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CAP!TULO I - ÂLGEBRAS GENtTICAS 

I.O - INTRODUÇÃO 

O estudo das álgebras genéticas foi iniciado com os tra 

balhos de I.M.H.Etherington [2], no final da década de 30. 

Ele pretendia formalizar a Genética de Populações por meio 

de modelos algébricos e a partir daí, demonstrar novos resul 

tados nesta Ciência, além de redemonstrar resultados já co­

nhecidos porém de um modo mais simples do que aquele utiliza 

do pelos geneticistas, através de métodos estatisticos. 

observando certas situações genéticas bem conhecidas 

Etherington introduziu os conceitos de álgebra bárica, t-ál­

gebra e t-âlgebra especial. 

Algebras báricas são álgebras munidas de um homomorfis­

mo não nulo com valores no corpo de escalares. A presença des 

te homomorfismo é muito natural, observando-se a situação g~ 

nética descrita pela álgebra. 

As t-ãlgebras são álgebras báricas satisfazendo uma con 

dição sobre sua equação mínima em potências principais e 

elas surgem naturalmente pela observação de exemplos naturais 

em Genética. No entanto, Etherington foi obrigado a restrin­

gir mais a definição, obtendo as t-álgebras especiais. Mais 

tarde, R.D.Schafer introduziu urna outra definição de álge­

bra descrevendo situações genéticas, às quais ele deu o no­

me de Algebras Genéticas. A definição de Schafer produz uma 
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classe de álgebras intermediária entre a classe das 

bras e a classe das t-âlgebras especiais. 

t-álg!: 

Outra definição foi proposta por H.Gonshor, usando ago-

ra como critério para que uma álgebra seja genética, a exis­

tência de urna base satisfazendo certas condições. Esta defi­

nição coincide essencialmente com aquela de Schaffer. 

Mais recentemente, foram introduzidas as álgebras de 

Bernstein, que satisfazem uma identidade polinomial. 

Estas álgebras descrevem populações que atingem o equi­

librio já na segunda geração. 

O objetivo deste trabalho é apresentar as propriedades 

mais importantes das álgebras de Bernstein, relacioná-las com 

os outros tipos de álgebras genéticas e, finalmente, dar uma 

classificação das álgebras de Bernstein de dimensão 3. Isto 

será feito na segunda parte do trabalho; na primeira, resum! 

remos os resultados gerais sobre as álgebras genéticas, ne­

cessários para o desenvolvimento da segunda parte. 

I.l - ÂLGEBRAS OCORRENDO EM GEN~TICA 

Inicialmente vamos fazer a seguinte observação: em todo 

o trabalho, vamos entender por "álgebra" uma álgebra comuta­

tiva, de dimensão finita sobre os reais e em geral não-asso­

ciativa. MostrEmos os exemplos que motivaram a criação da 

teoria de álgeb~as genéticas. 

Exemplo 1.1 - Vamos considerar urna população infinitwen 
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te grande de indivíduos diplóides que diferem em um locus cem 

gametas D e R e se reproduzem por cruzamento aleatório. Uma 

distribuição de frequências desses gametas e uma combinação 

linear formal ~D+SR com a,S€m, a~O, S~O e a+S ~ 1. Os núme-

ros a e S medem as porcentagens com que aparecem os gametas 

D e R, respectivamente, na população. A pergunta natural que 

surge é a seguinte: qual é a distribuição de frequências na 

geraçao seguinte? 

Como o cruzamento é aleatório, existem as seguintes po~ 

sibilidades na formação de zigotos: 

a) os gametas D e O unem-se formando o homozigoto DD. Este 

zigoto segrega apenas o gameta D. Simbolicamente, represent~ 

mos este fato por DD = D. 

b) os gametas D e R unem-se formando o heterozigoto DR e es­

te segrega os gametas D e R com a probabilidade ~ para cada 

l l um deles. Simbolicamente temos DR = RD = zR + zD. 

c) os gametas R e R unem-se formando o homozigoto RR que se-

grega apenas o gameta R. Simbolicamente temos RR = R. 

o espaço vetorial real bidimensional de base {D,R} tor-

na-se uma álgebra com a multiplicação 

elementos x = aD+SR desta álgebra, que admitem interpreta-

ção genética, são aqueles em que a~O, s~o e a+S = 1, pois, 

neste caso, podemos interpretar aD+SR como uma distribuição 

de frequências dos gametas De R na população. A multiplica-

1 
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çao de dois elementos x,y da álgebra mostra que se x e y ad­

mitem interpretação genética então o produto xy é ainda um 

elemento que admite interpretação genética pois 

' e 

l 
2 (2aa

1
+aB 1+ 

distribuição de frequências na geraçao resultante do casamen 

to aleatório das populações representadas por aD+SR e 

a 1D+S 1R. Assim, o produto na álgebra representa a passagem à 

geração filial. 

A função que associa a cada elemento x = aD+SR o número 

real a+S desempenha um papel importante no estudo dessas ál-

gebras, pois a estrutura da álgebra deve ser compatível com 

esta função. Consideremos um elemento que admite interpreta-

ção genética, isto é, x = aD+BR, com a,B~O e a+B = 1. Então, 

x 2 ~ (a 2 + aS)D + !S 2 + aS)R ~ a(a+S)D + S(a+S)R ~ x. Isto 

é, a geração filial, resultante do casamento aleatório entre 

indivíduos da população gamética coincide com a geração ini-

cial; em outras palavras, a população está em equilíbrio. 

Este exemplo pode ser generalizado para o caso de multi~ 

lelismo. Se considerarmos a
0

,a
1

, ..• ,an os diferentes alelos 

de uma população diplÔide e repetirmos o argumento anterior 

obtemos aiaj = j a 1 + j aj , i,j = O,l, ..• ,n. Se tomarmos 

{a0 ,a 1 , .•• ,an} como uma base, temo~'' uma álgebra real de di­

mensao n+l, com a multiplicação acima. Do mesmo modo os ele-

rnentos da álgebra que admitem interpretação genética sao 

aqueles da forma x = o.
0

a 0 + o.
1

a
1 

+ ... +o.nan, ai ::::o (i=O,l, ... ,n) 
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e cx0 + a.
1 

+ ... + a.n = L Cada ai indica a frequência do ale lo 

ai (i=O,l, ... ,n). 

+ +a a o número real a 0 + a 1 + ... + an 
• · • n n 

satisfaz a 

identidade w(xy) = w(x) w(y), para todo x e y. 

Esta álgebra é chamada álgebra gamética para a herança 

mendeliana simples, de dimensão n+l. E a álgebra genética e~ 

truturalmente mais simples e, ao mesmo tempo, mais importan-

te do ponto de vista genético. 

Exemplo 1.2 - Consideremos novamente, uma população in-

finitamente grande com alelos a 0 ra1 , ... ,an. Já vimos que a 

tábua de multiplicação da álgebra gamética é dada por a.a. = 
1 J 

=i ai+ i aj (i,j = O,l, ... ,n). 

Os zigotos desta população resultam da união de dois g~ 

met.as. Podemos pensar então nos zigotos como pares não arde-

nados de alelos ai e aj' que representaremos simplesmente por 

(ai aj). Há portanto os seguintes zigotos (= tipos zigoticos, 

linguagem biológica) 

a0a2 ·•·•·•·· aüan 

ala2 ·····•·· alan 

a a n n 

Consideremos o JR -espaço vetorial gerado por estes (n+l) (n+Z) 

simbolos. Se conseguirmos definir neste espaço vetorial uma 

multiplicação que descreva o comportamento da população zig~ 
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tica, teremos mais um exemplo importante de modelo algébrico 

em Genética de Populações. 

Por cruzamento aleatório da população, vejamos quais são 

os possíveis zigotos formados, na geração filial. Sejam (a.a.) 
' J 

e (akap) dois quaisquer zigotos desta população. Sabemos que 

o zigoto (a.a.) segrega os gametas a. e a. (com a probabili-
~ J ]. J 

dade ~ para cada um deles) t o mesmo ocorre para (akap), que 

segrega os gametas ak e ap. Cada um dos gametas a 1 , aj une­

se a um dos gametas ak e ap, formando os novos individuas da 

geraçao filial. Simbolicamente, temos: 

geraçao 

filial 

~ claro que a probabilidade de formação dos zigotos a 1 ~, 

a
1
ap, ajak e ajap é } para cada um deles. Representamos este 

fato por 

1 l l l 
(a1 aj) (akap) ~ 4 1aiak) + 4 1ajak) + 4 1ajap) + 4 1aiap) 

Esta fórmula serve como definição de muitiplicação no 

espaço vetorial gerado pelos simbolos (a. a.) {O~i~j~n). Um 
l J 

elemento genérico x desta álgebra é da forma 

X ~ E a .. (a. a.) 
l.J 1. J 

, onde a .. eJR e a soma é estendi­
>J 

da a O~i~j~n. Para que x admita interpretação genética deve-

mos ter aij ~ o, para todo O~i~j~n, e Eaij = 1. ~ fácil ver 
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que se x e y, elementos desta álgebra, admitem interpretação 

genética, o mesmo ocorre com xy. Mais geralmente, a função w 

que associa a x = La .. (a. a.) o número real w(x) = La,]. satis-
lJ l J ..L 

faz a identidade w(xy) = w(x)w(y). 

Observação: Uma simples verificação mostrará que as álgehras 

acirrE. não são associativas e não possuem unidade. Mais adiante 

introduziremos notação especial para estas álgebras. 

Exemplo 1.3 - Consideremos novamente uma população inf! 

nitamente grande, dialélica, porém sujeita a mutações. Sendo 

D e R os alelos, sejam 

r = probabilidade de o alelo D sofrer mutação para R 

s = probabilidade de o alelo R sofrer mutação pa.ra D 

Um argumento simples de probabilidade mostra que deveremos de 

finir a multiplicação da seguinte maneira: 

0 2 = (1-r)D + rR , l l DR = -(1-r+s)D + -{1-s+r)R e 
2 2 

Obtemos assim uma álgebra descrevendo o comportamento das g~ 

raçoes sucessivas desta população. Casos interessantes corres 

pendem a r=s-~ e também r=s=l. Do ponto de vista biológico , 

só tem sentido considerar casos em que r e s sao muito próxl 

mos de zero e positivos. 

Os três exemplos colocados acima sao aqueles que rnotiv~ 

rama criação da teoria das álgebras genéticas. A álgebra do 

exemplo 1 será denotada por G(n+l,2) e aquela do exemplo 2 

por Z{n+l,2). Elas fazem parte de uma classe mais ampla de ál 

gebras gaméticas (resp.zigóticas) que, porém, não serao tra-
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tadas neste trabalho. 

Depois destes exemplos introdutórios, começaremos com 

a exposição formal. 

1.2 - ÂLGEBRAS BARICAS 

Lembremos que para nós, "álgebra" significa "álgebra re 

al, comutativa, de dimensão finita". 

DEFINIÇÃO 1.1 - Seja A uma álgebra. Dizemos que A é uma 

álgebra bárica se A admite um homomorfismo de álgebras, nao 

nulo, w:~R. O homomorfismo w chama-se uma função peso de A. 

Para cada xSA, w(x) chama-se o peso de x. 

Exemplo 1.4 -A função w:G(n+l,2)+lR definida por 

w(a1 ) = 1 (i=O,l, .•. ,n) é um homomorfismo de álgebras nao 

nulo. 

TEOREMA 1.1 - Seja A uma álgebra bárica de dimensão n e 

seja w urna função peso de A. Então Kerw é um ideal {n-1)-di 

mensional de A e A/Kerw ~ JR • 

Prova: Kerw é um ideal de A, pois w:A+R é um homomor -

fismo de álgebras. Como w é não-nulo existe em A um elemento 

x com w(x)fO. Dado aem , a é imagem do elemento 

tão w:A-+-JR é sobrejetor e, portantc, A/Ker "'! JR. 

ax 

w (x) 
e A.En 

PROPOSIÇÃO 1.1 - Seja A uma álgebra. As seguintes afir­

maçoes são equivalentes: 

i) A é bárica 

jl 
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ii) A tem um ideal (n-1)-dimensional N tal que A2iN 

Prova: i)~ ii) Seja N=Kerw, onde w é a função peso de 

A. Pelo teorema 1.1, N é um ideal (n-1}-dimensional de A. Se 

ja x um elemento de A tal que w(x) lO. Então w(x 2 ) = w(x) 2 ':! o. 

Isto mostra que x 2 e A2-N. Portanto, A2sf,. N. 

ii}=* i) Seja Num ideal (n-1)-dimensional de A tal que 

2rl -A +- N. Entao, A = <z> @ N como soma direta de espaços vetor~ 

ais, - 2~ onde z esta em A-N. Como A *- N , podemos escrever 

z 2 = tz+s, onde t€lR, ttO e s€N. Seja z0= i z. Então 

z~ = z 0+p, p€N e A = <z 0>eN. Agora, seja w a função que a ca 

da elemento x = az 0 + n aelR , neN, associa o número real 

w(x) = a. Afirmamos que w é uma função peso de A. De fato, w 

então é claramente linear e se x = az0 + n e y = Sz 0 + m 

w(xy) = w(aSz 0 + aBP + az 0m + sz 0n + nm) = aB = w(x)w(y). 

DEFINIÇÃO 1.2 - Seja A uma álgebra. 

a) Para cada x, elemento de A, definimos as potências princ~ 

de x por x 1 = X r 
n n-1 = xx , x = x x . O elemento X 

é dito nilpotente se xn = O para algum número natural n. O 

elemento x é denominado idempotente se x 2 = x. 

b) Uma subãlgebra U de A é chamada nilá1qebra se todo ele -

menta de U é nilpotente. 

c) Uma subálgebra U de A é chamada nilpotente de indice k se 

uk = <O> e uk-l t- <O> , onde u 1 = u , ui = ui-l u, i = 2,3, ... 

d) Uma álgebra nilpotente de indice 2 é chamada álgebra ze-

ro. 

Exemplo 1.5 - Consideremos a álgebra G(n+l,2) e seja 
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x = P a 1a 1 e G(n+l,Zl. se xeKerw então a
0 

+ 
i=O 

dal x = a. 0a 0 + ••• +anan = - ( a 1 + + CL ) a + " a + +a a ···nO ll"""nn= 

portanto 

uma base de Kerw é {al-aO, ... ,an-aO}. Temos (a0 - ai) (a0 - aj) = 

1 
aj) 

1 
ai) = ao - a 0aj - aO ai - a.a. = ao - 2(ao + - 2(ao + -, J 

e portanto N2 
= (Kerw) 2 =O. 

Exemplo 1.6 -Consideremos a álgebra A de dimensão 3,~ 

do {a 1 ,a2 ,a3 } como base e multiplicação dada por 

O subespaço N1 gerado por a 1 e a 2 é um ideal de A e 

A 2$. N1 . Assim pela proposição 1.1 existe um homomorfismo de 

álgebras, não nulo, w
1

:A+E dado por w
1

(a1 ) = w
1

(a 2) =O e 

w1 (a 3 ) = 1. Mas o subespaço N2 gerado por a 2 e a 3 é também um 

ideal de A e A21N2 . Assim existe outro homomorfismo de álge­

bras, não nulo, w
2

:A-+lR dado por w2 (a
1

) = 1 ,w2{a2) = w2 (a3) =O. 

Este exemplo é dado para mostrar que a hipótese "Kerw é nil'' 

da proposição seguinte, é necessária. 

PROPOSIÇÃO 1.2 - Seja A uma álgebra bárica com função pe 

so w. Se Kerw é nil álgebra, então w ê a única função peso de 

A. 

Prova: Seja g:A-+IR um homomorfismo de álgebras, nao nu-



- ll -

lo. Se x€Kerw, existe n natural tal que xn = O. Daí segue que 

(g (x)) n ~ g (xn) ~ g (0) ~ O e portanto g ~) = O. Isto mos-

tra que Ker w c Ker g • Tomemos agora y 0eA tal que 

A= <y 0> $ Kerw, onde <y0> é o subespaço gerado por y 0 e 

w Wol = 1. ~ claro que g ~ol ~ O senao g seria identicamente 

nulo. O elemento y~ 

2 g(y0 - y 0) =o. Mas 

- Yo 

g (y2 o 

está no núcleo de w, logo 

- Yol = ~ (yoll2- g(yol = 

= g(y0)[g(y
0

) - 1], o que acarreta g(y 0) = 1. Agora, se 

x = ay0 + n , a.€JR, neKerw , é um elemento qualquer de A 

temos g(x) ~ g(ay 0+n) ~ ag(y 0) + g(n) ~ a ~ w(x) isto é , 

g~w. 

!.3- t-ÂLGEBRAS 

consideremos a álgebra A = G(2,2) de base {D,R} e 

x = aD+SR, a., f3€JR , um elemento de A. Temos 

x 2 = a 2o + 2a.B(~ D +~R) + B2R = (a+B)x. Já sabemos que o 

único homomorfismo não-nulo de A em R é o homomorfismo w que 

leva x em w(x) = a+S {proposição 1.2). Portanto, todo elemen 

to x de A satisfaz a equação x 2 - w{x)x =O. 

vejamos agora o que ocorre em Z{2,2). Uma base desta 

álgebra é {DD,DR,RR}, que denotaremos por {a1 ,a2 ,a3}. A tá­

bua de multiplicação é: 

" 
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2 
al = a1 ala2 = l 

2 
l 

a1 + a2 ala3 = a2 2 

2 l l l 1 l 
a2 = 4 al + 2 a2 + 4 a3 a2a3 ="2"2 + ~3 

2 
a3 = a3 

Façamos a seguinte mudança de base: 

' 

A tábua de multiplicação agora ficará: 

2 
co = co COCl = 

1 
2 c1 COC2 = o 

2 1 o cl = 4 c2 clc2 = 

2 
o c2 = 

Terros Kerw = <c1 ,c 2> 

mostra que (Kerw) 2 = c 2 

e a tábua de multiplicação acima 

e (Kerw) 3 =-<O> Pela proposição 

1.2, w:A+~ é único. Como x 2 = a~ 1 2 
+ 4al c2 e 

temos w(x)x 2 =O. 

Os coeficientes das potências principais de x desta e­

quaçao, bem como da equação correspondente da álgebra gamét! 

ca G(2,2), dependem de x somente através de w(x). Vamos for-

malizar este conceito: 

Seja A uma álgebra bárica e seja {e1 , ... ,en} uma base 

de A. Denotemos por f(x) = xr + c 1 (x) r-1 
X + ... + C l (X) X = 0 r-

a equação mínima de A associada as potências principais de x 
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n 
([9],§19;[1] ,teo 2.16). Ent~o, se x = t x.e. o coeficiente 

j=1 J J 
Cm(x), l$m$r-l, de f(x) é um polinômio homogêneo de grau m 

nas coordenadas x. de x. 
J 

DEFINIÇÃO 1.3 - Seja A uma álgebra bárica com função p~ 

so w. A é chamada t-álgebra se os coeficientes c (x) da equa m -

ção minima f(x) = O dependem de x somente através de seu pe­

so w(x), isto é, cm(x) é função de w(x) apenas. 

Como os coeficientes cm(x) são polinômios homogêneos de 

grau m nas coordenadas xj de x, em uma t-álgebra, cm(x) é um 

múltiplo escalar de w(x}m e então 

r r-1 f(x) = x + a
1
w{x)x + ••• r-1 + ar_ 1w(x) x = O, a 1 e JR. Em 

uma t-ãlgebra a equação acima é chamada de t-equação princi-

pal e o inteiro r chama-se posto de A. 

No corpo complexo, podemos decompor o polinômio f(x) na 

seguinte forma: 

f(x) = x(x-w(x)) (x-À
1
w(x)) ••• (x-Àr_

2
w(x)) 

Os números 1, À1 , À2 , ..• ,Àr_ 2 são denominados t-raizes 

da álgebra A. Quando w(x) = 1, a t-equação principal de A fi 

ca reduzida a f(x) = x(x-1) (x-À
1

) ••• (x-Àr_ 2 ) = O. 

Exemplo 1.7- As álgebras G(2,2) e Z(2,2) sao t-álgebras 

- 2 3 2 com as respectivas t-equaçoes x -w(x)x =O ex -w(x)x =O. 

PROPOSIÇÃO 1.3 - Se A é uma t-álgebra então Kerw é um 

ideal nil de A. 

Prova: Basta fazer w(x)=O na t-equação principal 
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f(x) r-1 a 1w(x)x + ... + r-1 ar_1[w(x)J x ~o. 

Corolário: Toda t-álgebra tem uma Única função peso. 

Prova: Como Kerw é nil, pela proposição 1.2, A tem uma 

única função peso. 

A t-equação f(x) n n-1 
= x + ~ 1 w(x)x + . • • + n-1 

a 1 w (x)x=O n-

está relacionada com as potências principais xl=x, x 2 = x x, 

n n-1 x = x x, n=2,3, .... Essas potências tem o seguinte sig 

nificado genético. Consideremos uma população infinita de e-

lementos. Simbolicamente x representa a primeira geração; o 

elemento x 2 representa a segunda geração (descendentes de x 

) d 1 X
n __ xn-1 por cruzamento ao acaso . De um mo o gera , x re-

presenta a n-ésima geração, descendentes do cruzamento ao 

acaso, da primeira geração com a {n-1)-ésima geração. 

Há outros tipos de potências que descrevem gerações su-

cessivas, como as potências plenas: 

. . . , = x(n) x(n). Neste 

caso a n-ésima geração é resultado do cruzamento aleatório da 

(n-1)-êsima geração com ela mesma. A frequência genotlpicada 

n-ésima geração é função apenas da frequência genotipica da 

geraçao anterior, neste caso. 

Sejam A uma álgebra bárica e q(x) = x{n) + S
1

{x)x(n-l)+ 

+ ••• + 6 
1

(x)x(l) =O a equação mínima de A relativa às 
n-

potências plenas. Quando A é uma t-álgebra e os coeficientes 

Bi(x) , l~i$n-l, dependem somente de 

sume a forma q(x) = x{n) + a
1

(w{x))x{n-l) 

w{x), a equação q{x) a~ 

+ •.. + a 
1

(w(x) )x. Neste n-

caso, esta equação é denominada t-equação plena. 
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A próxima proposição mostra que a álgebra G(n+l,2) de-

sempenha um papel central na teoria das álgebras genéticas. 

PROPOSIÇÃO 1.4 - Seja A uma álgebra bárica de dimensão 

n+l. São equivalentes as condições: 

(i) A é uma t-álgebra com t-equação principü x2-w(x)x = O 

(ii) A é isomorfa a G(n+l,2) 

Prova: (i)~(ii). Seja c 1 , ... ,cn uma base do núcleo de 

w, que completamos a uma base de A com um elemento c 0 tal 

que w(c 0) = 1. Observemos também que a igualdade x 2 
= w(x)x 

pode ser linearizada, fornecendo uma identidade em 2 variá-

veis. Para isto, tomemos x e y em A; teremos 

(x+yl 2 ~ w(x+y) (x+y) ou seja 

x2+2xy+y2 ~ w(x)x + w(x)y + w(y)x + w(y)y 

xy ~ ~w(x)y + w(y)xl. 

e daí 

Em particular , 

(i=l, •.• ,n) ~ o (i,j=l, ••. ,n). 

Tomemos agora a nova base {a0 ,a1 , .•. ,an} de A dada por 

ao ~ co 

e ainda 

claro. 

' a. 
1 

aiaj 

~ 

~ 

a
0
+a. (i=l, ..• ,n). Temos w(a.) = 1 (i=O,l, ••• ,n) 

1 ' 

-
2
1 (a.+a.). o isomorfismo com G(n+l,2) é agora 

1 J 

(ii)+(i) Imediata. 
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I. 4 - DUPLICAÇ!\0 

O processo de duplicação de álgebras genéticas foi in-

troduzido por Etherington, como generalização natural do pr2 

cesso de obtenção de uma população zigôtica a partir de urna 

população gamética. 

A definição original é a seguinte: seja A uma álgebra 

comutativa de base {a0 ,a1 , ..• ,an} considererros os símbolos 

................. 

e seja B o espaço vetorial das combinações lineares formais 

destes slmbolos, com coeficientes reais. Então B tem dimen-

sao 
(n+l) (n+2) 

2 e um elemento genérico de B é da forma 

X = E 
i~j 

A multiplicação em B é definida sobre a 

a 1aj e aka~ são calculados em A, é claro. Se 

n 
a.a. = E a~J·k ak então 

1 J k=O • 

n 
(a .• a.)(a •a,) = ( l: a .. 

J.. J K. ,_ r=0 lJr 

n 
a ) = l: 

5 r,s=O 

onde 

tivermos 

a. . Ct... n a *a . J.)r K .... s r s 

Por definição, B é uma álgebra comutativa. Naturalmente, po­

demos introduzir B através do produto t.ensorial A0A (sobre JR). 

Para isto, definimos urna multiplicação no espaço vetorial A~A 

por (a®b) (a 1 ®b 1
) = (ab)®(a'b') e tomamos como B o quociente ·F 
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de A®A pelo ideal gerado pelos elementos da forma x®y-y®x 

com x,y em A. Neste caso, a imagem canônica de a®b será de -

notada a*b. 

TEOREMA 1.2- Seja ~:B+A dada por~(~ a. (a.*b.)) = 
i ~ 1 1 

=r aiaibi. Então~ é um homomorfismo de álgebras, ~(B) Az 

e B.Ker'i' O. 

Prova: Omitida (Ver [ 1], teo.6.14) 

TEOREMA 1.3 - Se A é bárica então B é bárica. 

Prova: Seja w:A-+JR uma função peso de A. Tomemos w
1 

:B+IR 

como w1 = w o1f, onde lf:B-+A é dada por ai*aj -+aiaj. Pelo teo 

rema anterior, \f é homomorfismo de álgebras logo o mesmo o­

corre com w1 . Além disso lf(B) = A2 $ N = Kerw logo w 1 ~o. 

O resultado que mais interessa sobre o processo de du-

plicação é o seguinte: 

TEOREMA 1.4 - Seja A urna t-álgebra de posto r. Então 

sua duplicada B é uma t-ãlgebra de posto no máximo r+1. 

Prova: Já sabemos que B é bárica. Seja 

r-1 r-1 a
1

w(x)x + + ar_ 1 (w(x)) x= O a t-equação prin-

cipal de A. Dados x,y em A, o elemento x*y de B satisfaz 

~{x*y) = xySA e portanto 

r r-1 r-1 
(xy) + a1 w (xy) (xy) + ... + ar-l (w (xy)) (xy) ~ O , isto é, 

Mas ~ é um homomorfismo de álgebras {teo 1.2) logo 

r' 
I' 
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r r-1 r-1 
o/[ (X*Y) + a1w1 (x•y) (x*Y) + ••• + ar-l (w1 (x*Y)) (x*Y) l ~ O 

Assim 

Ainda pelo teo.l.2, (x*y)z =O isto é, 

Observação: Lembrando que uma t-álgebra tem uma única 

çao peso, vemos que B é univocamente ponderada. 

fun-

Corolário: A 

çao principal y 3 

álgebra Z(n+1,2) 

2 -w
1

(y)y -o. 

é uma t-âlgebra com t-~ 

Prova: Sabemos que Z(n+l,2) é a duplicada de G(n+l,2) 

Como a t-equação principal de G(n+l,2) é x 2 - w(x)x = O, a 

t-equação principal de Z(n+l,2) é de posto menor ou igual a 

3 e divide y 3 - w1 (y)y 2 =o. Portanto, ela terã posto 2 ou 

3. Se o posto desta t-equação principal fosse 2, pela propo-

i - 14 Z( 12) · i f G((n+l)(n+2) ,2). o s çao • , n+ , ser1a somar a a cor 

re que todos os elementos de peso 1 em G ( (n+l) 
2
(n+Z) , 2) sao 

idempotentes, uma vez que eles satisfazem a equação 

z 2 - w(z)z =O. Em Z(n+l,2) existem elementos de peso 1 que 

não são idempotentes. Basta tomar o elemento a 1 *aj onde 

a 1 e aj 

(ai*aj)2 

De fato 

são elementos de peso 1 em G(n+l,2). Temos 

e 

2 (a.*a.) = (a.*a.) (a.*a.) = (a.a.)*(a.a.) = 
l.J l.J l.J l.J l.J 
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I.S -ÁLGEBRAS GEN~TICAS NO SENTIDO DE GONSHOR 

DEFINIÇÃO 1.5 - Seja A uma álgebra comutativa n+l-dimen 

sional. A é chamada álgebra genética ~ sentido de Gonshor 

sendo 
n 

c.c. = E a. 'k ck (i,j = O,l, ... ,n),as constantes de estru 
1 J k=O 1 J 

tura aijk satisfazem as condições: 

l) aooo = l; 

O se k<j; 

3) aijk = O se i;:::l , j;::l e k:Smax(i,j). 

Observação: i) aijk = ajik , pois A é comutativa 

ii) As constantes de estrutur.a a.
000 

= 1 e 

a 011 , i=l,2, •.. ,n, são chamadas t-raízes de A. As t-raí­

zes de A são independentes da escolha da base canônica,pois 

elas sao auto-valores de qualquer aplicação x ~-+x 0 x , onde x
0 

n 
é um elemento de A da forma x0 = c 0 + E a.c. De fato, a 

i=l J. 1 

matriz do operador linear X f-+ X X 
o é triangular e tem na dia 

gonal os elementos l,a011 (i=l, ... ,n). 

iii) A base {c 0 ,c
1

, ... ,cn} é chamada uma base canô­

nica de A. Em geral, A pode ter muitas bases canônicas. 

PROPOSIÇÃO 1.5 - Sejam A uma álgebra genética no senti 

do de Gonshor e {c0 ,c1 , ... ,cn} uma base canônica de A. En­

tão o sub-espaço vetorial N gerado por c 1 ,c2 , ... ,cn e um 

ideal nilpotente de A. 
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Prova: Como A é genética no sentido de Gonshor, temos 

ANcN ; portanto, N é um ideal de A. Da condição 3) que as 

constantes de estrutura devem satisfazer, segue que N1 está 

contido no sub-espaço gerado por 

Nn+1 = O, 

Corolãrio; Toda álgebra genética no senti'do de Gonshor 

e ponderada por uma única função peso. 

Prova: Seja {c0 ,c 1 , ... ,cn} uma base canônica de A. o 

ideal gerado por c 1 , ••• ,c
0 

é n-dirnensional e como 

aOOO = 1, A2tN. Pela proposição 1.1, A é bârica e a função~ 

so correspondente a N é dada por w (x) = a 0 , onde 

X= aoco + alcl + ••• + ancn. Como N é nilpotente (portanto 

nil), w é única (proposição 1.2). 

Exemplo 1.9 -A álgebra G(n+l,2) é genética no sentido 

de Gonshor. De fato, seja {a0 ,a1 , ... ,an} a base de G(n+1,2) 

1 1 tal que a 1aj = 2 a 1 + 2 aj para Se fizermos a 

temos 

e , l:S:i,j:S:n Logo, 

{c0 ,c
1

, ••• ,cn} é uma base canônica de G(n+l,2). As t-raízes 

1 1 sao 1, 2 , ... , 2 . 

Exemplo 1.10 -A álgebra Z(2,2), duplicada de G(2,2), é 

genética no sentido de Gonshor. De 

de G(2,2) tal que a2 
o 

= ao , aOal = 

então uma base de Z(2,2) é { ao*ao 

bela de multiplicação é: 

fato, 

1 
2 ao + 

, ao•al 

se 

1 
2 

{a
0

,a
1

} é a base 

2 a
1 

e a
1 

= a
1 

, 

a 1*a1}, cuja ta-
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(ao*aol (ao*ao) ~ ao*ao 

(ao•ao) (ao*al) 
l l 

~ 

2 ao*ao + 2 ao*al 

(ao•al) (ao•al) 
l + 1 

ao*al + 
l 

~ 

4 ao*ao 2 4 al*al 

(ao•ao) (al •al) ~ ao*al 

(ao*al) (al •al) 
l l 

~ 

2 ao*al + 2 al*al 

(al •al) (al •al) ~ al*al 

Façamos a mudança de base: 

A nova tabela de multiplicação é: 

2 l o co ~ co CÜCl ~ 

2 cl COC2 ~ 

2 l o cl ~ 4 c2 clc2 ~ 

2 
c2 ~ o 

Assim {c
0

,c
1

,c2} é uma base canônica de Z(2,2), cujas t-raízes 

l 
sao 1 , 2 e O. 

TEOREMA 1. 5 - Toda álgebra genética no sentido de Gonshor 

é uma t-ãlgebra, 

Prova: Seja A uma álgebra genética no sentido de Ganshor 

e denotemos por {c
0

,c 1 , ... ,cn} uma base canônica de A. Vamos 

mostrar que os coeficientes ai(x) , l$i$r-l, da equação rní-



- 22 -

nima de A, relativa às potências principais , 

f(x) = xr + a 1 {x}xr-l + ••• + ar_1 (x)x =O, dependem somente 

de w(x), para todo x em A. Seja x = x 0c
0 

+ x1c
1 

+ ••• + xncn 

um elemento arbitrário de A (logo x 0 = w(x)) e Lx:A~A por 

Lx(y) = xy. A matriz M de Lx, em relação à base 

{c0 ,c1 •..• ,cn} de A ê 

canônica 

o ... o o 

o o 

que é tma matriz triangular inferior. o polinômio caractei"1stico 

de Lx é então g(x) ~ det(ÀI-M) ~ 
n 
rr I À- a

0 
.. x

0
) • Como 

i=O ~~ 
a 

t-equação de A, f(x) =O , é tal que f(x) é um divisor de 

xg (x) ([1], teo.2.16), temos que 

flxl ~ xlx-w(x))(x-a0 .. wlxll ... lx-a0 . 
1
. w(x)) 

1111 lj j 

onde {i1 , •.• ,ij}c{l,2, ... ,n}. Isto mostra que os coeficien­

tes do polinômio f(x) dependem apenas da coordenada x0 , que 

é o peso de x, e das constantes a 011 naturalmente. 

DEFINIÇÃO 1. 6 - Uma t-álgebra especial A é uma t-álgebra 

onde o ideal N=Kerw é nilpotente e suas potências princi-

pais são ideais de A. 
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Exemplo 1.11 -A álgebra G(n+l,2) é uma t-álgebra espe­

cial. Basta ver o exemplo 1.5. 

Exemplo 1.12- A álgebra Z(2,2) é uma t-álgebra especi-

al. Podemos ver isto diretamente pelo exemplo 1.10. Temos 

e daí. e N3 = <O> • 

Vamos admitir o seguinte teorema sem demonstração. 

TEOREMA 1,6 - Seja A uma álgebra bárica com função peso 

w. Então, as seguintes condições sao equivalentes: 

1) A é uma t-álgebra especial; 

2) A é uma álgebra genética no sentido de Gonshor e to-

das as potências principais de Kerw sao ideais de A. 

A demonstração se encontra em [ l] , teorema 3. 28. 

Observação: A duplicada de uma álgebra genética no sentido de 

Gonshor é uma álgebra genética no sentido de Gonshor; mas is 

to não vale para t-álgebras especiais. Por exemplo, a dupli­

cada de Z{2,2) é urna álgebra genética no sentido de Gonshor 

isomorfa a álgebra A sobre os reais de base' {c0 ,c
1

, ... ,c
5

} e 

com multiplicação dada por 

I , 
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2 1 1 co = co 00°1 = 2 °1 0 0°2 = 4 °3 COC3 ~ o COC4 ~ o coes ~ o 

2 1 1 o c1 ~ 4 c2 clc2 = 8 c4 clc3 ~ clc4 ~ o eleS ~ o 

2 1 o o 0 2 = 16 °5 c2c3 ~ c2c4 ~ c2c5 ~ o 

2 o o o c3 ~ c3c4 ~ c3c5 ~ 

2 o o c4 ~ c4c5 ~ 

2 o cs ~ 

Daí vem que N=Kerw é gerado por cl, ... ,cs ' 
N2 é gerado por 

c2,c4 e cs ' 
N3 ê gerado por c4 e cs ' N 4 ~o. No entanto, N2 

na o e um ideal pois COC2 
l 

~ 

4 c3 $ N2. 

I.6 - UM TEOREMA DE CONVERG~NCIA 

Lembremos que um problema essencial em Genética de Pop~ 

lações é a procura de estados de equilíbrio. Em nossos mode-

los algébricos, este problema corresponde à procura de idem-

potentes. O próximo teorema ê devido a Gonshor. 

TEOREMA 1.7- Seja A uma álgebra genética no sentido de 

Gonshor, cujas t-raizes são todas distintas de l -
2 . Entao, A 

possui um único idempotente não nulo. 

Prova: Vamos construir, por um processo de recorrência, 

um elemento idempotente não nulo em A. 

Seja {c0 ,c
1

, •.• ,cn} uma base canônica de A. Vamos mos-
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trar que existem x 0 , x
1

, ... , xm em JR tais que 

2 
(xoco + xlcl + ... + xnFm) = xoco + ... + xmcm + ym+-1 cm+l + ••. + yncn, pa-

r a todo m::>n, onde Ym+l''"''Yn estão em JR. 

2 a) m=O de Para ' {xoco) = xoco + ylcl + + Yn c segue-se n 

que 2 
X o = xo e isto mostra que devemos tomar xo = l. 

b) Para m=l 

de x1 é determinado a seguir. 

Como 

··· + aOOncn + 2xl(a0llcl + a012c2 + ••• + aOnncn) + 

2 
+ xl(all2c2 + all3c3 + •·· + allncn) = 

=co+ {aOOl + 2aOOlxl)cl + {a002 + 2a012x1 + 

xl = 

isto é, xl = 

2 
allnxl)cn 

aOOl + 2a0ll xl 

"oo1 . Daí vem: 
l-2a011 

, devemos ter 

{ *) 

c) Suponhamos que já foram escolhidos x1 , ..• ,xm em lR de tal 

2 
maneira que (c 0+x1c 1+ ••. +xmcm) = c 0 + x 1c 1 + .•• + xmcm + 

+ Ym+l cm+l + .•. + yncn, onde ym+l , ... , yn estão em :IR .Va 

mos determinar xm+ 1 em JR ta 1 

com y ~+ 2 , ••• , y ~ em lR • Como: 
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+ 2Xm+l (aO,rn+l,m+l cm+l + a O,m+l,m+2 

+ xl(al,m+l,rn+2 cm+2 + ... + a l,m+l,n 

+ xm (cxm,m+l ,rn+2 c + + a m+l,n m+2 rn 

c m+2 

cn) 

cn) 

+ y c + 
n n 

+ ••• +aOm+l c) , ,n n 

+ . .. + 

+ 

+ 

+ 2 (a 
xm+l m+l,m+l,m+2 0 m+2 + a m+l,m+l,m+3 cm+3 + ... + 

+ a cn) = c + xlcl + ••. + X c + (Zao l l xm+l + m+l,m+l,n o mm ,m+ ,m+ 

xm+l = 2a0,m+l,m+l xm+l + ym+l" Portanto, xm+l = 
ym+l 

-~-. 
l-2ao m+l m+ 1 

' ' 
que é unicamente determinado. 

l Observação: Em genética ocorre muito o caso em que a 011 = 2 

e a 011 i i(i=2,3, •.• ,n). Pelo mesmo processo usado acima po­

de-se provar que existem idempotentes não nulos em A se e so 

mente se a 001 =O (ver a identidade (*)) e, neste caso, x 1 

fica livre e existe uma familia a um parâmetro de idempoten-

tes. Existem vários teoremas generalizando este que apresen-

tamos. Ver [1]. 

Quando todas as t-raizes sao diferentes de ~ existe 

apenas um idempotente e, neste caso, a população descrita p~ 

la álgebra tem apenas um ponto de equilíbrio. Este ponto de 

equilibrio tem a importante propriedade de ser "absorvente". 
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Isto é, se tomarmos um elemento de peso 1 na álgebra, suas ~ 

tências plenas convergem para este ponto de equilíbrio, des-

de que as t-raízes satisfaçam certas condições. Para mostrar 

este fato vamos precisar da seguinte 

PROPOSIÇÃO 1.6 - Sejam A uma t-ãlgebra e e um idempote~ 

te não nulo em A. Então w(e) = 1. 

Prova: De e 2=e segue que w(e) 2 
= 

w(e) = O. Seja f(x) 

w(e); logo, w(e) = 1 ou 

r-1 
+ .•• + "'r-lw (xlx =O a 

t-equação principal de A. Se w {e) = O então O = f(e) = er = e ; 

o que é uma contradição. Portanto, w(e) = 1. 

TEOREMA 1.8 - A seguência de potências plenas de um el~ 

menta qualquer de peso 1, em uma álgebra genética no sentido 

de Gonshor A, converge para o idempotente de A, se todas as 

l 
t-raizes satisfazem \a.Oii I < 2 , {i=l,2, ••. ,n} 

Prova: Inicialmente, observamos que se {c 0 ,c
1

, ... ,cn} é 

uma base canônica de A então {y0 ,c1 , ... ,cn} também é uma ba­

se canônica para todo y 0 em A de peso 1. A prova deste resu! 

tado é um cálculo simples. como o idempotente ~ de A tem pe-

so 1, podemos supor c 0 = e. Seja +a c 
n n 

um elemento qualquer de A de peso 1 e denotemos por 

z(k) = c
0 

+ a{k) c
1 

+ ..• + ~k) cn a k-ésima potência ple­

na de z. Afirmamos que lim a~k) = O , para todo i = 1,2, ••. ,n • 
k~co l 

De fato, de z(k+l) = z(k) z(k) segue-se que 

(k+l) 
ai 

i-1 
+ j;s=O ajsi 

( k) 
a. 

J 
i= 1,2, .•• ,n, 

' 
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com jy!O çm iy!O , onde o:jsi são as constantes de estru.tura de A.Para 

i = 1 temos a
1 

(k+l) = 2a
011 

aik) , Disto segue-se que 

I (k+1) 1 
a.l \ < 

( k) 
\ a 1 \ , para todo k, o que mostra que lim a.ik) 

k>= 
= o. 

Suponhamos por hipótese de indução, que lim a~k} =O, 
Jç+oo l 

para 

i= 1,2, •.• ,n-l. Vamos mostrar que lim o:(k+l) =O. 
k-+= n 

a(k+1 ) = 2a 
n Onn 

a (k) + 
n 

n-1 
E 

j,s=O 
a. 

JSll 

a (k+ 1) a (k) lim = 11m 2a
0 + lim 

)ç+OO n Jç+oo nn n Jç+oo 

a (k) n-1 
= 2aonn lim + E a. (lim 

k+OO n j,s=O J sn Jc+co 

= 2aonn lim a(k) Mas lim a (k+l) 

k+OO 
n • 

Jç+oo n 

a(k) a(k) temos: 
j s 

n-1 a (k) E a. 
j,s=O JSll J 

a(k))(lim 
J Jç+oo 

a (k)) 
s 

= lim a (k) = t. 
k+oo n 

Corno 

a (k) = 
s 

= 

Temos, 

tão, t = 2a
0 

t e dai t o pois a 'f 
1 Logo, = 2 nn Onn . 

( a1(k) ,a2(k) ' ••• ,an(k)) (O O O) converge para , , •.. , . 

en-

Exemplo 1.13 - Vamos considerar a álgebra zigótica Z(2,2) 

com base canônica {c0 ,c1 ,c2} (ver exemplo 1.10) e supor que 

existam os seguintes coeficientes de mutação: r é o coefici­

ente de mutação do alelo a 0 para o alelo a
1 

e s é o coefici­

ente de mutação do ale lo a
1 

para ale lo a 0 o (Ver o exemplo 1.9 

como fica a tábua de multiplicação para G(2,2)) o A tábua de 

multiplicação para Z(2,2), com mutação é: 

1 c
0

c
1 

= 2 (1-r-s) (c
1
-rc

2
l 

2 1 2 c 1 = 
4

(1-r-s) c
2 
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Como kerw é gerado por c 1 ,c~ (Kerw) 2 é gerado por c 2 e 

(Kerw) 3 =O, segue que as potências de Kerw são ideais de 

Z(2,2). As t-raízes são l l , 211-r-s) e O. 

Se r + s i O podemos aplicar o teorema 1.7 e existe ap~ 

nas um idempotente e um cálculo direto mostra que 

2r 
- -- cl + r+s é este idempotente. 

Quando r = s o (ausência de mutação) temos: 

e os elementos 

tentes. 

l 
+ 4 

o 

=o 

(x real) sao os idemp9_ 

Seja agora z = c 0 + xc1 + yc 2 um elemento de peso um 

de Z(2,2) (sem mutação). Temos: 

( 2) 
z 

= c 0 + xc1 
+! 

4 

+ ! 
4 

= (2) z • 

e 
(3) (2) (2) z = z z = 

(3) (3) (2) (2) z z = z z = z ( 2) • 

Do mesmo modo, z (n) = z (Z) , para todo n ~ 4. Portanto, a se-

quência de potências plenas de z converge para o idempotente 

z(Z). (Observamos que neste caso as hipóteses do teorema 1.8 

não estão satisfeitas). 

Existe urna generalização ([1], teorema 4.19) deste teo­

rema para o caso de várias t-raízes serem iguais a ! o que é 

muito frequente em álgebras genéticas. 
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Exemplo 1.4 - Vamos considerar agora a álgebra dos te­

traplóides. Os tetraplóides sao seres onde cada um tem um 

conjunto de cromossomos consistindo de um grupo de 4 cromos 

somos homólogos, tais que os cromossomos de um grupo dife -

rem em um locus com alelos A e a. Então, os três gametas g~ 

neticamente diferentes produzidos por esta população podem 

ser representados por o 0 = aa , o
1 

= aA e o 2 = AA. A ge­

nética desta população pode ser descrita pela álgebra tetra 

plóide G(2,4) gerada sobre JR.pelos símbolos o 0 , o 1 , o
2

• Va­

mos determinar a tábua de multiplicação para esta álgebra 

O produto o 0o 1 é obtido do seguinte modo. Os gametas o 0 e 

n 1 unem-se formando o zigoto o0o 1 ou seja 

(a,a)u(a,A) = (a,a,a,A). Este zigoto, por combinação dos ale 

los a e A, produz os gametas aa, aa, aa, aA, aA, aA. Portan 

tanto, devemos definir 1 = - D 
2 o 

Os gametas o0 e o2 unem-se formando o zigoto D0o2 , ou seja 

(a,a·) u (A,A) = {a,a,A,A). De maneira análoga, este zigoto pr2_ 

duz os gametas aa, aA, aA, aA, aA, AA. Indicamos este fato 

por DOD2 = .! (Do + 4D1 + D2) . Do mesmo modo, os outros pro-
6 

dutos serao: DaDo = DO' D1D1 = 1 
6(Do + 4D

1 + D2) 

D1D2 
1 1 D2 Sendo D2 D1 = 2 D1 + 2 D2 = D2. co = D c1 = - e • 2 2 • 

D2 2D1 + Do temos 2 1 2 1 
c2 = - co = co COCl = 6 c2 c1=6c2, • • 

clc2 = 2 
c2 = o. Portanto, {cO,cl,c2} - base canônica e uma para 

G(2,4). As t-raízes sao a = 1 o e = 1 
6 Seja e 

um idempotente, e = c
0 

+ x
1

c
1 

+ x
2

c
2

. Por um cálculo direto 

encontramos c
2 

, x
1 

arbitrário (ver ob 
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servaçao do teorema 1.7). 

Seja y um elemento em A, de peso 1. Então, 

( 2) 
y = YY =cO + ylcl + 

(2) (2) 
y y = 

(~yz+ff 

1 2 
(g- y2 + 9 

1 
( 81 y 2 + 

as potências plenas 
(n) 

y 
1 2 

convergem para y = c0 + y1c
1 

+ 4 Y1 c2 • 

Para cada y 1 eJR , o idempotente 1 2 
Y = co + y1c1 + 4 Y1 c2 e 

absorvente e as potências plenas de cada elemento de peso 1 

convergem para um destes idempotentes, que dependem da coor­

denada na direção de c 1 . 
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CAPITULO II - ÂLGEBRAS DE BERNSTEIN 

II.l - ÂLGEBRAS DE BERNSTEIN 

Em uma série de artigos publicados em 1923-24, S. Bern~ 

tein estudou condições necessárias para garantir que uma po-

pulação atinja o estado de equilíbrio após urna geração ([10], 

[ 11] ,C 12]) . Mais recentemente, J. Ljubi~ ([ 7] ) investigou pr~ 

fundamente os problemas deixados por S. Bernstein. Finalmen-

te, o nane "Algebras de Bernstein" foi dado por P. Holgate ([8]) 

a uma cla~se de álgebras báricas que estão muito relacionadas 

com os problemas estudados por Bernstein e LjubiC. Mostrare-

mos como elas provêm dos problemas estudados por Bernstein e 

LjubiC. 

O problema da estacionaridade proposto por Bernstein é 

o seguinte. Consideremos uma população infinitamente grande 

com gerações discretas e sejam a 0 ,a1 , ... ,am (m~l) os genóti­

pos desta população. Para descrever esta população devemos d~ 

zer, em cada geração, quais são as porcentagens, presentes na 

população, dos genótipos a 0 ,a1 , ... ,am. Se ai representa a 

porcentagem do genótipo ai em uma dada geração, o estado des 

ta população é dado pela (m+l)-upla (a0 ,a1 , ... ,am), onde ca­

da ai~O e a 0+a1+ .•. +am = 1. Assim, o estado da população na­

quela geração é dado pelo ponto (ao, al, ... , am) de lR.m+l que 

em realidade pertence ao simplexo Ym definido por: 
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Na geraçao seguinte, o estado da população muda, sendo 

agora dado por outro ponto (S 0 ,B 1 , ... ,Sm) de Ym. Cada B1 é 

uma função bilinear de a 0 ,a1 , ... ,am, dado por 
m 

s - " i - j,l<~O 
e l 

(j,k=O,l, ... ,m), pelas leis de hereditariedade. Para j e k 

fixos, o número ajlci é a probabilidade de o zigoto ajak segre­

gar o gameta a 1 . Assim, fica definido um operador (dito ope­

rador quadrático) lf :Y +Y dado por ;7ca0,a
1

, ... ,a. ) = CS0,S1, ... ,B ) , 
m m m m 

que descreve a passagem de uma geração à outra. Inversamente, 

dado um operador ~:Y +Y , podemos pensar em urna população m m 

que evolui de acordo com ~ , isto é, a passagem de uma gera­

çao à geração seguinte é dada por '1', Port.anto, o problema de 

classificar as populações com a propriedade de atingir o es­

tado de equilibrio na n-ésima geração é equivalente ao pro-
-n+l -n 

blema de classificar os operadores ~ tais que ~ = ~ onde 

-n 
~ = ~o ••• c~ (n vêzes). Vamos nos restringir ao caso dos op~ 

radares ~ tais que ~ 2 = ~ • Isto porque a tal operador cor-

responde uma população que atinge o equilíbrio na segunda g~ 

ração, isto ê, uma população que satisfaz a lei de Hardy-We-

inberg. Dizemos que uma população satisfaz o princípio de es 

tacionaridade de Bernstein se o operador ~ correspondente a 

-2 -
ela satisfaz a equação ~ = ~-

Apenas para dar uma referência ao leitor, mencionamos 

que os trabalhos de Bernstein consistem em determinar todos 

-2 os operadores tais que~ = ~ , quando m=2. No caso m>2 ele 
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encontrou duas classes de populações que satisfazem o princi 

pio de estacionaridade de Bernstein. O trabalho de Ljubi'6 

consistiu em encontrar uma forma canônica para ~ , com hipó-

teses ad~cionais. 

Voltemos agora à situação descrita acima e suponhamos ~ 

um operador quadrático, isto ê, \f(o.0,a1, ... ,am) = (130 ,e1, •.. ,Srn) 

ondea 0+ •.• +am = S0+ ..• +8m = 1, aj:::o, SlO (j=O, ... ,m). 

sideremos o espaço vetorial A gerado pelos símbolos 

a 0 ,a1 , ..• ,ame o seu subconjunto 

m 
Yrn = {i~O aiai : ai~O , aO+al+ ... +am = 1} 

m 
definida por 'I'(. E 

l.=Ü 

m 
a.a.) = E 

2 1 i=O 

Con 

Podemos estender canonicamente a aplicação ~ a um oper~ 

dor linear de A, que denotaremos também por~. O operador li 

near 'i':A~A define uma multiplicação em A dada por: 

xy ~i (~(x+y) - 1(x) - 1(y)) , 

onde x e y sao elementos arb.i,trários de A. 

Seja w:A-+JR a forma linear definida por w (ai) = 1 

(05-i:S::rn). Segue da definição de 'I' e da definição dos Si que 

woljl(x) = 2 (w(x)) , para todo x em A. Logo, para todo x e y em 

A, temos: 

w (xy) ~ w[.! (~(x+y)-'l'(x)-~(y))J ~ 
2 

= ~wo1(x+y)-wo~(x)-wo1(y)l ~ 

~ i [ (w(x+y)) 2 - (w(x))
2

- (w(y))
2

J = w(x)w(y). 

Isto mostra que w é um homomorfismo de álgebras e, por-



- 35 -

tanto, a álgebra A é bárica. 

-2 
Se o operador W satisfaz a condição ~ = ~ então 

[~(x)J 2 = [w(xlJ 2 ~(x) , 

para todo x em A. De fato, se w(x) = 1 ou w(x) = O temos 

~ 2 (x) = ~(x) e ~ 2 {x) = O, respectivamente. Suponha, então, 

que w(x) " o. De 

Hw(xx) Jr = ~[w(xx)l 
segue que 

C~(x)J2 
= ~ ( x) 

' 
[ w (x) l 4 [w(x)l 2 

já que '!-' é um operador quadrático e, logo, [lf(xJJ 2 
= [w(x)J 2-YCx). 

Assim, partindo de um operador ~:Y +y que satisfaz a rn rn 

condição ~ 2 = lf , construimos uma álgebra bárica com função 

peso w que tem a seguinte propriedade: 

[~(xlJ 2 = [w(xll 2 1(x) , 

para todo x em A, onde o/ é o operador linear de A definido 

acima. Esta construção motiva a seguinte definição devida a 

P. Holgate, 

DEFINIÇÃO 2.1 - seja A uma álgebra {sobre IR) comutati-

va, bârica, com função peso w. Dizemos que A é uma álgebra 

de aernstein (ou uma álgebra que satisfaz o principio de es-

tacionaridade de Bernstein) se para todo x 

x( 3 ) = [w(xll 2 x 2 , onde x( 3 ) = x( 2 )x( 2) = 

em A , 

2 2 
X X • 

Observação: Conforme vimos acima, a cada operador 't':ym-~Ym tal 
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que podemos associar uma álgebra de Bernstein de di 

rnensao m+l. Inversamente, dada uma álgebra de Bernstein de 

dimensão m+l, podemos definir o operador ~ de y em y por 
m m 

'l'(x) = x2 . Assim, podemos substituir o problema de "classif~ 

car os operadores lfl tais que qf"
2 

= \V " por "classificar as 

álgebras de Bernstein". 

Exemplo 2.1 - A álgebra gamética de uma população di-

plÓide com n+l alelos, satisfaz a equação polinomial 

x 2 = w(x)x, conforme vimos anteriormente. Resulta dal que 

x( 3 ) - x2x2 - w(x)x w(x)x- [w(x)xl 2 . 

Exemplo 2.2 - A álgebra zigótica de uma população d~ló! 

de com n+l alelos, isto é, a duplicada da álgebra gamética da 

mesma população, satisfaz a equaçao x( 3) = w2 (x)x 2 (mas nao 

a equação x 2 = w(x)x, veja teorema 2.9). 

Os problemas que surgem naturalmente após a 

desta cldsse de álgebras são: 

definição 

1. Estudo das propriedades elementares destas álgebras. 

2. Determinação de sua estrutura. 

3. Cálculo de seus idempotentes. 

4. Comparação com outras classes de álgebras báricas. 

5. Classificação destas álgebras. 
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II.2 - TEOREMA DE ESTRUTURA;TIPO 

Conforme vimos no capitulo I, exemplo 1.6, uma álgebra 

bárica pode admitir mais de uma função peso. No entanto, is-

to não ocorre com as álgebras de Bernstein. 

PROPOSIÇÃO 2.1 - Toda álgebra de Bernstein possui urna 

única função peso. 

Prova: Seja w a função peso da álgebra de Bernstein 

A e ~ : A~ R outro homomorfismo não nulo de álgebras. En­

tão para todo x8Kerw temos x 2x
2 

= w2 (x)x 2 = O. Dal vem, 

Hx
2

x
2 ) = (~ (x)) 

2 (~ (x)) 
2 = ~ (x) 4 = O , donde ~ (x) = O ou 

seja KerwcKer$. Por outro lado, se y 08A e w(y0 ) = 1, então 

A=. <y0> • Kerw , onde <y
0

> é o subespaço gerado por y
0

. 

Consideremos x = y~ - y
0 

.Temos w(x) = (w(y0)) 2 - w(y
0

) = 1- 1 =O 

e portanto x8Kerw e daí xeKer~. Assim 

O = ~(x) = 2 
~(yo-Yol = 

podemos ter ~'Yol =o senao, sendo todo elemento z de A da 

forma z = ay0+u (etelR ,ueKerw), teriarros <l!{z) = aljl(y0) + ljl(u) =O 

e~ seria identicamente nula, o que nao pode ser. Resta 

~(y 0 ) = 1. Dai. para todo z = ay 0 + u , a€lR e u€Kerw, temos 

•(z) = w(z) =a , isto ê ljl=w. 

PROPOSICÃO 2.2 - Seja A uma álgebra ponderada com fun-

çao peso w. Se o quadrado de todo elemento de peso 1 e um 

idempotente, então A é uma álgebra de Bernstein. 
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Prova: Dado y€A, devemos mostrar que y 2y 2 = w2 (y)y2 . Se 

w(y) 'I O então _J_ 

w(y) 

2 2 2 satisfaz por hipótese z z = z , 

pois w(z) = l. 
2 

Substituindo temos 
2 

w (y) 
, ou seja , 

Suponhamos,agora, w(y) 2 
= O e tomamos e = x com peso w (x) = L 

S d 2 2 2 - -en o x x = x , entao e e idempotente. Para todo teJR o ele 

menta e + ty tem peso 1. Por hipótese 

(e+ ty) 2 (e + ty) 2 
= (e+ ty) 2 . Desenvolvendo temos o polinô 

mio em t: 

Carro t é arbitrário em JR , os coeficientes das potências de t 

sao nulos. Em particular {y 2 ) 2 
= y( 3 ) =O. 

Um problema importante na teoria das álgebras genéticas 

é a determinação dos seus idempotentes, pois a cada idempo -

tente corresponde um estado de equilíbrio da população des­

crita por aquela álgebra. 

PROPOSIÇÃO 2.3 -Em uma álgebra de Bernstein A, com fun 

ção peso w, os idempotentes são os elementos = da forma 

e = x 2 com w(x) = 1 e o conjunto de idempotentes de A e 

nao vazio. 

Prova: Clara, sendo omitida. 

Dado um idempotente e na álgebra de Bernstein A, pode-

mos considerar a decomposição de A, A = <e> ~ Kerw , já que 
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w(e) = 1. O próximo teorema poderia ser chamado a decomposi­

ção de Peirce de A relativa ao idempotente e. 

TEOREMA 2.1 - Sejam A uma álgebra de Bernstein com fun­

ção peso w e ~ um idempotente de A. Consideremos os subespa­

ços vetoriais Ao =<e>= {ae: a.eJR} A
1 

= {ey: y e Kerw} e 

A 2 = {x € Kerw ex = O}. Então: 

1) A = A0 $ A
1 

& A2 (soma direta de subespaços vetori-

1 ais) e eu=~ u para todo u e A1 . 

2) As seguintes identidades são válidas para todo u e A
1 

e v e A2 

2 .1) u 2 u 2 = o 

2. 2) 2 2 o v v = 

2.3) 2 
u (uvl = 

2. 4) v 2 (uv) = 

2.5) uu2 = o 

2.6) u(uv) = O 

2 2.8) uv = o 

o 

o 

3) Para todo x = w(x)e + u +v 1 (u€A1 , veA2) 

2 
+ u . 

4) As seguintes relações de inclusão sao válidas: 

temos 
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4. 4) 

Prova: 1. Como e é um idempotente temos w{e) = 1 e, lo-

go, A = Ao 6:1 N , onde N = Kerw. Vamos mostrar que N = A
1 

$ A
2

• 

Consideremos os elementos de A da forma x = e + ay, ae~ 

y€N. O peso do elemento x é 1 e portanto 
2 2 2 

X X = X Substi-

tuindo e desenvolvendo (como fizemos na proposição 2.2) te­

rnos a equação: 

2.. 2 2 2 3 2 422 
al:4e(ey)- 2eyl + cn4(ey) + 2ey - y l +a (4eyy) +a y y ~o. 

Temos, portanto, um polinômio na variável a que é nulo. Logo, 

os coeficientes das potências de a são nulos. Daí temos: 

1) 2e (ey) - ey ~ o 

2) 4(ey) 2 + 2ey 2 2 o - y ~ 

3) 2 o ey y ~ 

4) 2 2 o y y ~ 

para todo y em N. Seja L:N+N tal que L{x) = 2ex. Temos 

L 2 (x) ~ L(2ex) ~ 2L(ex) ~ 2(2e(ex)) ~ 2ex ~ L(x), por l).Por 

tanto, L2 = L. Sendo L urna projeção de N, temos 

N = Im L $ Ker L. Todo elemento x pertencente a N pode ser 

escrito como x = 2ex + (x-2ex) e Im L $ Ker L. Assim , 

1 eu = 2 u , para todo ueA1 • As-

sim, fica provado a primeira parte. 

2. vamos usar o fato de N = A1 ~ A2 e linearizar as 

identidades 3) e 4). 

Fazendo y = a.u + Sv (ueA1 ,veA2 ,a.,SeJR) em 3) 
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obtemos 

a 3 2 2 2 2 
uu +a Bu(uv) + a.B uv =O, 

2 

para todo a e Bem m.. Logo, uu
2 

=O, u(uv) =O e uv2 =O. 

Analogamente, usando a identidade 4) obtemos: 

4 2 2 + S V V := Q 1 

2 2 2 2 para todo a,B em lR. Dal segue que u u = O , v v = O 

u 2 (uv) =O , 2(uvi 2 + u 2v 2 =O e (uv)v2 =O. 

3' Fazendo y = cm+Sv (u€Al I v€A2 , a, sem) obtemos 

a 2 (2eu2 ) + a8(4e(uv) - 2uv) + S2 (2ev
2 

- v
2

1 = O , 

para todo a, S em JR • Logo: 

2 
a) eu = O 

b) 2e(uv) - uv = O 

c) 2ev2 - v 2 = O , 

para todo u em A
1 

e v em A2 . 

Segue das identidades a) , b) e c) que se ueA1 e veA2 e~ 

tão uv e v 2 pertencem a A1 e u 2 pertence a A2 . Logo se a de­

composição de x em A é x = w(x)e + u +v então a decomposl 

çao de x 2 e 

já que 

temos 

l eu = 2 u e ez = O. 
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Isto mostra que A1A1 c A2 . Substituindo v por v
1
+v

2 
{v

1
,v

2
€A

2
) 

na identidade c) obtemos 

2 2ev1 + 4e(v1v 2l + 

2e(v1v 2 ) = v 1v 2 

- 2v v -
1 2 

O, ou seja 

De modo análogo, linearizando as identidades b) e 2.8 

podemos mostrar que A1A 2 c A
1 

e A 1 A~ = < O >. 

Corolário: Sejam A uma álgebra de Bernstein, ~ um idemp~ 

tente de A e A = A0 * A1 ~ A2 a decomposição de A relativa a 

~·Então, os idempotentes de A sao da forma e+u+u 2 , onde u 

é um elemento arbitrário de A
1

. 

S 
. 2 Prova: eJa x =e+ u + u com ueA1 . Temos 

2 22 2 2 2 2 2 x = (e+u+u) = e+u+2eu +2uu +u +u =e+u+u =x.Logo, 

x é idempotente. Por outro lado, seja x = e + u + v um idem 

potente em A. Então, 2 isto é, X = x, 

x2 
~ e + (u + 2uv + vz) + uz = e + u + v. Pela unicidade da 

decomposição uz 2uv + 
2 o. Então, 2 v = e v = X = e + u + u . 

TEOREMA 2.2 - (Reciproca). Seja A uma álgebra bârica com 

função peso w, que possui um idempotente e em relação ao qual 

temos a decomposição A = A0 ffi A
1 

$ A2 sao 

definidos como antes e valem as partes 1), 2), 3) e 4) do teo 

rema anterior. Então, A é uma álgebra de Bernstein. 

Prova: Pela proposição 2.2, basta mostrar que 
2 2 2 

X X = X 

para todo x em A com w(x) = 1. Seja x = e + u + v com ueA
1

, 
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veA2 . Daí temos x 2 = e + (u + 2uv + v 2) + u 2 por 3). Também 

por 3), temos: 

2 2 2 2 2 2 2 x x = e+ [u + 2uv + v + 2(u + 2uv +v )u + u u] + 

2 2 2 2 2 
~ Cu ~ 2uv + v ) = e + (u + 2uv + v ) + 2uu + 4u (uv) + 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 + 2v u + u u + u + 4(uv) + v v + 4u(uv) + 2uv + 

Usando 2) resta 2 2 2 2 2 
x x = e + (u + 2uv + v ) + u = x . 

Devemos agora relacionar as duas decomposiçÕes de uma 

álgebra de Bernstein, correspondentes a dois idempotentes de 

A. A proposição seguinte mostra como se comportam as compo -

nentes A0 ,A1 ,A2 relativas aos dois idempotentes de A. 

PROPOSIÇÃO 2.4 - Seja A uma álgebra de Bernstein e sup~ 

nhamos que ~ e ~· sejam idempotentes de A. Sejam as decompo-

e A= A' $A' (f) A' o 1 2 em relação a 

~ e ~· respectivamente. Então, existem u
1 

em A1 e u 2 em Ai 
tais que e' = e + u1 + 2 

u1 ' 2 e = e + u 2 + u 2 , 

ee' 1 e' + 
1 = e + 2 u1 = u2 2 e 

Prova: Pelo corolário anterior temos que e' = 
2 

e+ u
1 

+ u
1 

para algum u 1 de A1 e do mesmo modo considerando a de campos!_ 

A - A' IB A' IB A' e' + 2 
algum çao ' e = + u2 u2 para u2 - o 1 2 

de Ai· Logo, ee' = e(e + u
1 e + 1 

2 u 1 , já que per-

1 tence a A2 . Do mesmo modo, ee' =e' + 2 u
2

. De 

temos que e = e' Substi 
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tu indo e' 2 e' l l Então + u2 + u2 = + u2 - 2 ul. 2 
2 l 

ul) do modo 
2 l 

u2) u2 + u2 = 2(u2 - e mesmo ul + ul = 2<ul -
seja 2 l 

u2) 
2 ou u2 = - -:r<ul + = ul 

A parte 2) do teorema 2.1 dâ u 2u
2 = O. Então 

Desenvolvendo temos ou ainda 

Quando tomamos dois idempotentes em A, determinamos duas 

decomposições de A em soma direta de subespaços, conforme es 

ta 

vem 

mos 

-r a 

no enunciado da proposição 2.4. Como dim Ao = dim AQ = l 

que dim A
1 + dim A2 = dirn A' + dim A2 = dim A - l. Mostre 

l 

agora que em realidade, dim A
1 

= dim A' l ' o que acarreta 

também dim A2 = dim A' 2 o 

2 
Como todo idempotente e• de A é da forma e' = e + u + u 

com u€Al' podemos descrever todos os idempotentes de A com 

o 11 parâmetro" u. Portanto, a família de idempotentes de A é 

uma fam!lia r-paramétrica, onde r= dim A
1

. Como o conjunto 

de idempotentes de A é intrinseco a A, não podemos ter 

Com isso ternos o seguinte 

TEOREMA 243 - Seja A uma álgebra de Bernstein e 

A =· A
0 

E& A
1 

il A 
2 

uma de campos ição de A em relação a um idem 

potente = de A. Então, dim A1 e dim A2 são números invarian­

tes de A. 
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TEOREMA 2.4 - Seja A um álgebra de Bernstein e ~ um 1d~ 

potente de A. Consideremos a decomposição de A em relação a 

e, A= Ao til A1 
ideal de A, A 2 

Prova: A2 
= 

+ A~A 2 + A2 
2 

~ Ao 

AlA2 c Al e A2 
2 

temos 

AOAl = Al 
2 

AOAl ' 

c2 ~ Ao ED Al ED A2 
1 

AC c A2 
= c. 

Então, C é um 

c e C2 ~ c . 

(Ao ~ A1 ~ A2l 2 ~A +A A +A A o o l o 2 

+ Al + A2 
l ' pois AOA2 = < O >, A

0
A

1 
= A

1 ' 

c A1 . Como A2 c A2 e Al n A2 T < Ü > 
l ' 

pois 

~<0 
2 

Al 
2 2 

> ' AlAl c e AlAl c Al. Logo 

~ c. Finalmente c e um ideal de A pois 

Corolário: o número inteiro "dim C" é independente do 

idempotente e fixado em A e, portanto, dim também é um in 

variante de A. 

Prova: Basta observar que C= A2 . 

PROPOSIÇÃO 2.5- Seja A uma álgebra de Bernstein com ftm 

ção peso w e F o sub-espaço gerado pelos elementos x2-w(x)x, 

X€A. Então: 

1) F tem a representação F = (A1A2 + A~) 8 A2 para to 

da decomposição A= A0 ~ A1 ~ A2 . 

2) F é um ideal de A com A 2 KerW 

é uma t-ãlgebra de posto dois. 

2 
2 F 2 (Kerw) e A/F 
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Prova: l) Seja x = w(x)e + u +v em A. Então 

e w(x)x 

2 u e A2 . Portanto, o subespaço F 

de A tem a decomposição F ~ M e A
2 

, onde M é gerado pelos 

elementos 2uv + 2 
v ' e v e A

2
. Vamos mostrar 

2 Claramente MçA1A2 + A
2

. Por outro lado , 

2) Como AF= {Ao 

2 
- v 

2 
também está em M. Portanto 

@ A
1 

ffi A
2

)[ {A
1

A
2 

+ A2) til A
2
J = 

2 

que 

AO (Al A2 + A2) 
2 + AOA2 + Al (AlA2 + A2) 

2 + AlA2 + A2(AlA2 + A;)+ 

+ A2 2 
2 .s {A

1
A

2 
+ A

2
) <!l A2 

1 .s (AlA2 + A2) 
2 t!l A2 ' F é um ideal de A. 

Como (Kerw) 2 = 

2 
(Kerw) c: F 

J;Kerw!:: A. Seja agora W: A/F 7 lR definida por W(x+F) = w(x), 

para todo x +F em A/F. 

Como F s Kerw, W está bem definida. Daí (x + F) 2 

- w(x +F) (x +F) = (x2 +FI - w(x) (x
2 +F) = (x

2 +F) 

- (w(x)x +F) = (x2 - w(x)x) +F =F. 

O subespaço F de A depende somente de w: A-+ :IR que é uni 

carnente determinado. Portanto, dim F é um número caracterís-

tico de A. Com isto temos o seguinte corolário. 
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Corolário: Seja A uma álgebra de Bernstein e 

A = Ao $ A1 $ A2 uma decomposição de A em relação a um idem-

potente ~ de A. Então, dim(A1A2 + 

de A. 

é um número invariante 

Dada urna álgebra de Bernstein A podemos associar a ela 

quatro .números invariantes: dim A1 , dim A2 , dim Ai , 
dim (Al.. A2 + A~) . Esses invariantes de A serão usados para c~ 

sificar as álgebras de Bernstein de dimensão 3. Isto será fei 

to no filt~mo parágrafo. 

DEFINIÇÃO 2.1 - Seja A uma álgebra de Bernstein decoro -

posta em A = A0 ~ A1 ~ A2 em relação a um idempotente ~ de A. 

Chamamos de tipo de A o par ordenado de inteiros (dirnA
1 

+ 1 

Assim, quando dizemos que A é de tipo (r + l,d) ' 
temos r = dirn Al , d = dim A2 e r + d = dim A. Há, portan­

to, m+l tipos de álgebras de Bernstein de dimensão m+l. Nos 

prôxlmos teoremas vamos reencontrar a nossa já conhecida ál-

9ebra gamética de uma população com n+l alelos. 

TEOREMA 2.5 - Seja A uma álgebra de Bernstein de dimen­

são m+l, de tipo (l,m) . Então, A tem exatamente um idempote~ 

te~ e a multiplicação em A é dada por xy = w(x)w(y)e , pa-

ra todo x,y em A. 

Prova: Dizer que A é do tipo (l,m) equivalente a dizer 

que A
1 

= < O >na decomposição de A correspondente a um idemp!2_ 

tente ~ de A. Os idempotentes de A são da forma e + u + u 2 

com u e A
1

• Como A
1 

= < O > só há um idempotente. Para cada 
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x, y em A, temos x ~ w(x)e + v
1 

e y = w(y)e + v
2 

com v
1 

e v
2 

9 A
2 

e portanto 

xy = w(x)w(y)e + w(x)e v2 + w(y)e v
1 

+ v
1
v

2 
= w(x)w(y)e 

ev2 = ev
1 

=O (v
1
ev

2
) e v

1
v

2 
e A

1 
~ <0>. 

pois 

Corolário: Para cada m, existe uma única (a menos de 

isomorfismo) álgebra de Bernstein de dimensão m+l e tipo 

(l,m). 

Ljubic chamou esta álgebra de constante e Holgate cha­

mou-a de· equipotente. O outro caso extremo é dado pelo se­

guinte teorema. 

TEOREMA 2.6 - Seja A uma álgebra de Bernstein de dimen-

sao m+l e tipo (m+l,O). Então, A é isomorfa a G(m+l,2), a 

álgebra gamética da herança mendeliana com m+l alelos. 

Prova: Como A é de tipo (m+l,O), temos dim A
1 

= m e 

A
2 

= < O >, ou seja, A = A
0 

Eil A
1

• Os idempotentes de A sao da 

forma e+ u, onde e e um idempotente fixado eu e A
1

. Como 

todo elemento de A de peso um é idempotente.D~ 

dos x, y em A temos x = w(x)e + u
1 

e y = w(y)e + u 2 . Como 

ulu2 e A2 ~<o >I temos 

xy = [(w(x)e + u
1

J[w(y)e + u
2

J = w(x)w(y)e + w(x)! u2 + 

+ w(y) !u2 =! w(x) (w(y)e + u
2

) + ~w(y) (w(x)e + u
1

) = 

= ~ (w(x)y + w(y)x). Esta e exatamente a lei de multiplica -

çao na álgebra gamética da herança mendeliana simples com 

m+l alelos. 
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Corolário: A álgebra de Bernstein de dimensão m+l e ti-

po (m+l,O), coincide com a t-ãlgebra de dimensão m+l e posto 

2. 

II. 3 - li.LGEBRAS DE BERNSTEIN NORMAIS 

Vamos começar este parágrafo introduzindo três condições 

adicionais sobre uma álgebra de Bernstein, com o objetivo de 

torná-las mais regulares. Estas três condições sao em reali­

dade apenas uma, pois são equivalentes entre si. 

TEOREMA 2.7- Sejam A urna álgebra de Bernstein com fu~ 

çao peso w e A = A0 ~ A1 @ A2 a decomposição de A em rela­

ção ao idempotente e de A. As seguintes condições sao equiv~ 

lentes: 

~) Para todo x,y em A, w(x)xy = 2 
X y 

2) AlA2 = <o > e A2 = <o > 
2 

3) Para todo X = w(x)e + u + v' ueA
1 

e veA
2 

ternos: 

x2 w2 (x)e + w(x)u + u 2 = . 
~ntes de passar à demonstração, observemos que a condi­

çáo l) é válida na álgebra gamética da herança rnendelianas~ 

ples, como decorrência da igualdade x 2 = w(x)x. Nesta mesma 

álgebra A2 = <O >. 

Prova: 1)=* 2) Sejam x ~ e + u +v e y =e. Então 

w(x)xy ~ e + 1 
2 u e 2 

X y = e + l 2 u + uv + 
l 2 
2 v e portanto 

~; 
.I 



1 v2 ~ uv + 2 

v ~v 
1 + v2 

O. Para u = o 

com vl e v2 e 
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temos v 2 = O. Consideremos 

Então {vl 
2 ~ v2 2 

A2. + v 2 1 + v2 + 1 

+ 2v1v 2 
~ o. Daí resta vlv2 ~ o ou seja A2 = < o>. Voltando a 2 

uv + 1 
2 

v2 ~ o. resta uv = o ou seja AlA2 =< o >. 

2) =i" 3) Qualquer x de A se escreve como x = w{x)e + u +v, 

com ueA1 e veA2 • Daí x 2 = w2 (x)e + (w(x)u + 2uv + v 2) + u2• Por 

hipótese uv 
2 

e portanto x = w2 (x)e + w{x)u + 2 
u • 

3)=* 1) Dado x = w(x)e + u +v em A então 

(pelo teorema 2.1) e 

x
2 = w

2 (x)e + w(x)u + u 2 (por hipótese). Portanto 2uv + v 2 =O. 

O resto faz-se como acima em 1}=) 2). 

DEFINIÇÃO 2.3 - Uma álgebra de Bernstein A é chamadanor 

mal se em A verifica-se uma das três condições do teorema 

2.7 (e portanto todas as três condições). 

Observemos que as álgebras de Bernstein de tipos extre -

mos {l,ml e (m+l,O) sao normais. No primeiro caso Al =< o> e 

logo A
1

A2 
~ <0> e como A2 c Al vem que A2 ~< o >. No se-

2 2 

gundo A2 
~< o > e então AlA2 =< o > e A2 ~< o >. 

A álgebra de Bernstein A de tipo {l,m) tem apenas um i-

dempotente ~ e xy = w(x)w(y}e para todo x,y em A. Em parti­

cular, x 2 = w2
{x)e e dai x 3 = x 2x = w

2
{x)ex = w

2
{x)w(x)e = 

= w(x)x
2

, que dã a t-equação principal de A. Da maneira mais 

geral temos o seguinte teorema. 
[i l ;-., ' . :: : 
(: ' '., ~ i ' 

TEOREMA 2.8 - Toda álgebra de Bernstein normal A é uma 

+ 
ô' 
..(:. 

(/\ 
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t-ãlgebra especial cuja t-equação principal é x 2 = w(x)x ou 

x 3 
= w(x)x2 • Além disso as t-raízes de A são 1, ! e O 

2 ' com 

multiplicidades respectivamente iguais a 1, r e d, onde 

(r+l,d) é o tipo de A. 

Prova: Seja w a função peso de A e e um idempotente de 

A em relação ao qual temos a decomposição A ~A o ® Al @ A2 • 

Então N ~ A IB Dai N2 2 
(AlA2 

2 A2~ A2 . ~ (Al E!l A2) ~ + A2) \ll 1 1 

A2 pois A - Daí AN
2 ~ AA2 2 

~ e normal. ~ (AO IB Al fll AzlAJ: ~ 

1 ' 1 

2 2 2 A2 ~ AOAl + AlAl + A2Al ~ o e portanto e um ideal de A. 
l 

Além disso, N3 
= (A

1 

tências principais de A
1 

ffi A2 = Kerw sao ideais de A. Resta 

exibir uma base canônica para A. Sejam {u1 , ... ,ur} uma base 

é uma base de A. Temos = e, (1=1,2, •.• ,r) e 

evj =O para todo j=l,2, .•. ,d. Os produtos u1vj sao nulos 

bem como os produtos v v. (i=l, ... ,r; s,j=l,2, ... ,d). Ain­
s J 

da mais, como então cada produto u.u. é combinação 
' J 

L (x) = ex tem os valores próprios 
e 

L : A+A dada 
e 

por 

1 1, 2 e O com multi -

plicidades l,r e d , respectivamente; o que prova a Última 

afirmação do teorema. Resta calcular a t-equação principal 

de A. 

Dado 

temos 

x = w(x)e + u +v com 

x 2 = w2
(x)e + w(x)u + 

ueA1 
2 

u o 

, veA2 , como A é normal 

Daí 
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x2x = x 3 
= w3 (x}e + w2 (x)u + w(xlu 2 

= 

ção principal de A é x 3 
= w(x)x2 

ou 

w(x)x2 . Então a t-equ~ 

x2 
= w(x)x. 

Observação: Este teorema mostra que as álgebras de Bernstein 

normais constituem uma sub classe muito pequena da classe das 

t-álgebras; mas no caso das álgebras de Bernstein de dimen­

são três são as álgebras que mais se aproximam das outras ál 

gebras estudadas. 

PROPOSIÇÃO 2.6 - Seja A uma álgebra de Gonshor de dimen 

sao três, que possui um idempotente c 0 . Se as t-raizes de A 

sã'o Ão = 1 , Àl = ~ e À 2 = O, então A é uma álgebra de 

Bernstein. 

2 
x cO + xlcl + (2À012xl + 

2 
Àll2xl)c2 e 

2 2 
x x = c

0 
+ x

1
c

1 
+ (2À 012 + 2 2 

Àll2xl)c2 = x . 

TEOREMA 2.9 - Seja A uma álgebra (sobre lR) ponderada.E~ 

tão A é uma t-álgebra com t-equação principal x 3 - w(x)x2=0 

(isto é, com t-raizes ÀO = 1 e Àl = O) se e somente se: 

l} A não é isomorfa a álgebra gamética G(n,2) 

2) A é uma álgebra de Bernstein 

3) Se considerarmos urna decomposição de A em relação a 

um idempotente e de A, A = A0 $ A1 ffi A2 , temos 

(nv)v - O, poro ne11 1 e vel\"~. 

' 

A2 =<O> 
2 

e 

Prova: Seja x 3 w(x)x 2 = O a t-equacão principal de 
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A. Então A não é isomorfa ã álgebra qamética, com n ale los 

(ver o corolário do teorema 2.6). O elemento ax + Sy com 

a, 13 em IR e x, y em A satisfaz a equaçao 

(ax + Sy) 3 - [aw(x) + Sw(y)] (ax + Sy) 2 =O. Desenvolvendo e 

pondo em evidência as potências de a e S, temos 

a 3cx 3 - w(x)x2J + a 2S[2x(xy) + x2y- 2w(x)xy- w(y)x2J + 

+ as 2cxy 2 + 2y(xy) - w(x)y 2 - 2w(y)xy] + s3cy 3 - w(y)y 2J =O, 

que é o polinômio homogêneo em a,B. Como a,B são arbitrários 

em lR os termos entre colchetes sao nulos. Em particular , 

2x(xy) + x 2y- 2w(x)xy- w(y)x2 = O. Para 2 
y = X temos 

2 ( 3 ( ) 2) 2 2 2( ) 2 o . -X X - W X X + X X - W X X = , lStO e, 2 2 2 2 
x x = w (x)x 

pois x
3 

- w(x)x
2 

= O. Portanto, A é uma álgebra de Bernstein. 

Consideremos uma decomposicão de A em relação a um idem 

potente e de A, A = A <!l Al <!l A2 e seja X = w(x)e + u + v - o 
com ueA

1 
e v€A2. Substituindo 3 w(x)x 2 o resta em X = = 

l w(x)v2 + 2(uv)v + 3 2 o . Como w lx) é arbitrário em - 2 v + u v = 

lR 
' 

V
2 -- O. Cons 'der ando v - v + v e subst'tu'ndo ... - 1 2 ... ... em 

v 2 = O e desenvolvendo, resta 2v
1

v 2 = O, ou seja v
1

v
2 

=O . 

Portanto A~ =<O>. Voltando a{*) resta 2 (uv)v"" O, pois 

2 u EA2 . Reciprocamente, seja A uma álgebra ponderada satisfa-

zendo as condições 1), 2) e 3). A t-equação principal de A 

não é x2 - w(x)x = o. Seja A =Ao e A1 ~ A2 uma decomposição 

de A em relação a um idempotente e de A. Todo elemento x de 

A escreve-se como x = w(x)e + u + v. 

li 
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Daí x
2 

= w2
(x)e + (w(x)u + 2uv) + u

2 
pois A~ =<O>. Daí 

x 3 = x
2

x = w3 (x)e +[ w
2 (x)u + 2w(x)uv] + w(x)u 2 + 2(uv)v+vu2 

pois A é uma álgebra de Bernstein. Como u 2 pertence a A
2 

e 

vale 3), x 3 ~ w3 (x)e + Cw 2 (x)u + 2w(x)uvl + w(x)u 2 ~ w(x)x 2 • 

II. 4 ~ ÂLGEBRAS DE BERNSTEIN DE DIMENSÃO 3 : CLASSIFICAÇÃO 

Vamos agora classificar as álgebras de Bernstein de di-

mensão três começando com os casos mais simples, que são as 

álgebras do tipo (1,2) e (3,0). 

Já vimos que se A é do tipo (1, 2) , A = < e > $ A2 é a úni 

ca decomposição de A em relação ao único idempotente e de A 

(ver teorema 2.5). Para todo x,y de A, x = w(x)e + z 
' 

y = w(y)e + z1 , xy = w(x)w(y)e. Esta é a álgebra chamada oan 

tante. 

Se A é do tipo (3,0), então A =<e>$ A
1 

para algum 

idempotente e de A e, pelo teorema 2. 6, xy = ~ (w(x)y + w(y)x), 

para todo x,y em A. Obtemos aqui A~ G(3,2). 

Vejamos quais sao as álgebras do tipo (2,1). Se A é do 

tipo ( 2' 1) podemos ter dim(A1A2 
+ A2) = o ou diro(Al~ + ~) = 1· 2 

a) Suponhamos que dim(A1A2 
+ A2) ~ o. Então 2 

A1 A2 + A~ = < O > e portanto A é normal. Consideremos uma de-

composição de A, A = <e > ~ < c 1 > ED< c2 > onde Al =<c > . 1 ' 

Então 2 l o 2 
A2 =.:::c > e ~ e ec1 

= 2 cl ec 2 
~ , c1c2 = c2 = O 2 . ' ' 

(pois A é normal) . Como A2 A2 ternos 2 Se o, c cl ~ ac 2 . a ~ 

l 
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dirn = < o> e temos a tábua de multiplicação: 

e c1 c2 

e e 
1 
2 c1 o 

c1 ' o o 
' 

c2 ' 
o 

Se a f. O - 2 - 1 I Al = A
2 

= < c
2 

>. Façamos a mudan 

ça c 2 = ac 2 , para que c 1 = c 2 . Seja agora a 0 =e , 

1 
= e - - c 2 1 e uma 

base de A e a multiplicação e dada pela tabela: 

ao 
1 
2 ao + 1 

2 a1 

1 + 1 
a1 + 

1 1 + 1 
4 ao 2 4 a2 2 a1 2 a2 

a2 

Esta é a tabela de multiplicação da álgebra zigÓtica para a 

herança mendeliana simples. 

b) Vamos supor agora que Então 

A1A2 f.< o> ou A2 
2 " <O> e portanto A na o é normal. 

De AlA2 Al A2 c A
1 

temos 2 Sc
1 

c e clc2 ~ ac
1 

e c2 ~ 

2 

t- o s t- o. Também do teorema 2 .1, 3 o to com a ou u ~ para 



dn u de A
1 

• Se 

3 
cl ~ yclc2 o ~ 
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= yc 
2 

com y 1 o 

= yac =O. Portanto 
l 

ternos 

a = O. Como A nao é no r 

mal, B 1 o. De y 1 o e B ;i o - 2 e da condiçao uv = O (teorema 2.1), 

ternos c 1 c~ =O. Substituindo resta Syc2 =O. Portanto,S =O 

ou y = O (contradição) . Portanto, resta 2 c
1 

= O, ou seja 

=<O> e a tabela de multiplicação será: 

e cl c2 

e e l 
2 cl o 

o ac
1 

Bc
2 

Se a = O temos urna t-álgebra especial com base canoni 

Se a 'I O , n 
= N (n=3,4, ... ).~ 

tanto, se a 1 O A não é t-álgebra (ver proposição 1.3)pois 

x = x1c 1 + x 2c 2 

+ sx;)cl ' x4 ~ 

n:::2. 

+ 

Os resultados expressos pelos cálculos acima podem ser 

resumidas no quadro geral da página seguinte, que é portanto 

a classificação das álgebras de Bernstein de dimensão 3. 



TiPJ 
dim (Al':t~l dim~ 

2 2 2 
PROPRIEDADES e ec1 ec2 -c clc2 c2 (r ,d) l 

(1,2) o o e o o o o o l>KJRMl\L 

o o IDRMAL 

(2,1) o 1 e 
1 
2cl o o o IDRMAL E ISCMORFA A 

c2 liLGEBRA ZIG0rrCA 
Z(2,2) 

t-liLGEBRA ESPECIAL 
o DE BASE C!\NCNICA 

(cO,c2,cl); Ni!.O ~ 

1 NORMAL 
(2, l) l o e 2c1 o o Sc

1 
NJ>o ~ N:JRr.ru. E NJ>o 
e t-liLGEBRA 

N"=(A1~)n = <c1> 

n>2 

(3, 0) o o e 
1 
2c1 

1 
2c2 o o o OORMAL,ISCM, A G(3,2) 
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