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¢cAPTITULO I - ALGEBRAS GENETICAS

I.0 - INTRODUCAO

O estudo das algebras geneticas foi iniciado com os tra
balhos de I.M.H.Etherington [ 2], no final da década de 30.
Ele pretendia formalizar a Genética de Populag¢oes por  meio
de modelos algébricos e a partir dal, demonstrar novos resul
tados nesta Ciéncia, além de redemonstrar resultados ja co-
nhecidos porém de um modo mals simples do que aquele utiliza

do pelos geneticistas, através de métodos estatisticos,

Observando certas situacdes gen&ticas bem conhecidas ,
Etherington introduziu os conceitos de algebra barica, t-al-

gebra e t-algebra especial.

Llgebras baricas sao algebras munidas de um homomorfis-
me nao nulo com valores no corpo de escalares. A presenga des
te homomorfismo & muito natural, observando-se a situagao ge

nética descrita pela algebra.

As t-algebras sao algebras baricas satisfazendo uma con
dicdo sobre sua equacac minima em poténcias principais e
elas surgem naturalmente pela observacgaoc de exemplos naturais
em Genética. No entanto, Etherington foi obrigado a restrin-
gir mais a definic¢ao, obtendo as t-algebras especiais. Mais
tarde, R.D.Schafer introduziu uma outra definigao de alge-
bra descrevendo situag¢oes genéticas, as quais ele deu o no-

me de Algebras Genéticas. A definigao de Schafer produz uma



classe de &algebras intermedidria entre a classe das t-alge

bras e a classe das t-algebras especiais.

Outra definigao fol proposta por H.Gonshor, usande ago-
ra como critério para que uma algebra seja genética, a exis-
téncia de uma base satisfazendo certas condig¢des. Esta defi-

nigao coincide essencialmente com aguela de Schaffer,

Mais recentemente, foram introduzidas as algebras de

Bernstein, que satisfazem uma identidade polinomial.

Estas &lgebras descrevem populag¢des que atingem o equi-

librio 3ja& na segunda geracgao.

0 objetivo deste trabalho & apresentar as propriedades
mais importantes das algebras de Bernstein, relaciona-las com
os outros tipos de algebras genéticas e, finalmente, dar uma
classificagao das adlgebras de Bernstein de dimens3o 3. Isto
serda feito na segunda parte do trabalho; na primeira, resumi
remos os resultados gerais sobre as algebras genéticas, ne-

cessarios para o desenvolvimento da segunda parte,

I.1 - ALGEBRAS OCORRENDO EM GENETICA

Inicialmente vamos fazer a seguinte observagao: em todo
o trabalho, vamos entender por "algebra" uma algebra comuta-
tiva, de dimensac finita sobre og reais e em geral nao-asso-
ciativa. Mostremos o0s exemplos gue motivaram a criacgao da

teoria de 3algebras genéticas.

Exemplo 1.1 - Vamos considerar uma populagac infinitamen




te grande de individuos dipldides que diferem em um locus cam
gametas D € R e se reproduzem por cruzamento aleatdrio. Uma
distribuigaoc de frequéncias desses gametas & uma combinacgdo
linear formal aoD+B8R com o,BER, =20, B20 e a+B8 = 1. Os nime-
ros ¢ e B medem as porcentagens com gue aparecem 0s gametas
D e R, respectivamente, na populagﬁo. A pergunta natural gue
surge & a seguinte: qual & a distribuicao de freguéncias na

geragao seguinte?

Como © cruzamento & aleatdrio, existem as sequintes pos

sibilidades na formagcao de zigotos:

a} os gametas D e D unem-se formando o homozigoto DD. Este
zigoto segrega apenas 0 gameta D, Simbolicamente, representa

mos este fato por DD = D.

k) os gametas D e R unem-se formando o heterczigoto DR e esg~-
te segrega os gametas D e R com a probabilidade % para cada

um deles. Simbolicamente temos DR = RD = %R + %D.

¢} os gametas R e R unem-se formando o homozigoto RR que se-

grega apenas o gameta R, Simbolicamente temos RR = R.

0 espago vetorial real bidimensional de base {D,R} tor-

na-se uma algebra com a multiplicagao
1 1
Xy = (aD+BR)(c¢lD+BlR) = —2~(2aal+a81+alB}D + ~2—(2BBl+aBl+
+alB)R, onde x = aD+BR e y = (xlD+BlR com a,B,al,BlelR. Os

elementos x = aD+BR desta algebra, que admitem interpreta-
¢do genética, sao aqueles em que o0, B20 e a+B = 1, pois,
neste caso, podemos interpretar abD+BR como uma distribuicaoc

de frequéncias dos gametas D e R na populagac. A multiplica-

-



¢ao de dois elementos %X,y da Algebra mostra que se x e y ad-
mitem interpretacgao genética entao o produto xy & ainda um

elemento que admite interpretacgao genética pois %(Zaa taB,+

1

1
018120, (288 +aB +a B30 e (2antaB tai8) + 3(288) +
+ aBl+alB) = {a+8)(al+81) = 1. Este elemento xy representa a

distribuigao de frequéncias na geragao resultante do casamen
to aleatdrio das populagdes representadas por aD+BR e
a,D+B,R. Assim, o produto na &lgebra representa a passagem &

geragao filial.

A funqéo.que associa a cada elemento x = gD+BR o nlimero
real at+B desempenha um papel importante no estudo dessas al-
gebras, pols a estrutura da algebra deve ser compativel com

esta fungao. Consideremos um elemento gue admite interpreta-

1. Entao,

I

cao genética, isto &, x = oD+BR, com «,B20 e o+B

x2 - (a2

+ aB)D + (8% + aB)R = a(a+8)D + B(a+BIR = x.  Isto
&, a geragao filial, resultante do casamento aleatdrio entre
individuos da populagdo gamética coincide com a geragao ini-

cial; em outras palavras, a populagac estd em eguilibrio,

Este exemplo pode ser generalizado para ¢ caso de multia

lelismo. Se considerarmos ao,al,...,an os diferentes alelos
de uma populacao dipldide e repetirmos o argumento - anterior
obtemos a.,a, = i a. + 1 a, ,1i,3 = 0,1,...,n. Se tomarmos

i™j 2 71 2 73

{ao,al,...,an} como uma base, temos uma algebra real de di-
mensao n+l, com a multiplicacao acima. Do mesmo modo os ele-
mentos da algebra que admitem interpretacdo genética sdo

agqueles da forma x = oga, + a;a; + ... +a a , 0,20 (G=0,1,...,0)



e aO*'al*""+{%1= 1. cCada a, indica a frequéncia do alelo

a, , (i =0,1,...,n),
A fungao w que associa a cada elementc x = Oy + alal+
+ ... + 0 a o nimero real a, + o, + ... + Q satisfaz a
nn 0 1 n

identidade w(xy} = wi{x) w(y), para todo x e y.

Esta algebra & chamada &lgebra gamética para a heranga

mendeliana simples, de dimensao n+l. E a algebra genética es

truturalmente mais simples e, ao mesmo tempo, mais importan-

te do ponto de vista genético.

Exemplo 1.2 - Consideremos novamente, uma populagac in-

finitamente grande com alelos a,,2,r...,a_. Ja Vimos que a
g 0""1 n

t&bua de multiplicacao da algebra gamética & dada por ajay

= % a, + % aj (3,3 ; 0,1,...,n).

Os zigotos desta populacac resultam da uniao de dois ga
metas. Podemos pensar entao nos zigotos como pares nao orde-
nados de alelos a; e aj, que representaremos simplesmente por
(aiaj). HA portanto os seguintes zigotos (= tipos zigoticos,

linguagem bioldgica)

aoao a{}al aoaz -k 4 F aoan
aa; aq85 ... see @qal
=]
nn
Consideremos ¢ IR -—espago vetorial gerado por estes (n+l%;n+2)

simbolos. Se conseguirmos definir neste espace vetorial uma

multiplicagao que descreva o comportamento da populagao zigo



tica, teremos mais um exemplo importante de mocdelo algébrico

em Genética de PopulacgoOes.

Por cruzamento aleatdrio da populagao, vejamos guais sdo
os possiveis zigotos formados, na geragao filial, Sejam &ng)
e (akap) dois quaisquer zigotos desta populacao. Sabemos gue
o zigoto (aiaj) segrega os gametas a, e a. {com a probabili-
dade % para cada um deles); o mesmo ocorre para (akap), que
segrega os gametas a, € ap. Cada um dos gametas ass aj une-

se a um dos gametas a e ap, formando os novos individuos da

geragdo filial, Simbolicamente, temos:

a3 13 \\H geracao
. , [a
aj a; [a,,

m

/ aJ ak

% | % \ _ filial
a ' NE!
p “31%

E claro gue a probabilidade de formagao dos zigotosai%e
- 1
. . -t . s es
aiap, ajak e ajap e 7 para cada um deles. Representamo te
fato por
1 1 1 1,
(aiaj)(akap) 4(aiak) + Z(ajak) + Z(ajap) + Z(aiap)
Esta formula serve como definig3o de multiplicagdo no
espago vetorial gerado pelos simbolos (aiaj) {0<isj=n). Um
elemento genérico x desta Algebra & da forma
x = Za,.(a,a.) , onde o,.€R e a soma &€ estendi-
J 173 1]

da a 0<i<j<n. Para que x admita interpretacgdo genética deve-

mos ter o 4 > 0, para todo 0<isjsn, e Zaij = 1. B facil ver



que se x e y, elementos desta algebra, admitem interpretacao
genética, © mesmo ocorre com Xy. Mais geralmente, a funcgao w

' = .} O numero = . i 5
que associa a x Zaij(aiaj) real wi{x) zalj satis
faz a identidade wixy) = w(x)wly) .

Observacao: Uma simples verificagao mostrard que as algebras
acima n3o sao associativas e nao possuem unidade. Mais adiante ,

introduziremos notagao especial para estas algebras.

Exemplo 1.3 - Consideremos novamente uma populagdo infi

nitamente grande, dial@lica, porém sujeita a muta¢oes. Sendo

D e R os alelos, sejam

fl

r probabilidade de o alelo D sofrer mutagac para R

probabilidade de o alelo R sofrer mutagao para D

s
Um argumento simples de probabilidade mostra que deveremos de

finir a multiplicacgao da seguinte maneira:
D* = (1-r)D + xR , DR = 5(1-r+s)D + 3(1-s+)R e R’=(1-s)RsD

Obtemos assim uma &lgebra descrevendo o comportamento das ge
ragoes sucessivas desta populagao. Casos interessantes corres
pondem a r=s=% e também r=s=1, Do ponto de vista bioldgico ,
sO tem sentido considerar casos em gque r e s sao muito proxi

mos de zero e positivos.

Os trds exemplos colocados acima sao agueles que motiva
ram a criacdo da teoria das &dlgebras genéticas. A algebra do
exemplo 1 serd denotada por G(n+l,2) e aguela do exemplo 2
por Z{n+l,2). Elas fazem parte de uma classe mais ampla de al

gebras gaméticas (resp.zigdticas) que, porém, nac serao tra-



tadas neste trabalho.

Depois destes exemplos introdutdrios, comegaremos com

a exposicao formal,

I.2 - ALGEBRAS BARICAS

Lembremos que para nds, "a&lgebra" significa "&algebra re

al, comutativa, de dimensao finita".

DEFINICAO 1.1 - Seja A uma Aalgebra. Dizemos que A & uma

dlgebra barica se A admite um homomorfismo de Algebras, nao

nulo, w:A*R. O homomorfismo w chama-se uma funcgdo peso de A,

Para cada x€A, w({x) chama-sé&¢ o peso de x.

Exemplo 1.4 - A fungdo w:G(n+l,2)+1R definida por

m(ai) =1 (i=0,1,...,n) & um homomorfismo de 3lgebras nao

nalo.,

TEQREMA 1.1 - Seja A uma algebra barica de dimensdo n e

seja w uma fungac peso de A. Entdo Kerw & um ideal {(n-1)-di

mensional de A e A/Kerw "R .

Prova: Kerw € um ideal de A, pois w:AR & um homocmor -~

fismo de algebras. Como @ & nao-nulo existe em A um elemento

X

x com w{x)#0, Dado «€R, a & imagem do elemento € A.En
wi{x)

tao w:A*R & sobrejetor e, portantc, A/Ker = R.

PROPOSTCAOQ 1.1 - Seja A uma algebra. As seguintes afir-

magoes sao equivalentes:

i) A @& barica



ii) A tem um ideal (n-1)-dimensional N tal que A2¢N

Prova: i)= ii} Seja N=Kerw, onde w & a fungao pesc de
A. Pelo teorema 1.1, N & um ideal (n-l)}-dimensional de A. Se
ja x um elemento de A tal que w{x)#0. Entao w(xz) = w(x)?2 # 0,
Istoc mostra que x2 & Az—N. Portanto, A2$DJ.

ii)= i) Seja N um ideal (n-1)-dimensional de A tal que

Azg.N. Entao, A = <2> & N como soma direta de espagos vetori

ais, onde z esta em A-N. Como AZQIJ, podemos escrever
22 = t2+s, onde t€R, t#0 e s€N. Seja Z4= % Z. Entao

zg = Zy1P, PEN e A =_<zo>®N. Agora, seja w a fungao que a ca
da elemento x = 0z, + n , a€lR, neN, associa o numero real
w(x) = o. Afirmamocs que w & uma funcdo peso de A, De fato, w
& claramente linear e se x = @z, +n e y-= Bzo + m entao

wixy) = w(aﬁzo + aBp + az,m + Bzon + nm) = aB = wi{x)w(y).,

DEFINICAO 1.2 - Seja A uma algebra,

a) Para cada x, elemento de A, definimos as poténcias princi-

pai de x por xl = x , x2 = XX , x" = xn_l x . O elemento x
& dito nilpotente se x™ =0 para algum numero natural n. o
elementoc X & denominado idempotente se x2 = ¥.

b) Uma subidlgebra U de A & chamada nil@igebra se todo ele -

mento de U & nilpotente,

c} Uma subdlgebra U de A & chamada nilpotente de indice k se

Uk = <0> e Uk"l # <0> , onde Ul =U, ut = UJ“"1 U, i=2,3,...

d) Uma algebra nilpotente de indice 2 & chamada algebra ze-

ro,

Exemplo 1.5 - Censideremos a algebra G(n+l,2) e seja




- 10 -

n -

X = iio asa,; € G{nt+l,2). Se x€Kerw entao oy + ... + o, = D e
dal x = agag + ... 4o a = —(al + ...+ ah)ao t ajat.. o =
= aqylay - ao) + az(az - ao) + ...+ cxn(an - ao) e portanto
uma base de Kerw @ {al-ao,...,an-ao}. Temos (aO"ai)&h —EH) =
= a8n = a,8., — aja, — a a. = a, - l(a + a,) - l(a + a,) -

0 073 071 i’j o 270 | 270 i

1 _ 2 2
- i-(ai + aj) = 0 e portanto N” = (Kerw})” = 0.

Exemplo 1.6 - Consideremos a adlgebra A de dimensdo 3, ten

do {a,,a,,ay} como base e multiplicagac dada por

2 _ - _
a; = a +a, a;a, = a, a,a, = a,
2_8. a.da., =
83 T 92 2%3 T 23
2 _
ay = ajta,
O subespago N, gerado por a; e a, & um ideal de A e

Azglﬁl. Assim pela proposigao 1.l existe um homomorfismo de
algebras, ndo nulo, 0, AR dado por wl(al) = wl(a2) =0 e
wy (ag) = 1. Mas o subespago N, gerado por a, e ag € também um
ideal de A e A2¢1ﬂ2. Assim existe outro homomorfismo de dlge-
bras, nao nulo, wy:A*R dado por mz(al) = 1 ,uyfay) =wylay) = 0.
Este exemplo @ dado para mostrar que a hipdtese "Kerw & nil"

da proposicao seguinte, & necessaria.

PROPOSICAO 1.2 - Seja A uma algebra barica com fungao pe

s0 w. Se Kerw & nil &lgebra, entao w & a Unica fungdo peso de

A.

Prova: Seja g:A*R um homomorfismo de algebras, nao nu-
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lo. Se x€Kerw, existe n natural tal que x" = 0. Dal segue que
@'&)}n = g'&n) =g(0) =0 e portanto g ) = 0. Isto mos-
tra que Ker w c Ker g . Tomemos agora yOEA tal gue

A = <ys> ® Kerw, onde <y,> & o subespago gerado por Y, e
W WO} = 1. B claro que g gy # 0 senao g seria identicamente
nulo, O elemento yg - Yo estd no nlcleo de w, logo

g(yg - yy) = 0. Mas g(yg - Yy = (g(yoﬂ2 - glyy) =

= g(yo)[g(yo) - 11, o que acarreta g(yo) = 1. Agora , se

X = ayy + n , 0€R, neKerw , 2 um elemento gqualquer de A ,

(1))

temos g(x) = g(ay0+n) = ag{yo) + g({n) = a = w(x) isto

g=w,

I.3 = t-ALGEBRAS

Consideremos a dlgebra A = G(2,2) de base {D,R} e
x = aD+8R, a,B€R, um elemento de A. Temos
x2 = a2D + 2&8(% D + % R) + BZR = (a+B8)x. Ja sabemos gue o)

finico homomorfismo nao-nulc de A em R & o homomorfismo u que
leva x em w(x) = a+R {proposig¢ao 1.2). Portanto, todo elemen

to x de A satisfaz a equagao x2 - w{x)x = 0.

Vejamos agora o que ocorre em Z(2,2). Uma base desta
dlgebra & {DD,DR,RR}, que denctaremos por {al,az,a3}. A ta-

bua de multiplicacgao &:



2 _ 1 1 ~
T | 2182 T3 2 * 38 2183 = 2
2 .1 1 1 _L L1 '
3 Tg At AT gay 83y Tyt
a2 = a
3 73
Facamos a. seguinte mudanga de base:
Cy = 24 ’ cq = a; T a, ' Cy = al--2a2+a3

A tabua de multiplicagdo agora ficara:

2 1 B
o T Cp %1 T2 4 CyC, = 0
2 1 _
¢ =7 % cic, =0
2 _
c2 = 0

Para cada x€Z2(2,2), x 0gCy * 0161 T @50, definimos w(x)==a0.

Temos Kerw = <c¢,,C,> e a tdbua de multiplicagao acima

mostra que (Kerw)2 = e, e (Kerm)3 = <0> . Pela proposicgao

. - s 2 _ 2 1.2
1.2, w:AR €& tnico, Como x° = oy Co + 0504Cq + 797 o e

2

3 3 2 1 2 3 _
cq + anal_c2 , temos - - wix}x™ = 0.

X" = ag ¢y + agoy

Os coeficientes das poténcias principais de x desta e-
gquacdo, bem como da equagdo correspondente da dlgebra gaméti
ca G(2,2), dependem de x somente através de w(x). Vamos for-

malizar este conceito:

Seja A uma &lgebra barica e seja {el,...,en} uma  base

de A. Denotemos por f(x) = xT + cl(x) xT7L 4 ...+-cr_lbd x=0

a equacdo minima de A associada as poténcias principais de x
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=

(f91,819;[1],teo0 2.16) . Entdo, se x = % xjey © coeficiente
. j=1
cm(x), lsmsr-1, de f(x) & um polindmic homogéneo de grau m

nas coordenadas Xj de x.

DEFINICAC 1.3 - Seja A uma dlgebra b&rica com fungdo pe

s0 w. A & chamada t-&lgebra se os coeficientes cm(x) da equa
cao minima f(x) = 0 dependem de x somente através de seu pe-

so wi{x), isto &, cm(x) e fungac de w(x) apenas.

Como os coeficientes cm(x) sao polindmios homogéneos de
grau m nas coordenadas X de x, em uma t-algebra, e (%) & um

miltiplo escalar de w(x)™ e entao

1

r-1 r— _
+ ...t arﬂlw(x) x =0, oy € R. Em

£(x) = xT + o W (x)x

una t-algebra a equagao acima & chamada de t-equacao princi-

'Eal e 0 inteiro r chama-se posto de A.

No corpo complexo, podemos decompor o polindmio £(x) na

seguinte forma:

f(x} = x(x~w(x))(x—llm(x))...(x-kr_zw(x))
Os numercs 1, Al' lz,...,lr_z sao denominados t-raizes
da algebra A. Quando w(x) = 1, a t-equagao principal de A fi
ca reduzida a f{x} = x(x—l)(x—ll)...(x-lr_2) = 0.

Exemplo 1.7 -~ As algebras G(2,2}) e 7Z(2,2) sao t-algebras

com as respectivas t—equagaes xz—w{x)x =0 e x3—w(x)x2 =0,

PROPOSICAO 1.3 - Se A & uma t-algebra entao Kerw & um

ideal nil de A.

Prova: Basta fazer w(x)=0 na t-eguagao principal



F(x) = x5 + alm(x)xr_l

r-1 _
oo oo Glwix)) x = 0,
Corolario: Toda t-adlgebra tem uma {inica fungiao peso.

Prova: Como Kerw & nil, pela proposicao 1.2, A tem uma

tinica fungdo peso.

A t~equacgao f(x) = x" + alm(x)xn"1 Aol e. un_lufrlbdx==0
estd relacionada com as poténcias principais x1l=x, x2 = x X,
x" = xn“l X , n=2,3,... . Essas poténcias tem o seguinte sig

nificado genético. Consideremos uma populagdo infinita de e-
lementos, Simbolicamente x representa a primeira geragao; o

elemento x2 representa a segunda geracgao {descendentes de x

n n-1
por cruzamento ac acaso). De um modo geral, x = X X Yre-

presenta a n-&sima geragado, descendentes do cruzamento ao

acaso, da primeira geragao com a {(n-1)-&sima geracao.

H& outros tipos de poté@ncias que descrevem geragdes su-—

cessivas, como as poténcias plenas:

LU @ ) ()

X, L+l o (n) _(n)

X . Neste

roeee s
caso a n-é&sima geragao € resultado do cruzamento aleatdrio da
(n-1)-ésima geragdo com ela mesma. A fregquéncia genotipica da
n-ésima geracdo & funcao apenas da frequéncia genotipica da
geragdo anterior, neste caso.

Sejam A uma algebra barica e gq(x) = AL B (x)x

(1)

(X)X = 0 a egquacdo minima de A relativa as

(n-1) ,
+ ...+

Bn--l
poténcias plenas. Quando A & uma t-algebra e os coeficientes

Bi(x) , l<i<n-1, dependem somente de w(x), a equagado g(x) as

{n) (n-1) |

sume a forma qi{x) = x + al(w(x))x vea + an_l{w(x))x. Neste

caso, esta eguagao & denominada t-equagao plena.




A prdxima proposi¢do mostra que a dlgebra G(n+l,2) de-

sempenha um papel central na teoria das algebras genéticas.

" PROPOSICAO 1,4 - Seja A uma Algebra barica de dimensdo

n+l. S3o equivalentes as condigoes:

(i) A & uma t-algebra com t-equagdo prhmjpal}g—w(xh(= 0

(ii) A & isomorfa a G(n+l,2)

Prova: {i}~»>(ii). Seja CqreessCpy UMa base do niclec de

n
w, que completamos a uma base de A com um elemento €y tal
que w(co) = 1, Observemos também que a igqualdade x2 = wx}x

pode ser linearizada, fornecendo uma identidade em 2 varia-

wvels. Para isto, tomemos x e y em A; teremos

(x+y)2 = w(xty) (xt+y) ou seja
x2+2xy+y2 = w(x)x + w(x)y + w{y)x + wlyly e dai
Xy = %[m(x)y + wi{y)x].

Em particular ,

1 . .
CO I Coci = E’ Ci (l=l;...;n) =] CiCj = 0 (l;j=l;...,n) -

Tomemos agora a nova base {ao,al,...,an} de A dada por

ag = ¢y r &; = agtay (i=1,...,n) . Temos w(ai) =1 (i=0,1,...,n)

%(ai+aj). O isomorfismo com G(n+l,2) & agora

e ainda a_.a.
1]

claro.

(ii)> (i) Imediata.
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I.4 - DUPLICACAQ

0 processo de duplicagac de algebras genéticas foi in-
troduzido por Etherington, como generalizagao natural do pro
cesso de obtencdo de uma populagdo zigdtica a partir de uma

populagao gamética.

A definicdo original & a seguinte: seja A uma  algebra

comutativa de base {ao,al,...,an} consideremos og simbolos
a,.%xa a,=*a sresamrer s a
0*%0 071 20*%n
a*a * & % & & b ® w & B *a
1791 41%%n
a,*a,

e seja B 0 espago vetorial das combinagoes lineares formais

destes simbolos, com coeficientes reais. Entao B tem dimen =

830 (n+1J;n+2) e um elemento genérico de B & da forma

X = I o,. a.*&. . A multiplicagdco em B & definida sobre a
i<y 13 i3

base pelas igualdades (ai*aj)(ak*ag) = (a,a. }*(aka ) onde

aja, e a,a, sao calculados em A, € claro. Se tivermos

173

n
a.a, = & entdao

%9 T kio %iik %k
n n
*a = = . -
{a, *aj)(ak } (rEO aljr ar)*(sgo %o as} r§s=0 aijr O g Bp*ag
Por definigdo, B & uma Algebra comutativa. Naturalmente, po-

demos introduzir B através do produto tensorial A®A (scbre R).

Para isto, definimos uma multiplicagao no espago vetorial A®A

por (a®b) (a'®b') = (ab)®(a'b') e tomamos como B 0 gquociente «



de A®A pelo ideal gerado pelos elementos da forma x@y-y®x ,
com x,y em A, Neste caso, a imagem candnica de a®b sera de -

notada a+*b.

TEQREMA 1.2 - Seja ¥Y:B+*A dada por ¥ (I ai(ai*bi)) =
i

= I a;a;b,. Entdo ¥ & um homomorfismo de algebras, Y(B) = a’

i

e B.Rer¥ = 0,

Prova: Omitida (ver [ 11, teo.6.14)

TEOREMA 1.3 - Se A & bhaArica ent3o B & barica.

Prova: Seja w:A+Ruma fungao peso de A. Tomemos wl:B+HZ
Como w, = we¥, onde VY:B+A & dada por ai*aj-+aiaj. Pelo teo
rema anterior, ¥ & homomorfismo de algebras logo o mesmo o-

corre com w,. Além disso Y(B) = A2 $ N = Kerw logo wlfo.

0 resultado gque mais interessa sobre o processo de du-

plicagdo & o seguinte:

TEOREMA 1.4 - Seja A uma t-algebra de posto r. Entdo

sua duplicada B & uma t—algebra de postc no maximo r+l.

Prova: Ja sabemos que B & barica. Seja

xt + alw(x)xr—l + .. F ur_l(m(x))rml‘x='0 a t-equagao prin-
cipal de A. Dados X,y em A, 0 elemento x*y de B satisfaxz
Y{x*xy) = xy€A e portanto

)T+ gl () T ko i) T ey) =0, isto 8,
(¥ Gerg) )T + aqw(¥ Goiy)) oy TE L+ (8o T yixey) = 0.

Mas ¥ & um homomorfismo de algebras (teo 1.2) logo
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Y (xoy) T+ atq (X#y) (x*y)r_l + ...+ ocr_l(ml(x*y))r“l(x*y)] =0
Asgim 2 = {x*y)r + ulwltx*y)(x*y)r_l +...4 ar_ltml(x*y))r_l(x*y)eKerW. .

Ainda pelo teo.l1.2, (x*y}z = 0 isto &, 5

ey} 4 g o) G oL+ o G Gy T 2 = o,

Observacao: Lembrando que uma t-3lgebra tem uma {inica fun-

¢ao peso, vemos que B & univocamente ponderada.

Coroldrio: A algebra Z(n+l,2) & uma t-algebra com t-egua

cao principal y3 - ml(y)y2 = 0,

Prova: Sabemos que Z(n+l,2) & a duplicada de G(nt+l,2)
Como a t-equagao principal de G{n+l,2) & x2 - wix)x = 0, &
t-equacgao principal de Z{n+l1l,2) & de posto menor ou igual a
3 e divide y3 - ml(y)y2 = 0. Portanto, ela terd posto 2 ou
3. Se o posto desta t-equacao principal fosse 2, pela propo-

sigao 1.4, Z(n+1,2) seria isomorfa a G((n+l);n+2)

+ 2) . Ocor

re que todos os elementos de peso 1 em G((n+l);n+2) , 2)  sdo
idempotentes, uma vez gue eles satisfazem a egquagao

22 « w(2)z = 0. Em 2(n+l,2) existem elementos de peso 1 que
ndo sdo idempotentes. Basta tomar o elemento ai*aj onde

a; e a; sdao elementos de peso 1 em G(n+l,2}). Temos

2 =
(ai*aj) # ai*aj e ml(ai*aj) 1.

2 = =
De fato (ai*aj) (ai*aj)(ai*aj) = (aiaj)*(aiaj)

Sl v la)efla s lals 2aa +lasa s+l
= {ﬂ a, + = aj]*{— a, + 3 aj] ) ai*ai + 3 ai*aj + 1 aj*aj .
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I.5 - ALGEBRAS GENETICAS NO SENTIDO DE GONSHOR

DEFINICAO 1.5 - Seja A uma algebra comutativa n+l-dimen

sional. A @ chamada algebra genética no sentido de  Gonshor

se A admite uma base {co,cl,...,cn} tal que, sendo
Il
Cicj = k£0 aijk Cy (1,3 = 0,1,...,n), as constantes de estru

.., Ssati z igoes:
tura @54k isfazem as condigoes;

L agee = s
2} aﬂjk = 0 se k<j;
3) aijk =0 se izl , jzl e ksmax(i,j).
Observacao: i) %4k = ajik , pois A & comutativa
ii) As constantes de estrutura aOOd = 1 e
Cgii ¢ i=1,2,...,n , sao chamadas t-raizes de A. As t-ral -

zes de A sao independentes da escoclha da base candnica,pois
elas sac auto-valores de qualquer aplicagao xr+x0x , onde Xg

. n

2 um elemento de A da forma Xg = cq + ’Zl @iCy - De fato, a
i=l

matriz do operador linear x**xox & triangular e tem na dia

gonal os elementos l,aOii(i=l,...,n).

iii) A base {co,c ,cn} & chamada uma base cand

l;too

nica de A. Em geral, A pode ter muitas bases canlnicas.

PROPOSICAO 1.5 - Sejam A uma adlgebra genética no senti

do de Gonshor e {co,cl,...,cn} uma base candnica de A. En-

tdo o sub-espaco vetorial N geradc por CyrCoressrCy e um

ideal nilpotente de A.
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Prova: Como A & genética no sentido dé Gonshér, " temos
ANcN ; portanto, N & um ideal de A. Da conéiqﬁo 3) que as
constantes de estrutura devem satisfazer, gegue que Nl esta
contido no sub-espago gerado por ci,...,é . Portanto ,

“n
n+l !

N 0.

" Corolario: Toda Adlgebra gen&tica no sentido de Gonshor

& ponderada por uma {inica fungdo peso.

Prova: Seja {CO'Cl""'cn} uma base candnica de A. 0
ideal gerado por CyreeerCy & n-dimensional e como
Go0p = 1v A2¢N. Pela proposigcao 1.1, A & birica e a funcao pe
so correspondente a N & dada por w(x) = &g , onde
X = %5C + qlcl t oeaa T % Che Como N € nilpotente (portanto

nil}), w & Unica (proposigao 1.2).

" Exemplo 1.9 - A dlgebra G{n+l,2) & genética no sentido

de Gonshor. De fato, seja {ao,al,...,an} a base de G(n+l1,2)
1 1

tal que aja; =3a; t3 a, para 0<i,j=<n.. Se fizermos a
mudanga Co = ag cj_= ao-—aj r (3=1,2,...,n} temos
2 - -1 = 0, 1si,js L
CO - co ’ cocj - ‘2‘ cj e cicj r —l;j—n . OgO, .
{CO'cl""'cn} & uma base candnica de G{(n+l,2). As t-raizes
sao 1 i :
’ 2 Fuesp 2 L]

-

Exemplo 1.10 - A algebra Z(2,2), duplicada de G(2,2), &

genética no sentido de Gonshor. De fato, se {ao,al} @ a base
2

de G(2,2) tal que ag = ag y 8gay = % ag + % a; e aj = ay .,

entio uma base de 7(2,2) & {ao*ao ;oAgxay al*al}, cuja ta-

bela de multiplicacdo &:

1

e

4




(ao*ao)(ao*ao)
(ao*ao)(ao*al)
)

(a *al)(ao*a

0 1

(ag*xag) (a;*a;)
(ag*a,) (a;*a,)

(al*al)(al*al)

| b=
ot
o
*
ol

|
m

Fagamos a mudancga de base:

CO = aO*ao r

€1 = %% ~

ao*al e ¢, = aO*aO - 2a0*al + al*al.

A nova tabela de multiplicagdo &:

COCl

c2 =
1

o s

|

1 €0C2
2 €12
2

€5

Assim {co,cl,cz}é uma base candnica de Z(2,2),

sao 1 ,% e 0.

H
<

cujas t-raizes

TEOREMA 1.5 - Toda algebra genética no sentido de Gonshor

& uma t-algebra,

Prova: Seja A uma algebra genética no sentidoc de Gonshar

e denotemos por {CO’Cl""’cn} uma base candnica de A. Vamos

mostrar que os coeficientes o,

i

(x}

l<i<r-1, da equagao mi-

UL
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nima de A, relativa as poténcias principais ,

£(x) = x* + alfx)xr"l t evo + a1 (x)x = 0, dependem somente
de R 3 =
w(x), para todo x em A. Seja x xoco + X124 S X Cp
um elemento arbitrario de a (logo Xg = ulx)) e L, :A>A por
L (y) = xy. A matriz M de L_, em relagdc & base candnica
{co,cl,...,cn} de A &
Xq 0 vee 0 0
%901 *0*%011 *1 %11 *¥¢ o O 0
®00n x0+a01n Xyte - *%5nn *¥n * Tt “orn*o

que & uma matriz triangular inferior. O polindmic caracteristico

Lol - n
de Lx @ entao gl(x) = det(AI-M) = iEO{A—GOiixo). Como a
t-equacdo de A, f(x) = 0 , & tal que f(x} & um divisor de
xg{x}) ({11, teo.2.16), temos que
£(x) = x(x~w(x)} (x~ag; 4 w(x))...(x—aOi_i.w(x))
171 379
onde {il,...,ij}c{l,z,...,n}. Isto mostra que os coeficien-

tes do polindmio f(x) dependem apenas da coordenada x5, que

& o peso de x, e das constantes 0444 NAturalmente.

DEFINICADO 1.6 - Uma t-Algebra especial A & uma t-Algebra

onde o ideal N=Kerw & nilpotente e suas poténcias  princi-

pais sdo ideais de A.
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Exemplo 1.11 - A Algebra G(n+l,2) & uma t-algebra espe-

cial. Basta ver o exemplo 1.5.

Exemplo 1.12 - A algebra Z(2,2) & uma t-algebra especi-

al. Podemos ver isto diretamente pelo exemplo 1.10. Temos
N = Kerw = <c,,c> e dal N2 = <Cy> & N3 = <0>,

vamos admitir o seguinte teorema sem demonstracgao.

" TEOREMA 1.6 - Seja A uma algebra barica com fungao peso

w. Entao, as seguintes condigdes sdo equivalentes:

1) A & uma t-algebra especial;
2) A & uma Algebra genética no sentido de Gonshor e to-

das as poténcias principais de Kerw sao ideais de A.

A demonstracdo se encontra em [ 1], teorema 3.28,

Observacdo: A duplicada de uma dlgebra geneética no sentido de

Gonshor & uma algebra genética no sentido de Gonshor; mas is
to nao vale para t-algebras especiais. Por exemplo, a dupli-
cada de 2{(2,2) @& uma algebra genética no sentido de Gonshor
isomorfa a algebra A sobre os reais de base'{co,cl,...,cs} e

com multiplicag¢ac dada por



2 _ _1 1 —
9% %1 72% % T7C% % =0 ¢ =0 g =0
C2==!:C c,C =-lc: = () = =
1°71°% 152 8% %3 €16y =0 €5 =0
2 _ 1 N _ _
c, = TE'CS 0203 = CyCy = 0 CCg = 0
c2 =0 =0 =
3 €€y = Cqofy =
2 _ —
c4 =0 c4c5 =0
c§==0
Dal vem que N=Kerw & gerado por ¢4,...,Cg o N2 & gerado por

CysCy € Cg N3 & gerado por Cy € cc N4=0. No entanto, N?

1 2
c, =7 S ¢ N“.

ndo & um ideal pois ¢ 5

0

I.6 - UM TEOREMA DE CONVERGENCIA

Lembremos que um problema essencial em Gen&tica de Popu
lagoes & a procura de estados de equilibrio. Em nossos mode-
los algébricos, este problema corresponde A procura de idem-

potentes. O proximo teorema & devido a Gonshor.

TEOREMA 1.7 - Seja A uma algebra genética no sentido de

Gonshor, cujas t~raizes sao todas distintas de % . Entdao, A&

possui um Gnico idempotente nao nulo.

Prova: Vamos construir, por um processo de recorréncia,

um elemento idempotente nao nulc em A.

Seja {co,cl,...,cn} uma base canfnica de A. Vamos mos-



E
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trar que existem XorXyre-erXp em IR tais que

2
(x5c, + X1Cy +..ut Xﬁfﬁg =% tet X0ty G et v C L, pa-
ra tode msn, onde Yme1r - =¥y estao em IR.

2
a) Para n=0 , de (xoco) = X3¢y t Y16y * ... + y,C  Segue-se

que xg =X, € isto mostra que devemos tomar Xy = 1.

- 2 .
b} Para m=1l , (co+xlcl) = Cp * X)Cy + ¥,y + L. by e, oOn

de X, & determinade a seguir.

2 2 2. 2
Como (co+xlcl) = ¢ + 2xlcocl + xlcl = co + a0010143._

+ ... F O c )

ees + uOOncn + 2xl{a011cl + a012c2 0nn®n
2 _

+ Xy log39Qy + @y13C + L.+ 0y, C) =

= + + 2o ) + (o + 24 + o 2)c +

= Cp %001 001%1’ €1 002 012%1 112%1/ €2

2
4+ ... + (QOOn + 2&01nx1 + allnxl)cn . devemos ter

= - *
X) = %pp1 T %11 ¥ (*)
isto &, Xy = _—Eggl——— . Dai vem:
1-204,4
o o
(c +.._._0.9-]_.-._._.c)2:c +“'-"'-'9'9""]':*'C +f(C ,---,-C)-
0 1-20. 1 8] 1-20 1 2 n
011 011

c) Suponhamos que ja foram escolhidoes Xyre-orX, €N IR de tal

2 _
maneira que (c0+xlcl+...+xmcm) = Co + X0y * . kX0

+ ...+ yc onde Yoal * -+ Yq estao em R .vVa

)2

* Yoel Sl

mos determinar x em IR tal que (c04-xlcl4~...4—xh+lc%&l

m+l

+ ... + + ... + y'c
+ x,C X Y.Ch .

—_— []
= %o 1€1 m+l Sm+l T Ymt+2 Cme2

1 L .
com ym+2,...,yn em IR . Como:
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(e * X6 + +on ¥ "m+1°m+1)2 = log + xyep + .. 4

+ X C )2 + 2x c (e + X3¢, + 00 + X C ) + x2 c2 =

m m m+l m+l 0 171 m m m+]l m+l
= c0 + xlcl + .0+ chm + ym+lcm+l + ... F yncn +
* 201000, mel, el Smel T %0, mel, 2 Cre2 Tt %0, meln Ot
T EpO mel,me2 Cme2 T ocee Y % pe1,n ) T oeee
* xm(am,mfl,m+2 Cm+2 et “m n+l,n cn) *
+ x:2n+1(°'m+l,m+l,m+2 °mt2 T el mel,me3 Sme3z Toeee
tOne1,mel,n Cnt T Co T XS Yoot XS P g el X *
+ ym+l)cm+3 + h(cm+2,...,cn) devemos ter
el = 2ao,m+1,m+l X1 +'ym+1. Portanto, X+l — Tl '

1200 il mel

que & unicamente determinado.

. — 2_
Assim existe e = CotxiCt. . tx c tal que e"=e.

Observacao: Em genética ocorre muito o caso em gue g1y = %

e o # %(i=2,3,...,n). Pelo mesmo processo usado acima po-

0ii :
de-se provar que existem idempotentes ndo nulos em A se e sO
mente se Qg1 = 0 {(ver a identidade (%)) e, neste caso, Xq
fica livre e existe uma familia a um pardmetro de idempoten-

tes. Existem varios teoremas generalizando este que apresen-

tamos, Ver [1].

guando todas as t-raizes sao diferentes de % existe
apenas um ldempotente e, neste caso, a populacdo descrita pe
la algebra tem apenas um ponto de equilibrio. Este ponto de

equilibrio tem a importante propriedade de ser "absorvente".
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Isto &, se tomarmos um elemento de peso 1 na &lgebra, suas po
téncias plenas convergem para este ponto de equilibrio, des-
de que as t~raizes satisfacam certas condig¢des. Para mostrar

este fato vamos precisar da seguinte

PROPOSICAO 1.6 - Sejam A uma t-algebra e e um idempoten

te nao nulc em A, Entdo wl{e) = 1.

Prova: De e2=e segue que w(e)2 = wl{e); logo, wl{e) = 1 ou
wi{e) = 0, Seja f(x) = xt + o w(x)xr—l oLt a uf—lbdx =0a
1 -1
t-equagao principal de A, Se w{e) = 0 entdo 0 = f(e) = el = e ;
o que & uma contradicdc. Portanto, w(e) = 1.

TEOREMA 1,8 - A sequéncia de poténcias plenas de um ele

mento qualquer de pesc 1, em uma algebra gen&tica no sentido

de Gonshor A, converge para o idempotente de A, se todas as

- , 1 .
t-ralzes satigfazem laoiil <z, {(i=1,2,...,n)

Prova: Inicialmente, observamos que se {co,cl,...,cn} e
uma base candnica de A entdo {yo,cl,...,cn} também & uma ba-

se candnica para todo Yq em A de peso 1. A prova deste resul

tado & um cdlculo simples. Como o idempotente ¢ de A tem pe-

so 1, podemos supor ¢y = e. Seja 2z = ¢y + ;€ + ... +0C
um elemento qualquer de A de peso 1 e denotemos por
(ky _ (k) (k) e o _
z = Cg *+ o ¢yt oae ooy c, & k-é&sima poténcia ple
na de z. Afirmamcs gue lim aék) =0, para todo i = 1,2,...,n .
k>
be fato, de z (K1) z (K) z(k) segue—-Se dque
i-1
u.(k+l) = 20 a(k} I o a?k) a(k) i=1,2,...,n,

i = “%11% T 5ts=0 %ysi % s !
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com j#0 ou i#0 , onde o, ., sfo as constantes de estrutura de A.Para

jsi
i =1 temos al(k+l) = 2&011 a{k} . Disto segue-se que
+ :
Ia(k b l< la(k)i , para todo k, o que mostra que lﬁn&Ud =0,
1 1 1
k—}m
Suponhamos por hipdtese de indugao, que lim Gik) = 0, para
k—a»oo
1=1,2,...,n=-1. Vamos mostrar que lim a(k+l) = 0. Como
ke

(k+1) (k) , Bl (k) o (k)
o = 20 o + z o, o o t :

n Onn n j,s=0 Jsm J S emos

n-1
Lim o 5 = 1amo2e 0¥ 41 BTl olR) oK) o
K+ koo nn k> j,5=0 ijsn ]
_ (k) n-1 Lo kY (k)
= 20 lim o + I o, lim o o
Onn koo D j,s=0 an(k+m J )(iiﬂ s !

= 2a0nn lim Gék). Mas lim Gék+l) = 1im G(k) = t. Temos, en-
o~ - : . _ . 1
tao, t = 2a0nnt edai t =20 pois aOnn # 5 - Logo,
(a{k),aék),...,aék)) converge para (0,0,...,0).

Exemplo 1.13 - Vamos considerar a algebra zigdtica %(2,2) -

com base cananica'{co,cl,c2} (ver exemplo 1.10) e supor gue

-

existam os seguintes coeficientes de mutagao: r & o coefici-
ente de mutacao do alelo ap para o alelo a; es & o coefici-

ente de mutagao do alelo a, para alelo ag - (Ver o exemplol.9

1
como fica a tadbua de multiplicacdo para G(2,2)) .A tabua de

multiplicagdo para %2(2,2), com mutagao &:

2 _ 2 _1 -
cq = c0—2rcl+r c, CyCy = 12-(l—r—-s)(cl-rcz) CoCy = 0
ci = %(l—r—s)zc2 clcz_m 0
2
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Como kerw € gerado porc‘l,cz,(Kerw)2 & gerado por Cqy e
(Kerm)3 = 0, seque que as poténcias de Kerwp sao ideais de

2(2,2). As t-ralzes sdo 1 , %(l—r-s) e 0.

Se r + s # 0 podemos aplicar o teorema 1.7 e existe ape

nas um idempotente e um cadlculo direto mostra que

2
2r X - .
e =¢C, - — ¢, + —— ¢ e este idempotente.
0 r+s 1 (r+s)2 2

Quando r = s = 0 (auséncia de mutagao) temos:

2 _ _1 =
c0 = c0 CUcl = % cl coc2 =0
2 _ 1 _
cl = ﬁ-cz clc2 =0
2 _
c2~—0

e 08 elementos e = ¢y + x¢; + % x2c2 (x real) sao os idempo

tentes.

Seja agora 2z = Cc, + Xcy + yc, um elemento de peso um

0

de 2(2,2) (sem mutagdo). Temos:

(2) _ - 1 .2 (3y _ _(2)_{(2) =
z =2zz = ¢y +t Xy + T xXc, e z = z Z =
= 1 .2 -, (2) 4y _ _(3)_(3) _ _(2)_«(2y _ _{2)
= cq t xcq + 7 XTo, z , 2= 2 Z = z Z = z .
0 (n} _ _(2)

o mesmo modo, 2 = z ; para todo n 2 4. Portanto, a se-

quéncia de poténcias plenas de z converge para o idempotente

2{2) (Observamos que neste caso as hipdteses do teorema 1.8

nac estio satisfeitas).

Existe uma generalizacao ([1l, teorema 4.19) deste teo-
= . T . . 1 -
rema para o caso de varias t-ralzes serem iguais a 5 © que &

muito frequente em algebras genéticas.



Exemplo 1.4 - Vamos considerar agora a algebra dos te-

trapldides., Os tetrapldides sido seres onde cada um tem um
conjunto de cromossomos consistindo de um grupo de 4 Cromos
somos homdlogos, tais que o0s cromeossomos de um grupo dife -
rem em um locus com alelos A e a. Entdo, os trés gametas ge
neticamente diferentes produzidos por esta populagao podem
ser representados por D0 =aa , D, = ad e D2 = BAA, A ge-
nética desta populagcao pode ser descrita pela &lgebra tetra
pldide G(2,4) gerada sobre Rpelos simbolos'DO, D,, D,. Va-
mos determinar a tabua de multiplicacao para esta algebra ,
O produto D,D, & obtido do seguinte modo. Os gametas Dy e
Dl unem-se formando o zigoto DODl ou seja

(a,a)v(a,A) = (a,a,a,A). Este zigoto, por combinagao dos ale
los a e A, produz os gametas aa, aa, aa, aA, aA, al. Portan

BDO + 3Dl 1

. _ Y L
tanto, devemos definir DGDl = - =3 D0 + 5 Dl .

Os gametas DO e D2 unem-se formando o zigoto D0D2, ou seja
(a,a)v(a,An} = {a,a,A,A). De maneira an&loga, este zigoto pro

duz os gametas aa, aA, aiA, aA, aA, AA. Indicamos este fato
1

por D0D2 =% (D0 + 4Dl + DZ)' Do mesmo modo, ©s outros pro-
= - -1
dutos serao: DD, = D, D,D, 6(D0 + 4Dl + Dz) ’
D,.D, = L D. + L D 02 =D Sendo ¢, = D c. = b, - D, e
172 2 71 2 72" T2 2° 0 27 "1 2 1
_ 2 _ -1 2_1
C, = D2 - 2Dl + DO . temos €y T Sy r 1 T E Cy s ] T E c2,

_ 2 _ . .
¢ €, = c; = 0. Portanto, {CO'Cl'c2} & uma base candnica para

G{2,4). As t-ralizes sdo @y = 1, a, = % e o, = % . Seja e

um idempotente, e = ¢4 + X194 + X,Co - Por um caleculo direto

¢, ., X, arbitrario (ver ob

encontramos e = c, + X 1

0 1
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servacao do teorema 1.7).

Seja y um elemento em A, de peso 1. Entdo,

Y = ¢ + ylcl + y2c2. Como:

(2) _ _ 1 1,2
y =Yy = ¢y tryept (3, tgvylc,

(3) _ _(2)_(2) _ 1 2 2
y' sy Uy T S e tye gy, tgvic

(4y _ (3} (3} _ 1 20 2
Y =Y Y =cg Y%t gy vy f g ¥)eo

as poténcias plenas y(n) convergem para y = ¢, + y.¢ 4—l-y C
, 0 11T 412

Para cada yleﬂz, o idempotente y = ¢, + y ey + % yi c., é

absorvente e as poténcias plenas de cada elemento de peso 1
convergem para um destes idempotentes, que dependem da coor-

denada na diregao de c,.
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CAPITULO II - ALGEBRAS DE BERNSTEIN

II.1 - ALGEBRAS DE BERNSTEIN

Em uma série de artigos publicados em 1923-24, S. Berns
tein estudou condi¢lGes necessarias para garantir gue uma po-
pulagaoc atinja o estado de equilibrio apds uma geragao ([10],
[111,012]1). Mais recentemente, J. Ljubié ([ 7]) investigoupro
fundamente ©s problemas deixados por S. Bernstein. Finalmen-
te, o nane "Algebras de Bernstein" foi dado por P. Holgate ([ 81)
a uma classe de Algebras baricas gque estdo muito relacionadas
com os problemas estudados por Berngtein e Ljubi&. Mostrare-
mos como elas provem dos problemaé estudados por Bernsteln e

Lijubic.

O problema da estacionaridade proposto por Bernstein @&
o seguinte. Consideremos uma populacac infinitamente grande
com geragdes discretas e sejam Agrdyrecegay (mzl) os gendti-
pos desta populacao. Para descrever esta populagao devemos di
zer, em cada geragao, quais sao as porcentagens, presentes na
populacao, dos gendtipos agsdys--.,8, . Se a, representa a
porcentagem do gendtipo a, em uma dada geracgao, o estado des
ta populagfo & dado pela (m+l)-upla (ts0q,...,% ), onde ca-
da @ 20 e @p+d,+,, .+ = 1. Assim, o estado da populacao na-
quela geracao & dado pelo ponto (ao,al,...,am) de 1Rm+]', que

em realidade pertence ao simplexo ?ﬁ definido por:



1
Ym = {(ao;al,...,%)e:ﬂ'\’m‘- 4 Oﬁaiil < (}.0+0‘.l+...-|-arn = l}.

Na geragao seguinte, o estado da populagao muda, sendo

agora dado por outro ponto (80,81,...,Bm) de v - Cada B, &
uma fungdo bilinear de QgrOpres.,0 , dado por

m .
By = jfk=0 ®ki®§%k v onde ajkizo e ajk0+ajkl+"'+ajkm =1

(j,k=0,1,...,m), pelas leis de hereditariedade. Para j e k
fixos, o numero ajki & a prababilidade de o zigoto ajak segre-
gar o gameta a, - Assim, fica definido um operador (dito ope-
rador quadratico) W}Vﬁr?ﬁldadOJQX*Ekao,ul,.”,am)=(BO,81,...,%J,
que descreve a passagem de uma geragac a outra., Inversamente,
dado um operador W;?m+?m , podemos pensar em uma populagao

gque evolui de acordo com ¥ , isto &, a passagem de uma gera-
gao & geragdo seguinte & dada por g. Portanto, o problema de
classificar as populagoOes com a propriedade de atingir o es-

tado de equilibrio na n-@sima geragao & equivalente ao pro-

i £1i v wn+t !

blema de classificar os operadores Y tais que Y 12 ¥" onde
Y7 = Yo,..<¥ (n v8zes). Vamos nos restringir ao caso dos ope
radores ¥ tais gque ¥4 = ¥ |, Isto porgue a tal operador cor-

responde uma populagao que atinge ¢ egquilibrio na segunda ge
racao, isto &, uma populagdo que satisfaz a lei de Hardy-We-
inberg. Dizemos que uma populacao satisfaz o principio de es

tacionaridade de Bernstein se o operador ¥ correspondente a

ela satisfaz a equagaoc ¥2 = ¥,

Apenas para dar uma referéncia ao leitor, mencionamos

que os trabalhos de Bernstein consistem em determinar todos

0s operadores tais que 52 =y , guando m=2, No caso m»2 ele
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encontrou duas classes de populagﬁes gue satisfazem o princé
pio de estacionaridade de Bernstein. O trabalho de Ljubi&
consistiu em encontrar uma forma candnica para ¥ , com hipd-

teses adicionais.

Voltemos agora d situacgdo descrita acima e suponhamos ¥

um operador quadrético, isto e, Gh%ﬂal"”'am)::(80'81'”"%8
= - > > 1=
onde cu.0+...+0%,m E%+"'+Bm 1, ajHO, Bj ¢ (j=0,...,m}. Con

sideremos o espago vetorial A gerado pelos simbolos

aO'al"'f'am e o seu subconjunto

m
Ym = (iLg 9335 ¢ ;20 , agtagt.. e = 1}

~ L. m _m
Seja W’Ym*Ym a aplicagao definida pcrq%iéocﬁgi)m'z Bigr

i=0

Podemos estender canonicamente a aplicagao ¥ a um opera
dor linear de A, que denotaremos também por Y. O operador 1li

near Y:;A*A define uma multiplicacao em A dada por:
Xy = % (¥ (xty) = ¥(x) = ¥{y}) .

onde x e y s8o elementos arbitrarios de A.

Seja w:A+TR a forma linear definida por w(ai) = 1
(0<i<m) ., Seque dadefinigdo de Y e da definigdo dos By gue
we¥(x) = (m(x))z, para todo x em A, Logo, para todo x e y em
A, temos:

w(xy) = w[% (¥ (x+y) =¥ {x)=¥(y))] =

wo¥ (x+y)~wo¥ (x}-we¥(y)l =

It
(% = N’LI—'

[(wl(xty)) 2 = (w(x))? - (w(y))31 = u(x)uly) .

Isto mostra que ® & um homomorfismo de algebras e, por-
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tanto, a algebra A € barica.

Se o operador Y satisfaz a condigac V2 =¥ entdo
[¥(x)]1% = [m(x}]z‘ﬂx} '
para tode x em A. De fato, se w(x) = 1 ou w{x) = 0 temos
?z(x) = y¥(x) e ?z(x) = 0, respectivamente. Suponha, entao,

que wi{x) # 0. De
[ X 2 X
¥ =y
\wm]] [w{x)J

(¥(01° _ y(x)
[w(x)1? w12

seqgue gue

jA que ¥ & um operador quadraticc e, logo,[Y(MJZ =[w(ﬁ]2¥hd.

Assim, partindo de um operador ¥,§ﬁ+§ﬁ que satisfaz a

condig¢ao ¥ = ¥ , construimos uma algebra barica com fungao

peso w que tem a sequinte propriedade:
[¥(x)3% = [ux) 12 Ux)

para todo x em A, onde ¥ & o operador linear de A definido
acima. Esta construgao motiva a seguinte definicgao devida a

P. Holgate.

DEFINICAC 2.1 - Seja A uma algebra {sobre R) comutati-

va, barica, com fungaoc peso . Dizemos que A & uma  algebra

tacionaridade de Bernstein) se para todo x em A ,

(3) _ (23, (2) _ 2.2

x3) 2 [w(x)]2 x2 , onde x x7,

Observacdo: Conforme vimos acima, a cada operador T:Ym+?m tal
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que ?2 =¥ podemos associar uma algebra de Bernstein de di
mensdo m+l. Inversamente, dada uma dlgebra de Bernstein de
dimensao m+l, podemos definir o operador ¥ de Yg ©M Y, Por
Y(x) = xz. Assim, podemos substituir o problema de "classifi

car os operadores Y tais que Y7 = ¥ " por "classificar as

dlgebras de Bernstein".

Exemplo 2.1 - A algebra gamética de uma populagac  di-

ploide com n+l alelos, satisfaz a equagao polinomial

%% = w(x)x, conforme vimos anteriormente. Resulta dal que

x 3 = x2%% = w(x)x w(x)x = Lo(x)x12.

" Exemplo 2.2 -~ A Algebra zigdtica de uma populagio diploi

de com n+l alelos, isto &, a duplicada da algebra gamética da

(3) 2

mesma populagao, satisfaz a equagao x = w (x)x2 {mas nao

a equagao x% = w({x)x, veja teorema 2.9).

Os problemas que surgem naturalmente apds a definigao

desta classe de algebras sao:

1. Estudo das propriedades elementares destas algebras.
2, Determinagao de sua estrutura.

3. Calculo de seus idempotentes,

4., Comparacgao com outras classes de algebras baricas.

5, Classificagdo destas algebras.
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11.2 - TEOREMA DE ESTRUTURA;TIPO

Conforme vimos no capitulo I, exemplo 1.6, uma algebra

barica pode admitir mais de uma fungao peso. No entanto, is-

to nac ocorre com as algebras de Bernstein.

PROPOSICAO 2.1 - Toda algebra de Bernstein possui  uma

inica funcdo peso.

Prova: Seja w a fungao peso da algebra de Bernstein

Ae¢ : A+ R outro homomorfismo nac nulo de dlgebras. En-

t3ao para todo xEKerw temos %%x? = wz(x)xz = 0. bDal venm,
0 (x*x%) = (026 % = ¢x)% = 0, donde $(x) =0 , ou
seja KerwcKer¢. Por outro lado, se y,€A e wlyy) = 1, entao

A = <y,” @ Kerw , onde - <¥g” @ o subespago gerado por Yo+
Consideremos x = yg = Yg-Temos wix) = (m(yo)]2 - m(yo) =1-1=0
e portanto x€Kerw e dal xe€Ker¢. Assim

2 2 -
0 = ¢(x) = ¢lyg-vg) = (dlyg))" - ¢lyy) = ¢(yy)lelyy)-11. Nao
podemos ter ¢(y0) = 0 senao, sendo todo elemento z de A da

forma 2z = ay0+u (0@R ,ueKerw), teriamos ¢(z)==u¢(y0)+-¢hn = Q

e ¢ serla identicamente nula, o que nao pode ser, Resta
¢{yg) = 1. Dal para todo z = ay,; + u , a€R e u€Kerw, temos
$(z) = w(z) = a , isto & ¢=w.

PROPOSICAO 2.2 - Seja A uma algebra ponderada com fun-

cao peso w. Se o guadrado de todo elemento de peso 1 & um

idempotente, entao A & uma algebra de Bernstein.
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Prova: Dadoc y€A, devemos mostrar gue y2y2 = wz(y}yz. Se

wly) # 0 entdo z = - Y . gatisfaz por hipdtese 2222 = 22 '
w(y)
pois w(z) = 1.
2 2 2
Substituindo temos ——f—— gr = g’ , ou seja ,
w™{y) wo{y) W (y)
2.2 2 2
yoy© = o (y)y".
Suponhamos,agora, w({y) = 0 e tomamos e = x2 com peso w(x) = 1,
Sendo x2x2 = xz, entao e & idempotente. Para todo t€R o ele
mento e + ty tem peso 1. Por hipdtese
{e + ty)z(e + ty)2 = (e + ty)z. Desenvolvendo temos o polind
mio em t:
£ yh? + Fatepy®l + tTaten? + 297 - 71 + Hdeley) - 2093 = 0.

Camo t & arbitrario em IR, os coeficientes das poténcias de t

2,2
-3

830 nulos. Em particular (y°) = 0.

Um problema importante na teoria das algebras genéticas
& a determinagao dos seus idempotentes, pois a cada idempo -
tente corresponde um estado de equilibrio da populag¢ac des-—

crita por aquela algebra.

PROPOSICAC 2.3 - Em uma algebra de Bernstein A, com fun

¢do peso w, Os idempotentes sio os elementos e da forma
e = x2 com w{x) =1 e o conjunto de idempotentes de A =)

nao vazio.

Prova: Clara, sendo omitida.

Dado um idempotente e na adlgebra de Bernstein A, pode-

mos considerar a decomposigac de A, A = <e> & Kerw , J& que
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w(e) = 1. O prdximo teorema poderia ser chamado a decomposi-

cao de Peirce de A relativa ao idempotente e.

TECREMA 2.1 - Sejam A uma algebra de Bernstein com fun-

¢Cao peso w e e um idempotente de A. Consideremos os subespa-
gos vetoriais A =<e>={ce : a€R} , A ={ey ;: y € Rexrw} e

0} . Entio:

l

A, = {x € Kerw : ex

1) A= Ay ® Ay & A, {soma direta de subespagos vetori-

ais) e eu = % u para todo u € Al.

2} As seguintes identidades sao validas para todo u(EAl

e v & A2 .
2.1) u? u? =0
2.2) v v? = 0
2
2.3) ui(uv) = 0
2.4) vi(uv) = 0
2

2.5) vu® =40

2.7} 2(uv)2 + u? v = 0

2.8) uv2 = 0

3) Para todo x = w(x)e + u + v , (ueAl, veAz) temos
x2 = wz(x)e + (w(x)u + 2uv + v2) + u2.

4) As seguintes relagoes de inclusao sao validas:

=
4.1) AlAz Al

4.2) AlAl c A2
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AZ

2 2 <>

4.4) A,

Prova: 1. Como e & um idempotente temos w{e) = 1 e, lo-

go, A = AO ® N , onde N = Kerw. Vamos mostrar que N =Zﬁ_®.A2.

Consideremos os elementos de A da forma x = e + ay, eER ,
YEN. O peso do elemento x & 1 e portanto x?x? = x%. substi-
tuindo e desenvolvendo (como fizemos na proposicgac 2.2) te-

mos a eguagao:
U[4e(e}') - 2ey] + 0t2|:4(ey)2 + 2ey2 - yz] + &3(43}7372) + u4 yz Y2 = 0.

Temos, portanto, um polindmio na varidvel o que & nulo. Logo,

os coeficientes das poténcias de ¢ sdo nulos. Dal temos:

1} 2efey) -~ ey =0

2) 4(ey)? + 2ey% - y2 =0

3) ey y2 = 0

2

I

9 y2y? =0

2ex. Temos

]

para todo y em N. Seja L:N+N tal que L{x)
Lz(x) = I,{2ex) = 2L(ex) = 2(2e(ex)) = 2ex = L(x), por 1l).Por
tanto, 1 = L. Sendo L uma projegao de N, temos

N =1InL @& Ker L. Todo elemento x pertencente a N pode ser

escrito como x = 2ex + (x-2ex) € Im I, ® Ker L., Assim ,

[

sim, fica provado a primeira parte.

De 1) segue eu = 7 u, para todo u€A;. As-

2. Vamos usar o fato de N = Al @ A2 e linearizar as

identidades 3) e 4).

Fazendo y = ou + Bv (ueAl,veAz,u,BeIQ) em 3)
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obtemos
3
¢ 4 u2 + aZBu(uv) + aBzuv2 = 0,
2
2 2
para todo a e 8 em IR. Logo, uu” = 0, u(uv}) = ¢ e uv™ = 0,

Analogamente, usandc a identidade 4) obtemos;:

od u? u? + 4038 afaw) + ol 8% (4w + 207 vA)) + dopS Ve +
+ 84 v2 v2 =0,

. 2.2 2.2
para todo o,B em IR . Dal segque que u'u" =0, v'v =0 ,
uz(uv) =0 , 2(uv)2 + u2v2 =0 e (uv)v2 =0,

3, Fazendo y = au+Bv (ueA1 + VERA, , a,B€R}) obtemos :

2

az(Zeuz) + aB{de(uv) - 2uv) + 82(2@v - v2) =0 ,

para todo o,8 em TR . Logo:
a) eu2 = 0

b} 2ef{uv) - uv =0

c) 2ev2 - v2 = 0 ,

para todo u em Al evema,.

Seque das identidades a), b) e c} gque se ueAl e VEA2 en
tao uv e v2 pertencem a Al e u2 pertence a Az. Logo se a de-
composigdao de x em A &€ x = w(x)e + u + v entdo a decomposi

2

gao de x° &

xz = wz(x)e + (w(x)u + 2uv + v2) + u2 .

ja que eu = % u e ez = 0.

4. Pazendo u = uy + u, (ul'uZGAl} na identidade a) ob

temos
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2 2 . . _
eu, + eu, + 2e(ulu2J = 0, isto &, e(uluz} = 0.

Isto mostra que AA; < A,. Substituindo v por Vv, (v, V,ER)

na identidade c) obtemos

2 2 2 2 .
2evl + 4e(vlv2) + 2ev2 vy - 2v1v2 Vo 0, ou seja ,
2e(vlv2) = ViV,

Logo, A2A2 e Al'

De modo anadlogo, linearizando as identidades b) e 2.8

2 _
podemos mostrar que A1A2 < Al e AlAz = <0 >.

Corolario: Sejam A uma Algebra de Bernstein, e um idempo
tente de A e A = A, ® Al @ A, a decomposicao de A relativa a
e. Entao, os idempotentes de A sdo da forma e+u+u2, onde u

2 um elemento arbitriario de Al'

Prova: Seja x = e + u + u2 com uEAl. Temnos
x2 = [e~1-1.1+112)2 = e+u+ 2eu2+ 2uu2+u2+u2=e+u+u2=x.Logo,
x & idempotente. Por outro lado, seja x = e + u + v um idem

potente em A. Entao, x2 = X, isto &,

xz = e + (u + Zuv + vz) + u2 = e + u + v. Pela unicidade da
decomposicdo v = u’ e 2uv + v2 = 0. Entdc, x = e + u + u-.
TEOREMA 2.2 - (Reciproca). Seja A uma algebra barica com

fungdo peso w, que possui um idempotente e em relagao ao gual
temos a decomposigao A = AO ® Al @ A2 , onde AO'AI’AZ sao0
definidos como antes e valem as partes 1), 2), 3) e 4) do teo

rema anterior., Entao, A & uma algebra de Bernstein.

~ 2 2 2
Prova: Pela proposicao 2.2, basta mostrar que x'x = x

para todo x em A com w(x) = 1. Seja x =e +u + v con uEAl,
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vGAz. Pal temos xz = e + (u + 2uv + vz) + u2 por 3). Também
por 3), temos:

2.2 2

% = e + [u + 2uv + v2 + 2{(u + 2uv + vz)u + u2u2] +
+ {(u + 2uv + v2)2 = e + {u+ 2uv + v2J + 2uu2 + 4u2(uv) +

2
rh 2V2u2 + uzu + u2 + 4(uv)2 + v2v2 + 4du(uv) + 2uv2 +

+ 4(uv)v2.

Usando 2) resta x2x2 = e + (u + 2uv + v2) + u2 = x2.

Devemos agora relacionar as duas decomposigoes de uma
algebra de Bernstein, correspondentes a dois idempotentes de
A. A proposicao seguinte mostra comc se comportam as compo -

nentes-AO,Al,Az relativas aos dois idempotentes de A.

PROPOSICAC 2.4 -~ Seja A uma adlgebra de Bernstein e supo

nhamos que ¢ e g' sejam idempotentes de A. Sejam as decompo-

sigoes A=A, @®A ®A, e A=Al ®Al ®A) em relagao a

0 1 2 0 1 2
e e g' respectivamente. Entao, existem ul em Al e u2 em Ai
I = 2 = 1 2
tais que e e + ul + uy e e' + U, + Uy s
= .}. = f ] ;L.. 2 = 2 = -
ge! = e + 3 ul e’ + 5 u2 e ul u2 uluz.

Prova: Pelo corolario anterior temos que e' =e +lﬁ_+ ui

para algum uy de Al e do mesmo modo considerando a decomposi

- 2
- 1 1 v = v
¢ao A AO & A B Az r = e + L12 + 'L'l2 para algum 'L12

1
de Al!., Logo, ee' = ele + u, + u2) = e + 1 u ja que u2 per-
1’ ! 1l 1 2 "1 1
tence a Az. Do mesmo modo, ee' = e'!' + % uz. De
e + Ly =ev 4+ iy temos que e = e' + i(u - u.). Substi
271 2 72 272 1" =
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tuindo e' + u, + ug = e' + % u, - % u . Entao
u, + ug = —]2'—(112 - ul} e do mesmo modo uy + ui = %—(u1 - u2) ‘
ou seja ug = - %(ul + u2) = ui.

A parte 2) do teorema 2.1 da uu? = o. Ent&)(u2ﬁ~u1)2==0.
Desenvolvendo temos ug + uf = —2ulu2 ou ainda

2 _ .2
2U2 = 2ul = 2ulu2.

Quando tomamos dois idempotentes em A, determinamos duas
decomposigdes de A em soma direta de subespagos, conforme es

t& no enuncladc da proposicdo 2.4. Como dim Ay = dim A5 =1

vem que dim Al + dim A2 = dim Ai + dim Aé = dim A - 1. Mostre

mos agora que em realidade, dim A, = dim Ai ,» O que acarreta

ra também dim A, = dim A} .
Como todo idempotente e' de A & da forma €' = e + u + u2

com uGAl, podemos descrever todos os idempotentes de A com

-

o "parametro" u. Portanto, a familia de idempotentes de A @&

uma fam¥lia r-param&étrica, onde r = dim 2 Como o conjunto

l.
de idempotentes de A & intrinseco a A, nao podemos ter

5 . .
dim Al # dim Al.

Com iss¢ temos © seguinte

TEOREMA 2.3 - Seja A uma algebra de Bernstein e

A= A, ® A © A, uma decomposicac de A em relacdo a um idem

potente e de A, Entao, dim A, e dim a, sdo numeros invarian=-

tes de A.
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TEQREMA 2.4 - Seja A um algebra de Bernstein e e um idem

potente de A. Consideremos a decomposigdc de A em relacio a

e, A=A, ®A B3, e seja C = Ay, ® A, @ Ai. Entao, C & um
ideal de A, Az =C e C2 = .
2 2
r : = =
Prova: A (a, @ A © A,) Bg + Bohy + AjA, + AT
2 _ 2 . _ -
+ AlAz + A2 = Ao + Al + Al ., PpoOis AOAZ =< 035A0A1 = Al ,

' 2 2 _ =
Blﬂz <A e Ayc< Al. Como Ay < &, e Aln A, = <0>

2 _ 2 _ ) 2.2 _ 2.2
temos A% = A, @ A, @ A C. Ainda C°C” = (A, ® Ay ® Al) =
= 2 2 2 2,2 _ 2 -
= Ry +t BgAy + A] + BAgAT + AjAT 4 (All = A, + A; + A] pois

- 2 2 2.2
AOAl Al P AOAl <0 >, AlAl c Al e AlAl = Al. Logo

= C. Finalmente C & um ideal de A pois

AC c© A2 = C,

Corolario: O niimero inteiro "dim C" & independente do

idempotente e fixado em A e, portanto, dim Ai também & um in

variante de A.

1
prd

Prova: Basta observar que C

PROPOSICAO 2.5 - Seja A uma algebra de Bernstein com fun

c30 peso w e F.o sub-espago gerado pelos elementos xz—w(x)x,
x€A. Entao:

1) F tem a representagdo F = (AlA2 + Ag) ® A, para to
da decomposigac R = A, ® A; ® A,.

2) F &€ um ideal de A com A > Ker®w o F 2 (Kerw)2 e A/F

& uma t-algebra de posto dois.
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Prova: 1) Seja x =w({xX)e +u+ v em A, Entdo ,
x2 = wztx)e + {(w(x)u + 2uv + v2) + u2 e x% - w(x)x =
= (2uv) + v + (% - ev) = uv + v2) + @ - w(x)v) €
e (AlAZ + Ag) @ A, , pois w? e A,. Portanto, o subespago F

de A tem a decomposicdo F = M & A, onde M & gerado pelos

elementos 2uv + vz, u € Al e v e AZ. Vamos mostrar que

M AlAz + Az. Claramente MgAlAz + A2. Por outro lado ,

2uy = [2(u + ul)v + v2]— (Zulv + vz) estd em M e

2V1V2 = (vl + v2)2 - vi - vg também estid em M. Portanto ;
2
A1A2 + A2 < M,
- 2
2) Como AF = (AO © A o Az)[(AlAz + Az) ® AZJ
A.{A.A, + Az) 4+ A A, + A (A_A,. + A2) + A A+ A (AA. + A2)+
012 2 02 17172 2 12 2771772 2

+ Ag < (A A, + Ag) @ A% c (A A, + Ag) ® A F &€ um ideal de A,

12 172 2!

=

fl

2 2 2
® A,)7 = (AjA, + A)) @ A]

(a 12

Como (Kerm)2 1

e (A A. + Ag) ® A, = F, valem as inclusoes (Kerw)2 c F g

12 2

cKerw ¢ A. Seja agora w: A/F -~ R definida por w{(x+F) = w(x),
para todo x + F em A/F.

— - » . - 2
Kerw, w estd bem definida. Dal (x + F) -

Comoc F ¢
P TR A FIX A F) = (k2 +F) -~ wlx) (x2 + F) = (x%2 +F) -
- (w(x)x + F) = (x2 - wl{x)x) + T = F.

O subespaco F de A depende somente de w: A+R gque & uni
camente determinado. Portanto, dim F & um nimerc caracteris-

tico de A. Com isto temos o seguinte corolario.
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" Corolario: Seja A uma adlgebra de Bernstein e
A = AO ® Al & A, uma decomposicao de A em relacao a um idem-
potente e de A. Entao, dim(AlA2 + Ag) & um ntimero invariante
de A,

Dada uma algebra de Bernstein A podemos associar a ela

. 2
1 5 dim Al .

dim(AlA2 + Ag). Esses invariantes de A serao usados para clas

quatro nimeros invariantes: dim A dim A

sificar as §lgebras de Bernstein de dimensdo 3. Isto sera fei

to no fltime parfgrafo.

DEFINICAQ 2.1 - Seja A uma algebra de Bernstein decom -

posta em A = A, & A, ® A, em relagdao a um idempotente e de A.
Chamamos de tipo de A o par ordenado de inteiros (dimA1-+l ‘
dim Az) . Asgim, guando dizemos que A & de tipo (r + 1,4) ,
temos r = dim Al , d = dim A, e r +d = dim A. Ha, portan-
to, mtl tipos de &lgebras de Bernstein de dimensaoc m+l, Nos
pr8ximos teoremas vamos reencontrar a nossa j& conhecida &1-

gebra gamética de uma populagao com n+l alelos.

TEOREMA 2.5 - Seja A uma algebra de Bernstein de dimen-

sdo mt+l, de tipo (1,m}. Entao, A tem exatamente um idempoten
te e e a multiplicagao em A & dada por xy = w(x)w(yle , pa-

ra todo x,y em A.

" Prova: Dizer que A & do tipo (l,m) equivalente a dizer

que Al = < 0 >na decomposigao de A correspondente a um idempo
tente e de A. Os idempotentes de A sao da forma e + u + u2

com u € Al. Como Al =<0 >sb6 ha um idempotente., Para cada
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X, y emA, temos x = w(xje + v, e y = wlyle + v, com v

1 1

e v2 e A2 e portanto

xy = wixlulyle + wixle vy t wiyle v; + vuv, = u(xlwlyle , pois

1 172
ev, = ev, = 0 (vlevz) e v,v, € Al = <>,
" Corolario: Para cada m, existe uma unica (a menos de

isomorfismo) algebra de Bernstein de dimensdo m+l . e tipo
(1,m).
Ljubic chamou esta algebra de constante e Holgate cha-

mou~a de equipotente. O outro caso extremo & dado pelo se-

guinte teorema.

TEOREMA 2.6 - Seja A uma algebra de Bernstein de dimen=-

sao m+l e tipo (m+1,0). Entdc, A & isomorfa a G(m+l,2), a

Algebra gamética da heranca mendeliana com m+l alelos.

Prova: Como A & de tipo (m+1,0), temos dim A; = m e
R, =<0 >, ou seja, A = A, ® Aj. Os idempotentes de A sao da
forma e + u, onde e & um idempotente fixado e u € Al. Como
A=A, ® A, , todo elemento de A de peso um & idempotente.Da
dos x, vy em A temos x = wix)e + u, e y = wiyle + u,. Como
ulu2 e Az =<0 >, temos

xy = [(w(x)e + udlwlyle + u,] = o(x)elyle + w(x)% u, +

+w()-J=u =-:-L-t0(x)(w(y)6+u)+~]=w(y}(w(x)e+u) =
Y'3% 73 2 2 1

= % (w({x)y + w(y)x). Esta & exatamente a lei de multiplica -

cac na &lgebra gamética da heranga mendeliana simples com

mt+l alelos.
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Corolario: A algebra de Bernstein de dimensao m+l e ti-
po (m+1,0), coincide com a t-Zlgebra de dimensdo m+l e posto

2.

- ¥I.3 - ALGEBRAS DE BERNSTEIN NORMAIS

Vamos comecar este paragrafo introduzindo trés condigdes
adicionais sobre uma adlgebra de Bernstein, com o objetivo de
torna~las mais regulares. Estas trés condigoes sao em reali-

dade apenas uma, pois sao equivalentes entre si.

TEOREMA 2.7 - Sejam A uma Algebra de Bernstein com fun

C&o peso w € A = A, © A; ® A, a decomposiglo de A em rela-
cio ao idempotente e de A. As seguintes condic¢des sido equiva

lentes:
1) Para todo X,y em &, w(x)xy = x2y

2) AR, =<0> e A§z<o>-

3) Para todo x = w(x)e + u + v, ueAl e v€A2 temos:

%% = wz(x)e + wix)u + uz.

Antes de passar a demonstragao, observemos que a condi-
¢&o 1) & valida na adlgebra gamética da heranga mendeliana sim
ples, como decorréncia da igualdade x2 = w{x)x. Nesta mesma

Algebra A, =<0>.

0

Prova: l}=y 2) Sejam x = e + u + v vy = e. Entao
2

po

wix)xy = e + Lyu e x y=e+3u+uv+ 5 v e portanto

2
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uv + % v2 = 0, Para u = 0 temos v2 = 0. Consideremos

vV =v., +v com v, e v, € A Entao {v, + v )2 = v2 + v2 +
1 2 1 2 2° 1 2 1 2

+ 2vlv2 = 0. Dal resta vV, = 0 ou seja Ag =< 0> Voltando a
1 .2 .

uv + > v® = 0, resta uv = 0 ou seja AlAz =< § >,

2})=r 3) Qualquer x de A se escreve como X = wi{xle + u + v,

com ueAl e veAz. Dal x2== wzbde + meh1+-2uv4-v2)4-u2. Por

hipdtese uv = v2 =0 e portanto %% = mz(x)e + wix)u + u.

3)=r 1) Dado x = w(xX)e + u + v em A entao

2 2

X {pelo teorema 2.1) e

x? = mz(x)e + wix}u + u2 (por hipotese). Portanto 2uv + v% = 0.

wz(x)e + (Wi{x)u + 2uv + v2) + u

0O resto faz-se como acima em 1}= 2).

DEFINICAO 2.3 ~ Uma algebra de Bernstein A & chamadanor

mal se em A verifica-se uma das trés condigdes do teorema

2.7 (e portanto todas as trés condigoes).

Observemos que as algebras de Bernstein de tipos extre -

mos (1,m) e (m+l,0) sao normais. No primeiro caso Ay =< 0>e
_ 2 2 _ -

logo AlAz = <0> e como A2 [ Al vem que Ay =< 0> No se

gundo AZ =< 0 > e entaoc 'AlAz =< 0> e A2 =< 0>,

A 3lgebra de Bernstein A de tipo {l1,m) tem apenas um i-
dempotente e e xy = w(x)w(yle para todo x,y em A. Em parti-
cular, x2 = mz(x]e e dail x3 = x2x = wz(x)ex = wz(x)w(xle =

= w(x)xz, que da a t-equacao principal de A. Da maneira mais

geral temos o seguinte teorema. S oo L 41
SR Shom L s

TEOREMA 2.8 - Toda algebra de Bernstein normal A € uma

Shoh
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t-algebra especial cuja t-equacao principal & x

3 2

x~ = w(x)x®, Além disso as t-ralzes de A sao 1,

multiplicidades respectivamente iqguais a 1, r e 4, onde

(r+1,d) & o tipo de A,

" Prova: Seja w a funcao peso de A e e um idempotente de
A em relagao ac gual temos a decomposigao A = A, © A ® A,

- _ . 2 _ 2 2 2
Entao N = Al ® Az. Dai N° = (Al @ Az) = (Al}x2 + Az) ® Al—

_ .2 _ e a2 _ a2 _ 2 _
= Ay . pois A & normal. Dai AN = BAJ (A0$A1$A2)Al =

= A A2 + A A2 + A A2 = 0 e portanto AZ € um ideal de A.

01 171 271 1

. 3 _ 2 2 2 .
Além disso, N~ = (Al & Az)Al = AjA] + A AT = 0, Assim as po

ténclas principais de A, ® A, = Kerw sao ideais de A. Resta

exibir uma base candénica para A. Sejam {ul,...,ur} uma base

' ...,vd} uma base de A,. Lo, {e,u ,...,ur,vl,...,vd}

de Al e {vl 1

& uma base de A, Temos e2 = e, eu, = % u, {(i=1,2,...,x) e

evy = 0 para todo j3=1,2,...,d. Os produtos U,y sao nulos ,

bem come os produtos stj {i=},...,r ; 8,7-1,2,...,4). Ain-

da mais, como 22 ¢ A, entdo cada produto uiuj & combinacdo

L 2

linear de VirVoreaerVge A aplicacgao L,: AA dada por

e (¢ com multi -

B =

Le(x) = ex tem os valores proprios 1,

plicidades 1l,r e d , respectivamente; o0 que prova a ultima
afirmacdo do teorema. Resta calcular a t-equag¢ac principal

de A,
Dado x = wi{x)e + u + v com ueAl , veA2 , como A & normal

-

2
temos x2 = wz(x)e + wi{x)u + u . Dai
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x2x = x° = m3(x)e + mz{x)u + w(x)u? = w(x)xz. Entao a t-equa

cao principal de A & x3 = m(x)xz ou x2 = p{x)x.

Observacao: Este teorema mostra que as Algebras de Bernstein

normais constituem uma sub classe muito pequena da classe das
t~algebras; mas no caso das Algebras de Bernstein de dimen-
sao tr@s sdo as Algebras gue mais se aproximam das outras &l

gebras estudadas.

PROPOSICAO 2.6 - Seja A uma algebra de Gonshor de dimen

sdo trés, que possul um idempotente Cq- Se as t-ralzes de A

- _ 1 _ ~ - -
580 Ay = 1, hl =35 e Az = 0, entao A & uma algebra de

Bernstein.

Prova: Sejam {co,c ,cz} uma base candnica de & e

1

X = ¢y + X cq + x,C um elemento de peso 1 em A. Dai temos

1 272
x2 =¢cn, + X, C, + (2 X, + A xz)c e
0 171 01271 11271772
2 2 2 _ .2
X X = C + X161 + (2l012 + Allle)c2 = x“,

TEOREMA 2.9 - Seja A uma algebra (sobre IR) ponderada.En

tido B & uma t-algebra com t-equacdo principal x> - w(x)X2=‘3

(isto &, com t-raizes AO =1 e Al = 0) se e somente se:

1} A nao @& isomorfa a algebra gamética G(n,2)

2) A & uma algebra de Bernstein

3} Se considerarmos uma decomposicao de A em relagao a
um idempotente e de A, A = A, ® Al ® A2 , temos Ag =<0> e
(w)v = 0, para neh] e Veh,.

Prova: Seja x3 - m(x)x2 = 0 a t-equacdo principal de
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A. Entao A nao & isomorfa a algebra gamética, comn alelos
(ver o coroladrio do teorema 2.6). O elemento ax + Ry com
o, em R e %,y em A satisfaz a equacao

{ax + By)3 - [ow(x) + Bwly)](ax + By)2 = 0. Desenvolvendo e

pondo em evidéncia as poténcias de ¢ e B, temos
aB[x3 - m(x)x2] + a28[2x(xy) + xzy - 2wi{x)xy - w(y)x2] +
+ a82[xy2 + 2y(xy) - w(x)y2 - 2w (y)xyl + 83[y3 - m(y)yzj = 0,

que € o polindmio homogéneo em a,R. Como a,B sdo arbitrarios

em IR o0s termos entre colchetes sao nulos. Em particular ,

2% (xy) + x2y - 2w{x)xy - m(y)x2 = 0, Para y = x2 ' temos
2x4 + (xz)2 - 2w(x)x3 - wz(x)x2 =0 , ou seja ,

2x{x3 - w(x)xz) + x2x2 - wz(x)x2 =0 , isto e, x2x2==m200x2
pois x> - w(x)x2 = 0. Portanto, A & uma algebra de Bernstein.

Consideremos uma decomposicao de A em relagao a um idem

potente e de A, A = A, ® A, ® A, e seja x = w(xle +u+v

0 1

com u€A. e v€A2. Substituinde em x3 = w(x)x2

1 0 resta

- % w(x)v2 + 2{(uv)v + v3 + u2v = 0. Como w{x) & arbitrario em

R, vvo = 0, Considerande v = Vi + v, e substituindo em

v® = 0 e desenvolvendo, resta 2vlv2 = 0, ou seja ViV, = 0.

Portanto A% = < (> Voltando a({*) resta 2(uviv = 0, pois

uzeA . Reciprocamente, seja A uma algebra ponderada satisfa-

2
zendo as condigdes 1), 2) e 3). A t-eguacgac principal de 2
nao & x2 -~ w(x)x = 0, Seja A = A, ® Ay @ Az uma decomposicgao

de A em relacdo a um idempotente e de A, Todo elemento x de

A escreve-se como xX = wi{x)e + u + v.
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Dal x2 = wz(x)e + (w{x)u + 2Zuv) + u2 pois A%
x3 = xzx = m3(x}e +[ wz(x}u + 2w(x)uv] + wi{x)u

=< 0>, Dai

2+ 2hw0v+m3

pois A & uma algebra de Bernstein. Como u? pertence a A e

2
vale 3}, x3 = w3(x)e + [wz(x)u + 2w(x)uv] + w(x)u2 = w(x)xz.

II.,4 - ALGEBRAS DE BERNSTEIN DE DIMENSAQ 3 : CLASSIFICACAO

Vamos agora classificar as algebras de Bernstein de di-
mensao trés comecando com Os casos mais simples, que sao as

dlgebras do tipo (1,2) e (3,0).

Ja vimos que se A & do tipo (1,2), A =<e>@® A, & a Gni

ca decomposigao de A em relagdo ao Onico idempotente e de A

{

(ver teorema 2.5}, Para todo x,y de A, x = ui{x)e + z ,
y = wiyle + Zy + XY = w{x)wl(y)e. Esta & a algebra chamada con

tante,
Se A & do tipo (3,0), entio A =<e>® A, para algum
idempotente ¢ de A e, pelo teorema 2.6, xy==%-(mbdy + wly)x},

para todo x,y em A. Obtemos aqui A => G({(3,2).

Vejamos quais s3o as &8lgebras do tipo (2,1). Se A & do

. . 2 , 2, _
tipo (2,1) podemos ter dlm(AlAz + Az) = { ou:hnﬂAl +-A2)-l-

a) Suponhamos gue dim(AlA + Ag) = 0. Entao

2

A1A2 + A% =<0 > e portanto A & normal. Consideremos uma de-

composigdo de A, A =<e>®<c, >®< c,> onde Ay =<C;> '

A, =<c,> Entio e’ =e , ecy = + ec, = 0 ,c,cC =cZ =0
2 2" ! 1 2 1 ° 2 Y172 2

(pois A @ normal). Como Ai < A, temos ci = aC,. Se a = Q,
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dim Af =< 0> e temos a tadbua de multiplicacgdo:
e <y c,
T T T
1 I l |
e : = :'-2—'01 | 0 |
— —
Cy ! : ¢ , 0 :
f ; + 4
| i ( 1
. 2 _ 2 _ =
Se o # 0 dim Al =1, Al = A2 = <ec, > Facamos a mudan
ca 32 = ac, , para que ¢; = 62‘ Seja agora a; = e ,

e - L = e - ) 3 =
a; =e=-3¢c e C, =e- ¢y +c,. Entdo {ao,al,az} € uma
base de A e a multiplicacao & dada pela tabela:

20 a1 a2
1 1
49 29 28 %29
1 1 1 1 1
23 7% T2 773 2 21t 2%
3y "2

Esta & a tabela de multiplicacao da adlgebra zigdtica para

heranga mendeliana simples,

k) Vamos supor agora que dim{AlA2 + Ag) = 1, Entao
AlAz #< 0> ou Ag # <0> e portanto A nao & normal.
De A.A, < A e A2 c A temos ¢,Cc, = QC e c2 =
172 1 2 1 172 2

com o # 0

Otl

B # 0. Também do teorema 2.1, u3

0 para

a

Bcl

to



- 5§ -~

do u de Al. Se ci = Ycz com ¥ # 0 temos
0 = ci = YcyC, = Yac, = 0. Portanto a = 0. Como A nac & nor

mal, B #0.DeY#0 e B#0 e da condicio us” =0 (teorema 2.1),

temos clcg = (. Substituindoc resta BY02 = 0. Portanto,B = 0

ou Yy = 0 (contradicdo). Portanto, resta c2 = 0, ou seja ,

1
2 . e = .

A, ®=<0> e a tabela de multiplicacao sera:
e <y c,

P T 1 | 1

' ! < I i

e : e : 5 € | 0 | .

L + ] i

c ' ( 0 [ ac, |

i f 1

i i | i

) i ! 8 |

2 : : bt ey

: ; I |

Se o =0 temos uma t-algebra especial com base canoni
ca {e,cz,cl}.

i N2 =< ¢, > = Nn(n=3,4,...).PDr

Se aF#0, N=<g¢ > 1 =l

1

tanto, se a # 0 A ndo & t-algebra {ver proposicao l.3) pois

- 2 _ 2 3
X = X Cp + x50, , XU = (axlxz + sz)cl , XT = axz(axlx2 +
+ Bxg)cl ' X4 = azxg(dxlxz + Bxg)cl e, em geral,

n_ n=2 n—-2 2 -
X =a X, (Otxlx2 + sz)cl , nz2.

Os resultados expressos pelos cdlculos acima podem ser
resumidas no quadro geral da pagina seguinte, gue & portanto

a classificacdo das dlgebras de Bernstein de dimensido 3.



Tipo
{r,d)

, 2
dlnMA1A2+A2)_

o

€1%

PROPRIEDADES

{(1,2)

(2,1)

B bt
0

‘NORMAL

NORMAL. E ISOMORFA A
AILGFBRA ZIGOTICA
2(2,2)

(2,1)

Bc

t~AIGEBRA ESPECIAL
DE BASE CANONTCA
(¢ ,cz.cl); NAO E

NORMAL

NAO B NORMAL E NEO
£ t—-ALGERRA

Nn:(Al&aAz)n = <c)>

n=2

(3,0)

N~
QO

Nl

NORMAL,ISOM, A G{(3,2)

..Lg.-.
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