PROCESSOS ESTOCASTICOS DE PARTICULAS QUE
INTERAGEM INDIRETAMENTE VIA EFEITO DE ME
MORIA E A INTERPRETACAO ESTOCASTICA DA

MECANICA QUANTICA

Antonio Fernando Prado de Andrade ' all oo
dacab ﬂmad
I¥mblon Conedpouch a U i
Vfﬁf &éwofda b s A ‘t eﬂmuaudf?ﬂ cha
P@

Orientador: Prof. Dr. Vincent Buonomano

Tese.apresentada ac Institute de Matemé
tica, Estatistica e Ciéncia da Computa-
gao da Universidade Estadual de Campi-
nas (UNICAMP}, como requisito narcial
para a obtencaoc do titulo de Doutor em

Matematica.

1984

Este trabalho contou com sunorte financeiro da CPG/UEL,

referente ao Projeto de Pescauisa protocolado sob n® 84,.784/81.

Comy S
~ e Lot {v\.‘}”!;' =
..Q‘ |an' M



2o Divino Amigo
YESHUA BEN DAVID,

0 Mestre de Todos o0s Mestres, com
Humildade, Reconhecimento e Muito

Carinho, dedico este Trabalho.



ii

MEUS AGRADECIMENTOS

Ao Prof. vincent Buonomano pela sugestac do tema desta
pesquisa, bem como pela orientagéo da mesma,

Aos meus amigos Prof, Rodney Carlos Bassanezi, Prof. Wil-
son de Castro Ferreira Jr. e Prof. Silvio Pregnclatto (IMECC -
UNICAMP) , os quais em momentos singulares desta trajetdria apoiaram
-me sobretudo com 0s seus grandes espiritos. Deixoc para vocés, mais
que agradecimentos, minha divida de gratidzo.

Ao meu amigo Prof., Dicesar Lass Fernandez (IMECC-UNICAMP)
de guem nestes quase dez (1) anos de ceonhecimento mutuo somente re
cebi apoio e sustentacdo em fases cruciais do caminho,

Ao meu amigo Prof.lAntonio Carlos do Patrocinio (IMECC -
UNICAMP) por seu apoio e incentivo constante e sobretudo por ter da
do inicio a tudo isto.

Ac meu amigo Prof. Jéferson Moriconi Cesario, Diretor do
Centro de Ciéncias Exatas da Universidade Estadual de Londrina, pe-
lo grande apcioc e incentivo que venho recebendo na realizaéao de mi
nhas pesquisas nesta instituigao.

Acs meus Estudantes de Graduagao e Pds-Graduacac com 08
guais tenho aprendido muito, sobretudo quando concretamente me mos
tram que & através dos nossos €rros que avangamos OS nossos conheci
mentos, os quais uma vez adquiridos devem ser deoados com muito amor
e humildade. AT estd a grande licao.

& minha amiga Sra. Odete Aparecida Radigonda Vieira que



iii

com muita dedicacao e carinho executou a datilografia deste traba-
lho.

Por fim, mas nac por Gltimo, querc deixar registrado al-
guns agradecimentos especiais: aos meus Paisg, meus Irm3aocs e Irmas,

minha Esposa (Maria de Lourdes] € nossas Filhinhas {Mara e Sarah),

r

a amiga D. Francisca de Azevedo Nogueira e a todos os mento-
res espirituais, Sem voceés muito pouco de tudo isto-teria existén-
cia, Que vocés recebam sempre mais luzes para que possam derramar
sobre cutras pessoas como fizeram sobre mim. Agradeco-lhes profunda-
mente pelo amor e humildade como fizeram chegar a mim suas luminosi

dades.



iv

RESUMO

A interpretacao estocastica da Mecanica Quantica desenvol
vida por Nelson, de La Peha e outros se constitul em um esforg¢o pa-
ra resolver algumas das controversias nos Fundamentos da Mecanica
Quantica. Ela & uma tentativa para expressar a Equacgdo de Schrodin-
ger como um Processo de Difusao, quer dizer, como um processo o}
qual representa trajetdria de particulas. Recentemente esta inter-
pretacao tem sido sujeita a varias criticas nos trabalhos de Gilson,
Onofri, Kracklauer, Lavenda, Albeverio e Hgegh-Krohn, Milnik e Tangs
trand, Grabert, Hanggi and Talkner, Chirardi, etc.

Nosso objetivo agui & avresentar um modelo matem&tico pa-
ra particulas que interagem com outras particulas indiretamente via
efeito de memOria em um meio, e mostrar gue tal modelo & apropriado
para desenvolver uma alternativa interpretacdo estocastica {("Nao

~Ergddica”) da Mecdnica Quintica, a qual estd livre de algumas das

criticas mencionadas acima.



ABSTRACT

The stochastic interpretation of Quantum Mechanics develo
ped by Nelson, de La Pena and cothers is an attempt to resolve some
of the controversy in the Foundations of Quantum Mechanics. In par-
ticular, it expresses the Schrgdinqer Equations as a Diffusion Pro-
cess, that is, as a Stochastic Process which represents . particle
trajectories. This internretation has recently been subjected to va
rious c¢riticism in the works of Gilson, Onofri, EKracklauver, Laven-
da, Albeverio and Hgegh-Krohn, Milnik and Tangstrand, Gravert, H&n-
ggi and Talkner, Ghirardi, etc.

Our objective here iz present a mathematical model for
particles which interact with other particles indirectly via memory
effetcs in a medium, which is appropriate to develoring an alterna-
te ("Non-~Ergodic”) stochastic interpretation of Quantum Mechanics,

which is free of some the above mentioned criticisms.
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CAPITULO T

DOS OBJETIVOS E DO CONTEUDO DESTE TRABALHO

I.A- INTRODUCAO E DESCRICAO DOS OBJETIVOS

A Interpretacao Estocastica da Mecanica Quantica desenvol
vida por Nelson (1966), de La Peha (1968j e muitos outros & uma ten
tativa mara resolver certos problemas nos fundamentos da Mecanica
Quantica [ Jammer] . Uma revisdo desta 4area com referéncias  comple
tas pode ser encontrada em Ghirardi { 14 ]J. & interpretacgao esto-
cistica & um modelo matemdtico dado por um processo estocdstico o
qual satisfaz certas condi¢des técnicas. O processo estocastico re-
presenta a posigd@o probabiligtica de uma particula e & imaginado que
existe um meio estocidstico no gual a particula segue um movimento
similar-&mﬁﬂeckymdﬁmenuJBrowniano. As equagOes de Schrodinger,  em
um ‘grau de generalidade ou outro, podem entac serem derivadas via o
processo estocdstico. Recentemente esta interpretagad foi criticada
em uma série de trabalhos [ 14 1, [ 161, {171, [24-27] e [30 ].

A Interpretacao EstocAstica da Mecdnica Quintica  usa
Processos Estocasticos nos quais as Particulas dos Ensembles nao
tém qualquer tipo de interagdo; quer dizer, as Particulas dos Ensem
bles sao consideradas completamente independentes.

Buonomanc[ 06 ] em um artigo publicado recentemente, pro-
pos, no Apéndice C deste seu Trabalho, considerar uma Interacdo In-
direta entre as Particulas Via um Meio Hipot&tico com Estados Esté-

veis ou como também dizemos, um Meio Estocastico com Memdria. Neste



artigo & mostrado gue tais Processos sao uma consequéncia da Inter-
pretagac Nao-Ergddica da Mecdnica Qudntica [ 06 ]. Tal interpretacgao
€ basicamente uma outra maneira de ver a Fungao y ou seja ela propi
cia uma outra interpretacao da fungao de onda ¢ da Mecdnica Quanti-
ca., Como & mostrado neste seu artigo, a Interpretagao Nao-Ergddica
da Mecdnica Quintica & uma interpretacac estatistica mas ela difere
da interpretacgao estatistica usual como apresentada, por exemplo, no
artigo de Ballentine [02 ], somente em suas propriedades ergddicas ,

ou seja em suas predicdes para Médias de Ensemble e Médias em Tem-

po.
Um dos objetivos deste nosso Trabalho foi considerar e

descrever este'tipo de Interacdo Indireta entre Particulas. Estas
interacoes foram descritas por uma ramilia de Processos Estocasti-
cos a qual denominamos de Familia de Interferéncia ou Familia de Par
ticulas Interagindo Indiretamente.

Baseados no Modelo Matemdtico propusemos uma outra inter-
pretacdo Estocastica da Mecdnica Quintica a qual resolve algumas
das criticas que sdo apresentadas d Interpretagao Estocastica u-
sual. Tal Interpretacdo Estocastica a gqual denominamos de Interpre-
tacdo Estocdstica Nao-Ergddica da Mecanica Quantica (NESI), como cual-
quer Interpretacio Estocastica, ela consiste em tratar os Sistemas
Quanticos como evoluindo em termos de um Processo Estocastico de Di
fusio, Na Interpretacdo Estocistica usual da Mecanica Quantica,
os sistemas evoluem como Processos de Difusao Classicos (e.g. Proces-
sos de Movimento Browniano) nos quais as Particulas constituintes

dos Sistemas Fisicos sio completamente independentes uma das outras,



nao havendo por conseguinte nenhuma interagao entre elas. Na  NESI
consideramos gque a evolucio dos Sistemas Fisicos tambdm se di  por
difusdo, sd que agora o processo que governa tal evolugao & um Pro-
cesso de Particulas Interagindo Indiretamente. Desse modo ja nao
hd nesta interpretacdc uma independéncia entre as Particulas que
compde os sistemas, mas uma dependéncia causada pela Memboria  do
Meio no gual se processa tal evolugdo. Passamos a seguir 4 Descri-
¢cdo do Contelido deste Trabalho.

I.B-DESCRICAO DO CONTEUDO

Tendo em vista 0 exposto na secao anterior, vamos apresen
tar a seguir uma descrigao sumiria dos Capitulos que compde este
trabalho.

No Capitulo IT fizemos um apanhado daqueles fatos matema-
ticos e fisicos que serdo necessarios para o desenvolvimento do res
tante do trabalho. Este capitulo deve ser pensado como tendo o card
ter de uma breve revis3o sobre cada um dos temas al abordados. Nao
tivemos a preocupacgao de sermos completos nos assuntos tratados, mas
procuramos apresentar somente agueles aspectos que estivessem mais

diretamente relacionadcs com esta pesguisa.

Na secdo IT.B tecemos algumas consideragoes sobre a inte-
gral de Lebesgue. Foram apresentados, sem demonstracdac, alguns fa-
tos relativos a tal integral cabendo detacar o teorema da convergen
cia dominada, o qual sera utilizado no capitulo sequinte, Tratamos
também de algumas aplicagoes de tal integral & teoria de probabili-

dades.



Na segao iI.C apresentamos, sob o ponto de vista fisico,
alguns elementos da Teoria dos Processos Estocasticos. Destague es-
pecial & concedido aos Processos de Markov e 3 classe dos Processos
de Difusao, os gquais desempenham um relevante papel em nosso traba-—
lho, Apresentamos um breve estudo sobre dois dos mais importantes
Processos de Difusdo : O Processo de Einstein-Wiener e o
Processo de Ornstein-Uhlenbeck. Tais Processos se constituem em Mo-
delos Matematicos para o estudo do Movimento Browniano de uma partl
cula. Em seguida sao apresentados os processog, 08 gquais denomina-
mos, Processos de Difusdo Geral. E dentro do ponto de vista da defi
ni¢cao apresentada vara Processos de Difusao Gerai que se desenrcla-
ra os capitulos subsequentes. Apresentamos também nesta secac as €-
guacdes diferenciais parciais gque regem a evolugao de tais proces-
sos: as Equagoes de Kolmogorov-Fokker-Planck.

Na segaoc II.D, e ultima deste capitulo, apresentamos oS
Conceitos Fundamentais da MecAnica Quantica alguns dos quais serao
necessarios para a comoreensao dos aspectos fisicos tratados neste
trabalho. Fizemos um apanhado sobre a historia da descoberta da Me-
canica Quantica, bem como sobre o seu Pormalismo Matematico utili-
zando vara isto o Operador Densidade.

No Capitulo III apresentamos inicialmente a descrigdo £i-
sica de Particulas Interagindo Indiretamente via um Meio Com Memo-
e a seguir a Descricao Matemdtica em termos de uma Familia de

ria,

Processos Estocdsticos. Nas secOes III.C e III.D deste Capitulo es-

t3o alocados os resultados matematicos do nosso trabalho.



Na segdo III.B & feita a descricao detalhada, em  termos
fisicos, da Interagao Indireta entre Particulas. £ salientada ai a
diferenga entre os Processos de Difusdc Classicos tais como o Pro-
cesso de Einstein-Wiener ou o Processo de QOrnstein-Uhlenbeck, e os
Processos de Difusao que consideramos neste trabalho no que diz res
peito & determinagdo de médias. Usualmente as médias sdo tomadas so
bre Particulas Independentes gue nao Interagem, enguanto que en nos
so modelo devemos determinar as médias scbre corridas independentes
ou seja sobre um ensemble de corridas, cada corrida tendo Particu-
las Interagindo Indiretamente Via Efeito de Memdria. Agqul o signifi
cado que emprestamos ao conceito dé memdria, ndo & aquele da litera
tura onde a palavra memdria & exclusivamente associada com memérga
Markov, que & a memdriaque a particula individual tem do seu passadc.
Em nosso trabalho a palavra memdria est2 sendo usada no sentido de
um meio (ou particula) ter memdria de prévias particulas.

Na secao ITII.C avresentamos a formulacao matematica, via
a Teoria dos Processos Estocasticos, do modele fisico descrito na
segao anterior. AI sao apnresentados alguns conceitos e  definigoes
matematicas sobre os Processos de Particulas Interagindo Indireta-
mente via a memoria do meio. |

Na secdo III.D, Gltima deste capitulo, sao apresentados
o}:] resulfados matemdticos, o mais importante deles sendo aquele que
estabelece que o Processo de Particulas Interagindo  Indiretamente
ou Processo de Interferéncia, associado a uma dada Familia de Inter
feréncia, € um Processo de Difusao desde gue cada membro da Familia

de Interferéncia também o seja. Isto, como veremos no Capitulo se-



guinte, tem importantes implicacoces fisicas.

No Capitule IV, e Gltimo deste Trabalho, apresentamos de
inicio um apanhado sobre o paralelismc observado entre a Mecinica
Quantica e Processos Estocasticos, indicando todos os passos para
se obter a equival&ncia entre as descri¢Ses Estocastica e Quantica
da EVolugao dos Sistemas Fisicos. Tratamos entao agui das Interpre-
tagoes Estocasticas da Mecanica Quantica.Nas segoes IV.D e IV.E des

.
te capitulo ze encontram alocados 0s resultados fisicos do nosso

trabalho.

Na seééo IV.B apresentamos um esbogo sobre a Evolugao His
torica da Interpretagdo Estocastica da Mecanica Quintica ou seja
a interpretagao gue consiste em tratar os Sistemas Quanticos co
mo evoluindo em termos de um Processo Egtocastico Classico de Mar-
kov ou seia um Processo de Difusao.

Na segdo IV.C & estabelecida a equivaléncia entre as Des-
crigdes Estocastica e Quantica dos Sistemas Fisicos.

Na secao IV.D apresentamos uma outra Intervretagcac Esto-
castica da Mecanica Quantica, a gual denominamos a Interpretagac Es
tocastica N3o-Ergbddica (NEST). A palavra Ergddica & usada aqui no
sentido exposto no Apéndice I.

Na secao IV.E, e @ltima deste capitulo, & mostrado que
sob a Otica da NESI, algumas das criticas que sao feitas & Interpre
tagdo Estecastica ficam desprovidas de sentido.

Além dos capitulos gue acabamos de descrever, este traba-
lho contdm dois anéndices. No Apéndice I, tratamos com algum deta-

lhe do significade gque emprestamos nesta pesquisa ao termo ergodico.



No Apéndice II apresentamos uma descrigao do experimento da dupla

fenda.



capiTULO IT

PRELTMINARES MATEMﬁTICOS E Flsicos

II.A- INTRODUCAO

Iremos apresentar neste capitulo um apanhado dagueles fa-
tos matematicos e fisicos que serdo necessirios para o desenvolvi-
mento dos capitulos posteriores. Deste modo este capnitulo deve ser
pensado como tendo o carater de uma revisdo sobre cada um dos tdpi-
cos apresentados. Nac foi nossa vreocunagao sermos_completos nos as
suntos abordados, contudc procuramos apresentar aqueles aspectosaque
estivessem maisdiretamente relacionados com a matéria assunto do

nosso trabalho.

II.B- ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS SOBRE A INTEGRAL DE LEBESGUE

< Vamos apregentar a éegﬁir alguns fatos relativos & Inte-
gral de Lebesgue, e dentre eles ressaltamos o Teorema da Convergén-
cia Dominada de Lebesgue, o qual serd utilizado em certas passagens
de alguns dos resultados do capitulo seguinte. Logo em seguida tra-
tamos de algumas aplicagoes da Integral de Lebesgue na Teoria de
Probabilidades. Mais detalhes sobre a Integral de Lebesgue podemser
encontrados nas referéncias [13 1, [23 ].

No que se segue consideramos um Espaco de Medida (X, v,

n) onde V @ums o-algebra de subconjuntos de X, i. e.
(1) g, X €V

(i) Aev =—=a%¢ev
(iii) A€V, ¥n €EN =3 U An € v;
n=1



¥ & uma medida em VvV, i.e.

b 1 V = R U {w}

(i) p(@) =0
(ii) u{a)= 0, ¥y A €V

(iii) se (An}n e y € uma sequencia disjunta, A €V

o0

=2 u{ U An)

n=1 n

lF 48

L u(An) .

Os elementos de um espaco de medida (X, V, u) sao denomi=-

nados conjuntos mensuraveis. Uma fun¢ao £ : X -—% R diz-se mensura-

vel se f“l(A) € V mara todo A na c¢-algebra de Borel da reta R,
Doravante admitiremos gue todos os conjuntos s&o u-mensu
raveis e que todas as fungOes sob estudo sao definidas e p-mensura
vels sobre X,
Vamos a seguir amresentar alguns outros conceitos, 0s
quais serao Tteis nos desenvolvimentos postericres. Para detalhes

ver as referencias citadas.

Uma sequéncia de fungoes f + X —* R converge uniforme-
tal

mente para a fungao £ : X —% R se para todo ¢ > 0 existe N(e)
gque n > N(e) implica que [£ (%) - £{x)] < e, para todo X.

Uma funcdoc f & dita simples se ela & u-mensurdvel e nao
toma mais que um nimerc contavel de valores distintos.

Pode-se mostrar [ 23 pg 282] que uma funcao f & u-mensura-
vel se, e somente se, ela vnode ser representada come o Limite de U-
ma Sequéncia Uniformemente Convergente de Fungoes Simples. Este re-

sultado & utilizado para a introducao do conceito de integral de Le
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besgue que definiremos, inicialmenta, no caso em que p(x) < <«
Dizemos que duas funcOes £ e g definidas sobre um  mesmo

conjunto sac equivalentes com respeito a uma medida u, se

w {x; E(x) # g(x)} = 0.

Uma propriedade & dita verificar-se quase sempre sobre um

conjunto X se ela se verifica em todos os pontos de X, exceto scbre
um conjunto de medida nula. Dentro desta concepcao, duas funcgdes sdo
ditas equivalentes se elas coincidem gquase sempre,

Uma sequéncia de func¢des (£ ) definidas sobre um espago X

& dita convergir quase sempre para uma funcao f se

Lim £ (x) = £(x) {*}
n
pafa gquase todo x, ou seja, se o conjunto de pontos para 0s quais
a condigéo (*) deixa de se verificar & de medida nula.
Seja f uma fungdo simples ou seja £ & uma fungao p-mensu-
ravel a gual assume nac mais que um nimero contavel de valores dis-
tintos

Y1t Yor seve Yyur -o- .

Entao dencotando por A ={x€na; £(x) =y}, entendenos

pela integral de Lebesgue de f sobre o conjunto A

[OE() dn =2 y oula)
A n
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desde gue a série convirja absoclutamente. Se a integral de Lebesgue
de f existe, dizemos gque f & integravel ou somavel com respeito a
medida u, sobre o conjunto A,

Uma funcao mensuravel f diz-se inteqravel ou somavel so-

bre um conjunto A se existe uma sequéncia de fungdes simples (fn)
integraveis convergindo uniformemente para f sobre o conjunto A. ©

limite

Lim f fn(x) du
n -+« A

€ entao chamado A Integral de Lebesque de f sobre o conjunto A e de

notada por

foE(x) du .
A :

Vamos agora apresentar, no espirito da integral de Lebes-
gue, a questao de tomar limites sob o sinal de integral. Na Teoria
Classica de Integracdo & demonstrado gque uma condigao suficiente pa
ra tomar um tal limite & que a sequdncia ou a série em questao seja
uniformemente convergente. Neste sentido apresentamos a segquir um
importante resultado o qual se constitui em uma generalizacao de

sua contraparte classica.

TEOREMA DA CONVERGENCIA DOMINADA DE LEBESGUE

Seja (fn) uma sequéncia de fun¢des integraveis sobre um

conjunto A, a qual converge quase sempre em A para uma fungao a va-
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lores reais e mensuravel f. Se existe uma funcdo integrivel ¥ tal

que |f | <y para todo n, entlo £ & integridvel sobre A e tem-se

Lim f fn(xl dp = [ f(x) du .
n A A

Observemos agqui que os valores tomados por uma fungao so-
bre um conjunto de medida nula naoc tem efeito sobre sua integral,
Desse modo no Teorema da Convergéncia Dominada necessitamos somente
admitir gque a desigualdade |fn(x)| € ¥ (x) se verifica quase sempre
em A,

Quando tratamos das aplicag¢des da integral de Lebesgue &
Teoria de Probabilidades, surge de modo natural o conceito de tal
integral scbre conjuntos de medida infinita, uma vez gue ai conside
ramos integrais imprdprias com a reta real egquipada com a medida de
Lebesgue ordindria. Torna-se importante, por conseguinte, estender
o} éonceito de integral admitindo esta eventualidade., Vamos indicar
a seguir como isto & feito no caso de maior importancia pratica, pre
cisamente, no de conjuntos X representaveis come reunides enumera-

veis de partes de medida finita:
X = g Xn, u(Xn) < oo (*) .

Uma medida 1 dada num espago X diz-se o-finita, se se pu-

der representar X como uma reunidc enumeradvel de conjuntos de medi-
da finita. Um importante exemplo de tal medida nos & dado pela medi

da de Lebesgue na reta [cf, Kolmogorov 23 ].
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Dizemos que uma funcao mensurivel f definida sobre um con

junto X, munido de uma medida o-finita u, chama~-se integravel em X

se for integravel sobre qualquer parte A C X de medida finita e se,
gualquer que seja a sequéncia (an crescente de subconjuntos mensu-

riveis de X satisfazendo a condicdo (*] anterior, o limite

Lim f f(x) du

existe e nac depende da escolha particular desta'sequéncia. Este 1i

mite chama-se a Integral de f sobre X e denota-se

J £(x) dug = Lim S £(x) du .

h. 4 n Xn

Observemos agui que o teorema da convergéncia dominada per
manece vilido quando a medida do conjunto A, sobre o gual integra-
mos, & infinita. [23, gec. 301 .

Passamos agora a considerar alguns elementos da Teoria de

Probabilidades e o papel al desempenhado pela integral de Lebesgue.
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Seja @ um espago amostral ou seja ¢ & a colegao de todos
os resultados possiveis de um dado experimento. Denote por:%'uma g—
dlgebra de subconjuntos de Q. Os conjuntosf% - mensuraveis ou seja
08 elementos da o~ élgebrafg, sdoc denominados eventos. Uma medida
o— aditiva P definida sobre a ¢- algebra %? & chamada uma Medida

de Probabilidade se Pr(Q) = 1. O numero Pr(A), A Eft , © chamado a

Probabilidade do evento A.

Um Espaco de Probabilidade (Q,%, Pr) consiste dos seguin

tes ingredientes:

(1) Um conjunto ¢ junto com uma o~ Algebra ¥ de subconjuntos de

Ql
(20) Uma Medida de Probabilidade Pr definida sobre a o~ Algebra {%1

Seja T um subconjunto dos Numeros Reais e 2 um Espago A-

mostral. Um Processo Estocastico (ou aleatdrio) & simplesmente uma

aplicacao
X:Tx g —#»R
(t, w) & X{(t, w)
Observemos aqui duas coisas:
i) Paracada t € T fixo, a funcgao

Xt : § —% R

definida por

xt(w) = X(t, w) = Xy {w G_Q)
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é denominada uma Variidvel Aleatdria.

ii) Para cada evento w € 0 fixado, temos a funcao
Xﬁ_: T —3 R
definida por

Xw(t] = X(t,w) , te€T,

a qual & denominada uma trajetdria ou realizacdoc do Processo

Estocastico X(t, w).

Do exposto acima no item (i), decorre que um Processo Es-
tocastico X(t, w) pode ser visto como uma colecao de Varidveis Alea
torias Xt(w) ou seja X(t, w) = (_Xt(w))t c T. Este serd o procedimég
to adotado neste Trabalho como veremos na segac e capitulos seguin-
tes, pois isto estid mais proximo dos aspectos fisicos de tais pro-
Cessos.

Dada uma variavel aleatdria £, denotemos por

Fi(x) = Pr fe < xt

a probabilidade de que ¢ assuma um valor menor gue x. Decorre desta

definicdo os seguintes fatos:

a) F(x) & uma funcao nao-decrescente
b) F(x) & continua 3 esquerda

c) T(-»} = 0, F{+w) = 1,

Denominamos a func¢ao ¥ (x) de Funcdo Distribuicdo de Proba

bilidade da variavel Aleatdria £. Pode-se mostrar que toda F(x) sa-
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tisfazendo as trés condicGes acima pode ser revresentada como a dis
tribuicdo de probabkilidade de alguma variavel aleatdria n.

Seque-se do exposto que uma variavel aleatdria &£ somente
assume seus valores com certa probabilidade, tal distribuicac sendo
dada pmela funcac F{x) introduzida antes.

Duas caracteristicas numéricas basicas de uma variavel a-

leatdria £ sao sua esperanca matemidtica ou média

(v

[ x dF(x)

-0

[

EE

e a sua variancia

DE = [ (x - EE)2aFr(x)

-—

onde as Integrais consideradas sao as de Lebesgue-Stieltjes.

Uma variavel aleatoria £ & dita discreta se ela asgsume no

maximo um ntmero contavel de valores Ryt Xor o weey Ry oo cada um
deles assumido com probabilidade Pn dada por
P =P _{& =x1 (n =1, 2, ...} .

Segue-se entdc que a Funcao Distribuigdo de Probabilidade

da Varidvel Aleatdria £ & a Funcgao Escada

Fix) = Z P .

X <H
n

Neste caso a média e a variancia de £ reduzem—se, respec-—

tivamente, as expressoes
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I
v}
»
e

E(g)

D(&)

I
t4
»
bn ]
1
el
oy
[yb]
o
o]

Vamos .a seguir considerar o conceito de Vvariavel Aleatd-
ria Continua. Antes porém vejamos mais alguns preliminares.
Uma funcgao f definida sobre um intervalo {a, bl diz-se de

variacdo limitada se existe uma constante ¢ > 0 tal que

n
TEM) ~ fix, )] <c
k=1

para toda particaoc a = X < Xy < e.. < x, = b do intervalo la, bl .
Pode-se mostrar [ 23 pg 325] gue "toda funcao de variacao
limitada tem uma derivada finita guase sempre no seu dominio de de-—
finigao".
Um outro conceito importante & aguele de fungao absoluta-

mente continua. Uma funcao f definida sobre um intervalo [a, b] diz

-se absolutamente continua sobre {a, bl se dado qualquer e > 0, e-

xiste um § > 0 tal gue

M2

|f(bk} - fla )< e '

nara todo sistema finito de subintervalos dois a dois disjuntos

(a » b,) < la, bl (k=1, 2, ..., n) de comprimento total

4 3

(bk.—ak)<5 .

k=1
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Pode-se mostrar que [23 pg 333 |: "Toda fungdo f absoluta
mente continua sobre [a, b] & de variacao limitada sobre [a, bl .
Do exposto segue-se entao gue as funcoes absolutamente

continuas sobre um intervalo [a, bl ovossuem ai derivada finita quase

sempre.
Uma varidvel aleatdria diz-se continua se sua funcao dis-
tribuicdo F(x) & absolutamente continua. A derivada p(x) = F'(x) a

gual existe quase sempre, & denominada a densidade de probabilidade

da variavel aleatdria,

Para uma tal variavel aleatdria tem~se gue [ 23 pg 348]
dr(x) = F'(x) dx = p{x) dx.

Desse modo as expressces para as média e variancia de

tais variaveis se reduzem, resvectivamente, a

o0

BE = § x p{x) dx

- O

o

D = J (x - EE)ZD(X} dx .

—

I1.C- ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS DA TEORIA DE PROBABILIDADES E

PROCESSOS ESTOCASTICOS

A evoluc@o em tempo de um sistema fisico & chamado um Pro

cesso Estocastico quando o seu Estado muda de acordo com Leis Proba

bilisticas. O Estado do Sistema em cada instante de tempo t & carac
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terizadec pelo valor X(t), o qual & uma varidvel aleatdria. Conside-
raremos em nosso trabalho tao sémente aqueles Processos X(t) para
os guals o Conjunto de Valores { X(t)} & o continuum dos nimeros
reais (o seu espago de estados) e tais que mudangas de estado ocor-
rem em todos os instantes de tempo. Admitiremos também gue as densi
dades de probabilidade de todas as ordens do processo X(t) existem;

isto &, admitiremos que

n
_ ]
P(xltl, “aey xntn) = - - F(xltl, ey xntn)
l - a n

existe vara todo n =2 1, onde P(xlt ey xntn) representa a densi-

lf
dade de Probabilidade de Ordem n, para gue o Sistema Fisico descri-
to pelo Processo X(t), ocume as posicoes Xqr +--s X, NOS tempos

S - respectivamente, e Fx t;, ..., xntn) €& a distribuicio

n!
de Prcbabilidade do Processo.

Uma situagao tipicamente fisica & aguela na qual particu-
las estao susvensas em um fluido, as guais se movem sob rapidos e
sucessivos impactos aleatdrios das particulas vizinhas. Se para uma
tal Particula, o deslocamento em uma dada diregao fosse plotado ver
sus o tempo cbteriamos  um grafico continuo
porém erritico, todo ele cheio de picos. Tal fendmeno fisico & co-
nhecido, hoje em dia, sob a denominagao de Movimento Browniano.

Nosso objetivo nesta secao sera em enunciar os fatos mais
relevantes ligados a alqguns tipos basicos de Processos Estocasticos,

tais como og Processos de Markov, os Processos de Difusao e os Pro-

cessos Estacionarios, dando énfase, na medida do nossivel, aos as-
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nectos fisicos de tais Processos. Mais detalhes sobre os topicos a-

bordados podem ser vistos nas Referéncias [09 ], f15] , [20] e [21].

IT.C.1- UMA CLASSIFICACEO DOS PROCEssoS ESTOCASTICOS..PROCESSOS DE
MARKOV. PROCESSOS ESTACIONARIOS

A Teoria dos Processos Estocasticos estd ligada com a in-
vestigagao da estrutura de Familias de varifveis Aleatdrias X(t), on
de t &€ um paré@metro ﬁariando sobre um Conjunte de Indiceg T. Tal pa
_rémetro e usualmente interpretado como sendo o tempo.

Os ingredientes basicos utilizados na descrigdo de um Pro
cesso Estocastico X(t) e na distingdo entre eles sdo:(l) 0 espago
de estados T, (2} O Conjunto de Indices T, {3) As relagoes de depen
déncia entre as Variaveis Aleatdrias X(t).

O espaco de estados I' & o conjunto onde se situam os valo
res de X(t) para cada t e T. Quando I = {0, 1, 2, ...} dizemos que
0 processo X{t) & um Processo de Estados Discretos. Quando ' = R di
zemos que o Processo X(t) & a valores reais ou tem como Espago  de
Estados o continuum dos numeros reaisg. Quando T = Rn o Processo
X(t) & denominado um Processo Vetorial. Em nosso trabalho iremos

considerar t3o somente o casc ' = R.

O Conjunto de Parametros ou de Indices T & o conjunto on-
de t varia. Quando T ={0, 1, ...} dizemos que X(t) & um Processo a
Parametro Discretc e gquando T = [0, + =) ou ﬁ dizemes que X(t) & um
Processo a Parametro Continuo.

Podemos ter as diversas combinacoes entre T e I' gquais se-

jam: T discreto com I' discreto ou continuc e T continuo com [ dis-
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reto ou continuo.

Uma realizacao ou trajetdria de um Processo  Estocastico

X{t) & simplesmente uma aplicacao X, : T —? R, definida por

X (t) = X = X(w, t),

onde X : @ x T —7 R.
As relacOes de devendéncia entre as Variaveis Aleatlrias

X{t) servem para definirmos os tinos de Processos Estocasticos. No
que se seque T = [0, +=} e X(t) € R para cada t € T, a menos gue O

contrario seja dito explicitamente.

Isto posto, passemos ao estudo dos tipos Classicos de Pro

cegsos Estocasticos.

(I} - Processos com Incrementos Independentes Estacionarios.
Um Processo Estocastico {X(t}}t € T diz-se um Processo
com Incrementos Indevendentes se para todo tl < t, < el < tn em T

e para todo n > 1, as varidveis aleatodrias

Y, = x(tz) - x(tl), reer ¥ 0= X(tn) - x(tn_l) '

sac independentes, ou seja se

P(Yl, Yor «oes Yn) = Pl(Yl) - Pn(Yn} .

onde P(Yl' vy Yn) €& a densidade de probabilidade conjunta das va-

riaveis Yir «evy Yo @ Pi(Yi) (i =1, 2, ..., n) saoc as densidades

marginais.
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Se a distribuigan dos incrementos X(t+h) - X(t) do Proces
so, depender sdomente do comprimento h do intervalo e nao do tempo t,
o0 processo & dito com incrementos estaciondriocs; em outras palavras,
se para todo h > 0 e todo t € T a variavel aleatdria ¥ = X(t+h) - X{t)
e tal gque a sua densidade de nrobabilidade Py = f(h}.

Obviamente, um Processo X(t) com as duas propriedades aci

ma diz-se um Processo com Tncrementos Independentes Estacionarios.

Pode~se mostrar que se X(t) & um Processo com Incrementos In

dependentes Estacionarios e se E(X(t))< «, entao

(1) E(X(t))==mO + mlt, onde
m, = E(X{o))
my = E(X(1l)) - mo .
2 2
(2) var{X(t)) = o, + o] t o, onde
° = E[(X(0) ) =
a5 = [(X(o) - m, ]
2 _ 22
Para uma demonstracao deste fato veja Karlin [ 20 ], capitu
lo T.
{(IT) - Processos de Markov.

Em termos intuitivos um Processo Estocastico Xt = X(t)dig

-se um Processo de Markov se dado o valor de Xt' 0s valores de XS
(s > t) nao dependem dos valores de Xu (u < g). Dito de outro modo,

um Processo Egtocastico (X)) diz-se de Markov ou & um Processo

t't & T

Markoviano se conhecendo-se vrecisamente o presente, o comportamen-
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to futuro do Processo nao & alterado por informacoes adicionais no
passado do Processo; ou ainda mais, o futurc e o passado do Proces-
'so sdo Varidveis Aleatdrias Indevendentes, dado o presente.

A formalizagao desta idéia & como segue: defina da manei
ra usual a Densidade de Probabilidade Condicional P(Xntnlxn-ltn~1'
vy xltl), que significa a ovrobabilidade de uma particula se si-

tuar na posicao Rn no tempo tn’ dado gue ela esta nas posicoes Xo¢

-eer Xo nos tempnos tl' . any tn-l' respectivamente, come sendo
P(x.t cess Xt )
_ 171°  “nn
P(xntn[xn_ltn_l, T - ot .
Kib1r =+0r Fpl1tnel

Entao, dizemcs que o Processo X(t) representado pela den-

sidade P(xltl, ey xntn) e de Markov se
Plx t Ix, 1t _qs ---0 xqt)) = POOE |x gt 5
para todo tl < to € < tn e todo n > 1.

As fungdes P(xt|ys) sdo denominadas densidade de transi-

cao de probabilidade de estados do Processo X({t).

Para um Processo X(t) satisfazendo a Propriedade de Mar-
kov, mostremos que as fungoes P{xt|ys) satisfazem a equagao basica

da Teoria:
P(xt|x) = SP(yt'l x,) Plx, t - t'lyydy

a qual & conhecida sob a denominacac de equagao de Smoluchowski ou
Equagao de Chapman~Kolmogorov.

Ora, como sabemos, P(xo|xt) & a prcobabilidade de uma dada
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Particula ir de X, para x no tempo t. Mas em qualguer tempo interme
diario 0 < t' < t, ela estard em algum lugar. Digamos que no tempo
t' ela se encontra na posicao y. Portanto, a particula realizou uma
transicao de X para y no tempo t'. Mas entao ela deve realizar uma
transicao de y para x no tempo t - t'. Desde que o processo descri-~
to pela particula é de Markov, segue-se gue o passado & independen-
te do futuro e assim a probabilidade da particula ir de X, para vy

em um tempo t estd dada por
P(yt"xo) P(x, t - t'y¥dy .

Desde que y & arbitrario temos que integrando sobre todas

as ovossibilidades, encontramos

P(xt}x ) = gPCyt'fXO} p(x, t - t'|yldy .

Decorre imediatamente da Propriedade de Markov que
Plxqty, oo, b ) = PUxgt)P(xt, x b)) coup(x b [x  jt 1)

para todo tl < t2 < ... < tn e tocdo n > 1.

Isto nos indica que para a descricao completa de um Pro-
cesso de Markov e suficiente gue se conhegam as Densidades de Tran
sicdo de Probabilidade entre Estados Consecutivos do Processo.

Dois exemplds importantes de Processos de Markov sac o}
Processo de Einstein-Wiener e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck, os

quais serdo examinados na segac seguinte.
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(XTI} - Processos Estacionarios.

}

Um Processo Estocistico (X diz-gse Estaciondrio se

(t)’'teT

as funcoes de Distribuicido de Probabilidade Conjunta das duas Fami-

lias de Variaveis Aleatdrias
X(tl), ey X(tn) e
X{tl+h); LI I X(tn'l'h}

sao idénticas para tedo h > 0 e todo tys ..., t €T, e todo n.

Denotando wor

t

P(xl, cone X7 By, ey tn) = P(xltl, ey xntn}

a distribuicao de Probabilidade Conjunta do Processo, resulta que a

condicao de Estacionaridade do mesmo pode ser expressa assim

P(xl, ceer X3 tl' ceey E) o= P(xl, ceer Kod tl+h, . tn+h)

n n

para todo n > 0; quer dizer, para todas as distribui¢oes finito-di-
mensionais do Processo,.

Em particular, a Distribuicao de (X(t)) & a mesma para ca
da t; quer dizer, P{x, t) & invariante sob translagoes no tempo, em

termos matemidticos

P(x, t+h) = P(x, t)
rara todo h » 0 e £ € T,
Destas consideracoes secue-se que E(x(t}) = constante. Se
além disso tivermos que E(X(t)z) < =, segue-se que Var(x(t)) = consg

tante.
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Existe uma outra nocac de estacionaridade, chamada Cova-
ridncia Estacionaria, cuja teoria & muito mais facil de desenvolver
e a mesma & suficiente para muitas das aplicacoes praticas.

Um Processo (X(t})t e T diz-se um Processo de Covariancia

Estacioniria se as seguintes condicoes estiverem satisfeitas:

(1) E(X(£)2) < w
(2} BE(X(t)) = constaﬁte

(3} Cov(Xt, X ) = p(h) , para todo t € T.

t+h
Pode-se mostrar facilmente que se o Processo (_x(.t))t e T
& Estacionario e se E(X(t)z) < = entdo (X(t)}t c T & um Processo
de Covaridncia Estacionaria. ‘
Por exemplo, como veremos na segéo seguinte, o Processo de
Einstein-Wiener {com Drift) n3o & um Processo Estacionario, peis

tal orocessoc nio possui média constante, que & uma condig@c necessa

ria vara a Estacionaridade do Processo. Todavia o Processo
X(t}) = w{t + h) - W(t) P

onde W{t) & um Processo de Einstein-Wiener, & um exemplo de um Pro-

cesso Estacionario. Vale entretanto muito mais, todo Processo Nao-
-Constante, com Incrementos Indemendentes Estacionarios, nao  pode

ser Estacionirio, pela mesma razao de antes (Veja ITI.C.1 (1)).

IT.C.2- PROCESSOS DE 'MOVIMENTO BROWNIANO

Vamos nesta segao examinar Processos Estocasticos cujo Es
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pago de Estado & o continuum dos nimeros reais e tais que mudancgas
de estado ocorrem em todos os instantes. Em um pequenc intervalo de
tempo um tal processo pode sOGmente sofrer um vequeno deslocamento ou
Mudanga de Estado. Desse modo podemos esperar dque as realizagdes ou
trajetdrias de tais processos sejam funcoes continuas.

Como ja foi salientado anteriormente, uma situagao tipica
mente fisica & aguela do Movimento Browniano. Tal fendomeno  fisico
foi descoberto pelo Botanico Robert Brown em 1828. Tao somente en
1905 Albert Einstein elaborou uma teoria satisfatdoria do mesmo, ba-
seando-se na Teoria Cinética da Matéria} e em 1223 Norbert Wiener
assentou sobre bases matematicas rigorosas tal fendmeno.

O Movimento Browniano & um exemplo tipico do gque comumen
te chamamos de um Processo de Difusao ou seja & um Proces—~
so de Markov, para o qual somente ocorrem mudangas continuag de es-
tado; quer dizer, as suas realizagOes ou trajetdrias sao continuas.

Dois tipos basicos e importantes de processos de difusao
sao o Processo de Einstein-Wiener e o Processo de Ornstein-Uhlen
beck, os gquais se constituem em Modelos Matemdticos para o  estudo
do Movimento Browniano. Passamos a seguir a revisar estes dois pro-

cCess0s.

IT.C.2.1- O PROCESSO DE EINSTEIN-WIENER
Existem diversas maneiras de se introduzir tal Processo. A
nosso ver, a mais econdmica delas sendo via uma Equagao Diferencial

Estocistica. Para que isto se torne possivel fagamos algumas consi-

deracgoes iniciais.
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Seja {Z(t))t e p Um Processo Puramente Aleatdrio. Isto

significa que as Varidveis Aleatdrias do Processo sdc identicamente

distribuidas e para gqualquer cbnjunto finito de pontos temporais
distintos { t. }, as varifdveis aleatdrias (Z(tj)) s30 mutuamente in-

dependentes.

Dizemos que um Processo Puramente Aleatdrio Z(t) & um Rro

cesso Gaussiano Puramente Aleatdrio, se para t € T, a varidvel alea

toria Z(t) estd normalmente distribuida.

Seja entao (Z(t))t e p UM processo Gaussiano nuramente a-
leatbdrio, com média 0 e variancia 1. Definimos o Processo de Eins-
tein-Wiener sem Drift ou Processo de Movimento Browniano, ao Proces

so (X(t)) g ¢ cujos Incrementos estdo dados por
AX(t) = Z{t)VAt ,

onde AX{t) = X(t + At) - X(t) e At & um pequeno intervalo de tempo.
Isto nos indica que os incrementos do Processo de Einstein-

Wiener (X{%t)) durante o intervalo de tempo At, sao tais que

(1) E{aX(t)) =0

(2) var(&X(t)) = At

(3) S3o variaveis aleatdrias normalmente distribuidas, pois as Z{t}
tem esta propriedade

(4) Indevendem dos incrementos em gualguer outro pequeno intervalo

de tempo.
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Para obtermos o Processo de Einstein-Wiener com Drift v e
Paridmetro de variancia 02 pPOMmoSs
AX(t) = {(At) + oZ(t) VAt .

2 . Ll
As grandezas v e ¢ bodem ser intermretadas como a media

instantanea e a variancia instantanea por unidade de tempo, ou seja

v = Lim —=— E(X(t + At) - X(t))
At »ot At
2 \ .
g = Lim Var{X(t + At) - X(t)) .
At -0t At

Podemos escrever formalmente a expressao dos incrementos
de um Processo dé Einstein-Wiener com Drift v, como uma Equagao Dife-

rencial Estocastica
ax(t) = v dt + o 2(t) vdt . (a)

Interpretamos tal Equacac Diferencial Estocéstica.da se-
guinte maneira: A mudanca em X(t) em um Intervale de Tempo dt & u-
ma variavel aleatdria normal com média vdt e Variancia o?dt e & in-
dependente de X(t) e da variacdo em qualquer outro intervalc de tem

po pequeno. Em outras palavras

(1) E(AX(t)) = vdt
(2) Var(ax(t)) = ¢2dt
(3) Covi{dX(t), dX(u)) = 0, t #u .

E obvio que o Processo de Eingtein~Wiener & Markoviano pois
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se conhecermos X(t) = a, a distribuicao de X(u) (u > t)}, esta fixa-

da, a saber

X(u} = a + v(u -~ t) + o(u —_t}l/zz(t} .

Como um Modelo para o Movimento Browniano de uma Particu-
la, o Processo de Eisntein-Wiener tem alguns defeitos. Por exemplo,

a mudanga na posigao AX(t} em um pequeno intervalo de tempo At é
1/2

[153]

Z(t). E assim 8X(t) ~ (&t)l/2 ou seja AX(t)

da ordem de magnitude de (At}l/z.

tal gue aAX(t) = o(At)
Seqgue-se entdo dai que

AX(t) o _ant/? 1/2 ,

At At

(at)”

e portanto a velocidade da particula Browniana tem ordem de magnitu

—1/2, a gqual fica infinita quando At — 0. Contudo, pa-

de de (At)
ra valores de t grandes se comparado com o0s intervales de tempo en-
tre coligoes sucessivas, tem sido encontrado que o Processode Eing-
tein-Wiener funciona bem como uma representagac do Movimento Brow-
niano. Examinaremos a seguir um outro modelo (o Processo de Orns-
tein~Uhlenbeck} o gual & também satisfatbrio para t pegueno. Como
um Processo Estocastico, entretanto, o Processo de Einstein~Wiener

& perfeitamente propric e de consideravel importancia. As realiza-

¢bes ou trajetdrias de tais Processos enquanto continuas nao sao Di-

ferenciaveis, porquanto em gualquer intervalo limitado, as trajetd-

rias tém um nimero infinito de pequenos picos.
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II.C.2.2f O PROCESSO DE ORNSTEIN-UHLENBECXK

vVamos agora considerar um Modeio Alternativo do Movimento
Browniano, devido a Ornstein e Uhlenbeck. Neste modelo consideramos
a velocidade V(t) de uma Particula Browniana nc tempo t ao invés do
seu deslocamento X{t), desde gue 0 seu Momentum Linear mv(t) & afe-

tado pelo Fendmeno de Impacto.
Em um pegueno intervalo de tempo existem dois fatores os

quais afetam a mudanca na velocidade da particula. Sac eles:

(19} A Resisténcia Friccional ou de Atrito da Particula com o Meio

Circundante. Tal efeito & proporcicnal a V(t).

(20) 0Os Impactos Aleatdrios de Particulas vizinhas, cujo efeito em
sucessivos e pequenos intervalos de tempo podem ser representa
dos por varilveis aleatdrias independentes e com média zero, as

guais tomamos como sendo 0s incrementos de um Processo de Eins

tein-Wiener sem Drift.

Desse modo, resulta que
du(t}) = - gU(t) dt + 4 ¥ (t) ,

onde Y(t) & um Processo de Einstein-Wiener {(sem Drift) com parame-

tro de variancia 02, e onde 8 & o coeficiente de atrito.

Desde que

dy{t) = o2(t) vdt ,

onde Z(t) & um Processo Gaussiano Puramente AleatSrio com Média Ze
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ro e Variancia um, resulta gue os incrementos do Processo de Orns-
tein-Uhlenbeck se escrevem como

du(t) = gu(t) dt + o2 (t) Vdt ,
o qual pode ser escrito condicicnalmente a U(t) = u, como
du(t) = - gudt + oZ(t) At .

Mas da expressdac da Eguacao Diferencial Estocdstica Geral

para um Processo de Difusao [09 pg 217 egq. 56]
dx(t) = g(x, t) dt + Z{t) Vva(x, t} dt ,

segue-se gue o Processo de Ornstein-Uhlenbeck (U(t))t e T & um Pro-

cesso de Difusdoc com Média Infinitesimal -gu e Varidncia Infinitesi

mal 02.
Pode-se mostrar ([ 09)) gue para tal processo tem-se
— - Bt _ , -
E(U(t)) = u, e p U, = velocidade ini
cial
2 -2t
var{u(t)) = -2 (1 - e ) .
28
Fazendo-se t — +* nas expressoes anteriores, encontramos
que
2
E(U(t) = 0, var{u(t)) = -Z .

Obtivemos assim uma distribuicao de equilibrio para a Ve-
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locidade U(t) da Particula Browniana, a qual & noermal com média ze-
2
. Este resultado estada de acordo com a Lei de

ro e variancia
28

Maxwell para a frequéncia de distribuigdo de velocidade de particu
las em um meio gasoso em equilibrio, segundo a qual as componentes
cartesianas da velocidade tém independentes distribui¢oes normaiscom
média zero e varidncia comum,

0 processo de Ornstein—Uhlenbeék, assim obtido, & Gaussia
no, Markoviano, mas ndo vossuil incrementos independentes. Vamos a
seguir obter a distribuicao dos deslocamentos do processo U(t).

Para obtermos a Distribuicao dos Deslocamentos, observe

mos que em um pequeno intervalc de tempo dt temos
dx({t) = Uu(t) dt '

onde X(t) & a posicdco da varticula no tempo t.

Integrando formalmente a eqguagac anterior obtemos:
t

X(t) - X(o) = U(s) ds .
O

A Integral aparecendo no segundo membro da equagao acima
tem significado come uma Integral Estoc@stica. Para o significadoda
mesma ver a referéncia [09 |.

Suponhamos agora que o Processo {U(t)} estd em Equilibrio

Estatistico. Neste caso,como Jja vimos antes, temos que E(U(t)) = 0
2
e var(u(t)) = —2 .
' 28

Assim ([09] ):
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Cov(U(s), U(s')) = E(U(s) U(s'))

=E(U(s) .E(U(s")|U(s))) (s' » s)

- E((U(s))?) e7B(8'ms)
_ a? cB(s'-s)
2R
pois
E(U(s)) = u_ e Bt e
02 =28t
Var{U(s)) = (1L - e ) .
2B

Desse modo resulta entao os seguintes valores:

E{(X(t} - X(o)} =0

2
var (X(t) - X(o)})) = -2 Bt - 1 + &

B3

Bt

) .

Desde que o Processo [U({t)} & Gaussiano, segue-se que
X(t) - X{o) & Gaussiano e assim X(t) - X(o) estd normalmente distri
buido e para t grande ele & tal como o Processo de Einstein-Wiener
no sentido de que a sua Variancia & assintdoticamente proporcional a
t.

De fato, como vimos acima

var (X(t) - X(o)) = (Bt - 1 + e

e fazendo-se al t ~—7+% gbtemos:
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2
var(X(t) - X(o)) ~ —Z— (8t - 1) .

3

B
Agora, para t pegueno temos que

~ 02. 2
var (X(t) - X(o)) = £ ’
28
uma vez que para t pequeno
2
etz 1 mpr s B2

2

em contraste com o processo de Einstein-Wiener para 0 qual os incre
mentos sempre tém variancia propor&ional a t.

Desse modo o processo de Ornstein-Uhlenbeck resolve o Pro
blema da representégéo do Movimento Browniano, guando 4t & pequeno
se comparado com o Intervalo de Tempo entre ColisOes Sucessivas das

Particulas.

II.C.3- PROCESSOS DE DIFUSAC GERAL. AS EQUACOES DE KOLMOGOROV - FO-
KKER - PLANCK

Vamos apresentar nesta segao como se da a evolugao em tem
vo dos Processos Estocasticos ou seja que equagces diferenciais sao
satisfeitas pela densidade de probabilidade do processo. Isto serd
feito para uma classe especial de processos de Markov o0s gquais deno
minamos de Processos de Difusao. Podemos, em tal descricao, adotar
ou o ponto de vista forward ou o pnonto de vista backward. Temos a-
presentado nas segoes anteriores a descrig&o forward dos processos,

todavia desejamos considerar, de um ponto de vista fisico, a des~
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cricao backward dos nrocessos estocasticos.
" Como ja ficou estabelecido na segdo IT.C.l, a densidade
de Probabilidade Condicional P{xntn[xn_ltn_l, v+ X t;)  definida

para Processos de Markov por

P(Xntnlxn—ltn“l' ey xltl) = P(xntn!xn_ltn_l)

& chamada a Funcac de Densidade de Transicao de Probabilidade for-

ward do processo, e ela representa a Drobabilidade de

encontrar o© sistema no estado X, no tempo tn dado que o sistema se

encontra no estado Xn-l no tempo tn—l' ...; no estado Xy no tempo

tl com tl < t2 < .. < tn e para n > 1 arbitrario.

Para a descricdo backward dos processos necessitamos con-

ceituar o gue vem a ser a Densidade de Probabilidade Condicional

Backward. Definimos tal Densidade por

Pl{x t., ..., x t )
Py (Xt [%ot,, oovy X £) = 11 n_n
P(x2t2, ey xntn)
desde que P(xztz, “ees xntn) # 0, onde b, > eee 2 t, > t; para todo

n > 1.
Tal expressao representa a Dengsidade de Probabilidade do

Sistema se encontrar no estado X, no tempo tl dado que em tempos poste

riores t > t _; > ... >ty >ty ele se encontrava nos estados res-
pectivos Xn' xn—l' ‘e x3, x2.
Como ficou estabelecido na Referéncia [ 05 1pg 40-42, a

propriedade de Markov de um Processo Estoc@stico permanece inaltera

da ou & um invariante nor uma inversdo temporal® quer dizer, se um



37

dado Processc Estocéstico tem a propriedade

P{x t |x = P(xntn|x

ol ¥no1tpo1r ceer Xty n-1tn-1’

na descrigdc forward, entao ele tem propriedade similar
P*(xltl|x2t2, ceer X B ) S P*(xltl]xztz}

na descricao backward.
Além dissc para os Processos de Markov, como vimos ante-
" riormente, as densidades de transigio de Probabilidade entre Esta-

dos P(xt|ys) caracterizam completamente o processo. Desse modo se

conhecermos as equacoes diferenciais satisfeitas por tais densida-
des, resulta que integrandec tais equacgoes cobteremos a panoramica do
processo. Em P(ysixt) (s > t) as Varidveis x e t sdo denominadas va
riaveis backward enquanto que y e s sao chamadas de variaveis for-
ward,

Temos visto, em uma observacao que fizemos na segao ante-
rior, que o Drift v e o Parametro de vVariancia 02 de um Processo
(X(£)}, ¢ g podem ser pensados como a M&dia e a Variancia Instanta-
nea do Processo. No caso de Processos mals gerais, como os gue con-
sideraremos a segquir, v = b{x, t) e 02 = D(x, t) e 0s mesmos saoc de

finidos por

b(x, t) = Lim L J (y - x) P(y, t+h{x, t)dy
+ h
s 1 2
D(x, t} = Lim — [ (y - x)°Ply, t+h|x, t)dy , onde
h+o+h
ly-x| < o

X, YER, £t >0¢eun > 0.
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Dizemos que um Drocesso estocastico (X, P} & um Processo

de Difusdo se as seqguintes condicOes estiverem satisfeitas:
1. (X, P} & um nrocesso de Markov.
2. B densidade de transicaoc de probabilidade P(ys|xt) do Processo X

satisfaz as seguintes condig¢oOes para todo o > 0@

(i) Lim L [ Ply, t+hlx, t)dy = 0 , uniformemente em x e t.

h >0 h
ly-x] > ¢
(ii) Existe uma funcdo a valores reais b(x, t) tal que para todo

X e t:

Lim _ L S {y=-x) Py, t+h |x, t)dy = b(x, t)

h ~0 h .[}’_Xl <

(iii) Existe nara todo x e t uma fun¢ao a valores reais D(x, t)

tal que

. 1 2
Lim  —— /S (y = x)° Plv, t+hlx, t)dy = D(x, t).
h >0 h

ly-x| < a

Observemos aqui que a condicac (21} acima nos garante gue
o brocesso X(t, w) tem trajetdrias continuas [ 22 ].

Se admitirmos que a funcdo densidade de transi¢ac de pro-
babilidade P{(ys|xt) de um nrocesso de difusao X(t, w)} seja diferen-
cidvel com respeito a t, s e duas vezes diferenciavel com respeito
a x, v, node-se mostrar como feito na referéncia [ 21 1, pag. 214 -
220, aue P(ys]xt) satisfaz as equacoes de Kolmogorov-Fokker-Planck

(K7WP) 3
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1. Equacgao backward:

P - _px, f) 2P . D, t) 3%

at ox .2 8x2

2. Eguacao forward:

- 2
P - - 2 (b{v, s) Plys|xt)) + —— 2

3s 3V _ 2 3Y2

(D(y, 8) Plys|xt)).

De um ponto de vista pratico as equagles forward e back-
ward tem suas utilidades em circunstincias apropriadas, como & o ca
so dos Processos de Markov.

Por exemplo, se estamos interessados na distribuigéo de

i

probabilidade de X{t) para um dado valor inicial X(t) X1 entéo é
Sbvio que o atague ao problema deve ser feito via a equagac forward.
Contudo se estamos interessados, digamos, na distribuigae do tempo
de primeira passagem de uma nparticula em difusao por um estado fixo
X(t.) como uma fungdo da posigdo inicial X(o) = x_, entdao a eguagao
backward nos da o método apropriado para o ataque ao problema [cf. 9 1.

No casc do processo de Einstein-Wiener do Movimento Brow-

nianc a Equagao KFP forward fica sendo

2
SpGslat) LD 0% gl
as 2 2
By
pois
D(y, s) = D = 02 e by, s} = 0 .

Esta Equagdo Diferencial & a conhecida equagao de di-
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fusao classica. Mostra-se na teoria das equagoes diferenciais par-

Ciais que a solugao desta eguacdo, P(ys!|xt), estd dada vpor

1 (y - x)°2
P(ys}xt) = exp (- N A .3 -
J2nD(s - t) 2D(s - t)

Além disso P(ys|xt) satisfaz a segquinte condi¢ao inicial

Lim Plvslxt) = s(y - x)
+
s >t

Desse modo a solugao fundamental Pl(ys

xt) da equacao de
difusdo & essencialmente uma distribuicao do timo delta de Dirac,
Vamos agora apresentar as equacao KFP escritas em termos
da densidade o (x, t) do nrocesseo, »ois nesta forma € que elas apare
cerao no capi£ulo IV deste trabalho, quando la tratarmos da equiva-

1éncia entre os nrocessos de difusac e os processos quanticos,

1. Eguacao backward

2

0 oo 2 (b, (x, t) pix, ) - = 8 D(x, t) plx, £))

at ax 2 8X2

2. EBouacado forward

A 9 1 12

P = - % (bix, t) o(x, t)) + — (D(x, t) pix, t))

at X 2 ﬂx2

Agqui b, (x, t) estad dado por
b, (x, ) = Lim =~ f P, (xt]
% (X, im N v,t-h) {(y - x)dy.
h -0 h

|y-X] £ o
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II.D~ ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE A MECANICA QUANTICA E SEU FORMALIS-

MO MATEMATICO

Fizemos inicialmente nesta segao um rapido apanhado sobre
a histdria da descoberta da Mecanica Quintica e em seguida apresen-
tamos nao uma axiomatizacao da Mecanica Quantica mas meramente  um
resumo compacte do seu formalismo matemdtico como ele existe no pre
sente e na pratica. Tal formalismo matematico foi desenvolvide via
o0 Onerador Densidade. A vantagem desse modo de apresentagac reside
em que o estado de um dado sistema, assim representado, estarad defi
nido de maneira {nica, enguanto gque o Ket representando o estado Di
namico de um Sistema, cquando este é completamente conhecido, @ quan

do muito definido a menos de‘dm fator de fase.
II.D.1- ALGUMAS OBSERVACOES SOBRE A MECANICA QUANTICA

A Mecanica Quiantica moderna foi descoberta nos anos 1925-

1926, Suas principais caracteristicas foram rapidamente estabelecidas e

ela tem mudado muito pouco no decorrer desses anos. Esta Teoria ori
ginou-se em uma tentativa de resolver dois enigmas: o espectro ato
mico discreto e a natureza de onda e particula da matéria e radia-
cao. Dados espectroscopicos foram interpretados como sendo a evi-
déncia para o fato de que os atomos sao sistemas mecdnicos os gquais
podem existir em estados estacionérios, somente para um certo con-

junto de valores discretos de energia,
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Em 1300 Planck introduziu o guantum de agdo h e em 1905
Eisntein postulou particulas de luz com energia E = hv (v a frequén
cia). Em 1924 De Broglie pSs Jjuntas as duas formulas E = me’ e E =
= hv , e inventou as Ondas de Matéria. A natureza ondulatdria da ma
téria recebeu confirma¢dc exverimental no experimento de difracdo de

elétrons de Davisson-Germer, realizado em 1927, e suporte  tedrico

com o trabalho de Schrodinger de 1926.

Certamente ninguém duvida qué a Mecdnica Quantica Moderna
& uma teoria firmemente estabelecida. Todavia esta teoria tem se ar
rastado em dificuldades conceituais desde o seu nascimento como &
bem conhecido pelas visoes onostas dos seus fundadores (e.qg. Eins—
tein, Schrodinger. de Broglie, versus Bohr, Heisenberg, Dirac ...).

Veja o livro do Jammer para estes aspectos da Mecanica Quantica.

Poucos anos apds os fundamentos da Mecadnica Quantica Mo-
derna terem sido estabelecidos, surgiram as primeiras tentativas pa
ra revisar a recé@m surgida teoria gue ji desde o inicio alcangava
grande sucessc. Uma das diregdes que comegou a se desenvolver e que
diz respeito a este nosso trabalho de pesgquisa & aguele que congig-
te em interpretar os Processos Quanticos como um Processo de Difu-
sao., Esta direcaoc & hoje conhecida como a Interpretagdo Eg
tocastica da Mecinica Quantica. No Capitulo IV, secao IV.B, deste

trabalho @ feita uma revisao histdrica sobre tal interpretagao, bem
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como na segao seguinte & estabelecida matematicamente a equivalén-

cia entre os processos de difusao e a Mecanica Quantica.

II.D.2- O FORMALISMQO MATEMATICO DA MECANICA QUANTICA VIA O OPERADOR

DENSIDADE

II.D.2.1- AS DESCRICOES CLASSICA E QUANTICA DOS SISTEMAS FISICOS

Em Fisica Classica o estado dinamico de um dado  sistema
estard determinado em cada instante, desde que se conhega nesse ins
tante os valores assumidos pelas variaveis dinamicas associadas com
o sistema. Essas varidveis dindmicas podem, em principio, serem to-
das elas determinadas simultaneamente com infinita precisao. O obje
tivo da teoria cliassica & enumerar essas variaveis dindmicas e en-
tao descobrir e estudar suas equagoes de movimento.

Em Fisica Quantica, a relacdo entre estados dinamicos e
variaveis dinamicas € muito menos direta. No processo de medida de

uma dada variavel dindmica, o estado dindmico do sistema sobre o

qual a medida & realizada, & em geral modificado pela intervengao do
ato de medir. Existe na Mecanica Quantica uma grande controvérsia
sobre cano a gente deve entender a relacdo entre a coisa que estd sendo medi
da e o avarelho. Esta modificagao a qual & usualmente negligenciada
em Fisica Classica, deixa de ser negligivel na escala microscopica
e a mesma surge como uma ndo predictivel e incontrolavel perturbagao
do sistema e coloca um limite vara a precisdao com a gual as varia-
veis dindmicas pvodem ser, todas elas, medidas simultaneamente. A Me
canica Quintica abandona o postulado fundamental da Fisica Classica,

de acordo com o qual todas as varias grandezas pertencentes ao sis-
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tema tomam valores bem definidos em cada instante de tempo. Desse
modo, podemos sOmente determinar para cada uma dessas variaveis, u-~
ma distribuicdo estatistica de valores, a gual & a lei de probabi-
lidade dos resultados de medida, na eventualidade gue uma tal medi-
da seja realizada; isto &, em principio & impossivel determinar to-
das as varidveis dindmicas com prediséo arbitraria.

Vemos assim que existe em Fisica Quantica uma mudancga ra-
dical na relagdo entre estados dindmicos e variaveis dinamicas, em
comparacdo com a Fisica Classica. Isto exige naturalmente uma mudan

ca radical na aparelhagem matematica dessa teoria.

II.D.2.2- O FORMALISMO MATEMATICO DA MECANICA QUANTICA
A Mecanica Quantica, e de fato gualguer teoria , pode

ser dividida em:

(A) Um formalismo matematico consistindo de um conjunto de concei-

tos primitivos, relacgoes entre esses conceitos os guais poedem

ser ou postulados ou obtidos por dadas regras de dedugaoc. e uma
lei dindmica.
{B) Regras de correspondéncia, as quais relacionem os conceitos ted
ricos de (A), com o mundo da experiéncia.
Esta divisac nao & de forma alguma absoluta, mas ela & con

veniente para os propdsitos que temos em mente. Tratemos portanto

de cada parte em separado.

(A) - Os conceitos primitivos da teoria quantica sao aque

les de sistema, estado e observavel.
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(F.1)~- A cada sistema corresponde um espaco de Hilbert .

(F.2)- Um estado & representado por um operador densidade p, o qual
€ hermitiano, positivo definido e de trago unitario. Isto im
plica que qualquer operador estado pode ser diagonalizado

em termos dos seus autovetores [¢n>

p=2 o |b,2Cu ]| (1),
n
com
0€p_<leZp_ =1 .
n
Um estado puro & caracterizado pela condicaoc p~ = p. Se-

gue-se gue para um estado puroc, existe exatamente um autova-

lor nao-nulo de p, digamos
= = an n' .
o 1l e P 0 par 7
Neste caso, temos
o = ) ¢
o = lv, 2y | (2)
e desse modo um estado puro pode ser representado por um ve

tor no espacgo de Hilbert ¥ do sistema.

(F.3)- Um observével.yq & representado por um operado hermiteano A,
atuando sobre o espaco de Hilbert ¥ do sistema. Ele tem uma

representacac espectral
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onde os Pn sao os operadores projegao ortogonal, os quais re

lacionam~se aos autovetores ortonormais de A por

P =2 |a,]a 2a, a] (3).

a

Aqui os nﬁmerosan 530 os autovalores de A e o0 parametro
a denota cos autovetores degenerados os guais sao associados
ao mesmo autovetor ]an) de A, As gsomas ficam integrais no caso de
A ter um espectro continuo.

A equagao

Ty
l
o)
o ]

& equivalente a afirmag¢ao de gue um observavel deve possuir
um conjunto ortogconal completo de autovetores, ou seja, uma

bagse de autovetocres.

(F.4}~ O valor médio, ou média, de um observavel A no estado p esta

dado por

-~

(a»

il

T {pB) : (4)

onde T. significa o trago do operador entre parentesis.
Para um estado puro rewpresentado pelo vetor normalizado

v >, a expressdo anterior (4) reduz-se a

(p) = CylAaly ) . (5)
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Introduzindo a fungdo caracteristica f£(r) = (ellP ) ; DPO—
demos obter a distribuicac estatistica dos resultados do ob-
servivel A no estado o, uma vez que uma distribuigdo estatis
tica de resultados fica completamente determinada prela espe-

cificagao da fungaoc caracteristica.

(F.5)~ Os QGnicos resultados possiveis da medida de um observavel A
sao 0s seus autovalores, e as probabilidades de cada um dos
seus autovalores a, vodem ser calculdas da seguinte maneira:

No caso de um estado puro representado pelo Ket normaliza
lizado [w ?, a probabilidade do autovalor a, de i esta dada

por:

: 2
2 [Cyla, a )|

a
que no caso nac degenerado se reduz a
2
(Cola_ ) .

(F.6)~ A lei dinamica ou equacao do movimento dependo do sistema fI
sico sob consideracac; isto &, do nimero de graus de liberda
de do sistema, se o sistema & relativistico ou nao. Mas, em

cada caso ela pode ser escrita na forma
p(t) = U(t, t) o(t) U l(e, ) (6)
pitl Ly o [ o r o

em geral, ou

[p(t) » = U, t0)|1p(to) ) D)



48

para um estado puro, onde U(t, to) € um operador unitario,

chamado o operador eveclucao.

Temos dado dessa forma, nao uma axiomatizagac da Mecdnica
Quantica, mas meramente um resumo compacto do seu formalismo matemd

tico, como ele existe no presente e na pratica.

{B) -~ As regras de correspondéncia devem relacionar os con
ceitos primitivos de sistema, estado e cbservavel & realidade empi-
rica. Isto nos possibilita uma interpretacgac mais especifica para
as médias e probabilidades introduzidas em (F.4) e (F.5).

A exigencia natural colocado sobre um observavel, & que

seremos capazes de observa-lo. Mais precisamente, um observavel &

uma varidvel dinamica cujo valor pode, em principio, ser medido. Pa
ra variaveis canonicamente conjugadas, ©s operadores corresponden-

tes sao obtidos via a relagdo de comutagao candnica de Dirac
gp - pg = ik Id ,
onde Id & o operador identidade.

Nio existe regra geral para construir um nico operador
para representar uma fungao f(&, ﬁ) em virtude de nac-comutativida-
de de & e 5. Todavia © caso mais geral nao parece surgir na pratica.

Observemos que a axiomatizagao da Mecdnica Quantica  nao
nos da ﬁma maneira de encontrar o espago Hilbert ¥ que corresponde
a um dado sistema fisico, nem os operadores que correspondem aos ob
serviveis fisicos, nem o operador H que di a evolugdo em tempo de
dado gistema fisico. Estas escolhas de H, os overadores {observa-

veis) e H vém da experiéncia via certas regras de correspondéncia en
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tre Fisica Classica e Fisica Quintica. Desta forma os axiomas nos

garantem a existéncia de ¥, os operadores {(observaveis) e H.

I1.D.2.3~ O OPERADOR EVOLUCAQ
Pelo que temos visto no paragrafo anterior, a evolugao em

tempo de um éistema quantice estd dada no caso geral por
~ _ - ~ ~=1
plt) = UL, to)p(to)U (t, to) ) (6),

e por

lp(t) > = Uk, ﬁo)lw(to) ) (7)
0 & um operador unitario

ou seja O0* = U*0 = Id (em particular U* = o).

il

no caso de um estado puro, onde U(t, to)

Vamos admitir que o estado do sistema & perfeitamente bem
conhecido, em um dado instante de tempo to' como |¢(t0) } . Entao de
acordo com a equacac (7), o seu estado [v(t) ) em um tempo posterior

t > to' vem dado por

o)y = 0(t, £ ot ) ) .

Algumas propriedades decorrem imdiatamente desta equagao:
(1)- Para t = t, resulta que |¢(to) >y = U(to,to)1¢(to) ), € assim

a{t, to) satisfaz 3 condigao inicial

U(to,to) = Id .

(2)- <oy fw(e) > =< Uy, £ ) vl ) [0y, £)) wit)) ) =

-k T
Cole VU (x, UL, £ ) w (e )

i

<¢uO)H4t& .
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Esta propriedade nos diz que na evolugac em tempo do sis-

tema, a normalizagdo do sistema nao muda; isto &, se Iy (t )l = L en
tao ly(t)l = 1 em todos os instantes posteriores (t > to).
(3)- Consideremos os instantes de tempo t, tl’ tO e tais que

t > tl > to' Em virtude da equacgao (7), podemos escrever:
lo(t) > = U(t, tl)lw(tl))
= U )
lo(t) > = Uley, £ ) fule)

e desse modo resulta gue

— 11 7 [
ledt) > = Ult, £} . Ulky, £ Iv(E)
Mas em virtude da- equacao (7)

ly(t) » = U(k, to)lw{to) Yo

Portanto, comparando as duas Ultimas equagdes resulta, ji

que |¢(t) > & arbitrario:
u{t, to) = U(t, tl) . U(tl, to)

Esta regra de composicao do operador evolugdo & conhecida

como a propriedade de semigrupo de U.

Segue-se desta relagao, pondo t = t, que

Ut , 1) - Ulty, £) = Ule , £)) = Id

ou seja



51

Vamos a seguir determinar a equacgao diferencial a gual de
ve ser satisfeita pelo operador evclucao.

Un operador unitario U diz-se um operador infinitesimal

se

U = Id + ieF P
onde £ & uma quantidade infinitesimal real. Dizemos entdoc neste ca-
so que U estd infinitamente proximo & identidade.

Da condigac de unitaridade de U ou seja de
U0* = 0*0 = Id ,

resulta que

(Td + ieF) (Td - ieF*)= (Td - ieF*) (Id + ieF) = 1Ia
e em particular que
(I + ieF) (Id - ieF*) = Id

ou desenvolvendo

oy , = , = 2 _ =

Id - ieF + igF + € FF* = Id -

2
Desprezando o termo em e obtemos
ieF = icF+* e dal F = F* .

-

Desse modo o operador F & hermitiano.
Consideremos agora um instante de temwo t - dt imediatamen

te antes de t. Em virtude da propriedade de semigrupo do operador e-
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volugao U, temos:

U(t, t - dt) . U(t - dat, t,) .

Il

_6{t, t.)

Agora, se dt & pequeno, entao U(t, £ - dt) & um operador

unitarioc infinitesimal, e o intervalc de tempc -dt € o seu parametro.

Assim, velo que vimos antes U{t, t - dt) = Id - L. dat H,
- ' . h
onde H & um operador hermiteano, e o fator —- (h = constante de
i}

Planck h dividida por 27) tem sido introduzido, para que o operador

H tenha dimensaoc de energia.

Desse modo, obtemos

Ue, £) = (Td - =~ at ®) . Ut - dt, t_)
o] h [e]
= 0(t - dt, £ ) - -2 at " . O(t - dt, t)
(8] h [®)
ou ainda
1 - - o L5 Gre -
——(Ult, £} - Ut - dt, ) = N H UGk - dt, t) .

dt

Fazendo 4dt » (0, encontraremos

in =39 (¢, £} = 0. U(t, t.) ,
dat

que & a equacdo diferencial do operador evolugao.

Temos entdo o seguinte problema de valor inicial para o

operador evolugao

Ut , t) = 1Id . | (8)
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Este problema de wvalor inicial pode ser transformado na

forma equivalente £
U(t, t) =1d - =2 f HU', t ) at' . (9)
o : o)
h
t
o

As equacgoes em (8) ou a eguagao integral em (9) expressam
a lei fundamental da_evolugéo de um sistema guantico, descrito por
um estado puro |w(t) ) .

Consideremos agora o caso geral, no qual a evolugao em

tempo esta dada por

-

p(t) = UL, tOI . O(to) . U(t, to} .

-

Ora, as equagoes de movimento do operador U e do seu ad-

junto U* estao dadas, resvectivamente, por

ih - d 6 (10)
dt
e
+* - -
-in ~2T = gr : (11)
dt
Derivando com respeito a t membro a membro a equagao
. _ -~ . ‘*
o (t) U p(to} U .
emcontramos
dg _ du_ - au

* -~ -~
p(EJU* + U 5(t) .

dt dt dt
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Agora, levando-se em conta as equagdes (10) e (11}, obte-

mos
a H - - ~ - -
D .U ot ) 0% — up(t ) O B ,
dt ih © °© ih
ou seja
oo dp _nt s s s
ih =H p- pH=1I[H, p1] N (12)
dt
IT.D.2.4- A EQUACAO DE SCHRODINGER
Como temos visto no paragrafo anterior, as equagdes
. du - - - ~
ih (t, to) =H U{t, £t), U(t, £} = 14 (13)
at o o
ou a equagao integral
t‘.
ult, t ) = 1d - = f " U(t', t ) at! , (14)
h ¢
o

expressam a lei fundamental da evolugdc de um sistema quantico, des

drito por um estado purc |¢(t) » .

_ - n .
Uma eXpressaoc equivalente desta lei & aquela de Schrodin-
ger; ou seja, a equacao diferencial do movimento dos estados dinami

cos do sistema.

Como sabemos, a evolugao em tempo do vetor estado |y(t) )

estd dada por

lv(t) > = ult, £ ) ult) y .
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Diferenciando com respeito a t membro a membro esta equa-—

¢ao, obtemos:

d -~
—] (L) ) = ( d Ult, t )yt )y . {15)
dt at © ©
Mas ’
in S (e, ¢ ) = B U(t, t)
at "o "o ’

Desse modo, resulta que

d
dt

ih

lo (£ > = H U, et Y = Hw(e) > .

A equagao

d
dt

ih

lo(t) ¥ = H|o(g) ) (16)

nos da a lei geral para a evolucdo em tempo do estado |y(t) ) do
sistema. Ela € a forma de Schr;dingEr ou a equagao de Schrgdingerpg
ra o movimento do sistema.

Esse modo de degcrever a evolucgao dos sistemas quanticos
& conhecido como a representacdo de SchrSdinger. Neste tipo de des-
crigao dos fendmenos quanticos, o estado do sistema € representado  por
um Ket {¢(t) ) em movimento; enguanto que as grandezas fisicas, ou

pelo menos aquelas que nao dependem explicitamente do tempo, s3o re

presentadas por observiveis estacionarios.
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CAPITULO TIIT

PROCESSOS ESTOCASTICOS DE PARTICULAS QUE INTERAGEM  INDIRETA

MENTE VIA EFEITO DE MEMORIA

IIT. A - INTRODUCRO

Apresentamos neste capitulo a descrigao fisica e matemiti
ca de particulas interagindo indiretamente via estados estaveis ou
memdria do meio; tal interacdo indireta entre elas sendo  descrita
enm termos matemiticos por uma familia de processos estocisticos. A
esta familia de particulas interagindo indiretamente & associado um
certo vrocesso estocistico o gqual & denominado Processo de Interfe
réncia da familia e @ mostrado que tal nrocesso & um processo de di
fugdo desde gue cada membro da familia o seja. Isto, como veremos
no canitulo seguinte, tem interesse mara a interpretagao estocasti-
ca da Mecanica (Quantica gue iremos ai considerar. Além disso sdao es
tabelecidos outros resultados sobre os Processos de Particulas Inte
ragindo Indiretamente,

Mencionemos gue muito trabalho tem gsido feito no egtudo
de particulas que interagem diretamente umas com as outras em uma
situagio estocastica. Neste trabalho faremos um estudo da  intera-
cdo indireta entre partliculas, ds vezes denominada interagdo hidro
dindmica.

Também mencionemos que tem sido observado [ 26 Jque o tipo

de processo estocdstico que aparece na - interpretacio estocdstica da Me-
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canica Quantica s3o Ndo-Clissicos no sentido de que o propagador
(i.e. a densidade de transicao de orobabilidade condicional P) de-
nende da densidade inicial po(x, t), e que tal comportamento & mani
festado por processos de particulas gue interagem {diretamente). En
fatizemos que, naturalmente, modelos de particulas interagindo dire
tamente sao incongistentes com muitos experimentos, mas gue isto
nao ocorre com modelos de marticulas interagindo indiretamente (Buo—

nomano [06 1 ).

ITI. B - A DESCRICAO FISICA. ALGUMAS NOTACOES E LIMITACOES

Vamos descrever nesta segao o tipo de interagdo fisica en

tre particulas que iremos estudar neste trabalho.

Denotemos por M uma vequena regiao do espago na gual exis
te algum indefinido meio estocastico. Este meio & admitido possuir
certas propriedades de estabilidade ou remdria no seguinte sentido:

admita que dispomos de um modo de criar particulas em algum estado

injcial de probabilidade p (x). Considere uma Particula P passan-
‘ 1l
do atraves de M. Admitiremos que o Meio & de tal natureza gue a Par

ticula deixa M em um novo estado, o gual & uma funcdo de seu estado
prévio e das propriedades da particula. Sejam M e M, respectiva-
mente, os Estados Probabilisticos de M antes e apds a Particula pas
sar.

Agora considere uma segunda Particula Pa2 passando atra-
. seque Pa1 suficientemente proxima em tempo entac
P32 interagiré‘com um Meio Estocastico diferente daquele que Pal in
teragiu. Em geral podemos falar da n-ésima Particula passando atra-

ves de M, Se Pa
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vés de M, o qual se encontra incialmente no estado Mi-1 © é deixado
no estado Mn‘ Desejamos estudar o comportamento médio de uma Sequén
cia de Particulas as quais péssam consecutivamente através do mesmo
Meio, o gual possui o tipo descrito antes de Memdria ou seja tem as
Propriedades de Memdria descritas acima. Em outras palavras, vamos
‘considerar as Mé&dias sobre todas as Sequéncias Pogsiveis de Particu
las e sobre todos os_Estados'Possiveis do Meio.

Vamos aqui considerar também uma certa Fscala de Tempo.
Consideraremos somente a situagao onde o tempo de decaimento da Me-
moria do Meio € grande guando comparado-ao tempo de separagaoc entre
Particulas Consecutivas. Admitiremos também gue nunca existe mais
de uma Particula em um dado Tempo em nosso Sistema. Portanto, por
definig¢do, uma dada Particula pode somente interagir com Prévias
Particulas Indiretamente vVia Efeitc de Membria do Meio. Com  estas
restricles podemos entao falar, por conveniéncia de expressao, como
se a membria fosse completamente esté&vel e nao mencionar explicita-
mente o intervalo de tempo entre as Particulas.

Vamos a sequir descrever pictoricamente a situagao trata-

da acima.
trajetdria da Particula 11
Corrida 1 trajetdria da Particula 12
trajetoria da Particula 13
~————  trajetdOria da Particula 21
Corrida 2 trajetdria da Particula 22

trajetdria da Particula 23
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trajetoria da Particula 31
Corrida 3 trajetdoria da Particula 32

trajetdria da Particula 33

Espacgo

LY
el

Tempo

Figura- Existem infinités corridas independentes e distintas.
cada corrida tem um niimero infinito de particulas as
gquais podem interagir com rrévias narticulas na mesma
corrida indiretamente via efeito de memdria.

Na descrigac pictdrica, estamos imaginando gue temos um
nimero infinito de corridas estritamente independentes. Isto &, to-
mamos as Corridas fisicamente separadas em Espacco e Tempo. Agui ca-
da Corrida consiste de um Nimero Infinito de Particulas. Na Figura
as Particulas saoc mostradas iniciando todas elas © seu movimento em
uma origem comum. As Particulas de uma dada Corrida sao separadas a
proximadamente por um tempo X. Como discutido antes, £ & admitido
como sendo suficientemente grande de maneira que duas particulas nun
ca est3o no sistema ao mesmo tempo. Por outro lado £ & admitido tam

bém ser suficientemente veguenc em comparagac ao tempo de vida da
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meméria..Particulas em Diferentes Corridas, por definigao, nunca po
dem interagir umas com as outras.,.

Na representagao usual dos Processos de Difusdo Classi-
cos Ou Processos de Movimento Browniano, tais como o Processo de
Einstein-Wiener e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck, as medias sao
tomadas sobre Particulas Independentes Que Nao Interagem. Em nosso
modelo devemos determinar Medias sobre Corridas Independentes, ou
seja sobre um Emsemble de Corridas, cada Corrida tendo Particulas
Interagindo Indiretamente,.

Chamaremos o conjunto consistindoc da 12 particula em cada

uma das Corridas, o primeiro Conjunto~Particula. Similarmente chama

remos o conjunte congistindo da n-ésima particula em cada uma das
corridas, de n-ésimo Conjunto-Particula. Seja Xn(t}, n=1=, 2, ...,
0 Processo Estocastico o qual representa o movimento estocastico do
n-&simo Conjunto-Particula. Sejam-Pn(yslxt), X, YER, t, s €T =
=[0,8},8 >0, t< s e pn(xt}} respectivamente, a densidade de
transicdo de probabilidade condicional e a densidade de probabilida
de do Processo Xn(t). Iremos neste trabalho nos restringir aos pro-
cessos de difusdo uni-dimensionais ou seja aos processos de difusao
sobre a reta real, rara a situagao na gual pﬁ(x, 0) = po(x) para to
do n.

Podemos considerar que Pn define as propriedades do melo
para o n-&simo conjunto-varticula. O n-ésimo conjunto-particula nao
vode afetar Pn' mas afetari Pm onde m » n. Isto se tornaria mais cla

Yo no que gegue,
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Antes de prosseguirmos fagamos algumas observagoes:

a L3 ) el
1-)- Uma importante diferenga entre o tipo de Comportamento Estocas

28

tico descrito e aguele dos Processos de Difusao Classicos deve
ser salientada. No Movimenﬁo Browniano as Propriedades Estocas
ticas do Meio sac fixadas e ndo dependem de modo algum da den-
sidade inicial p_(x). Isto & P(ys|xt), a Densidade da Probabi-
dade Condicional, & inteiramente independente de po(x). A
P(ys|xt) tem o papel de propagar um estado inicial po(x), e
neste sentido define o meio estocastico.

Em nosso caso Pn(yslxt), n > 1, em geral dependera de po(x).
Em varticular isto significa que a velocidade posterior hnbgt)
e o Coeficiente de Difusao Dn(x, t) do Processo Xn(t) depende-
de potx). Este & exatamente um dos atributos que o Processo Es
tocastico associado com a Equagdo de Schrodinger tem na inter-
pretagéb estocastica da Mecanica Quantica,

Vanosg chamar o tivo de comportamento descrito acima como "Nao-
-Classico™. Neste trabalho vamos mostrar que um tipo de proces
s0 nao-classico, resolve certos problemas nos fundamentos  da

Mecdnica Quantica.

})- Na Literatura a palavra "memdria" & exclusivamente associada

com memdria Markov. Podemos expressar Membria Markov dizendo
gue ela € a memdria que uma particula individual tem do  seu

passado. Estamos usando a valavra memdria, ou memdria do meio,

no sentido do meio ter memdria de prévias parti
culas. Neste trabalho sempre usaremos a palavra memdria para

significar memdria do meio.
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ITr., C - A DESCRICAO MATEMATICA EM TERMOS DE PROCESSOS ESTOCASTICOS.

ALGUNS CONCEITOS E DEFINIQGES

Vamos apresentar nesta se¢do a formulacdo matemdtica, via
a teoria dos Processos Estocasticos, do nosso Modelo Figico de Par-
ticulas interaginde indiretamente via a Memdria do Meio, do qual
tratamos na se¢ao anterior.

Seja {Xn(t, w)}n e N uma familia de Processos Estocds-

 ticos

todos definidos sobre um mesmo espago de probabilidade ( 2, V, Pr),
onde V & uma o-algebra de subconjuntos de Q e P & uma medida de
orobabilidade. Além disso cada Processo X (t, w) tem uma densidade
de Transigdo de Probabilidade Pn(ys]xt), t< s, x, yE€E R, t, s € T=
{0, alC R.

Chamamos {Xn(t, w)}n uma Familia de Interferéncia

S

ou uma Familia de particulas Interagindo Indiretamente se dois Quais

guer dos P diferem sobre um Conjunto de Medida de Lebesgue nao-nu-
la; isto &, se existem inteiros nys By tais que
ul{y; P_ (ysixt) # P_ (ys|xt)} # 0
n n
1 2
no sentido de Lebesgue para guaisquer valores fixades de %, t, e s.

Diremos que {Xn(t, w)} & uma Familia de Interferéncia Fra

ca ou uma Familia de Particulas Interagindo Indiretamente Fracamen-—

te se duas quaisquer densidade de Transicao diferem somente sobre

um Conjunto de Medida de ILebesgue Nula.
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Portanto, podemos congiderar uma Familia de Interferdncia

{X Pn} como uma sequéncia de Processos Estocasticos realizando um

nf
certo tipo de evolugao. Os P definem as propriedades do Meio apos
o n-&simo Conjunto Particula passar através dele em suas respecti-
vas corridas. Observemos que as condigdes iniciais p (%, 0) ndo afe
tam, por definicao, P, mas somente P comm > n.

Estamos interessados em estudar uma situacao na gual o

Meio atinge alguma propriedade de Equilibrio ou Estado Estacionario;

isto &, quando a sequéncia (Pn) tem um limite P. No gque se segue s@
rd conveniente pensarmos nos Pn como eveluindeo em termos do tempo

discreto n. Chamaremos este tempo de Tempo Consecutivo, enguanto que

o parametro t serd denominado Tempo Usual ou Tempo Trajetoria.

Antes de definirmos formalmente P, sera conveniente fazer

mos algumas consideragoes scbre notagoes:

(1} Escreveremos para todo x, y vara significar para todo %, y € R.

(2) Escreveremos para todo s, t para significar s, t € T =10, 8 1],

g €R, B > 0: g senpre seré considerado maior que t.

(3} Lim = Lim .

n n -+«

(4 (@, V, Pr) & um Espago de Probabilidade Fixo,'sobre o qual es-

tao definidos todos os nossos Processos Fetocasticos Xn[t, w) .

(5) Todos os Processos Estocasticos Xn(t, w) serao sempre admitidos

como sendo separaveis,

{(6) Iremos frequentemente escrever P no lugar de Pn(ys|xt) ou

P (¥, t+h|x, t).
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(7} Nos referiremos a um Processo Estocdstico como (X, P)Y, ou X ou

P. Vamos sempre supor que as densidades condicionais dos processos existem.

(8) Nos referiremos a uma Familia de Interfer@&ncia como {{Xn, Pn) 1

ou {Xn} ou como {pn} , - N & o conjunto dos inteiros po

n €N
sitivos e n estd sempre em N .,

Seja {X_ (t, w)} uma Familia de Particulas Interagindo In

diretamente com Densidades de transigao Pn{xztzlxltl), Pn(x3t3|x2t?

€ =
X tq) ... onde XyrXgy oo R, £y, t Tet,< t,< ... . Se

2; PR 1 2
ja' { X{t, w}} um Processo Estocastico com densidade de transicao
P(xztz]xltl), P(x3t3[x2t2, x1t,)s ... . Dizemos que (X, P) & um Pro

cesso de Interferénecia ou Processo de Particulas Interagindo Indire

tamente da familia (X » PnY se

Plx,t, ]2 t)) = L;m P Gt % )
Plxytylx by, xit)) = Lim P{xstqlxoty xpt)

P(thk.xk—ltk—l' <oy xty) = Lim Pn(xktk‘xk—ltk-l’ ceer X E)
n

De agora em diante nos referiremos a (X, P) como um PEro-

- -
cesso de Interferéncia ou _como um Processo de Particulas Interagin-




65

~do_Indiretamente, da familia (X . P,}. P estd univocamente determi-

nado pelas P, enquanto que X estd somente determinado a menos de

c¢lasses de equivaléncia.

Observemos que esta definicdo ndo versonifica exatamente
algumas idé&ias em Buonomano [ 06 |, mas ela representa mais uma con-

ciliacao.

Vamos apresentar a seguir um exemplo de uma Fa
milia de Interferéncia ou Familia de Particulas Interagindo Indire-
tamente. Para isto, seja (Dn)n €N uma sequéncia de nimeros
reais estritamente positivos, a qual converge para o niimero real es

tritamente positivo D. Considere a Familia de Processos Esgtocasti-

cos (Xn) definidos pelas Densidades de Transigac de Probabilidade

1 2
Pn(ys1xt) = exp [ -

¢2an(s - ) 2 Dn(s - t)

(y -~ x)

Tal Familia & denominada uma Famllia de Processos de Wie

ner,

Observemos gue toda familia de vnrocessos de Wiener (X r
P, &€ uma familia de particulas interagindo indiretamente, a gual
tem como um processo de interferé&ncia o processo de Wiener X com a

dengidade de transicao de probabilidade dada vor

2
P{ys|xt) = E exp { - (y = x) ]

V21D ({x - t) 2D(s - t)

onde D = Lim D_ » 0, desde que para uma tal familia e fixando-se x,

13
s e t arbitrariamente, seque-se gue para guaisguer inteiros positi-
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vos «, § distintos, temos {y|Pa(ys|xt) # Pﬁ(yslxt)} = R, o qual tem
medida de Lebesgue nao-nula.
Agora, uma vez gue Dn —~—% D > 0 resulta gque
Lim Pn(yslxt) = Plys|xt) ,
n

como se verifica facilmente,

Ainda com relacdo d situagao fisica descrita na figura da
segao anterior, ela nos permite conceituar informalmente um vroces-

so Classico, como aguela situagao descrita na figura e tal que nao

existe efeito de memdria ou seja ndo existe interacao entre as par-
ticulas. E este o caso quando todos os Processos Estocasticos 530
idénticos ou seja o mesmo para todos os Conjuntos-Particulas.
Notemos gue esta conceituacdo de Processo Classico sb faz
sentido quando referida a uma Familia de Processos os quais repre-
sentam a situacao fisica descrita na figura. Desse modo dentro des-
se ponto de vista, guando hd interacgaoc entre as Particulas diremos
gue o Processo & de Interferédncia e quando ndo had interagao diremos
gue se trata de um processo classico.
III.D - ALGUNS RESULTADOS SOBRE 0S PROCESSOS DE PARTICULAS QUE INTE

RAGEM VIA EFEITO DE MEMORIA

Vamog avresentar nesta secdao alguns resultados sobre o]
processos de particulas aque interagem indiretamente via efeito  de
memdria, os guais foram considerados nas seg6es anteriores sob o
ponto de vista fisico. Antes porém demonstraremos o seguinte resul-

tado, o gqual & uma versao do Teorema de Moore ({18 ] capitulo VII).
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Seja fn(h, X, t] uma sequéncia de funcgdes reais, onde
x€ R, t, hel 0, g}, 8 >0, h > 0. Admita que tal sequéncia sa-

tisfaz as seguintes condicgées:

(1) Lim + f (h, 2, t) = b_(x, t), uniformemente em n, x e t,
h 0 n n

(2) Lim fn{h, x, t) = £(h, %, t}), para todo h > 0 e uniformemente
n

em X e t, onde bn{'x, t) e fn(h, X, t) sdo funcdes reais.

Entdo existem os limites iterados Lim , Lim £ (b, x, t),

h >0 n
Lim Lim fn(h, x, t} e tem-se a iqualdade uniformemente em x e ¢
n h +0
Lim + Lim £ = Lim Lim - £ .
h +0 n n n h-0 n

PROVA - Uma vez que todos os limites envolvidos saoc uniformes em x
e t, tais varidveis serdo omitidas nos argumentos gue se seguemn. (¥')

Mostremos inicialmente que existe Lim (Lim L Eg(h)) =

N he O
= Lim b, e para isto & suficiente mostrar que (by) & uma seqguencia
N
de Cauchy.

Dado ¢ > 0 e tendo em vista a condicdo (1), existe &§ > O
£
3

independente de P e x,t tal que 1fp(h) - b.| < , para todo P e x, t se

b
0 < h< &. (%)

Portanto fazendo h = 8 temos
2

MI

+ 8 8 & 3
by - bM| < |by - fN(—z—)_l + lfN(7) - fM(T)! + [fw(--z—) - b,

Observemos agora que em virtude da condigao (2), existe

N (;ﬁ“) tal que para M, N > N (=) temos
© 2 © 2

*%. Pois todas as estimativas podem ser feitas independentemente de x e t em virtude
de que os limites em 1) e 2) existem uniformemente em x e t.
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£ (2 - £ (2] « £ .
N- o lea

Observando que o nrimeiro e o terceiro terme saoc menores

que. £ independentemente de M e N {em virtude do estabelecido ante
3 <

riormente em (*)), concluimos que [bN - le < ¢ desde que M, N >
> N (-5
©.2
Desse modo mostramos que existe Lim bN = L, uniformemente em x, t.
N
Passemos agora a estabelecer a existéncia do outro limite

-

iterado, ou seja, vamos mostrar gue existe

.
Lim (Lim £_(h)) = Lim fthy = L. .
h+ot w N h+oF

Observemos que para todo N
l£(h) - £h) [ < [£(hy) - £ | + [£elhy) = Eeh) ] + | thy) = £(hy) [ (=%,

Agora, com o § > 0 obtido anteriormente, notemos que para

todo N (condigdo (1))

[fN(hl) - fN(hz)I < ; , uniformemente em x, t.

desde gue 0 < hl’ h2 < 8 .

Fazendo-se em (**) N =—3> « resulta (condigao(2)) que o

primeiro e terceiro termo do lado direito tendem para zero uniformemente em x e
t e assim If(hl) - f(hz)'l < -g—pa.ra todo 0 < hy, hy < 8.

*
Tsto nos mostra cque existe Lim , £(h) = L , uniformemente em x, t.
h->0

Resta-nos agora mostrar que os dois limites coincidem, is

+
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Observemos que
L - 14l € L -he |+ |by - fhil + £t - £W| .+ [£h) - L] (%),

Dado ¢ > 0 temos que pela condicdo (1) existe §, > 0 tal
que IbN - fN(hII < ¢ desde que 0 < h < §, e para todo N. Pelo fato

de termos Lim + £f(h) = L*,:existe 8§y > 0 tal que |f(h) - L*| ‘< g,
h =0
para 0 < h < 8y

-

Fixemos em (***) h < L min'{al, 62}. Assim

L -w*} < | L - bNI + g + [fN(ﬁ) - £+ €

Agora fazendo N ——3> e, obtemos que L = L*,

Portanto, mostramos que

Lim Lim £_(h, x, t) = Lim Lim £ _(h, x, t}),
_ n n
n h h n

nhiformemente em X e t. O

OBSERVACAO: Notemos que €& claro que se (1) e (2} ndo convergem unj-
formemente em x e t, mas s8 convergem para todo X e t, entao a con-

clusdo do lema & verdadeira para todo x e t. Usaremos este fato no que segue.

TEOREMA T
Seja (X, P) um processo de interferéncia da familia de in
terferéncia {(Xn, Pnl} . Vamos admitir que cada (Xn, Pnl seja um

processo de difusdo com velocidade posterior bn(x, t} e coeficiente
de difusao Dn(x, tl.
Ent3o sob as condi¢des abaixo (X, P} & um processo de di-

fusio, com b{x,t). = Lim b (x,t] e D(x, t] = Lim D (x, tl.
n n
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_AsPn s3o admitidas satisfazerem as seguintes condigoes pa

ra todo o > Q, para efeitos de permutabilidade dos limites iterados.

(1) Existe uma fungao a valores reais Q(y, s, %, t} a qual & Lebes-

(2)

(3}

(4)

(5)

”

gue integravel com respeitc a y e tal que

Pn(y5|xtl < Q(Y: S, X, t) ’

para quase todo y e para todo s, x, t e n.

Lim ;Ié}—‘ i) Pn(y, t+h|x, t) dy = 0, uniformemente em n.
h +0 h
|ly=-x] > @«
L] ' 1 »
Lim , —— f (y - x)P_{y, t+hix, t) dy = b_(x, t) uniformemen
h+0" h n -
|y—x[ < g
te em n.
. S 1 2 .
Lim -~=— f (v - x)°P_(y, t+h|x, t} dy = D_(x, t}) uniforme-
h-»>0 h n . n
ly-%| < a

mente em n.
Lim —l—

roe ly, t+h|x, t) dy, existe para todo h > 0 e _uni-
n h

ly=-x| > «

formemente em x e t.

PROVA - Devemos mostrar que o processo (X, P} satisfaz as condigoes

de definicdo de um processo de difusdo quais sejam:

12y

(X, P) & um processo de Markov.

Ora, da definicdo de um processo de interferéncia e o fa-

to de que cada X & Markoviano, temos

P(xktklxk_ltk_l, ceer Xyt = Lim Pn(thklxk—ltkvl' cees XpE)

n

= bim POty 3 g6 1) = POy e )y
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para todo k > 0. Portanto o processo X & Markoviano.
22) A densidade de transicdo de probabilidade P(ys|{xt) do processo
X, satisfaz os sequintes requisitos para todo a > 0:

(i) Lim + L {f Ply, t+h|x, t} dy = 0, uniformemente em x e
h~+0 h .
ly-x| > o
tl
Ora, em virtude de que os processo X sdo de difusdo te-

mos que para todo o > 0

Lim 2 f Pn(y, t+h(x, t} dy =0 ,

h-0" h
ly-x| >
uniformemente em x e t. Além disso, tal limite tambdm & uniforme em
‘n em virtude da condigio (2) deste teorema.

Para chegarmos & conclusao desejada mostremos incialmente

que

Lim == § P _(y, t+h|x, t)dy = ——
n
n h h

|y=x| > @ [y-x] > «

;I Py, t+hlx, t)dy,

vara todo h > 0.
’ Uma vez que 08 processos X sao de difus3o, segue-se gue
cada P_{y, t+h|{x, t} & Lebesgue integravel com respeito a y no domi

nio considerado.

Como estamos supondo gue (X, P} & um processo cujas densi
dades condicionais existem, entao P & integravel e portanto mensura

vel, logo P(y, t+h|x, t] & integravel em ]y - x| » o e tem-se
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Lim I p ly, t+hlx, t) dy = [ Ply, t+h|x, t)dy
ly-x| > a ly-x] > a
e assim
c 1
Lim —H— I (y, t+h|x, tldy = — | P(y, t+h[x, t)dy
n : h

ly-x] > o ly-¢| >
para todo h > 0.

Agora consideremos a sequéncia

ol
fn(h, x, t) = —E_ I Pn(y, t+h|x, t) dy .
ly-x| > o

Com relagao a esta sequéncia temos em virtude do exposto

que:
(1] Lim + fn(h, x, t} = 0, uniformemente em n, x e t.
h >0
(2) Lim fn(h, X, t) existe para todo h » 0 e uniformemente em x e

n
t, em virtude da condigdo {51 do teorema. Além disso pelo que

vimos antes:

Lim fn(h' X, t) = X I Py, t+h|x, t) dy .
. n h
ly-x| > «

Desse modo as condigdes do lema est&o preenchidas com re-
lacao i seqguéncia fn(h, x, t] e tem-se por esse lema que os limites

iterados Lim + Lim fn(h, x, tl e Lim Lim fn(h, X, t}, existem e

+
h >0 n : n h->0
tem-se a igualdade Lim +Lim £ (h, %, t} = Lim Lim £ _(h, x, t), pa-
. n +n
h 0 n n n-aq
ra todo x e t; e isto entao estabelece o gque desejavamos, por

que dai seque-se ques:
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Lim ; 1 /  P(y, t+h|x, tldy =
h +Q h _
ly-x| > =
. o1 -
= Lim . Lim —— [ P_(y, t+h|x, t)ldy =
h-0F n h n ' Y
ly-2[ > «

Lim Lim _ N p {y, t+h|x, tldy = 0,
n h-=0 h

[y=%x| > o
uniformemente em ¥ e t.

(ii) existe uma funcdo a valores reais b(x, t}] tal que

Lim , —— [ (y - xIP(y, t+h|x, tldy = b(x, ) ,
h=-0 h

ly-x| < o
para todo x e t.

Consideremos a sequéncia de funcdes

fn(h, x, tl = A J  {y - x}p_(y, t+h|x, t)dy.
h n
ly—x[ < q
Uma vazZ gue 0s processcs Xn sdo de difusio, segue-se gue

, Lim , £ (h, %, £) = b_(x, t)
hsot D n

Fl

para todo x e t, Além disso em virtude da condicao (3) deste teore-
ma temos que tal limite tamb&m & uniforme em n. Desse modo a condi-
¢ao (1) do lema estd satisfeita para todo x e t.

Mostraremos a seguir que a 22 condigao do lema estad satis
feita para a sequéncia fn(h, x, tl, e a partir disto exibirmos a
b(x, t) com a propriedade desejada. Para isto, estabelecamos ini

cialmente que



un-Y [ Gy -xp (v, thlx, tldy = ; [ y-xply, thlx, Dy
" Tl < a sl <o
para todo h > 0, x e t. '
Ora, em virtude dos processos Xn serem de difusao, temos

que a fungao (y - x1P_(y, t+h|x, t] & integrivel no dominio conside

rado e além disso, em virtude da condigdo (1l do teorema, temos que
(Y - Xan < oQ,

com af) integravel.
Agora lancando mdo do teorema da convergéncia dominada de
Lebesgue, tem-se gue a funcdo (y - x)P(y, t+hix, t} & integravel no

conjunto |y - x| € o« e obtemos:

Ii.m I {y- x)Pn(y, t+hlx, tidy = [ (y - xl1P(y, t+h|x, tidy
_ |Y‘x| < o [y—x[ < a
uma vez Jue | |

Lim P_(y, t+hlx, t) = p(y, t+h|x, t) .
n

Assim, temos mostrado que existe
Lim £ (h, %, t) = L [ (g - xIP(y, t+h|x, t)dy = £(h, x, t})
n h
iy—x[ <o
vara todo h » 0, x e L.

Isto posto, as condigles do lema estao preenchidas para

todo x e t e segue-se que os limites iterados Lﬁm E%?O+fn(h, X, t) e
Lim . Lim fn(h, ¥, t]l existem e sio iquais para todo x e t, Portan-

h +0Q n
to temos que
Wit @

HWIOTECL o RTEA



Lim bn(x, t} = Lim Lim i I y - len dy =

n n h-0" h
Iy—XI < g
= Lim LiﬁlQl— f - x)Pn(y, t+h[x, tidy =
h»0 n h
ly-x[ < o
= Lim , —- [ (y - xJP(y, t+h[x, tldy = b(x, t) ,
h -0 h

ly-x] < o
para todo x e t, onde b(x, t] & a velocidade posterior do processo
(x, P}.

{1i1i) existe uma funcaoc a valores reais D(x, t} tal que

Lin , — f (v - x)°p_(y, t+h|x, t)dy = D(x, &)
n
h->0 h . .
ly-x| < o
para todo x e t.

Considerando a sequéncia de fungdes

fn(h, x, t) = . 5y - x)an(y, t+hlx, t)dy ,

o |

. [y-x| < o

e uma vez gue os processos X, sao de difusao, segue-se que

Lim f_(h, x, t) =D (x, t) .,
h-+0+ n n

para todo x et. Aldm disso, em virtude da condigao (4) deste teore
ma, tal limite também & uniforme em n. Desta forma a condigao {1)
do lema esti satisfeita mara a sequéncia congiderada.

Mostrarfamos sem nenhuma dificuldade seguindo todos oS

passos do Item anterior que
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Lim £_(h, %, £) = Lin =~ [ (y - x1%_(y, t+h]x, tidy ,
n n h :
ly-x" < o

existe para todo h » 0 e para todo x e t,

Desse modo ficam preenchidas as duas condigoes do lema e

tem-se que Os Llimites ‘iterados Lim ,Lim £_(h, x, t) e
h-+0+ n n

Lim Lim + fn(h, x, t}, existem e s3o igquais para todo x e t. Portan

n h-=+0 : -

to temeos que

I | | 2 _
Lim D, (x, t] = Lim Lim , — | (y - x) P dy =

n n h->0 h
ly=x| < «
=Lin_ Lin-~ [ (-x% dy=Iin, <= f -0>Pd = D, b
0" 'n R h+0" h
 fyx| < @ lyx| < a

para todo x e t, onde D(x, t] & o coeficiente de difusio do proces-
so (X, P). a
Os teoremas sequintes mostram-nos que as condigoes do teo

ma anterior s3o razoaveis no sentideo de que realmente e

xistem familias de interferéncia preenchendo tais condigdes

-

TEQREMA IT
A familia de interfer@&ncia. de Wiener, cujas densidades de

transicao de probabilidade sao dadas por

----- - e o 2
p_(y, t+hlx, tl = L exp - Sy m Ty
\/Q'ﬂDnh . 2Dnh

satisfaz as condig¢des do teorema anterior. Desse modo o processo de

interferéncia associado & um processo de difusao.
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PROVA - Preenchimento da condigdo (1)

Devemos exibir uma fungao oy, t+h|x, t) a gqual seja inte
gravel com respeito a y e limite todas as densidades de transigaode
nrobabilidade P_(y, t+h|x, t].

Uma vez que a sequéncia (Dnl converge e assim & uma se-

quéncia limitada, faz sentido considerarmos os nimeros

D. = inf { D_ }
I n n

D. = sup { D_ } .
s n n

Agora, € ji& que D, > 0 para todon e D = Lim D > 0, se-
n
gue-se que Dy e Dg sdo ambos estritamente positivos. Além disso, em

virtude da definicao de D_. e D, encontramos

I S
PD(Y' t+h'lX, t] € «—m- 2xp k- . 1 ]
V2D h 2Dgh

Definindo para todo x, t, vy e h > 0

........ e e 2
v?uDIh 2Dgh

-

temos que Q(y, t+h, x, ‘t) & Lebesgue integravel com respeito a Y,

e alem disso
Pn(y, t+h, x, t] < Q(y, t+h, x, tl '

para todo vy, h, x, t e n,

- Preenchimento da condicdo (2}

Uma vez que OS processos X, sdo processos de difusao,pois
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sdo processos de Wiener, temos entdo que para todo a > 0

h -0 h /21D _h v2D_h

uniformemente em x e t.
0 gue devemos mostrar & que tal limite també&m ocorre uni-

formemente em n.

Observemos aqui que via a mudanca de variavel

V2D _h \/2Dnh
resulta que o N —
.
vDh o, =
! Py, tHix, tldy = = In e?a+2- [ &%az =
n i e i
ly—=x| > |
_____ o
V2D b
. o
- -2 2 -22 2 vQDnh —22
= [ e®dz-= S e " dz - f e®dz-=
' v 0 T
.fo& """
vQDﬁh

onde erf (x) = — I e
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Desze modo

Lim ; 1 erfc I}QFE;——I = Lim +-¥l— f P dy =0 ’
h>0" h ¥2D_h h+0" h n
| ly-x] > «a
uniformemente em x e t, quer dizer para todo £ > 0, existe §(e)>0
tal que
— erfc (—%— < £ s
h \/2Dnh

quando. 0 < h < §, como era de se esperar, pois trata-se de um processo de difusao,
Tal convergéncia verifica-se uniformemente em n, uma vez

que sendo a funcio erfc(x] monotona decrescente temos gque

. erfc(—2——) = sup {41— erfc(—2—)} > 1 erfc(—>—) ,
h v2Dp_h n h V2D _h h v2D_h
s n n
para todo n, onde Dg = sup {D )
n

Seja agora ¢ > 0 dado. Entao podemos escolher um § > 0 in

dependente de n e tal que

, o erfdﬁ;4£L—4
h \fZDSh

< €

quando 0 < h < 4, Isto ent3o estabelece o gue gqueriamos.

" Preenchimento da condicdo (3}

Uma vez que para oS processos X, em pauta temos gue
bn(x, t} = 0, para todo x, t e n, pois eles sao processos de Wiener,

resulta que

Lim , = [ (y - x)P_(y, t+h]x, £)dy = 0 ,
h ~+0 ¢

Jy-x| < «
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para todo o > 0 e para todo x e t.
0 que devemos mostrar & gque tal limite ocorre uniformemen

te em n. Para isto, observemos que via a mudanca de variavel

Vv2D_h
Femos que o
. V2D h v2p h
L Ay - xIPndy = — 1 S 2z exp(—zz)dz .
h . bvre L
[y-x| € o - %
V2D _h

Desta forma a integral & nula para todo n, pois o integran-
do & uma fungdo impar e o intervalo de integragdo & simétrico, Para
todo h > 0, e portanto trivialmente converge uniformemente em n, is
to @

. 1 _
Lim . -~— [ (y - x)IP_(y, t+hlx, tidy = 0 ,
h ~+>0 h _
|Y-x| < o

,

uniformemente em n; e igto estabelece o que desgejavamos.

- Preenchimento da condicao (4)

Como neste caso D _(x, t] = D para todo n, x e t, e ©oja
que tais processos sdao processos de difusdo, temos que para todo n

e a >0

1 2
Lim , — [ (y - x1°P_(y. t+h|x, tldy =D
h+0" h n n

ly=x| < a

para todo x e t,
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Desejamos mostrar gque tal limite verifica=-se uniformemen-

te em n. Para isto, observemos que via a mudanga de variavel

v2p_h
temos que o
L ) 4 v2D_h , ,
—_—  J {y - xI P dy = i) z exp(-z-}dz
h _ m a

0 que queremos mostrar & que para todo e > Q, existe § in-

dependente de n tal que se 0 < h < &, entao

‘ 1. s (y - XIZ Pn dy - Dnl < g r ¥ on.
ly-x] < @
Temos
o o
D V2D h v@osh
|Dn - g 2%e™Z dz| < DS|l -2 I z%e7% agz|
’ m o m 0

onde D, = sup {Dn}. Como Dy & constante, podemos escolher h suficien
n
temente pegueno de modo gue

V2D _h
2
4 J zze_z dz
v o)

& tao proximo de 1 guanto se gueira.



Assim, para todo ¢:»0 podemos escolher § > 0 tal

guande 0 < h < §, temos:

b - _n- ;oz%e % az| < e,
n V' s

independente de n, como gueriamos.

- Preenchimento da condicdo (5)

Devemos agora mostrar que

o . y o 2
Lim -+ f 1 exp (- —£z~:—5l-—)dy
n h V27D h 2D h
'Y"X' > o n n

existe para todo h > 0 e uniformemente em x e t.

82

que

Ora, em virtude do que obtivemos antes (cf. (02)), temos

que:

........ T
Tim -1 s L expe =2 a0 - 1 L erfo(—2
n h V21D h 2D h n h V2o h
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Obviamente tal expressap converge uniformemente em X e t
para todo h > @, desde que tais varilveis ndo aparecenm explicitamen
te nesta expressao. ' a

Seja (Xn’ Pn) uma Familia de Interferénciaﬁe (X, Ps um
Processo de Interferdncia Associado. Vamos a seguir dar condigoes as
quais garantem que a Densidade de Probabilidade P do Processo (X,P)

satisfaz as Equacgoes de Kolmogorov- Fokker-Planck (KFP):

(1) Equacac KFP -Backward

2
oF (ysixt) = - bix, t) P (ys|xt) D(x, t) 2 5 P(ys|xt) .
at 3x 2 X
(2) Equacao KFP -Forward
oPb 3 1 32
(ys|xt) = (b(y, s)P(ys]xt) + — (D (y, sIP(ys|xt) .
38 oy 2 ay

Uma maneira imediata de obtermos algumas condigdes sobre

uma Familia de Interferéncia (Xn, Pn), gue nos garantam que para um

éeu processo de interferéncia (X, P}, a densidade de probabilidade
P satisfaz as equagdes KFP, estd dada no seguinte Teorema cuja de
monstracac deixamos de apresentar por ser absolufamente simples e i
mediata. -

TEOQREMA TTT

seja (X , Pl uma familia de interferé&ncia e (X, P} um
processo de interferéncia associado a tal famlilia. Admita gue a fa-
mIlia satisfaz as condicoes do teorema I e que cada P satisfaz as

Equagdes XKFP. Entdo sob as condigdes abaixo P também satisfaz as E-
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quagdes KFP.

a) Podemos permutar a operacac Lim com as varias derivadas ;;i“,

o g n ~ It

' " de Pn(ys[xtl, no caso da equacgao bachward.

IxX X

b} Podemos permutar a operacac Lim com as . varias derivadas
.. 2P o n 2
n 3 e aim L 9%
(ys|xt], —___(bn(Yr SIPnI e (D_(y, slP_.} no caso
n n
s 3y ay2

da equacdo forward, onde bn(y, s} e Dn(y, s} sao, respectivamen-
te, a velocidade posterior e o coeficiente de difusio do proces=
so (X,, P,l.

Consideremos agora o sequinte exemplo: seja (Xn' Pn) a familia
de interferdncia de Wiener. Conforme ficou estabelecido no teorema
II se cada X & um processo de difusdo, entao o processo de interfe
réncia associado tambh&m & um processo de difusdo. Alem disso pode-
mos mostrar, sem nenhuma dificuldade, que a familia de interferén
cia de Wiener satisfaz as condicgdes (a) e (b} do teorema III e cada
P satisfaz as equagdes KFP. Desse modo, ficam preenchidas todas as
-condi¢oes do Teorema ITI e assim relativo ao processo de inteferén-
cia de probabilidade P satisfaz as equagoes de Kolmogorov-Fokker-plan

ck.
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A INTERPRETACAQ ESTOCASTICA E A INTERPRETACAC ESTOCASTICA NAO-ERGODI

CcA (NEST] DA MECANICA QUANTICA

IV.A- INTRODUCEO

Apresentamos de inicio neste capitulo um apanhado sobre o
Paralelismo observado entre Mecdnica Quantica e Processos Estocisti
cos, indicando todos os passos para se estabelecer a equivaléncia
entre as Descrigoes Estocistica e Quantica da Evolucdo dos Sistemas
Fisicos. Muitos trabalhos tem sido apresentados neste sentido, toda
via um relevante resultado & aquele que estabelece que para todo
p(x, t) satisfazendo a Equacao de Schrgdinger, existe wum Processo
de Markov no espago de configuracao, onde a Densidade de Probabili=~
dade p (x, t) do Processo, coincide com a Densidade de Probabilidade
|y (x, t)[2 da Mecanica Quintica. E esta a razdo a gual nos permite
interpretar em termbs classicos a Eveolugao dos Sistemas Quanticos.

Apresentamos també&m algumas criticas gue sdo feitas & In-
terpretac¢io Estocastica da Mecanica Quantica ou seja da Interpreta-
¢do que consiste em tratar os Sistemas Quanticos como evoluindo em
termos de um Processo Estociastico de Difusdo.

Finalmente apresentamos a Interpretacao Estocastica Nao-
-Ergddica da Mecdnica Quantica a qual resolve algumas das criticas

apresentadas a Interpretagao Estocistica Usual.

IV.B- A INTERPRETACAO ESTOCASTICA DA MECANICA QUANTICA EM PERSPECTI
VA HISTORICA

vamos apresentar nesta segdo o desenvolvimento historico
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da Interpretacdo Estocdstica da Mecdnica Quantica, com respeito ao
qual seguiremos bem de perto o Jammer [19 ]. Algumas referénciasg
estao citadas nesta segdo engquanto que outras podem ser encontradas

no canitulo IX do Jammer [19 1.

As InterpretagCes Estocasticas -da Mecanica Quéntica tém
como principal objetivo mostrar qﬁe a Teoria Quantica & fundamental
mente uma Teoria Classica de Processos Estocasticos e como tal con-

- ceitualmente de mesma estrutura que a Teoria de Eisntein-Smoluchows

ki do Movimento Browniano, a qual trata de Processos de Markov no eg
pago de coordenadas, ou do seu ulterior refinamento tal como a Teo-
ria de Ornstein-Uhlenbeck a gual trata de Processos de Markov no es
pago de fase. Dentro deste ponto de vista a radical separagdc da a-~
parelhagem conceitual da Fisica Classica, tal como a doutrina de
complementaridade de Bohr, foi desnecessiria e misteriosa. Em supor
te desta tese tem sido apontado que, por exemplo, a Téoria Cliassica
de Flutuagoes de Densidade tem explicado com grande sucesso uma vas
ta multid3o de fendmenos fisicos e fisico-gquimico em areas tao dis-
tintas como Quimica Coloidal e Dinamica Estelar e isto sem se disso
ciar da ontologia da Fisica Classica. 0 incentivo imediato para o
interesse nas Interpretag&es Estocasticas foi, entretanto, a conspi
cua similaridade entre a Equacao de Schrédinger e as Equagoes da
Teoria dos Processos de Difusao ou Movimento Browniano.

Um dos primeiros a chamar atencao para tais similaridades
foi o préprio Schrddinger em um trabalho apresentado a 10 de margo

de 1931 3§ Academia de Berlim. Neste trabalho ele comparou sua Equa-
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2.
'w_ _ _aw

3x2 5t

a concentracao ou densidade de probabilidade de particulas e D & a

¢do de Onda com a Equagdo de Difusdo D onde W(x, t) &

congtante de Difusao. Schr&dinger, estudando O problema de determi-
nar a distribuigao de probabilidade em um tempo t, com t; <t <t
se W(x, tl) e W(x, t21 sao conhecidos, mostrou que a solugdo @& o
produto de dois fatores, em impressionante analogia ¢om a expressao
da Mecdnica Quantica ¢*y vara a Densidade de Probabilidade._.Em uma
conferéncia realizada em maio de 1931 no Instituo Henry Poincar@ em
Paris, SchrSdinger discutiu com mais detalhes esta "Analogia Super-
ficial que existe entre essa Teoria de Probabilidades Classicas e a
Mecdnica Ondulatdria”™ a qual comc ele acrescentou "nao tem provavel
mento escapado a todo fisico que conhega as duas Teorias". E com tu
do isto, as analogias se comparadas com as disvaridades, por exem-
. plo, a realidade de w versus a complexidade de ¥, em Fisica Classi-
ca a Densidade de Probabilidade obedece a uma Equacao Diferencial en
quanto na Teoria Quantica sdOmente a amplitude de Probabilidade es-
td sujeita a uma Equacdo Diferencial , etc, nao foram, na visao de
échrgdinger, suficientemente convincentes vara persuadiulo a espo-
gar uma Interpreta¢do Estocdstica da Mecanica Quantica.

A primeira tentativa s@ria para interpretar a Mecanica
Quantica como uma Teoria de Processos de Markov no espacgo de confi-
guragéo foi feita em 1952 por Fenyes. Considerando as coordenadas de
posigdo como um conjunto de Variaveis Aleatdrias, Fényes definiu u
ma Densidade de Probabilidade e uma Transigao de Probabilidade como
fungao dessas coordenadas e do tempo; apds normalizar apropriadamen

te as densidades, ele interralacionou-as wvia uma Equagéo Integral
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definindo deste modo um Processo de Markov. Das relagSes' integrais
ocorrendo entre as Densidades de Transicao de Probabilidade em trés
instantes distintos de tempo, Fényes obteve duas Equagdes Diferen-
ciais, uma das quais, representando uma Equagac de Continuidade ou
Equagao de Conservacao, reconhecida como sendo a Equacao de Fokker-
Planck. Em contraste com Schrgdinger, ele concluiu que.a Mecanica
Quintica nao & meramente uma analogia com uma Teoria de Difusdo Es-
tocastica, mas gue ela prdopria & inerentemente Estocistica. Ele su-
portou seu ponto de vista, apresentando uma Derivagao Estocastica
da Equacao de Schradinger a partir de um Principic de Lagrange Esta
tistico.

0 Trabalho de Fényes foi severamente criticado por Nichol
son 0 qual arguiu que a Funcac Lagrangeana usada por Fényes era Ad
Hoc, que a Equagdo resultante e suas solugdes admissiveis ndo mos-
tram ser equivalentes & Equagao de Schrgdinger e suas solugoes ad-
missiveis, e que, além disso, as Equagoes Integrais de Fényes nao
conduzem a Mecdnica Quantica, a menos que restrig¢des adicionais fos
gem impostas sobre a classe de solugbes das EquagOes de Markov en-
volvidas. Nicholson acrescenta: ainda que a Equagao de Schrgdinger
deduzida por Fényes aplica-se sOmente a particulas cujas interacles
com campes externos podem ser expressas completamente em termos de
fungbes potenciais escalares e portanto n3o se aplica a uma particu
la movendo-se em um campo eletromagnético externo. Em resumo, no en
tender de Nicholson "A Teoria de Fényes ndo € uma representagao pos
sivel da Mecanica Quantica”.

Nos anos 50 e 60 com o desenvolvimento da eletrodinimica
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estatistica, similaridades adicicnais entre Sistemas Estocasticos
Classicos e Sistemas Quantum Mecdnicos foram descobertas. Foi encon
trado, por exemplo, que mm campo eletromagnético aleatdrio certos
Sistemas Carregados tal como o oscilador harmdnico, comporta-se es-
sencialmente idéntico & sua contraparte Quantum Mecinica. Contribui
gaeé importantes a este efeito foram dadas ror Bourret, Braffort,
Marshall, Sardin, Taroni e Tzara. Em 1964 Kershaw, apresentou uma
prova rigorosa do fato gue no caso de ums Simples Particula movendo
-se em um dado Potencial ou de um Sistema de Duas Particulas Intera
gindo através de um Potencial o qual & uma Fungaoc de sua distancia
mitua, as solugdes estaciondrias da Equacdo de Schrodinger sdo pre-
cisamente as Distribuig¢des Estacionarias de Probabilidade dos Movi-
mentos dos Sistemas considerados como Cadeias de Markov.

Ao mesmo tempo que Kershaw, Comisar desenvolveu um Modelo
Linear do Movimento Browniano o qual preserva a Interpretagac Esta-
tistica Usual da Fungao de Onda para Intervalos de Tempo suficiente
mente Longos. Comisar, tal como muitos outrog Fisicos gque se encon-
travam nesta epoca trabalhando sobre Mecanica Quantica Estocastica,
foram grandemente influenciados vpela abordagem da Integral de Cami-
nho de Feynmann, de acordo com a gqual a Funcdo de Onda deve ser ima
ginada como uma Soma de Integrais de Caminho sobre Trajetdorias Brow
nianas. Desde entdao a conexao entre Integréis de Caminho ou Inte-~
grais de Feynmann, Processos de Markov e a Eguacao de Schro dinger,
permaneceu um assunto de intensa pesquisa.

Uma importante contribuigéo-fbi dada em 1966 por Nelson o qual deri

vou, adotando a Cinemitica da Teoria de Einstein~Smoluchowski  do Movimento
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Browniano e a Dindmica Newtoniana como na Teoria de Ornstein-Uhlen-
beck, por meio de idéias classicas de Movimento no espago-tempo, u-
ma Equagao Nao-Linear do Movimento a qual por uma apropriada mudan-
ca da variavel dependente pode ser expressa em termos de uma Fungao
de Onda satisfazendo a Equagdo de Schrodinger indgpendente do tempo.
Independentemente, Favela obteve o resultado de Nelson mostrando que
uma transformagdoc de Green da Mecadnica Quantica na Transigao de Pro
babilidade de um Processo de Markov, nos conduz a uma identificagao
da Equagdo de Schrodinger com a Equacdo de Kolmogorov-Fokker-Plnack
com um coeficiente de Difusao igual a _h
47m

Garczyhski tenta interoretar toda a Mecanica Quantica em
termos de Processos de Markov. Para isto ele assume gue a todo Sis-
tema Ouantico lhe corresponde um Processc de Markov dado por um con
junto de Amplitudes aik(s, t) tais que [aik(s, tll2 representa a
Probabilidade de encontrar o Sistema no estado k no instante t Se &
conhecido que no tempo s ele estava no estado i. Garczyhski deri-
vou a Equagao de Schrodinger submetendo essas amplitudes de Probabi
dade aik(s, t) a satisfazerem certas condi¢des técnicas. O método
por ele empregado & similar & bem conhecida Derivagao da Equagao de
Kolmogorov na Teoria Classica dos Processos de Markov.

A interpretacao Estocastica da Mecidnica Quantica  encon-
trou um eloquente provonente em De La Pefla. Em um dos seus primei-
ros trabalhos e utilizando sdmente conhecimentos rudimentares da Teo

ria dos Processos Estocdsticos, ele obteve a Equagao de Schradingen

Apds ter mostrado em 1968 como o problema do Movimento Browniano po
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de ser tratado, pelo menos formalmente, resolvendo uma Equagio do
tipo SChrSdinger para a Amplitude de Probabilidade, o tratamento sen
do restrito a intervalos de tempo muito grandes comparados com o
tempo de relaxagdo, De La Peha em colaboragdo com Garcia-Colin, co-
megou a trabalhar no sentido oposto, isto & dar uma explicagao para
0 Movimento de uma Particula Qﬁéntica em termos de trajetdrias clas
sicas e forgas estocasticas. Os resultados foram publicados em uma
série de artigos com crescente generalidade de tratamento., Em 1969
em conjunto com Cetto, De La Pena mostrou que partindo de um prin-
cipio de D'Alembert generalizado, podemos expressar as Equa¢des Ba-
sicas da Teoria Estocastica préviamente desenvolvida na forma La-
grangeana e assim derivar a Equacgao de Schradinger para uma particu
la em um campo eletromagnético de generalidade restrita. Em 1970 o
tratamento foli generalizado para uma Formulagdc Relativistica da Teo-
ria Estocastica para particulas sem Spin e para particulas com Spin
inteiro ou semi-inteiro. O trabalho de De La Peifla tem prosseguido
conm o objetivo de explorar cada vez mais as potencialidades da In-

terpretacdc Estocdstica da Meca@nica Quintica.

IV.C- A EQUIVALENCIA ENTRE PROCESSOS DE MARKOV E MECANICA QUANTICA

Vamos apresentar nesta segao todos os passos para © esta~
belecimento da Eguivaléncia da Equacao de Schrgdinger com um certo
Processo de Markov. Vamos agui sequir a orientagao de Nelson {28 1,
tratando tdo somente do caso unidimensional. Estabelecida tal equi-~
valéncia estaremos livres para tratar os Sistemas Quanticos como e-
voluindo em termos de um Processo Estocastico Classico. Antes porém

veremos como caracterizar em termos matematicos a descrigac Quanti-
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ca e a descricgao Estocastica da evolugao dos sistemas fisicos e a
partir dal obter a citada equivaléncia entre estas descrigdes.

Consideremos um Sistema Microfisico Z, digamos um elétron
de massa m, e olhemos para ele sob deois angulos, o Quantico e o Es-
tocastico. Do ponto de vista Quantico o estado do sistema T & carac
terizado pela fungao de onda y(x, t] cuja evolugaoc em tempo, no ca-
so de uma particula nao relativistica em um campo potencial V(x), es
ta governada pela Equacdo de Schrgdinger unidimensional

3 ih 82¢ i
2

= - V(XW(X: t)r (1)
at 2m - h

que & um caso particular da equagdo (16) vista em II.D.2.4.

Desse modo conhecendo-se y(x, t,1 como uma condigaoc ini-
cial na Equagdo de Schrgdinger, segue-se que Y(x, t) esta determina
da univocamente para gqualguer tempo t.

Agora do ponto de vista Estocdstico o Sistema I esta da-
do por um processo de Markov X({t)l com Densidade de Probabilidade
p{x, t). Desse modo conhecendec-se p{x, t} em todos os instantes, se
‘gue-se que O Processo fica inteiramente determinado. Mas, como sera
feita dentro desta concepcac a descrigac do estado do nosso sistema
Z? E disto que trataremos agora.

Da Teoria Geral dos Processos Estécésticos como vista no
Capitulo II, secgdo II.C, segue-se que a densidade p(x, t) do Proces
so de Markov X{t) satisfaz as Equag¢des Forward e Backward de Kolmo-

gorov -~ Fokker - Planck, respectivamente

L2
[b(x, t)p(x, t)] + D 20X t)
2

at X X

op (%, t) - _3
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2000 &) - 2 (b, (x, tlolz, t)] - p -2l )

2

at ax Ix

onde o Drift b{x, t} pode ser escrito, em termos de uma velocidade
corrente v(x, t) e uma velocidade flutuante ou osmdtica u(x, t), pe

la expressao

bi{x, t) = v(x, t)y + ulx, t)

e
b*(.x; t) = V(Xp t) - u(x; t) ' -
O coeficiente de Difusd@o D estd identificado, como fez Nel-
son em seu artigo [28], com i .

2m
A média e diferenca das Equagoes de Kolmogorov - Fokker -

Planck (KFP} nos da a Equagadc de Continuidade

dpix, t} _ _ ]
3t Ix

[vi(x, t)p(x, t)l .

Em seguida Nelson lancande mao da condigao

ul{x, t} =D Inp (x, t)

X

e considerando a Segunda Lei de Newton F = ma com uma definigac a-
propriada da aceleragao verificando-se na média, ele obteve o  se-

guinte par de EquacOes que nos iremos chamar de EquacSes Hidrodinimicas:

H.1- d3u _ _ _h 3 v 0 (uv)

ot 2m 3x2 ax
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2 .
H,2- 3v. _ _h g U, 08 v L, F .
ot 2m axz Ix Ix m
Vvoltemos agora 4 questao que foi colocada no inicio: do

ponto de vista Estocastico como descrevemos o Movimento da Particu-
la? .

O comportamento da Particula esta descrito por um Proces
so de Markov X(t}, de modo que o seu estado num tempo to esta dado
por um ponto X(tol no espago de coordenadas. Entretanto para conhe-
cermos o Movimento da Particula necessitamos saber como se comporta
o0 processo, ou seja como p (X, t} evolui no tempo. Para isso e em
virtude das equagoes KFP, necessitamos conhecer b(x, t) e b,(x, t)
ou 0. Que 8. equivalente conhecer u{x, t) e v(x, t) para todo t; mas pelo
que acabamos de ver u(x, t} e v(x, t) sao determinados via o par de
Equactes Hidrodindmicas H.l e H.Z2. Consequentemente se u(x, tol e
vix, to) sao conhecidas para todo x e pudermos resolver o problema
de Cauchy para o sistema de.equagﬁes diferenciais hidrodinamicas, en
tao conheceremos u{x, t) e v(x, t) em todos os instantes e por con-
fseguinte o Processo de Markov X(t) estara completamente determinado
e com isto o Movimento da Particula. Assim o estado de uma Particu-
la num certo instante de tempo t0 & considerado como sendo descrito
pela posicao X(tol acrescida da velocidade corrente v no tempo t_ e
da velocidade flutuante ou osmotica u nesse mesmo instante.

Isto posto, vamos no que se segue estabelecer a eqguivalén
cia entre as duas descricgdes ou seja vamos mostrar a equivalénciaen

tre a Equacao de Schrodinger (Eg. (1)) e o sistema de equagdoes hi-

drodindmicas (Egs. (Hy, Hyll.
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Definimos R e S a menos de uma constante por:

3

Ix

a
gx

vix, t} =

A
m
h

— sx, tl .
m

Agora, lancando mao da expressido u = A8
‘gue-ge que R(x, t) = —— 1In p(x, t) e desse modo p(x, t} =

2 , ‘o
Assim se puzermos y(x, t) = eRCX’ t) + isix, t)

In p(x, t)se
e2R(x, t).
obtem~se pl{x, t}y =
= !w(x, t)|2. Desse modo, com as identifica¢des efetuadas, as Densi-

dades Estocastica e Quintica coincidemn,

Passemos agora ao estabelecimento do seguinte resultado, o
qual uma vez demonstrado estabelecerd a equival@ncia entre as des-
crigdes Quantica e Estocastica do sistema microfisico Z.

"Sob as condicgoOes enunciadas, para gque. Y(x, t) =

= eR(x' £ + 1 slx, t) satisfaca a Equagdo de Schrddinger

g . 2 X
3y _ ih a3 v _ 1 V.(x) ¥ ,

at 2m ax2 h

& necessario e suficiente que u(x, t} e v{x, t) satisfagam ac par

de equagdes as quais denominamos de Equagdes Hidrodinamicas:

2
H,1- du_ _ & o v__ _2 (uv)
st 2m 3x2 Ix
o h 32 au 3 F
H,2- v = v u - v—2¥ "

3t 2m ax2 IX 9X m
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Ora, para p(x, t) = eR(x' t) + i 8{x, t) satisfazer a e-

quacao de Schrodinger

2
[ .h
0y _ 4 I 1 oyixiy ,
at 2m axz h
devemos ter que
. aR 38 ih BZR BZS , 3R s 98 i
(2R 138y, = ARy + i £ 125y oy,
ot 3t 2m 3x2 sz X X h

Dividindo a Gltima expressao por ¥ e derivando com respei

to a ¥ encontramos

. 2 2
2 . h .
3 ( oR + i 35 ) = i ;) [ IR, i 3°8 +
3X at 3t 2m Ix sz X
. R ,2 2 i
+ 24 3R 38 . (B8R ,2 35 2 i 8V .
ax X ax ax h X
Nesta {iltima expressao tendo em conta que i { 2 ) =
Fy 5 _ BX ot
= { } e as expressoes de u e v em termos de R e 8 respecti-
ot ax
vamente, cbtemos
m 3 (u + iv) = ih 3 [ m Ju . _im v
h 3t 2m Ix h D4 h Ix
m m 22 m 2.2 i v
+ 21 Botu) + 0T - VT - = .
h h h h ax

Nesta expressaoc separando a parte real e imaginaria, isto

equivale ao par de eguagoes
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2
u h

] = - 9 v __ 3 (uv)

3t m ax? X
3v h 3% 1 s .2 2 1 v
3t 2m axz. 2 IxX m X

que & o par de Equagdes Hidrodinamicas (Egs. (H.1, H.2) com F = - 8y _
3 X

Se agora u(x, t) e vi(x, t}) como definidas satisfazem ao

sistema Hidrodinamico acima e pondo w(x, t) = éR(x’ £l + is{x, ©

onde R(x, t) = 1 In p{x, t), segue-se da reversibilidade dos pas-
2
sos acima que y(x, t) satisfaz a Eguacao de Schrgdinger. Com isto

fica estabelecida a equivaléncia entre a Descrigﬁo Quantica de Z e
sua descrigcao em termos de um Processo Classico de Markov.

Facamos a sequir alguns comentirios a respeito da equiva-
léncia gue acabou de ser estabelecida. Admita que temos um Sistema
Quiantico e que prevaramos o estado do sistema no tempo t0 de tal ma
neira que sua funcdo de onda & y(x, to). Da exXpressao pix, &) =
= eR(x' t) + i8(x, tl, segue-se que do conhecimento de P (x, t,) de-
corre o conhecimento de R(x, tol e S8(x, tol e em termos deles pode-

h h
mos expressar u{x, tO) ~ B3 R(x, to) e vix, _t01=—-—---—§-——— s({x, to}.

m 3 m J
Desse modo e de acordo com a discussao prévia, o correspondente Pro

cesso de Markov esta entao determinado via o par de  E-
quagoes Hidrodinamicas Mas a densidade do  Processo
p(x, t) = e2R(x, L. |v (x, t)[z, e assim estamos livres para traba
lhar com a Equagao de Schrgdinger ou com o Sistema de Equagoes

Hidrodinamicas. Todavia, trabalhando com o sistema de Equagdes Hi-

drodindmicas & valido conceitualizar sobre trajetdrias de Particu-
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las. Em resumo temos o seguinte, para uma dada situagao dinéﬁica ou
seja para um dado potencial V(x) e uma dada func3o de onda inicial vzt ),
existe um Processc de Markov no espago de coordenadas, cujas carac-
teristicas dependem sobre V(x) e y(x, t, !+ o qual origina uma densi
dade de probabilidade s(x, t) a qual coincide em todos os instantes
com a densidade de probabilidade |y (x, t)[2 gerada pela Equagao de

Schrodinger. A demonstracao nao & valida se w(x, t) =0 [cf. 281 .

IV.D- A INTERPRETACAO ESTOCASTICA NAO-ERGODICA DA MECANICA QUANTICA
(NESI)

Vamos apresentar nesta segao uma outra interpretagdo esto
castica da Mecanica Quénticé a qual denominamos de Interpretagao Es
tocastica Nao-Ergddica e que abreviaremos doravante por NESI. Como
serid mostrado na segéo seguinte, tal interpretagﬁo resolve algumas
dos problemas apresentados sob a forma de criticas & Interpretacao
Estocastica usual.  0 que se segue foi motivado por algumas idéias

fisicas contidas em [06 ].

Como sabemos, uma interpretagao estocastica da Mecanica

s

Quantica consiste em tratar os sistemas quanticos como evoluindo em
éermos de um processo estocastico cléssico. Na Interpretagao Esto-
castico Usual da Mecanica Quantica os sistemas fisicos evoluem como
processos de Difusao Classicos ou seja como processos do tipo Movi-
mento Browniano, no qual as particulas que complem os sistemas fisi
cos sao completamente independenteg umas das outras, nao havendo por
conseguinte nenhuma interacao entre elas. Como vimos na secao IV.C

deste Capitulo, nestas ihterpretagSes- estabelece-se a equivaléncia

entre um certo processo de Markov de densidade p({x, t] e a Equacao
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de Schrddinger governando a evolugido de um dado Processo Quintico.
Aqui a correspondéncia entre p e ¢ sendo dada por p= [¢|2.

Na interpretacao gue iremos agora apresentar, o ideal se-
ria a partir do nosso modelo fisico de particulas interagindo indi-
retamente via a Memdria do Meio, o gual supomos existir, deduzir a
equacao de Schrgdinger. Todavia, o que fizemos foi adequar © nosso
modelo ao Modelo Matemdtico da Mecdnica Quintica Estocdstica Usual
e a partir disto usar a equivaléncia ja estabelecida entre as des-
cricBes estocdstica e quintica dos sistemas flsicos.

A Interpretagdo Estocadstica Nao-Ergddica da Mecanica Quin
tica (NESI) considera que a evolugao dos sistemas fisicos também se
processa por difusao, sob que agora O processo que governa esta evo-
lugao & um processo de particulas que interagem indiretamente. Des-
se modo jid ndo had nesta interpretag¢do uma independéncia entre - as
particulas que compoem os sistemas fisicos, mas uma dependéncia en-
tre elas causada pela interagao via a memdria do meio em que se pro
cessa a evolugao do sistema. Resta agora mostrar com gqual objeto da
NESI, a funcdo de onda § se encontra associada. Fagamos entao  uma
breve revisdo do modelo fisico-matematice da NESI, o qual fol consi
derado no Capitulo III deste Trabalho.

Consideremos a segquinte descrigdo pictdrica:

T T - ——
e ————— e, .- e P =
meio meio _ meio
C C L ] C " e e -
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Estamos imaginando na descricao acima que temos um niimero
infinito de corridas fisicamente separadas em espaco e tempo. Aqui
cada corrida congsiste de um nlmero infinito de particulas. Na figu-
ra sao mostradas as trajetdorias seguidas por cada particula. As par
ticulas podem interagir com particulas -anteriores na mesma corrida
indiretamente via a memdria do meio.

Chamemos o conjunto constituido da n-&sima particula em
cada uma das.corridas, de n-ésimo conjunto varticula e o denctemos
por Z . Denotemos por (X (tl) (n =1, 2, ...) o processo estocasti-
co o qual representa o Movimento Estocidstico do n-&simo conjunto
particular ¥ . Denotemos por pn(x, t) e Pn(ys|xt) as densidades de probabili~
dade doprocesso (X _(tll. Aqui os p, definem as propriedades do meio
para o n-é€simo conjunto particula.

Salientamos que existe uma importante diferenga entre o]
tipo de comportamento estocastico descrito e aqueles dos processos
de difusao classico ou processos de Movimento Browniano, uma vez
que nestes Gltimos as propriedades estoéésticas do meio sao fixadas

e naoc dependem de modo algum da densidade incial p(x, 0} = p en-

Of
quanto que em nosso <aso as propriedades estocisticas do meio depen
dem desse estado inicial.

Como dissemos antes,na NESI a evolucao dos sistemas fisi-
‘cos se da via um processo de difusao de interferéncia ou como tam-
bém dizemos um processo ndo-cliassico. Aqui o Movimento Estocastico
do n-&simo conjunto particula & governado por um Processo de Difu-

sao (X , P ) no sentido conceituado na segao II.C do capitulo II,

os guais, e ja que sdo processos de Markov, para a sua caracteriza-
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¢ao basta gue se dé as densidades de transigdo de probabilidade en-
tre estados Pn(xtlys) (t > s}. Temos entdo uma sequéncia dos proces
sos de difusao (X _, P 1, denominados Familia de Interferéncia. A es
ta familia associamos o Processo de Interferéncia Limite X(t) com
densidade de transic¢do de probabilidade entre estados P{xt|ys) (t>s)

de tal maneira que P = Lim P,s NO seguinte sentido:
n

P(xztzlxltll = Lrilm Pn(x2t21xltll

P(-x3t3[x2t2, Xt} = LIJ';m Pn(x3t3|x2t2,. x1t4)

P(thklxk—ltk—l' eos xltll = Lim Pn(xktklxk—ltk—l’ ceey xltl) .

Como estabelecido no Teorema I do Capitulo IIT deste tra-
balho, o Processo Limite X(t) & um processo de difusac e em particu
lar & um processo de Markov. Segue-se entdc do carater Markoviano do
processo limite que conhecendo-se P(xt|ys)l, o processo fica inteira

mente determinado pois conheceremos

k

p(x, t} =71 Pxtlys)p(y, 8) dy (t > s}.

Ao processo estocastico de interferéncia X(t] com densida

de p(x, t), assim obtido, o gual & um objeto da NESI, nds associamos
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a fungdao de onda ¢ da Mecanica Quantica, do mesmo modo como & feita
na Mecanica Quantica Estocastica ou seja pomos como 13 p{x, t) =
= Jvix, 8%

Em resumo temos gque na NESI os processos fisicamente reais
sao os (Xn, Pn), enquanto gque o processo limite X = Lim Xn (no sen-
tido de p = Lim pnl & simplesmente o Limite dog processos reais,nao

representando, por conseguinte, o movimento de uma particula real

mas um limite de particulas reais em movimento estocastico.

IV.E- A NESI E A RESOLUCAO DE ALGUMAS DAS CRITICAS CONTRA A INTER-
PRETACEO ESTOCASTICA

Vamos apresentar nesta secac alguns problemas que.sao co-—

locados, seja sob a forma de critica ou sob a forma de ‘questiona-

mento, & Interpretag@o Estocdstica usual da Mecanica Quantica e mos

trar gue tais problemas encontram Jjustificativas no seio da NESI ou

seja da Interpretacdo Estocistica Nao-Ergddica a qual foi apresen-

tada na secgao anterior.

IV.E.l1- 0S PROCESSOS ESTOCASTICOS UTILIZADOS NA MECANICA QUANTICA
ESTOCASTICA NAO SAO NA REALIDADE PROCESSOS VERDADEIRAMENTE
MARKOVIANOS

Iremos inicialmente apresentar uma descrigaoc do  problema
em pauta e a seguir a sua andlise e solugdo via a Interpretagdo Esto
clstica N3o-Ergddica (NESI).

Como salientamos na secao Iv;C, quando tratamos da equiva-
léncia entre Processos de Markov e os processos guanticos descritos

pela Equacdo de Schrodinger, para uma dada situagio dinamica ou seja



103

para um dado potencial V(x) e uma dada fungao de onda inicial
wo = y(x, tol existe um Processo de Markov no espago de coordenadas
cujas caracter?sticas dependem sobre v(x) e wo’ o qual origina uma
densidade de probabilidade p(x, t] tal que e {x, t} = |¥(x, tl[z.

Em outras palavras, os dois problemas de wvalor inicial se-

guintes sao equivalentes

O R S e R

vix) ¢(x, t)
It 2m 8X2 h

vix, t) = ¥ (x)

- o R
(rry 222 B o T ® qp(x, ele(x, )] + p (X t)

gt X _8x2

o (x, t_) = p CxI.

Cabe aqui salfentar que para cada condigdo inicial Vg (%)

no problema (I) acima segue-se que das expressdes

3 2
) plx, t)) = [v(x, t0)| = |¢0(x)|
R(x, t) =-;— Lo (x, t,)

v (x, tol = expl R(x, tol + 1 8(x, t )1

ocbtemos ul(x, tol, vix, toi as quais sao dadas por

u(x’ to)_ =\ _ﬁ_\ R 3 . R(_X' tol
I ax o
T
v (x, tol = —— s {x, to) .

m X
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Dai, langando mao do par de Equacoes Hidrodin3micas vistas
anteriormente na segcio IV.C, tendo u(x, tol e v(x, toi como condigao
inicial, obteremos u(x, tJ e v(x, t] em todos os instantes e final-
mente b(x, t] = ulx, ti + v{x, tl. Desse modo a funcado b(x, t) no
problema (II} depende do estado inicial wo‘do problema (Il e por con
sequinte a solugao p(x, t] desse problema. Tal dependéncia estid dada

explicitamente por

p(tl = P% Ce telp ()

onde P(xt|ys) = P & denominado o propagador de estados, o gual & so-

lugao do sequinte prcblema de valor inicial

. Cam .
(rrm) 25 = - 2 Ibx, t1 P ] + D 2E
ot X ax2
Lim P(xtlys) = &(x - y) .
t+s_+
Desse modo a solugao do problema (III) acima depende de

¥, no sentido de gque para cada ¥y temos uma equagao diferente e por-
tanto um processo distinto. Para um exemplo explicito desta situacao

ver a referencia [17 1.

Na literatura, ver Grabert [17 1 e Ghirardi [14 1, a depen

-

& traduzida dizendo-se que tal comportamento & ti

déncia tho) = Pwo

pico de Processos Nao-Markovianos, pois aqui
P(xoto’ tect Xn---ltn-llxntnl = P(xoto' Xn--ltn.-llxntnl'

Entretanto tais processos sdo formalmente Markovianos, quer
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- & de Markov ou seja

dizer, para cada estado inicial wo fixado, P
o

b

tn--llxntn1 :

P*o(xoto' et xn-ltn-llxntnl B P‘f’ocxn-l

A situagao apresentada € tipica de Processos de particulas
gue Interferem ou seja de particulas gque interagem umas com as ou- -
tras, sendoc isto o que ocorre com os Processos da NESI, os quais re-
presentam éarticulas em difusdo que interagem umas com as outras, tal
interagio dependendo do estado inicial, como ficou explicitado na
descrigaoc apresentada na secao IV.D.

Desse modo a critica que & apresentada i interpretacgao es-
tocAstica usual da Mecanica Quantica de que 0s Processos Estocasti-
- cos por ela utilizados nac sac verdadeiramente Markovianos em virtu-
;, nao se aplica dentro do ponto de vista da NE-

Y
a
SI, pois aqui & natural tal dependéncia. ' O

de da dependéncia P

IV.E.2- SOBRE A EQUIVALENCIA DA MECANICA QUANTICA ESTOCASTICA E DA

MECANICA QUANTICA NA PRESENCA DE SUPERFICIES NODATS

) Seguindo Nelson [ 28 ] apresentaremos de inicio um apanhado
sobre o problema e a seguir as consideragdes devidas dentro do espi
rito da NEST. |

Como ficou estabelecido anteriormente, as equagaes hidro-

dinamicas (H.1) e (H.2) (cf IV.C)

. o2
duw  _ _ h v 3 (uv )
st 2m aXZ ax
av h 32u av au F
= - (v Y + (u 1+ ’

at 2m ax2 Ix : ax m
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respondem pela evolugdo em tempo dos processos na Mec3nica Quintica

Estocidstica. Vamos olhar para algumas solugoes especiais desta equa-
. : ' AT

¢do, no caso de um campo de forgas F conservativo, ou seja,F =V .
X

Suponhamos incialmente que v = 0. Entdo em virtude das re

lagdes seguintes:

e, t) 3 5y
3t X
h
alx, t) = — 3 In p(x, t) r
2m IxX

segue~se da hipdtese que v = 0, que p(x, t) e u(x, t} sdoc indepen-
dentes do tempo t e desta forma a solugac das equagoes hidrodindmi-

cas €& Estacioniria. Neste caso as Equagdes Hidrodindmicas se resu-

Zem as
W~ g
st
u + u = - = .
2m dxz dx . m m dx

A segqgunda das Equagoes acima, pode ser escrita como

- . R . . . i . . . . . . 2
d [ h du + 1 ] = - asyy ,
dx 2m dx 2 dx

e dal por integragao obtenos

2 2m dx m m
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onde nesta Ultima equagdo a constante de integracao E tem dimensao

de energia. Multiplicando tal equagao por mp e integrando obtemos

du

";l_'j muzpdx + b Ip dx = f Vpdx - E .
2 2 dx
Em virtude de termos gue u = _h /8% , € usando inte-
2m o

gragao por partes, segue-se que o membro esquerdo da Ultima expres
s3o se reduz a - f';l— mzpdx e dessa forma

2

E =1 L muzpdx + f Vedx

2

- - oo o 2 —
& o0 valor medio de L mu + V e portanto a constante de integracao
2

E pode ser interpretada como a Energia M&dia da Particula.

A eguacgdo

& uma equagdo ndo linear, mas ela & equivalente a uma Equagao  Li-

s

near via a seguinte mudanga na variavel dependente, Por termos
u = h 3 Inp(x, t)l, seque-se entao gue R = 1 Inp{x, t) & a
2m - 3x 2

moy = B8R Agora pondo ¢ = e®  temos

1
h Ix -
w2 = ul?

Potencial de —° u ou sejé
h
gque ¢ & real e que p =

Além disso, resulta desta identificagéo e por ser LU

IR que u = A ( 1 dy ) e agsim

ox m /] dx
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noaw _n’ 1 a% _ 1 U
2m dx 2m2 /] dx,2 ¢2 dx
1 2 _ 8% ap .2 .
Mas sendo — u~ = ——(——) " , resulta da ultima egua
2 2m2 dx
¢do que
1 .2, v du - k% 1 d%
2 2m  dx 2m dx
e dal por comparagao com a equagao
- B ]
2 2m dx m
obtemos
22
(-t 24— + (v-Ely =0 '
2m 2
dx

L1 ] :
gue & a equacgao de Schrodinger independente do tempo.

Tsto entao estabelece a equivaléncia entre as duas . egua-

s

¢des ou seja entre

_l_ u2 + R du - 1 (V - E)
2 2m dx m
e
2 2
[- (b)) & 4 (v-Ey =0
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Vemos .assim que no caso estaciondrio ha uma ”equivaléncia
entre as EquacBes Hidrodinimicas ¢ a Equagio de Schrodinger para um
elétron, como ocorre no tomo de Hidrogénio. Isto nos indica que pa
ra o atomo de Hidrogénio a hipdtese de movimento Browniano nos con-
duz aos corretos niveis de energia para Qé estados estacionarios do
adtomo, ou seja aqueles estados nos quais a energia tem valores bem
definidos, e além disso tal hipdtese interpreta estes estados como

sendo estados de equilibrio dindmico.

A equival@ncia que acabou de ser estabelecida nio & vilida
na presenca de superficies nodais. Isto ocorre, vor exemplo, quando
o atomo se encontra em um esfado excitado, ou seja em um estado esta
cionidrio cuja energia E € maior que a energia E  do seu estado fun-
damental ou estado estaciondrio que possui o menor de todos os valo-
res possiveis da energia. Isto posto, para solugGes reais da Equagado
de Schrgdinger independente do tempo, outras que naoc a solugao funda
mental, segue-se que p = vz tem superficies nodais, ou seja conjun-

tos de pontos S nos quais ¥ = 0. Desse modo, na presenga de superfi-

cies nodais n fica singular ou infinita uma vez  gue sendo
il 2
u = 3 In p, resulta que u = = quando p = Y% = 0,
2m  3x R 1
Portanto a definicaoc ¥ = ¢ (R = —— 1n p)} produz uma equi
2 L

valéncia entre as eguagoes

(Vv - E}

=
+
[

+ (V-E)ly =0,
2
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somente dentro de uma regiao limitada por tais superficies (Albeve-
rio e Hgegh-Krohn {1 ]] . Pode-se também mostrar [l Jque qualquer
particula situada em uma regido. limitada por superficies nodais de-
ve permanecer ai para gempre.

Mesmo assim ainda permanece a quést&o de definirmos pro-
priamente a densidadé de probabilidade p em todec o espaco, uma vez
que isto & essencial para a identificagdo feita anteriormente da
constante E com a energia média da particula. Também essas solugdes
separadas ha interpretacac estocastica, que existem para cada uma
das regices limitadas por superficies nodais, nao correspondenm a
qualquer solugdo Quantum Mec@nica (a qual ndo concorda com a evidén
cia experimentall {26 ].

Nelson [ 28 | tenta contornar este problema construindo u-

ma sequéncia de processos estocdsticos (X 1 via as fungbes de esta-

do
I A
, ¢n = — 5
(1 +(22 11
: i

onde Ve €& a solugao da equacao de Schrgdinger correspondente ao esta
do fundamental e ¢y a solugao corréSpondente a um estado excitado. A
seguir ele constrdi o processo "Limite™ X(t)} de densidade ¢ do se-
guinte modo

= v 2 _ 2
p = Lim pn = Lim Iwnl = ]w[ .
n n
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O Objetivo de Nelson ao fazer isto & que usando ¥, como um
valor inicial, isto corresponde a Processos de Markov nos quais u
fica infinita sobre uma superficie nodal somente em tempos isolados.
A implicagéo‘disto sendo gque nao temos de pensar de uma particula co
mo sendo apanhada em uma regido limitada por superficies nodais.

Tal maneira de proceder n3o encontra no seio da  Mecanica
Quantica Estocistica usual nenhuma justificativa [26 ], todavia ela
€ natural na NEST pois aqui-lidamos com sequéncias de processos esto
casticos,

Na NESI, os processos fisicamente reais sio os Can, en-—
quanto que ¥ = Lim Xn (no sentido de p = Lim pnI & simplesmente o Li
mite de processos reais., NOs associamos CX? pl com y. Dessa forma os
vy do Nelson sao (ou podem ser) os processos reais. Portanto a criti

ca que & feita i Meclnica Quantica Estocistica nao & valida contra a

NEST. | O

IV.E.3- SOBRE A QUESTEO DE SUPERPOSICAO DE ESTADOS, NO QUE CONCERNE
A EFEITOS DE INTERFERENCIA, NO CONTEXTO DA MECANICA QUANTI-
CA ESTOCASTICA
Faremos inicialmente algumas consideracoes sobre o concei-
to de Probabilidade em Fisica Classica e na Meci3nica Quantica, para
em sequida tratarmos da questao de superposigdo de estados puros e
mistos e finalmente mostrarmos que a NEST possibita—noé compreender
a questao de interferéncia dai resultante,
Fisica Clissica & determinhistica no sentido de que = dadas

as condicoes iniciais para uma particula ou um sistema de particulas
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podemos calcular, via a Lei de Evolugao, exatamente (com probabilida
de um] as posigdes e velocidades futuras de nossa particula ou siste
ma de particulas. Probabilidade entra em Fisica Clisstca em virtude
de gue na pratica nds nunca conhecemos exatamente as condigdes ini-
ciais, mas tao somente com certas probabiiidades. Desse modo podemos
somente predizer as futuras posi¢des e velocidades em termos probabi
listicos.

Essas predicoes pfobabilisticas, obviamente, dependem so-
bre nosso conhecimento probabilistico inicial ou distribuicdo. Tais
probabilidades refletem nossa ignora@ncia ou seja nossa falta de co-
‘nhecimento detalhado das condigdes iniciais ou preparagdo do estado.
N&6s a designaremos por probabilidade de ignorancia.

Em Mecinica Quantica a probabilidade entra de duas manei-
ras distintas. A primeira (al & algumas vezes denominada probabilida
de intrinseca ou n3o-cliassica e nido possui analogia clissica. A se-
gunda maneira (b) & totalmente analoga As probabilidades classicas de
ignorancia. Em qualquer uma das maneiras, as m&dias calculadas  sao
médias de ensemble.

(a) A Mecanica Quantica & uma teoria intrinsecamente probabilistica

no sentido'de que o estado [P )de um sistema somente nos da uma
distribuicdo de probabilidade de possiveis resultados de medidas. A
equacdo dindmica nos dd a evolucdo da distribuicdo de probabilidade
do sistema (ver Capitulo II, secao II.D}. E exatamente aqui que te-
mog os efeitos de interfer&ncia gquantum mecinicos. Isto &, se adicio
namos dois estados quantum mecinicos !wl ) 4+ lwz ) . Por exemplo,

no experimento da dupla fenda, (ver Apéndice II) le ) poderia ser
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uma preparacao na qual uma fenda esti aberta e deixamos passar luz
através dela, enquanto que‘|¢2 ) poderia ser uma prepérag%o na gual
a outra fenda estd aberta. |, ) + [4,) ent3o seria uma preparacio
na gqual ambas as fendas se encontram abertas, resultando assim em u-
ma superposigdo da luz. A distribuigido de probabilidade estard dada
por:

*

P (x)

Cog >+ Toy Y 1Cy > + [uy0)
* *
=Cylug e oy o+ oy ey T+ Guplu,

onde 'le‘> [wz y ¥ 4 |w2 ) le y* & o famoso termo de interferéncia.
Este pode ser o caso por exemplo se fwl ) e Iwz ) represen
tassem duas fontes de luz com a mesma polarizacgio.
(b} Neste caso a probabilidade de ignorancia nao da possibilidade pa
ra efeito de interferéncia. Aqui devemos usar o operador densida
dade. Por exemplo, se temos dois estados |¢l } e [¢2 ) , entao aqgui
devemos escrever o estado superposig¢do como ]wl )(wl| + |¢2 Y w2|.
Aﬁui temos que P(x] = P, (x) + P_(x) = le )¢ wl] + |¢2 Y ¢ wzl .
, Este pode ser o caso por exemplo se Iil ) e ]wz ) repre-
sentarem duas fontes de luz com polarizacgdes ortogonais.
Para nossos propdsitos aqui desejamos resumir a  situagao
na seguinte maneira particular. Se temos dois estados lﬁl ‘e [wz Y,
podemos superpd-los de duas maneiras, conforme os exemplos: Ex.1l:
lwl Y o+ |w2 ) (soma de estados purcsl, ou Ex.2:[wl>(¢l|-+|¢2)< sz;
(soma de estados mistosl, correspoﬂdendo,reSpectivamente, a (a) e
(b] tratados anteriormente. Em uma dada situagdo a expressdo gue usa

mos dependerad da fisica da situagdo em estudo. A Mecdnica  Quintica
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nos di uma regra: Se & sempre possivel conhecer se uma particula pro
veio da preparacio correspondendo a [¢l ) ou Iwz >, entao devemos su
perpb-los como estados mistos, enquanto gue se n3o & possivel, deve-
mos UsSar a superposicio pura [wl > o+ |w2 ) . O ponte que deve ser sa-
lientado aqui & que gualguer teoria do tipo clissico da Mecanica
Quintica (i.e. uma teoria de variavel escondida local) deve explicar
esses dois diferentes niveis de probabilidade, em particular as pro-
babilidades nao-classicas. |

Pelg fato de que nos dois casos temos uma média de ensem-
ble, & dificil ver uma distincao fisica nas Interpretacdes Estatis-
ticas. De fato, Ghirardi [14 ]conclui gue a Mecanica Quantica Esto-
castica, de nenhuma maneira torna claro como devemos entender esses
dois niveis de probabilidade.

Dentro do vontc de vista da NESI, a situagao descrita na
Figura 5, do Apéndice II, & a que ocorre ou seja qua n3ao hd interfe-
réncia para uma verdadeira média de ensemble, Isto sucede uma vez
que um elé&tron passando através de uma fenda "conhece" guando a ou-
tra fenda estava aberta em virtude de elétrons anteriores terem pas-
sado atravé@s dela e deixado esta informacao impressa no meio. Este
ponto de vista estd em desacordo com a Mecadnica Quantica e com a Me-
cinica Quantica Estocastica pois estas si3o teorias ergddicas no sen-
tido descrito no Apéndice I, deste trabalho; quer dizer, em Mecdnica
Quantica o experimento da dupla fenda deve ser pensado como se o0 rea
liz@ssemos muitas vezes com muitos aparelhos, cada um deles com  um
inico elétron e a segulr superpormos os resultados., Dentro desta wvi-

sdo ndo poderlamos prever interferéncia ao contrario do que faz a Me
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canica Quantica Estocistica.

Resumindo, na NEST a interferencia & considerada como uma
interferéncia fisica entre.particulaé que & uma interfer@ncia indi-
reta, via membria, no meto.

Assim, deve-se usar o Ex.l guando a situagao figica permi

-

“clui tal interferéncia.

Por exemplo, para uma média em tempo devemos usar Ex.1
(sem polarizagac) enquanto que para uma média de ensemble devemos u
tilizar o Ex.2 uma vez que a interferéncia fisica indireta estd ex-
cluida.

Abordamos o problema da dupla fenda mas podemos generali-
zar a discuss3ao a uma situagao diferente.

Assim, a NESI da uma distincdo fisica potencialmente cla-
ra entre os estados puros e mistos, (isto &, de superpvosigdo e de
interferéncia) . Portanto, completamos nosso objetivo aqui, mostran
do que as criticas de Ghirardi contra a Interpretacdo Estocastica,

-

relativas aos estados puros € mistos, ndo se aplicam a NESI. 0

-
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APENDICE I:  MEDIAS EXPERIMENTAIS

Denotemos por I uma particula ou um ensemble de particu-
las, preparada sob algum especifico procedimento de laboratdrio, em
um estado puro {¥ ). Aqui |¢) & um elemento de algum espago de Hil-
bert ¥ o qual representa todos os estados puros possiveis de nosso
sistema. Vamos admitir inicialmente QUe ¥ nao deéende-do temﬁo t.
Denotemos por i o operador linear definido sobre #, o quallrepreseg
ta algum observavel fisico de interesse do nosso sistema.

A e%pressﬁo( wIﬁfm } representa nas Interpretagaes Esta-
tisticas da Mecdnica Quantica (ver Ballentine [02 ]) uma média de
laboratdério predita para um ensemble de medidas idénticas, onde ad-
mitimos que o estado |v ) estd normalizado ou seja (wlv ) = 1.
| Vamos aqui apresentar, sequindo Buonomano [ 06 ], algumas
consideragoes sobre médias experimentais ou seja sobre as médias que
se realizam no laboratdrio, afim de nao sO0 tornar mais clara a ter-
minologia usada para expressér 0s varios modos de obtermos uma mé-
Adia experimental de alguma grandeza mensuravel, bem como de esclare
ger o significado do termo ergddico que estamos usando neste Traba-
lho,

Uma média de ensemble, por definigdo, significa que a mé-

dia & tomada sobre medidas gue sao absolutamente independentes. Por
exemplo, usualmente considerariamos como uma boa média de ensemble
aquela realizada com muitos aparelhos idénticos, sevarados por gran
des dist3ncias e tomando exatamente uma medida com cada aparelho. Na
préﬁica, obviamente, para obtermos uma média de ensemble no labora-

tdrio, tomamos uma série de medidas consecutivas com um tinico apare
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lho. As medidas consecutivas sao separadas, pelo menos, por algum

tempo minimo ¢ entre elas. Esta média & usualmente chamada uma mé-

dia corrida. Além disso, em muitos casos, tomamos nossa média final

sobre muitas médias corridas independentes. Chamaremos esta 1ltima

média de uma grande média em tempo. No que se segue usaremos a ex-

pregsdao média em tempo vara significar ou uma média corrida ou uma

grande média em tempo, a menos que seja estabelecido o contrario.

Podemos resumir dizendo gque uma média em tempo em muitos
casos pode ser considerada como dande uma perfeitamente valida me-
dia de ensemble desde gue consideremos ? suficientemente grande pa-
ra assegurar gue nao pode existir nenhuma interacdo entre as medi-
das consecutivas. Por exemplo, em Mecdnica Quintica T & usualmente
considerado como sendo aquele tempe para o qual nunca existe ao mes
mo tempo duas particulas no sistema sobre o gqual efetuamos uma medi
da. Mais formalmente isto pode ser dito assim: a Mecanica Quantica
admite implicitamente gue um certo tempo de espera entre medidas
constituli uma valida repreparacac do sistema. Na Referéncia [ 06 ]
‘podenm ser vistas discussbes sobre este ponto.

. Em geral, uma teoria vode predizer gue todas ou nénhuma
dessas médias sao iguais, desde gue nao exista nenhuma relagdo Per
Se entre elas. Quando temos uma teoria a qual prediz que todas es-
sas médias sdo iguais, entao definimos a teoria como Ergddica; quer
dizer uma teoria ergddica & uma teoria a qual prediz que a média de
ensemble & igual a todas as médias corridas distintas e por conse-
guinte também igual a uma grande m&dia em tempo. Caso contrario a

teoria &€ dita nao-ergodica.
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Em termos fisicos podemos dizer que uma teoria ergddica &
uma teoria na gqual ndo existe interagdo ou memdria entre medidas; e
desse modo uma teoria ndo-ergddica seria aquela que existe uma inte
ragdo entre medidas consecutivas via o sistema de medir o gqual pos-
sui estados estiveis ou memdria.

Buonomano [ 06 } apresentou neste seu artigo uma outra in-
terpretacao estatistica da Mecdnica Quantica a qual ele denominou
de Interpretacgao Estatistica Nao-Ergddica. Tal interpretacaoc & uma
interpretacao estatistica no mesmo sentido que a interpretacao esta
tistica apresentada por Ballentine [02 1, ou seja, a expressao
( ¢]aly )n3o nos da a propriedade de uma particula individual, mas
ela & uma média scobre muitas particulas. Na Interpretacdo Estatis-
tica Usual o elemento de ensemble &€ a particula individual, enguan-
to que na Interpretacdo Estatistica N3o-Ergddica ela & uma corrida
experimental individual.

Enguanto que na interpretac¢do estatistica usual ( v|Aaly
representa uma média de ensemble, na interpretacdo estatistica nao-
‘—ergddica (¢|A|v » & associada com uma grande mddia em tempo.

. No caso em que ¥ depende do tempo t, a situacldo & a mesma
que a apresentada acima para cada t fixo,. Lembremos que em Mecinica
Quiantica, para medirmos <w(tili|¢(t) } devemos ‘fazer um ensemble de
medidas para cada tempo t fixo. E neste caso devemos falar sobre a
realizagao de medidas consecutivas em cada tempo fixo t; desse modo
introduzimos um outro tempo independente © qual temos chamado de

temno consecutivoe (Veja IIT.B].



119

APENDICE II: 0 EXPERIMENTO DA DUPLA FENDA

Consideremos um experimento conceitual ou imaginirio como
ilustrado na Figura 1, o qual & denominado o Experimento da Dupla

Fenda.

F ' 2

Figura 1

Temos em A uma fonte de elétrons F, todos com a mesma e-
nergia, os guais ac serem emitidos de A se espalham em todas as di-
regoes até atingirem uma parede B a qual possui duas fendas 1 e 2,

através das quais os elé&trons podem passar. Finalmente atris da pa-
;ede B e em um planc C temos um detector de elétrons (por exemplo,
ﬁm contador Geiger) o gual pode ser c¢olocado a varias dist@ncias x
do centro da parede C. Nos vamos admitir que tal experimento se rea
liza no Limite de Baixa Intensidade da Fonte F ou seja a intensida-
de F & tal que o detector em C registrard pulsos representando a
chegada de elétrons individuais, separados por um intervalo_de tem-

po durante o qual nada chega a parede C. Se temos varios detectores

espalhados sobre toda a parede C, e a fonte F tem Intensidade muito
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baixa, entao sOmente um detector registrarda a chegada de um el&tron,
e decorrido um pequenc intervalo de tempo outro detector registrara
a chegada de mais um el&tron e assim.por diante, Nunca ocorrera uma
meia resposta do detector, quer dizer, ou um eléetron inteiro chega
ou nada acontece; e mais ainda, dois detectores nunca responderao si
multdneamente, exceg¢ao feita para a coincidéncia que a fonte emitiu
dois el@trons dentro do tempo de resolugao dos detectores, uma coin
cidéncia cuja probabilidade decresce com a diminuicao da intensida-
de da fonte F., Quer dizer entac gque o detector registra a passagem
de um simples corplisculo viajando de F a uma fenda na parede B e
dal para o ponto x como esquematizado na Figura 1.

Na experiéncia descrita, o que mediremos para varias posi
¢oes x do detector & o nlimero médio de pulsos por segundo. Em ou-
tras palavras determinaremos experimentalmente a probabilidade (re-
lativa) P que o elétron passe de F para X, como uma fungdo de x.

Tanto a Mecanica Quintica guanto a Mecdnica Quantica Esto
cdstica prevéem que o grafico da probabilidade P(x) & a curva ilus-
trada qualitativamente na Figura 2, quando ambas as fendas se encon-

tram abertas,

Figura 2



121

Todavia se sOmente uma das fendas estd aberta, a situacgido
& diferente. Por exemplo, se sOmente a fenda 1l se encontra aberta o

resultado do grafico & o da Pigura 3;

Figura 3

Enguanto que se a fenda 2 se encontra aberta e a fenda 1

bloqueada, o griafico de P(x} & o da Figura 4.

Figura 4

Se agora imaginarmos cada elétron passando através de uma
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fenda cu de outra, esperariamos a curva mostrada na Figura 5 quando

ambas as fendas estao abertas.

Figura 35

Nesta Gltima situagdc (Figura 5) nao ocorre interferéncia
e isto & consideravelmente diferente do que foi estabelecido na Fi

gura 2, onde ocorreu interferéncia,
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