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RESUMO 

A interpretação estocástica da Mecânica Quântica desenvol 

vida por Nelson, de La Pefia e outros se constitui em um esforço pa­

ra resolver algumas das controversias nos Fundamentos da Mecânica 

Quântica. Ela é uma tentativa nara expressar a Equação de Schr8din­

ger como um Processo de Difusão, quer dizer, como um orocesso o 

qual representa trajetória de partículas. Recentemente esta inter­

pretação tem sido sujeita a várias críticas nos trabalhos de Gilson, 

Onofri, Kracklauer, La venda, Albeverio e H~egh-Krohn, Hilnik e Tang_§_ 

trand, Grabert, Hanggi and Talkner, Ghirardi, etc. 

Nosso objetivo aqui é aoresentar um modelo matemático pa­

ra partículas que interagem com outras partículas indiretamente via 

efeito de memÓria em um meio, e mostrar que tal modelo é apropriado 

para desenvolver uma alternativa interpretação estocâstica ("Não 

-Ergódica") da Mecânica Quântica, a qual está livre de algumas das 

criticas mencionadas acima. 

• 
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ABSTRACT 

The stochastic interpretation of (!uantum Hechanics develo 

oed by Nelson, de La Pefia and others is an attempt to resolve some 

of the controversy in the Foundations of Quantum _Mechanics. In par-

" ticular, it expresses the Schrodinqer Equations as a Diffusion Pro-

cess, that is, as a Stochastic Process which renresents parti ele 

trajector.ies. This interDretation has r.ecently been subjected to v~ 

rious criticism in the vmrks of Gilson, Onofri, Kracklauer, Laven-

da, Albeverio and H0egh-Krohn, Hilnik and Tangstrand, Gravert, Hgn-

ggi and Talkner, Ghirardi, etc. 

Our objective here is present a mathematical model for 

oarticles which interact with other particles indirectly via memory 

effetcs in a medium, which is ap~ropriate to develooing an alterna-

te ("Non-Ergodic") stochastic interpretation of Quantum M_echanics, 

which is free of some the above mentioned criticisms. 
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CAPÍTULO I 

DOS OBJETIVOS E DO CONTEÚDO DESTE TRABALHO 

I,A- INTRODUCÃO E DESCRIÇÃO DOS OBJETIVOS 

A Interpretação Estocástica da Mecânica Quântica desenvol 

vida por Nelson (1966), de La Pefia (1968) e muitos outros é uma ten 

tativa para resolver certos problemas nos fundamentos da M • ' 
-~ecanlca 

Quântica [Jamrner]. Uma revisão desta área com referências cornple 

tas pode ser encontrada em Ghirardi 14 ] • A interpretação esta-

cástica é um modelo matemático dado por um processo estocástico o 

qual satisfaz certas condições técnicas. o orocesso estocástico re-

oresenta a posiçã-o nrobabiliStica de uma partícula e é imaginado que 

existe um meio estocástico no qual a J?artícula segue um movimento 

- d h "ct• similar àquele do movimento B:r-o• .. miano. As equaçoes e Se r o lnger, em 

um-grau de generalidade ou outro, podem então serem derivadas via o 

processo estocástico. Recentemente esta interpretação foi criticada 

em uma série de trabalhos [ 14 ] , r 16 ] I [ 17 1 f [ 24-27 ] e [ 30 I • 

A Interpretação Estocástica da :M.ecânica Quântica usa 

Processos Estocásticos nos quais as Partículas dos Ensembles nao 

têm qualquer tipo de interação; quer dizer, as Partículas dos Ensem 

bles são consideradas completamente independentes. 

Buonomano[ 06 ] em um artigo publicado recentemente, pro-

pos, no Apêndice C deste seu Trabalho, considerar uma Interação In-

direta entre as Partículas Via um Meio Hipotético com Estados Está-

veis ou como também. dizemos, um ~eio Estocástico com fv!emória. Neste 
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artigo é mostrado que tais Processos sao uma consequência da Inter­

pretação Não-Ergódica da Mecânica Quântica [ 06 ] • Tal interpretação 

é basicamente uma outra maneira de ver a Função w ou seja ela propl 

cia uma outra interpretação da função de onda ljJ da Mecânica Quânti­

ca. Como é mostrado neste seu artigo, a Interpretação Não-Ergódica 

da Hecânica Quântica é uma interpretação estatística mas ela difere 

da interpretação estatística usual como apresentada, por exemplo, no -

artigo de Ballentine [ 02 ], somente em suas propriedades ergÓdicas , 

ou seja em suas predições l?ara M_édias de Ensemble e Médias em Tem-

po. 
Um dos objetivos deste nosso Trabalho foi considerar e 

descrever este tipo de Interação Indireta entre Particulas. Esta·~ 

interações foram descritas por uma Familia de Processos Estocásti­

cos a qual denominamos de Família de Interferência ou Familia de Par 

ticulas Interagindo Indiretamente. 

Baseados no M.odelo t-1atemático propusemos uma outra inter-

pretar.ão Estocástica da r-~ecânica Quântica a qual resolve 
•. > 

alc;umas 

das criticas que são apresentadas à Interpretação Estocástica u-

sual. Tal Interpretação Estocástica a qual denominamos de Interore-

tação Estocástica Não-Ergódica da M.ecânica Quântica {NESI) , caro qual-

quer Interpretação Estocástica, ela consiste em tratar os Sistemas 

Quânticos como evoluindo em termos de um Processo Estocástico de Di 

fusão, Na Interpretação Estocástica usual da Mecânica Quânt:ica, 

os sistemas evoluem como Processos de Difusão Clássicos (e.g.Proces-

sos de Movimento Browniano). nos quais as Partículas consti tuin·tes 

dos Sistemas Físicos são completamente indenendentes uma das outras, 
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nao havendo por conseguinte nenhuma interação entre elas. Na NESI 

consideramos que a evolução dos Sistemas FÍsicos também se dá uor 

difusão, só que agora o processo que governa tal evolução é um Pro-

cesso de Partículas Interagindo Indiretamente. Desse modo já nao 

há nesta interpretação uma independência entre as Partículas que 

compõe os sistemas, mas uma dependência causada pela Memória do 

Meio no qual se processa tal evolução. Passamos a seguir à Descri­

ção do Conteúdo deste Trabalho. 

I.B-DESCRICÃO DO CONTEÚDO 

Tendo em vista o exposto na seçao anterior, vamos aprese~ 

tar a seguir uma descrição sumária dos Capítulos que compõe 

trabalho. 

este 

No Capítulo II fizemos um apanhado daqueles fatos matemá­

ticos e físicos que serão necessários oara o desenvolvimento do res 

tante do trabalho. Este capítulo deve ser pensado como tendo o cara 

ter de uma breve revisão sobre cada um dos temas aí abordados. Não 

tivemos a oreocupação de sermos completos nos assuntos tratados,mas 

orocuramos apresentar somente aqueles aspectos que estivessem mais 

diretamente relacionados com esta pesquisa. 

Na secão II.B tecemos algumas consideraçÕes sobre a inte­

gral de Lebesgue. Param apresentados, sem demonstração, alguns fa­

tos relativos a tal integral cabendo detacar o teorema da converge~ 

cia dominada, o qual será utilizado no capítulo sequinte. Tratamos 

também de algumas aolica9ões de tal integral à teoria de probab_ili­

dades. 
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Na seçao II.C apresentamos, sob o ponto de vista físico, 

alguns elementos da Teoria dos Processos Estocásticos. Destaque es­

pecial é concedido aos Processos de Markov e à classe dos Processos 

de Difusão, os quais desempenham um relevante papel em nosso traba-

lho. Apresentamos um breve estudo sobre dois dos mais importantes 

Processos de Difusão : O Processo de Einstein-Wiener e o 

Processo de Ornstein-Uhlenbeck. Tais Processos se constituem em Mo-

delas Hatemáticos para o estudo do Movimento Browniano de uma parti_ 

cula. Em seguida são apresentados os processos, os quais denomina-

mos, Processos de Difusão Geral. ~ dentro do ponto de vista da defi 

nição apresentada oara Processos de Difusão Geral que se desenrola-

rã os caoitulos subsequentes~ Apresentamos também nesta seção as e-

quaçoes diferenciais parciais que regem a evolução de tais preces-

sos: as Equações de Kolmogorov-Fokker-Planck. 

Na seção II.D, e última deste capitulo, apresentamos os 

Conceitos Fundamentais da Mecânica Quântica alguns dos quais -ser ao 

necessários para a comoreensão dos aspectos físicos tratados neste 

trabalho. Pizemos um apanhado sobre a história da descoberta da Me-

cânica Quântica, bem como sobre o seu Formalismo Matemático utili-

zando oara isto o Operador Densidade. 

No Capítulo III apresentamos inicialmente a descrição fÍ­

sica de Partículas rnteragindo Indiretamente via um Meio Com Memó-

ria, e a seguir a Descrição Matemática em termos de uma Família de 

Processos Estocásticos. Nas seções III.C e III.D deste Capitulo es­

tão alocados os resultados matemáticos do nosso trabalho. 
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Na seçao III.B é feita a descrição detalhada, em termos 

físicos, da Interação Indireta entre Partículas. B salientada ai a 

diferença entre os Processos de Difusão Clássicos tais como o Pro­

cesso de Einstein-Wiener ou o Processo de Ornstein-Uhlenbeck, e os 

Processos de Difusão que consideramos neste trabalho no que diz res 

peito à determinação de médias. Usualmente as médias sao tomadas so 

bre Partículas Independentes que não Interagem, enquanto que em no~ 

so modelo devemos determinar as médias sobre corridas independentes 

ou seja sobre um ensernble de corridas, cada corrida tendo Partícu­

las Interagindo Indiretamente Via Efeito de Memória. Aqui o signif~ 

cada que emprestamos ao conceito de memória, não" é aquele da litera 

tura onde a palavra memória é exclusivamente associada com memória 

.Markov, que é a memória que a partícula individual tem do seu passado. 

Em nosso trabalho a palavra memória está sendo usada no sentido de 

um meio (ou partícula) ter memória de prévias partículas. 

Na seção III.C aoresentamos a formula9ão matemática, via 

a Teoria dos Processos Estocásticos, do modelo físico descrito na 

seção anterior. Ai são a~resentados alguns conceitos e 

matemáticas sobre os Processos de Partículas Interagindo 

mente via a memória do meio. 

definições 

Indireta-

Na seção III.D, Última deste capitulo, sao apresentados 

os resultados matemáticos, o mais importante deles sendo aquele que 

estabelece que o Processo de Partículas Interagindo Indiretamente 

ou Processo de Interferência, associado a uma dada Família de Inter 

ferência, é um Processo de Difusão desde que cada membro da Família 

de Interferência também o seja. Isto, como veremos no Capitulo se-
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guinte, tem importantes implica9ões físicas. 

No Capítulo IV, e último deste Trabalho, apresentamos de 

inicio um a~anhado sobre o paralelismo observado entre a Mecânica 

Quântica e Processos Estocásticos, indicando todos os passos para 

se obter a equivalência entre as descrições Estocástica e Quântica 

da Evolução dos Sistemas FÍsicos. Tratamos então aqui das Interpre­

tações Estocásticas da Mecânica Quântica.Nas seções IV.D e IV.E des 

te caoítulo se encontram alocados os resultados fÍsicos do nosso 

trabalho. 

Na seçao IV.B apresentamos um esboço sobre a Evolução His 

tórica da Interpretação Estocástica da Mecânica Quântica ou seja 

a interpretação que consiste em tratar os Sistemas Quânticos c~ 

mo evoluindo em termos de um Processo Estocástico Clássico de f'.-Tar-

kov ou seja um Processo de Difusão. 

Na seção IV.C é estabelecida a equivalência entre as Des-
. 

crições Estocástica e Quântica dos Sistemas Fisicos. 

Na seção IV.D aoresentamos uma outra Interoretação Esto-

cástica da Mecânica Quântica, a qual denominamos a Interpretação Es 

tocástica Não-Ergódica (NESI). A palavra Ergódica é usada aqui no 

sentido exposto no Apêndice I. 

Na seção IV.E, e Última deste capitulo, é mostrado que 

sob a 6tica da NESI, algumas das criticas que são feitas ã Interpre 

tação Estocástica ficam desorovidas de sentido. 

Além dos capÍtulos gue acabamos de descrever, este traba­

lho contém dois anêndices. No Aoêndice I, tratamos com algum deta­

lhe do sionificado que emorestamos nesta pesquisa ao termo ergÓdico. 
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No ]l.._pêndice II apresentamos uma descrição do exnerirnento da dupla 

fenda. 
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CAPÍTULO II 

PRELH!INARES 1-IATEMÁTICOS E FÍSICOS 

II.A- INTRODUCÃO 

Iremos apresentar neste capitulo um apanhado daqueles fa-

tos matemáticos e fÍsicos que serão necessários para o desenvolvi-

mente dos capítulos posteriores. Deste modo este canítulo deve ser 

pensado como tendo o caráter de uma revisão sobre cada um dos tópi­

cos apresentados. Não foi nossa nreocupaçao sermos completos nos as 

suntos abordados, contudo procuramos aoresentar aqueles asoectosque 

estivessem maisdiretamente relacionados com a matéria assunto do 

nosso trabalho. 

II.B- ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS SOBRE A INTEGRAL DE LEBESGUE 

Vamos apresentar a seguir alguns fatos relativos à Inte-

gral de Lebesgue, e dentre eles ressaltamos o Teorema da Convergên-

cia Dominada de Lebesgue, o qual será utilizado em certas passagens 

de alguns dos resultados do capÍtulo seguinte. Logo em seguida tra-

tamos de algumas aplicações da Integral de Lebesgue na Teoria de 

Probabilidades. Mais detalhes sobre a Integral de Lebesgue podemser 

encontrados nas referências [13 J, [ 23 J. 

No que se segue consideramos um Esoaço de I'~edida (X, V, 

~) onde V éuma o-álgebra de subconjuntos de X, i. e. 

(i) f/,XEV 

(ii) A E V ==::!?AC E V 

(iii) A E V, V n E N 
n ==9-- . U An E V; 

n=l 



11 é uma medida em V, i.e. 

u V ~ R u {-} 

(i) u(l'l =o 

(ii) u(A) ;> O, 'I A E V 

(iii) se (An)n E N é urna sequência disjunta, An E V 

- -u 
n=l 

A ) = 
n 

:E 
n=l 

9 

Os elementos de um espaço de medida (X, V, ~) sao denomi-

nados conjuntos mensuráveis. Uma função f : X-~ R diz-se mensurá­

vel se f-l(A) E V nara todo A na o-álgebra de Borel da reta R. 

Doravante admitiremos que todos os conjuntos sao ~-mens~ 

ráveis e que todas as funções sob estudo são definidas e p-mensur-ª. 

veis sobre X. 

Vamos a seguir a9resentar alguns outros conceitos, os 

quais serão Úteis nos desenvolvimentos posteriores. Para detalhes 

ver as referências citadas. 

Uma sequência de funções fn X ~ R converge uniforme-

mente ?ara a função f : X--? R se para todo € > O existe N(~) tal 

que n > N(c) implica que jfn(x) - f(xl] < E, para todo x. 

Uma função f é dita simples se ela é D-mensurável e nao 

toma mais que um número contãvel de valores distintos. 

Pode-se mostrar [ 23 pg 282] que uma função f é ~-mensurá-

vel se, e somente se, ela nade ser representada como o Limite de U-

ma Sequência Uniformemente Convergente de Funções Simples. Este re-

sultado é utilizado para a introdução do conceito de integral ~e Le 
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besgue que definirerros, inicialmente, no caso em que ~ (x) < ~ 

Dizemos que duas funções f e g definidas sobre um mesmo 

conjunto são equivale·n·t·es com respeito a uma medida 11, se 

" {x; f{x) 'I g[x)} ~O. 

Uma propriedade é dita verificar-se quase sempre sobre um 

conjunto X se ela se verifica em todos os pontos de X, exceto sobre 

um conjunto de medida nula. Dentro desta concepção, duas funções são 

ditas equivalentes se elas coincidem quase sempre. 

Uma sequência de funções (fn) definidus sobre um espaço X 

é dita convergir quase semore para uma função f se 

Lim fn(x) = f(x} {*) 
n 

para quase todo x, ou seja, se o conjunto de pontos para os quais 

a condição (*) deixa de se verificar é de medida nula. 

Seja f uma função simples ou seja f é uma função 11-mensu-

rável a qual assume não mais que um número contável de valores dis-

tintos 

Então denotando por A = {x E A; f(x) . n 

oela integral de Lebesgue de f sobre o conjunto A 

f 
A 

f(x) d" ~ ~ Yn "(An) 
n ' 

Y } entendemos 
n ' 
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desde que a série convirja absolutamente. Se a integral de Lebesgue 

de f existe, dizemos que f é integrável ou somável com respeito a 

medida~, sobre o conjunto A. 

Uma funcão mensurável f diz-se integrável ou somável so-

bre um conjunto A se existe uma sequência de funções simples (fn) 

integráveis convergindo uniformemente para f sobre o conjunto A. O 

limite 

Lim 
n +~ 

é então chamado A Int·egral de Lebesgue de f sobre o conjunto A e de 

notada por 

f f(x) dv 
A 

Vamos agora apresentar, no espÍrito da integral de Lebes-

gue, a questão de tomar limites sob o sinal de integral. Na Teoria 

Clássica de Integração é demonstrado que uma condição suficiente p~ 

ra tomar um tal limite e que a sequência ou a série em questão seja 

uniformemente converqente. Neste sentido apresentamos a seguir um 

importante resultado o qual se constitui em uma qeneralização de 

sua contra9arte clássica. 

TEOREMA D.A. CONVERG!:NCIA DOMINADP.. DE LEBESGUE 

Seja (fn) uma sequência de funções integráveis sobre um 

conjunto ~, a qual converge quase sempre em A para uma função a va-
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lares reais e mensurável f. Se existe uma função integrável W tal 

que lfnl ~ W para todo n, então f é integrável sobre A e tem-se 

Lün f fn (xl d" ~ f f(xl d" . 
n A A 

Observemos aqui que os valores tomados por uma função so-

bre um conjunto de medida nula não tem efeito sobre sua integral, 

Desse modo no Teorema da Convergência Dominada necessitamos somente 

admitir que a desigualdade lfn(x) I < ~(x) se verifica quase sempre 

em A. 

Quando tratamos das aplicações da integral de Lebesgue à 

Teoria de Probabilidades, surge de modo natural o conceito de tal 

integral sobre conjuntos de medida infinita, uma vez que ai consid~ 

ramos integrais impróprias com a reta real equipada com a medida de 

Lebesgue ordinária. Torna-se importante, por conseguinte, estender 

o conceito de integral admitindo esta eventualidade. Vamos indicar 

a seguir como isto é feito no caso de maior imPortância prática,pr~ 

cisa~ente, no de conjuntos X representáveis como reuniões enumerá-

veis de partes de medida finita: 

X=UX,Jl(X)<"" (*) 
n n n 

Uma medida u dada num espaço X diz-se cr-finita, se se pu­

der representar X como uma reunião enumerável de conjuntos de medi-

da finita. Um importante exemplo de tal medida nos é dado pela medi 

da de Lebesgue na reta [cf. Kolmogorov 23]. 
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Dizemos que uma função mensurável f definida sobre um con 

junto X, munido de uma medida a-finita~' chama-se integrável em X 

se for integrável sobre qualquer parte A c X de medida finita e se, 

qualquer que seja a sequência (Xnl crescente de subconjuntos mensu­

ráveis de X satisfazendo a condição (*1 anterior, o limite 

existe e nao depende da escolha particular desta sequência. Este li 

mite chama-se a Integral de f sobre X e denota-se 

f f(x) d" = Lim f f(x) d" 
X n xn 

Observemos aqui que o teorema da convergência dominada p:r 

manece válido quando a medida do conjunto ~~ sobre o qual integra­

mos, é infinita. [ 23, sec. 30 1 

Passamos agora a considerar al~uns elewentos da Teoria de 

Probabilidades e o papel ai desempenhado pela integral de Lebesgue. 
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Seja n um espaço amostral ou seja n é a coleção de todos 

os resultados oossíveis de um dado ex9erimento. Denote porqr uma a­

àlgebra de subconjuntos de n. Os conjuntost- mensuráveis ou seja 

os elementos da cr- álgebrat, sao denominados eventos. Uma medida 

cr- aditiva P definida sobre a a- álgebra~ é chamada uma Medida 
r 

de Probabilidade se P r (_Q) = 1. O número P r (A) , A E~ , é chamado a 

Probabilidade do evento A. 

Um Espaço de Probabilidade (n,~, Pr) consiste dos segui~ 

tes ingredientes: 

(19) Um conjunto n junto com uma o- Álgebra t de subconjuntos de 

n. 

(29) Uma Medida de Probabilidade Pr definida sobre a cr- Álgebra~-

Seja T um subconjunto dos NÚmeros Reais e n um Espaço A-

mostra!. Um Processo Estocástico (ou aleatório) é sim9lesmente uma 

aplicação 

X:Txr.l----'P'R 

(t, w) t-----o> X(t, w) 

Observemos aqui duas coisas: 

i) Para cada t E T fixo, a função 

definida por 

{w E o) 
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é denominada uma Variável A.leatória. 

ii) Para cada evento w E n fixado, temos a função 

X T--;>R 
w 

definida por 

' t E T , 

a qual é denominada uma trajetória ou realização do Processo 

Estocãstico X(t, wl. 

Do exposto acima no item Çi); decorre que um Processo Es-

tocástico X(t, w) pode ser visto como uma coleção de Variáveis Alea 

tórias Xt(w) ou seja X(t, w) = (Xt(w))t E T. Este será o procedime!!_ 

to adotado neste Trabalho como veremos na seçao e capítulos seguin-

tes, pois isto está mais próximo dos aspectos físicos de tais nro-

cessas. 

Dada uma variável aleatória ~~ denotemos oor 

a probabilidade de que ~ assuma um valor menor que x. Decorre desta 

definição os seguintes fatos: 

a) F(x) e uma fun9ão não-decrescente 

b) F(x) e contínua à esquerda 

c) :?(-co) =O, F(+oo) = l. 

Denominamos a função F(x) de Funcão Distribuição de Proba 

bilidade da Variável Aleatória ~- Pode-se mostrar que toda F(x) sa-
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tisfazendo as três condicões acima pode ser representada como a dis 

tribuicão de probabilidade de alguma variável aleatória n. 

Segue-se do exoosto que uma variável aleatória ~ somente 

assume seus valores com certa probabilidade, tal distribuição sendo 

dada oela função F(x) introduzida antes. 

Duas características numéricas básicas de uma variável a-

leatória ~ são sua esnerança matemática ou média 

E' = f X dF (x) 

e a sua variância 

onde as Integrais consideradas sao as de Lebesque-Stieltjes. 

Uma variável aleatória ~ e dita discreta se ela assume no 

máximo um número contável de valores x1 , x 2 , ••• , xn' 

deles assumido com probabilidade Pn dada por 

P n = P r ( ' = xn} (n:::l,2, .•• ) 

cada um 

Segue-se então que a Função Distribuição de Probabilidade 

da Variável Aleatória ç é a Função Escada 

F (x) = 
x <x 

n 

Neste caso a média e a variância de Ç reduzem-se, respec-

tivamente, às expressoes 



D(<) = ~ (xn- E<l
2
Pn 

n 
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Vamos a seguir considerar o conceito de Variável Aleató-

ria Continua. Antes porém vejamos mais alguns preliminares. 

Uma função f definida sobre um intervalo [a, b] diz-se de 

variação limitada se existe uma constante c > O tal que 

n 

~ l(f(xk)- f(xk-l) I.;; c 

k=l 

oara toda partição a = x
0 

< x 1 < ••• < xn = b do intervalo [a, b 1 

Pode-se mostrar [23 pg 325] que "toda função de variação 

limitada tem uma derivada finita quase sempre no seu domínio de de--

finição". 

Um outro conceito i~oortante é aquele de função absoluta-

mente continua. Uma função f definida sobre um intervalo [a, b] diz 

-se absolutamente contínua sobre [a, b] se dado qualquer t >O, e-

xiste um ó > O tal que 

n 

~ lf(bk) - f(akl! < ' 

k=l 

nara todo sistema finito de subintervalos dois a dois 

(ak, bk) c [a, b) (k~l, 2, ... , n) de comorimento total 

n 

disjuntos 
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Pode-se mostrar que [23 pg 333 1: "Toda função f absoluta 

mente contínua sobre [a, b] é de variação limitada sobre [a, b] 

Do exposto segue-se então que as funções absolutamente 

contínuas sobre um intervalo [a, b) possuem ai derivada finitaquase 

sempre. 

Uma variável aleatória diz-se contínua se sua função dis­

tribuição F(x) é absolutamente continua. A derivada p(x) = F 1 (x) a 

qual existe quase sempre, é denominada a densidade de probabilidade 

da variável aleatória. 

Para uma tal variável aleatóiia tem-se que [23 pg 348} 

dF(x) ~F' (x) dx = p (x) dx. 

Desse modo as expressoes oara as média e variância de 

tais variáveis se reduzem, resoectivamente, a 

= 

E( = f x p (x) dx 

-= 

e 

= 

O< = f (x - E() 
2

o (x) dx 

-= 

II.C- ALGUNS CONCEITOS E RESULTADOS DA TEORIA DE PROBABILIDADES E 

PROCESSOS ESTOCÁSTICOS 

A evolução em tempo de um sisteJT\a fÍsico é chamado um Pro 

cesso Estocástico quando o seu Estado muda de acordo com Leis Proba 

bilísticas. O Estado do Sistema em cada instante de tempo t é carac 
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terizado pelo valor X(t), o qual é uma variável aleatória. Conside-

raremos em nosso trabalho tão sómente aqueles Processos X(t) para 

os quais o Conjunto de Valores {X(t)} e o continuum dos números 

reais (o seu espaço de estados) e tais que mudanças de estado ocor­

rem em todos os instantes de tempo. Admitiremos também que as densi 

dades de _probabilidade de todas as ordens do processo X(t) existem; 

isto é, admitiremos que 

ax1 ... axn 

existe para todo n ~ 1, onde P(x1 t 1 , ... , xntn) representa a densi­

dade de Probabilidade de Ordem n, para que o Sistema FÍsico descri­

to 9elo Processo X(t), ocu9e as posições x 1 , ... , xn nos tempos 

t 1 , ... , tn' respectivamente, e F(x1 t 1 , ••. , xntn) é a distribuição 

de Probabilidade do Processo. 

Uma situação tipicamente física é aquela na qual partícu­

las estão susnensas em um fluido, as quais se movem sob rápidos e 

sucessivos imoactos aleatórios das partículas vizinhas. Se oara uma 

tal Particula, o deslocamento em uma dada direção fosse plotado ver 

sus o tempo obteríamos um gráfico continuo 

porém errático, todo ele cheio de picos. Tal fenômeno fisico é co­

nhecido, hoje em dia, sob a denominação de Movimento Browniano. 

Nosso objetivo nesta seção será em enunciar os fatos mais 

relevantes ligados a alguns tinos básicos de Processos Estocásticos, 

tais como os Processos de Markov, os Processos de Difusão e os Pro­

cessos Estacionários, dando ênfase, na medida do possível, aos as-
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pectos físicos de tais ProCessos. ~ais detalhes sobre os tópicos a-

bordados podem ser vistos nas Referências [ 09 ] , f 15] , [ 20] e [ 21]. 

II.C.l- U~A CLASSIFICAÇÃO DOS PROCESSOS ESTOCÂSTICOS. PROCESSOS DE 

MARKOV. PROCESSOS ESTACIONÁRIOS 

A Teoria dos Processos Estocásticos está ligada com a in-

vestigação da estrutura de Famílias de Variáveis Aleatórias X(t),o~ 

de t é um parâmetro variando sobre um Conjunto de índices T. Tal oa 

râmetro é usualmente interpretado como sendo o tempo. 

Os ingredientes básicos utilizados na descrição de um Pro 

cesso Estocástico X{t) e na distinção entre eles. são: (1) o espaço 

de estados r, (2) o Conjunto de índices T, (3) As relações de depen 

dência entre as Variáveis Aleatórias X(t). 

O espaço de estados r é o conjunto onde se situam os valo 

res de X{t) oara cada te T. Quando r= {0 1 1, 2, ... }dizemos que 

o orocesso X(t) é um Processo de Estados Discretos. Quando r =R di 

zemos que o Processo X(t) é a valores reais ou tem como Espaço de 

n Estados o continuum dos números reais. Quando r = R o 

X(t) é denominado um Processo Vetorial. Em nosso trabalho 

considerar tão somente o caso r = R. 

Processo 

iremos 

O Conjunto de Parâmetros ou de lndices T é o conjunto on-

de t varta. Quando T = {0, 1, ..• }dizemos que X(t) é um Processo a 

Parâmetro Discreto e quando T = [O, + 00 ) ou R dizemos que X(t) é um 

Processo a Parâmetro Continuo. 

Podemos ter as diversas combinações entre T e r quais se­

jam: T discreto com r discreto ou continuo e T continuo com r dis-
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reto ou continuo. 

Uma realização ou trajetória de um Processo Estocástico 

X(t) e sim~lesrnente urna aplicação X : T ~ R, definida por 
w 

onde X 11 X T ___;;~' R. 

As relações de deoendência entre as Variáveis Aleat,Óri-as 

X(t) servem para definirmos os tinos de Processos Estocásticos. No 

que se segue T = [0, +~) e X(t) E R oara cada tE T, a menos que o 

contrário seja dito explicitamente. 

Isto posto, passemos ao estudo dos tipos Clássicos de Pro 

cessas Estocásticos. 

(I) - Processos com Incrementos Independentes Estacionários. 

Um Processo Estocástico {X(t)}t E T diz-se um 

com Incrementos Indeoendentes se oara todo t 1 < t 2 < 

e oara todo n > 1, as variáveis aleatórias 

sao indeoendentes, ou seja se 

p (Y ) 
n n ' 

Processo 

< t em T 
n 

onde P(Y1 , •.• , Yn) é a densidade de probabilidade conjunta das va-

riáveis Y 1 , ••• , Yn e P i (Y i) (i = 1, 2, ••• , n) são as 

marginais. 

densidades 
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Se a distribuiçâó dos increMentos X(t+h) - X(t) do Preces 

so, depender sómente do comorimento h do intervalo e não do tem~o ~ 

o processo é dito com incrementos estacionários; em outras palavras, 

se para todo h > O e todo t E T a variável aleatória Y = X(t+h) - X{t) 

é tal que a sua densidade de t.Jrobabilidade P = f(h). y 

Obviamente, um Processo X(t) com as duas ~ronriedades aci 

ma diz-se um Processo com Incrementos Independentes Estacionários. 

Pode-se mostrar que se X (t) é um Processo corrt Incrementos In 

deoendentes Estacionários e se E(X(t))< ~, então 

(l) E(X(t)) =m
0 

+ m
1
t, onde 

m = E (X (o)) 
o 

ml = E(X(l)) - m 
o 

( 2) Var(X(t)) 
2 2 

t onde = 
"o + "l 

2 o 
a = E[(X(o) mo)-] 

o 

2 =E[(X(l) ml) 2] 
2 

"l - - "o 

Para uma demonstração deste fato veja Karlin [ 20 ] , capítu 

lo I. 

{II) - Processos de Markov. 

Em termos intuitivos um Processo Estocãstico Xt - X{t) diz 

-se um Processo de -~~arkov se dado o valor de Xt, os valores de Xs 

{s > t) não dependem dos valores de X {u < s) . Dito de outro modo, 
u 

um Processo Estocástico (Xt)t E T diz-se de Harkov ou é um Processo 

r-T.arkoviano se conhecendo-se 9recisamente o presente, o comportarnen-
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to futuro do Processo nao é alterado por informações adicionais no 

passado do Processo; ou ainda mais, o futuro e o passado do Preces-

so sao variáveis _ZI..leatórias Indeoendentes, dado o presente. 

A formalização desta idéia é como segue: defina da manei 

ra usual a Densidade de Probabilidade Condicional P(xntnlxn-ltn-1' 

... , x 1 t 1), que significa a orobabilidade de urna partícula se si-

tuar na posição ·xn no tempo tn, dado que ela esta nas posições x 2 , 

... , xn-l nos tempos t 1 , ..• , tn-l' respectivamente, como sendo 

P(x t lx 1 t 
1

, ... , x 1 t 1 1 = n n n- n-

• o • , 

... , 

Então, dizemos que o Processo X(t) representado pela den-

sidade P(x1 t 1 , ... , x t ) é de Markov se 
n n 

para todo t 1 < t 2 < ••• < tn e todo n > 1. 

As funções P(xtlvs) são denominadas densidade de 

çao de p'robabilidade de estados do Processo X(t). 

transi-

Para um Processo X (t) satisfazendo a Propriedade de ~4_ar-

kov, mostremos que as funções P(xt[ys) satisfazem a equação básica 

da Teoria: 

a qual é conhecida sob a denominação de equaçao de Smoluchowski ou 

Equação de Chapman-Kolmogorov. 

Ora, como sabemos, P(x
0

[xt) é a probabilidade de uma dada 
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Partícula ir de x0 9ara x no tempo t. Mas em qualquer tempo interrn~ 

diário O < t' < t, ela estará em algum lugar. Digamos que no tempo 

t' ela se encontra na posição y. Portanto, a partícula realizou uma 

transição de x
0 

para y no tempo t'. Mas então ela deve realizar uma 

transição de y para x no tempo t - t'. Desde que o processo descri­

to pela 9artícula é de Markov, segue-se que o passado é independen-

te do futuro e assim a probabilidade da partícula ir 

em um tempo t está dada por 

de x para y 
o 

Desde que y é arbitrário temos que integrando sobre todas 

as nossibilidades, encontraMos 

Decorre imediatamente da Propriedade de M.arkov que 

... , X t ) n n 

nara todo t 1 < t 2 < ••• < tn e todo n > 1. 

o 

Isto nos indica que nara a descrição comoleta de um Pro-

cesso de Markov e suficiente gue se conheçam as Densidades de Tran 

sição de Probabilidade entre Estados Consecutivos do Processo. 

Dois exemolos imJ?ortantes de Processos de -~~arkov são o 

Processo de Einstein-Wiener e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck, os 

quais serão examinados na seção seguinte. 
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(III) - Processos Estacionários. 

Um Processo Estocástico (X(t))t E T diz-se Estacionário se 

as funções de DistriRuição de Probabilidade Conjunta das duas Fami-

lias de Variáveis _Aleatórias 

e 

sao idênticas para todo h> O e todo t 11 ... , tn E T, e todo n. 

Denotando nor 

... ,xn~tl' ... , X t ) 
n n 

a distribuição de Probabilidade Conjunta do Processo, resulta que a 

condição de Estacionaridade do Mesmo pode ser exoressa assim 

nara todo n > O; quer dizer, para todas as distribuições finito-di-

mensionais do Processo. 

Em particular, a Distribuição de (X(t)) e a mesma para ca 

da t; auer dizer, P{x, t) é invariante sob translações no tempo, em 

termos matemáticos 

P(x, t+h) = P(x, t) 

oara todo h > O e t E T. 

Destas considerações seaue-se que E{x(t)) =constante. Se 

além disso tivermos que E(X(t)
2

) < oo, segue-se que Var(X(t)) = cons 

tante. 
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Existe uma outra noçao de estacionaridade, chamada Cova-

riância Estacionária, cuja teoria é muito mais fácil de desenvolver 

e a mesma é suficiente para muitas das aplicações práticas. 

Um Processo (X(t))t E T diz-se um Processo de Covariância 

Estacionária se as seguintes condições estiverem satisfeitas: 

(2) E(X(t)) = constante 

(3) Cov(Xt' Xt+h) = p (h) 1 nara todo t E T. 

Pode-se mostrar facilmente que se o Processo (X(t)) t E T 

é Estacionário 2 
e se E(X(t) ) < =então (X(t))t ~ T é um Processo 

de Covariância Estacionária. 

Por exemplo, como veremos na seçao seguinte, o Processode 

Einstein-Wiener (com Drift) não é um Processo Estacionário, pois 

tal orocesso não possui média constante, que é uma condição necessá 

ria oara a Estacionaridade do Processo. Todavia o Processo 

X(t) = W(t + h) - W(t) • 

onde W(t) é um Processo de Einstein-Wiener, é um exemplo de um Pro-

cesso Estacionário. Vale entretanto muito mais, todo Processo Não-

-Constante, com Incrementos Inde9endentes Estacionários, nao pode 

ser EstaCionário, pela mesma razão de antes (Veja II.C.l (1)). 

II.C.2- PROCESSOS DE MOVIMENTO BROWNIANO 

Vamos nesta seçao examinar Processos Estocásticos cujo Es 
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paço de Estado é o continuum dos números reais e tais que mudançaS 

de estado ocorrem em todos os instantes. Em um pequeno intervalo de 

tempo um tal processo ~ode sómente sofrer um pequeno deslocamento ou 

Mudança de Estado. Desse modo podemos esperar que as realizações ou 

trajetórias de tais processos sejam funções continuas. 

Como já foi salientado anteriormente, uma situação tioica 

mente física é aquela do Movimento Browniano. Tal fenômeno físico 

foi descoberto pelo Botânico RobertBrown em 1828. Tão sómente em 

1905 Albert Einstein elaborou uma teoria satisfatória do mesmo, ba-

seando-se na Teoria Cinética da Matéria, e em 1923 Norbert 

assentou sobre bases matemáticas rigorosas tal fenômeno. 

Wiener 

O Movimento Browniano é um exemplo típico do que comumen 

te chamamos de um Processo de Difusão ou seja é um Preces-

so de Markov, para o qual sómente ocorrem mudanças continuas de es­

tado; quer dizer, as suas realizações ou trajetórias são contínuas. 

Dois tipos básicos e importantes de processos de difusão 

sao o Processo de Einstein-Wiener e o Processo de Ornstein-Uhleu 

beck, os quais se constituem ern Modelos Matemáticos para o estudo 

do Movimento Browniano. Passamos a seguir a revisar estes dois pro­

cessos. 

II.C.2.1~ O PROCESSO DE EINSTEIN-WIENER 

Existem diversas maneiras de se introduzir tal Processo. A 

nosso ver, a mais econômica delas sendo via uma Equação Diferencial 

Estocástica. Para que isto se torne possível façamos algumas consi­

derações iniciais. 
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Seja (Z(t))t E T um Processo Puramente Aleatório. Isto 

significa que as Variáveis J'>..leatÓrias do Processo são identicamente 

distribuídas e para qualquer conjunto finito de pontos temporais 

distintos { t. } , as variáveis aleatórias (Z (t.)) são mutuamente in-
J J 

dependentes. 

Dizemos que um Processo Puramente Aleatório Z(t) é um~ 

cesso Gaussiano Puramente Aleatório, se çara t E T, a variável alea 

tória Z(t) está normalmente distribuída. 

Seja então (Z(t))t E Tu~ processo Gaussiano puramente a­

leatório, com média O e variância 1. Definimos o Processo de Eins-

tein-Wiener sem Drift ou Processo de Movimento Browniano, ao Preces 

so (X(t))t E T cujos Incrementos estão dados oor 

C.X(t) ~ Z (t)v't.t 

onde ~X(t) = X(t + 6t) - X(t) e ~t é um pequeno intervalo de tempo. 

Isto nos indica que os incrementos do Processo de Einstein-

Wiener (X(t)) durante o intervalo de tempo ~t, são tais que 

(1) E(C.X(t)) ~O 

(2) Var(C.X(t)) ~ C.t 

(3) São variáveis aleatórias normalmente distribuídas, pois as Z(t) 

tem esta propriedade 

(4) Inde~endem dos incrementos em qualquer outro pequeno intervalo 

de tempo. 
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Para obtermos o Processo de Einstein-Wiener com Drift v e 

Parâmetro de variância o 2 pomos 

LIX(t) ~ (Lit) + crZ (t) vLit 

As grandezas v e cr 2 nadem ser internretadas como a m:édia 

instantanea e a v·ariância instantânea por unidade de tempo, ou seja 

2 
cr 

v = Lim 

l!.t -+a+ 

1 

Llt 
E(X(t + Llt) - X(t)) 

Var(X(t + Llt) - X(t)) 

Podemos escrever formalmente a expressao dos incrementos 

de um Processo de Einstein-Wiener com Drift v, como uma Equação Di f e-

rencial Estocástica 

dX(t) ~v dt + cr Z(t) vdt (a) 

Interpretamos tal Equação Diferencial Estocástica da se­

guinte maneira: A mudança em X(t) em um Intervalo de Tempo dt é u­

ma variável aleatória normal com média vdt e variância o
2
dt e e in-

dependente de X{t) e da variação em qualquer outro intervalo de tem 

~o pequeno. Em outras oalavras 

(1) E(dX(t)) ~ vdt 

(2) Var(dX(t)) ~ cr 2dt 

(3) Cov(dX(t), dX(u)) ~ O, t t- u 

f': óbvio que o Processo de Einstein-Wiener é Markoviano pois 
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se conhecermos X{t) =a, a distribuição de X(u) (u > t), está fixa-

da, a saber 

X(u) -a+ v(u- t) + cr(u- t) 11 2z(t) : 

Como um Modelo para o Movimento Browniano de uma Particu-

la, o Processo de Eisntein-Wiener tem alguns defeitos. Por exemplo, 

a mudança na posição ~X(t} em um pequeno intervalo de tempo ~t e 

tal que i>X(t) - cr(i>tl
112

z(t). E assim 6X(t) - (ót) l/2 ou seja 6X(t) é 

da ordem de magnitude de (~t) 1 1 2 . 

Segue-se então dai que 

6X(t) 

6t 

(6t) 1/2 - (6t) -1/2 

ót 
' 

e portanto a velocidade da nartícula Browniana tem ordem de magnit~ 

de de (nt) -l/2 , a qual fica infinita quando nt--? O. Contudo, pa-

ra valores de t grandes se comoarado com os intervalos de tem?O en-

tre colisões sucessivas, tem sido encontrado que o Processo de Eins-

tein-Wiener funciona bem como uma representação do r1ovirnento Brow-

niano. Examinaremos a seguir um outro modelo (o Processo de Orns-

tein-Uhlenbeck) o qual é também satisfatório para t pequeno. Como 

um Processo Estocástico, entretanto, o Processo de Einstein-Wiener 

é perfeitamente próprio e de considerável importância. As realiza-

ções ou trajetórias de tais Processos enquanto continuas não são D~ 

ferenciáveis, porquanto em qualquer intervalo limitado, as trajetó-

rias têm um número infinito de pequenos picos. 
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II.C.2.2- O PROCESSO DE ORNSTEIN-UHLENBECK 

vamos agora considerar um Modelo Alternativo do Movimento 

Browniano, devido a Ornstein e Uhlenbeck. Neste modelo consideramos 

a velocidade V(t) de urna Particula Browniana no tempo t ao invés do 

seu deslocamento X{_t), desde que· o seu !>'iomentum Linear mV(t) ~ afe­

tado pelo Fenômeno de Impacto. 

Em um pequeno intervalo de tempo existem dois fatores os 

quais afetam a mudança na velocidade da partícula. são eles: 

(19) A Resistência Friccional ou de Atrito da Partícula com o Meio 

Circundante. Tal efeito é proporcional a V(t). 

(291 Os Impactos Aleatórios de Partículas Vizinhas, cujo efeito em 

sucessivos e pequenos intervalos de tempo podem ser representa 

dos por variáveis aleatórias independentes e com média zero, as 

quais tomamos como sendo os incrementos de um Processo de Eins 

tein-Wiener sem Drift. 

Desse modo, resulta que 

dU(t) ~ - BU(t) dt + d Y(t) 

onde Y(t) é um Processo de Einstein-Wiener {sem Drift) com parame­

tro de variância cr 2 , e onde B é o coeficiente de atrito. 

Desde que 

dY(t) ~ oZ(t) ydt ' 

onde Z (t) e um Processo Gaussiano Puramente Aleatório com Média ze 
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ro e Variância um, resulta que os incrementos do Processo de Orns-

tein-Uhlenbeck se escrevem como 

dU(t) = SU(t) dt + aZ(t) ydt ' 

o qual pode ser escrito condicionalmente a U(t) = u, como 

dU (t) = - Sudt + aZ (t) ydt 

Mas da expressao da Equação Diferencial Estocástica Geral 

para um Processo de Difusão [09 pg 217 eq. 56] 

dX (t) = S lx, t) dt + Z (t) V a (x, t) dt , 

segue-se que o Processo de Ornstein-Uhlenbeck (U(t))t E T é um Pro­

cesso de Difusão com ~~édia Infinitesimal -Bu e Variância Infinitesi 

2 
mal cr • 

cial 

que 

Pode-se mostrar ([09]} que para tal processo tem-se 

E(U(t)) = 

Var(U(t)) 
2 

a 

2S 

u 
o 

- Bt e u 
o 

velocidade in i 

Fazendo-se t--? +~nas expressoes anteriores, encontramos 

E(U(t) =O, var(U(t)) = 
2 

a 

2S 

Obtivemos assim uma distribuição de equilibrio para a Ve-
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locidade U(t) da Partícula Browniana, a qual é normal com média ze-
2 

o 
ro e variância ---- . Este resultado está de acordo com a Lei de 

2S 
Maxwell para a frequência de distribuição de velocidade de particu 

las em um meio gasoso em equilíbrio, segundo a qual as componentes 

cartesianas da velocidade têm independentes distribuições normaiscom 

média zero e variância comum. 

O processo de Ornstein-Uhlenbeck, assim obtido, é Gaussia 

no, Markoviano, mas não possui incrementos independentes. vamos a 

seguir obter a distribuição dos deslocamentos do processo U(t). 

Para obtermos a Distribuição dos Deslocamentos, observe 

mos que em um pequeno intervalo de tempo dt temos 

dX(t) ~ U(t) dt 

onde X (t) é a posição da narticula no tempo t. 

Integrando formalmente a equaçao anterior obtemos: 

t 

X ( t) - X (o) ~ f U ( s) ds 

o 

A Integral aoarecendo no segundo membro da equaçao acima 

tem siqnificado como UMa Integral Estocâstica. Para o significadoda 

mesma ver a referência [ 09 J • 

Suponhamos agora que o Processo {U(t)} está em Equilibrio 

Estatistico. Neste caso,como já vimos antes, temos que E(U(t)) =O 
2 

e var(U(t)) ~ --
0
--

2S 
Assim ([ 09 ] ) : 



pois 

Cov(U(s), U(s')) = E(U(s) U(s')) 

E(U(s)) = 

2 
Var(U(s)) = 

cr 

2S 

=E( u ( s) • E ( u ( s ' ) I u ( s) ) ) 

= E((U(s))2) e-S(s'-s) 

2 
cr 

2S 

-S(s'-s) e 

e 

Desse modo resulta então os seguintes valores: 

E(X(t) 

Var(X(t) - X(o)) = 

X (o)) = O 

2 
cr 
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(s' > s) 

Desde que o Processo {U(t)} é Gaussiano, segue-se que 

X(t) - X(o) é Gaussiano e assim X(t) X(o) está normalmente distri 

buido e 9ara t grande ele é tal como o Processo de Einstein-Wiener 

no sentido de que a sua Variância é assintóticarnente proporcional a 

t. 

De fato, corno vimos acima 

Var(X(t) -X(o)) = 

e fazendo-se aí t --?+ oo obtemos: 

2 
cr 



Var(X(t) - X(o)) -

Agora, para t pequeno ternos que 

Var(X(t) - X(o)) -

uma vez que para t pequeno 

2 
a 

-Bt s2 
t2 e - l - Bt + 

2 
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( Bt - l) 

; 

em contraste com o processo de Einstein-Wiener nara o qual os incre 

mentes sempre têm variância nronorcional a t. 

Desse modo o processo de Ornstein-Uhlenbeck resolve o Pro 

blema da representação do Movimento Browniano, quando ~t é pequeno 

se comparado com o Intervalo de Tempo entre Colisões Sucessivas das 

Particulas. 

I I. C. 3- PROCESSOS DE DIFUSÃO GERAL. AS EQUACÕES DE KOLHOGOROV - FO­

KKER - PLANCK 

Vamos apresentar nesta seçao como se dá a evolução em tem 

po dos Processos Estocásticos ou seja que equações diferenciais sao 

satisfeitas pela densidade de probabilidade do processo. Isto será 

feito para uma classe especial de processos de Markov os quais deno 

minamos de Processos de Difusão. Podemos, em tal descrição, adotar 

ou o ponto de vista forward ou o nonto de vista bach.,ard. Temos a-

oresentado nas seções anteriores a descrição forward dos processos, 

todavia desejamos considerar, de um oonto de vista físico, a des-



crição backward dos ~recessos estocãsticos. 

Como já ficou estabelecido na seção II.C.l, a 

de Probabilidade Condicional P{x t lx 1 t 1 , ... , x 1 t 1 ) n n n- n-

para Processos de Markov oor 

P(x t [X 1 t l' ... , x1 t 1 ) = P(x t [x 1 t l) n n n- n- n n n- n-

36 

densidade 

definida 

é chamada a Função de Densidade de Transição de Probabilidade for-

ward do processo, e ela reoresenta a Probabilidade de 

encontrar o sistema no estado xn no tempo tn dado que o sistema se 

encontra no estado x 
1 

no tempo t 1 , ... , no estado x 1 no n- n- tempo 

••• < t e para n > 1 arbitrário. 
n 

Para a descrição backttvard dos processos necessitamos con-

ceituar o que vem a ser a Densidade de Probabilidade 

Backward. Definimos tal Densidade oor 

... , 
o • • I 

X t ) 
n n 

X t ) 
n n 

Condicional 

desde que P(x2 t 2 , ... , xntn) i O, onde tn > ••• > t 2 > t 1 para todo 

n > 1. 

Tal expressao representa a Densidade de Probabilidade do 

Sistema se encontrar no estado x
1 

no temoo t
1 

dado que em terrq;os p:>st;:: 

riores tn > tn-l > ••• > t 2 > t 1 ele se encontrava nos estados res-

pectivos xn, xn-l' ... , x 3 , x 2 . 

Como ficou estabelecido na Referência [os ]pg 40-42, a 

propriedade de Markov de um Processo Estocástico permanece inaltera 

d .. "· - 1" d a ou e um invariante nor uma 1nversao te~9ora ; quer izer, se. um 
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dado Processo Estocástico tem a propriedade 

na descrição forward, então ele tem propriedade similar 

na descrição backward. 

Além disso para os Processos de Harkov, corno vimos ante-

riormente, as densidades de transição de Probabilidade entre Esta­

dos P(xtlys) caracterizam completamente o processo. Desse modo se 

conhecermos as equações diferenciais satisfeitas por tais densida-

des, resulta que integrando tais equações obteremos a panorâmica do 

processo. Em P(yslxt) (s > t} as Variáveis x e t são denominadas va 

riáveis backward enquanto que y e s são chamadas de variáveis for-

ward. 

Temos visto, em uma observação que fizemos na seçao ante-

rior, que o Drift v e o Parâmetro de variância o
2 

de um Processo 

(X(t))t E T podem ser pensados como a Média e a Variância Instantâ-

nea do Processo. No caso de Processos mais gerais, 

sideraremos a seguir, v = b(x, t) e o 2 
= D(x, t) e 

corno os que con-

-os mesmos sao de 

finidos por 

b(x, t) Lim l 
f (y - x) P(y, t+hlx, t)dy = --

h-+ a+ h 
ly-xl <; a 

D(x, t) Lim l 
f (y - 2 t+hlx, t)dy onde = x) P{y, • 

h ~o + h 
ly-xl <; a 

~, y E ~, t > O e a > O. 
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-Dizemos que um nrocesso estocástico (X, P) e um Processo 

de Difusão se as sequintes condiçÕes estiverem satisfeitas: 

1. (X, "P) é um nrocesso de Harkov. 

2. A. densidade de transição de probabilidade P (ys I xt) do Processo X 

satisfaz as sequintes condições nara todo a > 0: 

(i) Lim + 
h +O 

l 
f 

h lv-xl 
Plv, t+h/x, t)dv O , uniformemente em x e t. 

, a 

(ii) Existe uma funcão a valores reais b(x, t) ta1 que ?ara todo 

x e t: 

Lim + 
h -\-o 

_l_ f 

h /v-x/ 
(y-x) P(y, t+h I x, t)dy = b (x, t) 

(iii) Existe nara todo x e t uma função a valores reais D(x, t) 

tal que 

l 

h 
f (y- x) 2 P(y, t+hlx, t)dy = D(x, t). 

lv-xl < a 
Observemos anui que a condição (2:t) acima nos garante que 

o nrocesso X(t, w) tem trajet6rias continuas [ 22 ] . 

Se admitirmos aue a função densidade de transição de nro-

habilidade P {ysl xt) de urn nrocesso de difusão X (t, t'll) seja diferen-

ciável com respeito a t, s e duas vezes diferenciável com respeito 

a x, y, node-se MOstrar como feito na referência f 21 I, pag. 214 -

220, aue P(ys!xt) satisfaz as equações de Kolmogorov-Fokker-Planck 

(KVP): 
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1. Equação backv1ard: 

8P - b(x, tl 8P D(x, t) 
--~ 

8x 2 

2. Eauacão forward: 

8P 
~- -- (b(y, s) P(yslxt)) + l 

(D(y, s) P(yslxt)). 

8s ôy 2 

De um ponto de vista prático as equaçoes forward e back-

ward tem suas utilidades em circunstâncias apropriadas, como é o ca 

so dos Processos de Markov. 

Por exemplo, se estamos interessados na distribuição de 

orobabilidade de X(t) oara um dado valor inicial X(t) = x , então é - - o 

Óbvio que o ataque ao problema deve ser feito via a equação forward. 

Contudo se estamos interessados, digamos, na distribuição do tempo 

de primeira passagem de uma narticula em difusão por um estado fixo 

X(t
0

) como uma função da posição inicial X(o) = x0 , então a equação 

backward nos dá o método apropriado para o ataque ao problerra [ c f. 9 J. 

No caso do processo de Einstein-~"liener do Hovimento Brow-

niano a Equação KFP forward fica sendo 

~yslxt) ~ D P(yslxt) 
ds ~ 

pois 

D(y, s) 2 - D = a e b(y,sl=O 

Esta Equação Diferencial é a conhecida equaçao de di-
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fusão clássica. M.ostra-se na teoria das equaçoes diferenciais 

c i ais que a solução desta equação, P (ys! xt), está dada nor 

par-

P(yslxt) = 1 

,f2nD (s - t) 
exp(-

(y - x) 2 

2D(s- ti 

Além disso P(yslxt) satisfaz à seguinte condição inicial 

Lim + P(yslxt) = O(y- x) 
s ~t 

Desse modo a solução fundamental P(yslxt) da equação de 

difusão é essencialmente uma distribuição do tino delta de Dirac, 

Vamos agora anresentar as equação KF'P escritas em termos 

da densidade o(x, t) do nrocesso, nois nesta forma é que elas apar~ 

cerão no capitulo IV deste trabalho, quando lá tratarmos da equiva-

lência entre os nrocessos de difusão e os orocessos quânticos. 

1. Eauação backward 

= lb.(x, ti p(x, til-

at ax 

2. Eouacão forward 

'p (b(x, t) o(x, t)) + 

3x 

Aqui b*(x, t) está dado por 

Lim 
h -+o+ 

l 
f 

" ly-xl 

l 

2 

l 

2 

2 
3x 

2 
}X 

(D(x, t) p(X, t)) 

(D(x, t) p(x, til 

(y- x)dy. 
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II.D- ALGUMAS OBSER.VACÕES SOBRE A MECÂNICA QUÂNTICA E SEU FORMALIS­

MO MATEMÁTICO 

Fizemos inicialmente nesta seçao um rárido apanhado sobre 

a história da descoberta da ~~ecânica Quântica e em seguida aoresen­

tarnos não uma axiomatização da ~ecânica Quântica mas meramente um 

resumo comoacto do seu formalismo matemático como ele existe no pre 

sente e na prática. Tal formalismo matemático foi desenvolvido via 

o Onerador Densidade. A vantagem desse modo de anresentação reside 

em aue o estado de um dado sistema, assim representado, estará defi 

nido de maneira Única, enquanto que o Ket representando o estado Di 

nâmico de um Sistema, quando este é completamente conhecido, é quaE 

do muito definido a menos de· um fator de fase. 

II.D.l- ALGUMAS OBSERVACÕES SOBRE A MECÂNICA QUÂNTICA 

A Mecânica Quântica moderna foi descoberta nos anos 1925-

1926. SUas princioais características foram rapidaPlente estabelecidas e 

ela tem mudado muito pouco no decorrer desses anos. Esta Teoria ori 

ginou-se em uma tentativa de resolver dois enigmas: o espectro atô 

mico discreto e a natureza de onda e partícula da matéria e radia­

çao. Dados espectroscópicos foram interpretados como sendo a evi­

dência para o fato de que os átomos são sistemas mecânicos os quais 

podem existir em estados estacionários, somente para um certo con­

junto de valores discretos de energia. 
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Em 1900 Planck introduziu o quantum de açao h e em 1905 

Eisntein postulou particulas de luz com energia E = hv (v a frequê~ 

cia). Em 1924 De Broglie oôs juntas as duas fórmulas E = mc2 e E = 

= hv , e inventou as Ondas de Matéria. A natureza ondulatória da ma 

téria recebeu confirmação ex9erimental no experimento de difraçãode 

elétrons de Davisson-Germer, realizado em 1927, e suoorte teórico 

com o trabalho de SchrOdinger de 1926. 

Certamente ninguém duvida oue a M.ecânica ouântica N!oderna 

é uma teoria firMemente estabelecida. rodavia esta teoria tem se ar 

rastado em dificuldades conceituais desde o seu nascimento como -e 

bem conhecido pelas visões onostas dos seus fundadores (e.g. Eins-

" tein, Schrodinger. de Broglie, versus Bohr, Heisenberg, Dirac ... ). 

Veja o li:vro do Jammer para estes aspectos da Mecânica Quântica. 

Poucos anos após os fundamentos da Hecânica Quântica Mo-

derna terem sido estabelecidos, surgiram as primeiras tentativas pa 

ra revisar a recém surgida teoria que já desde o inicio alcançava 

grande sucesso. Uma das direções que começou a se desenvolver e que 

diz respeito a este nosso trabalho de pesquisa é aquele que consis-

te em interpretar os Processos Quânticos como um Processo de Difu-

sao. Esta direção é hoje conhecida como a Interpretação E~ 

tocãstica da Mecânica Quântica. No Capitulo IV, seção IV.B, deste 

trabalho é feita uma revisão histórica sobre tal interpretação, bem 
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como na seçao seguinte é estabelecida matematicamente a equivalên­

cia entre os processos de difusão e a ~1ecânica Quântica. 

II.D.2- O FORMALISMO MATEMÁTICO DA MECÂNICA QUÂNTICA VIA O OPERADOR 

DENSIDADE 

II.D.2.1- AS DESCRIÇÕES CLÂSSICA E QUÂNTICA DOS SISTE~~S F1SICOS 

Em Física Clássica o estado dinâmico de um dado sistema 

estará determinado em cada instante, desde que se conheça nesse ins 

tante os valores assumidos pelas variáveis dinâmicas associadas com 

o sistema. Essas variáveis dinâmicas podem, em principio, serem to­

das elas determinadas simultâneamente com infinita precisão. o obj~ 

tivo da teoria clássica é enumerar essas variáveis dinâmicas e en­

tão descobrir e estudar suas equações de movimento. 

Em FÍsica Quântica, a relação entre estados dinâmicos e 

variáveis dinâmicas é muito menos direta. No ?recesso de medida de 

uma dada variável dinâmica, o estado dinâmico do sistema sobre o 

qual a medida é realizada, é em geral modificado pela intervenção do 

ato de medir. Existe na Mecânica Quântica uma grande controvérsia 

sobre carp a gente deve entender a relação entre a coisa que está sendo medi 

da e o aoarelho. Esta modificação a qual é usualmente negligenciada 

em Fisica Clássica, deixa de ser negligivel na escala microscópica 

e a mesma surge como uma nao predict:ível e incontrolável perturbação 

do sistema e coloca um limite ~ara a precisão com a qual as variá­

veis dinâmicas ~odem ser, todas elas, medidas simultaneamente. A Me 

cânica Quântica abandona o postulado fundamental da Fisica Clássic~ 

de acordo com o qual todas as várias grandezas oertencentes ao sis-
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tema tomam valores bem definidos em cada instante de tempo. Desse 

modo, podemos sómente determinar para cada uma dessas variáveis, u­

ma distribuição estatística de valores, a qual é a lei de probabi­

lidade dos resultados de medida, na eventualidade que uma tal medi­

da seja realizada; isto é, em princípio é impossível determinar to­

das as variáveis dinâmicas com precisão arbitrária. 

Vemos assim que existe em Física Quântica uma mudança ra­

dical na relação entre estados dinâmicos e variáveis dinâmicas, em 

comparaçao com a FÍsica Clássica. Isto exige naturalmente uma mudan 

ça radical na aparelhagem matemática dessa teoria. 

II.D.2.2- O FORMALISMO MATEMÁTICO DA MECÂNICA QUÂNTICA 

A Mecânica Quânticà, e de fato qualquer 

ser dividida em: 

teoria pode 

(A) Um formalismo matemático consistindo de um conjunto de concei­

tos ~rimitivos, relações entre esses conceitos os quais podem 

ser ou postulados ou obtidos por dadas regras de dedução. e uma 

lei dinâmica. 

(B) Regras de correspondência, as quais relacionem os conceitos teó 

ricos de (A), com o mundo da experiência. 

Esta divisão não é de forma alguma absoluta, mas ela é con 

veniente para os propósitos que temos em mente. Tratemos 

de cada oarte em separado. 

portanto 

(A) - Os conceitos primitivos da teoria quântica são aqu~ 

les de sistema, estado e observável. 
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{F.l)- A cada sistema corresnonde um espaço de Hilbert K. 

(F.2)- Um estado é representado por um operador densidade p, o qual 

é hermitiano, positivo definido e de traço unitário. Isto im 

plica que qualquer ooerador estado 

em termos dos seus autovetores I~J 

com 

pode ser diagonalizado 

( 1)' 

~2 

Um estado puro é caracterizado pela condição p = p. Se-

gue-se que oara um estado puro, existe exatamente um autova-

lar não-nulo de p, digamos 

para n t- n' 

Neste caso, temos 

e desse modo um estado puro pode ser representado por um ve 

tor no espaço de Hilbert X do sistema. 

(F.3)- Um observável~ é representado por um onerado hermiteano ~ 

atuando sobre o espaço de Hilbert X do sistema. Ele tem uma 

re~resentação espectral 
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onde os P são os ooeradores projeção ortogonal, os quais re 
n 

lacionarn-se aos autovetores ortonormais de A por 

Pn ~ ~ la,!an ><a, anl 
a 

( 3) • 

Aqui os numeras a sao os autovalores de A e o parâmetro -n 
a denota os autovetores degenerados os quais são associados 

ao mesrro autovetor !~>de A. 'As somas ficam integrais no caso de 

A ter um espectro continuo. 

A equação 

n 

é equivalente a afirmação de que um observável deve possuir 

um conjunto ortogonal corn~leto de autovetores, ou seja, uma 

base de autovetores. 

(F.4)- O valor médio, ou média, de um observável A no estado p está 

dado oor 

( 4) 

onde Tr significa o traço do operador entre parentesis. 

Para um estado 9uro representado nela vetor normalizado 

I1J! > , a expressao anterior ( 4) reduz-se a 

(5) 
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Introduzindo a função característica f(ç) = < eit;A} po-

demos obter a distribuição estatistica dos resultados do ob-

-
servável A no estado p, uma vez que uma distribuição estatí~ 

tica de resultados fica completamente determinada oela espe-

cificação da função característica. 

(F.S)- Os únicos resultados 9ossíveis da medida de um observável A 

são os seus autovalores, e as probabilidades de cada um dos 

seus autovalores an podem ser calculdas da seguinte maneira: 

No caso de um estado puro representado pelo Ket normaliza 

lizado lw > , a probabilidade do autovalor an de A está dada 

por: 

a 

que no caso nao degenerado se reduz a 

(F.6)~ A lei dinâmica ou equaçao do movimento dependo do sistema fi 

sico sob consideração; isto é, do número de graus de liberda 

de do sistema, se o sistema é relativistico ou não. Mas, em 

cada caso ela pode ser escrita na forma 

( 6) 

em geral, ou 

[.;(t) ) ~ U(t, t l[.;(t) > o o ( 7) 



para um estado puro, onde U(t, t
0

) é um operador 

chamado o operador evolução. 
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unitário, 

Temos dado dessa forma, nao uma axiomatização da Mecânica 

Quântica, mas meramente um resumo compacto do seu formalismo matemã 

tico, como ele existe no presente e na prática. 

(B) - As regras de correspondência devem relacionar os con 

ceitos primitivos de sistema, estado e observável à rea·lidade empi-

rica. Isto nos possibilita uma interpretação mais específica para 

as médias e probabilidades introduzidas em (F.4) e (F.S). 

A exigência natural colocado sobre um observável, e que 

seremos capazes de observá-lo. Mais precisamente, um observável" e 

uma variável dinâmica cujo valor pode, em princípio, ser medido. Pa 

ra variáveis canonicamente conjugadas, os ooeradores corresponden-

tes são obtidos via a relação de comutação canônica de Dirac 

-
qp - pq = ih Id 

onde Id é o operador identidade. 

Não existe regra geral para construir um único operador 

para representar uma função f(q, P~ em virtude de não-comutativida­

de de q e p. Todavia o caso mais geral não parece surgir na prática. 

Observemos que a axiomatização da ~ecânica Quântica nao 

nos dá uma maneira de encontrar o espaço Hilbert X que corresponde 

a um dado sistema fisico, nem os operadores que correspondem aos ob 

serváveis físicos, nem o operador H que dá a evolução em tempo de 

dado sistema fisico. Estas escolhas de ~, os ooeradores (observá-

veis) e H vêm da experiência via certas regras de correspondência~ 
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tre FÍsica Clássica e FÍsica Quântica. Desta forma os axiomas nos 

garantem a existência de X, os operadores· {observáveis) e H. 

II.D.2.3- O OPERADOR EVOLUCÃO 

Pelo que temos visto no parágrafo anterior, a evolução em 

tempo de um sistema quântico está dada no caso geral por 

( 6) ' 

e por 

. 
I~ ltl > = u rt, t l 1 ~ 1 t l o o 

( 7) 

. . 
no caso de um estado puro, onde U(t, t 0 ) = U é um operador unitário 

ou seja fiO* = Ú*Ú = id (em particular U* = u-1 ). 

Vamos admitir que o estado do sistema é perfeitamente bem 

conhecido, em um dado instante de tempo t , como ]$ (t ) ) . Então de o o 

acordo com a equaçao (7), o seu estado jlj;(t) ) em um tempo posterior 

t > t
0

, vem dado por 

Algumas propriedades decorrem imdiatamente desta equaçao: 
. 

(1)- Para t = t
0 

resulta que l~lt 0 ) ) = U(t
0
,t

0
) l~it 0 ) ) , e assim 

. 
U(t, t

0
) satisfaz à condição inicial 

1íi1t, t) ~~t) > = o o 

·* 
= < Ht

0
J lu lt, t 0 )U(t,t 0 )~(t 0 )) 

< Ht
0

) I~ I t
0

) > • 
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Esta propriedade nos diz que na evolução em tempo do sis-

tema, a normalização do sistema não muda; isto é, se ll1jJ (t ) 11 = 1, e~ 
o 

tão llljJ (t) 11 = 1 em todos os instantes posteriores (t > t ) . 
o 

(3)- Consideremos os instantes de tempo t, t 1 , t
0 

e tais que 

t > t
1 

> t
0

. Em virtude da equação (7), podemos escrever: 

e desse modo resulta que 

. 
u r t 1 , t l I H t l > o o 

Mas em virtude da-equaçao (7) 

Portanto, comparando as duas últimas equaçoes resulta, já 

que lljJ (t) ) é arbitrário: 

. 
U(t,t)= 

o 

Esta regra de comoosição do operador evolução é conhecida 

como a propriedade de semigrupo de U. 

Segue-se desta relação, pondo t = 

. 
t que o 

U(t
0

, t 1 ) . U(t1 , t
0

) = U(t
0

, t
0

) = Id 

ou seja 
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Vamos a seguir determinar a equação diferencial a qual de 

ve ser satisfeita pelo operador evolução. 

Um operador unitário U diz-se um O:_Pcecor"a::d::o:_r::_ _ _:i::n:_:.=f.=i.on:ci"t='e=-s"-=i'-'m"=a"'l 

se 

U - Id + isF 

onde s é uma quantidade infinitesimal real. Dizemos então neste ca-

so que U está infinitamente próximo à identidade. 

Da condição de unitaridade de U ou seja de 

-UU* = U*U = Id 

resulta que 

e em particular que 

isF*) = Id 

ou desenvolvendo 

Id iE:F + ü:F + s 2 Ê'~* ~ Id 

Desprezando termo 2 obtemos o em E 

- -
iE:F = iEF* e dai F ~ F* 

Desse modo o operador F é hermitiano. 

consideremos agora um instante de temno t - dt imediatamen 

te antes de t. Em virtude da propriedade de semigrupo do operador e-



volução U, temos: 

U(t, t ) = U(t, t - dt) 
o 

u ( t - dt. t ) 
o 
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Agora, se dt e pequeno, então U(t, t - dt) e um operador 

unitário infinitesimal, e o intervalo de tempo -dt e o seu parâmetro. 

onde H 

Assim, pelo que vimos antes U(t, t - dt) ::::: Id - _i_ 
h 

é um operador hermiteano, e o fator i (_fl = constante 
h 

dt H, 

de 

Planck h dividida por 21T)_ tem sido introduzido, para que o ooerador 

H tenha dimensão de energia. 

ou ainda 

Desse modo, obtemos 

U(t, to) Cid i dt H) = -
h 

= U(t - dt, to) -

l - -
--(U(t, to) U(t - dt, to)) 

dt 

Fazendo dt + O, encontraremos 

ih ~(t, 
dt 

t ) = H 
o 

U(t - dt, to) 

i dt H U(t -
h 

i - -- H U(t -
h 

que e a equaçao diferencial do operador evolução. 

dt, t ) 
o 

dt, t ) 
o 

Temos então o seguinte problema de valor inicial para o 

operador evolução 

(8) 
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Este problema de valor inicial pode ser transformado na 

forma equivalente 

U(t, t ) ~ Id -
o 

i 
t 

f H U(t', t) dt' 
o 

(9) 

As equaçoes em (8) ou a equaçao integral em (_9) expressam 

a lei fundamental da.evolução de um sistema quântico, descrito por 

um estado puro l•(t) 

Consideremos agora o caso geral, no qual a evolução em 

tempo está dada por 

Ora, as equaçoes de movimento do ooerador U e do seu ad-

junto U* estão dadas, res~ectivamente, por 

e 

-ih 

dU 

dt 

dU* 

dt 

H U 

-= U* H* 

Derivando com respeito a ! membro a membro a equaçao 

emcontramos 

- - -
p(t)~Up(t 0 )U*, 

-
p(t

0
)U* + U p(t

0
) 

dU* 

dt 

(lO) 

(ll) 
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Agora, levando-se em conta as equaçoes (10) e (11), obte-

MOS 

ou seja 

. 
ih~= 

dt 

" 

H p pH 

II.D.2.4- A EQUArÃO DE SCHRODINGER 

Como temos visto no parágrafo 

_M__(t, 
. . 

ih to) = H U{t, to) , 
dt 

ou a equaçao integral 

t . i U(t, to) = Id - f H 

h t o 

H 

ih 

[Ê:, p 1 

anterior, 

. 
U(t, to) 

U (tI I to) 

( 12) 

as equaçoes 

= Id ( 13 I 

dt' (14) 

expressam a lei fundamental da evolução de um sistema quântico, des 

drito por um estado puro l~(t) 

" Uma expressao equivalente desta lei é aquela de Schrodin-

ger; ou seja, a eguaçao diferencial do movimento dos estados dinâmi 

cos do sistema. 

Como sabemos, a evolução em tempo do vetor estado lw (t) 

está dada por 

l.;(t) ) = U(t, t) l.;(t) ) 
o o 
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Diferenciando com respeito a t membro a membro esta equa­

çao, obtemos: 

Mas, 

_d_lw(tl 
dt 

ih 
d 

dt 

= ,_d_ u(t, 
dt 

Desse modo, resulta que 

tliw(tl> o o 

ih _d_l• (t)- ' 
dt 

.. 
=H u(t, t

0
1 lw(t

0
1 > = iilw(ti 

A equaçao 

ih _d_lw(tl > = iilw(tl 
dt 

( 15) 

(16) 

nos dá a lei geral para a evolução em tempo do estado l~(t) > do 

... 11 " 
sistema. Ela e a forma de Schrodinger ou a equação de Schrodinger~ 

ra o movimento do sistema. 

Esse modo de descrever a evolução dos sistemas quânticos 

é conhecido como a representação de SchrÜdinger. Neste tipo de des-

crição dos fenômenos quânticos, o estado do sistena é representado I;Dr 

um Ket IW(t) > em movimento; enquanto que as grandezas físicas, ou 

pelo menos aquelas que não dependem explicitamente do tempo, sao re 

presentadas por observáveis estacionários. 
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CAPÍTULO III 

PROCESSOS ESTOCÂSTICOS DE PART1CULAS QUE INTERAGEM 

MENTE VIA EFEITO DE !1E.M6RIA 

INDIRETA 

III. A- INTRODUCÃO 

Apresentamos neste capítulo a descrição física e matemáti 

ca de partículas interagindo indiretamente via estados estáveis ou 

memória do meio; tal interação indireta entre elas sendo descrita 

em termos matemáticos por uma família de processos estocãsticos. A 

esta família de partículas interagindo indiretamente é associado um 

certo nrocesso estocâstico o qual é denominado Processo de Interfe 

rência da familia e é mostrado que tal nrocesso é um processo de di 

fusão desde que cada membro da família o seja. Isto, como veremos 

no·canítulo seguinte, tem interesse nara a internretação estocásti­

ca da Mecânica O.uântica aue iremos ai considerar. Além disso são es 

tabelecidos outros resultados sobre os Processos de Partículas Inte 

raqindo Indiretamente. 

Mencionemos que muito trabalho tem sido feito no estudo 

de partículas que interagem diretamente umas com as outras em uma 

situação estocástica. Neste trabalho faremos um estudo da intera­

ção indireta entre partículas, às vezes denominada interação hidro 

dinâmica. 

Também mencionemos que tem sido observado [ 26 ]que o tipo 

de processo estocástico que apa,rece na, - interpr~ç~ estocástica da Me-
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cânica Quântica sao Não-Clássicos no sentido de que o propagado r 

(i.e. a densidade de transicão de nrobabilidade condicional p) de­

nende da densidade inicial p (x, t), e que tal comportamento é mani o . 

festado por Processos de partículas que interagem {diretamente) • E~ 

fatizemos que, naturalmente, modelos de partículas interagindo dire 

tamente são inconsistentes com muitos experimentos, mas que isto 

nao ocorre com modelos de nartículas interagindo indiretamente (Suo-· 

nomano [ 06 1 ) • 

III. B - A DESCRI~ÃO FÍSICA. ALGU~AS NOTAr.ÕES E LIMITAÇÕES 

vamos descrever nesta seçao o tipo de interação física en 

tre partículas oue iremos estudar neste trabalho. 

Denotemos por ~ uma oequena região do espaço na qual exis 

te algum indefinido meio estocástico. Este rr.eio e admitido possuir 

certas propriedades de estabilidade ou ~emória no seguinte sentido: 

admita que dispomos de um modo de criar particulas em algum estado 

inicial de probabilidade p (x) . Considere . . o uma Partícula P passan­
al 

do através de M. Admitiremos que o Meio é de tal natureza que a Pa~ 

tícula deixa M em um novo estado, o qual é uma função de seu estado 

prévio e das propriedades da partícula. Sejam M0 e M1 , respectiva­

mente, os Estados Probabilísticos de M antes e apÓs a Particula pa~ 

sar. 

Agora considere uma segunda Partícula P passando atra­
a2 

ves de M. Se P segue P suficientemente PrÓxima em tempo então 
a2 al -

P interagirá com um ~-eio Estocástico diferente daquele que P in 
a2 al 

teragiu. Em geral podemos falar da n-ésima Particula passando atra-
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vés de r-1, o qual se encontra incialmente no estado f'J!_ 1 e é deixado n-

no estado M . Desejamos estudar o comportamento médio de uma Sequê~ 
n 

cia de Partlculas as quais passam consecutivamente através do mesmo 

Meio, o qual possui o tipo descrito antes de Memória ou seja tem as 

Propriedades de Memória descritas acima. Em outras palavras, vamos 

considerar as Médias sobre todas as Sequências Possíveis de Partícu 

las e sobre todos os Estados Possíveis do Meio. 

Vamos aqui considerar também uma certa Escala de Tempo. 

Consideraremos somente a situação onde o tempo de decaimento da Me-

mória do Meio é grande quando comparado-ao tem9o de separação entre 

Partículas Consecutivas. AdmitiremOs também que nunca existe mais 

de uma Particula em um dado Tempo em nosso Sistema. Portanto, por 

definição, uma dada Partícula oode somente interagir com Prévias 

Partículas Indiretamente Via Efeito de Memória do Meio. Com estas 

restrições podemos então falar, por conveniência de expressão, como 

se a memória fosse completamente estável e não mencionar explícita-

mente o intervalo de tempo entre as Partículas. 

Vamos a seguir descrever pictoricamente a situação trata-

da acima. 

trajetória da Partícula ll 

Corrida l trajetória da Partícula 12 

trajetória da Partícula 13 

• 

~~ trajetória da Particula 21 

Corrida 2 trajetória da Partícula 22 

trajetória da Parti cu la 23 



Corrida 3 

Espaço 

Temoo 

trajetória da Partícula 31 

trajetória da Partícula 32 

trajetória da Partícula 33 
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Figura- Existem infinitas corridas independentes e distintas. 

Cada corrida tem um número infinito de partículas as 

quais oodem interagir com nrévias nartículas na sesma 

corrida indiretamente via efeito de memória. 

Na descrição pictórica, estamos imaginando que temos um 

número infinito de corridas estritamente independentes. Isto é, to­

mamos as Corridas fisicamente separadas em Espaço e Tempo. Aqui ca­

da Corrida consiste de um Número Infinito de Partículas. Na Figura 

as Partículas são mostradas iniciando todas elas o seu movimento em 

uma origem comum. As Partículas de uma dada Corrida são separadas ~ 

proximadamente por um tempo L. Como discutido antes, L é admitido 

como sendo suficientemente grande de maneira que duas particulas n~ 

ca estão no sistema ao mesmo tempo. Por outro lado z é admitido tam 

bém ser suficientemente 9equeno em comparação ao tempo de vida da 



60 

memória. Partículas em Diferentes Corridas, por definição, nunca p~ 

dem interagir umas com as outras. 

Na representação usual dos Processos de Difusão Clássi-

cos ou Processos de M.ovimento Browniano, tais como o Processo de 

Einstein-Wiener e o Processo de Ornstein-Uhlenbeck, as médias sao 

tomadas sobre Partículas Independentes Que Não Interagem. Em nosso 

modelo devemos determinar Hédias sobre Corridas Independentes, ou 

seja sobre um Emsemble de Corridas, cada Corrida tendo Partículas 

Interagindo Indiretamente, 

Chamaremos o conjunto consistindo da 1~ Partícula em cada 

uma das Corridas, o 2rimeiro Conjunto-Partícula. Similarmente chama 

remos o conjunto consistindo da n-ésima partícula em cada uma das 

corridas, de n-ésimo Conjunto-Partícula. Seja Xn(t}, n ~ 1, 2, ... , 

o Processo Estocástico o qual representa o movimento estocãstico do 

n-ésimo Conjunto-Partícula. Sej~m Pn(yslxt}, x, y E R, t, sE T = 

=[O,p],p > O, t < s e p (xt}, respectivamente, a densidade n ~ 
de 

transição de probabilidade condicional e a densidade de probabilida 

de do Processo Xn(t). Iremos neste trabalho nos restringir aos pro­

cessos de difusão uni-dimensionais ou seja aos processos de difusão 

sobre a reta real, para a situação na qual p (x, O} = o (x) para to n o 

do n. 

Podemos considerar oue P define as propriedades do meio 
n 

para o n-ésimo conjunto-oartícula. O n-ésimo conjunto-partícula não 

node afetar Pn, mas afetará Pm onde m > n. Isto se tornará mais ela 

ro no aue segue. 
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Antes de prosseguirmos façamos algumas observações: 

a 
1-)- Uma importante diferença entre o tipo de Comoortamento Estocás 

tico descrito e aquele dos Processos de Difusão Clássicos deve 

ser salientada. No !o".ovimento Browniano as Propriedades Estocás 

ticas do Meio são fixadas e não dependem de modo algum da den­

sidade inicial p0 (x). Isto é P(ys]xt), a Densidade da Probabi­

dade Condicional, é inteiramente independente de p (x). A - o 

P(ys]xt) tem o papel de propagar um estado inicial p 0 (x)~ e 

neste sentido define o meio estocâstico. 

Em nosso caso Pn(ys\xt), n > 1, em geral dependerá de 

Em oarticular isto significa que a velocidade posterior bn (x,t) 

e o Coeficiente de Difusão Dn(x, t) do Processo X (t) depende-n -

de p
0

{x). Este é exatamente um dos atributos que o Processo Es 

tocástico associado com a Equação de Schr~dinger tem na inter-

pretação estocástica da Mecânica Quântica. 

Vamos chamar o tino de comportamento descrito acima como "Não-

-Clássico''. Neste trabalho vamos mostrar que um tipo de proce~ 

so não-clássico, resolve certos nroblemas nos fundamentos da 

f''lecânica Quântica. 

2~)- Na Literatura a palavra "memória" é exclusivamente associada 

com memória M.arkov. Podemos expressar memória M.arkov dizendo 

que ela é a memória que uma partícula individual tem do seu 

passado. Estamos usando a palavra memória, ou memória do meio, 

no sentido do meio ter memória de prévias parti 

culas. Neste trabalho sempre usaremos a oalavra memória para 

significar memória do meio. 
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III. C - A DESCRIÇÃO HATE>,ÃTICll. E>l TE'<,"'OS DE PROCESSOS ESTOCÁSTICOS. 

ALGUNS CONCEITOS E DEFINIÇÕES 

Vamos apresentar nesta seção a for~ulação matemática, via 

a teoria dos Processos Estocásticos, do nosso Hodelo Físico de Par-

tículas interagindo indiretamente via a Memória do Meio, do qual 

tratamos na seção anterior. 

Seja (Xn(t, w)}n E N uma família de Processos Estocás-

ticos 

X 
n 

T X Q --'?R 

todos definidos sobre um mesmo espaço de probabilidade ( n, V, Pr), 

onde V é uma o-álgebra de subconjuntos de n e P e uma medida 
r 

de 

nrobabilidade. Além disso cada Processo Xn(t, w) tem uma densidade 

de Transição de Probabilidade Pn(yslxt), t < s, x, y E R, t, sE T= 

[ O,. a] c R. 

Chamamos {Xn(t, w)}n E N uma Família de Interferência 

ou uma Família de Partículas Interagindo Indiretamente se doisQuai~ 

quer dos P diferem sobre um Conjunto de Medida de Lebesgue não-nu­
n 

la; isto é, se existem inteiros n 1 , n 2 tais que 

" ( y; P (yslxt) 
nl 

* P lyslxt)} *O nz 

no sentido de Lebesgue para quaisquer valores fixados de x, t, e s. 

Diremos que [ Xn (t, w)} é uma Familia de Interferência Fra 

ca ou uma Familia de Particulas Interagindo Indiretamente Fracamen-

te se duas quaisquer densidade de Transição diferem somente 

um Conjunto de Medida de Lebesgue Nula. 

sobre 
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Portanto, podemos considerar uma Família de Interferância 

{Xn' Pn} como uma sequência de Processos Estocásticos realizando um 

certo tioo de evolução. Os Pn definem as propriedades do Meio apos 

o n-ésimo Conjunto Partícula .Passar através dele em suas respecti­

vas corridas. Observemos que as condições iniciais pn(x, O) não afe 

tam, por definição, ~n mas somente Pm com m > n. 

Estamos interessados em estudar uma situação na qual o 

Meio atinge alguma prooriedade de EquilÍbrio ou Estado Estacionãri~ 

isto é, quando a sequência (pn) tem um limite P. No que se segue se 

rã conveniente pensarmos nos Pn como evoluindo em termos do tempo 

discreto n. Chamaremos este tempo de Tempo Consecutivo, enquanto·que 

o parâmetro t será denominado Tempo Usual ou Tempo Trajetória. 

Antes de definirmos formalmente P, será conveniente fazer 

mos algumas considerações sobre notações: 

(1} Escreveremos para todo x, y oara significar para todo x, y E R. 

(2) Escreveremos para todo s, t para significar s, t E T = [O, ~ 1, 

~ ~ R, B > 0: s sempre será considerado maior que t. 

(3) Lim - Lim 

n n_,.oo 

(4) (n, V, Pr) e um Espaço de Probabilidade Fixo, sobre o qual es­

tão definidos todos os nossos Processos Estocásticos Xn(t, w). 

(5) Todos os Processos Estocásticos X (t, w) serão sempre admitidos 
n 

como sendo se~aráveis. 

(6) Iremos frequentemente escrever Pn no lugar de Pn(yslxt) ou 

Pn(y, t+hlx, t). 
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(7) Nos referiremos a um Processo Estocástico como (X, P), ou X ou 

P. Vamos sempre sup:>r que as densidades condicionais dos processos existem. 

(8) Nos referiremos a uma Familia de Interferência como { (Xn' Pn) } 

ou ( Xn} ou como { p n} n E N , 

sitivos e n está sempre em N 

N é o conjunto dos inteiros p~ 

Seja {Xn(t, w}} urna Família de Partículas Interagindo I~ 

diretamente com Densidades de transição Pn{x 2t 2 ]x1 t 1), Pn(x3 t 3 ]x2t 2, 

x
1

t
1

) ... onde x
1

,x
2

, ..• E R, t 1 , t
2

, .•. E T e t
1 

< t 2 < •••• Se 

ja {X(t, w)} um Processo Estocástico com densidade de transição 

• Dizemos que (X, P) é um PrQ 

cesso de Interferência ou Processo de Partículas Interagindo Indire 

tamente da família (X , p Y se 
n n 

~ Lim pn(x 3t 3 1x 2t 2 , x1 t 1 l 
n 

= Lim Pn(xktklxk-ltk-1' 
n 

De agora em diante nos referiremos a (X, P) como um RrQ= 

cesso de Interferência ou como um Processo de Partículas Interagin-
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do Indiretamente, da família (XnL-fnL· p está univocamente determi­

nado pelas Pn' enquanto que X está somente determinado a menos de 

classes de equivalência. 

Observemos que esta definição nao Personifica exatamente 

algumas idéias em Buonornano [ 06 1 , mas ela renresenta mais uma con-

ciliação. 

Vamos apresentar a seguir um exemplo de urna F a 

mÍlia de Interferência ou Família de Partículas Interagindo Indire-

tamente. Para isto, seja (Dn)n E N uma sequência de números 

reais estritamente positivos, a qual converge para o número real es 

tritamente positivo D. Considere a· Família de Processos Estocásti-

cos (X ) definidos pelas Densidades de Transição de Probabilidade 
n 

1 

,f2wD (s - t) 
n 

exp {-
2 - xl 

Tal Família e denominada uma Família de Processos de V'Jie 

ner. 

Observemos oue toda família de nrocessos de Wiener (Xn, 

Pn) e uma família de partículas interagindo indiretamente, a qual 

tem como um processo de interferência o processo de Wiener X com a 

densidade de transição de probabilidade dada ~or 

P(ys!xt) ~ 
1 

v'2nD (x - t) 

exp [ -
2 

(y - xl 

20 ( s - t) 
' 

onde D = Lim Dn 7 O, desde que para uma tal famÍlia e fixando-se x, 
n 

s e t arbitrariamente, segue-se que para quaisquer inteiros positi-
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vos o:, P distintos, temos {y!Pa(yslxt) 1- P~ (yslxt)} =R, o qual tem 

medida de Lebesgue não-nula. 

Agora, uma vez que D ~ D > O resulta que 
n 

Lirn Pn(yslxt) ~ P(yslxt) 
n 

como se verifica facilmente. 

' 

Ainda com relação à situação fÍsica descrita na fj_gura da 

seçao anterior, ela nos permite conceituar informalmente um uroces-

so Clássico, como aquela situação descrita na figura e tal que nao 

existe efeito de memória ou seja não existe interação entre as par-

ticulas. ~ este o caso quando todos os Processos Estocásticos sao 

idênticos ou seja o mesmo para todos os Conjuntos-Partículas. 

Notemos que esta conceituação de Processo Clássico só faz 

sentido quando referida a uma Família de Processos os quais repre-

sentam a situação física descrita na figura. Desse modo dentro des-

se ponto de vista, quando há interação entre as Partículas diremos 

que o Processo é de Interferência e quando não há interação diremos 

que se trata de um orocesso clássico. 

III.D - ALGUNS RESULTADOS SOBRE OS PROCESSOS DE PARTÍCULAS QUE INTE 

RAGEM VIA EFEITO DE MEMÓRIA 

Vamos aoresentar nesta seçao alguns resultados sobre os 

processos de partículas que interagem indiretamente via efeito de 

memória, os quais foram considerados nas seções anteriores sob o 

ponto de vista físico. Antes porém demonstraremos o seguinte resul-

tado, o qual é u:::na versão do Teorema de ~1oore ([ 18] capitulo VII). 
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Seja fnCh, x, tl uma sequência de funções reais, onde 

x E R, t, h E [ O, ~], B > O, h> O. Admita que tal sequência sa-

tisfaz as seguintes condições: 

( 1) Lirn +f (h, x, t) = b (x, t), uniformemente em n, x e t. 
h -+0 n n 

( 2) Lim fn(h, x, t) = f(h, x, t), para todo h > O e uniformemente 
n 

em x e t, onde bn {x, t}_ e fn (h, x, t) são funções reais. 

Então existem os limites iterados Lim + Lirn fn(h, x, t), 
h -+O n 

Lim Lim + fn (h, x, t) e tem-se a igualdade W1ifoiT'l.e.rr.ente em x e t 
n h -+O 

Lim + Lim fn 
h -+O n 

= Lim Lim + 
n h -+O 

f 
n 

P"R.OVA - Uma vez que todos os limites envolvidos sao uniformes em x 

e t, tais variáveis serao omitidas nos argumentos que se segueM. (*') 

Mostremos inicialmente que existe Lim 
N 

(Lim + fN (h)) 
h-.. o 

= Lim bN e para isto é suficiente mostrar que (bN) 
N 

-e uma sequencia 

de Cauchy. 

Dado E > O e tendo em vista a condição ( 1) , existe ó > O 

inde~Jt!ndente d.:: P e x, t tal gue I fp (h) - bp [ < 

o < h < o. (*) 

--0-, para todo P e x, t se 
3 

N (-ô-) 
o 2 

Portanto fazendo h = 
ô 

2 
temos 

- f c-6-l I 
M 2 

- b I 
H 

Observemos agora que em virtude da condição (2), 

tal que para ~' N > N (-ó-) 
o 2 

temos 

existe 

*''Pois todas as est.iJnativas p:XIem ser feitas independentemente de x e t em virtude 
de que os limites em 1) e 2) existem uniformcrncnte em x e t. 
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1 f c....L1 - f c....L11 < 
N 2 M 2 

E 

3 

Observando que o nrimeiro e o terceiro termo sao menores 

que E independentemente de M e N (em virtude do estabelecido ante 
3 

riormente em (*)),concluímos que [bN- bM! < E: desd2 queM, N > 

, N c....L1 
o 2 

Desse modo rostrarros que existe Lim ~ ~ L, uniformemente em x, t. 
N 

Passemos agora a estabelecer a existência do outro limite 

iterado, ou seja, vamos mostrar que existe 

Lirn + 
h +0 

(Lim 
N. 

Observemos que para todo N 

Lim + 
h +0 

f(h) * - L 

Agora, com o d > O obtido anteriormente, notemos que para 

todo N (condição (1)) 

E , unifonnemente em x, t. 
3 

desde que O < h 1 , h 2 < ó • 

Fazendo-se em (**} N --;;:-- oo resulta (_condição (2)) que o 

primeiro e terceiro tenro do lado direito tendem para zero unifonnernente em x e 

E -
3

- p.;3.ra todo O < h1 , h 2 < ô. 

* r·s to nos rrostra que existe Lim + f (h) = L , uniformemente em x, t. 
h+O 

Resta-nos agora mostrar que os dois limites coincidem, is 

* to é L = L • 
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Observemos que 

IL- L* I~ IL- ~ I + I~- ~(hll + l~lhl - J;(hl[ + [Jõ(hl -L* I (***). 

Dado E > O temos que pela condição (1} existe o1 > O tal 

que lbN - fN(h) I < o desde que O < h< ô1 e para todo N. Pelo fato 

de termos Lim + f (h) = L*, -existe ó2 > O tal que [f (h) - L* 1 < r;, 

h +O 
para O < h < õ·2 • 

Fixemos em (***l h <· 
1 . -.-m1n 
2 

Agora fazendo N --?? 00'1 obtemos que L = L*. 

Portanto, mostramos que 

Lim Lim fn(h, x, t) = Lirn Lirn fn(h, x, t), 
n h h n 

uniformemente em x e t. 

o 

o 

,OBSERVAÇÃO: Notemos que é claro que se (l) e (2} nao convergem uni-

formemente em x e t, mas só convergem para todo x e t, então a con-

alusão do lerra é verdadeira para tcdo x e t. Usarem::::>s este fato no que segue. 

TEOREMA I 

Seja (X, P} um processo de interferência da farnilia de in 

terferência { (Xn, Pnl} .. vamos admitir que cada lXn' Pn} seja um 

processo de difusão com velocidade oosterior bn(x, tl e coeficiente 

de difusão DnCx, tl. 

Então sob as condições abaixo (X, PJ é um processo de di-

fusão,. com. b [;x, tl. = Limb [; tl n n x., - e D(.x, tt 



70 

As Pn sao admitidas satisfazerem as seguintes condições pa 

ra todo ~ > a, para efeitos de permutabilidade dos limites iterados. 

(1} Existe uma funçã"o a valores reais Q(y, s, x, tl a qual é Lebes­

gue integrável com resneito a y e tal que 

P n (ys I xt) .:;;;;- Q Cy, s, x, t) 
' 

para quase todo y e para todo s, x, t e n. 

(2) Lim + 
1 

f Pn(y, t+hlx, t) dy = o, uniformemente em n. 
h .,. o h 

ly-xl > a 

(3) Lim + 
1 

f (y - x}Pn(y, t+hlx, t) dy bn(x, t) uniformemen = 
h .,. o h 

ly-xl .; a 

te em n. 

(4) 1 
f (y -

2 t+hlx, tl dy Dn(x, t) uniforme-Lim + x) Pn(y, = 
h .,. o h 

ly-xl .;;· a 

mente em n. 

(5) Lim 
n 

1 

h 
f P n (y, t+h [ x, tl dy, exi·ste para todo h > O e __ uni-

ly-xl > a 

formemente em x e t. 

PROVA - Devemos mostrar que o processo (X, P) satisfaz as condições 

de definição de um processo de difusão quais sejam: 

1~) (X, P) é um processo de J1~.arkov. 

ora, da definição de um processo de interferência e o fa-

to de que cada Xn é M.arkoviano, temos 
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para todo k > O. Portanto o processo X é Markoviano. 

2~) A densidade de transição de probabilidade P(ys!xtl do processo 

X, satisfaz os seguintes requisitos para todo a > O: 

(i) Lim + 
h +O 

t. 

l 

h 
[ PCy, t+h]x, t} dy = O, uniforrnemerite em x 

[y-x[ > a 

e 

Ora, em virtude de que os processo Xn sao de difusão te­

rnos que para todo a > O 

Lim + 
h +O 

l 

h 
[ Pn(y, t+h[x, tl dy =o 

' 
[y-x[ > a 

uniformemente em x e t. Além disso, tal limite também é uniforme em 

n em virtude da condição (2) deste teorema. 

Para chegarmos à conclusão desejada mostremos incialmente 

que 

Lim 
n 

l 

h 
f P

0
(y, t+h[x, tldy = 

[ y-x [ > a 

oara todo h > O. 

l 

h 
[ P(y, t+h[x, t)dy, 

[y-x[ > a 

Uma vez que os processos Xn sao de difusão, segue-se que 

cada p (y, t+h]x, t} é Lebesgue integrável com respeito a y no domí 
n 

nio considerado. 

Como estamos supondo que (X, P) é um processo cujas densi 

dades condicionais existem, então P é integrável e portanto mensurá 

vel, logo P Cy, t+hl x, tl é integrável em l y - x I > a. e tem-se 
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e assim 

Lirn 
n 

n 

l 

h 

I y-xl > a 

f 

ly-xl 

para todo h > o. 

f P(y,. t+hlx, t)dy 

I y-x I > • 

l 

h 
f 

ly-xl 

P(y, t+hlx, t)dy 

> « 

Agora consideremos a sequência 

fn (h, x, t) ~ 
l 

h 
f • 

I y-x I > • 
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Com relação a esta sequência temos em virtude do exposto 

que: 

(lj Lirn + f (h, x, tl = O, uniformemente em n, x e t. 
h +0 n 

(2) L~m fn(h, x, t) existe para todo h> O e uniformemente em x e 

t, em virtude da condição (SI do teorema. Além disso pelo que 

vimos antes: 

Lirn fn(h, x, t) = 
n 

l 

h 
f P(y, t+hlx, t) dy 

ly-xl > • 

Desse modo as condições do lema estão preenchidas com re-

lação à sequência f (h, x, tl e tem-se por esse lema que os limites 
n 

iterados Lim Lim f n (h, x, tl e Lim Lirn + f n (h, x, tl, existem e 
h +0+ n n h +O 

tem-se a igualdade Lim +Lim f n Ch, x, tl ~ Lim Lim +fnCh, X, t) ' pa-
h +0 n n n-rO 

r a todo X e t; e isto então estabelece o que desejavamos, po_!:: 

que dai segue-se que: 



Lim + 
h +O 

Lim = 
h +O+ 

= Lim 
n 

1 

h 

Lim 
n 

uniformemente em x e t. 

f p (y, t+hlx, tldy = 

ly-xl > • 
1 

f Pn(y, t+hlx, tldy -- -
h 

f Pn(y, t+hlx, t)dy =O, 

ly-xl > • 

(iil existe uma função a valores reais b(x, t] tal que 

Lim + 1 
I 

h +O h 
ly-xl 

para todo x e t. 

Consideremos a 

fn(h, x, tl = 

(y - xl P (y, t+hlx, tldy = b (x, t) 

.; • 

sequêncía de funções 

1 

h 
f (y- x)Pn(y, t+hlx, t)dy. 

I y-x I < • 
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' 

Uma vez que os processos X sao de difusão, segue-se que 
n 

x, t) = bn(x, t) 

para todo x e t. Além disso em virtude da condição (_3) deste teore­

ma temos que tal limite também é uniforme em n. Desse modo a condi-

ção (1) do lema está satisfeita para todo x e t. 

Mostraremos a seguir que a 2~ condição do lema está satis 

f· e i ta para a sequência fn (h, x, t1 , e a partir disto exibirmos a 

b(x, t) com a propriedade desejada. Para isto, estabeleçamos i.ni 

cialmente que 
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Lim_!_ 
n h 

f 

Jy-xJ 

1 
tldy =- I Cy- x)P(y, t+hlx, t)dy ' 

h 
Jy-xJ 

para todo h > O, x e t. 

Ora, em virtude dos processos Xn serem de difusão, ternos 

que a função Cy- xlPn(y, t+h[x, tl é intégrâvel no doffiínio conside 

rado e além disso, em virtude da condição (11 do teorema, temos que 

(y - x)Pn < oQ, 

com aQ integrável. 

Agora lançando rnao do teorema da convergência dominada de 

Lebesgue, tem-se que a função (y - x}P(y, t+h1x, tl é integrável no 

conjunto Jy - xl .;; o e obtemos: 

Lim 
n 

f (y - x)P (y, t+hJx, t)dy = 
n f 

Jy-xJ 

(y- x)P(y, t+hJx, t)dy 

urna vez que 

Assim, ternos mostrado que existe 

x, t) 
1 (y- x)P(y, t+hJx, t)dy = f(h, x, t) =-
h 

nara todo h > O, x e t. 

Isto posto, as condições do lema estão preenchidas 

' 

para 

todo x e te segue-segue os limites iterados Lim Lim +fn Lh, x, t) e 
n h +O 

Lim + Lim fn (h, x, tl existem e são iguais para .todo x e t. Portan-
h +O n 

to temos que 

\.) "' l ' '·'. f 
_q,liOTtC:. '·'kr~i 

-·-



Lim b 
n n 

Lim + ~ 

h ~o 

(x, tl Lim Li_m + 1 
f (y - x}Pn dy ~ ~ 

h ~a h n 
Jy-xJ .;; 

" 

Lirn 1 r (y - xlPn(y, t+hJx, t}dy ~ 
n h 

Jy-xJ .;; " 
1 

h 
r (y- x}P(y, t+hJx, tldy- b (x, t) 

Jy-xJ .;; " 
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' 

para todo x e t, onde b(~, tl é a velocidade posterior do processo 

ex, Pl. 

(iii} existe urna funcão a valores reais D(x, t} tal que 

Lim + 
h ~o 

. 1 

h 

para todo x e t. 

f 

Jy-xJ 

(y - t+hJx, t)dy ~ D (x, t) 

Considerando a sequência de funções 

fn (h, x, tl = 
1 

h 
f (y -

Jy-xJ .;; " 

2 
x) P (y, 

n 
t+hJx, t)dy 

e uma vez que os processos Xn sao de difusão, segue-se que 

Lim + f (h, x, tl = Dn(x, tl , 
h +O n 

' 

' 

para todo x e t. Além disso, em virtude da condição (_41 deste teore 

ma, tal lirni te também é uniforme em n. Desta forma a condição Cll 

do lema está satisfeita P.ara a sequência considerada. 

Mostrarlamos sem nenhuma dificuldade seguindo todos os 

passos do Item anterior que 



Lim fn (h, x, tl = 
n 

Lim 
n 

1 

h 
f 

IY-xl 

(y -

existe para todo h > O e para todo x e t. 
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t+hlx, t)dy , 

Desse modo ficam preenchidas as duas condições do lema e 

tem-se que os limites iterados Lil'l +Lim f (_h, x, t) e 
h +O n n 

Lirn Lim + fn(h, x, t), existem e 
n h +O 

são iguais para todo x e t. Portan 

to temos que 

Lim Dn(x, tl = 
n 

Lirn 
n 

1 

h 

= Lim Lim ..:.L f 
h +b+ n h 

(y- xl ~n dy = Lim + 
h+O 

f (y - dy = 

ly-xl .;;; a 

1 

h 
f 

2 
(y - xl P dY - D (x, t) 

para todo x e t, onde D(x, ti é o coeficiente de difusão do preces-

so (X, P). o 

Os teoremas seguintes mostram-nos que as condições do teo 

ma anterior sãO razoãveis no sentido de que realmente e 

xistern famílias de interferência preenchendo tais condições 

TEOREMA Ir 

A família de interferência de Wiener, cujas densidades de 

transição de orobabilidade sao dadas oor 

1 
exp ~- 1 

satisfaz as condições do teorema anterior. Desse modo o processo de 

interferência associado é um ~recesso de difusão. 
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P~OVA - Preenchimento da condição lll. 

Devemos exibir uma função Q(y, t+hlx, tl a qual seja inte 

grável com respeito a y e limite todas as densidades de transiçãode 

~robabilidade Pn(y, t+hlx, t!. 

Uma vez aue a sequência (D 1 converge e assim é uma se­
n 

quência limitada, faz sentido considerarmos os números 

= inf { Dn } 
n 

Agora, e já que D ~ O para todo n e D = Lim Dn > O, 
n n 

se-

gue-se que DI e o5 
sã·o ambos estritamente positivos. Além disso, em 

virtude da definição de o 1 e o 5 encontramos 

Definindo para todo x, t, y e h > O 

Q(y, t+h, x, tl = ' 

ternos que Q(y, t+h, x, •t) é Lebesgue integrável com respeito a y, 

e além disso 

Pn(y, t+h, x, tl .;;;;· Q(y, t+h, x, tl , 

para todo y, h, x, t e n. 

Preen·chirnent·o ·da' ·condigão- -c2J 

Uma vez que os processos Xn sao processos de difusão,pois 
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- de V.Tiener, ternos então todo o sao processos que para a > 

Lim + 
•'J. 

I 
1 [ - (y - xt

2 
I dy o exp = 

' h +O h v'2rrl)nh v'2Dnh 
[y-x[ > • 

uniformemente em x e t. 

O que devemos mostrar é que tal limite também ocorre uni-

formemente em n. 

Observemos aqu~ que via a rnudanca de variável 

resulta que 

r 
[y-x[ 

onde 

> a 

2 =--

erf(x) = 

z = , dz = 

a 

dy 

v'2o h 
n 

1 tldy =-

v'2D h 
n 2 -z 1 

~ 

[ 

... ci . 

2 

vrr o 

[ 

v'ir 

2 -z ·2 
e dz=--

v'rr 

e dz+--
v"rr 

~ 

2 
r -z 2 e dz---

o v'rr 

' 

2 
[ e-z dz = 

a 

v'2Dnh 2 
r -z 

e dz = 

o 

' 



Desse modo 

Lim + 
. 1 

erfc --
h ~o h 

uniformemente em x e. t, 

tal que 

c a 
1 Lim + 

1 
f = --

VzDh h ~a h n 
ly-xl 

quer dizer para todo < > 

1 

h 
erfc (--·c.:·a,_.·--1 < e , 

-./20 h 
n 
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Pndy = o ' 
> a 

o, existe á(<)> o 

quando O < h.,_ o·, a:;mo era de se esperar, };Ois trata-se de um processo de difusão.. 

Tal convergência verifica-se uniformemente em n, urna vez 

que sendo a função erfcCxl rnonotona decrescente temos que 

1 

h 
= sup 

n 
erfc l----"-a--) , 

-./20 h 

para todo n, onde o
5 

= sup { Dn } • 
n 

n 

Seja agora É > O dadoc Então podemos escolher um O > O in 

deoendente de n e tal que 

1 

h 

quando O < h < á. Isto então estabelece o que queríamos. 

Preenchimento da co·na±·cão· (31 

Uma vez que para os processos Xn em pauta temos que 

bn (x, t} = O, para todo :x:, t e n, pois eles são processos de Wiener, 

resulta que 

. 1 
Lim + 
h ~o h 

I (y- x)Pn(y, t+hlx, t)dy =O , 

IY-xl ~a 
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para todo a > O e para todo x e t. 

-O que devemos mostrar e que tal limite ocorre uniformemen 

te em n. Para isto, observemos que via a mudança de variável 

temos que 

1 

h 
f 

[y-x[ 

z = 
. Y' ·-· ·x 

V2Dnh 
- ' 

V2D h 
n 

f 

V2D h 
n 

Desta fonna a integral é nula para todo n, pois o integran-

do é uma função ímpar e o intervalo de integração é simétrico. Para 

to4o h > O, e portanto trivialmente converge uniformemente em n, is 

to é 

Lim + 
h-+ o 

1 

h 
f (y- x!Pn(y, t+h[x, t!dy =O 

[y-x[ .;; a 

uniformemente em n: e isto estabQlece o que desejávamos. 

Preenchimen·t·a· da c·ondtcão C 4 J 

' 

como neste caso Dn(x, tl = On para todo n, x e t, e já 

gue tais processos são processos de difusão, ternos que para todo n 

e a > O 

Lim + 
h -+0 

para todo x e t. 

1 

h 
f (y- t+h[x, t!dy = 
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Desejamos mostrar que tal limite verifica-se uniformemen-

te em na Para isto, observemos que via a mudança de variável 

z = 
' 

temos que 
" 

2 40 v'2Dnh 
1 

f Cy - xl Pndy = 2 2 n 
f z exp(-z ) dz 

..t~ h 
ly-xl .;;· " o 

O que queremos mostrar é que para todo E > O, existe O in-

dependente de n tal que se O < fi.. < ô·, então 

f 

ly-xl < • 

Temos 

ri 

. 4Dn ../2Dnh 
2 -z 2 

lo - f z " dzl <ol1-n v'n s 
o 

dy-oi<E 
n 

" 
4 

v'2o8 h 

f 
.,;. 

o 

, V n. 

2 
z 2e-z dzl 

onde D
5 

= sup {D }. 
n n 

Como n
5 

é constante, podemos escolher h suficien 

temente pequeno àe modo que 

a 

../20 h s 2 
4 2 -z 

f z e dz 

"''" 
o 

é tão prÓximo de 1 quanto se queira. 
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Assim, para todo s: >0 podemos escolher o· > O tal que 

quando O < h < õ·, temos: 

6 

2 
2 -z [ z e dz < €' 

independente de n, como queriamos. 

Preenchiment-o da -c·ondicã'o (5J 

Devemos agora mostrar que 

Lim 
n 

1 

h 
I 

[y-x[ 

1 

v'2•D h n 
> " 

l dy 

existe para todo h > O e uniformemente em x e t. 

que: 

ora, em virtude do que obtivemos antes (cf. (02)1), temos 

Lim __!__ f 
n h 

[y-x[ 

Cy ~ x! 2 . · ·1 
eJ<p(- -"-'--"'-.ldy ~ Lim- erfcé " l 

2Dh n h v'2Dh 
n n 
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Obviamente tal expressap converge uniformemente em x e t 

para todo h > O, desde que tais variáveis não aparecem explici tarnen 

te nesta expressã'o ._ o 

Seja (Xn, Pn) urna Família de Interferência e (X, P) um 

Processo de Interferência Associado. Vamos a seguir dar condições as 

quais garantem que a Densidade de Probabilidade P do Processo (X,P) 

satisfaz as Equações de Kolmogorov- Fokker-Planck (KFP) : 

(1) Equação KFP -Backward 

~(ys!xt) ~- b(x, t) 
at 

[2) Equação KFP -Forward 

a 
ax 

P[yslxt) -
D (x, t) 

2 
P (ys I xt) 

~(yslxt) ~ 
as 

a 
ay 

(b(y, s)P(ys!xt) + _1_ 

2 

a2 
(D(y, s)P(yslxt) . 

ay2 

Uma maneira imediata de obtermos algumas condições sobre 

urna Família de Interferência (X , P ) , que nos garantam que para um 
" n n 

seu processo de interferência (X, Pl, a densidade de probabilidade 

P satisfaz as equaçoes KFP, está dada no seguinte Teorema cuja d~ 

monstração deixamos de apresentar por ser absolutamente simples e i 

media ta. 

TEOREMA III 

Seja (Xn' PnL uma família de interferência e CX, Pl um 

processo de interferência associado a tal farn!lia. Adrn:i.ta que a f a-

milia satisfaz as condições do teorema I e que cada Pn satisfaz as 

Equações KFP. Então soB as condições abaixo P também satisfaz as E-
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quações KFP. 

a) Podemos permutar a operação Lirn com as várias derivadas 

bl 

n 
-L, 

ax 
de P0 Cysjxtl, no caso da equação bachward. 

Podemos permutar a operaçao Lim com as varias 
aPn .. a n a2 

(ys/ xtl, -(bn(y, s)Pnl e (D n (y' sl P nl 
as ay ay 2 

derivadas 

no caso 

da equação forward, onde b
0

(y, s} e o
0

(y, sl sao, respectivamen­

te, a velocidade posterior e o coeficiente de difusão do proces­

so (X
0

, P
0

}. 

Consideremos agora o seguinte exe:rrq;Jlo: seja (~, P
0

} a familia 

de interferência de Wiener. Conforme ficou estabelecido no teorema 

II se cada X é um processo de difusão, então o processo de interfe n -

rência associado também é um processo de difusão. Além disso pode-

mos mostrar, sem nenhuma dificuldade, que a família de interferên 

cia de Wiener satisfaz as condições (a) e (b) do teorema III e cada 

Pn sati~faz as equações KFP. Desse modo, ficam preenchidas todas as 

'Condições do Teorema III e assim relativo ao processo de inteferên-

-eia de probabilidade P satisfaz as equações de Kolmogorov-Fokker-Pl.3_E 

ck. 
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A INTERPRETACÃO ESTOCÁSTICA E A INTERPRETAÇÃO ~TICA NÃO-ERGÕDI 

CA (NESI! DA MECÂNICA QUÃNTICA 

IV.A- INTRODUÇÃO 

Apresentamos de infcio neste capítulo um apanhado sobre o 

Paralelismo observado entre Mecânica Quântica e Processos Estocásti 

cos, indicando todos os passos para se estabelecer a equivalência 

entre as Descrições Estocástica e Quântica da Evolução dos Sistemas 

FÍsicos. Muitos trabalhos tem sido apresentados neste sentido, toda 

via um relevante resultado é aquele que estabelece que para todo 
.. 

~(x, t) satisfazendo a Equação de Schrodinger, existe um Processo 

de r..{arkov no espaço de configuração, onde a Densidade de Probabili-

dade p(x, tJ do Processo, coincide com a Densidade de Probabilidade 

j~(x, t) j 2 da Mecânica Quântica. ~esta a razão a qual nos permite 

interpretar em termos clássicos a Evolução dos Sistemas Quânticos. 

Apresentamos também algumas críticas que são feitas à In-

terpretação Estocástica da Mecânica Quântica ou seja da Interpreta-

Ção que consiste em tratar os Sistemas Quânticos corno evoluindo em 

termos de um Processo Estocástico de Difusão. 

Finalmente a9resentamos a Interpretação Estocástica Não­

-Ergódica da Mecânica Quântica a qual resolve algumas das críticas 

aoresentadas à Interpretação Estocástica Usual. 

IV.B- A INTERPRETAÇÃO ESTOCÁSTICA DA MECÂNICA QUÂNTICA EM PERSPECTI 

VA HISTÓRICA 

vamos apresentar nesta seçao o desenvolvimento histórico 
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da Interpretação Estocástica da Mecânica Quântica, com respeito ao 

qual seguiremos bem de perto o Jammer [19]. Algumas - - . referênciaS 

'estão citadas nesta seção enquanto que outras podem ser encontradas 

no canítulo IX do Jammer [19] e 

As Interpretações Estocásticas da Mecânica Quântica têm 

como principal objetivo mostrar que a Teoria Quântica é fundamental 

mente uma Teoria Clássica de Processos Estocásticos e corno tal con-

ceitualmente de mesma estrutura que a Teoria de Eisntein-Smoluchow~ 

ki do M.ovimento Browniano, a qual trata de Processos: de Markov no es 

paço de coordenadas, ou do seu Ulterior refinamento tal corno a Teo-

ria de Ornstein-Uhlenbeck a_qual trata de Processos de Markov no es 

paço de fase. Dentro deste ponto de vista a radical separaçao da a­

parelhagem conceitual da FÍsiCa Clássica, tal corno a doutrina de 

complementaridade de Bohr, foi desnecessária e misteriosa. Em supor 

te desta tese tem sido apontado que, por exemplo, a Teoria Clássica 

de Flutuações de Densidade tem explicado com grande sucesso uma va~ 

ta multidão de fenômenos fÍsicos e físico-químico em áreas tão dis-

~intas como Quimica Coloidal e Dinâmica Estelar e isto sem se disso 

ciar da ontologia da FÍsica Clássica. O incentivo imediato para o 

interesse nas Interpretações Estocásticas foi, entretanto, a conspl 

cua similaridade entre a Equação de SchrÕdinger e as Equações da 

Teoria dos Processos de Difusão ou Movimento Browniano. 

Um dos primeiros a chamar atenção para tais similaridades 

foi o próprio SchrÕdinger em um trabalho apresentado a 10 de março 

de 1931 à Academia de Berlim. Neste trabalho ele comparou sua Equa-
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çao de Onda com a Equação de Difusão D a2w 

ax2 
= aw onde W(x, t) é 

a concentração ou densidade de orobabilidade de 
at 
particulas e D e a 

constante de Difusão. SchrÜdinger, estudando o problema de determi­

nar a distribuição de probabilidade em um tempo t, com t
1 

< t ~ t
2 

se W(x, t 1 ) e W(x, t 2 l são conhecidos, mostrou que a solução é o 

produto de dois fatores, em impressionante analogia com a expressão 

da Mecânica Quântica W*W para a Densidade de Probabilidade._Em uma 

conferência realizada em maio de 1931 no Instituo Henry Poincaré em 
.. 

Paris, Schrodinger discutiu com mais detalhes esta "Analogia Super-

ficial que existe entre essa Teoria de Probabilidades Clássicas e a 

Mecânica Ondulatória" a qual como ele acrescentou "não tem provave_! 

mente escapado a todo fisico que conheça as duas Teorias". E com tu 

do isto, as analogias se comparadas com as disparidades, por exem-

plo, a realidade de w versus a complexidade de $, em Fisica Clássi-

ca a Densidade de Probabilidade obedece a uma Equação Diferencialeg 

quanto na Teoria Quântica sómente a amplitude de Probabilidade es-

tá sujeita a uma Equação Diferencial , etc, não foram, na visão de 
_. 11 

Schrodinger, suficientemente convincentes para persuadi-lo a espo-

sar uma Interpretação Estocástica da Mecânica Quântica. 

A primeira tentativa séria para interpretar a Mecânica 

Quântica corno urna Teoria de Processos de Markov no espaço de confi-

guraçao foi feita em 1952 por Fényes. Considerando as coordenadas de 

posição como um conjunto de Variáveis Aleatórias, Fényes definiu~ 

ma Densidade de Probabilidade e uma Transição de Probabilidade como 

função dessas coordenadas e do tempo; após normalizar apropriadame~ 

te as densidades, ele interralacionou-as via uma Equação Integral 
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definindo deste modo um Processo de Markov. Das relações integrais 

ocorrendo entre as Densidades de Transição de Probabilidade em três 

instantes distintos de tempo, Fényes obteve duas Equações Diferen­

ciais, urna das quais, representando uma Equação de Continuidade ou 

Equação de Conservação, reconhecida corno s·e~do a Equação de Fokker-

.. 
Planck. Em contraste com Schrodinger, ele concluiu que a Mecânica 

Quântica não é meramente uma analogia com uma Teoria de Difusão Es­

tocástica, mas que ela própria é inerentemente Estocãstica. Ele su-

portou seu ponto de vista, apresentando urna Derivação Estocãs·tica 

da Equação de SchrÕdinger a partir de um Princípio de Lagrange Esta 

tístico. 

O Trabalho de Fényes foi severamente criticado por Nicho! 

son o qual arguiu que a Função Lagrangeana usada por Fényes era Ad 

Hoc, que a Equação resultante e suas soluções admissíveis não mos-
.. -

tram ser equivalentes à Equação de Schrodinger e suas soluçoes ad-

missiveis, e que, além disso, as Equações Integrais de Fényes nao 

conduzem à Mecânica Quântica, a menos que restrições adicionais fos 

Sem impostas sobre a classe de soluções das Equações de Markov en-

volvidas. Nicholson acrescenta: ainda que a Equação de 
.. 

Schrodinger 

deduzida por Fényes aplica-se sómente a partículas cujas interações 

com campos externos podem ser expressas completamente em termos de 

funções potenciais escalares e portanto não se aplica a uma partíc~ 

la movendo-se em um campo eletromagnético externo. Em resumo, no e~ 

tender de Nicholson "A Teoria de Fényes não é urna representação po~ 

sível da Mecânica Quântica". 

Nos anos 50 e 60 com o desenvolvimento da eletrodinâmica 
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estatística, similaridades adicionais entre Sistemas Estocásticos 

Clássicos e Sistemas Quantum Mecânicos foram descobertas. Foi encon 

trado, por exemplo, que num campo eletiornagnético aleatório certos 

Sistemas Carregados tal como o oscilador harmônico, comporta-se es­

sencialmente idêntico à sua contra parte Qu.antum Mecânica. contribui 

ções importantes a este efeito foram dadas por Bourret, Braffort, 

Marshall, Sardin, Taroni e Tzara. Em 1964 Kershaw, apresentou uma 

prova rigorosa do fato que no caso de ums Simples Particula movendo 

-se em um dado Potencial ou de um Sistema de Duas Particulas Intera 

gindo através de um Potencial o qual é uma Função de sua distância 

mútua, as soluções estacionárias da Equação de schrÜdinger são pre-

cisamente as Distribuições Estacionárias de Probabilidade dos Movi-

mentes dos Sistemas considerados como Cadeias de Markov. 

Ao mesmo tem~o que Kershaw, Comisar desenvolveu um Modelo 

Linear do Movimento Browniano o qual preserva a Interpretação Esta­

tistica Usual da Função de Onda·para Intervalos de Tempo suficient~ 

mente Longos. Comisar, tal como muitos outros Fisicos que se encon-

travam nesta época trabalhando sobre Mecânica Quântica Estocástica, 

foram grandemente influenciados pela abordagem da Integral de Cami-

nho de Feynmann, de acordo com a qual a Função de Onda deve ser ima 

ginada como uma Soma de Integrais de Caminho sobre Trajetórias Bro~ 

nianas. Desde então a conexao entre Integrais de Caminho ou Inte-

grais de Feynmann, Processos de .Tviarkov e a Equação de SchrÕ dinger, 

permaneceu um assunto de intensa pesquisa. 

Uma ~rtante contribuição foi dada em 1966 ;ar Nelson o qual der! 

vou, adotando a Cinemâtica da Teoria de Einstein-Smolucha.vski do Movimento 
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Browniano e a Dinâmica Newtoniana como na Teoria de Ornstein-Uhlen-

beck, por meio de idéias clássicas de Movimento no espaço-tempo, u­

ma Equação Não-Linear do Movimento a qual por uma apropriada mudan-

ça da variável dependente pode ser express·a em termos de uma Função 

de Onda satisfazendo a Equação de SchrÜdinger ind~pendente do tempo. 

Independentemente, Favela obteve o resultado de Nelson mostrando que 

uma transformação de Green da M.ecânica Quântica na Transição de Pro 

habilidade de um Processo de Markov, nos conduz a uma identificação 

" da Equação de Schrodinger com a Equação de Kolmogorov-Fokker-Plnack 

h com um coeficiente de Difusão igual a --"--
4wm 

Garczyfiski tenta interpretar toda a Mecânica Quântica em 

termos de Processos de Markov. Para isto ele assume que a todo Sis-

tema Quânt.ico lhe corresponde um Processo de Markov dado por um con 

junto de Amplitudes aik(s, tl tais que laik(s, tl 1
2 

representa a 

Probabilidade de encontrar o Sistema no estado k no instante t Se e 

conhecido que no tempo s ele estava no estado i. Garczyúski deri-

" vou a Equação de Schrodinger submetendo essas amplitudes de Probabi 

dade aik(s, t) a satisfazerem certas condições técnicas. O método 

por ele empregado é similar à bem conhecida Derivação da Equação de 

Kolmogorov na Teoria Clássica dos Processos de Markov. 

A interpretação Estocãstica da Mecânica Quântica encon-

trou um eloquente proponente em De La Pefia. Em um dos seus primei-

ros trabalhos e utilizando sómente conhecimentos rudimentares da Teo 

- " ria dos Processos Estocásticos, ele obteve a Equaçao de SchrodingeL 

Após ter mostrado em 1968 como o oroblerna do Movimento Browniano po 
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de ser tratado, pelo menos formalmente, resolvendo uma Equação do 

" tipo Schrodinger para a Amplitude de Probabilidade, o tratamento sen 

do restrito a intervalos de tempo muito grandes comparados com o 

tempo de relaxação, De La Pefia em colaboração com Garcia-Colin, co­

meçou a trabalhar no sentido ooosto, isto é dar uma explicação para 

o Movimento de urna Particula Quântica em termos de trajetórias clãs 

sicas e forças estocásticas. Os resultados foram publicados em uma 

série de artigos com crescente generalidade de tratamento. Em 1969 

em conjunto com Cetto, De La Pefia mostrou que partindo de um prin­

cipio de D'Alembert generalizado, podemos expressar as Equações Bá­

sicas da Teoria Estocástica ~rêviamente desenvolvida na forma La-

- " grangeana e assim derivar a Equaçao de Schrodinger para uma partic~ 

la em um campo eletromagnético de generalidade restrita. Em 1970 o 

tratamento foi generalizado para uma Formulação Relativistica da Teo­

ria Estocástica para particulas sem Spin e para particulas com Spin 

inteiro ou semi-inteiro. O trabalho de De La Pefia tem prosseguido 

com o objetivo de explorar cada vez mais as potencialidades da In­

terpretação Estocástica da Mecânica Quântica. 

IV.C- A EQUIVALtNCIA ENTRE PROCESSOS DE MARKOV E MECÂNICA QUÂNTICA 

Vamos apresentar nesta seção todos os passos para o esta-

" belecimento da Equivalência da Equação de Schrodinger com um certo 

Processo de Markov. Vamos aqui seguir a orientação de Nelson [28 ], 

tratando tão somente do caso unidimensional. Estabelecida tal equi­

valência estaremos livres para tratar os Sistemas Quânticos corno e-

voluindo em termos de um Processo Estocástico Clássico. Antes porém 

veremos como caracterizar em termos matemáticos a descrição Quânti-
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ca e a descrição Estocástica da evolução dos sistemas físicos e a 

partir daí obter a citada equivalência entre estas descrições. 

Consideremos um Sistema Microfísico ~, digamos um elétron 

de massa m, e olhemos para ele sob dois ângulos, o Quântico e o Es-

tocástico. Do ponto de vista Quântico o estado do sistema ~ é carac 

terizado pela função de onda ljJ(x, tl cuja evolução em tempo, no ca­

so de uma partícula não relativística em um campo potencial V(x), e~ 
.. 

tá governada pela Equação de Schrodinger unidimensional 

_1_L ih '2.; i V(x).p(x, t) ' ( 1) = - --
at 2m 

ax 
2 h 

que é um caso particular da equaçao ( 16) vista em II.D.2.4. 

Desse modo conhecendo-se 1/J(x, t
0

l como urna condição ini-
.. 

cial na Equação de Schrodinger, segue-se que 1/J(x, tl está determina 

da univocamente para qualquer tempo t. 

Agora do ponto de vista Estocástico o Sistema ~ está da-

do por um processo de Markov XCtl com Densidade de Probabilidade 

p(x, tl. Desse modo conhecendo-se p(x, t) em todos os instantes, s~ 

~ue-se que o Processo fica inteiramente determinado. Mas, como será 

feita dentro desta concepção a descrição do estado do nosso sistema 

~? ~ disto que trataremos agora. 

Da Teoria Geral dos Processos Estocásticos como vista no 

Capitulo II, seção II.C, segue-se que a densidade p(x, tl do Preces 

so de ~1arkov X(tl satisfaz as Equações Forward e Backward de Kolmo-

gorov - Fokker - Planck, resoectivamente 

dp (x, tl = 
2 a a p Cx, tl 

--[b(x, t)p(x, tU + D 

ax 
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ãp(x, t) =- --ã [b.Cx, t)p(x, t)] - D 
2 

ã p (x, t) 

ãt ax ax2 

onde o Drift b(x, t) pode ser escrito, em termos de uma velocidade 

corrente v(x, t) e uma velocidade flutuante ou osmótica u(x, t), pe 

la expressao 

b{x, t} = v(x, ti + u{x, t) 

e 

b*(x, t) = v(x, t) - u(x, t) 

o coeficiente de Difusão D está identificado, como fez Nel-

son em seu artigo [281, com 
2m 

A média e diferença das Equações de Kolmogorov - Fokker -

Planck (KFP) nos dá a Equação de Continuidade 

ãp (x, t) 

at 
- - ã 

ax 
[v(x, t)p (x, tll 

Em seguida Nelson lançando mao da condição 

u (x, t) = D ã 

ax 
lnp (x, t) 

e considerando a Segunda Lei de Newton F = ma com uma definição a-

propriada da aceleração verificando-se na média, ele obteve o se-

guinte par de Equações que nos iremos chamar de Equações Hidrod:infu'1icas: 

H.l- au h a2v _a_(uvl = 

ãt 2m ax 2 ax 
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H.2- a v h a2u au a v F = + u-- v-- + • 
at 2m ax 2 ax ax rn 

Voltemos agora à questão que foi colocada no inicio: do 

ponto de vista Estocãstico como descrevemos o Movimento da Particu-

la? 

O comportamento da Parti.cula está descrito por um Preces 

so de Markov X (t), de modo que o seu estado num tempo t está dado 
o 

por um ponto X (t ) no espaço de coordenadas. Entretanto para conhe-o 

c ermos o Movimento da Particula necessitamos saber como se comporta 

o processo, ou seja corno p(x, tl evolui no tempo. Para isso e em 

virtude das equações KFP, necessitamos conhecer b(x, t) e b*(x, t) 

ouo.que_é~_e::]Uivalente conhecer u(x, t) e v(x, t} para todo t; mas pelo 

que acabamos de ver u(x, tl e v(x, tl são determinados via o par de 

Equações Hidrodinârnicas H.l e H.2. Consequenternente se uCx, t 0 l e 

v(x, t
0

) são conhecidas para todo x e pudermos resolver o problema 

de Cauchy para o sistema de equações difBrenciais hidrodinâmicas, e~ 

tão conheceremos u(x, tl e v(x, tl em todos os instantes e por con-

seguinte o Processo de Markov XCtl estará completamente determinado 

e com isto o Movimento da Partícula. Assim o estado de uma Particu-

la num certo instante de tempo t
0 

é considerado corno sendo descrito 

pela posição X(t
0

} acrescida da velocidade corrente v no tempo t
0 

e 

da velocidade flutuante ou osmótica u nesse mesmo instante. 

Isto posto, vamos no que se segue estabelecer a equivalên 

cia entre as duas descrições ou seja vamos mostrar a equivalência~ 

- .. tre a Equaçao de Schrodinger (Eq. (1] J e o sistema de equações hi·-

drodinâmicas (Eqs. ür1 , H2Il. 



De Unimos R e S a menos de mna constante por: 

uCx, tl h a R(x, tl = 
m ax 

vCx, tl h a s (x, tl = . 
m ax 

h Agora, lançando rnao da expressão u = 

95 

ln p (x, t) se 

gue-se 
1 2m ax 

que R(x, t) = -- ln p (x, t) e desse modo p (x, t) = 2R (x, t) 
e • 

2 
Assim se puzermos ~(x, t) = eR(x, t} + iS(x, t) obtem-se p (x, t) = 

= ]~(x, t} ]
2

• Desse modo, com as identificações efetuadas, as Densi­

dades Estocástica e Quântica coincidem. 

Passemos agora ao estabelecimento do seguinte resultado, o 

qual uma vez demonstrado estabelecerá a equivalência entre as des-

crições Quântica e Estocástica do sistema microfisico z. 

"Sob 

= eR(x, t) + i 

as condições enunciadas, 

S(x, t) satisfaça a Equação 

i 

at 2m 

para que 

de Schr8dinger 

V(xl~ ' 

lJ! (x, t) = 

é necessário e suficiente que u(x, t} e v(x, t} satisfaçam ao par 

de equaçoes as quais denominamos de Equações Hidrodinâmicas: 

H.l- au h a2v a Cu v) = --- - --
at 2m ax 2 ax 

H.2- a v = h a2u + au u-- v:_ly__ + F 
" 

at 2m ax 2 ax ax m 
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devemos 

c_l!L + 
at 

to a X 

~ 

. at 
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Ora, para lj.! tx, tl eR(x, t) + i S(x, t) satisfazer ~ a e-

" de Schrodinger 

_ll_ 
~ 

ih a 2~ i 
V(x)~ ' 

at 2m ax 2 h 

ter que 

. as l ~[ a2R i a2s (_]_!L . as l 1 i < l 1- ~ ~ + + + 1-- ~--vx~. 

at 2m ax2 ax 2 ax ax h 

Dividindo a última expressao por ~ e derivando com respei 

encontramos 

_a_,_l!L + . as ) ih a [ 
a2R 

+ i a2s + 1-- ~ -· 

ax at at 2m ax ax 2 ax 2 

ax ax ax ax ax 

Nesta Última expressão tendo em conta que a (--) ~ 

a (--) e 
ax 

ax at 
as expressoes de u e v em termos de R e S respecti-

vamente, obtemos 

m a --Cu + ivl ih a 
~ [ m au --+ im a v --+ 

h at 2m ax h ax h ax 

2i m ~(uv) + (_111_) 2u 2 (_111_) 2v21 i v 
+ ---

h h h h ax 

Nesta expressao separando a parte real e imaginâria, isto 

equivale ao par de equações 
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au h a2v _2__tuv) - ; 

at 2m ax 2 ax 

a v h a2u 1 [ a 2 2 1 a v = + --(u - v 11 
' 

at 2m ax 2 
2 ax m ax 

que é o par de Equações Hidrodinâmicas (Fqs~ {.H.l, . .H.2) can F = - a v 

a x 
Se agora u(x, t} e v(x, t) como definidas satisfazem ao 

sistema Hidrodinâmico acima e pondo I[J(x, tl = EiR(x, tl + iS(x, t) 

onde R(x, 1 t) = -- ln p(x, tl, segue-se da reversibilidade dos pas-
2 

" sos acima que I[J(x, t) satisfaz a Equação de Schrodinger. Com isto 

fica estabelecida a equivalência entre a Descrição Quantica de ~ e 

sua descrição em termos de um Processo Clássico de Markov. 

Façamos a seguir alguns comentários a respeito da equiva­

lência que acabou de ser estabelecida. Admita que temos um Sistema 

Quântico e que preparamos o estado do sistema no tempo t
0 

de tal ma 

t } . Da exoressão o " ~(x, t) = neira que sua função de onda é I[J(x, 

= eR(x, t) + iS(x, tl, segue-se que do conhecimento de 1ji(:x:, t 0 ) de..:. 

corre o conhecimento de R(x, t
0

) e S(x, t
0

1 e em termos deles pode-

h ' h a mos expressar u(x, t
0

} = -- --- R(x, t ) e v(x, t l= ----- S(x, t ). 
ma 0 0 ma 0 

Desse modo e de acordo com a discussão prévia, o correspondente P~ 

cesso de Markov está então determinado via o par de E-

quaçoes Hidrodinâmicas Mas a densidade do Processo 

p (x, t) = e 2R(x, t)_ = 11/1 (x, t) r 2 1 e assim estamos livres para traba 

n 
lhar com a Equação de Schrodinger ou com o Sistema de Equações 

Hidrodinâmicas. Todavia, trabalhando com o sistema de Equações Hi­

drodinâmicas é válido conceitualizar sobre trajetórias de Particu-
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las. Em resumo ternos o seguinte, para uma dada situação dinâmica ou 

seja para um dado potencial V(xl e uma dada função de onda iniCial 1J!(x,t
0

), 

existe um Processo de Markov no espaçO de coordenadas, cujas carac­

terísticas dependem sobre V(x) e tP(x, t 0 ), o qual origina urna densi 

dade de probabilidade p(x, tl a qual coinc"ide em todos os instantes 

com a densidade de probabilidade [W(x, t) [ 2 gerada pela Equação de 

" Schrodinger. A demonstração não é válida se 1P (x, t) = O [ cL 28 ] • 

IV.D- A INTERPRETAÇÃO ESTQCÃSTICA NÃO-ERGÓDICA DA MECÂNICA QUÃNTICA 

(NESI) 

Vamos apresentar nesta seçao uma outra interpretação este 

cástica da Mecânica Quântica a qual denominamos de Interpretação E~ 

tocástica Não-Ergódica e que abreviaremos doravante por NESI. Como 

será mostrado na seçao seguinte, tal interpretação resolve algumas 

dos problemas apresentados sob a forma de críticas à Interpretação 

Estocástica usual. o que se segue foi motivado por algumas idéias 

flsicas contidas em [ 06 1 • 

Como sabemos, uma interpretação estocástica da Mecânica 

Quântica consiste em tratar os sistemas quânticos como evoluindo em 

termos de um processo estocástico clássico. Na Interpretação Esta-

cástico Usual da Mecânica Quântica os sistemas fisicos evoluem como 

processos de Difusão Clássicos ou seja como processos do tipo Movi-

menta Browniano, no qual as partículas que compoem os sistemas físi 

cos são completamente independentes umas das outras, não havendo por 

conseguinte nenhuma interação entre elas. Como vimos na seçao IV.C 

deste Capítulo, nestas interpretações estabelece-se a equivalência 

entre um certo processo de Markov de densidade p(x, tl e a Equação 
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' 

de Schr8dinger governando a evolução de um dado Processo Quântico. 

Aqui a correspondência entre p e_ 1JJ sendo dada por p = [ rp [ 2 • 

Na interpretação que iremos agora apresentar, o ideal se-

ria a partir do nosso modelo físico de partículas interagindo indi­

retamente via a Memória do Meio, o qual sUpomos existir, deduzir a 

" equação de Schrodinger. Todavia, o que fizemos foi adequar o nosso 

modelo ao Modelo Matemático da Mecânica Quântica Estocãstica Usual 

e a partir disto usar a equivalência já estabelecida entre as des­

crições estocástica e quãntica dos sistemas físicos. 

A Interpretação Estocástica Não-Ergódica da Mecânica Quâg 

tica (NESil considera que a evolução dos sistemas físicos também se 

processa por difusão, só que agora o processo que governa esta evo-

lução é um processo de partículas que interagem indiretamente. Des­

se modo já nao há nesta interpretação uma independência entre as 

partículas que compõem os sistemas físicos, mas urna dependência en-

tre elas causada pela interação via a memória do meio em que se pr~ 

cessa a evolução do sistema. Resta agora mostrar com qual objeto da 

NESI, a função de onda ~ se encontra associada. Façamos então uma 

breve revisão do modelo físico-matemático da NESI, o qual foi consi 

derado no Capítulo III deste Trabalho. 

Consideremos a seguinte descrição pictórica: 

,--.._______ D ~o ~o ~ 
.... 

----------- meio meio meio 

cl c2 cn a a • • 
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Estamos imaginando na descrição acima que temos um número 

infinito de corridas fisicamente separadas em espaço e tempo. Aqui 

cada corrida consiste de um número infinito de partículas. Na figu-

ra são mostradas as trajetórias seguidas por cada partícula. As paE 

tículas podem interagir com part.i.culas :anteriores na mesma corrida 

indiretamente via a memória do meio. 

Chamemos o conjunto constituído da n-ésima partícula em 

cada uma das corridas, de n-ésimo conjunto partícula e o denotemos 

por :E • Denotemos por (X (tll (_n = 1, 2, ..• 1 o processo estocásti-n n 

co o qual representa o _Movimento Estocástico do n-ésimo conjunto 

particular :En. 

dade do preces so 

Denoterros oor p {x, t) e P (ys I xt) as densidades de orobabili-"- n n 

(_xn(_t)l. Aqui os Pn definem as propriedades do meio 

para o n-ésimo conjunto particula. 

Salientamos que existe uma importante diferença entre o 

tipo de comportamento estocástico descrito e aqueles dos processos 

de difusão clássico ou processos de Movimento Browniano, uma vez 

que nestes últimos as propriedades estocásticas do meio são fixadas 

~e não dependem de modo algum da densidade incial p Cx, O} = p
0

, en­

quanto que em nosso caso as propriedades estocásticas do meio depe~ 

dern desse estado inicial. 

Como dissemos antes,na NESI a evolução dos sistemas físi-

cos se dá via um processo de difusão de interferência ou corno tam-

bém dizemos um processo não-clássico. Aqui o Movimento Estocástico 

do n-ésimo conjunto particula é governado por um Processo de Difu-

são (X , P } no sentido conceituado na seção II.C do capítulo II, 
n n 

os quais, e já que são processos de Markov, para a sua caracteriza-
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çao basta que se dê as densidades de transição de probabilidade en­

tre estados Pn(xt!ysl (t > sl. Temos então uma sequência dos prece~ 

sos de difusão (Xn' Pnl' denominados Família de Interferência. A es 

ta família associamos o Processo de Interferência Limite X(t) com 

densidade de transição de probabilidade entre estados P(xtjys} (t>s) 

de tal maneira que P = Lim p , no seguinte sentido: 
n n 

• 

Como estabelecido no Teorema I do Capítulo III deste tra­

balho, o Processo Limite X(tl é um processo de difusão e em partic~ 

lar é um processo de Markov. Segue-se então do caráter Markovianodo 

processo limite que conhecendo-se P(xtjysl, o processo fica inteira 

mente determinado pois conheceremos 

e 

k 
, P(x.t.lx. 1t. 1 ! 

~ 1. 1.- 1.-
i=l 

p(x, tl =I P(xtlys)p(y, s) dy (t > s). 

Ao processo estocãstico de interferência X(tl com densid~ 

de p(x, tJ, assim obtido, o qual é um objeto da NESI, nós associamos 
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a função de onda ~ da Mecânica Quântica, do mesmo modo como é feita 

na Mecânica Quântica Estocástica ou seja pomos como lá p(X, t) = 

Em resumo temos que na NESI os processos fisicamente reais 

sao os (Xn, Pnl' enquanto que o orocesso limite X = Lim X (no sen­
n n 

tido de p = Lim pn} é simplesmente o Limite dos processos reais,não 

representando, por conseguinte, o movimento de uma partícula real 

mas um limite de partículas reais em movimento estocástico. 

IV.E- A NESI E A RESOLUÇÃO DE ALGUMAS DAS CRITICAS CONTRA A INTER­

PRETAÇÃO ESTOCÂSTICA 

Vamos apresentar nesta seçao alguns problemas que sao co­

locados, seja sob a forma de crítica ou sob a forma de questiona-

mente, à Interpretação Estocástica usual da Mecânica Quântica e mos 

trar que tais problemas encontram justificativas no seio da NESI ou 

seja da Interpretação Estocástica Não-ErgÓdica a qual foi apresen­

tada na seção anterior. 

IV.E.l- OS PROCESSOS ESTOCÂSTICOS UTILIZADOS NA MECÂNICA QUÂNTICA 

ESTOCÂSTICA NÃO SÃO NA REALIDADE PROCESSOS VERDADEIRAMENTE 

MARKOVIANOS 

Iremos inicialmente apresentar urna descrição do problema 

em pauta e a seguir a sua análise e solução via a rnterpretação Esta 

cástica Não-Ergódica (NESI)_. 

Corno salientamos na seçao IV.C, quando tratamos da equiva-

lência entre Processos de Markov e os processos quânticos descritos 

pela Equação de SchrÜdinger, para uma dada situação dinâmica ou seja 
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para um dado potencial V (x)_ e uma dada função de onda inicial 

tjJ
0 

= ljl (x, t 0 )_ existe um Proces-so· de_ Markov no espaço de coordenadas 

cujas caracter:T:sticas dependem sobre V(xl e 1/!
0

, o qual origina uma 

densidade de p~oóabílidade p Cx, tl tal que p (x, tl = ! l[! (_x, tlj 2
• 

Em outras palavras, os dois problemas de valor inicial se-

guintes sao equivalentes 

'ih a 2;pcx , tl i V(x) ;p Cx' t) . ' . - -(I) 
·a;p(x, t) 

at 2m ax 2 
h 

1JJ (x, to) = ;) o (x) 

8p ('x, t) a 2 
t) (II) = [ b Cx, t) p Cx, t) J + D 

a p Cx, 

at ax ax 2 

Cabe aqui salientar que para cada condição inicial 

no problema (I)_ acima segue-se que das expressoes 

1 

2 

obtemos u(x, t
0

1, v(x, t
0

1 as quais sao dadas por 

m ax 
S(x, t) 

o 
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Dai, lançando mao do par de Equações Hidrodinâmicas vistas 

anteriormente na seção JV.C, tendo u(~, t 0 l e v(Z, t
0

1 como condição 

inicial, obteremos u(x, ti e. vCx, ti em todos os instantes e final-

mente b(x, ti = u(x, tl + v(x, tL Desse modo a função bCx, t) no 

problema (IIl depende do es-tado inicial 1/J do problema (Il e por con o 

s·eguinte a solução p Cx, ti. des,s·e problema. Tal dependência está dada 

explicitamente por 

p (t! = P~ ét
0

!t1p (t
0

) 
o 

onde P(xtl ysJ = P é denominado o propagador de estados, o qual é so-

lução do seguinte problema de valor inicial 

(IIIl aP = 
, a 

[ b ex, tl p 1 + D 
a2P 

at ax ax 2 

Lirn P (xt I ys) = t(x - y) 

t -1-S+ 

Desse modo a solução do problema (III) acima depende de 

*o no sentido de que para cada 1/! 0 temos uma equação diferente e por­

tanto um processo distinto. Para um exemplo explicito desta situação 

ver a referência [17 l. 

Na literatura, ver Grabert [17 1 e Ghirardi [14 I, a depe.!!_ 

dência PClJJ
0

) = P é traduzida dizendo-se que tal comportamento é ti •o 
pico de Processos Nã'o-Markovianos, pois aqui 

Entretanto tais- proces·sos· s·ão formalmente Markovianos, quer 
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dizer, para cada estado Inicial tjJ 
0 

fixado, P JjJ é de Markov ou seja_ 
o 

.•• , x 1t 1 1x tI n- n- n n = I',,, Cx 1t 1 1 x t 1 
"' n- n- n n o 

• 

A situação apres-entada é típica de Processos de Partículas 

que Interferem ou seja de partículas que interagem umas com as ou-

tras, sendo isto o que ocorre com os Processos da NESI, os quais re­

presentaM partículas em difusão que interagem umas com as outras, tll 

interação dependendo do estado inicial, como ficou expl1citado na 

descrição apresentada na seção IV.D. 

Desse modo a crítica que é apresentada à interpretação es­

tocástica usual da Mecânica Quântica de que os Processos Estocâsti-

cos por ela utilizados nao s·ão verdadeiramente Markovianos em virtu-

de da dependência PljJ , nao se aplica dentro do ponto de vista daNE­
o 

sr, pois aqui é natural tal dependência. o 

IV.E.2- SOBRE A EQUIVALENCIA DA MECÂNICA·QUÂNTICA ESTOCÂSTICA E DA 

MECÂNICA QUÂNTICA NA PRESENÇA DE SUPERF!CIES NODAIS 

Seguindo Nelson [ 28 ]apresentaremos de início um apanhado 

sobre o problema e a seguir as considerações devidas dentro do espi 

rito da NESI. 

Corno ficou estabelecido anteriormente, as equaçoes hidro-

dinâmicas (H.1) e (H.2l (cf IV.C) 

·:ru- h -a 2
.v . a 

l -- = - -- -(uv 
at 2rn ax 2 ax 

a v = h -(v ~) + Cu ~) + F 
' 

2m ax ax m 
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respondem pela evoluçã:o em tempo dos processos na Mecânica Quântica 

E's-tocástica. vamos olhar para algumas soluções especiais desta equa­

ção, no caso de um campo de forças F cons-ervat~vo, ou seja, F=~ 
ax 

Suponhamos incialmente que v= O~ Então em virtude das re 

lações seguintes: 

· · apCX, tl 

at 
= 

u(x, tl = 
h a 
2m ax 

_a_(pvJ. 
ax 

ln p (x, tl 
' 

segue-se da hipótese que v= O, que p (x, tl e u(x, t) sao indepen-

dentes do tempo t e desta forma a solução das equações hidrodinâmi-

cas é Estacionária. Neste caso as Equações Hidrodinârnicas se resu-

zero a: 

au = o 
at 

+ u 
du F 1 dV =-- = • 

2m dx m m dx 

A segunda das Equações acima, pode ser escrita corno 

d [-h- du 1 2 
l dV + u = --- ' dx 2m dx 2 dx 

e dai por integração obtemos 

1 2 h du 1 1 u + = v - E ' 2 2m dx m m 
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onde nesta última equaçao a constante de integração E tem dimensão 

de energia. Multiplicando tal equação por mp e integrando obtemos 

"1 
-f 

2 mu pdx + h 

2 
f 

du 
p-- dx = f Vpdx - E 

2 dx 

Em virtude de termos que u = 
·ap/1lx 

' 
e usando inte-

2m p 
gração por partes, segue-se que o membro esquerdo da última expre~ 

são se reduz a - f 
1 m

2
pdx e dessa forma 

2 

E =f 
1 

2 

2 
mu pdx + f Vpdx 

é o valor médio de 1 

2 

2 
mu + v e portanto a constante de integração 

E pode ser interpretada como a Energia Média da Partícula. 

A equação 

du 1 = (V - El 
2 2m dx m 

é uma equaçao nao linear, mas ela é equivalente a uma Equação Li-

a seguinte mudança na variável dependente. Por termos near via 
h 

u = d ln p(_x, tl., segue-se então que R = 
1 ln p(x, t) é o 

2m ax 2 

Potencial de m m u ou seja -- u = • Agora pondo ~ = eR ternos 

que ~ é real e que 
2 h 2 

p = ~ = 1~1 

Além disso, resulta desta identificação e por ser m 
u = 

= que u = 
ax 

h 

m 
r....L. -ª'L) e assim 

~ dx 



ção que 

h du ---= 
2m dx 

Mas sendo 
1 

2 

~2 [ ...1..._ d2</l 

2m 2 

" dx 2 

2 2 
u = ~(___gí_) 2 

2m2 dx 

~ du 1 

2 
--= 

2m dx 

e daí por comparaçao com a equaçao 

obtemos 

1 

2 

2 h du 
u +- = 

2m dx 

1 (~) ---
"2 dx 

' resulta da 

1 
(V - Et 

m 

.2 
r- c-h-l 

2m 
+ (V - El] </1 = O 

" 

2 

que é a equaçao de Schrodinger independente do tempo. 
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l 

Ultima equ~ 

' 

Isto então estabelece a equivalência entre as duas equa­

ções ou seja entre 

1 u2 + ~ ~ = 1 (V - E) 
2 2m dx m 

e 

+ (V - E )l </1 = O 
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Vemos assim que no caso estacionário há urna equivalência 

" entre as Equações Hidrodinâmicas e a Equação de Schrodinger para um 

elétron, como ocorre no átomo de Hidrogênio. Isto nos indica que pa 

ra o átomo de Hidrogênio a hipótese de movimento Browniano nos con­

duz aos corretos niveis de energia para os estados estacionários do 

átomo, ou seja aqueles estados nos quais a energia tem valores bem 

definidos, e alérrt dis-so tal hipótese interpreta estes estados como 

sendo estados de equilibrio dinâmico. 

A equivalência que acabou de ser estabelecida nao é válida 

na presença de superf!cies nodais. Isto ocorre, por exemplo, quando 

o átomo se encontra em um estado excitado, ou seja em um estado esta 

cionário cuja energia En é maior que a energia E
0 

do seu estado fun­

damental ou estado estacionário que possui o menor de todos os valo­

res possiveis da energia. Isto posto, para soluções reais da Equação 

de Schr~dinger independente do tempo, outras que não a solução fund~ 

2 mental, segue-se que p = ~ tem superfícies nodais, ou seja conjun-

tos de pontos s nos quais W = O~ Desse modo, na presença de superfi-' .. 

cies nodais n fica singular ou infinita uma 

u = h 

2m 
Ln p, resulta que u = ~ 

ax 
Portanto a definição 

valência entre as equaçoes 

1 u2 + h 

2 2m 

e 

R 
w=e (R= 

du 

dx 
= 1 

rn 

vez que sendo 

2 
ln p} produz uma equ! 

(V - E) 

[ (- + (V- Ellw =O ' 
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somente dentro de uma regiã'o limitada por tais superfícies (Albeve-

rio e HIZSegh-Krohn { 1 1 l • Pode-s-e também mostrar [ 1 ] que qualquer 

partícula situada em uma região limitada por superfícies nodais de-

ve Permanecer ai para sempre. 

Mesmo as-sim ainda permanece a questão de definirmos pro-

priarnente a densidade de proõaõil±dade p em todo o espaço, uma vez 

que isto é essencial para a_identificação feita anteriormente da 

constante E com a energia média da partícula. TambéM essas soluções 

separadas na i-nterpretação es·tocás-tica, que existem para cada uma 

das regiões limitadas por superfÍcies nodais, não correspondem a 

qualquer soluçã·o Quantum Mecânica (a qual não concorda com a evidên 

cia experimental i { 26 1. 

Nelson [28] tenta contornar este problema construindo u-

rna sequência de processos estocâsticos (Xnl via as funções de esta­

do 

w + i 

n 

[ 1 +(_!_12 11/2 
n 

" onde ljJ é a solução da equaçao de Schrodinger correspondente ao esta 
o 

do fundamental e ljJ a solução correspondente a um estado excitado. A 

seguir ele constrói o processo "Limite" X (ti de densidade p do se-

guinte modo 

p = Lim pn = Lim 

n n 
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O Objetivo de Nelson ao fazer isto é que usando wn como um 

valor inicial, isto corresponde a Processos de Markov nos quais u 

fica infinita sobre uma superffcie nodal somente em tempos isolados. 

A implicação disto sendo que não temos- de pensar de urna partícula co 

mo sendo apanhada em uma região limitada pOr superfl:cies- nodais .. 

Tal maneira de proceder não encontra no seio da Mecânica 

Quântica Estocãstica usual nenhuma justificativa [ 26 ] 
1 

todavia ela 

é natural na NESI pois aqui lidamos com sequências de processos esta 

cásticos. 

Na NESI, os processos fisicamente reais- sao os cxnl, en­

quanto que X = Lim X Cno sentido de p = Lirn p I é simplesmente o Li 
n n n n 

mite de processos reais. Nós associamos- CX, p) com ljJ .. Dessa forma os 

V!n do Nelson são (ou podem sert os processos reais. Portanto a críti 

ca que é feita à Mecânica Quântica Estocástica não é válida contra a 

NESI. O 

IV.E.3- SOBRE A QUESTÃO DE SUPERPOSIÇÃO DE ESTADOS, NO QUE CONCERNE 

A EFEITOS DE INTERFEReNCIA, NO CONTEXTO DA MECÂNICA QUÂNTI­

CA ESTOCÂSTICA 

Faremos inicialmente algumas considerações sobre o concei-

to de Probabilidade em Física Clássica e na Mecânica Quântica, para 

em seguida tratarmos da questão de superposição de estados puros e 

mistos e finalmente mos-trarmos que a NESI poss±b±ta-nos compreender 

a questão de interferência dai resultante. 

Ffsica Clássica é determiflistica no s-entido de que dadas 

as condições iniciais para uma part!cula ou um sistema de partículas 
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podemos calcular, via a Le-i de Evolução, exatamente. (com probabilid~ 

de urnl as posições e velocidades futuras· de nossa particula ou siste 

ma de partículas. Probabilidade entra em FÍsica Cláss-ica em virtude 

de que na prática nós nunca conhecemos exatamente as condições ini­

ciais, mas tão somente com certas probabilidades. Desse modo podemos 

somente predizer as futuras posições e velocidades em termos probab~ 

listicos. 

Essas predições proóabilisticas, obviamente, dependem so-

bre nosso conhecimento probabilístico inicial ou distribuição. Tais 

probabilidades refletem nossa ignorância ou seja nossa falta de co­

nhecimento detalhado das condições iniciais ou preparaçao do estado. 

Nós a designaremos por probabilidade de ignorância. 

Em Mecânica Quântica a probabilidade entra de duas manei­

ras distintas. A primeira {al é algumas vezes denominada probabilida 

de intrínseca ou não-clás-sica e não possui analogia clássica. A se­

gunda maneira Ob) é totalmente analoga às probabilidades clássicas de 

ignorância. Em qualquer uma das maneiras, as médias calculadas sao 

ffiédias de ensernble. 

(a) A Mecânica Quântica é uma teoria intrinsecamente probabilística 

no sentido de que o es·tado [1/J ) de um sistema somente nos dá uma 

distribuição de probabilidade de possiveis resultados de medidas. A 

equação dinâmica nos dá a evolução da distribuição de probabilidade 

do sistema (ver Capitulo II, seção II.Dl. ~ exatamente aqui que te­

rnos os efeitos de interferência quantum mecânicos. Isto é, se adicio 

narnos dois estados quantum mecânicos [1fJ 1 > + [~ 2 > 

no experimento da dupla fenda, Cver Apêndice III r~l 

Por exemplo, 

poderia ser 
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- na qual fenda uma preparaçao uma está aberta e deixamos passar luz 

através de.la, enquanto que lt2 ) poderia ser uma preparação na qual 

a outra fenda está aberta. I "l 
) + lw 2 > então seri.a uma preparaçao 

na qual ambas as· fendas se encontram abertas, resultando assim em u-

ma superposição da luz. A dis·tríbuiçã·o de ProBabilidade estará dada 

por: 

' 

onde I • -
~l > e o famoso termo de interferência. 

Este pode ser o caso por exemplo se ]~ 1 > e !o/ 2 > represe~ 

tassem duas fontes de. luz com a mesma polarização. 

(b} Neste caso a probabilidade de ignorância não dá possibilidade p~ 

ra efeito de interferência. Aqui devemos usar o operador densid~ 

dade. Por exemplo, se ternos dois estados 1;;1 
) e I t 2 > ' 

então aqui 

devemos escrever o estado superposição como 1;;1 >< w1 1 + I "2 >< ;) 21 • 
Aqui temos que P (xl ~ Pl (x) + P x(x) ~ I t 1 >< w1 1 + 1~2 )( ;; 21 • 

Este pode ser o caso por exemplo se 1~ 1 > e Jw 2 > repre­

sentarem duas fontes de luz com polarizações ortogonais. 

Para nossos propósitos aqui desejamos resumir a situação 

na seguinte maneira particular. Se ternos dois estados lw 1 >e ltP 2 >, 

podemos superpô-los de duas maneiras, conforme os exemplos: Ex.l: 

1;; 1 > + 1~ 2 > (soma de estados purosl, ou Ex.2: 1;;1 ><~ 1 1 + 1;;2 >< ~ 2 1 , 
(soma de estados místos,L, corres pendendo, respectivamente, a (a)_ e 

Cbl tratados anteriormente. Em uma dada situação a expres,sao que usa 

mos dependerá da fisica da situação em estudo. A Mecânica Quântica 
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nos dá uma regra: Se é. s-empre possÍvel conhecer se uma part!cula pr9_ 

veio da preparação correspondendo a !w 1 > ou !"w
2 

>, então devemos s~ 

perpô-los como estados mistos, enquanto que se não é possivel, deve­

mos usar a superposição pura r~l) + 1~2 ) o o ponto que deve ser sa-

lientado aqui é que qualquer teoria do tipo clássico da Mecânica 

Quântica (i.e. uma teoria de variável escondida locall deve explicar 

esses dois diferentes níveis de probabilidade, em particular as pro­

babilidades nã'o-clâssicas. 

Pelq fato de que nos dois casos temos uma média de ensern­

ble, é dif1cil ver uma distinção fis±ca nas r-nterpretações Estatís­

ticas. De fato, Ghirardi [14- }conclui que a t1ecânica Quântica Esto­

cástica, de nenhuma maneira torna claro como devemos entender esses 

dois niveis de probabilidade. 

Dentro do oonto de vista da NESr, a situação descrita na 

Figura~, do Apêndice TI, é a que ocorre ou seja qua não há interfe­

rência para uma verdadeira média de ensemble. Isto sucede uma vez 

que um elétron passando através de uma fenda 11 Conhece 11 quando a ou­

tra fenda estava aberta em virtude de elétrons anteriores terem pas-

Sado através dela e deixado esta informaç,io impressa no meio. Este 

ponto de vista está em desacordo com a Mecânica Quântica e com a Me­

cânica Quântica Estocástica pois estas são teorias ergódicas no sen­

tido descrito no A~êndice I, deste trabalho; quer dizer, em Mecânica 

Quântica o experimento da dupla fenda deve ser pensado como se o rea 

lizássemos mui tas vezes com muitos ,aparelhos, cada um deles com um 

único elétron e a seguir superporrnos· ·as resultados. Dentro desta vi­

são nã·o poderíamos prever interferência ao contrário do que faz a Me 
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cânica Quântica Estocástíca. 

Resumindo, na NESI a interferência é considerada como uma 

interferência ffsica entre partlculas que é uma interferência indi­

reta, via memória, no meio. 

Assim, deve-s-e usar o Ex.1-- quando· a' :s'itnavão- física permi 

·te ·esta· ·i·n:t·e·rte·rên-cia:- }.:ndireta e o Ex. 2' 'Stuando a· ·s·ituação fÍsica ex 

·alui tal inter-ferênc-ia. 

Por exemplo, para uma média em tempo devemos usar Ex.l 

(sem polarização)_ enquanto que para uma média de ensemble devemos ~ 

tilizar o Ex.2 uma vez que a interferência fÍsica indireta está ex­

cluída. 

Abordamos o problema da dupla fenda mas podemos generali­

zar a discussão a uma situação diferente. 

Assim, a NESI dá uma distinção fisíca potencialmente cla­

ra entre os estados puros e mistos, Cisto ~, de superposição e de 

interferência}. Portanto, corn9letarnos nosso objetivo aqui, mostran 

do que as criticas de Ghirardi contra a Interpretação Estocástica, 

relativas aos estados puros e mistos, não se aplicam a NESI. O 
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AP~NDICE I: MllDIAS EXPERIMENTAIS 

Denotemos por ~ uma partícula ou um ensemble de partícu-

las, pre~arada sob algum especifico procedimento de laboratório, em 

um estado puro lw > • Aqui I$> é um elemento de algum espaço de Hil-

bert X o qual representa todos os estados puros possíveis de nosso 

sistema. Vamos admitir inicialmente que 1jJ não deoende do tempo t. 

-Denotemos por A o operador linear definido sobre X, o qual reoresen 

ta algum observável físico de interesse do nosso sistema. 

A expressão< W]Â]W} representa nas Interpretações Esta-

tísticas da Mecânica Quântica Cver Ballentine [02]) uma média de 

laboratório predita para um ensemble de medidas idênticas, onde ad-

mitimos que o estado ]$} está normalizado ou seja <$]W = 1. 

Vamos aqui apresentar, seguindo Buonomano [ O 6 ' algumas 

considerações sobre médias experimentais ou seja sobre as médias que 

se realizam no laboratório, afim de não só tornar mais clara a ter-

minologia usada para expressar os vários modos de obtermos uma me-

Aia experimental de alguma grandeza mensurável, bem como de esclare 

çer o significado do termo ergódico que estamos usando neste Traba-

lho. 

Uma média de ensernble, por definição, significa que a mé­

dia é tomada sobre medidas que são absolutamente independentes. Por 

exemplo, usualmente considerariarnos como urna boa média de ensemble 

aquela realizada com muitos aparelhos idênticos, seoarados por gra~ 

des distâncias e tornando exatamente urna medida com cada aparelho. Na 

prática, obviamente, para obtermos uma média de ensemble no labora-

tório, tomamos urna série de medidas consecutivas com um único apare 
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-lho. As medidas consecutivas sao separadas, pelo menos, por algum 

tempo mínimot entre elas. Esta média é usualmente chamada uma me-

dia corrida. Além disso, em muitos casos, tomamos nossa média final 

sobre muitas médias corridas independentes. Chamaremos esta última 

média de uma grande média em tempo. No que se segue usaremos a ex-

pressão média em tempo 9ara significar ou uma média corrida ou uma 

grande média em ternoo, a menos que seja estabelecido o contrário. 

Podemos resumir dizendo que uma média em tempo em muitos 

casos pode se~ considerada como dando uma perfeitamente válida -me-

dia de ensemble desde que consideremos ~ suficientemente grande pa-

ra assegurar que não pode existir nenhuma interação entre as medi­

das consecutivas. Por exemplo, em Mecânica Quântica L e usualmente 

considerado como sendo aquele tempo para o qual nunca existe ao mes 

mo tempo duas particulas no sistema sobre o qual efetuamos uma medi 

da. Mais formalmente isto pode ser dito assim: a Mecânica Quântica 

admite implicitamente que um certo tempo de espera entre medidas 

constitui uma válida repreparação do sistema. Na Referência f 06 1 

~odem ser vistas discussões sobre este ponto. 

Em geral, uma teoria pode predizer que todas ou nenhuma 

dessas médias são iguais, desde que não exista nenhuma relação Per 

Se entre elas. Quando temos uma teoria a qual prediz que todas es-

sas médias são iguais, então definimos a teoria como Ergódica; ~ 

dizer uma teoria ergódica é uma teoria a qual prediz q1le a média de 

ensemble é igual a todas as médias corridas distintas e por canse-

guinte também igual a uma grande média em tempo. Caso contrário a 

teoria é dita não-ergódica. 



118 

Em termos físicos podemos dizer que uma teoria ergódica e 

uma teoria na qual não existe interação ou memória entre medidas; e 

desse modo uma teoria não-ergódica séria aquela que existe uma inte 

raçao entre medidas consecutivas via o sistema de medir o qual oos­

sui estados estáveis ou memória. 

Buonomano [ 06 )apresentou neste seu artigo urna outra in-

terpretação estatística da .Mecânica Quântica a qual ele denominou 

de Interpretação Estatística Não-Ergódica. Tal interpretação é uma 

interpretação. estatística no mesmo sentido que a interpretação esta 

tística aoresentada por Ballentine [ 02 ] , ou seja, a expressao 

( wrÂ!~ >não nos dá a propriedade de uma partícula individual, mas 

ela é uma média sobre muitas particulas. Na Interpretação Estatis­

tica Usual o elemento de. ensemble é a particula individual, enquan­

to que na Interpretação Estatistica Não-Ergódica ela é uma corrida 

experimental individual. 

Enquanto que na interpretação estatistica usual< ~IÂI~ > 

representa uma média de enserr~le, na interpretação estatística nao­

··-ergódica < 1}.! I Â lw } é associada com uma grande média em tempo .. 

No caso em que 1}.! depende do tempo t, a situação é a mesma 

que a apresentada acima para cada· t fixo. Lembremos que em Hecânica 

Quântica, para medirmos< l}J(tl [ÂIWCtl > devemos fazer um ensemble de 

medidas para cada tempo t fixo. E neste caso devemos falar sobre a 

realização de medidas consecutivas em cada tempo fixo t; desse modo 

introduzimos um outro tempo independente o qual ternos chamado de 

temno consecutivo (Veja III .Bl. 
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AP:!:NDICE II: O EXPEJUMENTO DA DUPLA FENDA 

Consideremos um experimento.conceitual ou imaginário como 

ilustrado na Figura 1, o qual é denominado o Experimento da Dupla 

Fenda. 

1, . 

~ ---------4------- X 

]---

}• 2 

A 8 c 

Figura 1 

Temos em A uma fonte de elétrons ~~ todos com a mesma e-

nergia, os quais ao serem emitidos de A se espalham em todas as di­

reções até atingirem uma oarede B a qual possui duas fendas l e l, 

através das quais os elétrons podem passar. Finalmente atrás da pa-

rede B e em um plano C temos um detector de elétrons (por exemplo, 

um contador Geiger) o qual pode ser colocado a várias distâncias x 

do centro da parede C. NÓs vamos admitir que tal experimento se rea 

liza no Limite de Baixa Intensidade da Fonte K ou seja a intensida­

de F é tal que o detector em C registrará pulsos representando a 

chegada de elétrons individuais, separados por um intervalo de tem-

po durante o qual nada chega à parede C. Se temos vários detectores 

espalhados sobre toda a parede c, e a fonte F tem intensidade muito 
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baixa, então sómente um detector registrará a chegada de um elétro~ 

e decorrido um pequeno intervalo de tempo outro detector registrará 

a chegada de mais um elétron e assim por diante. Nunca ocorrerá uma 

meia res?osta do detector, quer dizer, ou um elétron inteiro chega 

ou nada acontece; e mais ainda, dois detectores nunca responderão si 
multâneamente, exceção feita para a coincidência que a fonte emitiu 

dois elétrons dentro do tempo de resolução dos detectores, uma coi~ 

cidência cuja probabilidade decresce com a diminuição da intensida-

de da fonte ~· Quer dizer então que o detector registra a passagem 

de um simples corpúsculo viajando de K a urna fenda na parede B e 

daí para o ponto x como esquematizado na Figura !· 

Na experiência descrita, o que mediremos para várias oosi 

çoes x do detector é o número médio de pulsos por segundo. Em ou-

tras oalavras determinaremos experimentalmente a probabiliàade (re-

lativa) P que o elétron passe de F para x, como uma função de x. 

Tanto a Mecânica Quântica quanto a Mecânica Quântica Esta 

cástica preveem que o gráfico da probabilidade P(xl é a curva ilus-

tradaqualitativamente na Figura quando ambas as fendas se encon-

tram abertas. 

·L p 

Figura 2 
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Todavia se sómente uma das fendas está aberta, a situação 

é diferente. Por exemplo, se sómente a fenda 1 se encontra aberta o 

resultado do gráfico é o da Figura 3; 

p 

Figura 3 

Enquanto que se a fenda ~ se encontra aberta e a fenda 1 

bloqueada, o gráfico de P(x) é o da Figura 4. 

Figura 4 

se agora imaginarmos cada elétron passando através de uma 
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fenda ou de outra, esperaríamos a curva mostrada na Figura 5 quando 

ambas as fendas estão abertas. 

Figura 5 

Nesta Última situação (Figura 5) nao ocorre interferência 

e isto é consideravelmente diferente do que foi estabelecido na Fi 

gura z, onde ocorreu interferência, 
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