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NOTAGAO

R - numero de Reynolds
M - numero de Hartmann
E - nUmero de Eckert
0 - nimero de Prandtl

densidade

pe]
1

pressao isotrodpica

ol
i

T - Temperatura

T* - Temperatura adimensionalizada

S - constante de proporcionalidade da velocidade entre os dois
discos.

2 - velocidade angular do disco superiof

u — viscosidade

distancia entre os dois discos

[oN
|

(r,6,z) - coordenada de um ponto do sistema de coordenadas ci-
lindricas polares

V - Vetor velocidade

(u,v,w) - componentes do vetor velocidade nas diregOes crescen-
tes de 1,0,z

¢ - funcgao dissipacgao

VC - Volume de Controle

SC - Superficie de Controle

dv - volume de um elemento fluido



F - resultante das distribuigoes de forga de contacto

B - forgca de campo

dA - normal externa & superficie de controle

Tij - Tensor de TensGes

T - tensao de cisalhamento

Eij - tensor Simétrico de Deformagdo
2

v - Operador de Laplace

2 - .
HO - campo magnetico constante

My T permeabilidade magnética
cy calor especifico
§.. — Delta de Kronecker.
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O objetivo principal deste trabalho & discutir e apresen-
tar solugOes para o problema da transferéencia de calor em um es
coamento de fluidos do tipo newtoniano entre dois discos coa-
xiais giratdrios, com a aplicagao de um campo magnético na di-

regao dos eixos.

Para o problema acima citado necessitamos das equagoes
gue descrevem 0 movimento do fluido,'a saber: da continuidade e
de Navier-Stokes. Usamos também a equagao da Energia. Estas
equagOes estao descritas em sua formula mais geral no  Capitu-
lo I. Temos também neste Capitulo, uma introducao elementar a
teoria de perturbagéo; a técnica fundamental utilizada na solu-
¢ao das equagOes diferenciais resultante do problema em estudo.
Foi escolhido como parametro de perturbacao o numero adimensio-
nal de Reynolds, R < 1. Descrevemos ainda no Capitulo I, o métg
do das diferencas finitas gque utilizamos para dar a solugao nu-

mérica de algumas equa¢Oes diferenciais que surgem do problema.

*

No Capitulo II formulamos o problema a ser estudado e apre
sentamos as solugOes da distribuigao. de velocidade para o escoa
mento proposto entre s dois discos giratdrios. De maneira que
este Capitulo & fundamental para o objetivo due nos propusemos a

alcangar.
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O Capitulo III é caracterizado pelo uso da Equagao de Ener
-gia, onde analisamos o comportamento da temperatura para o es-
coamento. Neste capitulo apresentamos a discussao dos resulta-
dos bem como os graficos resultantes dos calculos efetuados. Da
analise dos graficos, obtivemos algumas conclusOes descritas com

detalhes no final deste capitulo.

O método utilizado na solugao aproximada das equagoes dife
renciais do nosso trabalho, foi o método de Diferengas Finitas.
Para efeito de comparagao, um trabalho posterior pode ser reali

zado utilizando outros metodos.

Este trabalho pode ser extendido tambem, a um fluido do ti

po ndo-newtoniano usando diversos modelos matematicos.



CAPITULO I
FUNDAMENTOS TEORICOS

1.1.INTRODUGAO AS EQUAGCOES GERAIS DO ESCOAMENTO

Em termos simples, fluido & uma substancia que nao pode
resistir a uma forga ou a uma tensao de cisalhamento Sem se mo
ver. Os fluidos s3o normalmente classificados como liguidos ou
gases. Um liguido tem forgas intermoleculares que mantém as mo
léculas juntas de modo a formar volume mas nao uma forma defi-
nida. O gas consiste de moléculas em movimento que colidem en
tre si, tendendo dispersar4se de maneira a nao ter volume ou

forma definidos.

Sao cinco as variaveis basicas da mecanica dos fluidos:
trés componentes de velocidade e duas propriedades termodinami
cas. O campo de escoamento do fluido & completamente determina
do pela especificagao do vetor velocidade V e duas proprieda
des termodindmicas em funcgao do espago e do tempo. Assim, ne-

cessitamos de cinco equagoOes independentes:
(a) a equacao da continudidade;
(b) trnes equacgoes de movimento;

(c) a equacao de enenrgia.



Num fluido incompressivel a equagao da energia n3ao & ne-
cessaria, porque a massa especifica & considerada conhecida e
apenas a pressao e a velocidade precisam ser conhecidas para
uma descrigao completa do escoamento. A temperatura &  entao
desvinculada, mas caso se necessite de tal informagéo, deve-se
usar a equacgao da energia. No escoamento turbulento, a situa-
¢ao & um pouco mais complexa e nao se pode desenvolver em ge-

ral um conjunto fechado de equagoes.

Existem dois tratamentos pelos quais podemos usar O campo
de escoamento para se obter as equaéGes. O tratamento mais co-
mum, o meétodo Euleriano nos permite focalizar a atengao numa
regido fixa no espago sem identificar as particulas da regiao
num dado instante de tempo, enquanto o lLagiangeano analisa o

comportamento individual de uma particula.

Fixando-nos ao tratamento Euferdiano, o qual nos leva ao
uso do Volume de Contrnole (fig. a) obtemos as seguintes equa-

¢coes integrais: [5], [14].



Contorno do sistema no instante
t +At

dA

<— Contorno do sistema no instante-t

’
Fig.a - Sistema movendo - se atraves de um volume
de controle.

(a) Equacgao da Continuidade:

{ 'py-dA=—5%:-j pdv ; (1.1)
sc vVC

(b) EquagOes do Movimento:

Foot J Bpdv = 53{ j V(pdv) +J ‘Y(py-dA) (1.2)
vC VC SC '

onde p & a densidade; V @& o vetor de velocidades;dA & a nor-
mal externa a superficie de controle; v & o volume; VC e o
volume de controle fixo no espago; SC superficie de controle
que limita o volume de controle; Es € a resultante das distri

buigoes de forga de contacto; B €& a forga de campo, também

chamada de forga externa (a gravidade € a distribuicao de forga



’ f indicam
SC vC '

integral de superficie e integral de volume respectivamente, e

de campo mais comum) por unidade de volume; f

dv o volume de um elemento fluido.

A Eg. (1.1) também denominada Equagdo de Conservagao de
Massa, afirma que "a taxa de decrescimo da massa dentro do vo-
Lume de controle e igual a taxa de efluxc LIquide da massa
atraves da superficie de controle". Como nenhuma limitacdo de
tamanho foi imposta ao volume de controle selecionado, esta
equagao serad valida para qualquer regido, finita ou infinitesi
mal. Ela também & valida para qualquér fluido - viscoso ou
ideal, compressivel ou incompressivel, puro, multicomponente, es

coamento com transferencia de calor ou sem transferéncia, etc.

A Eq. (1.2) fundamenta-se na segunda lei de Newton e "{gua
La a soma das distribuicoes de forgas (forcas de contato e
forca de campo) com a rnazao e efluxo da quantidade de movimen-
to atraves da supernficie de controle, mais a razao de  varia-

¢ao da quanitidade de movimento no internion do volume de controle'.

EQUACOES GERAIS DO ESCOAMENTO NA FORMA. DIFERENCIAL

Para podermos efetuar dedugSes detalhadas, tais como, cam
po de velocidade ou distribuigao de tensao através de uma re-
giao do escoamento, devemos usar as formas diferenciais das
leis basicas em um ponto e integrad-las para satisfazer as con-
dicoes de contorno do problema. Usaremos as equagOes integrais

para deduzirmos as equagOes na forma diferencial:



1.1.1. FORMA DIFERENCIAL DA EQUAGCAO DA CONTINUIDADE

Consideremos um volume de controle infinitesimal fixo no
espago xyz conforme indica a fig. b, onde (u,v,w) s3o as com.

ponentes do vetor velocidade V .

y v
4
A :
' v
- - w
| & ,
| w. |~
i ay
R | A
- : 7 » 5
6\\“,' ! —
S .
/7
// A
s z
Ax I
z Fig. b
VComo a Eg. (1.1) nao possui limite de tamanho, ela pode ser

aplicada para este volume de controle infinitesimal. Usando-se

0 Teorema de Valor Médio, a integral de volume fica sendo

°

|

r\t.

f g dv = %% Axhy Az (1.3)
VC £

onde ¢ & um ponto médio.




Supondo que o fluxo de massa em cada face seja uniforme e usan

do também o Teorema de Valor Médio, temos

J pV.dA = —(pu)XAyAz : (1.4a)
scl

fscz pV-dA = (pu)x+AxAyAz H (1.4b)
I pV-dA = = (pV) AXAZ ; (1.4c)
sc3 4

V.-dA = (pv AxAz ; 1.44
ISC4 v P )y+Ay ( )
f pV.dA = - (pw)  AxAy ; (1.4e)
sch
L,CG pV-da = (pw) _,,, AX4Y ; (1.4f) .
Somando sobre todas as faces
J S VedA = [ ew) .y T (pu) Jaydz + [ (ev) ) ™
SC
- (pv)y]AxAz + [(pw)z+Az-(pw)z]AxAy (1.49)



Substituindo as equagOes (1.3) e (1.4g) na Eq. (1.1) e dividin

do o resultado por AxAyAz, obtemos

20 .\ (DU)X+AX - (pu)x : (pV)y+Ay -(pV)y
St + +
av AX Ay
(pw) _ . - (pw)
+ Z+Az Z_ -9 (1.4h)

Az

Fazendo X, Y, 2 tenderem a zero, 0 elemento de volume tende

para um ponto, tomando-se o limite a Eg. (l.4h) reduz a

2p

3 (pu) 3 (pv) 9 (pw) _
5t 5x T a8y oz 0 (1.3)

que & a forma diferencial da equacgao da continuidade.

Uma formulagdo mais geral e dada, usando o Teorema da Di-

vergéncia de Gauss e a Eq. (1.5) torna-se

y
3% +VepV =0 , (1.5a)

onde a divergéncia pode ser expressa em qualquer sistema de
coordenadas.

Para um escoamento permanente a Eg. (l.5a) resume-se em

V-pV = 0 (1.5b)



e para um fluido incompressivel,

V-,Y:- 0 (1.6)

19.:
5E 0.

mesmo quando o fluxo nao & estacionario, ja que
Seja V o campo de velocidade com componentes u,v,w na

diregao crescente das coordenadas cartesianas x,y,z respecti

vamente, entao a Eq. (1.6) torna-se

S ou [, 9V /W _
% T 3y t oy = 0 . (1.7)

Em coordenadas cilindricas (r,0,z) com componentes do
campo de velocidade u,v,w na diregéo crescente de r,8,z

respectivamente a Eq. (1.6) resume-se a :[13], [14].

@
<
Y
g

(1.8)

s e
+
Rie
+
B+
3|
4
|
It
Q

1.1.2. EQUAGCOES DO MOVIMENTO

Para escoamento permanente e forcas de campo despreziveis

a Eq. (1.2) torna-se

- J VeV - da) . (1.9)
sC



Como vemos a Eg. (1.9) & uma equagao vetorial. As equa-

¢Oes escalares componentes nas diregoes ortogonais X,y,z po-

dem ser escritas, tomando-se as componentes dos vetores
V=»(uv,w e F_ = ({F), (FS)Y » (F), ), assim:
(F), = f u(pV-da) , (1.10)
s'x sc
F ) = f v (pV-dA) (1.11)
(Fg y se (pV ! ‘
(F )z = J w(pVv-dAa) , (1.12)
s sc

Usando o Teorema da Divergéncia de Gauss, obtemos, [1]:

(F)_ = J V-V (pu)dv, (1.13)
S vC

. \F_ ). = J V-V (pv)dv, (1.14)
VC

(1.15)

(F_) =[ V.V (pw)dv
S vC
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Apliquemos, agora, as formas integrais (1.13), (1.14) ,
(1.15) a um volume elementar (pequeno cubo de fluido de ares-
tas dx, dy, dz) e definimos o Tensor de Tensodes Tij para des-
crever as forcas de contacto "Fs", onde O primeiro Indice indi
ca a face de atuagdo da tensdo, e o segundo indica a diregao
da tensao. A face & indicada como o plano perpendicular ao
eixo do indice. Por exemplo, a face 1 & perpendicular ao eixo
X (%) A idéia de faces positivas e negativas estd indica-

da na fig. c. O tensor de Tens3io pode ser escrito

Tin Ty Tys
Tij = T21 T22 T23 , Sendo Tij = Tji'
T T T

2 33
i 31 3 __J

Face X, positiva

P T“

_y___J _____ :>X(X')

\ Face X, positiva

\\\Foce X3 positiva

Fig.c
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v
y
w
T, /y+Ay
| -
|
1 Ta/z
T“/X : T” /x+Ax
-—f——— —_—
| .
Ty /2402 }————————— » X
/ Ay
/ Az
//
, -1—~——Y—~—
Ax
\\\Tﬂ/y
z : Fig.d

Analisando a fig. d, onde mostramos as forgas na diregéo
de x e a Eq. (1.13), que podemos aplicar a um cubo elementar on
de as tensoOes compoem a forga externa F_r escrevemos o balan-

¢o da gquantidade de movimento para direcao x. .

21’y+Ay“T21|y

(TlllX'*'AX—Tlllx) ayaz + (T ) axpz + (T,

1|z~+Az

2 2
- Tyl exay = ayez(eu| . meut| )+ axaz(euv| o= puv] )

+ AXAY (puw | - puw]z) . (1.16)

Z+AZ




12

Dividindo a Eqg. (1.16) por AxAyAz obtemos:

(Tyyly b oax * P11 %! L Ta1lysay = Taly)

+
Ax Ay
. (T3 lp 4 az = T31lp) _
Az
(pu?| - pu”|_) (puv | - puv]_)
- X + Ax + Yyt Ay v +
Ax Ay
. (puw|Z_+sz—‘puw|z)
Az

Tomando limite quando Ax,Ay,Az tendem a zero resulta em

T 2T . T 3. (uu) 3 (uv) 9 (uw)

1, T2l 7T . N .

ax y 32 X )Y 92

Efetuando as derivadas do segundo membro ,

aT 37T oT .
L L L I MRCRCLAVIRVRL S LA

X oy 9z 3xX X Yy oy 3z 9z

Agrupando os termos temos
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ox Y az IxX Yy 0z X 3y 92

e usando a equagao da continuidade (Eqg. 1.6), obtemos

oT - oT . a7 ) o .
11,22, 731 _ 3w, 3w, pBu, (1.17)

X Y% 92 X 9y 92

Usando a convengac de soma de Einstein, e tendo como campo de

velocidade V = (ul,uz,u3) a Eq. (1.17) torna-se
9T, . B R 6 §
—13 - pu,. — 1 , (3=1,2,3) (1.18)
X, J sx,
J J

De maneira analoga temos na diregdoes de y e de z respec

tivamente

23 - _ o 2 .
e Py x. | (1.13)
.BT3. ..au3
—2J = ju, —2, (1.20)
9% I ax

ou ainda na forma tensorial
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su. 9T, .
= 1] (i=1,2,3) . (1.21)
oxX. 9X.
3 J

pu

1.1.3. EQUAGCOES DE NAVIER-STOKES

As equagOes de Naviern-Stokes descrevem completamente o mo
vimento de um fluido Newfoniano. Em geral os fluidos que obede
cem a relagao entre tensdo de cisalhamento e gradiente de ve-

locidade

onde a constante p & a viscosidade,

~
i
=
<|E

sao chamados fluidos newtonianos. Devemos ressaltar que todos
. . - . 03 »

Os gases e. a maioria dos liquidos simples podem ser considera-

dos fluidos newfondianos para a maior parte dos escoamentos. Pa

ra um fluido_newtoniano o Tensor de Tensoes & dado por

= - P8yt 2uE (1.22)

T, .
ij ]

“

conhecida também como equagac constitutiva dos §Luidos newtoniancs onde

0 Tensor de Tensao & dividido em duas partes: pressao e deforma-

cao; Eiy & o tensor simétrico de Deformagao dado por
1 -oduy . Buy
Eij = 5 ( X + v ) (1.23)
3 i
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P & a pressao, dij @ o Delta de Kronecker e u representa

a viscosidade do fluido.

Substituindo a Eq. (1.23) na Eg. (1.22) e esta na Eqg. (1.21)

obtemos
N1V o, Auy Ju.
pu.-——-=-——-[—p6i.'+24h§ (—= + —)] (1.24)
J axj 9X J 9X 9x

calculando a eguagaoc na direcgao de xl,isto € para i=1 temos:

aul ~ 3p Sy aul auj
puj 9X.. T 5x T 9X. (Bx. + ax )
J 1 J J 1
ou
. 2u du du dp
pul———;+pu2—l-+pu3——l-=——-—+
axl sz 3x3 Bxl
Bzul azul azul Bzul 82u2 82u3
+ ul 5t 5+ 5 + + + ]
axl 3x2 8x3 axlaxl axzaxl ax3axl
ou, ainda
o4 u pu 2P
p () Sim oy STt uy )= - =
9%y 3% 9X3 9%y
azul azul azul 0 aul au2 ..au3
+ ul 2.+ 2+ 2+ { + + )] .
axl ax2 ax3 axl axl ax2 ax3
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Usando a equagao da continuidade (1.7)r, temos

ou . Ju du, ap d3°u, . 3"u u
1 L S Y +—L 1 (1.25)
2 2
*2

o (U ———+u, —=+u
ulaxl 2 9x, 3 Bxg 3%, o x

= N[

De maneira semelhante encontramos na direcao de Xy

du du 3u op 3 u d
p(u —24u, —2+u ——20==— —+ ul( 2
1 axl 2 ax2 3

e na diregao de x

3 14
au3 3u3 au3 ap .32u3..82u3. 82u3
p(ul ——+u2 ——+u3 —=) == —+ u( 2+ 2+ 2)1 (1.27)
axl 8x2 ax3 ax3 axl ax2 ax3
ou na forma tensorial
du, p
pu, —~ =-— 4+ uvViu, , (1.28)
J 9X. 9X... 1
J J
Sendo V2 o operador de Laplace dado por
ol a2
] "9
ve = ( + 9 + ) - (1.29)
2 2 2
axl 8x2 9x
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Em coordenadas cilindricas (r,6,z) e com um campo de velo

cidade V = (u,v,w) na diregéo crescente das coordenadas r,8,2

as equagoes (1.25),

oW
p(u 37

1.1.3. A EQUAGCAO DA ENERGIA

(1.26),(1.27) tornaram- se

Lo
+

L
@

respectivamente:

(1.30)

(1.31)

(1.32)

A Lei de Conservagdo da Energia exige que a diferenga da
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taxa de fornecimento de enengia em um volume Vo §4ix0 no espaco com
uma superficie S e a taxa a qual a enengia flui atraves de S
deve ser igual a taxa de crescimento de enengia neste volume.
Desta maneira a Lei de Conservagdao da energia dd a seguinte

equagcao [13].

20 )
[V =t dVo + J ui(rijnj)ds Js Etpujnjds +

O

S

4 _ o
f k =— n.ds = T -[Vb EtpdVO ’ (1.33)

onde 3Q/3t e a taxa de calor produzido por unidade de volume
neste volume Vo por agentes externos, Et € a energia total

do sistema por unidade de massa, isto e

Et = uiui/2 + K+ E ,

a convencao de soma & usada com i,j =1,2,3; u,u, = uuy +

*

u,u, + Ujug sendo E a energia interna por unidade de mas-

sa em V_, K e a energia potencial, e uiui/2 € a energia ci

+

netica por unidade de massa. u; e a i-ésima componente do ve-
tor velocidade. Os T4 sao as componentes dos tensores vis-
cosos, ny & a i-esima componente da normal externa a superfi
cie S e k & o coeficiente de condutividade . térmica. Os

dois primeiros termos do primeiro membro da Eq. (1.33) sao,

’
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respectivamente, a taxa de energia produzida pelos agentes ex-
ternos e a taxa de calor produzida pelos tensores viscosos em
contacto com o lado de fora. Os outros dois termos representam
a taxa de energia perdida por calor de convecgao e calor de

condugao. A perda devida d radiacao & desprezada.

Pelo teorema da divergencia de Gauss

J An.ds = J 2B gy
S v X o
o
nos transformamos as integrais de superficie em integrais de

volume, entao a Eg. (l.33) torna-se

jav_= 0. (1.34)

+ (k
5t 3% 3%, 3%,
%5 j j

. . E,.
J[EQ.FauiTiJ._aEtpuJ 3 ST 3 P
como o volume foi escolhido arbitrariamente, concluimos que o
integrando da Eg. (1.34) deve ser nulo e a equagao da energia
€& entao
du, T, 9E _pu. sE, p

1 lj - t J 9 (k _ga}_;]-‘_) - t =0 . (1.35)

3% sx. T Ix.

0Q

—= +

ot .
J J J

As seguintes relagoes nos ajudam a simplificar a equagao da

energia:
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°E_pu. = BE

p P ou,
t 3 i
Lo+ . Et(E% tax, ) toel at 4y 3 =) =
39X, 3t j J
j
- DE . Du., . . DE
=po —% =, —=+u, X+ —) (1.36)
Dt Dt J axj Dt
porgue
9K
3t = 0
e
o8 u.LT. .. 3T . au
13 _ 4. 1) 4oL -1
oX.. 1 X, ij ox
j
.Dui 3K aui aui
- —_— —_— ! -
uip(Dt + axi) + Tij axj paxi . (1.37)

Substituindo as equag¢oes (1.36) e (1.37) na equagao (1.35)

Du, . . .ou, ou, Du, .
20 __1 OK Lo 11 i _ 3K
ot * P Bt T P% ax ¢ Tij %, Pix;, ~ °%i Bt - Y ax,
DE . 3 x 2Ly - ¢ (1.38)

TP ot " oax, 9%
1

alem disso
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su .
_i_ _ . 1Dp _ D(1/p)
Paxi' Popt = PP pt

a equagao de energia torna-se finalmente

au
a5t T iy x, T oax K 3x) “elpg tp —pg 1 (1.39)
J i i ,
..8ui El -2 ]
L —— -_ — —
onde t;, = ul 3=+ ax.) ~ 3 ulgg )85y v
Jj i k
13 =1 se 1i=j e Gij =0, 1i#3j.

Estes sao os tensores viscosos sem os termos de pressao. A fun

cao dissipacdao & dada por

au,
6 = ¢!, —=

T, .
i 90X .
J J

Em coordenadas tartesianas (xX,y,z) a Egq. (1.39)

D(1/p) . ,
29, 2 o 3T, 3 3T . B 3T
] = 8t+ BX(k BX) + By(k aY) + 8z(k az) + (1.40)

DE
ol 5E *P—pF

com
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= du, 2 v, 2 awy2 1 3u , 3vy2 , 1,3v , 3w,2
¢ = 2ul(z) " + Gyl * Gt 2y T t 3Gt 5t
13w w2 (Ru v, dw,2

talbx e P AGR gt ag)

Para um gas perfeito o segundo membro da Eg. (1.39) pode

ser escrito como

.Dc. T . _ ,
]:p__R_-P_P.— Q_I_-I__EB (1_41)

"DE , _D(1/p) _
Dt Dt ~ PDt T Dt

Pl *P ot

onde H = cpT = entalpia.

)
)
=l
0
]
ct
o)}
&
o
3
Q
c
o
|
]
|
|
[

1
S 3% (1.42)
P

3 ,k 9H 0
3;,‘5; 3y T3z

Xk
c
p

OH
(- 357 +¢- (1.43)

Para um fluido incompressivel, com viscosidade constante e coe

ficiente de condutividade  térmica a equagao da energia & a
seguinte
. a2 "2 o2
oC g%=g—g+k(3§+3§+a'g)+o. (1.44)
P ax oy vz
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Em coordenadas cilindricas (r,6,z) com componentes de velocida

de u,v,w nas diregBes crescente de 1r,6,2 respectivamente

a Eq. (1.40) tem a seguinte forma:

DE ,  D(1/p)

- 1 - .
e [ 5¢ pe 1 = 3¢ T ¥ ar K 37) +r2 50 K 39 F
o oT
+ -2 9>
5z (K 370 + o, (1.45)
D _ 9 o . Vv 3 9
onde pr =3gtugrt et Vg
2 2 2 2 2 2 2
° u[2(err eee-+ezz)-+eez-+ezr-+ezr] _A(erf+eee+ezz) (1.46)
sendo que:
- 3u 13w _ u = v
€ r T3t * S " re Tt T ' S22 7 3z’
1l 3w, ov u W 1 d%u v v
= = — f — = —_— anivhady :-—-——+—-————_
€oz r ae+ z ' Srz 5z T oar ' Sre r 36 T r

Veja também como & a equagao da Energia para o caso espe-

cifico que estamos tratando na pag. 48.
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1.2. INTRODUGCAO A TEGRIA DE PERTURBAGAO

A maioria dos problemas que envolvem determinados modelos
matematicos, tais como aqueles usados nos paragrafos anterio —
res deste capitulo dao origem a equagbes diferenciais ndo 1li-
neares cuja solugao & impossivel ser encontrada na forma
analitica. De maneira que, para obtermos informagoes & necessé
rio recorrermos a aproximagbes, a solugOes numéricas, ou ateé
mesmo a combinagao de uma solugao aproximada com uma solugao

numérica.

Nos métodos de perturbagao a solugao é apresentada pelos
primeiros termos de uma expansao assintdtica obtida em torno
de um pardametro, gue as vezes aparece na equagao ou e introdu-

zido artificialmente.

Seja a equagao diferencial ordinaria nao linear de ordem n,

ux) ™ o+ gl(u(x)in—l),u(x)(n—2) e . e u'(X),ulx),x) +F ...
+ g _q (u'(x), u(x);x) + g (u(x),x) = vix) (1.47)
que denotaremos por
F(u) = v (1.48)

sendo F um operador diferencial nao linear .
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Seja L um operador diferencial linear e
L(u) =v , (1.49)

uma equagéo auxiliar da Eq. (1.48) com a mesma ordem de manei-

ra que e possivel dar uma solugao explicita na seguinte forma

u = T(v) , (1.50)

que & em geral a Unica solugao da Eq. (1.49). Sendo L(u) linear, lem

bre-se que:

L (e + e = elL(ul) + ezL(uz)

19 *oeyuy)

quaisquer gque sejam as fungoes u,,u, e escalares e;,e,.

Assim podemos escrever a Eg. (1.48) como
L(u) + [F(u) - L(u)] = v. (1.51)

Introduzindo uma nova fungao N(u) = L(u) - F(u) a Eq.

(1.51) torna-se
L(u) = v + N(u) . (1.52)

Introduz -se agora um pardmetro e, de maneira que a Eqg.

(1.52) figue assim:
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L(u) = v + eN(u). (1.53)

Observe que se e = 0, a Eq. (1.53) . & igual a Eq. (1.49) cu-

-

ja solugao por (1.50) e
u(x) = T(v) = uo(x). (1.54)
Vamos supor que (1.53) tenha uma solugao na forma
u(x) = u_(x) + eu, (x) +eu, (x) +eouy (x) + ... (1.55)
o 1 2 3

isto e uma expansao em série de poténcias em torno de € =0 com

coeficientes uk(x) independentes de e.

Supondo que L & um operador linear e que N & analiti-

ca, temos pela Eqg. (1.55)

L(u ) + eL(u)) + ezL(uz) + s3L(u3) (1.56)

L (u)

L .2 :
N (u) N(u)) + eNj(uj,uy) +eN, (ugruyruy) + .. (1.57)
Substituindo (1.56) e (1.57) na Egq. (1.53) temos:

L(uo)-FeL(ul)-+32L(u2)-+e3L(u3) + ... = V+-N(uo) +

2
b
—+eN(uo,ul) + ¢ N(uo,ul,uz)
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Igualando os coeficientes de mesma poténcia de e temos o seguinte

sistema infinito de equacgoes :

’ (1.58)

I
<

L(uo)

L(u;) = N(u) ,

L(uk+l) = Nk(uo,ul,uz,...,uk),

que e resolvido recursivamente, pois a determinagéo de uk(x)

requer o conhecimento de
un(x) (0 <n < k-1).

Da primeira equagao do sistema de equagOes anterior  ob-
temos uma aproximagao de grau zero, sendc para a Eg. (1.53) uma

solucao de aproximagao linear

W (x) = u_(x) = T(v(x)). (1.59)

Da segunda equagao obtemos uma aproximagao de grau 1,
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ul(x) = uo(x) + eul(x)==T(v(x))-+eT(N(T(v(x)))) (1.60)

e assim por diante até o grau de aproximag¢ao desejado.

A expressao (1.55) que & uma série infinita e cujos coefi
cientes sao determinados pelo sistema infinito (1.58) & chama-
da de solugao formal da Eg. (1.53). Para se obter uma solugao

formal de (1.52), tomamos € = 1

Este parametro ocorre, com naturalidade em um grande nume
ro de situagoes, representando diversos pardmetros fisicos '
tais como: a intensidade de um choque; constantes fisicas como
a constante de Planck (h) ou amplitude de um termo forcgante ;
no nosso trabalho o pardmetro sera o nimero adimensional de Rey
nolds (R). Nestes casos escrevemos a Eq. (1.47) perturbada da
seguinte maneira

n-l o u',u,x,e) =0 (1.61)

G(un, u
impondo a condicgao de que G seja uma equagao diferencial linear
de ordem "n" no limite quando ¢ tende a zero. A linearidace 1li

mite & que possibilita fazermos o processo de perturbagao.

Assim, em torno de € =0 a Eq. (1.61l) torna-se
n "8G, n '€2 32G n
G(u ,...,u',u,x,0)+ ¢ - —(u ,...,u',u,0) +5v (w’,...,u',u,x,0)
d¢e 21 ae2
3 .3
+ E_ 2 G, L, ut,u,%,0) 4 ... = 0. (1.62)

3! de
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Nao & dificil ver que (1.62) & uma equacao diferencial da for-

ma [31, [4], [12].
L{u) - v(x) + eN(u) + 52 M(u) + . . . =0, (1.63)

onde M @& também analitica. Sendo equivalente a Eq. (1.53) o

processo de redugdao & o mesmo.

1.3. METODO DAS DIFERENCAS FINITAS PARA PROBLEMAS COM VALORES

NO CONTORNO.

Consideremos uma equacao diferencial linear com condi-
goes especificadas nos pontos finais de um intervalo [a,b] . Di
vidamos o intervalo {a,b] em N partes iguais de amplitude h.

Seja X, = a, XgF b definimos
X, = X +nh , n=1,2,3,...,N-1 (1.64)

como sendo os pontos interiores do intervalo. Os corresponden-

tes valores de y nesses pontos interiores sao representados

por

1,2,3,...,N-1. (1.65)

y._ = y(xo + nh) , n
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A fim de solucionar um problema de valores no contorno
pelo método das diferengas finitas, cada derivada que aparece
na equag¢ao, assim como nas condig¢Oes de contorno, 3 aproximada
por diferengas finitas. Diferencas centrais sao usualmente pre
feridas, em virtude de conduzirem a uma maior precisao. Al-
gumas aproximagoes tipicas, baseadas nas diferencas centrais ,

sao as seguintes

-y
+1 -1
y'(x) AR, (1.66)

I

yn+1 - 2yn + yn—l
h2

(1.67)

yu(xn)

Em cada caso, a representacao da diferenca finita & uma aproxi

macao O(h2) para a respectiva derivada (veja [111]1).

po

ILUSTRACAO DO PROCEDIMENTO

Seja a equacgao
y'"(x) + £(x)y' + g(x)y = a(x) (1.68)
sujeita as seguintes condigoes de contorno

y(xo) = q e y(xn) =8 . (1.69)
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Substituindo (1.66) e (1.67) em (1.68) obtemos

yn+l " 2yn * Yn—l

4 -y '

n+l n-1 —

) + f(xn)( ) + g(xn)yn —q(xn). (1.70)
h 2h

Multiplicando ambos os membros por h2 e estabelecendo que

f(xn) = fn ’ g(xn) =9, v q(xn) =q, temos

-2y (-2 +h2gn)yn +(L+2 £)y_,, =h’q_ . (1.71)
n=1,2,3,...,N-1

Os coeficientes em (1l.7]1) podem naturalmente ser calcula

dos, uma vez que f(x), g(x) e g(x) sao fungdes conhecidas de

x. Na forma matricial temos

(1.72)

il
o

Ay

onde

Y = (YyrYyr¥greeer¥y q)

representa o vetor das incdgnitas; b representa o vetor das
quantidades conhecidas no segundo membro; A a matriz dos coe
ficientes. A matriz A, neste caso, & tridiagonal e de ordem

N-1l. Ela possui a forma especial
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By 1

A B

A = 2 2
L

h _

(l"Efn) , nh =
2

(—2+hgn) P

h _

(1+-§fn) rn—

2,3,...,N-1

=1,2,3...,N-1

1,2,3...,N=-2.

(1.73)



CAPITULO II

FORMULAGAO DO PROBLEMA E EQUACOES DAS COMPONENTES DA VELOCIDADE

2.1. INTRODUGCAO

O escoamento de um fluido viscosdo classico entre um par
de discos coaxdiais girando tem sido motivo de estudo para di-
versos autores. Karman [15] foi o primeiro a dar as  solugdes
das equagoes de Navier-Stokes para um fluido newtoniano na vi-
zinhanga de um disco infinito girando. Este método foi mais tar
de usado por Batchelor[l6] e Stewartson [17] para calcular o
escoamento estacionario entre dois discos infinitos coaxiais
girando. Para numero de Reynolds muito grande, Batchelor
e Stewartson encontraram um unico escoamento estacionario ,
embora gualitativamente diferentes. Mais recentemente ,
Bhatnagar e Zago [6] fizeram uma analise do escoamento de um
fluido visco-elastico do tipo R{vl&in-Endicksen entre dois dis-
cos girando. O nosso trabalho & baseado em uma recente pesqui-
sa de Bhatnagar [8) analisando os efeitos de um campo magnéti
co sobre o escoamento de um fluido newfondano colocado entre
dois discos coaxiais. O campo magnético & aplicado na direcao
perpendicular aos discos. Pastore [ 7 1 também fez uma pesquisa
semelhante a esta, mas com uma diferenca significativa, a de

gue um dos discos, o superior, mantém-se parado.
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2.2. FORMULACOES DO PROBLEMA

Consideremos dois discosvinfinitos coaxiais e giratorios.
Aplicamos um campo magnético, ﬁé; constante, numa direcao per-
pendicular aos discos. Representamos o escoamento pelo campo
de velocidade V = (u,v,w) nas direcoes crescentes das coordena
das cilindricas r, 6 e z onde r & a coordenada radial, 6 a coor-
denada angular e 2z estende-se ao longo do eixo dos discos.
Seja o disco inferior situado em =z = 0 tendo uma @ velocidade
angular S, enquanto que o disco superior situado em z=4d tem

uma velocidade angular 2. © e S sao constantes; S indica o

sentido do movimento do disco inferior.
As seguintes condigoes sao impostas ao escoamento:
1) o fluido a ser usado no escoamento & o Newtoniano;
2) prevalece o estado permanente do escoamento;
3) o fluido & incompressivel;

4) o escoamento & axialmente simetrico.

2.3. SOLUQ@ES DAS EQUACOES DAS COMPONENTES DA VELOCIDADE

Passemos agora, a descrever as equagoes que regem O escoa
mento deste fluido a fim de obtermos as componentes de veloci-
dade e posteriormente a temperatura do fluido quando os discos
estdo submetidos a certas condigoOes térmicas. Analisaremos

dois casos:
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a) quando os discos rodam no mesmo sentido;

b) quando os discos rodam em sentido contrario.

Para tal problema, utilizamos as equa¢oes de Maxwell, pa-
ra o estado estacionario juntamente com as equag¢bes do movimen

to onde foram introduzidas as contribuicgoes devido & forga de

Lorentz.

Sejam as equagoes do movimento, Eq.(1.28) escrita na forma

vetorial e acrescida de uma forga externa, isto e:

3V _ N
plzg + (V-V)V] =~ Vp + uV'V + £ (2.1)

onde f representa a forca eletromagnética dada por

> > ->
f=J x B, (2.2)

-> > ~
sendo J a densidade de corrente; B o campo de indugao mag-

netica.

Fazendo-se uso da lei de Ohm

-> - > -
J = TO(E + V x B) (2.3)
+ -
T e a condutividade; E o campo eletrico, assim a Eq.(2.2)

(o]

& equivalente a
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> > > > >
f = TO(E + VxB) xB . (2.4)
Utilizando as equagoes de Maxwell e escrevendo - se

> > :
B = LI eliminamos o campo elétrico E, da Eg. (2.4) e esta

equagao pode ser escrita da seguinte forma

(VxH) xH , _ (2.5)

->
onde Vo representa a permeabilidade magnética; H o campo

magnético.
Substituindo a Eqg. (2.5) na equacao do movimento (2.1), te

mos

-+ ->

) >
(VX H) xH . (2.6)

3V _ _ 2
p[§E4-(dey]- VpHHVV T

Escrevendo entao, a equagao da continuidade e a Eq. (2.6)
. 0 . - s
especificamente para nosso problema em coordenadas cilindricas

polares, temos

Ju ,u W _ g, (2.7)
ar r 9z
j3u U v P

U - - _ oF

ol or v 3z r] or +
2 2
3 u l3u _ 5 u_u ,_ =
tvl—s5 + T 3 2 5 ] boTol Hy v (2.8)
or 02 r i
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ov ov uv
plugrtwayg+ -]
2 2
3 Vv 1l 5v o v v 2 —
=y [—s + = = + - =] -4t _VvH , (2.9)
8r2 r dr 822 r2 0 © o
oW oW
plu g2+ w5l
2 2
_ _ 9p 3w 1l ow 3w
or 0z

As quatro equagOes acima formam um conjunto de equacdes
diferenciais parciais nao lineares envolvendo 4 incdgnitas:
trés componentes da velocidade e a pressdo isotrbpica. De ma-

neira que para as resolver faremos as seguintes transformagoes

gue satisfazem a equacgao da continuidade

u = - % rQH' (n) , v = rQG(n) , w = dRH(n) , (2.11)

onde n = z/d, sendo d a distancia entre os dois discos.



Estas transformagoes tem como objetivo reduzir

¢Oes acima a um novo conjunto

naliza-las.

As condigoOes

de contorno
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as equa-

de equagoes, bem como adimensio-

do problema

u=0, v=1r08 , w=20 para z = 0
(2.12)
u=0, v=rg ,w=20 para z = d
Derivando as transformagbes (2.11) em relagao a r,z e
substituindo na Eg. (2.19), usando a notagao de que H(n) = H,
H'(n) = H', G(n) =G, G'(n) = G' e assim sucessivamente
de uzTodzﬁg
p [_HlG + HGI] —_ GII — u G
G" - R(HG' - H'G) - M°G = 0 (2.13)
onde
2 “gdzﬁgTo - -
M™ = ’ ;, € ¢ numero de Hartmann
de
R = 2%, & o nimero de Reynolds.

u

Derivando a Eq.

[£E 2%
dr 93T
[83w _ 1
vl 2
or r

(2.10) em relagao r temos:
2 2 2
o W oW ow o Wy _ 3 p
5> * 3r 5z ¥ ¥ Szerl T Bmer T
or
1 82w 83w
LTy I N
dr 3z ar

substituindo as transformagoes (2.11) encontramos
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2

9P _ o, (2.14)
°0Z3r

Agora derivando a Eg. (2.8) em relagao a z ,

2 2
[qudu_ ., du, dw3u _ 3 g 2v 3V y_ =3P,
3Z or o0raoz 0Z 02 A r A droz
3 2 3
) 13 ) 1 3 2 =29
D lru oy Lowg 2 g
dr 9z Y 9roz 22 r 292 92

Substituindo as transformacoes (2.11) e usando a Egq.(2.14),

a Egq. (2.15) torna-se

p[rQZH'H" N ro’n'e"_ rolm'E"  relmE™  2r0’c Gy -
4a 4d 2d 24 d
\ iv " u- T i2 roH"
QH' QH QH
wl - - I+ 228 : (2.16)
2rd 24 2rd 2d

Fazendo as simplificagaes devidas, a Eq. (2.16) ficara reduzida a

Y - R(HH™ + 4GG') - MZH" = 0 (2.17)

Este novo conjunto (2.13) e (2.17) de equagoes diferenci-

ais ordinarias nao lineares serad resolvido com as seguintes con

digoes de contorno
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G(O) =5 . G(l) =1 3
H(0) =0 , H(1) = 0 7 (2.18)
H'(0) = 0, H'(1l) = 0.

Para resolvermos o sistema de equagoes formado pelas equa
¢oes (2.13) e (2.17) com as condigcoes de contorno (2.18) assumire
mos o numero de Reynolds (R) menor que 1. Assim, podemos usar
a teoria de perturbagoes regulares, expandindo as fungoes G

e H em série de poténcia de R, isto e:

n _ n
R Gn(n) ' H(n) = : R Hn(n)- (2.19)

Substituindo estas fungoes G e H nas equagoes (2.13) ,
(2.17) respectivamente e fazendo-se uso das condigoes de con-
torno (2.18) temos equacgoes de varias ordens.

a) Solugao de ordem zero

As equagoes para’ Go(n) e Ho(n) sao:

2
| L =
GO M GO 0 . (2.20)
e
H;V - M2H“ =0 . (2.21)

Usando as condigoes de contorno

UNICAMP
BIBLIQTECA STALEL!
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GO(O) =S ’ Go(l) =1 ;

HO(O) Ho(l) = Hc')(O) = H(')(l) =0

obtemos a seguinte solugao

1
G (n) = ———— [senh(Mn) + S senh{M(1-n)}] (2.22)
o .
senh (M)
e
H (n) =0 . (2.23)
b) Solugao de primeira ordem
As fungoes G, (n) e Hl(n) satisfazem as seguintes e-
quagoes
Gy - MZG =0, (2.24)
1 ) 1 :
e
gV - m%ur = 4c ' . (2.25)
1 1 oo _

Usando as seguintes condigoes de contorno

I
o

Gl(O) = Gl(l) =0 ; Hl(O) = Hl(l) = H]'_(O) = H]'_(l) ’

obtemos a solugao para Gl(n) e Hl(n)
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Gl(n) =0 (2.26)

Hl(n) =a; ta,nt (a3/M2) cosh (Mn) + (a4/M2)senh(Mn)

onde,

1

+ ao[senh(ZMn) + 28 sehn{M(1-2n)}

- 5% senh{2M(1-m)}] , (2.27)

a
o]

5 Kl—Sz)(l—cosh M) senh (2M)° - 2 (M-senh M)(Sz+cosh 2M)
o)

+ 2(l+52cosh 2M) (M cosh M - Senh M)-+2SM{senh2(M)

+ 2(l-cosh M)cosh M}-—SZM senh (M) senh (2M)] , (2.28)
a 2

- 59— M [(1+S“) {senh (M) senh (2M) +2 (1-cosh M) (l+cosh 2M)}
o

- 4S{senh2(M) + 2cosh (M) (L-cosh M)1}] , (2.29)

a

59 M2[(1+SZ)(l—cosh M)senh(ZM)—2(82+cosh 2M) (M-senh M)
o)

2(1+S2 cosh 2M) (M cosh M - senh M)

4s(l-cosh M) (senh M - M cosh M)] , (2.30)
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a
2 2
a, = 59 M“ [2(S“~1) (1-cosh M) (l-cosh 2M)-(2M-senh 2M)senh (M)
o
- 4S5{senh (M) - M cosh (M) }senh (M) +
+ stenh(M){senh(ZM) - 2M cosh(2M)}] , (2.31)
1
a = ‘ (2.32)
o 6M3 senh2(M)
e
bo = M senh (M) + 2(l-cosh M). (2.33)
c) Solucao de segunda ordem
As funcoes Gz(“) e Hz(") satisfazem as seguintes
equagoes

w o 2 — r ]

G} M G, = HlGO HlGO (2.34)
iv _ no— _

H, M HY 0o, (2.35)

que sao resolvidas usando as seguintes condji¢oes de contorno
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Integrando as equagles (2.34) e (2.35) sob as condigbes de con

torno dadas acima, obtemos

_ _ 2, _ 2 3
Gz(n)—cosh(Mn)[Dl+(n/4M ) { roa2+2Mpo 2qu2M + 2M [aoqo

nr

+2sz(aoqo+8)]}] + s‘enh(Mn)[D2 + jﬁ%(2a1-+a2n)]

1 _ 2. . 35 _
+ — senh(3Mn)_[(po a g M1+ == senh{M(1 3n)}[8-anO]

8M

N

MSn cosh{M(1l+n)} [8+a q ]+ Jﬁ% cosh{M(1l-n)}Ir a,

2 4M
2 3 3 2

+ 29 a,M” - 2M7{16M~ + 2a g + S (8+a_q_)}]

2

2
- 22 senhm(2-3n)} (8-a_q_) +2&" coshim(2-n)}(8-a_q_)

3 r S
S fo) 2
+ 3 senh{3M(1-n)} (8 aoq0)+Z;7 senh{M(l—n)}(l+Ma2n )
qon
+ —77[a4s senh (M) - a3(l—S cosh M)] , (2.36)
M
onde
a M
p. = e ¥ (2.37)

© 2 senh (M)

q = 1 ’ (2.38)
M senh (M)



_ s cosh (M) (Po
- T8 V2
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r = - ’ (2.39)

S 2
§(aoqo po/M ) [3senh (M) - 3S senh (2M)

+ 82 senh (3M)] , (2.40)

-~a g )[3 senh(M) - 3S senh(2M)
8 M oo
2
+ S senh (3M)]
Py
[ senh (3M)+4M cosh (M)-8{3 senh(2M)

8M2 senh (M)

4M cosh (2M) +8M} + BSz{senh(M)+4M cosh(M)}—4MS3]

q 8 8a,S

a
o - 23(1—s cosh (M) )+ ‘21 senh (M) - 4a_cosh (M)
8 senh (M) M M

4a S—qo{senh(3M)—4M cosh (M) + S [8M-3 senh(2M)

2
2 3
4M cosh (2M) -S7 [12M cosh (M)~-3 senh (M)] +4MS™}

r
o

5 [ 2Ma
4M senh (M)

lsenh(M) + a2(M senh M -

- cosh(M) + 8)] . (2.41)



Hz(n) =0 .

Deste modo, para uma aproximacao de ordem dois

G(n) =6 () + R%G,(n) ,

H(n) = RH; (n) ; H'(n) = RHJ(n).

temos

46

(2.42)



CAPITULO III

DISTRIBUICAO DE TEMPERATURA EM UM ESCOAMENTO
PERMANENTE DE FLUIDOS NEWTONIANOS COM A

APLICAGCAO DE FORCAS EXTERNAS

Neste capitulo estudaremos o problema da transferéncia de
calor em um escoamento permanente de um fluido newtoniano com
aplicagao de forgas externas, gquando os discos estao submetidos

a dois tipos de condigOes térmicas:

1) O disco inferior (situado no plano z = 0), esta man-
tido a uma temperatura constante T = Tl e o disco superior

(situado no plano 2z = d), a uma temperatura constante T = T2;

2) O disco inferior (plano 2z = 0), sera mantido a uma
temperatura constante T = Tl e o disco superior (plano 2z =4),

permanecera termicamente isolado.

PRIMEIRO CASO: Neste caso, nds temos as seguintes condig¢des de

-

contorno:
T =T para z =0 e T = T2. para z = d. (3.1)

Seja agora a equacao da energia em ccordenadas cilindricas

polares como dada no Capitulo I, de forma especifica para nosso
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problema formulado no Capitulo II:

T oT, | 2
pcp(u N T + w 5;) = kV'T + udé , (3.2)
onde
2 2
y2p = 27T , 1 o7, 37T
2 r dr 2
or 02
e
= 21392 4 (42 , 3w,2
¢ = 2[(8r) + (r) + (5) 1+
OV _ vy, 2 ov, 2 ow ou, 2
tharty Gt et -

Utilizando as transformagoes (2.11), definindo a temperatura

adimensional por

T - T

= — 1 oy 7 = TH(T, - T) + T, (3.3)
Ta-I
e em seguida substituindo na Egq. (3.2) obtemos:
_ raH' - oT* - oT*,  _
pey [- =5— (T, = T)) Sz + QH(T, - Ty) 5l =
5%r* 1 AT * o )BZT*‘l ‘o QH' 2
KTy =T ot e Ty~ T 5 + (T =T g ol + 2 55
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+ - 802 s @un? rurs 5382, (- @Y 2,

ou

2
_ __ H' 3T* 3T* . _ L
pey(Ty = T) @l-r 5 £= + 1 &1 = k(1, -1, P+
1 oot 1 olr
Trer Y22t
d” o9n
2 2
+uefu? + L2+ B (3.4)
a?

Introduzindo a variavel adimensional r = g, a Eg. (3.4) torna —

se
= T,-T 2
* * *
pe (T,-T) 0 [- 5 25+ v 50 = k(2-h) (255 4
ar d or
1 oT* azT* 2 2 2 H" 2
+ = T—+ —5—- 1+ uQ" {38’ [(——) +G'71 }. (3.5)
r odr an :
Multiplicando ambos os membros da Eq. (3.5) por
2
d obtemos:
ue (T2 Tl)
d?gﬂ rH' oT* oT* k aZT* 1l aT* 32T*
[ 5~ — tH Sl == [t = 4 —1 +
H or n H P or r 2ar an



BC/ 5369

2.2
+ £ d {3H'

cp(T2 - Tl)

. Introduzindo os seguintes

2
_ "
2 + rZ[EZ—‘*' G'Z]} .

numeros adimensionais:

a’on
R = —TF— , © numero de Reynolds,
ne
0 =5 , © numero de Prandtl,
924
E = , O numero de Eckert,
cp(T2 - Tl)
temos entao da eq. (3.6),
TH' 3T* 5T* 1 3%rx 1 aT* | 527
R(= =5 "/ + H =) =5(C5—+ = — + &=
or on or r 23r on
+ E[3H'2 + 52(% "2 4 G'z)].

“

Desde que a equagao (3.7)

mos escrever sua solucao como:

T*(r,n) = T(n)

sujeita as seguintes condigdes

depende somente de

+ T2 (n)

de contorno:

)

r

e

50

(3.6)

(3.7)

n va-

(3.8)
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T*(xr,0) = 0 e T*(r,1) =1 . (3.9)

Substituindo (3.8) em (3.7) temos entao

ou

-2

_.2 -~ — ~ —_ —_—D) ~
Ro [-r"H'T + HT' + r"HT'] = 4T + T" + r2T +

+ Eo[3g'? + £ H”

+ r°g' ] (3.10)

2
—~ —~ -~ "
[ —ROH'T+ROHT31T"—E0(HT- + G'Z)] -

T" 4+ RoHT' - 3EGH'Z - 4T = 0 . (3.11)

Igualando os termos de mesma poténcia de r da equagao (3.11)

a zero:
~ ~ ~ Hll,2, 2
T" -.RoHT' + RoH'T + Ec(—z— + G'7) =0 ' (3.12)
T" - ROHT' + 3EcH'2 + 4T = 0 . (3.13)
As condigoes de contorno (3.9) dao origem 3s condigCes pa-

ra se resolver as equagoes (3.12) e (3.13).
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Tl
I
s at
3
i
QN

Para n = 0 => T*(7,0) = T(0) + T2T(0) =>T(0) + £2T(0) = 0

= T(0) =0 e T(0) = 0.

Para n = 1 =>T*(7,1) = T(1) + r2T(1) = T(1) + T27(1) = 1

=T(l) =1 e T() =0.

Temos entao:

I
o

T(0) = 0 , T(1)
(3.14)

T(0) =0 , T(1)

il
=
.

Para resolvermos as equagdes (3.12) e (3.13) utilizaremos a

teoria de perturbagbes regulares com as condigdes (3.14).

Escrevendo T e T em série de poténcia de R, isto &,

T(n) = T (n) + BRI () + R (m) + ... ,

2

T(n) =T_(n) + RT, (n) + sz(n) ¥ ouee ,

e observando que G(n) = GO + R2G2 ’
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a equagao (3.12) torna-se:

2.2
~ -~ ~ R7Hy 2
n o __ 1 ] L}
T RoT (RHl) + ROT(RHl) + EG(——-—-——-4 + Go +
2t 4.,2, _
+2RGOG2+RG2) = 0.
Substituindo T(n) = io + Rfl + szz ... temos:
Fv 4 mOM + R2Fn ... -R%G(T! + RT! + RZT!...)H +
o 1 2 ) o] 1 2°°°"
2 2 RHy
T ™ v
+R0(TO+RT1 +RT2 cee) Hl + Eo( 7 + (3.15)
+ G'2 + 2R2G'G' + R4G'2) =0 .
(o] o 2 2
Temos entao as seguintes equagOes diferenciais lineares de
(3.15)
Tv o+ EgG'2 = 0° (3.16)
o o} )
Ty = 0 (3.17)
H{Z
no_ _m T e L vy o
T oTOHl+oTOHl+Eo( 7 +2GOG2) 0 (3.18)

De (3.13) fazendo o mesmo processo obtemos:
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no_ M 2 |2 o
TO RoT (RHl) + 3Eo(R Hl } 4+ 4T =0 ’

ou
2 = 2,2 ~
n _ 1 ' pu—
To ROTHl+3oERH1+4T—0.
Substituindo T(n) = Té + RTi + szz + ... , temos
= = 2= 2 = = 2= 2,2
u + n —_ ] ) [}
TS RT] + R'T, ... RO(TO+RT1+IfT2 ...)H1+30ER Hy ™ +
~ -~ 2~ _
+ 4(To + RTl + R T2 ...} =0 (3.19)
mu it —
TO + 4To =0 (3.20)
iU it —
Tl + 4Tl =0 (3.21)
— — 2 ~
" 1 ! =
T2 oToHl+ 30EHl + 4T2 0 (3.22
N
que serao resolvidos com as seguintes condigoes
T (0) =0 , T (1) =0 , n>0 (3.23)
TO(O) =0 , To(l) =1 , (3.24)
T (0) =T (1) =0 r n>1 . (3.25)
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a) Solugao da equagdo (3.16) com as condicdes:

mn 1 2 _ d — -
i) + Eo(G % =0,T (=0, T (1)=0.

Substituindo Gé(n) e resolvendo obtemos:

T () = = yo, [ =28 coshM), o} (oMn) + S-8enh ) o (oMn)
fo) 01 2 2
8M iM
52 1-2S8 cosh (M) + 52 2
+ —= [cosh 2M(1-n)] + ( n°} +
» 2 4
8M
+ cln + c, (3.26)
com
_ 1-25 cosh (M) +'S2 cosh(2M) , ,
C, = Yop | , ]
8M
c. =y {cosh(ZM)-2S cosh (M) cosh (2M) + 2S senh(M)senh(ZM)+—Sz+
17 %01
| gM2
_ 2 2
(L - 28 cosh(M) + 87)2M }
+ - Cz .
8M>
onde
- EMZG

Y
01 senhz(M)
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b) Solugao da equagao (3.20) com as condigoes

To(n) + 4To(n) = 0 com TO(O) =0, To(l) =1
substituindo (3.26) e resolvendo obtemos:
T"(n) = -4T (n)
To(n) =,4y01{(1_zs coih(M)) cosh (2Mn) + E—égg%igl senh (2Mn)
32M . 16M
52 1-25 cosh (M) +s2 4
+ —7 cosh [2M(1-n)] + ( 48 “yn
32M
2¢c, -
- 1 n3 - 2c¢ n2 + c,n + c,, C(3.27)
3 2 3 4
com
: 2
c, = _4Y01ﬁl—28 cozh(M)) cosh (2M) + S senh(M)zenh(ZM)+ S —+
32M 16M 32M
2 2¢c
+ (1-25 cosh(M) + S 1+ 1, 2¢, - ¢, + 1,
48 3
c. = - [(l - 25 cosh(M) + s2 cosh (2M)
4 Y01 ) ] -

8M

c) Solucao da equagao (3.17) com as condigles



TI(n)
Temos entao:

Tl (n)
usando que

T, (0)

Tl(l)
logo:

Tl(n)

= 0 com
= csn + Ce
= 0 =— c6
= 0 = c5
= 0

d) Solugao da equagao (3.21) com as condigOes

T (n) + 4'1‘1(n) =0 com T,(0)

substituindo (3.28) obtemos

Tl(n)

usando que

= c7n + c8

Ii

0 — c8

]

=0

(3.

57

28)



logo:

Temos que:

Tl(l) =0 ==>c7 = 0
_fl(n) =0
T*(T,n) = T(n) + £2T(n)
T(n) = T_(n) + BT, (n) + R°T, (n)
T(n) = T_(n) + Ril(n) + Rziz(n)
{(1-23 czsh(M) cosh (2Mn) + S sen%(M)
32M 16M

T*(E,n)=4yol

2
+

32M

(1-2S cosh (M))

4

cosh[2M(1-n)] + (1-25 cosh(M) + Sz)n4 }

n- -

2c + C3n +

2 0N

cosh (2Mn) +

8M

8M

2

cosh

[2M (1-n)]1 +

48

Ca

S senh (M)
4 M2

(1-28 cosh(M)+s

2

4

n?}
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(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

senh (2Mn)

+ R2T2(n) + ;2{ - y0l{

senh (2Mn) +

+
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n+tc, + Rziz(n)} (3.33)

¢ 2

0 e T*(r,1) =1

com T*(r,0)

e 52(n) ’ Tz(n) resolvidos numericamente.
Ty(n) = 0Ty (MH; () - onj (T (M - Ep a2 -
280 [GL(M G5(n)] com | (3.34)
T,(0) =0 , T,(1) =0

- 452(n) com (3.35)

Observe que as equagoes (3.34) e (3.35) sao equacgoes di-
ferenciais ordinarias lineares e que por esta razao & possivel
explicitar uma solugao analitica para ambas as equagOes. A sO-
lugao foi calculada, no entanto a expressao algébrica resultante
foi tao grande que ao final os calculos ja nao tem uma boa margem de exati-
d3o devido acs muito provaveis erros cometidos durante a manipulacdo alge —
brica. Tendo em vista, isto resolvemos optar por uma solu-
¢ao numérica e ja que & um problema de valores no contorno, uti-
lizamos o método das diferencas finitas descrito no Capitulo I

deste trabalho. Para estas equagoes a matriz (1.73) resume -se
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-2 1
1 -2 1
1 -2 1 (3.36)

1 -2

e r—

De modo que para termos a formagao (1.72), Ay = b s6 tivemos
o trabalho de calcular o vetor b visto que a matriz A ja era
conhecida. Em seguida, resolvemos o sistema Ay = b aplicando

decomposigao LU, [2].

SEGUNDO CASO:

Neste caso temos as seguintes condigoes de contorno:

T = Tl para z =0

(3.37)

9T
Y 0 para z

A
o

'y

A solugio para a temperatura neste caso sera como no ca-

so anterior (primeiro caso)

T*(T,n) = T(n) + T2T(n) (3.8)

submetidos as seguintes condigoes =
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T*(r,0) = 0

T*' (r,l) =0

O conjunto de equagOes a ser resolvido e (3.16), (3.17),(3.18)

e (3.20), (3.21), (3.22) sujeitas as seguintes condigoes de
contorno
T (0) =0, T!(l) =0V¥n>0,nem
(3.38)
T (0) =0, T (1) =0V¥n>0,ne€EN.
Resolvendo a equagao
T"(n) + Eg[G' (]2 = 0
o'n Ol tn
sujeita a T, (0) =0 e Eé(l) = 0
obtemos entao:
T (n) = -y, {2228 CoshM) ooop (oMn) + S SEORM oopp (oun)
o 01 2 2
8M aM
52 (1-2S cosh(M) + §°) 2
+ —5 cosh[2M(l-n)] + 4" -~ n } +
8M
Cg M + S0 (3.39)

5'(n) = —yOl{ (1_254§OSh(M)) senh (2Mn) + §—§§%§iMl cosh (2Mn)
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2 2
S (L-28 cosh (M) + S8%)
—IW senh [ 2M(1-n)] + > n} + Cq

{l—ZS cosh (M) + S2 cosh(2M)}

De T (0) = 0 ==>c =y
o) 10 o1 8M2
De E‘(')(l) =0 =>cy =
_ r (1-28 cosh (M)) S senh (M) -
= yol{ 3T senh2M + _*“iﬁ(“__'COSh(ZM)> +

(1-25 cosh (M) + 52)}»
5 —

+

Resolvendo entao a equagao

L]
~~
o
~—
+
>
=1
fon
Il
o

To(n):4yoi{(1*2S‘c02h(M)) cosh (2Mn) + §—§EE%LML senh (2Mn)
32M ’ 1eM

82 (1-28 COSh(M)+WSZ). 4
+ —=—— cosh [ 2M(1-n)] + ' 18 n-}

32M

2c

9 3 2

- 3 n - 2010 n +‘ Olln + Cl2 (3.40)

________ e 2
De T_ (0) =0 —>c,, = -y i (1-2S8 cosh(M)) + S” cosh (‘2M)}
12 01 8M4
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T!(n) = 4yg {22 COSh M) opp (omn) + S50MBM) oo (omn)+
16eM 8M

82 : (1-2S cosh (M) + Sz) 3

—16M3 senh [ 2M(1-n)] + 13 n"}
2
- 2c9 n - 4clon + ©11

De T'(l) = 0 —>

o

{(1—28 COSh(M)) senh (2M)+ _S__S_@_w_). cosh (2M) +

3 3

c = -4y
11 01 16M 8M

2
(1-2s coirzx(M) * S )y 4+ 20, + 4c

+ 9 10

Como as condicoes de contorno no Segundo Caso nao  sao
as mesmas que no Primeiro Caso, para aplicarmos o método des-

crito no Capitulo I fizemos a seguinte modificacao:

Usando como caso anterior

T*(T,n) = T(n) + £2T(n) , (3.30)
T(n) = T_(n) + KT, (n) + R°T,(n) (3.31)
T(n) = T_(n) + RI (n) + R°T,(n) , (3.32)
T*(E,n) = dy o 2N gy oy ¢ 2SR oy (g )

32M 1eM
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2 2
+ *f~§~Z*_ cosh [2M(1-n)] + (1—2S cosh(M) + S )n4}
32M 48
2c
9 3 2 2—
+ T _YOl{(l—ZS co;h(M)) cosh (2Mn) + 2 senh (M) oonh (2Mh )
8M 4M2
82 (1-2s cosh(M)+Sz) 2
+ 5— cosh [2M(1-y)] + = 7 n“l +
8M
c,n + ¢ + RZE n)}
9 10 2" ¢

Com Tz(n) e fz(n) resolvidos também como no primei-

-

ro caso, numéricamente usando diferencas finitas.
Usamos a interpolagao quadratica e aproximamos

3yny — 4yt t Yo
y'(xN) = N N-1 N z,e igualamos a zero que &€ o valor no

2h

contorno dado. Ou seja,

3y 7 gy Y, =0
_ Yy Yo
& 3 3

Substituindo y, na Gltima linha do sistema de ordem N-1 temos:
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h2

I
[(NIEN]

_ 2 _
YN-2 T ¥yn-1 T T3 + 3 < 3 Yy-2 Yn-1 = 9n-1-

ou . h2 assim a matriz (3.36) ficaras

YnN-2 T Yy-1

_2 1
1 -2 1 (3.41)
1 -2 1
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3.3. ANALISE DOS RESULTADOS

PRIMEIRO CASO

As figuras 1, 2, 3 e 4 sao baseadas nos resultados dos
calculos do primeiro caso, ou seja, com condigdes de contorno
(3.1). Enquanto que as figuras 5, 6, 7 e 8 estao relacionadas
com os calculos do segundo caso, cujas condi¢Ges de contorno sao
(3.37). E mostrado o comportamento da temperatura T* em fun-
géo de n, n = z/d, quando os dois discos estao girando. O dis-
co inferior situado em 2z = 0 tem uma velocidade angular Qs,
enquanto o disco superior situado em z = d tem uma velocidade

angular Q.

Na figura 1 em que r = 0.5, M =1.0, S = -3.0, -2.0 e 2.0,
usamos o numero de Reynolds, R = 0.4 e 0.8. O numero de
Eckert e o nimero de Prandtl sao iguais E=0=0.5. Observamos que

T* & aumentada quando S & negativo,ou seja, se compararmos a distri —

buigao de temperatura T* para S = 2.0 e S = -2.0, fixados
os demais parametros, notamos que para S = -2.0 ha um conside
ravel aumento. Observamos ainda que para S = -3.0, as curvas de
T* crescem mais se comparadas com S = -2.0. Notamos gque se R =
0.8 e “S = -2.0 o crescimento & maior do que a curva em que
S =-3.0 e R =20.4.

Na figura 2 em que M = 0.8 com os demais parametros,
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sendo os mesmos da figura 1 observamos que em cada curva com-
parada com a correspondente da figura 1 a temperatura T* de-
cresce muito. Concluimos entao, que um aumento de M provoca

um aumento da temperatura T¥*.

Nas figuras 3 e 4 temos 0=1.0; 0.8; 0.6; 0.5. O nimero
de Reynolds fixado € R = 0.6. Na figura 3 o nimero Hartmann
escolhido € M = 1.0, enquanto que na figura 4, M = 1.2. As
curvas foram feitas tendo dois valores para E e dois valores
para o. O valor de S = 3.0 e r = 1.0. Fazendo uma compara-
cao entre as duas figuras, notamos que na figura 3 as curvas
decrescem um pouco em relagao as curvas correspondentes da fi-
gura 4 até mais ou menos 1 = 0.55 e para valores de n >0.55

cresCcem um pouco, se compar.adas as mesmas curvas.

SEGUNDO CASO

Como afirmamos anteriormente, as figuras 5, 6, 7, 8 sao
baseadas nos resultados dos calculos do segundo caso, cujas con

digoes de contorno sao as (3.37).

A figura 5 e a figura 6 tém como nimero de Prandtl o =
1.0; 0.8; 0.6; 0.5, o nimero de Hartmann, € M = 1.0. Tem como
numero de Eckert dois valores, E = 0.7 e 0.3. 0 parametro

gue da o sentido do disco inferior S & 3.0. Observamos gque
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qualquer que seja o valor de ¢, para E = 0.7 a temperatura
T* & sempre maior que para E = 0.3. Este fenmeno se repete
tanto na figura 5 como na figura 6. Outro fendOmeno observado &
que T* esta sempre crescendo. O numero de Reynolds, R, para
a figura 5 @ R = 0.2 enguanto gue na figura 6, R =0.6. Com-
parando as duas figuras observamos que para um aumento do nu-
mero de Reynolds T* cresce. Veja que na figura 5 o maior va-
lor para T* =5.43 epara n = 1.0. enquanto gque na figura 6 o

maior valor T* = 13.0 esta em n = 1.0.

Na figura 7 e na figura 8 em que E = = 0.5, guando os
discos estao rodando em sentido contrario, ou seja S negativo,
T* aumenta consideralvelmente. Isto nao ocorre quando os dis-

cos giram no mesmo sentido. Observando a figura 7 quando S=-2.0

e S = 2.0, fixados ¢s demais parametros, notamos que para R=0.8
o maior valor para T#* = 26.5, enquanto que para Os mesmos para
metros e S = 2.0, o rmaior valor de T* = 1.0. Na figura 7 te-

mcs M =1.0 e na figura 8, M = 0.8. Comparando as duas figu-

ras, observamos que com o aumento de M temos um consideravel

aumento para T*. -
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Distribuigao de Temperatura para r = 0.5 e M = 0.8.
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Cistribuicdo de Temperatura para R =0.6, S= 3.0,

r=1.0 e M=1.0.
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- Distribuicao de Temperatura para R = 0.6, 5 = 3.0,
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Distrikuigao de Temperatura para M=1.0, S=3.0 e R= 0.3.
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D:stribuicdo de Temperatura para M=1.0, S=3.0 e R = 0.6.
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- Distribuigao de Temperatura quando ¢ = E
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Distribuicdo de Temperatura para ¢ = E = 0.5 e M = 0.8.
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