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RESUMO 

Neste trabalho, abordamos alguns tópicos de Teoria de Aproximação em espaços 

normados reais tais como a existência e unicidade do elemento de melhor aproximação e 

a continuidade da projeção métrica. 

Apresentamos exemplos e contra-exemplos de conjuntos de existência e de conjuntos 

de Chebyshev . 

Abordamos também, o problema da conexidade dos conjuntos de Chebyshev em es­

paços de Hilbert. Além disso, estudamos algumas classes de espaços com propriedades 

específicas, tais como convexidade uniforme e suavidade, para os quais é possível ga­

rantir uma resposta afirmativa para a seguinte questão: todo conjunto de Chebyshev é 

convexo? 
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ABSTRACT 

In this work we treat some topics of the Approximation Theory in the real normed 

spaces, such as the existence and uniqueness of the element of best approximation and 

the continuity of the metric projection. 

\Ve present examples and counter-examples of sets of existence and Chebyshev sets. 

We also ueat the problem of connectedness of Chebyshe,- sets Hilbert spaces. 

Furthermore. we study some classes of spaces with specífic geometrical properties such 

as uniform conwxity and smootheness, for which is possible to guarantee an affirmative 

answer for the following question: is eYery set of Chebyshev convex? 
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Introdução 

Um subconjunto não vazio e fechado J\11 de um espaço normado é um conjunto de 

Chebyshev se cada x E \ !VI admite exatamente um elemento de melhor aproximação 

em ,11. 

Um resultado básico em Teoria de Aproximação estabelece que um subconjunto conve­

xo e fechado de um espaço de Hilbert é um conjunto de Chebyshev. A questão recíproca. 

conhecida como o problema da convexidade dos conjuntos de Chebyshev, bem como a 

caracterização dos espaços de Banach para os quais a resposta a esta questão é afirmativa, 

permanecem abertas. 

O problema da convexidade no plano euclidiano foi resolvido por Bunt [2] e :Vlotzkin 

[11], mas contínua sem solução, mesmo no caso de espaços de Hilbert. 

:'\este trabalho. apresentamos exemplos e contra-exemplos de conjuntos de Chebyshev 

e estudamos também a conexidade destes conjuntos em espaços de Hilbert. Abordamos o 

problema da convexidade dos conjuntos de Chebyshev considerando três formas diferentes 

de restrições: 

- condições sobre o espaço: 

- condições sobre o conjunto de Chebyshev: 

- condições sobre a projeção métrica associada. 

:'\este contexto, estudamos propriedades importantes como solaridade e caracteri­

zações geométricas dos espaços, que permitem responder, afirmativamente, à questão da 

convexidade. 

Os resultados apresentados neste trabalho encontram-se em Vlasov [13], [14] e [15], 

Kreyszig [10] e Beauzamy [1]. 

:'\o Capítulo L apresentamos os resultados básicos que serão utilizados nos demais 

capítulos. 
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O Capítulo 2 trata dos espaços estritamente convexos e dos espaços uniformemente 

convexos. Apresentamos exemplos, contra-exemplos e propriedades desses espaços. 

Capítulo 3, estudamos os conjuntos de Chebyshev e, através do critério de Haar, 

obtemos a unicidade da melhor aproximação de funções contínuas por polinômios de grau 

menor ou igual a n. Finalizamos este capítulo relacionando conjuntos aproximativamente 

compactos com a continuidade da projeção métrica. 

r\o Capítulo utilizamos o conceito de sol para obter a convexidade dos conjuntos 

de Chebyshe\· em espaços de Banach suaves. 



Capítulo 1 

Preliminares 

'\este trabalho. X denota um espaço normado real e 

Fixamos também as seguintes notações: 

B(x, = {y E ilx- Y!i <r} 

B[x, r]= {y E X; ilx- Yll ::; r}; 

S(x,r)={yEX: ilx-yif=r}. 

o dual topológico de 

Os seguintes espaços normados são utilizados nesta dissertação : 

" O espaço IRn das n-uplas reais x = (x,):;,1 munido de uma das seguintes normas: 

( 

n ) i ' .. ' '2 ilx!i = I: [Xi! 
z=l 
n 

!lx!lr =L :x;] 
i=l 

oc 

" O espaço lp (1 ::; p < x) das sequências x (x1)~ 1 tais que I: fxi[P < x, mu-
i=l 

00 

nido da norma usual lixiiP = (I: 1 

!P);; 
I . 

i::::l 
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e O espaço lx das sequências limitadas x = (xi)~ 1 com a norma usual 

iix = sup 
i E f!\.~ 

'" O espaço c0 das sequéncias reais que convergem a zero, munido da norma induzida 

de 100 . 

" O espaço C([a, b]: JR) das funções rea1s contínuas, definidas no intervalo [a, b], mu-

nido da norma I = ~ax lx(t)l. 
tE[a,b] 

A seguir, estabelecemos alguns resultados básicos para espaços normados que serão 

usados nos próximos capítulos. 

Lema 1.1 Sejam x, y E , x # O, y # O tais que 11 + [[. Então, existem 

U " ~ x- rom ui I = '[vil = 1 p 'lu+ "'!i' =? :v C ...... 11 i :1 v I , G I -· 

Demonstração. Sejam llxl 1 = a# O, [jyj[ = b #O. Por hipótese, 

flx + Yll = llxf! + IIYII =a+ b. 

Considere u =~e v= t· Daí jjuj[ =li vil= 1. Logo, f lu+ v][ :S 2. 

Suponha, por absurdo, que j[u+vll < 2. Então, abj[u+vl! < 2ab, isto é, ab \ ~ + ~li < 2ab. 

ou ainda, lfbx + ay[! < 2ab. 

Por outro lado, como [fax-:- byj[ :S a[jx[l + bffyj] = a2 + b2
, temos 

(a+b)[[x+y[j = !ibx+ay+ax+byj[ :S [jbx+ayjj + [jax+byfl < 2ab+a2 +b2 = (a+W-

Logo, !lx + yfj <a-,- b, que contradiz a hipótese. Portanto, f lu+ v[[ = 2. 111 

Dados x E X e l'vf C X, denotamos o diâmetro de 11/I por D(lvf) = sup llx- y[j e a 
x, yElvf 

distância de x a iVI por d(x, M) = inf - yff. 
yElv! 

Proposição 1.2 Seja X um espaço de Banach. Seja {Fn}n:o: 1 uma sequência de subcon­

juntos fechados e não vazios de X satisfazendo: 



b) lim D(Fn) =O. 
n->= 

Então existe p E X tal que n:=: Fn = {p}. 

·sendo Fn f 0 para todo n. podemos escolher uma sequência 

Afirmação 1: é de Cauchy. De fato, dado e> O, como lim D(Fn) =O, existe 
n-+x 

n 0 E tal que D(F.J < e para todo n 2: n0 . Em particular D(Fn0 ) < e. Logo, para 

m, n 2: no, como Fm C Fn0 temos que an, am E Fno· Então, [[an- am[[ ::; D(Fn0 ) < e 

para todo m. n > n0 . Portanto (an) é de Cauchy em X. Como X é completo, existe 

p E X tal que an -'t p. 

Afirmação 2: p E n~: Fn. De fato, suponhamos que exista k E que p f. 

Como é fechado. Fk) = 6 > O. Assim, e a bola aberta B ~o) são disjuntas, 

isto é. 

FknB(p, ~6) = 0 

Logo, para todo n > k, an E Fk e an rf. B(p, bo), o que contradiz o fato de an -'t p. 

Portanto p E n:=: Fn· 

Afirmação 3: n:=: Fn é um único ponto. De fato, suponhamos por absurdo que 

existam PLP2 E n:=l Fn com Pr i= P2· Então, 

O< [[Pr - P2ll ::; sup [[p- q[[ = D(Fn), 
p, qEFn 

o que é uma contradição, já que D(Fn) -'tO quando n -'t co. 11 

Proposição 1.3 (Extensão da desigualdade de Hõlder). Sey·a O < s < 1 e se-

yam a = (ar, ao ... ), b = (b1 , b2 .. . ) sequências de termos não negativos em l, e l,•, 
s . -respectivamente, onde s' = -- . Entao 

s- 1 

00 

'""'ab> L_,; Z~- (1.1) 
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00 

Demonstração. Observe inicialmente, que s' < O. Se 2:)b1)'' = O, o resultado segue 

X 

trivialmente. Então, podemos assumir O < L b{ < x. Como s' < O temos b1 > O para 

todo i. 
1 1 

Sejam q =-e q' =--o conjugado de q. Defina a= (a1 , a 2 , .. ) e !3 = 
s 1 - s 

tais que 

Assim, 

Consequentemente a E lq•. 

_1_ 

Cl; = b, q • 

0 \ 
'.u2, . . ·J 

= •X, então (1.1) vale trivialmente. Caso contrário, ab E lr de modo que 
i=l 

3 E lq· Pela desigualdade de Hiilder usual temos 

oc 00 

L a: = L Üisi ::; 

'i=l i=l 

Portanto, 

"'ab> L.-.t zz_ 

1 1 . d Sendo--=-. o lema esta prova o. 1111 
q's s' · 

Proposição 1.4 (Extensão da desigualdade de l'vfinkowski). Seja O < s < 1 e seyam 

a= (a1 , a2 .. . ), b = (b1 , b2 ... ) sequências de termos não negativos em l,. Então, 

(1.2) 

Demonstração. 

9 



Segue da Proposição 1.3 que 

i=l 

s > (t,a:) ~ (t, 

- [(fa:)~ +(f ~lj (f(ai-'-bi 
z=l <::::::1 ~::::1 

1-} 

( 
' s ) onde s' = -- . 

8 -l 

Í f a%) i + (f b1) ~ < 
\ z=l z=l 

Portanto, lli 

é crescente e atinge· seu máximo em t = L 

Demonstração. É fácil verificar que cp; (t) ;:: O para todo tE [O, 1], 111 

Lema 1.6 Seja (xn) uma sequência em X tal que Xn--'- x. Então ]]x]] :S lirninf][xnli-

Demonstração. Por hipótese f(xn) -r f(x) para toda f E X' e ]f(x)] :S 1/f]]]]xn]] 

para todo n. Assim, ternos 

]f(x)l :S llfl]lirnllxn]l. 

Por um corolário do Teorema de Hahn-Banach segue que 

llx]] = sup{[f(x)l; f E X', ilfll = 1} :S lírnl]xnll 

lli 

No que segue, Af denota um subconjunto não vazio de X, 1~1 o seu interior, 1\;fc o 

seu complementar e [Hf sua fronteira. 
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Lema 1.7 /(,i= 0 se, e somente se, JVJC é denso em X. 

Demonstração. Sabemos que 

c 
G 

uolviu 1vic . 

o 

Se para cada x E tem-se x E 8lvi ou x EiVic 1\las. isso implica que para cada 

vizinhança de x temos Fx ri ''de f 0. Logo, é denso em 
o o 

Reciprocamente, suponhamos que é denso em e que 0. Então, é um 

aberto tal que ;~1 nl\!Ic = 0, o que é um absurdo, pois lvfc é denso. 111 

I<! -y 

Demonstração. Se z E segue da desigualdade triangular que 

d(x. M) = inf - zll :::; lix- Yl! + IIY- zjj. 
zEi\1 

Logo d(x, J'vf)- - Yli :::; IIY- zll e consequentemente 

d(x, l'vf) :::; llx- Yll + d(y,lvf). 

Permutando x e y em (1.3) obtemos d(y, J'vf) - IIY- xll :::; ilx­
Logo, 

(1.3) 

para todo z E M. 

d(y, l'vl)- iiY- xJ! :::; d(x, l'vl) e - IIY- x]] :::; d(x, 1'v!)- d(y, M). (1.4) 

De (1.3) e (1.4) temos que ld(x,M)- d(y,M)I:::; llx- Yll- 111 

Lema 1.9 Sejam (xn) e (an) sequências em X e AI C X. Se Xn --7 x' então 

a) jlan- Xnll- !lan- x'jj -tO; 

b) d(xn, J'vf) -t d(x', I'vf). 

Demonstração. 

a) Segue da propriedade I 
anterior. 

l1'a - x 1
1 

- lia - x'll , n nil n 

11 

< llxn- x'll e b) Segue do lema 

111 



Dados x, y E denotamos por y] o conjunto dos elementos da forma (1- À)x+ 

com À E [0, 1] 

Lema L Se z E y], então jz- Yll = -I 

Para z E 

Portanto, 

y] temos z = - À)x + Ày para algum À E [0, 1]. Então, 

- zll 
= 

((1 \\ ' ' \I' - , -A)XTAYJt! 

- (1- À)x- Àyjj 

= l!x(l- (1- À))- Àyjj 

= !IÀx-

- Y = 11(1- À)x + Ày- Yll = 11(1- À)x- y(l- À) li= !1(1- À)(x- Y)il 
= (1 -À) - yjj = llx- Y!! - jjÀx- Ày = !lx- Yll - !!x- zll 111 

Lema 1.11 Se x, x' E X e r' > r > O então B[x, r] C B[x', r'] se, e somente se, 

llx'- xll :<; r'- r. 

Demonstração. Suponha ilx'- xjj :<; r'- r. Então, para todo y E B[x, r] temos, 

liY- x'll :<:: IIY- + :lx- x'll :<;r+ (r'- r)= r'. 

Logo, y E B[x', 

Reciprocamente, seja B[x:r] C B[x', r']. Considere a reta que passa por x ex' e seja 

y o ponto desta reta que está mais afastado de x' e que pertence a S ( x, r). Então, 

x E [y, x'] e lix- x'll = IIY- x'll - IIY- xli = IIY- x'il -r. 

Como y E B[x, r] C B[x', r'], temos IIY- x'!l ::0: r'. Portanto, llx- x'll ::0: r'- r. 1111 

Observação 1.12 Se x, x' E X e r' 2: r> O então B[x, r] C B(x', r') se, e somente se, 

!lx'- < r 1
- r. 

I' 
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Capítulo 2 

Espaços Estritamente Convexos e 

Espaços Uniformemente Convexos 

Neste capítulo estudamos os espaços estritamente convexos e os espaços uniforme­

mente convexos. Estas propriedades da norma estão relacionadas à geometria da esfera 

unitária e às questões da existência e da unicidade da melhor aproximação. 

A.presentamos definições, exemplos e algumas caracterizações desses espaços tendo 

como referências básicas: Beauzamy [1], Cheney [3], Diestel [5] e Istrãtescu [8]. 

2.1 Espaços Estritamente Convexos 

Definição 2.1.1 Um espaço normado X é dito estritamente convexo se, dados x, y E X 

tais que 1 .. 1' = !'1yil = 11/ x + y .11 = 1. então x = y. 
· ·· I 2 11 · 

Proposição 2.1.2 Para um espaço normado X, as seguintes afirmações são equivalen­

tes: 

(a) X é estritamente convexo; 

(b) Todo subespaço 1'v1 C X de dimensão 2 é estritamente convexo; 

(c) S = {x E X: llx]] = 1} não contém segmentos; 

(d) Se x, y E X são tais que !lx + y]] = , então x = Ày com À ::0: O. 

Demonstração. (a)<=? (b) é imediato. Vamos provar que i) (a)<=? (d) e ii) (a)<=? (c) 

13 



i) (d) =* (a). Suponha llxll = IIYII = I x; y I= L Então, 

+ =2= + IIYII 

e por hipótese existe .\ 2: O tal que x = Logo, e .\ = 1. 

(a) =* (d). Suponha I + Yll = li+ IIYII· Para y = x = O, tome .\ = O. Para 

x O e y f O considere 1/ =a e ilYii = b. Pelo Lema 1.1. 11 = x e v= Jj_ são tais que 
a à 

I. ,, I' i 11 +v li 1 c v • . . . X y L 
I = I IV' = ~~ ~ [J = . o mo-"' e estntamente convexo, 11 =v, 1sto e, ~ = b. ogo, 

a a 
x = by com .\ = b > O. 

ii) Vamos mostrar que X não é estritamente convexo se, e somente se, S contém 

segmentos. Com efeito, se X não é estritamente conYexo, existem x. y E X, x f y tais 

- !! = 1 e !ix + = 2. Afirmamos que todos os pontos do segmento 

tem norma L Caso contrário, existiria O < .\ < 1 tal que //Àx + (1 - ,\)yjj < L Então 

teríamos 
+ y]] = 11,\x + (1- .\)y + (1- À)x + Àyji 

=::; 11,\x + (1- À)yll + //(1- À)x + Ày[j 
< 2, 

que é uma contradição. 

Reciprocamente, se S contém um segmento [x, y], então llxll = IIYII = li x; y li = 1 e 

X não é estritamente convexo. 111 

Exemplo 2.1.3 Todo espaço de Hilbert X é estritamente convexo. 

De fato, sejam x, y E X com x f y e llxll = IIYII =L Pela identidade do paralelogramo 

temos: 

+ Yl/ 2 + ]Jx y]J 2 = 2]/xll 2 + 2/IYI/ 2 = 4. 

Sendo lix- yll > O, segue que llx + Yll 2 = 4- llx- y/1 2 < 4. Logo, ilx + Yil < 2. 
2 

Exemplo 2.1.4 IR2 com a norma llxlh = 2.=: lxil não é estritamente convexo. 
í=l 



De fato, sejam x = (0, 1) E IR2
, y = (1, O) E IR2 Então, 

'I , 11 ' 'I :1 i X--r-Y 

I' = ''Y''· = , --' = 1 ex±" !l ::, 1:1 !I •) 1; - r :r 
i. '-' ih 

Exemplo 2.1.5 O espaço 11 com a norma usual não é estritamente convexa. 

'' 'I - I '' - li x + Y li = 1 ex± y. 11X1 1 - , Y:11- : -
2

- i 1 

I I] 

Exemplo 2.1.6 O espaço 100 com a norma usual não é estritamente convexo. 

De fato, sejam x = (L L O .. ) E lx, y = (L- L 0 ... ) E 100 . Então 

ll:xo = IY = 1 e x i= y. 
oc 

Exemplo 2.1.1 O espaço C([a, b]: IR) com a norma do máximo não é estritamente con-

vexo. 

De fato, sejam h (t) = 1 e fz(t) = bt- a: tE [a, b]. Então, !J, fz E C([a, b]; IR), 
-a 

llf1 I= rrmx I!J(t)l =L llh!l = ~ax, lfz(t)l = b- a= 1, 
tE[a,bJ tE;a,bi b - a 

, . 1 t-a 
llh + hl! = ma.x .1 + -b- = 2 e f1 i= h. 

tE[a,b] ~ 1 -a 

2.2 Espaços Uniformemente Convexos 

Esta noção foi introduzida por Clarkson [4]. 

Definição 2.2.1 Um espaço normado X é dito uniformemente convexo se, para todo 

e > O existe 6 > O tal que llx Yll < e sempre que llxll = IIYII = 1 e li x; y li > 1 - 6. 

Definição 2.2.2 O módulo de convexidade de X é a função 6 x : [0, 2] -+ [0, 1] definida 

por 
' - . - ! '' '! { li 

X +yli 
àx(e) = mf 1- ~~~~; !lXII = IIYII = 1, 
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Proposição 2.2.3 As seguintes propriedades são válidas: 

a) 5x é uma função decrescente; 

b) é uniformemente convexo se. e somente se, para cada e > O, 

5(0) = o. 

Demonstração. Seguem diretamente da Definição 2.2.1. 

Exemplo 2.2.4 Todo espaço de Hilbert X é uniformemente convexo. 

> 

111 

De fato. sejam e > O e x, y E X com !lx!l = 11 = 1 e 

do paralelogramo. temos 

2: t. Pela identidade 

'I I ? •r 'I" i x;yr + r;yj~- = ~( 
1 

1

2 1 = -(l_c_ll = 1. 
I 2 \ I 

Logo, 

l
lx+yl Portanto, ~- 2 -

::; 1 - o, onde 

1\a Proposição 2.2.5 e no Exemplo 2.2.6 apresentamos as demonstrações originais de 

Clarkson [4]. 

Proposição 2.2.5 Sejam x, y E lp com 2 ::; p < oo e q = _P __ Então as seguintes 
p-1 

desigualdades são válidas: 

2(llx!IP + IIYIIp)q-l :S llx + Yllq + llx- Yl!q (2.2) 

llx + YIIP + 1\x- Y!!P :S 2(llxllq + IIYIIq)p-I (2.3) 

Para 1 < p ::; 2 estas desigualdades valem no sentido contrário. 
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Demonstração. Primeiramente, afirmamos que a desigualdade da direita em (2.1) é 

equivalente a desigualdade da esquerda para todo p. Com efeito, sejam x + y = z e 
_ z+tu z-w , _ . 

x- y = 1.r. Entao x = --.e v=--. Logo. para a desigualdade aa dire1ta de 2 ~ 2 
temos 

(lllz+_u:IP. llz-v; ' ' il ,l-2- -:- '11_2_ 
I I ' 

+ llz- u· 
" 

2(fizlfP + llw!!P) :'Ô llz + u: + llz- u:I!P. 
Além disso, (2.2) é equivalente a (2.3). De fato, sejam z e u· definidos como acima. 

(

,. · "P I' 
. I:Z+U:ji I·IZ-l.L 2 ,,-,.,-,1 - ,-?-

!i -- i : ~ 

Prova da Desigualdade (2.2). 

e Primeiro caso: 1 < p :S 2. 

q-l 

< ,,, 
-! 

Afirmamos inicialmente que, para quaisquer x. y reais, temos 

De fato, assumindo /x/ ~ !Y! e dividindo (2.4) por Jx/q, obtemos 

1-- +:-- <2 l-ri-!x+ylq l_x-ylq . ( . 'Yip)q-l 
i X ! I X - !X 

Então, 
y 

c=-. 
X 

[c :S 1 

É suficiente considerar O < c < 1. :\este caso, (2 .. 5) é equivalente a 

17 
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Dividindo esta última desigualdade por (1 + c)q, obtemos 

(
1-. q (1 +C. P)q-l 

1+ <2', . 
1-r-c - \1+c)q 

Logo, 
r (1 1-.. Clqlp-l ·[11-+.cP)q-l]P-l ,~l.+cP'J 11 ' -- I < ')P-l \ . ' = ')P-· __ . -;--;-
1 .,.- -- f -r; •. 
L 1 ~ c J J \ l + - \1 + c ;P 

1-c 1-c 
Seja z = --. Então O < z < 1. Como c= :.___:::., temos que 

l+c 17z 

l+cP 1. \ , -,-:---:- = -1(1 + Z)p + (1- z)P]. 
(1 +c)P 2P' . 

Portanto (2.-5) é equivalente a 

' v 1 1 ll + zq] - ::; 2 ~ + 

Então, basta mostrarmos que 

S = ~[(1 + z)P + (1- z)Pl- 1,1 + zqlp-l >O. 2 I J ' -

Para isso, vamos considerar a série de Taylor em torno de z0 =O de cada termo de S. 

~[(1 + z)P + (1- z)PJ = 1 + p(p2~ 1) z2 + p(p -1)(24~ p)(3- p) z4 + ... 

p(p-1)(2-p) ... (2k-l-p) 2k 
' - -L . (2k)1 4 

' .... 

- ..).. (· - 7q- (p- 1)(2- p) 72q ' -L (p- 1)(2- p) ... (2k- 1- p) _(2k-1)q 
- 1 ' p 1)- . I - -r ... ' ( k- )1 4 2. 2 1 . 
- (p- 1)(2- p) ... (2k- p) (2k)q 

(2k)! z + . . . 

Portanto. 

-~rp(p-1)(2-p) ... (2k-l-p) 2k 

s- L.._, - (2k)1 z 
(p- 1)(2- p) ... (2k- 1- p) _(2k-l)q 

(2k-1)1 
4 

k=1 

=~ 2k{ p(p-1)(2-p) .. (2k-1-p)l 
L....,z (2k)' 
k:=l 
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(p- 1)(2- p) ... (2k- p) ~(2k)ql 
+ (2k) 1 -

- [(p- 1)(2- p) ... (2k -1- p) z(2k-l)q-2k] 

(2k- 1)1 

..).. [ (p- 1) (2 - p) ... (2k - p) _(2k)q-2kl } . 

. (2k)1 4 



2k- p . 1 
Como (2k- 1)q- 2k = e (2k)q- 2k = 2k--, temos 

p-1 p-1 

S=L 

Mais precisamente, 

. LX 2k(2-p) ... (2k-l-p)(2k-p){ p(p 1). p-1 = · .. p-1 2k_L} 5 = z ~ - z p-1 _._ --z p-l . 

(2k-1) 1 (2k)(2k-p) 2k-p . 2k 
k=l 

p-l p-1 . 
_ . - --;;c- conclmmos que 

p -"" 

.(2k-1-p)(2k-p){ l-zp- 1-z} 
(2k- 1)1 (2k- p)j(p- 1) - 2k/(p- 1) . 

Desta maneira, para provarmos que S tem apenas termos não negativos, basta mostrar 

que a função f(t) = 
1 

- z' é decrescente para t > O e O < z < 1. Mas, 
t 

f' ( t) = - tz
1 

ln z - (2.6) 

Considere a função g(t) = a1(1 - t ln a) definida para t ~ O e O < a < 1. Observe que 

g(O) = 1 e que g' ( t) = a' ln a(1- tln a)+ a'( -ln a) = -ta' (ln aj2 é sempre ::; O. Portanto, 

g(t) ::; 1 para t ~ O e O< a < 1 e, por (2.6) temos que f(t) é decrescente. 

Voltando à prova de (2.2), considere x = (x1 , x2, ... ), y = (y1 , y2 , ... ) E lp· Então 

devemos provar que 

[tlx;+y;lpr + [tlx;-y;lpr ::;2 [t(lxtlp+IY;IP)r-l (2.7) 

I\este caso, pondo E= s, ai= lx;-+- Ytlq, b; = lx; + Ytlª, pela Proposição (1.4), temos 
q 

que o lado esquerdo de (2.7) é 
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(') A) ' que, por -·'± , e 

Como fJ.. = q - L temos a desigualdade 
p 

® Segundo caso: p 2: 2. 

Afirmamos que (2.7) vale no sentido contrário. De fato, sejam x, y, ai, bi e s defini­

dos como acima. Aplicando a desigualdade de Minkowski usual, concluímos que o lado 

esquerdo de (2. 7) é 
'i_ 
p 

Por outro lado, (2.3) (ou seu equivalente (2.2)) já foi provado para p :::; 2. Assim. 

usando essa desigualdade para números reais e p > 2, obtemos 

+ y·[q + !x - ·y·[q > 2(ix JP + ly·IPiq-l. 
t ,Z .t- IZI ·12;/ 

De fato, aplicando (2.4) para 1 < q :::; 2, temos 

que por (2.3) é equivalente a 

Decorre daí que (2.8) é 

> [~ (2f lx !P + ly IP lq-l)~ -~ ~ = 2 [~.cc lx jP + 
1
·y·[PJ q-l 

~ L I Zi , ti J L....t, z, 2 

i=l J z=l 

como queríamos. 

Prova da Desigualdade (2.1). 

,. Primeiro caso: p 2: 2. 
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Considere a desigualdade da direita de (2.1). Para proYá-la, aplicando (2.3), basta 

mostrar que para todo a, b ::0: O temos 

De fato, sem perda de generalidade, podemos supor b > O e a ::; b. Então, dividindo 

por bq(p-l) = fiP obremos 

2 +1 
a 

::0: 1, onde c = -
b 

Então, é suficiente mostrar que 

Observe que h(l) = l. Logo, para provarmos (2.10) basta mostrar que 

intervalo considerado. Assim, como 

h'(c) = 

temos que 

[(cP + l)~- 1 cP- 1 (cq + 1)~]- [(cP + 1)~(cq + 1)~- 1 cH] 

i(cq + 1)~]2 

cP cª 
h'(cl < O .;o? ( ) < 7--:----:cc .;o? d'(cª + 1) < cq(d' + 1) .;o? r! < cq 

·- cP+1 (cª+1) - -

1? 101 
\ -· ! 

<O no 

\las, a última desigualdade é verdadeira, pois O ::; c ::; 1 e p ::0: 2 ::0: q. Logo, h'(c) ::; O 

como queríamos. 

e Segundo caso: 1 < p ::; 2. 

'\este caso, a desigualdade (2.9) Yale no sentido contrário. A demonstração é análoga 

ao caso anterior com h'( c) ::0: O. Portanto, a Proposição 2.2.5 está provada. 111 

Exemplo 2.2.6 O espaço lp (1 < p <ex:;) com a norma usual é uniformemente convexo. 

De fato, sejam llxll = i:Yii = 1 e [[x y[[ ::0: c Temos dois casos a considerar. 

e Primeiro caso: p ::0: 2. 
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Pela desigualdade (2.1) segue que 

Então temos. 

Portanto. 

onde 

l.x+y IP l'l'.x+y!.IP 'E)P !-- <1- --,1 =1-(- . 
: ? - - ? 'I ·) : __, I - :1 ~ 

'I 2 
il 

6=1- f (E) Pl * il- - J . 
L 2 

" Segundo caso: 1 < p::; 2. 

Pela desigualdade segue que 

Então temos, 

l
'x+y:.rq l'x+y'lq (E)q 

:1 < 1 - -I· = 1 - - . 2 1 - 2 1 2 

Portanto, 

llx+ylj [ (E)q]* . 
ll~l,::s 1 - 2 = 1 - 6' 

onde 

a=1- j (E) Ql ~ •1- - I l 2 J . 

Teorema 2.2. 7 Todo espaço uniformemente convexo X é estritamente convexo. 

Demonstração. Suponha x, y E X com llxll = iiYII = li x; y li = l. Dado E > O, para 

qualquer c5 > O, 1 - 5 < 1 = li x; I· Como X é uniformemente convexo, llx - yjj < E. 

Sendo E arbitrário, temos que x = y. 111 

Corolário 2.2.8 11 , 100 , C([a, b]: JR) com as normas usuais não são uniformemente con· 

vexas. 
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Teorema 2.2.9 Todo espaço X estritamente convexo e de dimensão finita é uniforme-

mente convexo. 

Demonstração. Dado e > O. considere a norma em X definida por 

li y)Ji li+ llvll e 

K = { y) E X X X - ll'y! -1 
- j, 1- ; 

É imediato que K é !imitado. Afirmamos que K é fechado. De fato, dado z E . existe 

uma sequência Zn = , v,J E K tal que Zn -+ z = (x, . Conseqüentemente Xn --> x e 

Yn --> y. Como llxnll = llvnll = 1 para todo n, segue que IJxiJ = llvll = L Além disso, 

Jlxn- Vn!l 2: e para todo n implica em - yjj 2: c· Como X tem dimensão finita, K é 

compacto. 

Considere a função contínua 

y· K 

(x,y) r--+ 
1 

1--
2 

IR 

jlx+yl'l IJx+yJI 
Sabemos que ', ~~, :S L Afirmamos que para (x,y) E K, ~~- 2 -JI < L De fato, 

I X+ y 'I 1 . v . . '" • I I se 1 --' = . entao como "" e estntamente convexo. x = y. o que e rmpossrve pe a 
I 

? ,, ' ' ' 
'' - :1 definição de K. Logo op é estritamente positiva em K e, desde que K é compacto, assume 

mínimo aí, que denotamos por o > O. Portanto, 
1 

jjx- vil 2: e implicam que 2 +vil :S 1 -o. 
(x, y) E X x X tal que jjxjj = Jivll = 1 e 

111 

Observação 2.2.10 Um exemplo de um espaço normado estritamente convexo que não 

é uniformemente convexo encontra-se em Beauzamy [1}. 

2.3 Uma Caracterização dos Espaços Uniformemen­

te Convexos 

Lema 2.3.1 Sejam X uniformemente convexo. x, y E X tais que x # y, Jlxil = IIYII = 1 

e seja c'= llx- vil. Então, para todo t, O :S t :S L 

i x + tv < 1 - t .L t!1- r5('E')) = 1 + t- tME')', (2.11) 12 -2'' 2. 
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Demonstração. Para t = O ou t 

considerar apenas O < t < L 

1 a desigualdade (2.11) é triviaL Então vamos 

Para y = -x temos 

2 

1 -f 1-t 1-t = -"--· '1xll = -- < -- + 
2 .. 2 2 

(

X-'- ty) 
Então, podemos supor também que y # -.r. Seja z = À ~' tal que z E y] (veja 

a figura). 

o 

Afirmamos que z E 

E mão 
[ 

X+ y] x, 2 . De fato, suponha por absurdo, que z E 
(

X +y ] 
2 'y . 

(X+ y) (X+ ty) o -
2

- + (1- o)y =À 
2 

implica que x(o- À) = y(tÀ +o - 2). Observe que não podemos ter o À # O e 

tÀ +o - 2 # O, pois x e y são distintos, y # -x e ambos tem norma L Então, 

{

o- À= O 

tÀ +o- 2 =o 

2 
e daí o = t -'-

1 
. Como O :':= o :S L segue que t 2: L o que é uma contradição . 

X-'-Y 
Assim, temos z = f.LX + (1- f.L)T para algum O:::; f.1 :S L De 

x+y 
= f.LX + (1- f.l)-:;z 
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segue que 

Portanto, 

Decorre daí que 

l-!J 
----=0, 

2 2 

1- t 
fJ= l+t' 

Além disso, como z = fJX + (1- p) x; y e X é uniformemente convexo temos 

1
1 1- t 

zi1 = í 1~--x + 
' 1 1 + t 

1-,t)x+yl --- --
1 + t 2 I 

' 

Consequentemente, 

1- t 
<-1 
- 1-Tt 

1-t ( 1-t) < - + 1-- (1- Me')) 
-1+t 1+t > 

2t > > ') = 1--- ó(e . 
1+t 

111 

Proposição 2.3.2 Seja X uniformemente convexo. Então, para cada e > O existe um 

número 52 (e) >O tal que para x, y E X, com iixll :S 1, liYII :S 1, llx- yjj 2: e, tem-se que 

" >12 ( ) r; yl, < (1- ó2(e)) ~(llxl] 2 + liYi!2) . (2.12) 

Portanto, se X é uniformemente convexo então para x, y E X temos 

X 7 y I - ,,x- y, ' . 2 ' ,, 12 

I 

' 1

2 
í ( r: I ) ] ( 1 ) -----:2, :S L1 - 62 max{llxll, IYII} 2(ilxll 'iiYII ) · (2.13) 
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Demonstração. Podemos assumir 1!x!! = 1 e liYII :':.:L Pondo t = IIYII. temos O:':.: t :':.:L 

Sejam llx- Yll 2.: E e E1 = llx- y'll onde y' = ll~!l. Pelo Lema 2.3.1 aplicado a x e y' 

temos 
u , I' 
II-X -:':-"-!'I ::.; 1 ~ t -
i i 2 I -' 

Então, 

Logo, 

2 x+y 

2 

• 2 

X +yl' -- < 2 -

Afirmamos que existe 02 (E) tal que 

;;( t) = 

De fato, dois casos podem ocorrer: 

Primeiro caso. 

S I E - " ''I E ·' . e E :':.: 2. entao iiX- y 1 < 2. h.ssnn, 

-Íl +e;· 
2' 

2 

+ IIY 

. '11 E E - i'lx- y > E- - = -. - 2 2 

E 
t < 1- -. - 2 

(~r 
Como 'P(t) :':.: 1 := 'Pl(t) e ;;1(t) é crescente pelo Lema 1.5. temos 

2(1 + t2) 

•. ,(t)< (1-~r . 
r - 1 ( E 2) 

2 1+(1-2) 
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Logo, 

Segundo caso. 
E -

Se e' > -. entao 
2 

Desta forma. 1-.;: .2: 1 

1-

> 
f. 
-) e 
2 

) onde 

o no lugar de i5 , temos qne 

v(t) = 

é o valor máximo para v em 1 i Escrevendo 

Analisando a função ·v'(t) temos que o único ponto crítico de t' é t0 = 1- 26. Como 

-G·(to) = (1- ó/ + [/ > (1- 6Y = 1!;(1), 

t:(to) = ~[1 + (1- 20) 2
] > ~ = 1!)(0) 

e 1j; é contínua, t 0 é ponto de máximo para0 em [0, 1]. 

Portanto, para o primeiro caso temos 

e para o segundo caso temos 

1- .;:(t) .::: 1 _ [ ( 1 _ 0 (~)) 
2 

+ 62 G)] . 
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Considerando 

o resultado segue como queríamos. 

Para provar a desigualdade (2.13) basta considerar 

X y 
x, = {11 'I 'I 1'}- Y• = {I' ,, ' I'} e - max x;, I Y1/ - - • max dXIj, IIY I 

-y1IJ =E. 

Proposição 2.3.3 Sejam um espaço uniformemente convexo, ÍJ > O e O < h < 
Então, quando c5 -+ o+, o diâmetro 

D( B[z, - yjj +o;\ B(x, - Yli) ) -+O (2.16) 

uniformemente para todo x, y, z, com z E [x, y], llx- yjj =H llx- zll =h. 

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que x = O, jjyjj = H = L 

Assim B(x, yjj) = B(O, 1), 11 =h< 1, isto é, z = hy e llz- Yll = 1- h. Além disso, 

podemos supor h< ~'pois para h< h' o Lema Lll nos garante que 

B[h'y,l- h'+ ó] \ B(O, 1) c B[hy, 1- h+ o]\ B(O, 1), 

de modo que, para cada o fixo, o diâmetro (2.16) decresce quando h cresce. 

Sejam y E S(O, 1) e u E B[z, 1 -h+ b] \ B(O, 1) escolhidos arbitrariamente para um 

dado i5 > O. Se mostrarmos que IIY- uJI -+ O, quando i5 -+ o+, o lema estará provado, 

pois 

implica que 

sup jju1 u2 !1 = D( B[z, 1- h+ b] \ B(O, 1) ) -+O quando o-+ 0~-
B(O,l) 
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Para dar continuidade a esta demonstração, seja v= li~ li. Afirmamos que se h< ~' 

então O E B[z, 1-h+S] De fato, h < ~implica que 2h ::; l+S. Então, li = h :S 1-h+S. 

Como u E B[z, 1 - h+ 6], segue que ~[O, u] C B[z, 1 -h- pois toda bola fechada 

um espaço normado é convexa. 
1 

Além disso, L E C B[z, 1 - h + 6] ( pois L é múltiplo de u e -, - < 1 ). Então, 
! 

iiv- zl: < 1 -h+ Se daí 
d I;-

- 711 > -í1- h+ ""'<- \ ' 

'1 
. Tomando IJ = -- temos 

1+h 

IJ(2h - a) = 1 - B(l - h+ 6) ::; 1 - 1JIIv -

"ote que livll = l e -IJ(z + hv)lf = B!!v- zlf. De fato. 

' I I 1 ' 
) '-'c:--- + hv) 
i- i, 1 +h 

= illlv- zj[. 

Agora, voltando a desigualdade (2.17) temos 

IJ(2h- 6) :S l!vll-flv- IJ(z + hv)!! :S 1/IJ(z + hv)lf = IJflz + hvjj. 

Para z = hy segue que 2h- 5 :S lfhy + hvfl = hffy +v[[. Então, 

2 ~ :S I!Y +vil :S IIY!I + llvll = 2. 

(2.17) 

Logo, IIY +vil -+ 2 quando 6-+ o+ Como X é uniformemente convexo, IIY- vil-+ O. 

Por outro lado, como v E [0, u] temos 

!lu- vil = llull - llvll = llull - 1 = llu- z + zll - 1 

:S IJu- zll + Jlzil - 1 

= llu- zll +h- 1 

::; (1 -h+ 5) +h- 1 = 5. 

Então, fazendo o-+ o~, i lu- vil -+O. Consequentemente, 

IIY- ::; llu- vil + - ull -+o quando 6-+ o+ 111 
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Capítulo 3 

Aproximação e Conjuntos de 

Chebyshev 

:\este capítulo apresentamos exemplos e contra exemplos de conjuntos de existência e 

de conjuntos de Chebyshe,-. Estudamos também os conjuntos aproximativ-amente com­

pactos e a continuidade da projeção métrica associada. 

3.1 Melhor Aproximação 

Dado AI c X denotamos por J;f o fecho de i\!! em X. 

Definição 3.1.1 Dado x E , dizemos que y E AI é um elemento de melhor aproxi-

mação de x em 1\!I se l!x- Yll = d(x, I'v!). 

Denotamos por P,H(x) o conjunto dos elementos de melhor aproximação de x em 1\!I. 

Definição 3.1.2 }'v! C X é dito um conjunto de existência se, para cada x E X, PM(x) 

é não vazio. 

Segue imediatamente da definição que todo conjunto de existência é não vaz1o e 

fechado. 

Lema 3.1.3 Se T\fi é um conjunto de existência então PM(x) é fechado, para cada x E X. 

Demonstração. Seja y E Fvi(x). Então existe (Yn) C P:vJ(x) tal que Yn--+ y. Como 

J'vl é fechado segue que y E AI. Decorre do fato que llx- Ynl, = d(x, .vi) para todo n, 
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que llx- Yil = d(x, lvf). Logo, y E PM(x). 

1.4 Seja :VI C 

para cada x E X. 

um subconjunto convexo não vazio. Então p~ 1 é convexo: 

Demonstração. Sejam x E . Se ( x) é vazio ou unitário, o resultado 

é trivial. Então suponha que y, z E PM 

Como - Yll = I - zli = d segue que 

e seja w = ay + (1- a)z, onde O :S a :S 1. 

!lx- wll = /!a(x- y) + (1- a)(x- z)Ji :S al!x- Y!i + (1- a)!Jx zll 
= ad + (1- a)d 

= d. 

Como u· E Af temos w E P,H , o que prova a convexidade de Prvr(x). 

Lema 3.1.5 Sejam 1\!f C X ex E X. Se y E PM(x) e z E [x, y] então y E PM(z). 

111 

Demonstração. Sejam y E PM(x) e z E [x,y]. Aplicando os Lemas 1.8 e 1.10, temos 

d(z, lvf) :S ]]z- Yll = I - Yll- llx- zll = d(x, l'vf) -lfx- zll :S d(z, Ai) 

Logo, como y EM e d(z, :v!)= llz- y//, segue que y E Prvr(z). 111 

Proposição 3.1.6 Todo conjunto compacto M C X é um conjunto de existência. 

Demonstração. Sejam x E X e d = d(x, M). Pela definição de ínfimo, podemos en­

contrar um sequência (Yn) em M tal que flx- Ynll --+ d. Pela compacidade de M, existe 

uma subsequência (Yn
1

) de (Yn) tal que Yn! --+ y0 E i'vf. Afirmamos que Yo E PM(x). De 

fato, como llx- Yoll :S llx- Yn
1 

11 + f1Yn
1 

- Yoll, fazendo j--+ oc temos llx- Yoll :S d. 11 

31 



Exemplo 3.1. 7 Toda bola fechada de um espaço normado de dimensão finita é um con­

junto de existência. 

Teorema 3.1.8 Todo subespaço 

conjunto de existência. 

Seja x E \ 

de dimensão finita de um espaço normado 

Considere K = n B rí onde r = 2 

OE temos d(x: }{) :S lix!i. Para y E \ K. como !I > 2jjxjj segue que 

- yjj ?: IIYII - jjxjj > llxll ?: d(x, K). 

é um 

Como 

(3.1) 

Decorre daí que d(x. K) = d(x, :VI) e que esse valor não pode ser assumido por um 

elemento y E M \ K. Logo, se existe uma melhor aproximação y0 em ~'vf para x, devemos 

ter y0 E Como é !imitado e fechado e 

resultado segue da Proposição 3.1.6. 

tem dimensão finita. é compacto e o 

111 

O seguinte exemplo mostra que a hipótese de dimensão finita não pode ser retirada 

do teorema anterior. 
X 

Exemplo 3.1.9 Seja c;; : Co --+ IR o funcional linear definido por :p(x) = L rnxn, 
n=l 

para cada x = (xn);'=1 E c0 . Então, Jl;f = kenp é um subespaço de c0 tal que Plvr(Y) = 0, 
para todo y E c0 \ M. 

De fato, dado y 

elementos de co 

(yn);'=1 E c0 \ 1'vf, seJa :p(y) = ). # O. Considere os seguintes 

m vezes 

Como 

().). ).) - + -2 + ... + -. =-À, 2 2 2m 

segue que :p(zm + y) =O, para todo m?: L Logo, Xm = Zm + y E !VI e consequentemente, 

d(y, VI) :::; IIY- xmll para todo m ?: L Como 

2m 
lj "-j" 'I- ' I "'I i Xm- Yl!- IZml,-

2
m_ 

1 
IÀ!-+ IA • 

segue que d(y, M) :::; IA[. 
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Para concluir que JVI não pode ser um conjunto de existência, é suficiente mostrar 

que - y\1 > \À/, para todo lL' E Ai. De fato, se w E Ai, escolhemos no tal que 

. 1 
iU:n- Yn < 2 para todo n ;:: n 0 . 

Suponha que - w = sup - w·i < À. Temos então .. ), -

-wl n 

n=l n=l n=l 

::; IÀI 2.::: rn + ~ IÀI 2.::: rn 
n<no n>no 

= \ÀI ( 2.::: rn + ~ f 2-n) 
n<no '"'" n2:no 

que é uma contradição. 

< iÀI. ! i ~ 

Geralmente, o elemento de melhor aproximação , cuja existência é garantida pelo 

Teorema 3.1.8, não é único, como ilustra o seguinte exemplo: 

Exemplo 3.1.10 Considere o espaço JR2 com a norma 

paço 

Se z = (0, 1) então d(z, YI) = 1 é atingida em todos os pontos (Ç, O) tais que /ÇI ::; l. 

Definição 3.1.11 }i C X é dito um conjunto de unicidade se, para cada x E X tal que 

P;,1 (x) # 0 tem-se que PM(x) unitário. 

Teorema 3.1.12 Sejam X um espaço estritamente convexo, Ai C X um subconjunto 

convexo de X ex E X\ M tal que P.rv1 (x) # 0. Então P.\1 (x) é unitário. 

Demonstração. Sejam x E X\ Ai e d(x, M) = d. Se y0 , y 1 E PM(x), então 

!IYo- x!l = I!Yr - xll = d. 

DaL 

+ ~IIYr- xll = d. 
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' 1 . . . 11 Como !'v! e convexo, 
2 

(yo,y1) E 1\!1 e ass1m, , 2(y0 + y!)- x = iiYo-XII = IIY1-xjj = d. 

Sendo X estritamente convexo, segue-se que 'y1 = Yo-

Corolário 3.1.13 Se é estritamente convexo e c é um subespaço de X tal que 

0, para todo x E \ então é um conjunto de unicidade. 

Definição 3.1.14 Dizemos que C é um conjunto de Chebysheu se :H é um con-

junto de existência e de unicidade. 

Exemplo 3.1.15 Todo subespaço de dimensão finita de um espaço estritamente convexo 

é um conjunto de Chebyshee, 

Teorema 3.1.16 Seja um espaço de Banach uniformemente convexo. Todo conjunto 

C convexo e fechado é um conjunto de Chebyshev. 

Demonstração. Sejam x E X, x rf: l'vl e d = d(x, I'vl). Considere 

~ d + ~} = lvJ n B [x. d + ~ J . 

Observe que { An}n21 é uma sequência de conjuntos fechados tais que A1 =:J A2 ::) ... 

Para z1, z2 E An, pela Proposição 2.3.2 temos 

11 Z1 -7- Z2 ~- ~ . Z1 - Z2 . 1 1! .. ·~·? r ( IJ li ) ' 
•X- I< l-62 , -'X !I 2 li - l max{llx- z& IIX- z2ll} J 2 C, 1'

2 
· 'I 11

2
) Z1 I +i X- Z2 · 

. 1.1 ' 112 Z1 T Z') z1 -r Z? 
Como ? • E l\!1, segue que 1 x - ? • , 2: d2 Assim, obtemos 

- i - I 

d2 < 1 _ Ó Z1 - Z211 
[ ( 

11 " 

-
2 

max{jjx- z& llx 

Segue daí que o diâmetro de An tende a zero, quando n -+ x. Pela Proposição 1.2, 

existe um único y E nn21 Aw Consequentemente, y E J'vf e Jlx 

n;:: 1. Portanto, y E PM(x). 
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Exemplo 3.1.17 No espaço IR2 munido com a norma do máximo, o conjunto 

= { (X, y); y ?: X} U { (X, y); y ?: 2x} 

é de Chebyshev mas não é convexo. 

y=x 

X 

3.2 Aproximação Uniforme 

Esta seção é dedicada à aproximação uniforme no espaço C ([a, b]; IR), também conhe­

cida como Aproximação de Chebyshev. (Veja Kreyszig [10]). 

Considere um subespaço n-dimensional M C C([o, b]; IR). O Teorema 3.1.8 garante 

que lv! é um conjunto de existência. Entretanto, como C([a, b]; IR) não é estritamen­

te convexo (veja o Exemplo 2.1.7), o problema da unicidade requer uma investigação 

especiaL 

A seguinte definição, introduzida por A. Haar em 1918, é importante para estabelecer 

a unicidade da melhor aproximação em C([a, b]; IR), por polinômios. 

O espaço dos polinômios reais de grau :S n definidos em [a, b] é denotado por Pn([a, b]). 

Definição 3.2.1 Um subespaço n-dimensional JV! C C([a, b]; IR) satisfaz a condição de 

Haar se, todo y E /v!, y i= O, tem no máximo n- 1 zeros em [o, b]. 

Exemplo 3.2.2 Pn-J ([a, b]) satisfaz a condição de Haar. 
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Observação 3.2.3 O subespaço iH satisfaz a condição de Haar se, e somente se, todo 

y E J'v[ com n ou mais zeros em [a, b] é identicamente nulo. 

Proposição 

{Yl . , · : Yn} C 

A n.o,ca.a de H a ar é equivalente à seguinte condição: para toda base 

e toda n-upla de pontos distintos t 1 , ... , tn em b] tem-se: 

Yl (t,) Y1(t2) Y1 

Yz( h) Y2 Yz(tn) 
#0 

Yn(ti) Yn(tz) Yn (tn) 

Demonstração. Seja {y1 , ... , Yn} uma base de M e seja y um elemento de M que 

possm. pelo menos, n zeros distintos t 1 , .. em 

n 

y(t]) =L OkYk(tj) =o. 
k~l 

n 

b]. Se y =L OkYk então o sistema 
k:::::l 

1:::; j:::; n, (3.3) 

tem solução única o 1 = ... = an = O se, e somente se, o determinante (3.2) é diferente 

de zero. \las a 1 - ... = an = O equivale a y ser identicamente nulo, o que completa a 

demonstração. 111 

Definição 3.2.5 Um ponto extremai de uma função x E C([a, b]; IR) é um elemento 

t 0 E [a, b] tal que [x(to)! = ifx/1. 

Lema 3.2.6 Seja Af C C([a, b]: IR) um subespaço de dimensão n e suponha que M 

satisfaz a condição de Haar. Se x E C([o, b]; IR), y EM e a função x- y tem menos que 

n + 1 pontos extremais, então y tfc Plvi(x). 

Demonstração. Por hipótese, a função v = x - y tem m :::; n pontos extremais 

t 1 , ... , tm· Se m < n, escolhemos pontos adicionais em [a, b] até obtermos n pontos 

distintos t 1, ...• tn· Csando estes pontos e uma base {y1 , ... , Yn} de ]'v[, consideramos o 

sistema linear não homogêneo 
n 

L.BkYk(tj) = v(tj). j = 1, ... ,n. 
k~l 
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Como l'vf satisfaz a condição de Haar, por (3.2) o sistema aClma tem solução única 

31 .... , Bw Definimos 

Yo = Y1 + ' e y = y + EYo (E> 

:VIostrarernos que, para e > O suficientemente pequeno a função v' = x - y' satisfaz 

i! ,, < 

Subdividimos J = [a, b] em dois conjuntos 

extremais t 1 , ... , tm de v. 

e K = J \ , onde contém os pontos 

:\os pontos extremais, lv(ti)l = !!v!! e como v= x- y f= O, llvll >O. Além disso, 

y0 ) = v ) para i = 1 ..... n. 

Pela continuidade função t <--+ iv(t)( em ti, para cada i = 1, .... m. existe uma 

vizinhança aberta de ti tal que !v(t)l > ~ ij >O, para todo tE Logo, 
L 

inf iv(t)l >O. 
t<= ,y' I ' ' 
~- ' 

Analogamente, existe uma vizinhança aberta N;' de ti tal que 

. . . . 1 1' 11 inf ly0 (t) 1 2: - I v . 
tEN:' I 2 < 

Tome 

em Ni· 

= N! n X;'. Observe que as funções v e y0 preservam seus respectivos sinais 

Defina :Y = N 1 u N2 ... U •Ym· Então. 

J.L = inf lv(t)l >O, inf IYo(t)I:C:: ~!lv 
tE1\ tE:V 2 

(i=l, ... ,m). 

' • ( ) ' O · Yo ( t) O d '- d ( · Como Yo\ti) =v t, r , temos v(t) > , para to o tE J-i, e e 3.4) segue que 

Yo(t) 
v(t) 

_IYo(t)l > ínf(yo(t)l 
lv(t)l - livll 

1 
>­- 2' 

Seja m 0 = sup !y0(t) (. Então, para O< E < ~ e tE N obtemos 
tE:V mo 

eyo ( t) 
v(t) 

E Yo(t)j 

v(t)! 
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Consequentemente, 

I= I - EYo = lv(t) I ( 1 - E~o(t)) 

< llv!i 
-I ·i 

- ~) 
2 

< 11 

Por outro lado, se m 1 = max iYo\'t) I e m2 = max ldt) I· como contém todos os 
iEK . iEK ' ' ' 

pontos extremais de v, temos m2 < 11 e podemos escrever 

llvll = m2 -'-1) n, > O. I! ' : 

Tomando O< E< 2. obtemos 
ml 

!v'(t)! = !v(t)- ey0 (t)! ::::; m2 + Em1 < li vil. para todo tE K. (3.6) 

Assim, escolhendo O < e < min { _!!_, 
. mo 

Decorre daí que y 'f F~I(x). 
2}, segue de (3.5) e (3.6) que 
ml 

11 < llvl/ 

1111 

Teorema 3.2. 7 Seja JH C C([a, b]: IR) um subespaço de dimensão n. Então, o elemento 

de melhor aproximação para x E C ( [a, b]: IR) em Jvf é único se, e somente se, ]\!f satisfaz 

a condição de H a ar. 

Demonstração. 

a) Suficiência: Suponha que ]\!f satisfaz a condição de Haar. mas existem YL y2 E PM(x). 

Então. para v1 = x - y1 e v2 = x - y2 temos 

Y1 + Yz Pelo Lema 3.1.4, E P,VI(x). Pelo Lema 3.2.6 obtemos que 
2 

Y1 + Y2 
V = X - ::...:...___::.I:e 

2 

38 

(3.7) 



tem no mínimo n + 1 pontos extremais t 1 , ... , tn+l· Como jv(tJ)i 
decorre que 

!lvll = d, de (3.7) 

= 2d ou - 2d. 

:VIas (tj)l ::; 
~las isso implica que y1 - y2 = v2 - v 1 tem, no mínimo, n + 1 zeros em 

condição de Haar, Y1 - Yz = O e segue que y1 = yz. 

=dou -d. 

b]. Logo, pela 

b) ~ecessidade: Suponhamos que não satisfaz a condição de Haar. Pela Proposição 

3.2.4 existe uma base {y1 , ... , Yn} de lvf e t 1 , ... , tn em [a, b] tais que o determinante (3.2) 

é nulo. Portanto, o sistema homogêneo 

=o (k = 1,. 

n 

tem uma solução não trivial '!L ... , 'In· Para qualquer y = L akYk E 
k=l 

Além disso, o sistema transposto 

também tem uma solução não trivial 31 , ... , 6n. 
n 

Definimos Yo =L !3kYk· Então Yo #O e Yo(tJ) =O para j =L. .. , n. 
k=l 

temos 

Sejam À tal que 11..\Yoll ::; L z E C([a, b]; lR) com lizil = 1 e z(ti) = sgn 7J· 

Definimos x E C([a, b]: lR) por x(t) = z(t)(l-j..\y0 (t)j). Então, 

x(t;) = z(t;)(l -)..\y0 (tJ)i) = z(tj) = sgn 'fi 

e ainda llxll = L 

Provaremos inicialmente que 

llx- Yll ?. 1, para todo y E i\!I. 

Com efeito, suponha que para algum y' E :VI, jjx- y'll < L Então as condições 

= · L lx(tJ)- y'(tJ)I ::; ilx- y'll < 1 
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implicam que, para todo "(y #O, temos sgn y'(tJ) = sgn x(t1 ) = sgn Íj· Logo, 

n 

j=l 

o que contradiz 

Por outro lado. para todo a E [-L 1] e todo t E b] temos 

- aÀyo(t)! < I+ !aAyo(t)l 

iz(t)j(l- ÀYo(t):J + jaÃyo(t)j 

:S: 1-jÃyo(t)l + laÃyo(t)l 

= 1-IÃyo(t)i + laiiÀYo(t)i 

= 1- (1- j)Ãyo(t)j 

<L 

Logo, I - a.\yoll :S: 1. Consequentemente, - aÀyoll = 1 = d(x, ;'vi) e x tem infinitos 

elementos de melhor aproximação em o que contradiz a hipótese. 

Corolário 3.2.8 O subespaço Pn([a, b]) C C([a, b]; IR) é um conjunto de Chebyshev. 

3.3 Conjuntos Aproximativamente Compactos 

A noção de conjunto aproximativamente compacto foi introduzida por Efimov e Ste­

chkin [7] e está relacionada à _existência da melhor aproximação e a certas condições de 

continuidade da projeção métrica. 

Definição 3.3.1 Uma sequência (Yn) C I\II é chamada minimizante para x E X se 

llx- Ynll---+ d(x, lvf). 

Definição 3.3.2 Um conjunto M C X é dito aproximativamente compacto se, para cada 

x E X, toda sequência minimizante (Yn) C A1 tem uma subsequência (Ynk) que converge 

para um elemento de l'v1. 

Denotamos por A C a classe dos subconjuntos aproximativamente compactos de X. 
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:'\o que segue, também utilizamos as seguintes notações: B denota urna bola fechada 
o 

em X e B denota urna bola aberta em X. 

é dito limitadamente compacto se n B = 0 ou 

:VJ n B é compacto. para cada bola fechada B. 

Denotamos por BC a classe dos subconjuntos limitadamente compactos de X. 

Dados x E 5 >O e r : denotamos Ps.At n B[x, ' à~' -r- J· 

Definição 3.3.4 Um conjunto C X é dito i5~compacto se, para cada x ~ 

ó >O tal que Ps,,H(x) é compacto. 

Denotamos por SC a classe dos subconjuntos ó~compactos de X. 

existe 

vt,uru-,o.v 3.3.5 Um conjunto Jf C 

é não vazio e compacto. 

é dito ?~compacto se para cada x E , FH 

Exemplo 3.3.6 Todo conjunto !\11 C X tal que P,H(x) é um conjunto finito é ?~compacto. 

Em particular. todo conjunto de Chebyshev é ?~compacto. 

Observação 3.3.7 Se C denota a classe dos subconjuntos compactos de X, então 

C c BC c oC c A.C. (3.10) 

o o 
Definição 3.3.8 ivf C X é dito E-conexo se, para cada bola aberta B a interseção 

c 
1\Jr-: B é vazia ou conexa. 

o 
Proposição 3.3.9 Todo conjunto localmente compacto, F-compacto e B - conexo 

]l;f c X é o-compacto. 

Demonstração. Corno ]\;f é F-compacto, AJ é um conjunto de existência e PM(x) é um 

subconjunto compacto do espaço localmente compacto J'vf. Então, existe uma vizinhança 

compacta U de PM(x) em Nf. Seja oU a fronteira deU em :V!. Afirmamos que 

d(x, oU) > d(x, /'vi). 

De fato, caso contrário, pela compacidade de oU existe u E [}(; tal que 

!lx-ui I= d(x. [}UI= d(x. ; li -_ , I , 

41 



c o 
Portanto u E PM(x), o que é impossível pois PM(x) cu e u nau= 0. Então, escolha 

o > O tal que 

(3.11) 

Por hipótese, A = n B d(x, + é conexo e como Pv1 (x) c A ,nU temos que 

A nU 0 e A r, íJU = 0 (veja a desigualdade (3.11)). Afirmamos que A cU. De fato, 
o 

como U é compacto, íJ[i = U n c Sendo A n oU= segue que A c (íJU)c ou seja, 
o o 

A c ucu Então. A ú·, pois A nU# 0. Decorre daí que 

hxcr(x) = I'vl n B[x, d(x, i'vl) +o] c A c IJ. 

Como P15.M(x) é um fechado eU é compacto, segue que P5-",1(x) é compacto. Logo :'v! é 

5-compacto. 111 

o 

Corolário 3.3.10 Todo conjunto localmente compacto, F-compacto e E-conexo JVJ C X 

é aproximativamente compacto. 

Proposição 3.3.11 Se uma sequência (Yn) C A! é minimizante para x E X e converge 

fracamente para y E 1\I então y E Pw(x). 

Demonstração. Suponha Yn ~ y E I\:1. Então, Yn- x ~ y- x e pelo Lema 1.6, 

I!Y- xjj ::; limiiYn- xll = d(x, Iv!). 

Como y EM, segue que y E PH(x). 1111 

Proposição 3.3.12 Se M C X é aproximativamente compacto então: 

a) iH é um conjunto de existência; 

b) l'vf é F-compacto. 

Demonstração. 

a) Sejam x E X\ M e d = d(x, M). Para cada n, existe Yn E M tal que 

.. l 
-ynl]<d+-. . n 
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Consequentemente, (yn) é minimizante para x. Por hipótese, existem y E Af e uma 

subsequência (YnJ, tais que Yn, -7 y. Resulta daí que 

e assim, y E Pu 

Por a) 

< 

é não v-azio~ para todo x E 

-yii < d ,, -

Yn E 

e - Yn'i ou seJa. ) é mínimizante para x. Então existe ) tal que 

Pela Proposição 3.3.11, y E P-v1(x) e portanto, (x) é compacto. 111 

3.4 Continuidade da Projeção Métrica 

Algumas propriedades geométricas de subconjuntos de um espaço normado estão 

relacionadas a certas condições de continuidade da projeção métrica associada. (Veja 

Wulbert [16]). 

Definição 3.4.1 Sejam E e F dois conjuntos e 2F o conjunto de todos os subconjuntos 

de F. Uma aplicação ,J ' E ---+ 2F é chamada aplicação multivalente. 

Definição 3.4.2 Sejam E e dois espaços topológicos. A aplicação 'P : E ---+ 2F é 

chamada semicontínua superiormente íinferiormentej se o conjunto { x E E; 'P(x) C G} 

é aberto ífechado} em E, para cada aberto [fechado} G em F. 

Observação 3.4.3 Se i.p(x) é unitário, para cada x E E, então as definições de semi­

continuidade superior e inferior coincidem com a definição usual de continuidade. 

Definição 3.4.4 Sejam X um espaço norma do e M C X. A aplicação multi valente 

F~r : X ---+ 2.1vr 

x ---+ PM(x) 

é chamada projeção métrica. 

Proposição 3.4.5 Se l'vf c X é um conjunto aproximativamente compacto, então P,H é 

semicontínua superiormente. 
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Demonstração. Seja G um aberto em }v!. Suponha, por absurdo, que 

A= {x E X; PM(x) c G} 

não é aberto em Então existe x E tal que P:vr(x) C e, para todo r > O temos 

B ( x. rt Portanto, para cada n :?: 1 existe Xn E B *) tal que Xn F/: A. Assim, 

rt G. Então, Xn -+ x e existe Yn E Picf ) tal que Yn F/: G. Pelo Lema 1.8, temos 

< 
= lfx - Xn li + d(xn, i'vl) 

:'S [jx- Xnil + llx- Xn]] + d(x, J'vl) 

= 2!ix- Xnil + d(x, cU). 

Segue que l.::r ~ Yn! ~ J:J) e é uma sequência minimizante para x. Então existe 

uma subsequência ) tal que -+ y E e. pela Proposição 1 L y E 

go, y E G . . c\ssim, existe k0 tal que Yn, E G, para todo k:?: k0 , o que é uma contradição. 

Portanto PM é semicontínua superiormente. 11 

Corolário 3.4.6 Se l\!1 C X é um conjunto de Chebyshev aproximativamente compacto, 

então p,1 é contínua. 

Demonstração. Segue da Observação 3.4.3. 

Corolário 3.4. 7 Se !'vi C X é um conjunto compacto, limitadamente compacto ou 5-

compacto, então P,"v/ é semicontínua superiormente. 

Demonstração. Segue da Observação 3.3.7. 111 

o 

Corolário 3.4.8 Se 1'>1 C X é um conjunto localmente compacto, F-compacto e E-

conexo então F~f é semicontínua superiormente. 

Demonstração. Segue da Proposição 3.3.9 e do corolário anterior. 111 
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Capítulo 4 

Propriedades dos Conjuntos de 

Existência 

:\este capítulo apresentamos alguns resultados sobre a estrutura dos conjuntos de 

Chebyshev. ::\ão se sabe, por exemplo, se todo conjunto de Chebyshev em um espaço 

de Hilbert é convexo. Entretanto, o resultado é verdadeiro se admitirmos algumas res­

trições a estes conjuntos, tais como compacidade local e continuidade da projeção métrica 

associada. 

4.1 Os conjuntos T}v1 e T.~I 

Nesta seção utilizamos as seguintes notações: (Veja Vlasov [13]) 

TM = {x E X: PM(x) é unitário} 

Divr(x) = lim D( Pa.M(x) ) 
3-+0+ . 

T,~ 1 = {x E X: DM(x) =O} 

Proposição 4.1.1 Sejam X um espaço de Banach e AI C X um conjunto fechado. 

Então: 

i) M c T,~ 1 c TTci; 
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Demonstração. 

i) Seja x E :VI. Então, Ps.~ 1 (:r) = ivi :i B[x, d(x, :v!)+ 5] = M I B[x, 5]. 

Assim, para y. z E PLVI temos y, z E e y, z E 

S //y - x/1 + lfx-

Então. D ) ::; 2o. Fazendo o -+o+ segue que =O. Portanto, 

Agora, suponha x E Para 6 = .!:. temos P1. ,, 
n n --·~ 

= J!I n B d(x, 

Além disso, valem as seguintes propriedades: 

a) P:c.M(x) é fechado. 
n 

b) lim D(P:c .• VI(x)) =O por hipótese. 
n~::x: n 

~ T' \..... l\,1" 

t 1 i 
T 1-íJ. 

c) P~ .• vJ ::::0 P"'.,.,.M(x) para todo n. De fato. seja y E P"~,.H(x). Então, y E :vi e 

!ix- ·y'1' < 
' -

1 
+--< 

n+1-

Logo, y E I\1 ~, B [x, d(x, vi)+~] = P~.:vl(x). 

1 
T- '1 n. 

n 

d) P1..M(x) f 0 para todo n pois, dado y E }\:f, segue-se que 1/x- y/1::; d(x,lvf) + .!:.. 
n n 

Em vista das propriedades acima. a Proposição 1.2 nos garante que 

Então, Yo E M e /lx- Yoli ::; 

Yo E FH(x). Logo x E TM· 

00 n P~ .• ci(x) = {Yo} 
n=l 

1 
d(x, AI) + - para todo n. Fazendo n -+ oo segue que 

n 

ii) Se x E T,~r então PM(x) = {y}, pois por i), T~I C Tv!· Assim, dado z E [x, y] 

temos llz- x/1 + i!z- Yil = llx- y/ 1 e pela Proposição 3.1.5, y E Fvi(z). Além disso, 

Pui(z) C Ps,M(x). 

Com efeito, se w E PsJvi(z) então w E Af, - zli ::; d(z, Jvf) +o e 

l!w- xll S llw- zll -'- 1/z- x!l ::; d(z, M) +o+ llz- xll 
= llz- Yll + ilz- xll +o 
= llx- yl: + 8 ,, ,, 

= d(x, ;VI)+ J. 

Logo. u E B[x, d(x. M) +o]. Segue daí que w E Ps,M(x). 

4 r· o 

( 4.1) 



Vamos mostrar que z E T.~t• ou seja. D,'vf(z) =O. Suponha que DM(z) >O. Por (4.1) 

segue que 

D(Ps,M ) :S: D(Ps,M(x)). 

Logo, 

i= 
E 

que é uma contradição, pois como x E T~I• temos DM =O. 111 

Teorema 4.1.2 Seja AI um conjunto fechado e não vazio de um espaço de Banach X 

uniformemente convexo. Então, cada um dos conjuntos T1vr e é o complementar de 

um conjunto de primeira categoria. e 

Demonstração. Sejam e > O e F, = { x E 

fechado. De fato, seja (xn) C F, tal que Xn -+ x. 
o 

que llxn - xll < 4 para todo n 2: n0 . Além disso, 

Então D:v1 (xn) 2: e e existe n 0 tal 
o 

Pry,M(xn) C Ps,IVJ(x) para TJ < 4 e 
o - x\1 < 4. Com efeito, seja x' E Pry,IvJ(xn)· Então, x' E ]'vf e 

llx'- xll :S: 

Por outro lado, para todo y E l'vf temos 

r5 o 
< d(xn, M) + - + -

4 4 

d(xn,lvf) :S: \]xn- Yil :S: llxn- x\! + llx- Yli < ~ + llx- Yll· 

(4.2) 

o o 
Então, d(xn, M) - 4 ::; d(x, !VI), ou seja, d(xn, Jvf) ::; d(x, M) + 4. Voltando em (4.2) 

segue que llx'- xl! ::; d(xn,lvf) + ~ ::; d(x, :1;!) + ~ + ~ < d(x, M) +o. Logo, x' E Po,M(x) 

como queríamos. Consequentemente, 
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Decorre daí que D,1J(x) :?: E e então x E F,. Logo F, é fechado. 
o o 

Agora mostraremos que 0. Suponha que F,f. 0. Então existe h > O tal que 

B(x, h) c :\Ias isso implica que B[x, h] C F, pois é fechado. Sem perda de 

generalidade, podemos assumir que x = O e = l > h. Pela Proposição 

existe um ó > O tal que D(B[z, 1- h+ 2ó] \ B(O, 1)) < E, para qualquer y E e 

z = hy. Como = 1, existe y 1 E M tal que IIY1 ::; 1 + i5. Seja y = li~: 
1 
.. Como 

·~. I 
z E y 1] segue que 

., 'I 1 . h i1 - j,z :ê, + Ô - . 

Além disso, para u E P5J,1 (z) temos u E :vi e 

ilz- ::; d(z, AI)+ i5 ::; llz- ydj +o ::; 1 -h+ 2o 

Logo, u E B[z, 1 - h+ 

que 

Consequentemente, 

pu A B!O .. '{: ,, pois u E e 1 = 

Ps.M C B[z, 1- h-'- 2o] \ B(O, 1). 

D(Ps,;'vi(z)) :S D(B[z, 1- h+ 2o] \ B(O, 1)) <E. 

Então, 

::; I I Decorre 

Dv1(z) :S, D(Ps,M(z)) :S, D(B[z, 1- h+ 2oj \ B(O, 1)) <é, 
c 

o que contradiz o fato de z E B[x, h] C F,. Portanto, F,= 0. 

Assim, o conjunto 

{x; DM(x) >O}= U n 

n=l 

é de primeira categoria e 

como queríamos. Além disso, como 

segue que 
CC 

LVIc C {x E X: DM(x) >O}= U F~. 
n=l 
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Logo. 
X 

Tuc = U F~ nTMc 
n=l 

é também um conjunto primeira categoria, ou seja. Tv1 é o complementar de um 

conjunto de primeira categoria. 

Corno é um espaço de Baire segue que T~/ = U 
T 1 -; Lema """-t- é denso em 

4.2 Conexidade 

n=l 

Analogamente. é denso em 

tem interior vazio. Pelo 

111 

I\esta seção estudamos a conexidade dos conjuntos de Chebyshev em espaços de 

Hilbert. 

Definição 4.2.1 lvl C X é dito E-conexo se, para cada bola fechada E, a interseção 

M n E é vazia ou conexa. 

c 

Proposição 4.2.2 Todo conjunto E-conexo JJ C X é E - conexo. Além disso, todo 
c 

E-conexo é conexo e localmente conexo. 

Demonstração. Seja M um conjunto B-conexo. Observe que, para qualquer bola 

aberta E ( x. r) temos 

E(x,r)nlV!= lJE [x,n:lr] nJI. 
n=l 

Se E [ x, n : 
1 

r] n J'VJ = 0 para todo n, o resultado segue trivialmente. Se, para algum 

n0 , E [x, no r] n 1'v1 =f 0 ternos que E [x, _n_, -r] n Af é nao vazio e conexo, pa-
n0+1 n..,-1 

o 

ra todo n ;:: no. Segue que l'v! é E-conexo. 
co 

Agora suponha que AI é E-conexo. Escrevendo lvf = U E(O, n) n 1\1, como 
n=l 

E(O, no) n J'v! =f 0 
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para algum n0 , então B(O, n) n Af é não vazio e conexo, para todo n ;::: n0 . Logo, 1YI é 

conexo. 

Afirmamos ainda que /vi é localmente conexo. Isto segue do fato que, para cada 

XE existe E > O tal que é conexo. 111 

Definição 4.2.3 Um conjunto C X é dito F-conexo se, para cada x E , FM(x) é 

não vazzo e conexo. 

Teorema 4.2.4 Todo conjunto F-conexo A1 C X com projeção métrica semicontínua 
c 

superiormente é B -conexo. 
o 

Demonstração. Suponha, por absurdo que não é E-conexo. Então existe uma bola 
o o o 

aberta B(x, tal que B é desconexo e não vazio, ou seja, B = CuD, onde 
o 

C e D são não vazios, disjuntos e abertos em 111. Entretanto, para y E Cu D =B n1v1 

temos iiY- <r e y EM. Logo, 
c 

d(x, M) ::; d(x, B nlvl) < r. 

Segue daí que P:u(x) CB nM =CU D. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 

P:-vr(x) C C. 

Sejam dE D, z E [x, d] e z' E FM(z) (tal z' existe devido a Af ser F-conexo). Então, 

/lx- z'l/ :S: ilx- zl/ + 1/z- z'!l :S: !ix- zll + IJz- d[[ = llx- dll <r. 

Logo, FM(z) CB. Mais precisamente, FM(z) CB nAf = cu D, para todo z E [x, d]. 

Além disso, como a restrição da projeção métrica F.vf ao intervalo [x, d], é semicontínua 

superiormente, os conjuntos disjuntos 

C'= {z E d]: P:w(z) C C}, D' = {z E [x,d]: FM(z) C D} 

são abertos em [x, d]. Afirmamos que C' e D' são não vazios. De fato, FM(x) C C e 

como d E FM(d), segue que FM(d) não pode estar contido em C' pois, caso contrário, 

temos dE C, que é um absurdo já que CU D = (/). 

Desta maneira, segue da F-conexidade de l'vf que [x, d] =C' U D'. Mas isso contradiz 

a conexidade de [x, d]. 111 
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Teorema 4.2.5 Seja um espaço de Banach uniformemente convexo. Todo conjunto 

F-conexo JVJ C X é E-conexo. 

Demonstração. Suponhamos que c11 é P-conexo, mas não é E-conexo, isto é, existe 

uma bola fechada B = B[x, r] tal que B n = CU D, onde C e D são conjuntos não 

vazios. fechados e disjuntos. Afirmamos inicialmente que 

c Brl ( 4.3) 

De fato, como B n Mo/ 0, para w E B n JI, temos - wli ::; r. Logo, d(x, B n ::; r. 

Assim, se y E P,H(x) temos y E }vf e 

= d(x, M)::; d(x. B r VI) ::; T. 

Portanto, y E B n 
Vamos dividir a demonstração em duas partes. 

Na parte I, mostramos que é possível considerar apenas o caso em que B[x, r] n 

CUD com d(x,C) = d(x.D) <r e p(C.D) >O, onde p(C,D) = inf{d(x,D): x E C}. 

:\a parte II, apresentamos a demonstração para este caso, que chamamos de caso 

básico. 

e Parte I 

Temos as seguintes possibilidades: 

1) d(x, C)= d(x, D) =r, 2) O::; d(x, C) < d(x, D) =r, 

3) O::; d(x, C) < d(x, D) < r, 4) d(x, C) = d(x, D) < r 

1) d(x, C) = d(x, D) = r. Neste caso, d(x, J'vf) =r. De fato, já que D C M temos 

d(x, :'VI) ::; d(x, D). Suponha que d(x,lvi) < d(x, D). Então, existe y E M tal que 

llx- yjj = d(x,J'vf) < d(x, D) =r (4.4) 

Por (4.3) segue que y E C ou y E D. Por (4.4) y ~ D. Logo, y E C e temos 

!ix- yjl < d(x, D) = d(x, C) que é um absurdo. Portanto, d(x, IVI) =r. 

Além disso, para c E C temos jjx- cjj ::; r = d(x, C) e decorre daí que c E Pc(x). 

Logo. C C Pc(x) e, consequentemente, Pc(x) =C. Analogamente, PD(x) = D. 
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Para finalizar este caso afirmamos que 

De fato. 
;\ 
'! 

P!vt(x) = Pc(x) U Pv(x). 

c CuD=Pc UPv 

(4.5) 

ii) Se y E Pc 

yECC:vle 

U Pv então y E Pc(x) ou y E Pv(x). Se y E Pc(x) segue que 

- 111·1 = d(x, 
'-' ' ' NI). Logo, y E FH . Analogamente para 

u E Pv . Portanto, Pc U Pv 

::V!as, (4.5) contradiz a P-conexidade de M. Logo, este caso não pode ocorrer. 
o 

2) O ::; d(x, C) < d(x, D) = r. Observe inicialmente que se existe d E Dn B temos 

iix- di i < r= d(x, D), o que é um absurdo. Como D C B temos então 

o 

De B 

Decorre daí que D = Pv 

Seja y E D. Afirmamos que existe z E [x, y] tal que d(z, C) = d(z, D) = 1\z- Yll <r. 

De fato, note que a função contínua 

f: X ---+ IR 

w ---+ d(w,C)-d(1D,D) 

muda de sinal em [ x, y] pois, f(x) = d(x, C) - d(x, D) < O , por hipótese, e 

f(y) = d(y, C) - d(y, D) > O, desde que y ~ C e C é fechado. Seja E > O tal que 

p( C, B[y, E] ) > O. Pela Proposição 2.3.3, para o> O suficientemente pequeno e 

B 1 = B[z, - y!l + 5] temos 
o 

D(B,\ B) <E (4.7) 
o 

Sejam C1 = B 1 n C e D 1 = (B1 \ B) n 1'vf. Como D 1 e C1 são não vazios, fechados e 

y E D 1 , por (4.7) temos D 1 C B[y, E] e p(C1 , D 1 ) ::0: p(C, D 1 ) ::0: p(C, B[y, Ej) >O. Logo, 

c, n D, = 0. 

Afirmamos que B 1 n M = C 1 u D 1 . De fato, C1 U D1 c B1 n 1\4 claramente. Assim, 

é suficiente provar que se v E B 1 n M, v ~ D 1 então v E C1 . Mas, v ~ D 1 implica 
o o o 

que v EB. Logo, v E Mn BC Af n B = CU D. Como D c B\ B, segue que v E C. 

Portanto, 1· E C1 . 

Falta provar que d(z, C1) = d(z, D,) . Para isso basta mostrar que 

d(z, C) = d(z, C1 ) e d(z, D) = d(z, D1 ) (4.8) 
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Com efeito, como C1 C C temos d(z, C) :S d(z, C1 ). Suponha que d(z, C) < d(z, C!). 

Então existe c E C\ C, tal que liz- cll < d(z, C1). Como c~ B1 segue que llz- cl! > 
d(z. C)+ o. Então ,temos + 6 < i!z- < d(z, CJ). \las isso é uma contradição, 

já que para todo c1 E , temos llz- cl[! :S -;- ó, pois C1 C B 1 . Logo, d(z, C)= 

Por outro lado, como y E D 1 , temos d(.z, D 1 ) :S 'lz - Yll = d(z, D). Suponha que 

d(z, D 1) < d(z, D). Então existe d1 E D1 • d1 ~ D tal que !lz- ddl < d(z, D). Se E B. 

como d1 E CU D e ~ D, segue que d1 E C. Daí, liz- d1 I < d(z, D) = C), que 

é um absurdo. Logo d1 f:: B. Considere a bola B' = B[z, llz- . Segue do Lema Lll 

que B' C B e como d, ~ B, temos que d1 ~ B'. Logo, llz- dd[ > llz- y[] = d(z,D), o 

que é uma contradição. Logo, d(z, D) = d(z. DJ). 

Assim. reduzimos o caso 2) ao caso básico, com DI)> O. 

3! o< 
! - < D) < r. Considere a função contínua 

h: X --r IR 

w --+ d(w,D)-d(w,C). 

Por hipótese, h(x) > O. Então existe 5 > O tal que 35 < r - d(x, D) e, para todo 

z E B[x. o] temos h(z) >O, ou seja, d(z, D) > d(z, C). Além disso, afirmamos que para 
B' ., todo z E ,x, óJ, 

De fato, 

B[z, d(z, D) +o] c B[x,r]. 

- zi! :S: 6 :'::r- d(x, D)- 26 :'::r- (d(z, D)- - xll)- 26 

=r- d(z; D) + ilz- xll - 25 

::; r- (d(z, D) + 5), 

e o resultado segue do Lema LlL 

(4.9) 

Pelo Teorema 4.L2, Tb é denso em X Logo, existe z E Tb I', B[x, 6]. Como a função 

h muda de sinal em [z, z'] onde z' = PD(z), existe x1 E [z, z'] tal que d(x1 , C)= d(x1, D). 

Como C é fechado e z' ~C, existe t >O tal que p(C,B[z',t]) >O. Como z', PD(z), 

a Proposição 3.L5 garante que z' E PD(xl). Assim, llx1 - z'!i = d(x1 ,D) e portanto 

z' E D n B[x1 , d(x 1 , D) +a], para todo a > O. Pela Proposição 4.Ll, x1 E T:b e então 

existe O < 5' < 5 tal que 
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Sejam C 1 = Pa',c(xJ) e D 1 = Pa',D(x!). Obviamente C1 e D 1 são não vazios e fechados. 

Como p( C 1 , DJ) 2: p( C, DJ) 2: p( C, B[z', e]) > O, segue que C1 n D 1 = f/J. 

:\ote que B1 = B , I - z'l! + C B liz- z'll + 5] C B[.r, r]. De fato, 

e o resultado segue do Lema 1.11. 

Afirmamos ainda que B 1 r, IVI = u D1 . Com efeito, C1 u D1 c B1 n claramente. 

Assim, é suficiente mostrar que, se v E B1 n v r(:: D 1 então v E C1 . v r(:: D1 

implica que v r(:: D. Como B 1 C B[x, r] temos que B 1 n NI C B[x, rj n M =CU D. Então 

v E C e, consequentemente, v E Po'.c(xl) = C1. 

Finalmente, d(x1 , C)= d(x 1 , C1 ) e d(x 1 , D) = d(x 1 , D1). A prova destas afirmações é 

análoga à prova da primeira igualdade de Desta maneira. o caso está reduzido 

ao caso básico, com d(x 1 , C1 ) = d(x 1 , DI) e p(C1 , D1 ) >O. 

4) d(x, C) = d(x, D) < r. Afirmamos inicialmente que d(x, C) > O. De fato, pois se 

d(x,C) =O, então existe uma sequência (cn) C C tal que llx- cnll -+O e como C é 

fechado. segue-se que x E C. Analogamente, x E D. Absurdo, já que C n D = 0. 

Considere, agora, a função contínua 

g:X--7 IR 

x' --7 r- d(x', D). 

Como g(x) > O. analogamente ao caso 3), para o > O tal que 3o < r- d(x, D) temos 

g(z) >O, para todo z E B[x. 5] . .'\'ote ainda que para todo z E B[x, o] temos 

. B[z, d(z, D) +o] c B[x, r]. 

Pelo Teorema 4.1.2 existe z E B[x, o] n T(; n T_b. l'\estas condições, há duas possibili­

dades: 

a) d(z, C)= d(z, D). Então P,vr(z) = Pc(z) U PD(z), o que contraria a F-conexidade 

de 1\:f. 

b) d(z, C) d(z, D). Este é o caso anterior, comutando C e D, se necessário. 



"Parte II 

Voltamos agora à demonstração do teorema, para o caso básico. "J essas condições 

afirmamos que: 

dado dn E D com - dnll ~ d(x, D) =H, 

para todo O < h < H e 

c d . l ' ., . 
Zn E lX: nJ ta que !Zn- X!! = h ternOS 

De fato, escolhemos e > O ta! que O < E < p( C, D) e encontramos 6 > O suficientemente 
o 

pequeno tal que, pela Proposição 2.3.3, temos D(B1 \ B) < e, onde 

- 'U 1

,i =H e ,_.-n I, B(x H). 

Como 

temos que limd(zn, D) :::; H- h. 

Por outro lado, suponha que limd(zn, C) :::; H - h. Então existe an E C tal que 

llzn- anil :::; H- h+ 6 para todo n > n0 e llx- anil 2: d(x, C) =H. Resulta daí que 
o 

an tJ B(x, H) =B. Observe ainda que an E B 1 , pois 

liz -a i' < H h~.: 6 = I,I'Yn-! n n:! _ - llx- z 1.1-'- ó. < lly - z 11 -'- i5 n, ' ~i n n,1 ' · 

Portanto, an E B1 \E . Como também dn E B 1 \E para todo n > n 1 > n 0 , temos 

c 

ilan- dnll :::; D(B1 \ B) <E< p(C, D) 

para todo n 2 n 1 , que é claramente uma contradição. 

Afirmamos que ( 4.10) implica na seguinte propriedade: 

{

Se d(x, C. ) = d(x, D) >O com p(C, D) >O, então existe 

w1 E T~ tal que Wj ~ x e d(w1 , D) < d(w1 , C) 
(4.11) 

De fato, considere a função contínua definida por J(y) = d(y. C)- d(y, D). Por (4.10) 

f(zn) >O para Zn E [x, dn] e llzn- xl! =h. Então existe r> O tal que f(B(zn, r)) >O. 
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Portanto, B(zn, r) n B(x, h) # (/), :V1ais precisamente, existe w E B(zn, r) n: B(x, h) tal 

que d(w,D) < d(w,C). Além disso, como o conjunto {z E X: d(z,D) < d(z,C)} é 

aberto e, pelo Teorema 4.1 Te é denso em X, podemos supor w E Tb. 
Portanto, pela construção acima, para cada j E , existe E Te tal que 

D) < d(w;,C) 

como queríamos. 

Continuando a nossa demonstração, se d(z, = d(z, D) > O, D) > O, sabemos 

que existe 5 > O tal que para todo z E B[x, J], B[z, d(z, D) + Jj C B[x, r]. Mas isso 

implica que B[z, d(z, D) + o];n l\1 c B[x, r] n l'vf = C u D. Como D c IV! temos 

d(z, +5::; d(z,D)+!5. Então B d(z,''vf)+c5]n c B[z,d(z,D)+c5]nl\J C CUD, 

isto é) P;LH C U D. Consequentemente~ 

Considere agora 

Q = {z E B[x,c5]; d(z,C) = d(z,B)} e F,= {z E X; Dc(z) 2: c}. 

Vamos mostrar que Q ,n F, tem interior vazio em Q. Supondo o contrário, existe x' E 
c c 

(Q n F, r =Q n }~ em Q. Logo, existe h > O tal que B(x', h) n Q c Q n F, c F,. 

Afirmamos que existe uma bola B' = B[x', r'j c B[x, c5] tal que B'nQ c F,. De fato, como 

F, é fechado (veja a prova do Teorema 4.1.2), B(x', h) n Q c F,. Tomando O < e < h, 

podemos considerar B(x', c) c B(x', h). Então, B(x', c) n Q c B(x', h) n Q. Sendo Q 
fechado. segue que 

B[x', c] n Q = B(x', c) n Q c B(x', h) n Q c F,. (4.12) 

o 

Por outro lado, como x' E Q, existe r> O tal que B(x',r) C Q. 

Tomando r'= min{r,E} temos B(x',r') C B(x',e). Disto e de (4.12) segue que 

B[x', r'] n Q = B(x', r') n Q c B(x', e) n Q = B[x', e] n Q C F,. 

Além disso, como Q é fechado, B(x', r') c Q e Q c B[x, ó], temos B[x', r'] c B[x, o]. 

Logo, tomando B' = B[x', r'] temos o que queríamos. 
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Continuando, como d(x', C)= d(x', D) podemos aplicar (4.11) para xl Então existe 

Xn E T(; tal que Xn -+ x' e 

(4.13) 

a l ! i "'"' _ X i i h 
: nj• il""'n n!! = · 

Então, - Zni!-+ O e i!z~- znl] <h para todo n 2: no. Com efeito, para tn, Sn E 11 

temos 

que implica em 

- Tn = ) . 

Logo, 

" 'I '11 li = Snl an- X. J 

ou seja, 

Por outro lado, 

Portanto, 

= (1 - tn)Xn + tnan - (1 - Sn)x'- Snan 

= (Xn X
1

) - tnXn + tnan + SnX
1 

- Snan 

= (xn - x') - inXn + tnX1
- tnX1 + tnan + SnX 1

- Snan 

= (xn - x') - tn(Xn- x') + (tn- sn)an- (tn- Sn)x' 

= (Xn- x') - tn(Xn- x') + (tn- Sn)(an- x'). 

11' 11<11 'll't 0 'll.lt · 111 'li _,zn- Znd _ Xn- X T n::Xn- X -t-, n- Sn 1 an- X 1. (4.14) 

Considerando que h= tnllan -xnll = sn]]an -x'll, mostraremos que ]tn -snlllan -x'll-+ O. 

a) Se tn - Sn > O, temos 

que pelo Lema 1.9 tende a zero. 

b) Se tn Sn >O, temos 
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que obYiamente também tende a zero. 

Como Xn--? x', por a), b) e (4.14), segue que liz~- znii _,O e llz~- znll <h para 

todo n > no. 

Afirmamos também que an = Pc ) é uma sequência minimizante para Com 

efeito, se -an = d(xn: então 

do Lema 1.9 que - i! an;; -7 d(x', como queríamos. Então podemos aplicar ( 4.10) 

para an E 

temos que 

Com efeito. 

< H ' 1· d 1 D' " ' _ - n < rm :zn. J· ,,o entanto, como li 

limd(z~, C) ::; H- h< limd(z~ D). 

- Zn I < H - h+ ji 
'"i!- 'I 

- Zn 

- y i i --?o 
""'nli 

(4.15) 

limd(z~, C) ::; lim(H- h+ llz~- Zn ::; lim(H- h)+ lim/[z~.- Zn = H- h. 

Logo, limd(z~. C) ::; H- h. 

'') d( D) < p d~' I' I f ' ii I dll E - d( D) I' I - I" • d(-' D) 11 Zn, - iiZ- ·li ::; lzn- Znli -r iizn- .. ntao: Zn, :=; IZn- ~nd -r 4ni < 

Logo, 

Como H- h< limd(zn, D), temos H- h< limd(z~, D). 

Assim, de (4.15) segue-se que d(z~. C) < d(z~. D) para todo n > n 1 . Este fato junto 

com (4.13) implica que existe z~ E [xn. z~] tal que d(z~. C) = d(z~. D), ou seja, z" E Q. 

Pela Proposição 4.1.1, [xn, an] C Tb. Então, como [xn, z~j C [xn, an]. temos z~ E Tb. 
Além disso, liz~ -x'il ::; liz~ -xnl! + !ixn -x'll < r' para todo n > n2 pois, llxn -x'\1 --?O 

e 
I 

"I',. '\1 '\" '\1 ''" ,., r ' - z I= 11x - z - 1 z - z =h- •;·z - z I• <h< -<r. n ,, , n n n n 1 n n 1 2 

Decorre daí que z~ E B' = B[x', r']. Portanto, z~ E B'nQ c F, para todo n > n0 +n1 +n2 , 

que contradiz o fato de z~ E Té. Assim, está provado que Q n F, tem interior vazio em 

Q para todo E> O. 

Consequentemente, o conjunto 

{z E Q: Dc(z) >O}= U(QnF;_) 
n 

n=l 
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é de primeira categoria em Q. Comutando CeDe usando os mesmos argumentos acima, 

deduzimos que {z E Q: DD(z) > O} é também de primeira categoria em Q. Portanto, 

Q 1 = {z E Q: Dc(z) >O ou DD >O} é de primeira categoria em Q. Como Q é um 

espaço métrico completo segue que Q \ Q1 = Q n Tb n TJJ f 0. Seja z E Q \ Q1 . Então, 

como PM ) C C:_; D, temos = Pc U Pv o que contradiz o fato de A1 ser 

F-conexo. Esta ultima contradição prova o teorema. 111 

Corolário 4.2.6 Todo conjunto de Chebyshev em um espaço de Hilbert é E-conexo (con­

sequentemente conexo). 

Teorema 7 _y um espaço de Banach uniforme·mente convexo. Então: cada 

conjunto localmente compacto. F-compacto e F-conexo é 5-compacto, aproxima-

tivamente compacto e tem projeção métrica semicontínua superiormente. 

o 

Demonstração. Pelo Teorema 4.2 .. 5. ,1;f é E-conexo e pela Proposição 4.2.2 i'v1 é B-

conexo. Então o resultado segue da Proposição 3.3.9. 1111 

4. 3 Solaridade e Convexidade 

.\'esta seção consideramos o conceito de sol, introduzido por Efimov e Stechkin [6]. e 

sua relação com a convexidade de conjuntos de Chebyshev. 

Definição 4.3.1 Um conjunto M C X é um sol se, para cada x E X existe y E p,I(x) 

tal que y E FH(Àx + (1- À)y), para todo À 2': O. 

O conjunto dos elementos z.\ = Àx+ (1- À)y com À 2': O, denotado por fiÍ. é chamado 

raio partindo de y e passando por x. '\'o te que !VI C X é um sol se, sempre que y E l\11 é 

uma melhor aproximação para x E X. então y é também uma melhor aproximação para 

todo elemento do raio fjÍ. 

Exemplo 4.3.2 No espaço JR2 com a norma euclidiana, toda reta é um sol. 
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Exemplo 4.3.3 Considere o espaço JR2 com a norma do máximo" Sejam x = (0, 1) e 

j\;f = { (t, 0): tE IR}" É fácil verificar que y = (0, O) E Pvr(li(O, 1)) para todo À 2: 00 

Teorema 4.3.4 Se é vm espaço de Banach, então todo conjunto de Chebyshev local-

mente compacto cVI C X cuja proyeção métrica é contínua, é vm 

Suponha que não é um soL Sem perda de generalidade, podemos 

assumir que O tf:. vi e que P;,r(O) = {0'} 0 Assumimos ainda que O denota o elemento do 

ralO mais afastado de O' dentre os que possuem O' como melhor aproximação em 

Corno é localmente compacto, seja V' uma vizinhança compacta de O' em 1'v1" 

Pela continuidade da projeção métrica" existe uma vizinhança V = B[O, r] de O tal que 

(1/) C V'" Então, PM(V) é compacto" 

Defina 

Y" 

v' II 
onde Pvr ( z;) = {v'} o Como :p = f o P onde P denota a restrição de P1,1 à vizinhança e 

f é a função contínua definida por 

f M ---+ v 
y ---+ 

y 
-riiYII' 

segue que :p é contínua" 

Além disso, como ;;(V)= j(P1H(F)) C fWu(V)), temos que :p(V) é compacto" Pelo 
v' 

Princípio de Schauder (veja [9]) existe v0 E 1/ tal que vo = :p(vo) = -r /lvbll o Segue daí 

r 
que O= (1- À)vo + Àvb, onde À= I' I" o Logo, O E [v0 , vb] e pela Proposição 3"L5, 

r+ '~I 
vb = 0'0 Observe que v0 pertence ao raio 0'0 e está mais afastado de O' do que O, o que é 

uma contradição" 1111 

Corolário 4.3.5 Em um espaço de Banach, todo conjunto de Chebyshev limitadamente 

compacto é um sol. 

Demonstração. Se A1 C X é um conjunto de Chebyshev limitadamente compacto, 

segue do Corolário 3A 7 que Pi/J é continuao Como a classe dos conjuntos limitadamente 
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compactos está contida na classe dos conjuntos localmente compactos, o resultado segue 

do teorema anterior. 

Definição 4.3.6 Sejam x E e r > O. Dizemos que H é um hiperplano suporte a 

r] se p(H, ,r1) =o e H n r)= 0 

.ute!uH;,<tu 4.3. 7 Um espaço normado X é dito suave se para cada y E S(x, r) existe um 

único hiperplano H suporte a B[x, r] tal que y E H. 

Observação 4.3.8 Se H é um hiperplano suporte a B[x. r] então existe uma única f E 

com lifi = 1 tal que E f -y)=r} (veja 

Exemplo 4.3.9 Todo espaço de Hilbert é um espaço suave. 

Proposição 4.3.10 Em um espaço de Banach suave todo sol ]'vf C X é um conjunto 

convexo. 

Demonstração. Suponha que l'v1 é um sol mas não é convexo. Então existem a, b E Jvf 

e O < Ào < 1 tais que c= Àoa + (1 - Ào)b rf. !vi. Seja p E P,,1 (c). Afirmamos que um 

dos segmentos [a,p], [b,pj intercepta a bola B(c. Jic- pjj). De fato, caso contrário, pelo 

Teorema, de Hahn-Banach, existem hiperplanos H 1 e H2 tais que 

Hí n B(c, - Pil) = 0 (i= 1, 2), 

{),a+ (1 - À)p : À E IR} c H1 e {),b + (1- À)p ; À E IR} c H 2 . 

Como p E H; n S(c, llc- Pil) (i = 1, 2), temos que H 1 e H2 são hiperplanos suportes 

a B[c, llc- Pil ] e portanto, existem f, h E X* com li f; I] = 1 (i = 1, 2) tais que 

J;[c- Àa- (1 - À)p] = - p]] e h[c- Àb- (1- À)p] = llc- p]] para todo À E IR. 

Note que h f. h De fato, se !1 = h temos /![c- Àoa - (1 - Ào)P] = !lc- p]j, 

J,[c- (1- Ào)b- (1- (1- Ào))p] = !I c- Pll e portanto, somando estas equações obtemos 

f, (c- p) = 2]]c- pj[. Então, 2]!c- pff :S i! !di li c- p]j = li c- Pil implica em c= p, o que 

contradiz c rf. J\!1. Logo, H 1 e H 2 são hiperplanos distintos e X não é suave. 

Vamos supor que [a,p] n B(c, li c- p]]) f. 0, isto é, existe O< À :S 1 tal que 

Àa + (1- À)p E B(c, - p]j) 
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1 ( 1) -+ Considere y = :\ c+ 1 - :\ p. Temos então y E pc e 

1

11 ( 1 I =/-;-c+ 1- p-a 
; /\ À i 

1 
- (1 - À)p li 

1 
<- c­

À 

= !IY-P!I 

Logo, p não é uma melhor aproximação para y em 

um sol. 

o que contradiz o fato de ser 

Corolário 4.3.11 Em um espaço de Banach suave todo conjunto de Chebyshev que é 

um sol é convexo. 

Demonstração. Imediata. 111 

Teorema 4.3.12 Se X é um espaço de Banach suave, então todo conjunto de Chebyshev 

limitadamente compacto C X é convexo. 

Demonstração. Segue do Corolário 4.3.õ e da Proposição 4.3.10. 

Teorema 4.3.13 Em um espaço de Banach X todo conjunto de Chebyshev localmente 
o 

compacto e E-conexo Jvf C X é um sol (se X é suave então ;H é convexo). 

Demonstração. Segue da Proposição 3.3.9 e do Teorema 4.3.4. 
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Teorema 4.3.14 Em um espaço de Banach uniformemente convexo)( todo conjunto de 

Chebyshev J4 C )( localmente compacto é um sol (se X é suave então i\1 é convexo). 

Demonstração. Segue dos teoremas e 4.3.13. 
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