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RESUMO

Neste trabalho, abordamos alguns topicos de Tecria de Aproximacio em espagos
normados reais tals como a existéncia e unicidade do elemento de melhor aproximacao e
a continuidade da projecdo métrica.

Apresentamos exemplos e contra-exemplos de conjuntos de existéncia e de conjuntos
de Chebyshev .

Abordamos também, o problema da conexidade dos conjuntos de Chebvshev em es-
pacos de Hilbert. Além disso, estudamos algumas classes de espagos com propriedades
especificas, tals como convexidade uniforme e suavidade, para os quais € possivel ga-
rantir uma resposta afirmativa para a seguinte questao: todo conjunto de Chebyshev é

convexo?



ABSTRACT

In this work we treat some topics of the Approximation Theory in the real normed
spaces, such as the existence and unigueness of the element of best approximation and
the continuity of the metric projection.

We present examples and counter-examples of sets of existence and Chebyvshev sets.

We also treat the problem of connectedness of Chebvshev sets in Hilbert spaces.
Furthermore, we study some classes of spaces with specific geometrical properties such
as uniform convexity and smootheness, for which is possible to guarantee an affirmative

answer for the following question: is every set of Chebyshev convex?



Introducao

Um subconjunto ndo vazio e fechado M de um espaco normado X € um conjunto de
Chebyshev se cada x € X \ M admite exatamente um elemento de melhor aproximacéo
em M.

Um resultado basico em Teoria de Aproximacao estabelece que um subconjunto conve-
xo e fechado de um espaco de Hilbert é um conjunto de Chebyvshev. A questio reciproca,
conhecida como o problema da convexidade dos conjuntos de Chebyshey, bemn como a
caracterizacao dos espacgos de Banach para os quals a resposta 2 esta questdo € afirmativa,
permanecem abertas.

O problema da convexidade no plano euclidiano foi resolvido por Bunt [2] e Motzkin
111}, mas continua sem solugdo, mesmo no caso de espacos de Hilbert.

Neste trabalho, apresentamos exemplos e contra-exemplos de conjuntos de Chebyshev
e estudamos também a conexidade destes conjuntos em espacos de Hilbert. Abordamos o
problema da convexidade dos conjuntos de Chebyshev considerando trés formas diferentes
de restrigbes:

- condigdes sobre 0 espaco;

- condigoes sobre o conjunto de Chebyshev;

- condicdes sobre a projecdo métrica associada.

Neste contexto, estudamos propriedades importantes como solaridade e caracteri-
zacdes geométricas dos espagos. que permitem responder, afirmativamente, & questao da
convexidade.

Os resultados apresentados neste trabalhe encontram-se em Viasov [13], [14] e [15],
Krevszig [10] e Beauzamy [11.

No Capitulo 1, apresentamos os resultados basicos que serdo utilizados nos demais

capitulos.

EEN



O Capitulo 2 trata dos espacgos estritamente convexos ¢ dos espagos uniformemente
convexos. Apresentamos exemplos, contra-exemplos e propriedades desses espagos.

No Capitulo 3, estudamos os conjuntos de Chebyshev e, através do critério de Haar,
obtemos a unicidade da melhor aproximacgao de fungdes continuas por polindmios de grau
menor ou igual a n. Finalizamos este capitulo relacionando conjuntos aproximativamente
compactos com a continuldade da projecdo métrica.

No Capitulo 4, utilizamos o conceito de sol para obter a convexidade dos conjuntos

de Chebyshev em espacos de Banach suaves.

5 BIBL %@‘sg{iﬁ Ci

SECAQ CIRUL




Capitulo 1

Preliminares

Neste trabalho. X denota um espaco normado real e X7 o dual topoldgico de X
Fixamos também as segulntes notacoes:

Blz,ry={ye X; s —yll <}
Blz,rj={ye X; |z —y| €7}
Sla.r)={ye X: [z —yli=r}.

Qs seguintes espagos normados sao utilizados nesta dissertacao :
e O espago IR" das n-uplas reais z = (z,)?

v, munido de uma das seguintes normas:
H
Vo e P 12
i = E 1 T4
7zl

n
Izl = =l
LESH

izl = max{lz,|

T

oG
e O espaco [, {1 < p < oo) das sequéncias z = ()32, tals que Z P < oo, mu-

o . il
nido da norma usual ||z], = (Z )

P



e O espago [ das sequéncias limitadas r = ()3, com a norma usual
2 fjoe = sup |-
iE IV
e O espaco ¢y das sequéncias reals que convergem a zero, munido da norma induzida

ade I

e O espago C(a,bj; R) das fungdes reais continuas, definidas no intervale [a, 5], mu-

nido da norma | zj| = max lz(2)].
teia b )

A seguir, estabelecemos alguns resultados bésicos para espagos normados que serao

usados nos proximos capitulos.

Lema 1.1 Sejamz,y € X, £ 0, y# 0 fais que |z +yl = 2] + |lyl|. Fnido, existem

u,v € X com jjull = vl =1c¢llu+rv] =2

Demonstragio. Sejam [z = a # 0,|ly|| = b % 0. Por hipdtese,

le = yll = lizl] + iyl =a + .

Considere u = g ev= % Daf |juf] = |lv]| = 1. Logo, [[u+v]| < 2.

Suponha, por absurdo, que ||u-+v]l < 2. Entéo, abl|u+vi| < 2ab, isto é, ab lE-— + %;} < 2ab,
i

ou ainda, |[bx + ayll < 2ab.

Por outro lade, como |laz + byj] < al]

zll + bliy|l = a® + b, temos
a+ )z +yll = [lbz + ay + az + byl] < ||bz +ay|| + llax +byl| < 2ab+a® +b" = (a + )%
A1 H

Logo, ||z + vi| < a+ b, que contradiz a hipétese. Portanto, [ju + v|| = 2, B

Dados ¢ € X e M C X, denotamos o didmetro de M por D(M) = sup [z —ylea
x, yeM

distancia de z a M por d(z, M) = inﬁf/j iz —yll.
3

Proposi¢ao 1.2 Seja X um espace de Banach. Seja {F, > uma sequéncia de subcon-
juntos fechados e ndo vazios de X satisfazendo:

o D2 FR2D...0F, D



b) im D(F,) =0.
T K3
Entdo existe p € X tal que [, Fi, = {p}.

Demonstracdo. Sendo F, # { para todo n, podemos escolher uma sequéncia

{a1,00,...) tal que a7 € Fi.ay € Fo.o

Afirmacéo 1: {a,) € de Cauchy. De fato, dado € > 0, como lim D{F,} = 0, existe
ng € N tal que D{F,) < ¢ para tode n > ny. Em particular Q?E::; < ¢. Logo, para
m.,n = ng, como F,, F, C F, temos que a,, a, € F,,,. Entdo, |la, — anll < D(F,,) <€
para todo m.n > ng. Portanto {a,) é de Cauchy em X. Como X é completo, existe
p € X tal que a, — .

Afirmacio 2: p e (V2 F,. De fato, suponhames que exista k € IV tal que p ¢ Fp.
Como Fy, é fechado, d{p. F}.) = § > 0. Assim, F; ¢ a bola aberta B(p, 34} sho disjuntas,

iSto €,

Portanto p € o, Fo.
Afirmacao 3: {7, F, ¢ um dnico ponto. De fato, suponhamos por absurdo que

existam p1, p2 € [ ooy Fr cOm py # po. Entéo,

0 <llpr—pol £ sup llp—gll = D(F),
B, gein

o que ¢ uma contradicdo, jd que D(F,) — 0 quando n — co. ]

Proposicao 1.3 (Eziensdo do desigualdade de Hélder). Seja 0 < s <1 e se

jam  a = (G1,82...}, b = (b1, by...) sequéncias de termos ndo negativos em I € ly,

respectivamente, onde s’ = T Entdo
S p—
i 1
b o0 s oc 5
S ab > (Za;> <Zb§') ‘ )
il i=1 =1



Demonstraciao. Observe inicialmente, que s° < 0. Se
G q

trivialmente. Entao, podemos assumir 0 < Z és < 2T,

i

1

todo 1.
. 1, 1 .

Sejam g = —e g = o conjugado de ¢. Defina o
tais que .
Assim,

5}! — {s—11 __ pLE—1 _a !
ol =0T = b = b

Coasequantememe a € ly.

e > a

= oo, entdo {1

O

Z(bé)s

i=1

" =0, o resultado segue

Como 8" < § temos b; > 0 para

— (G‘L;C}"’Qe' . :} € 3 = {3132 }

1} vale trivialmente. Caso contrdrio, ab € [; de modo que

5 el ?’%Ea desigualdade de Holder usual temos
o0 oo e % o FT o0 $ e %,
Sa=Yons (L) (Tor) - (L) ()
=zl gzl iz =1 gz ] gzl
Portanto,
1 _L
s >0 q’s
Sanx (L) (Sw)
g=zl il
1 1 .
Sendo ——— = —, ¢ lema estd provado. B
gs s

Proposicao 1.4 (Estensdo da desigualdade de Minkowski). Seja 0 < s < 1 e sejam

a={ay,ay...), b="1{b,ba...) sequéncias de termos ndo negativos em l;.
: L 1
o0 5 o & o 5
(z ) . (z b§> . (z@. . w} .
) il i=1
Demonstragac.
o o0 o
Z(Gi +b ) = Z(az -+ bé}s"i(ai =+ éz) = Z(az -+ b
1=l iz gzl

Entdo,

a4+ (o + b))
izl



Segue da Proposicac 1.3 que

o0 o0 i fo's :T o = o s
S (e + i) z{zfﬁ} (Zéama}fw’) %( éf> (2@%&‘3"“&’)
il i 1

o= I

i1

/oo
Portanto, iz ai

i=1

1? oo B o %
> + <Zbi} < <Z(&i+bé}s> como queriamos. =

Lema 1.5 A fungdo ¢ [0,1] — R definida por

o (t) =
g2
5{1 -+ 1%
é crescente e atinge seu mazrimo em t = 1.
Demonstracio. E ficil verificar que ¢/ () > 0 para todo ¢ € [0, 1}, a

Lema 1.6 Seja {z,) uma sequéncia em X tal que z, — z. Entdo ||z]| < iminf||z,|.

Demonstragdc. Por hiptese f{z,) — f{z) para toda [ € X* e |f(z)] < [ f||llzx]l
para todo n. Assim, temos

[f ()] < [ F Il 2l

Por um coroldrio do Teorema de Hahn-Banach segue que

lell = sup{|f{z)l: f € X7, {[fll = 1} < Hmijza]).

No que segue, M denota um subconjunto ndo vazio de X. M o seu interior, M o

seu complementar e 93 sua fronteira.



Lema 1.7 M= 0 se, e somente se, MY ¢ denso em X.

Demonstracdo. Sabemos que

X =17 UaMU MS

Se Af=0, para cada z € X tem-se z € M ou z €MC. Mas, isso implica que para cada
vizinhanca V, de z temos V. N MY #£ 0. Logo, MY ¢ denso em X
Reciprocamente, suponhamos gue MY é denso em X e que M# §. Entao, M é um

aberto tal que ;’;:E_" NAY =0, o que é um absurdo, pois M© é denso. &

Lema 1.8 Sex,y € X, entdo dix, M) —dly M) <liz -y
Demonstragao. 5Se z € M, segue da desigualdade triangular que
d(z, M) = inf [lz - 2| < ljz = yll + ly -~ 2]}
Logo d{z, M) - llz — y|| < lly — z]| e consequentemente
d(z, M) < |z —y|| + dly, M). (1.3)

Permutando z e y em {1.3) obtemos d(y, M) — lly — z|| < |lz — 2| para todo z € M.

Logo,
dly. M)~ fly - 2ll < d(z, M) e —ly—z] <dz, M) —dly, M).  (14)

De (1.3) e (1.4) temos que |d{z, M} —d{y. M)| < llz — g B

Lema 1.9 Sejam {z,) e {a,) sequéncias em X ¢ M C X. Se z, — 2’ entdo
a) llan — 2ol — llan — 2’|} = 0;
b) d(z,, M) — d(z', M).

Demonstragao.
a) Segue da propriedade i lan — znll — ||lan — 2] ' < llz, — 2’|} e b) Segue do lema
anterior. B

11



Dados z, v € X denotamos por (z.y] o conjunto dos elementos da forma (1—- Az -+ Ay

com A € [0.1)

Lema 1.10 Se z € [z.y], entdo ||z —y|| = llz —y — |z — 2]}
Demonstracio. Para z € [z, y] temos z = (1~ Az + Ay para algum A € [0,1]. Entdo,
2=zl =z~ ((1- A+ 2l
= [zl — (1= A)) = Ay

= | Az = Ayl

Portanto,

o= vl = 0=z + 2y =yl = 11 = Xz = y(1 = Ml = (1 = N - v)]
I

=1 -Nilz—yll=lz -yl -lhe- Ayl =z -yl -llz -2 =

Lema 1.11 Sez. 2/ € X e > r > 0 enido Blz,r] C Blz',7'] se, e somente se,

o' =zl <7’ =
Demonstragdo. Suponha |2’ —zl < v’ — 7. Entéo, para todo y € Bz, r] temos,
ly = <fy—zl +lz -2 <r+(F=r)=7r"

Logo, y € Bl«', 7'
Reciprocamente, seja Blz.r] € Blz/.+’l. Considere a reta que passa por z ¢ 7’ e seja

y o ponto desta reta que estd mais afastado de z° e que pertence a S{xz,r}. Entdo,
relyrlellz—2=lly-2| - lly—=ll=ly -2l -r

Como y € Blz,r] C Blz',r'], temos ||y — z'l] <. Portanto, ||z — 2'l| <7/ —r. #

Observacéo 1.12 Sex, o' € X er' > r > 0 entdo Blz.r] T B(2',r') se, e somente se,

' —zl] <7 =7



Capitulo 2

Espacos Estritamente Convexos e

Espacos Uniformemente Convexos

Neste capitulo estudamos os espagos estritamente convexos € os espagos uniforme-
mente convexos. Lstas propriedades da norma estdo relacionadas & geometria da esfera
unitaria e as questdes da existéncia e da unicidade da melhor aproximacao.

Apresentamos definicdes, exemplos e algumas caracterizacdes desses espacos tendo

como referéncias basicas: Beauzamy [1], Cheney [3], Diestel [5] e Istratescu [8].

2.1 Espacos Estritamente Convexos

Definicao 2.1.1 Um espago normado X € dito esiritamente convero se, dodosz,y € X

; ; i
iz +y| _ .
§ 7 = i, entéo 1 = y.

tais que ||z|] = |yl =

Proposicdo 2.1.2 Para um espaco normado X, as sequintes afirmacdes sdo eguivalen-
tes:

(a) X € estritamente conveso;

(b} Todo subespaco M C X de dimensdo 2 ¢ estritamente convezo;

(c) S ={re X:ljz|| = 1} ndo contém segmentos;

(d) Se z, y € X sdo tais que |z + yl| = lzll + llyl, entdo x = Ay com A 2 0.

Demonstracdo. (a) < (b) é imediato. Vamos provar que i) {a) < (d) e ii) (a) < (¢

13



i) {(d) = (a). Suponha ||z| = |y} = !|

ii

e por hipdtese existe A > 0 tal que = Ay. Logo, ||z

(a) = {d). Suponha ||z + y|| = lzll + |yll. Para y = z = 0, tome A = 0. Para

: - T : Z ?7; ~ Lo
z# 0ey # 0considere |z =aellyl =0 Pelo Lema 1.1, u=~ev = 7 880 tais que
a b
H Lt

|l = vl = 5 | = 1. Como X é estritamente convexo, u = v, isto é, = = > Logo,
: T a

' r=250
£ = —y COm A = — )

pY b

i1} Vamos mostrar que X ndo é estritamente convexo se, e somente se, S contém
segmentos. Com efeito, se X nac ¢ estritamente convexo, existem z.y € X, = 3% y tals
que Lzl = jlyll = 1 e [z +y|| = 2. Afirmamos que todos os pontos do segmento [z,
tem norma 1. Caso contrario, existiria 0 < A < 1 tal que |z + (1 — Ayl < 1. Entédo

teriamos

lz+yll =z + (1= Ny + (1= Nz + 2yl

<Az + (1= Nyl + {11 = Az + Ayl

< 2,
que € uma coniradi¢ao. _
1 tA H S5l it E$ f Y E
Reciprocamente, se S contém um segmento [z,yl, entdo lz|| = ||yl = ; — l=1le
i . I E
X nio ¢ estritamente convexo. ' B

Exemplo 2.1.3 Todo espago de Hilbert X € estritamente convezo.

De fato, sejam z,y € Xcom # y e ljz|| = ly]] = 1. Pela identidade do paralelogramo

temaos:
o+ yl? + flz =yl = 2lj2]” + 2llyl* = 4.
Sendo {iz — yl > 0, segue que [z +y[? =4 —|lz — ¢l < 4. Logo, |z + ¢l < 2.
2
Exemplo 2.1.4 R? com a norma i|z|), = Z \z;1 ndo € estritamente convezo.
f= 1



De fato, sejam z = (0,1) € IR?, y = (1,0) € R*. Entdo,

Exemplo 2.1.5 O espaco I com a norma usual ndo € estritamente convezo.

De fato, sejam z = {1,0,0..) € 1;, y=1(0,1,0...) € ;. Entdo,

\xwliwté’; :; 5

=lex#y.

i1

Exemplo 2.1.6 O espage I com a norma vsual ndo ¢ estritamente convezo.

De fato, sejam 2 = (1,1.0...) € [, y={1,-1.0..) € I.. Entéo

er-‘.'

T

H
ol VU £ I ! R
HZ oo = ||Yilec ? lex#y.
\

Exemplo 2.1.7 O espago Cla, bl; R) com a norma do mdzimo ndo € estritamente con-

veEXo.

De fato, sejam fi{t) =1 e folt) = jt—m t € la,b. Entdo, f1, f» € Cla. b); R).

b—a
Wil = max [/ {8)] = 1, || foll = max |fz (f)mb‘a:L
T teia.b] ' ob—a ’
| f1 E \ t-al £
Hfl‘?”fzi%mﬁ;l[a&zi]gl_’- fﬂ? e fi # fo

2.2 Espacos Uniformemente Convexos
Esta noc#io foi introduzida por Clarkson [4].

Definicao 2.2.1 Um espaco normado X é dito uniformemente com)ero se, parc todo

1 ;y =14

Definigao 2.2.2 O mddulo de converidade de X € a funcgdo éx - [0,2] — [0, 1] definida

e > 0 existe 6 > 0 tal que [z — y|| < ¢ sempre que ||z]] = |lyfl=1¢

por

1
T+ Yyl
= | et =l =1, ;w-—y@;ze}.

xle) = 'mf{l

Y
Gt



Proposigao 2.2.3 As seguintes propriedades sdo vdlidas:

a) dx € uma funcdo decrescente;

b) X ¢ uniformemente convero se, e somente se, paro ceda € > 0. dy{e) > O;
cj 6{0) = 0.

Demonstracao. Seguem diretamente da Definicdo 2.2.1. e

Exemplo 2.2.4 Todo espaco de Hilbert X € uniformemente convezo.

De fato, sejam e > Oex, y e X com ||z]] = |yl = 1 e [lz — yll > e. Pela identidade

do paralelogramo, temos

r“f“y% meg’uz }ms 12 0.2 E/ 3 3
5| "?"H 5 ‘5 =gzl + iyl =50+1) =1
Logo.
20, ;lem,gsiﬁ ;M_y 2 1
1 - --é-b _ _—“ . 2 _x
) = T =gl vl s 1 g
lz+yl 103 1,y +
Assim, i ‘}y;‘ < (1%%2)2 :1-~1+(1~—52>2, Portanto, !I yli < 1 -4, onde
2 15 1 4 4 L2
§=1-— (}“262)2 como queriamos,

Na Proposicao 2.2.5 e no Exemplo 2.2.6 apresentamos as demonstracbes originais de
Clarkson [4].

Proposicao 2.2.5 Sejam z, y €, com2<p <> eqg = j—!}—p—l— Entdo as seguinies

desigualdades sco vilidas:

22l + Iyl) < llz + )P = llz — P < 227 (=) + g l?) (2.)
2(([z) + JyIP) < flz+ ylle + i — il (2.2)
Iz + v + llz — ylP < 202} + [y 97" (2.3)

Para 1 < p < 2 estas desiqualdades valem no sentido contrdrio.

o
<h



Demonstragac. Primeiramente, afirmamos que a desigualdade da direita em (2.1) é
equivalente a desigualdade da esquerda para todo p. Com efeito, sejam z +y = z e
. z+w Z oW ) . e . |
re—y=w. B0 I = —— ey = . Logo. para a designaldade da direita de {2.1},
femos
HEgE e E? Z o U P
gg:?m|‘u}\p<2p—& ‘W”&i wH%" ; -
1 o ,
el + [l < 2772 (2 + wlf? + 1|z — wlf) &

Além disso, (2.2) ¢ equivalente a (2.3}). De fato, sejam z e w definidos como acima.

Entao,

e+ wl? + = w2+ e

Prova da Desigualdade (2.2).
e Primeiro caso: I < p <2,

Afirmamos inicialmente que, para quaisquer z, y Teais, temos
&+ yl7 + o — yl7 < 22 + [yl (2.4)

De fato, assumindo (x| > |y| e dividindo (2.4) por |z|9, obtemos

by 4l — 7 {7\ 41
ER I et <21+ 127
- R B (z
Entao,
T4clf 4 1—ef <21+ P, e=2, Je <1 (2.5)
T

E suficiente considerar 0 < ¢ < 1. Neste caso, (2.5) é equivalente a
(T4 +(1—c)f <2(1+e!

i7



Dividindo esta ditima desigualdade por {1 + ¢)?, obtemos

E___~ g | 2yg—-1
§_§.< c mzi_f_l_m.’
l+c (1+c)e

Logo,
I 1~ gyt IS p\gqﬁs 1
1+ ‘C\) Lo<2r tre :
L T (14 w{ + )P
: I—-c - 1z
Seja z = T Entao 0 < 2z < 1 Comoa——l —. temos que
L P 1.
‘ oot _ e \p -4
(1+e)p? ‘2?‘*(1 " 2) -2
Portanto (2.5) é equivalente a
1
L+ < Sli+ 2y + (1 —2)7)

Entao. basta mostrarmos que
S==[142P+{1-2)f] =1+ >0

Para isso, vamos considerar a série de Tavior em torno de zp = 0 de cada termo de §.

plp—1) N plp—1)(2~p)(3 ~p)34

(1+2P+(1—-2)] =1+ ST o

+...

[

plp-1(2-p). . (2k-1-p) 5
(2k)! o

(p—12=p) 4, (p—=H2=p).(2k=1=p) 1)y,

(14?@2{]’)19“1 :1—,-—(\1{)——1)7'3 94+ (2!1{: i)f ’
(p—1)2-p).(2k—p) S

(2k)!

Portanto,

L

S:i {p(pm1)(2-23)---{2%—1—37)3% (P-1D2=p}. - CE=T1-D) r1y

= 2 2k — 1)
L= D “(;]2)~!- {2k — p) z@k)q]
_ gzzk{ ép(P —1){2- ;2&)' (2k—1— p)} B [(p e _(pk} () ) Z(%i}qﬂ_gk}
méw[ap— 1){2 ? p)--(2k—p) %M_Qk]}.

18



2 . 1
Como (2k — 1)g — 2k = e (2k}g - 2k = Qkp —, temos

k=
flp=1{2-p)...(2k—1-p)(2k p}zzﬁaﬂ Tl DR=p) - (2E-p)
! (2k — Y2k — p) 1 (2&)! ) iy
Mais precisamente
Smiz%(i—p)...(i)k—1:—p)(2?€—p){ p(?wl) P 1 22;:9_5_‘@-—1?:%?5“1}‘
pry 2k — 1! (2k)(2k—p) 2k-p 2k
., {p— 1) -1 -1
Alem disso, ja que PP P 2 concluimos gue

(2k)(2k —p) Z2k-—p 2k

e w(@-p . (2k-1-p)(2k—p) 1— 2% ] — BT
=2 (2% - 1)! {<2k~p>,f(p——1> 1)

k=1

Desta maneira, para provarmos que .S tem apenas termos néo negativos, basta mostrar
3

é decrescente para £t > 0 e 0 < z < 1. Mas,

que a funcéo f(t) =
~tztlnz = (1 - 2

2
Considere a funcéo g(t) = a'(1 —tina) definida para ¢ > 0 e 0 < a < 1. Observe que
g(0)=1lequeg'(t) =d'lne{l—tlna)+e'{—1na) = —ta'(lna)? é sempre < 0. Portanto,
gty <lparat>0el<a<1e, por (2.6) temos que f{t} é decrescente.

7t = <Oe1-thz) <1 (26)

Voltando a prova de (2.2), considere z = (x1,%2,...), ¥ = (¥1,¥%2....) € {;. Entdo

devemos provar que

o0 % ] g1
b: i+ yzlpl [Z 2 — s [p} <2 |:Z(§$ilp + éyilp)} - (2.7)

L1 =1
Neste caso, pondo = = 5, a, = lz; + yi|%, b = |z; + y;|%, pela Proposicao (1.4), temos

que o lado esquerdo de (2.7} é

oG
{Z i+ il + s = sl 1
tm=l

19
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que, por {2.4), é
g
& L]t L[ ’
< D oQUEP+mPE)T | =2 > ml il
Li.:l ’itl‘ wd

4 . B
Como & = g — 1. temos a desigualdade {2.7).
Jz \

e Segundo caso: p > 2
Afirmamos que (2.7) vale no sentido contréario. De fato, sejam =, vy, a;, b; ¢ s defini-
dos como acima. Aplicando a desigualdade de Minkowski usual, concluimos que ¢ lado

esquerdo de (2.7) é

't b

oo 1

S (m =gt )

Por outro lado, (2.3} (ou seu equivalente (2.2)) ja foi provado para p < 2. Assim,

usando essa desigualdade para numeros reais e p > 2, obtemos

oyl =l 2 20wl
De fato, aplicando (2.4) para 1 < ¢ < 2. temos

P = P < 20+ )P
que por (2.3) é equivalente a

4 vl | - gl 2 20l )

Decorre daf que {2.8) é

como queriamos.

Prova da Desigualdade (2.1).

s Primeiro caso: p > 2.

20



Considere a desigualdade da direita de (2.1). Para prové-la, aplicando (2.3}, basta

mostrar que para todo a, b > 0 temos

2(af + FOPTE < 2P P 4 B, (2.9)
De fato, sem perda de generalidade, podemos supor b > 0 e ¢ < b. Entdo, dividindo (2.9)
por B~ = b7 obtemos

2P {eF + 1)

- N T — .\ ! a
2+ 1P <P 4 1) = ’zLomEng.

(c8+1)77
Entéo, € suficiente mostrar gue
252 (7 4 1)5
hic) = M >1,com0<ec< ] (2.10;
I's 3 N
{ef + 1)

Observe que k(1) = 1. Logo, para provarmos (2.10) basta mosirar que A'(¢} < 0 no

intervalo considerado. Assim, como

, (8 + 17 P (o8 + 1)5] = [(P + 1)5(cf + 1) 1o
h (C) p— 7 7 ,E ( 7
(7 +1)3)
temos que
L ¢l
Alic) <0< c - S P+ <AE+1) e <A

e re e i S

Mas, a ultima desigualdade é verdadeira, pois 0 < ¢ <lep > 2> g Logo, A'{c) <0

como queriamos.

e Segundo caso: 1 < p <2
Neste caso, a desigualdade (2.9) vale no sentido contrario. A demonstragio é aniloga

ao caso anterior com A'(c) > 0. Portanto, a Proposicao 2.2.5 estd provada. =

Exemplo 2.2.6 O espago{, (1 < p < o) com a norma usual € uniformemente convero.

De fato, sejam ||z}l = |yl = 1 e ||z — y|| = . Temos dois casos a considerar.

@ Primeiro casor p > 2.



Pela desigualdade (2.1) segue que

Entao temos.

i%x%—y%p(? iﬁ:wgip L (&Y
Portanto,
'gzm’g FENEY S
1S R R S
e e 7
onde

e Segundo casor 1 < p < 2.
Pela desigualdade (2.2) segue que

Entio temos,

T N e 8
et RS e N
|2 | = 2 2
Portanto,
Hx+y!’ €N % .
H 5 i<[1”~“<§)} = ] g
onde 1
- 91z
5=1— | _<E> |
I=1=\3/ ]

Teorema 2.2.7 Todo espaco uniformemente convero X € estritamente convezo.

%x—%y
P2

£
H

Demonstragdo. Suponha z.y € X com ||z] = [yl =

]
EJ = 1. Dado ¢ > 0, para
E

¢

T -y L |
Y E‘ Como X é uniformemente convexo, ||z —~ yi] < e.
;

Sendo € arbitrario, temos que = = y. -

qualquer é > 0, 1—5<1mi|

Corolério 2.2.8 [y, [, Clla.bl; R) com as normas usuais néo sdo uniformemente con-

Veras.



Teorema 2.2.9 Todo espaco X estritamente convezro e de dimensdo finita € uniforme-
mente convero.
Demonstracdo. Dado € > 0, considere a norma em X x X definida por

[
e

Wzl = [zl -+
K={=yeXxX: llef=igl=1 lz -yl =<}
£ imediato que K ¢ limitado. Afirmamos que K é fechado. De fato, dado z € K, existe
uma sequéncia z, = (z,.y,) € K tal que z, — z = (z.y). Conseqlientemente z,, — T e
yn —+ y. Como [z, = [ly,] = 1 para todo n, segue que |zl = Jly|]| = 1. Além disso,
llzn — sl > € para todo n implica em {fz — y|| > e. Como X tem dimensdo finita, K ¢
compacto.
Considere a fun¢do continua

@ K B I

1 :
@y) — L-sle+ul

+

x

|

Sabemos que g

| Hr+yll
3‘ < 1. Afirmamos que para (z,y) € K, E|—2ﬂ-~§>
'I

3 < 1. De fato,

I

se i ‘ = 1, entdo como X é estritamente convexo, xr = ¥y, 0 que é impossive] pela
I - 2|
definicdo de K. Logo y € estritamente positiva em K e, desde que K é compacto, assume

lz+yl

minimo af, que denotamos por § > 0. Portanto, (z,y) € X x X tal que {|lz|| = |Jy/l =1 e

15% [ 4 T
rty S i—a. =

|z — y|| > ¢ implicam que S

Observacao 2.2.10 Um exemplo de um espago normade esiritamente convero que nao

¢ uniformemente convero enconira-se em Beauzamy [1].

2.3 Uma Caracterizacac dos Espacos Uniformemen-

te Convexos

Lema 2.3.1 Sejam X uniformemente convezo, x, y € X tais quez # y, |lzj = |lyli =1
e seja € = ||z — yll. Entdo, para todo t, 0 <t < 1,
i—71 . 1+

E + {1 =6()) = — t3(e'). (2.11)

| | <
ozl 2

L ; | =

|z +ty
|

.

23



Demonstragao. Para ¢ = 0 ou ¢ = 1 a desigualdade (2.11) ¢ trivial. Ento vamos
considerar apenas 0 < F < 1.

Para y = —z temos

o —txll 1—%, 1=t 1-—¢t
‘) g‘] 2 ‘;‘ !\ .. s N '\\ 0\6}/}

T -+ ty
2

Entéo, podemos supor também que y £ —z. Seja z = A ( ) tal que z € [z, y] {veja

& figura).

T ; H
Afirmamos que z € {3:, 5 y} De fato. suponha por absurdo, que z € <$ ; y: y:i .

T -+ T+t
a< 2y>+{1w&)ym)\< 5 y)

implica que x{o — A) = y(tA + o — 2). Observe que nio podemos ter o — A % 0 e

Entao

tA+a— 2 # 0, pois z e y sdo distintos, ¥y # —z e ambos tem norma 1. Entéo,

o—A=10
“i)\—ram.?:O
) 2 . -
edal o = ——. Como 0 <o <1, segue que £ > 1, o que é uma contradicio .

t+1
Assim, temos z = pur + (1 — ,u,ji—_—;ﬁ para algum 0 < p < 1. De

AN , Ty

<
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segue gue

Portanto,
Y L=
2 AT )”ﬁ
1—p A

Decorre dai que

- 2 11—t

T 1vr FTisw
T+

Além disso. como z = ur + {1 — 4} e X é uniformemente convexo temos

&

i
il
i

2] =

gl

ot | et
|
HHc«»
_}
/_,/"""""“‘M
et
E
et
E
o
e
&
SR I
N wr
FAN
!
st S A

Consequentemente,

Proposigao 2.3.2 Seja X uniformemente convero. Entdo, para cada € > 0 exisie um

H

numero 8(e) > 0 tal que para z, y € X, com lz]| < I, {ly|l <1, llz —yl > ¢, tem-se que

< (1= 6a(0) (el + 1l ) a2

Portanto, se X € uniformemente convero entdo para x. y € X temos

lz+yl® T i |
Ty 15 lz — vl Lon vz o2 5
5 <o (o w3l (0t ). 22

(AN
wn



Demonstracac. Podemos assumir x| = 1 e |ly|]| £ 1. Pondot = jly]|, temos 0 < ¢ < 1.

Sejam |z — vl > e e e = ||z — || onde ¢ = —Er Pelo Lema 2.3.1 aplicado a z e ¢/
Y
temos | .
nx iyl + 3 JN
H < —
T lE e
Entio,
Logo,
(2.14)
Afirmamos que existe §,{¢) tal que
(2.15)

De fato, dois casos podem ocorrer:

Primeiro caso.

€ - ] J € +
Se ¢ < . entdo iz — Y| < - Assim,
1t I it F € €
l—t =ly—yl zlly-zl-le-vl|ze-5=1,
_ 2 2
ou seja,

€

<<l .

<1 5

1+)?
)
) <

Como pft) < T = w1(t) e ©1(t) é crescente pelo Lema 1.5, temos
S(1+1%)




Logo.

It | bt
PN
f—
o
(Y
i
b oen
et

o
W

Segundo ¢aso.

£ . oo iy
Se ¢ > 5, entao 5y = 5

L (g))

(1+4%)

/
plt) < \

e L&(f).

R I

Desta forma, 1—p(t) > 1—¢(t) onde w(ty) € o valor méximo para b em [0, 1], Escrevendo

¢ no lugar de & (£}, temos que

1+4 . 4
| (?f“”) ]
$() =~ -1
5(1—}—#) “

(1 +t1— 25))1
1412 '

Analisando a fungdo ¥/(¢) temos que o tnico ponto critico de ¥ é ty = 1 — 20. Como

Ulto) = (L= 8) + 8 > (1- 92 = v(L)

Wlto) = 311+ (1 - 20 > 5 = (0)

;e P + P ‘ H 1
e 17 é continua. {; € ponto de maximo para ¢ em [0, 11

Portanto, para o primeiro caso temos

en 2
=gt 21~ 2-3)

B bt
AT
b
4
T
oot
|

b |
S’
b3
e

e para o segundo caso temos



Considerando

02

—

(-9

1-m) i . :

(@ <ming 1= gt 1o (1-6(3)) +5 (5)]
—<1~«;~w(1— ‘ -
5 5

o resultado segue como queriamos.

!
R
[
W
¥
B
S,

Para provar a desigualdade {2.13) basta considerar

z Y
T L A= TN
max{|lzl], ligl} max{fiz], llyli}

7 = e llos—ull =«

Proposicao 2.3.3 Sejam X um espage uniformemente convero, 6 > 0 e 0 < h < H.

Entido, quando § — 07, o didmetro

A Blz iz —yl) ) =0 (2.16)

by
!
=
_’_
=)
-

D{ Blz, |2
uniformemente pare todo z, y, z, com z € [z,y], |lz —yll = H, ||z - z|| = A

Demonstragao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que z = 0, Hlyll = H = 1.
Assim B(z, |y|l) = B(0. 1), |zl =h < 1,ist0 é, z=hy e ||z —yl| = 1 — h. Além disso,

podemos supor i < 3 pois para A < A’ 0 Lema 1.11 nos garante que
BWy,1 =k + 48]\ B(0,1) C Blhy,1 — h-+ &\ B(0,1},

de modo que, para cada ¢ fixo, o didmetro (2.16) decresce quando h cresce.
Sejam y € S(0,1) e u € Blz,1 — A+ 6]\ B{0,1) escolhidos arbitrariamente para um
dado § > 0. Se mostrarmos que |ly — ul| ~» 0, quando § —+ 07, o lema estard provado,

DOis
Jus = wsll < ey =yl + lfy = well = 0 para todo ur, ws € Bz, 1 - A+ 4]\ B(0,1)
impiica que

sup oy ~usl = D{ Blz,1~h+68\B(0,1)) — 0 quando § — 07
u_1u355|311mh“‘“6“\8((}1)
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- . . U 1
Para dar continuidade a esta demonstracio, seja v = ;-—H Afirmamos que se h < —,
i 2

] 1. . o .
entio 0 € Blz,1-h+4|. Defato, h < 5 implica que 2A < 1+4. Entdo, [zl = h < 1-h+d.
Como u € Blz,1 — h + 3], segue quei@,u} C Blz,1 ~ h+ 4], pols toda bola fechads de
um espaco normado é convexa.

¢ - -~ . - - - 1 =
Além disso, v € [0,u] C Blz,1 — A + 6] { pois v é miltiplo de w e —— < 1 ). Entao,

: ol

LEIMOS

v~z <1—h+dedal~jv—z

| > (1~ h-+4). Tomando § = : %h

B(2h — ) =1 6(1 —~h+6) <1—6Bljv— =z (2.17)

Note que vl =1e [lv —8{z + hv)|| = Bllv — z]i. De fato,

VR | Lo 1 tl
lv = 6z + )l = v = (= + ho) :f<%“~*>“ dl

ie
14

Agora, voltando a desigualdade (2.17) temos
6(2h — 6) < vl — flv = 8z + k)| < 16(z + k)| = 0]}z + b
Para z = hy segue que 2h — ¢ < |lhy + hv|| = hlly + vi|. Entéo,

2

= o

<y +of] < lyll + v = 2.

Logo, iy + vl = 2 quando ¢ — 07. Como X ¢ uniformemente convexo, |y — v|| = 0.

Por outro lado, como v € [0, u} temos

lu~ vl = llu] = ol = flull =1 =llu~z+2]~1

= 2+l - 1

A

i

E;u—-z[é—’;—h«—l
<{A~-h+d)+h—-1=4

I

Entao. fazendo 6 — 07, |jlu — v} — 0. Consequentemente,

hy — ull < Hu—2v)| + v — u| = 0 quando § — 07. "



Capitulo 3

Aproximacao e Conjuntos de
Chebyshev

Neste capitulo apresentamos exemplos e contra exemplos de conjuntos de existéncia ¢
de conjuntos de Chebyshev. Estudamos também os conjuntos aproximativamente ¢om-

pactos e a continuidade da projecido métrica associada.

3.1 Melhor Aproximacao

Dado M C X denotamos por M o fecho de M em X.

Definigao 3.1.1 Dado xz € X, dizemos que y € M é um elemenic de melhor aprozi-
macdo de x em M se |z —y| = d{x, M).

Denotamos por Py(x) o conjunto dos elementos de melhor aprozimacdo de x em M.

Definigac 3.1.2 M ¢ X € dito um conjunto de existéncia se, para cada v € X, Pu(x)

é ndo vazio.

Segue imediatamente da definicAo que todo conjunto de existéncia é nado vazio e
fechado.

Lema 3.1.3 Se M é um conjunto de exisiéncia entdo Py () € fechado, para cadez € X.

Demonstragdo. Sejay € Py(xz). Entio existe (y,) C Puy(z) tal que 3, — ». Como

M é fechado segue que y € M. Decorre do fato que ||z — y,ll = d{z, M) para todo n,
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que ||z — vyl = d{z, M). Logo, y € Puylx). &

Lema 3.1.4 Seja M C X um subconjunto convero ndo vezio. Entdo Py(x) € convezo,

para cade 7 € X

Demonstracio. Sejam z € X e d = d{z, M. Se Py{z) é vazio ou unitdrio, o resultado

é trivial. Entdo suponha que y, z € Pylzrlesejaw = ay + {1 —ajz, onde § < o < 1.

Como ljz — yl| = |z — 2|| = d segue que
iz —wl = lla(z —y) + (1 - @)z = 2)| < allz -yl + (1 - )z -2
=ad+ (1 - a)d
=d
Como w € M temos w € Py {x). o que prova a convexidade de Py (z). 5

Lema 3.1.5 Sejam M C X ex € X. Sey € Py(z) e z € [z.y] entdo y € Puyl(z).
Demonstragao. Sejam y € Pur{z) e z € [z,y]. Aplicando os Lemas 1.8 e 1.10, temos
Az M) < [z = yll = iz = yll = flz = 2] = d(z, M) — |}z — ]| < d(z, M)

Logo, como y &€ M e d{z, M} = |z — y||, segue que y € Py (z). ®

Proposicao 3.1.6 Todo conjunto compacto M C X € wm conjunto de existéncia.

Demonstragao. Sejam z € X e d = d{z, M). Pela defini¢io de {nfimo, podemos en-
contrar um sequéncia (y,) em M tal que [z — 4] = d. Pela compacidade de M, existe
uma subsequéncia (y,,} de (y,) tal que yn, — y; € M. Afirmamos que yo € Pu(z). De

fato, como [z — yol| < Iz — yn, || + llym, — voll, fazendo j — oo temos lz — | £ d. =
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Exemplo 3.1.7 Toda bola fechada de um espaco normadoe de dimensdo finito € wm con-

Junto de eristéncia.

Teorema 3.1.8 Todo subespaco M de dimensio finita de um espaco normado X € um

conjuntic de emsténcia.

Demonstragao. Seja z € X \ M. Considere K = M B[0,r] onde r = 2jz{|. Como
0 € K temos dz, K) < ||z]j. Para y € M \ K, como |ly|| > 2||z]| segue que

le =gl = {igll - llzll > ]| = dlz, K). (3.1)

Decorre dal que d{z. K} = d{x, M) e que esse valor ndo pode ser assumido por um
elemento vy € M\ K. Logo. se existe uma melhor aproximacio y, em M para z, devemos
ter yp € A. Como K é limitado e fechado e M tem dimensio finita, K é compacto e o

resultado segue da Proposicao 3.1.6. L]

O seguinte exemplo mostra que a hipdtese de dimensio finita ndo pode ser retirada

do teorema anterior.

o0
Exemplo 3.1.8 Sejo 1 ¢ — R o funcional linear definido por ¢(z) = 22“”%,

para cada © = (1,)3%, € ¢y . Entdo, M = kery é um subespaco de ¢y tal que P?\;(@') =0,
n=l

para todo y € ¢ \ M.

De fato, dado v = (), € ¢ \ M, seja p(y) = A # 0. Considere os seguintes

elementos de ¢
_om
AN (AA, A0 ) m> L
R

n -]

T VEZEs

oA by
2] = 5oy (5*%“""“*“55)“‘*“

segue que {2z, +y) = 0, para todo m > 1. Logo, zm = 2z, +v € M e consequentemente,

Como

diy, M) < |y — 2| para todo m > 1. Como

a1

m =1

lem =yl = [l2m]] = AL AL
segue que d(y, M} < |AL.
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Para concluir que M naoc pode ser um conjunto de existéncia, € suficiente mostrar

que Jlw — yll > |Al, para todo w € M. De fato, se w € M, escolhemos ng tal que

' : 1 R
Wy — Yni < 5 Al para todo n > ng.

Lt

5

Suponha que [ly — wll = supiy; —w;| < (A Temos entéo,

-

= 7 o5 o<
A = 22“”%3 = i 27 (3, fgm}‘ < ZQ“@% - 2y,
=l n1 n=1
<Az A D2
n<ng ] N2>
=D+ Do) <N
n<ng 210

que é uma contradi¢ao.

Geralmente, o elemento de melhor aproximacac , cuja existéncla € garantida pelo

Teorema 3.1.8, ndo é Unico, como ilustra o seguinte exemplo:

£

Exemplo 3.1.10 Considere o espago IR? com a norma ||zl| = maz{|z1], |z2]} e o subes-
paco
M= {(z:,22) € B* z, =0},

Se z=(0,1) entdo d{z, M) = 1 € atingida em todos os pontos (£,0) tais que €] < 1.

Definicac 3.1.11 M C X € dito um conjunto de unicidade se, para cada r € X tal que

Py(z) # 0 tem-se que Py (x) unitdrio.

Teorema 3.1.12 Sejam X um espago estritamente convezo, M C X um subconjunto
convezo de X e x € X\ M tal que Pos(z) # 0. Entdo Py(z) € unitario.

Demonstragdo. Selamz € X \ M e d(z, M) = d. Se y, 11 € Pu(z), entdo
lyo =zl = [l — zi| = d.

Dal,



. 1 R b :

Como M é convexo, 5{y0+y1) € M e assim, | 5(3,:@ e x%i = lly—zll = lyy—=|| =d.
< i

x

Sendo X estritamente convexo, segue-se que y; = Y.

Corolaric 3.1.13 Se X ¢ estritamente convezo e M C X é um subespaco de X tal que

Po(z) # 0, pare todo v € X\ M, entdge M € um conjunto de unicidade.

Definicao 3.1.14 Dizemos gue M C X ¢ um conjunto de Chebyshev se M é um con-

junto de existéncia e de unicidade.

Exemplo 3.1.15 Todo subespaco de dimensdo finita de wm espaco estritamente convezo

é um conjunto de Chebyshev.

Teorema 3.1.16 Sejo X um espaco de Banach uniformemenie convezo. Todo conjunio

M < X convezo e fechado € um conjunto de Chebysheuv.
Demonstragao. Sejam z € X, z ¢ M e d = d(z, M). Considere
| 1 1
Ay = {:: eM; llz -zl < d+——} =MnB {:Lgd—i— —} .
n n

Observe que {A4,},>: é uma sequéncia de conjuntos fechados tais que A, D Ay D ...

Para zy, z2 € A,, pela Proposicao 2.3.2 temos

(e = 2al® + {lz = 2|

[V

i z -Z-zzég - 1 . llzy — 22! ]
Hr e | 1- —
I 2 0" [ & max{|lz — zi|l, [z — =} j

2
> d?. Assim, obtemos

i

Z1 T 29
2

~+ 29
€ M. segue que

e
i |

- 1 — 2 11! 1 2
< i1-34 |aatz] ) <d —) .
“[ Q(max{ux—zus: -/ \" " n

Segue dal que o didmetro de 4, tende a zero, quando n — oc. Pela Proposicio 1.2,

. 1
existe um Unico y € MNy,>1A,. Consequentemente, ¥ € M e |z — yll < d+ =, para todo
= n

n > 1. Portanto, y € Pyla). #
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Exemplo 3.1.17 No espago IR® munido com a norme do mdzimo, o conjunto

¢ de Chebyshev mas ndo € convexo.

3.2 Aproximacao Uniforme

Esta secdo € dedicada & aprezimacao uniforme no espaco C(la, 6); IR), também conhe-
cida como Aprozimacdo de Chebyshev. (Veja Krevszig [10]).

Considere um subespaco n-dimensional M C C([e,b}; R). O Teorema 3.1.8 garante
que M €é um conjunto de existéncia. Entretanto, como C{la,b}; IR) ndo ¢ estritamen-
te convexo (veja o Exemplo 2.1.7), o problema da unicidade requer uma investigacio
especial.

A seguinte definicdo, introduzida por A. Haar em 1918, é importante para estabelecer
a unicidade da melhor aproximacio em C{la,dl; ), por polinémios.

O espaco dos polindmios reais de grau < n definidos em [a, b] é denotado por P,{a, b]).

Definicdo 3.2.1 Um subespago n-dimensional M C C{[a,b]; R) satisfaz a condi¢io de

Haar se, todo y € M, y # 0, tem no mdzimo n — 1 zeros em |a, b].
Exemplo 3.2.2 P, {la, b)) satisfaz a condicdo de Haar.
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Observacao 3.2.3 O subespage M satisfaz o condicdo de Haar se, e somente se, todo

y € M com n ou mais zeros em la. b] € identicamente nulo.

Proposicao 3.2.4° A condicdo de Haar € eguivalenie 4 seguinte condicgo. pare toda buse

{41, ¥nt © M e tode n-upla de pontos distintos t1,. . .1, em 0. b] tem-se:
yilte) wlte) .. yilin)
Yalt)  wolte) .. we(ts)
, o e (3.2)
Demonstracio. Seja {y1.....¥,} uma base de M e seja y um elemento de M que
8
possuil, pelo menos, n zeros distintos 4y, ... .4, em [a.8. Sey = Z apye 0130 0 sistema
h=1
n
k=1
tem solugho dnica a; = ... = o, = 0 se, e somente se, o determinante (3.2} é diferente
de zero. Mas a1 = ... = o, = 0 equivale a y ser identicamente nulo, o que completa a
demonstragao. -

Definicao 3.2.5 Um ponto extremal de uma fungdo z € C(a,bl; IR) € um elemento

to € [a,b] tal que {z(ig)| = izl

Lema 3.2.8 Seja M < Clla,b; R) um subespace de dimensdo n e suponha que M
satisfaz a condicdo de Haar. Sez € Clla,b]; R}, y € M e a funcdo z —y tem menos que

n -+ 1 pontos extremais, entdo y € Puylx).

Demonstragao. Por hipotese, a funcdo v = 7 — y tem m < 7 pontos extremais
te.. o tm. OS¢ m < n, escolhemos pontos adicionais em [a, b até obtermos n pontos
distintos #,,....t,. Usando estes pontos e uma base {y;,..., ¥} de M, consideramos o

sistemna linear nao homogeneo
7L
B oar (4. = 21(4- c __
> Beuilts) = v(ty), j=1,...,n
k=1
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Como M satisfaz a condigao de Haar, por {3.2) o sistema acima tem solugdo dnica

(ST 3,,. Definimos

Yo =Bt Pl € Y =yteyn  (e>0)

Maostraremos que, para € > 0 suficientemente peguenc a fungdo v’ = z — 3/ satisfaz

1] < it

Subdividimos J = (g, b em dois conjuntos NV e K = J\ N, onde N contém os pontos

extremais ty. ..., 0y de v
Nos pontos extremais, [v{t;}| = ||v]l ¢ como v =z —y £ 0, Jv]| > 0. Além disso,
yolts) = vty parat=1,...,n.

Pela continuldade da funcao ¢ — w{i) em #;, para cada 1 = 1,...,m, exisie uma

vizinhanca aberta N/ de #; tal que |v(¢)] >

vl > 0, para todo t € N, Logo.

S | b

inf jo(t) > 0.
teny

Analogamente, existe uma vizinhanca aberta N de #; tal que

N
inf |yo(t)] 2 vl

te NV

Tome N; = N[NNI Observe que as fun¢des v e yp preservam seus respectivos sinais
€1m P\/”g’-
Defina N = Ny UN; ... UN,. Entdo.

x 1.
= ] T3 1 > ‘%3 = 1,.. .. - wF
p=if o)) >0, Inflw() 2 sllvl G=1...,m) (3.4)
o , Yo () . .
Como yol(t;} = v{t;) # 0, temos o) > {, para todo t € N, e de (3.4) segue que

wlt) _ o)l _ inflyo(t)]
vty el T el T

| SR

Seja mg = sup (yo(t)!. Entdo, para 0 < e < oot € N obtemos
te N g

€yoit) _ €lyolz)l <M

v(t) ity 7w
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Consequentemente,

= . eygll
0] = loto) = ] = o] (1 - 2)

——
.C):)
L1
T——

< luil.

Por outre lado, se my = max et e mp = max|uv(f)], como N contém todos os
teK tex

pontos extremais de v, temos ms < |jv

| e podemos escrever
vl =ma+n  7>0

Tomando 0 < € < -, obtemos
(o)

W) = ot — eyo()] < mg +emy < |lvfl, paratodo t& K. (3.6)

Assim, escolhendo 0 < € < min {—Tg— i} segue de {3.3) e (3.6) que V'] < jvi.
' My Ty

Decorre dai que y ¢ Py{z). »

Teorema 3.2.7 Seja M C C{la, bl; R) um subespaco de dimensdo n. Enido, o elemento
de melhor aprozimagdo para z € C((a, b R) em M € inico se, ¢ somente se, M satisfaz

a condicio de Haar,

Demonstragao.

a) Suficiéncia: Suponha que M satisfaz a condi¢do de Haar, mas existem vy, yo € Pulz).

Enifo. parav) = T — ¥ € Uy = T — Yo LEMOS

o — vy =y — Yo e Lyl = |lugll =d, onde d=d(z, M).

Y1+ Yz

Z

Pelo Lema 3.1.4,

€ Pux). Pelo Lema 3.2.6 obtemos que

R Bl I Sl -
U 5 (3.7)

& F
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tem no minimo n + 1 pontos extremalis f1...., 441, Como (w{t;)| = |lvl] = 4, de (3.7)
decorre gue
£

2?.?'{33.‘) == Ty } e ?/giifj) = ?;d o - 2d

i

e,

Mas jui(t;)] € vl = & Jwelty)

o

< |lwoll = d. Portanto, v1(t;) = vlt;) = d ou —d.
Mas isso implica que y; — y2 = v2 — v1 tem, no minimo, n + 1 zeros em [a, ). Logo, pela

condicio de Haar, y; ~ ¥y = 0 e segue que 31, = 4.

b) Necessidade: Suponhamos que M ndo satisfaz a condicio de Haar. Pela Proposigéo
3.2.4 existe uma base {y1,..., Y.} de M ety ... ¢, em [a, b] tais que o determinante (3.2)

¢ nulo. Portanto, o sistema homogéneo

nYe(t) + vevelte) + .o vape(ts) =0 (B=1,....n)
temn uma solucao nao trivial vy, ..., v,. Para qualquer y = Z oy € M temos
k=1
>ty z z i ﬂ_zak {z e % 0 @)

Além disso, o sistema transposto

Sy {ty) + Boyolty) + o+ Baynlty) =0, (G=1,...,n)
também tem uma solu(;de nao trivial 5i, ..., 5,.
Definimos yg = Z Oryx- Entdo yo # 0 e yo(t;) =0 paraj=1....,n.

Sejam A tal quemgl)\ygﬁ <1, z € C{a,b]; R) com éiziE =1e z(t;) = sgn .
Definimos = € C{la, b]; R) por z(t) = 2(t){1 — [Aye(4)]). Entdo,

w(ty) = 2(t; (1 - )\yO( ) = Z(ﬁj) = 8g0 ¥y

e ainda ||z = 1.
Provaremos inicialmente que
lz —y| > 1, paratodo y& M. (3.9)
Com efeito, suponha que para algum v € M, ||z —¢/|| < 1. Entéo as condigdes

r{t;) =sgnv; = =1, 2zl -y () <z -yl <1
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implicam que, para todo v; # 0, temos sgn y'(¢;) = sgn z(¢;) = sgn ;. Logo,

T

> 'ty >0,

j=1
o que contradiz (3.8).

Por outro lado, para todo o € [—1,1 e todo ¢ € a, b temos

z2(t) — adp(t)l < 2t + %&f\yo{fﬁé

r

<1- Ays(fﬂ + 50?\90 )l

=1 1po(t)] + lef[Ao(t)

=1 (1— e Xw(®)

<1
Logo, ||z — aAyell € 1. Consequentemente, [z — adyg| = 1 = d{z, M) e z tem infinitos
elementos de melhor aproximagido em M, o que contradiz a hipdiese. E

Corolario 3.2.8 O subespaco Po{la, b)) C Cla,b]; IR) € um conjunto de Chebyshev.

3.3 Conjuntos Aproximativamente Compactos

A noclo de conjunto aproximativamente compacto foi introduzida por Efimov e Ste-
chkin [7] e estd relacionada & existéncia da melhor aproximagao e a certas condigdes de

continuidade da projecdo métrica.
Definicac 3.3.1 Uma seguéncia (y,) C M € chamada minimizante para © € X se
2 — ynll — d{z, M).

Defini¢do 3.3.2 Um congunio M C X € dito aprozimativamente compacto se, para cada
z € X, toda sequéncia minimizante (y,) C M tem uma subsequéncio (yn,) que converge
para um elemento de M.

Denotamos por AC a classe dos subconjuntos aprozimativamente compactos de X.
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No que segue, também utilizamos as seguintes notages: B denota uma bola fechada

em X e B2 denota uma bola aberta em X,

Definicao 3.3.3 Um congunio M C X £ dito imitadamente compacto se MM B =0 ou
M N B € compacto, para cada bola fechada B.

Denotamos por BC a classe dos subconjunios limitadamente compactos de X,

Dadosxz € X, 6> 0e M C X, denotamos Pz} = M N Blz, dlz. M) + &

Definicao 3.3.4 Um conjunto M C X ¢ dito 6-compacto se, pero cada x & M, eriste

5 = 0 tal que Psa(x) € compacio.

Denotamos por 8C a classe dos subconjunios é-compactos de X .

Definicdo 3.3.5 Um congunio M C X € dite P-compacto se, para cade z £ X, Pylz)

€ ndo vazio e compacto.

Exemplo 3.3.6 Todo congunio M C X tal que Py (x) € um conjunto finito é P-compacto.

Em particular, todo congunto de Chebyshev é P-compacto.
Observagao 3.3.7 Se C denota a classe dos subcomjuntos compactos de X, entdo

C C BC CoC C AC. (3.10)

Definicdo 3.3.8 M C X ¢ dito fg«conem se, para ceda boloe aberta ,% a intersecdo

Mo B £ vazia ou conezo.

Proposicao 3.3.9  Todo conjunio localmente compacto, P-compacto e é - CONETO
M c X éd-compacto.

Demonstracao. Como M é P-compacto, M ¢ um conjunto de existéncia e Py(x) é um
subconjunto compacto do espago localmente compacio M. Entdo, existe uma vizinhanca

compacta U de Py (x) em M. Seja OU a fronteira de U em M. Afirmamos que
d(z,80) > d{z, M).
De fato. caso contrario, pela compacidade de U existe u & gl tal que
N — ujl = d(x, 80) = d{z, M).
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Portanto u € Puiz), 0 que é impossivel pois Py (z) C{j" e Lo Nal7 = 0. Entdo, escolha
& > 0 tal que
26 < d(z,0U) — diz, M). (3.11)

Por hipétese, A = M M Bla. d{z, M) + 0) é conexo e como Pylz) © ANU temos que
ANU £ 0e AnOU =0 (veja a desigualdade (3.11)). Afirmamos que 4 C U, De fato,
como U é compacto, 80 = U N {171, Sendo A aU = 0, segue que A C (8U)%, ou seja,

A USL L. Entdo, A CUC U, pois AN U # 6. Decorre daf que
P@AM(I) = M N B[fb”'d(l‘, J/f} + 5} cAcClU

Como Psp(z) é um fechado e U é compacto, segue que Fj () é compacto. Logo M ¢

A-compacto. =

Corolario 3.3.10 Todo conjunto localmente compacto, P-compacto e gs’—coneﬁ:o McX

¢ aprozimativamente compacto.

Proposigao 3.3.11 Se uma sequéncia (y,) C© M € minimizante para z € X e converge

fracamente para y € M, entdo y € Py(z).
Demonstragao. Suponha y, — y € M. Entdo, y, — 2 — vy — x e pelo Lema 1.6,
Iy - 2|l < limlg, — 2l| = d(z, M),

Como y € M, segue que y € Py (x). =

Proposicao 3.3.12 Se M C X ¢é apromimativamente compacto entio:
a; M é um conjunto de ezisiéncia;
b) M é P-compacto.

Demonstracao.

a) Sejamz € X\ M ed=d{z, M). Para cada n, existe y, € M tal que

ad< jlz—yull < d+ .
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Consequentemente, (y,) € minimizante para z. Por hipdiese, existem v € M e uma

subsequéncia (Y, }, tals que ¥n, — ¥. Resulta dai que

lz =yl < llz — i,

+ flym, ~ i S d

e assim, y € Pulz).
b} Por a) Pz} é ndo vazio, para todo z € X. Se (y,) C Pylz) entdo y, € M
e llo —ysll = dz, M), ou seja, {y,) ¢ minimizante para z. Entdc existe (yn,) tal que

Yn, ~+ ¥ € M. Pela Proposicao 3.3.11, y € Py (z) e portanto, Py () é compacto. |

3.4 Continuidade da Projecac Métrica

Algumas propriedades geométricas de subconjuntos de um espago normado estdo
relacionadas a certas condigdes de continuidade da projecdo métrica associada. (Veja
Wulbert [16])

Defini¢ao 3.4.1 Sejam E e F dois conjuntos e 27 o conjunto de todos os subconjuntos

de F. Uma aplicacdo ¢ : E — 2F € chamada aplicacdo multivalente.

Definicaoc 3.4.2 Sejam F e F dois espacos topoldgicos. A aplicacdo ¢ : E — 2F ¢
chamada semicontinua superiormente [inferiormente/ se o conjunto {z € F; p(z) C G}
¢ aberto [fechado] em E, para cada aberto [fechado] G em F.

Observacao 3.4.3 Se w(xz) € unitdrio, pare cade x € E, entdo as definicdes de semi-

continuidade superior e inferior coincidem com a definicdo usual de continuidade.

Definicdo 3.4.4 Sejam X um espaco normado e M C X. A aplicacao multivalente

RM? . G ZZM

r — Pylz)

é chamada projecao métrica.

Proposicao 3.4.5 Se M C X ¢ um conjunto aprozimativamente compacto, entdo Py €

semicontinua superiormente.



Demeonstracgao. Seja & um aberto em M. Suponha, por absurdo, que
A = {$ e X; PM’(I) - G}

nfo é aberto em X. Entdo existe z € X tal que Pz} € & e, para todo v > 0 temos

Blz.r) ¢ A. Portanto, para cada n > 1 exisie z,, € B(x, ;;) tal que z, ¢ A. Assim,

Pulz,) & G. Entdo, z, — x e existe y,, € Pyl(z,) tal que y, € &. Pelo Lema 1.8, temos

diz, M) <z =yl <z~ 2zl 4+ llon — wll
=l = 2+ de. M)

x— o]+ d{x, M)

<z = zaf] +

i
I
=

i

=
B

b
2

&

b
!

Segue que | 1~ Yy | — diz. M) e {y,) é uma sequéncia minimizante para z. Entlo existe

uma subsequéncia (y,, ) tal que y,, — v € M ¢, pela Proposicio 3.3.11, y € Puy{z). Lo-

go, y € (. Assim, existe &y tal que y,, € G, para todo & > kg, 0 que ¢ uma contradigdo.

Portanto 7, € semicontinua superiormente. B

Corolario 3.4.6 Se M C X ¢ um conjunto de Chebyshev aprorimativamente compacto,

entdo P € continua.

Demonstracac. Segue da Observacio 3.4.3. o

Coroldrio 3.4.7 Se M C X ¢é um conjunto compacto, limitadamente compacto ou &-

compacto, entdo Py € semicontinua superiormente.

Demonstracao. Segue da Observagio 3.3.7. L

Corolédrio 3.4.8 Se M C X ¢ uwm conjunto localmente compacto, P-compacto e B-

conezo entdo Py € semicontinua superiormente.

Demonstragao. Segue da Proposicio 3.3.9 e do coroldrio anterior. &
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Capitulo 4

Propriedades dos Conjuntos de

Existéncia

Neste capitulo apresentamos alguns resultados sobre a estrutura dos conjuntos de
Chebvshev. Nao se sabe, por exemplo, se todo conjunto de Chebyshev em um espaco
de Hilbert é convexo. Entretanto, o resuitado é verdadeiro se admitirmos algumas res-
tricbes a estes conjuntos, tais como compacidade local e continuidade da projecdo métrica

associada.

: f '
4.1 Os conjuntos Ty e T,
Nesta secéo utilizamos as seguintes notagtes: (Veja Viasov [13])

Tw ={z e X Pyl(z)é unitdrio}

DAM(QI) = lim D( P52M($) )

F0%
Ty={xeX: Dylz)=0}

Proposicac 4.1.1 Sejam X um espaco de Banach e M < X wum congunio fechado.
Entao:
i) M CThy C Ty,

i) [z, Pylz)] C T4y, para todo z € T3,

o
[



Demonstracgao.
i) Seja z € M. Entdo, Py y(z) = M N Blz,dlx, M)+ 8] = MM B[z, 4]

Assim, para y. 2 € Praylz) temos y, z€ M ey, z € Blz, 4] Logo,
ly—zi Sy —zl+lz—2[| 6 +5=24

Entdo, D{Psulz)) € 26. Fazendo 6 — 07 segue que Dy {z) = 0. Portanto, M C Ty,
1 - 3‘ ; r 5

Agora, suponha z € Ty,. Para § = — temos P ,,{z) = M N B z,dlz, M)+

n ’ -

17
=M a7

Além disso, valem as seguintes propriedades:
a) P. ,(x) é fechado.
by im D(P.1 ;{z)) = 0 por hipdrese.

¢) Proy(x) D P o x) para todo n. De fato, seje y € P (z). Entdo, y € M e

1 3
o -yl <dlz. M)+ —— <d{z. M)+ =, ¥n
n+ n
11
Logo, v € M N B {xf diz, M) + gj - pg,M{ﬂ-
: 1
d) P () # 0 para todo n pois, dado y € M, segue-se que |z — y|l < d{xz, M)} + -

Em vista das propriedades acima, a Proposi¢ao 1.2 nos garante que
20
ﬂ P%,M(i") = {yo}-
1=zl

1
Entdo, yo € M e |z — 4o < d{z, M)+ - para todo n. Fazendo n — o0 segue que
yo € Pulz). Logo x € Ty
ii}) Se z € T}, entéo Puy(z) = {y}, pois por i), T}, C Tas. Assim, dado z € [z,y]

temos ||z — z]| + lz — yil = ||z — y| e pela Proposicdo 3.1.5, y € Puy(z). Além disso,
Fsm(z) C Psaelz)- (4.1)
Com efeito, se w € Fyalz) entdo w e M, |w—z[l <d{z, M) +de

lw -zl < JJw—z|| ]z -zl <dz.M)+6+|z 1]
= |lz —yij+ |z —zf| + 4
= |z -yl +§

= d(x, M) + 6.

Logo. w € Blz. d(z. M) -+ 6], Segue daf que w € Psr(z).




Vamos mostrar que z € T}, ou seja. Dys(2z) == 0. Suponha que Dy(z) > 0. Por (4.1}

segue que _
D{(Pslz)) < D(Psaylz)).
Logo,
0 < E}g!\z} = lim D(P@ﬂ,r(z}) < lim 535?@4(:5\1\1 = f)‘u{i"}
O‘.—'\G__ Y B N 5....).@“" AN d s 3
que é uma contradicdo, pols como x € Ty, temos Dy {z) = 0, =

Teorema 4.1.2 Sejo M um conjunto fechado e ndo vazio de um espago de Banach X
uniformemente convero. Entdo, cade um dos conjuntos Ty e Ty, € o complementar de

urn congunio de primeire categoria. Em particular, Thy e Ty, sdo densos em X,

Demonstragao. Sejam ¢ > 0 e F, = {&r € X; Dylz) > ¢}, Afirmamos que F, é

fechado. De fato, seja (z,) C F_ tal que 2, — 7. Entdo Dy (z,) > ¢ e existe ng tal

, o )
que ||z, — i < 7 para todo n = ng. Além disso, P,y {zn) C Fsa(z) para n < 1 e

i

) Y .
(T — ) < T Com efeito, seja o’ € P, 5(x,). Entao, ' € M e
7! ! it ! N i )
iz’ = 2lf <l = onll + llaw — 2] < dlan M) 40+ 5
s 8
< dzn, M)+ -+ = 4.2
é
(@0, M) + 5

Por outro lado, para todo y € M temos

. . N s é t ;
d(xn:ﬂ/f) < I‘Zn -y = Hxn - IEH - T y[ < ;i + |;$ - yl%-

Entdo, d{z,, M) — = < d(z, M), ou seja, d(z,, M) < d(z, M) + -. Voltando em (4.2)

e | O
e | Qe

Oy

0 & & 0
segue que [’ — ]| < dlza, M) + 2 < dlw, M) + T+ < dlw, M) +6. Logo, @' € Po(2)

como querlamos. Consequentemente,

D{Pg}_fw(.’ﬁ)) 2 D(Pﬂij(xn)) 2 lim D(Pﬂjm(ﬂinn = D,'(CETL) Z €, para todo & > 0.

-0+
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Decorre dal que Dy{z) > ee entdo z € F,. Logo F, é fechado.

Agora mostraremos gue FE @#. Suponha que F £ 0. Entdo existe h > 0 tal que
B(z,h) < F.. Mas isso implica que Bz, h| C F., pois F, é fechado. Sem perda de
generalidade, podemos assumir que z = (0 e d{z, M) = 1 > h. Pela Proposigio 2.3.3
existe um & > 0 tal que D(Blz,1 — h+ 28]\ B(0,1)) < ¢, para qualquer y € 5(0,1) e
z = hy. Como d(0, M) =1, existe 31 € M tal que ||l < 1+4. Sejay = % Como
z € [0, y1] segue que

Iz —wil = fw =zl S 146 - A

Além disso, para u € Fsar{z) temos v € M e
lz—ull <dz, M) +8 < |lz—m]l+8< 1~ h+24

Logo, u € Bz, 1 —h+25leud B(0,1)poisu € M el =d0,M)<|ull. Decorre dal

que
FPiulz) © Blz,1—h-+ 26\ B(0.1).
Consequentemente,
D(Psp(z)) < D(Blz,1 —h+ 25\ B(0,1)) <¢
Entao,

D;\,-;{Z) g D{Pgﬂw({,&?)) g D(B(:l — f -+ 2(5] \ B(O 1)) < €

o que contradiz o fato de z € Blz, A} C F.. Portanto, F.= (.

Assim, 0 conjunioc

{z; Dylz) >0}=JF:

n=1

é de primeira categoria e
Ty ={z € X; Dulz) =0} = {z € X; Dy(z) > 0}°
como queriamos. Além disso, como
Ty = {z € X; Dylz) >0} C Ty

segue que

oc
Tuc{reX; Dylz) >0 =] F

n==1
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Logo.
o0
Tu© = U FiynTwc,
n=]
¢ também um conjunio de primeira categoria, ou seja, Ty € ¢ complementar de um

conjunto de primeirs categoria,
oG

Como X ¢ um espago de Baire segue que T3,% = U Fi tem interior vazio. Pelo

nzl
Lema 1.7, T}, é denso em X . Analogamente. Ty € denso em X. B

4.2 Conexidade

Nesta secdo estudamos a conexidade dos conjuntos de Chebyvshev em espacos de
Hilbert.

Definicao 4.2.1 M C X ¢ dite B-conexo se, para cada bela fechada B. a iniersecdo

M B é vazia ou coneza.

Proposicao 4.2.2 Todo conjunto B-conexo M T X ¢é ]?3 - conexo. Além disso, todo

B-conexo € conero e localmente conero.

Demonstracao. Seja M um conjunto B-conexo. Observe que, para qualquer bola

aberta B{zr.r) temos

T

Blz,rynM = UB [x, Er} M M.
=1

7

7
Se B [z, — lr} N M = § para todo n, o resultado segue trivialmente. Se, para algum
7l
ng. B [z, g r} N M # @ temos que B [:z:, r] M A4 é nao vazio e conexo, pa-
ng+ 1 7, 4

o
ra todo n > ng. Segue que M é B-conexo.

oQ
Agora suponha que M é B-conexo. Escrevendo M = B0, nyn M, como
fal

[ E=S

B(0,ng) N M #10
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para algum ng, entdo B(0.n) N M é ndo vazio e conexo, para todo n > ng. Logo, M é
CONexo.
Afirmamos ainda que M € localmente conexo. Isto segue do faio que, para cada

z € M, existe € > 0 tal que B(x.¢) M M é conexo. =

Definicio 4.2.3 Um congunto M C X € dito P-conezo se, para cada z € X, Pylz) é

nae vazio € CONeLo.

Teorema 4.2.4 Todo conjunito P-conere M C X com projegdo métrica semicontinua

[=]
superiormente € B-conero.

Demonstracic. Suponha, por absurdo gue M néo é B-conexo. Entdo existe uma bola
aberta B= Bz, 7} tal que B NAM é desconexo e nao vazio, ou seja, BOM = C'UD, onde
(e D s80 nado vazios, disjuntos e abertos em A, Entretanto, paray € CU D =B NM

temos |ly — zl| < r ey € M. Logo,
d{z, M) < d{z, B M) < 1.

Segue dai que Py (z) C B NM = CUD. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
Py(z) C C.
Sejam d € D, z € [z,d} e z' € Pyy{z) (tal 2’ existe devido a M ser P-conexo). Entéo,

le—dfgllz—zll+llz-dl s lla—adl+llz—dl=lz-d|<r

i

Logo, Pulz) CB. Mais precisamente, Py(z) CB NM = C U D, para todo z € {z,d|.
Além disso, como a restrigdo da projecdo métrica Py ao intervalo [z, d], é semicontinua

superiormente, 05 conjuntos disjuntos
C'={zex,d: Pulz) CC}, D' ={z€lz,d: Pylz)C D}

séo abertos em [z, d]. Afirmamos que ¢’ e D' sdo nao vazios. De fato, Pylz) € C e
como d € Py{d)}, segue que Py {d) ndo pode estar contido em C' pois, caso contrério,
temos d € C, que é um absurdo jd que C U D = {.

Desta maneira, segue da P-conexidade de M que [z,d] = C'U ['. Mas isso contradiz

a conexidade de [z, d]. -



Teorema 4.2.5 Sejo X wm espago de Banach uniformemente convero. Todo conjunto

P-conezo M < X é B-conexzo.

Demonstiracao. Suponhamos que M € P-conexo, mas nfo é B-conexo, isic é, existe
uma bola fechada B = Blz,r| tal que BN M = C U D, onde ' e D sic conjuntos néo

vazios, fechados e disjuntos. Afirmamos inicialmente que
P%,f(l"\) C BN M. {43}

De fato, como BN M # 0, paraw € BN, temos |z —w|] < r. Logo, dlz, BNM) <r.

Assim, se y € Pulz) temos y € M e
iz —yli = diz, M) < d{z. Bn M) < r.

Portanto, y € BN M.
Vamos dividir a demonstracio em duas partes.
Na parte I, mostramos que é possivel considerar apenas o caso em que Bz, r]N M =
CuDcom diz,C)=dlz. D) <replC.D) >0, onde p(C, D) = inf{d(z,D); z € C}.
Na parte II, apresentamos a demonstragao para este casc, que chamamos de caso

basico.

2 Parte 1

Temos as seguintes possibilidades:
1 dz,C)=dz,D)=r, 2)0<d(z.C)<d{z,D)=r,

3)0<de. Cy<dlz, Dy <r, 4)dz,C)=d{z,D)<r
1) d(z.C) = d{z, D) = r. Neste caso, d(z, M) = r. De fato, jd que D C M temos
di{z, M} < d{z, D). Suponha que d{z, M) < d{z, D). Entdo, existe y € M tal que

e —yll =d{z, M) < d(z,D)=r. (4.4)

Por (4.3) segue que y € C ou y&€ D . Por (4.4) y¢ D. Logo, y € C e temos
lz —yll < d(z, D) = d{z.C) que é um absurdo. Portanto. d(z. M) = r.
Além disso, para ¢ € C temos |jz — ¢] < r = d(z,C) e decorre dai que ¢ € FPe(x).

Logo, C C Pc(x) e, consequentemente, Po(z) = C. Analogamente, Pp(z) = D.
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Para finalizar este caso afirmamos que
PM“(_I) = Pc(CE:BUPD(I\ (45)

De fato,

i) Pulz) cCU D= FPelz)J Pplz).

i) Se y € Folz) U Pplx) entdo y € Po(z) ouy € Pplz). Se y € Fplz) segue que
v € C C Melz—yl =dz,C) = diz,M). Logo, y € Py(z). Analogamente para
y € Pplz). Portanto, Polz) U Pplx) C Puyl(x).
Mas, {4.5) contradiz a P-conexidade de M. Logo, este caso ndo pode ocorrer.

2) 0 < d{z,C) < diz, D) = ». Observe inicialmente que se existe d € DN B temos

lz —d|| < r=d(z, D), o que é um absurdo. Como D C B temos entio
DCB\B. (4.6)

Decorre dai que D = Pp(z).
Seja y € D. Afirmamos que existe z € [z,y tal que d{2,C) = d{2, D) = |z — y]| < 7.

De fato. note que a funcdo continua

f: X = R
w — d(w,C) —d{w, D)

muda de sinal em [z, y] pois, flz) = d(z.C) — d{z,D) < 0, por hipdtese, e
fly) = dy,C) —d(y. D) > 0, desde que y ¢ C e C é fechado. Seja ¢ > 0 tal que
p( C,Bly,el } > 0. Pela Proposicdo 2.3.3, para J >0 suficientemente pequeno e
By = Blz, llz — y!| + ¢] temos
D(B\ B) <. (4.7)

Sejam Cy = B, nC e D) = (B\ 109) N M. Como D; e C) sdo néo vazios, fechados e
y € Dy, por (4.7) temos Dy € Bly.€| e p(C1, Dy} > p{C, Dy) > p(C, Bly,¢]) > 0. Logo,
CynD, =10

Afirmamos que B; MM = (U Dy. De fato, C, U D, C B; N M claramente. Assim,
¢ suficiente provar que se v € By MM, v ¢ D entdo v € ;. Mas, v ¢ D; implica
que v eé. Logo, v € MnN éc MnOB=CuD. Como D C B\ §3 segue que v € C.
Portanto, v € L.

Falta provar que d(z,C;) = d{z, Dy) . Para isso basta mostrar que

CZ(ZC} = d(z Cl) € d{Z‘D) = d(,?j Dl} {48)
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Com efeito, como 1 C O temos d(z,C) < d{z,C1). Suponha que d{z,C) < d(z,Cy).
Entao existe c € O\ Oy tal que |z — ¢|] < d{z.C1). Como ¢ ¢ By segue que ||z —¢f| >
diz,C) +¢. Entdo temos d{2,C) + 8 < [z — ¢]] < d{z, Cy). Mas isso é uma contradicio,
j& que para todo ¢ € Cy, temos iz — 1|l < d(z. C)y + 4, pois O € B;. Logo, d{z,C) =
diz. Cy).

Por outro lado, como y € Dy, temos diz. Dy} < |z — yll = d(z, 7). Suponha que
d{z, D1y < d{z. D). Entéo existe dy € Dy, d; € Dtal que |z —dy)] < d(z, D). Sed, € B,
como dy € CUDed; & D, segue que d, ¢ C. Dal, |z — dy)| < d(z, D) = d{z,C), que
é um absurdo. Logo d; € B. Considere a bola B’ = Blz, |z — yij]. Segue do Lema 1.11
que B' C B ecomo d; € B. temos que d; ¢ B'. Logo, [z —dif| > |z — %l =d{z, D), 0
que é uma contradicdo. Logo, d{z, D) = d(z. D,).

Assim. reduzimos o caso 2) ao caso bdsico, com d{z, Cy) = d(z, D) e p(C, D) > 0.

3) 0 <d{z,C) <d(z.D) <r. Considere a funcdo continua

he X — R
w = d{w. D) -~ d{w,C).

Por hipdtese, h{z} > 0. Entdo existe 4 > 0 tal que 3¢ < r — d{z, D) e, para todo
z € Blz.d] temos h{z) > 0. ou seja, d(z, D) > d(z,C). Além disso, afirmamos que para
todo z € Blz,d],

Blz. d(z, D)+ 46 C Blz, 7). (4.9)

De fato.
e —z| <d0<r—d{z.D)~20 <r—-{(dz,D)—|lz—2z])— 26

=7~ d{z, D) + |
<r-(dlz, D) +6),

z -zl — 24

e o resultado segue do Lema 1.11.

Pelo Teorema 4.1.2, T}, é denso em X. Logo, existe z € T, N B[z, §]. Como a fungio
h muda de sinal em [z, '] onde 2" = Pp(z), existe z; € [z, 2] tal que d{z1, C) = d(z,, D).
Como C é fechado e 2z’ ¢ C, existe ¢ > 0 tal que p(C, B[z, €]) > 0. Como ' = Pp(z),
a Proposicdo 3.1.5 garante que 2’ € Pp(xy). Assim, ||z; — 2| = d{z;, D) e portanto
7 € DN Blz,.d(z,, D) + al, para tode o > 0. Pela Proposicao 4.1.1, zy € T} e entdo
existe 0 < 0" < § tal que

p§f?D<$3_> = DN B{xld(xif}’} -+ éf] - B[th].
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Sejam O = Fy o(zy) e Dy = Py plz ) Obviamente C; e Dy sdo ndo vazios e fechados.
Como p(Cy. D1) 2 p(C. D)) = p(C, B2, ¢]) > 0. segue que CinDy =0
Note que By = Bz, [lz; — 2+ C B;z_, iz — 2"l +¢] C Blz.7]. De fato,

r—oli <z =+~ liz -+ =zl +8 -8

e o resultado segue do Lema 1.11.

Afirmamos ainda que B: MM = (iU Dy, Com efeito, Cy U Dy € By N A claramente.
Assim, ¢ suficiente mostrar que, se v € By N M, v ¢ Dy entdo v € 4. Masv ¢ I
implica que v € D. Como By C Blz,r] temos que By M C Blz,rjmM = CUD. Entdo
v € C e, consequentemente, v € Fy o(xy) = ().

Finalmente, d{z, C) = dlz,C1) e d{z, D) = d{z;, D;). A prova destas afirmagdes é
andloga a prova da primeira igualdade de {4.8), Desta maneira, o caso 3) estéd reduzido
a0 caso basico, com dixy, Cy) = dlzy, D) e p(Cy, Dy > 0.

4) d{z,C) = d{z, D} < r. Afirmamos inicialmente que d{z,C) > 0. De fato, pois se
d(z,C) = 0, entdo existe uma sequéncia (¢,) C C tal que ||z — ¢,i] — 0 e como C é
fechado. segue-se que x € C. Analogamente, z € D, Absurdo, jaque CN D = 0.

Considere, agora, a funcdc continua

g: X — R

z' e = d{z’. D).

Comeo g(z) > 0, analogamente ao caso 3), para ¢ > 0 tal que 36 < r — d(x, D) temos
g(z) > 0, para todo z € Blz, 6. Note ainda que para todo z € Blz, ] temos

. Blz,d{(z, D)+ & C Blz, 7).

Pelo Teorema 4.1.2 existe z € Bz, 6] N T, M T}, Nestas condicdes, hd duas possibili-
dades:

a) d{2,C) = d{z, D). Entdo Pus(z) = Po(z) U Pp(z), 0 que contraria a P-conexidade
de A.

b) d(z,C) ## d{z,. D). Este é o case anterior, comutando C e DD, se necessario.



e Parte I1

Voltaros agora & demonstragdo do teorema, para o caso basico. Nessas condigdes

afirmamos que:

dado d, € D com |l — d, il — d{z, D) = H,

paratodo 0 < A< H e .
(4.10)

z, € |z, d,] tal que |z, — 2| = h temos

|md(z,, D) < H = f < limd(z,, C)

De fato, escolhemos ¢ > 0 tal que 0 < ¢ < p(C. D) e encontramos & > 0 suficientemente

pequeno tal que, pela Proposicao 2.3.3, temos D(5;\ }fci?; < ¢, onde

m

Como
d(zn:D> Sz = dull = llz — duf| — |z — 22| = HI —dpll = h = H ~h,

temos que limd{z,, D) < H — h.

Por outro lado, suponha que limd(z,, C) < H — k. Entdo existe a, € C tal que
e — anll € H —h + ¢ para todo n > ng e ||z — aq| > d(z,C) = H. Resulta daf que
an ¢ Blx, H) ﬁg? . Observe ainda que a, € B, pois

20— anll € H = h+6 = llyn — 2l = [l = 2a]l + 6 < Iy — 2al| +6.
Portanto, a, € B\ B . Como também dn, € B\ B para todo n > ny > ng, temos
Ha, — dn|l < DB\ é) <e< plC, D)

para todo n 2 1y, que é claramente uma contradigao.

Afirmamos que (4.10) implica na seguinte propriedade:

Se d(z,C) =d(x, D) > 0 com p(C, D) > 0, entdo existe (4.11)
w; € T4 tal que wy; — z e d{w,, D) < d{w,;, C) -

De fato, considere a fungfo continua definida por f{y) = d(y,C) — d(y, D). Por (4.10)
flzn) > 0 para z, € [x,d,] € |z, — z|l = h. Entlo existe r > 0 tal que f{B(z,,7)) > 0.
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Portanto, Blz,.7) N Blz. k) # 0. Mais precisamente, existe w € B(z,.7) M Bz, h) tal
que d{w, D) < dlw,C). Além disso, como o conjunto {z € X; d(z, D) < d(2,C}} é
aberto e, pelo Teorema 4.1.2 75 € denso em X, podemos supor w € T}.

Portanto, pela construcao acima, para cada j € IV, existe w; € T, tal que
1
w; € B{ZJ “.‘} = d{?fv'j: E) < d(wj: )
g

como querifamos.

Continuando a nossa demonstracio, se d(z, 0} = d(z, D) > 0, p{C, D) > 0, sabemos
que existe ¢ > 0 tal que para todo z € Bz, 8], Blz.d{z,D) + 4] C Blr,r]. Mas isso
implica que Blz,d{z, D)+ 48 NAM < Blz,rjn M = CuUD. Como D < M temos
diz, M)+¢6 <d(z,D)+46. Entdo Blz. d{z, M)+ NM C Blz,dlz, D)+8 M C CUD,

isto é, Psa(2) € CU D, Consequentemente,
PM'{:Z} couD.

Considere agora

Q= {z€B[z,8; d(z,C) =d(z,B)} e F. = {z € X; Dc(z) > ¢}.

Vamos mostrar que @ N F, tem interior vazio em ). Supondo o contrario, existe ' €
(QnNF)° :«@ N fo“'f em . Logo, existe A > 0 tal que Bz, h)NQ C QN F, C F..
Afirmamos que existe uma bola B' = B[z’ '] € B[z, d] tal que B’ C F.. Defato, como
F, é fechado (veja a prova do Teorema 4.1.2), W C F.. Tomando 0 < € < h,
podemos considerar Bl ¢) C B(z' k). Entdo, m NQ < Bz h) N Q. Sendo Q

fechado. segue que

Ble'.nQ =B anQcBF 70 CF. (412)
Por outro lado, como 2’ € CQQJ existe r > 0 tal que B(z',7) C Q.
Tomando v = min{r, ¢} temos B(z',r") C B{z’,¢). Disto e de (4.12) segue que

Bl 71n@Q=B,r")nQCB(z,enQ =Bz NQCF.

b
L

Além disso, como () é fechado, B{z',r") C Q e @ C Blz,é], temos Blz',r'| ¢ Blz, 4.

Logo, tomando B' = Blz', r'] temos o que queriamos.



Continuando, como d{z’, C) = d(z’, D) podemos aplicar (4.11) para z’. Entdo existe

T, € T/ tal que 7, — 2" e

o

Sejam U < A <

T,

Entdo, [zl — z.il = 0 e |z, — 2,1 < h para todo n > ng. Com efeito, para i,

temos

o= (1=t F et e 2z, = (1~ 8,07 + span,

que implica em

N . ¥ 7
égmxn"‘ﬁn(an”iﬂn} € In — & xsn{armf\}
Logo,
. T ; T
o Tall = tallan — 2all e Jlzn — 2 = sallan — 2|
ou seja,

4]
=3
!
&n
?
=3
3
E
&y

ho=tylan — zn|
Por outro lado,
1~ to)Tn + than — (1 — 5,02 — spa,

Tn = &) = tpZn + taty + Sp’ — Spn

Tp — ') =ttt — 2" + {8y — sp)an — {t, — sa)2'

(
(
= {Tp — ') = tpn + 1,2~ tax) + f U+ $pT - Sp0p
(
(

i

Zp =Ty — tp{En — 7)) + (En — sn){an — 2}

Portanto,

!

12, = zall < |20 — &'l + tafizn — 2l + [t ~ salllan — 2']1

(4.13)

sp € 10,11

(4.14)

Considerando que ki = f,|la, —2,]] = s,lla, — ||, mostraremos que £, — spllla, —2z'l] — 0.

a) Se t, — s, > 0, temos

(tn . Sn)“aﬂ - ]

que pelo Lema 1.9 tende a zero.

b} Se i, - Sp > J, temos

| = —tallan — zoll + tallan — & = talllan — o'l = llan — za[]),



que obviamente também tende a zero.

Como z, — 7', por a), b} e (4.14), segue que [z ~ 2,0 — 0 e Iz, — z,|| < h para
todo n > ng.

Afirmamos também que a, = FPo{r,) ¢ uma sequéncia minimizante para z'. Com
efeito, se |z, — anll = d{z,, C) entdo |, — a,ll = |27 — a, | = d(z,, C) — iz’ — anl]. Segue
do Lema 1.9 que |2’ — a,il — d{z’,C) como guerlamos. Entdo podemos aplicar (4.10)
para a, € C, isto &, limd(z,, C) < H—hk < limd{z,. D). No entanto, como [lz/ — z,|| = 0

temos que

imd(z),,C) < H — h < limd{z, D). (4.15}
Com efeito.
i) dz,. C) Sz, — all £ {lzn — 0l + ||z, — 2]l £ H — b+ |iz;, — 2]l Entéo,

lmd(z,, C) < Im{H — b+ ||z, = 2,1} <Tm(H - h) +mlz, — 2,11) = H — h,

Logo, limd(z],,C) < H — h.
i) d{z,, D) < llz—dll < |lz; — znl| + {2, — dl|. Entdo, d{zy, D) < |lz; — 2|l + d(z,, D).

P ke s
Logo,
limd(2,, D) < im(]iz, = 20l + d{z}, D)} < lim||2], — 2,|| + Lmd{z,, D}.

Como H — h < limd(z,, D), temos H — h < bimd(z], D).
Assim, de (4.15) segue-se que d{z),,C) < d(z],, D) para todo n > n;. Este fato junto

com (4.13) implica que existe z, € [z, 21] tal que d(z!.C) = d{z, D). ou seja, 2" € (.

1

Pela Proposicdo 4.1.1, [z, an] C T¢. Entdo, como [z, 21 C [7,, ), temos 2z € T/,

Além disso, [z —z'l| < Izl —z, ! +ljz, — 2| <+ para todo n > ny pois, ||z, —z|| = 0

7

. : 7
]\zh—%‘zgmz;§§<h<§<7"'.

Decorre daf que 2), € B' = B[z', r'|. Portanto, 2/ € B'NQ C F, paratodon > ng+n;+na,

@n = 2l = llzn = 20l = llz7 =

!
n ~7

que contradiz o fato de 2] € T/.. Assim, estd provado que (J N F, tem interior vazio em
() para todo € > 0.

Consequentemente, o conjunto



é de primeira categoria em ¢). Comutando C e D e usando s mesmos argumentos acima,
deduzimos que {z € @; Dp(z) > 0} é também de primeira categoria em Q. Portanto,
O =1z €@ Dclz) > 00u Dplz) > 0} é de primeira categoria em ¢. Como J é um
espago métrico completo segue que Q\ Q) = QN TLNT, # 0. Seja z € @\ Q). Entéo,
como Furl{z) CCUD, temos Pylz) = Po(z) U Pplz) o que contradiz o fato de M ser

P-conexo. Dsta ultima contradicdo prova o teorema. ]

Corolario 4.2.6 Todo conjunto de Chebyshev em wm espaco de Hilbert € B-conezo (con-

sequentemente coneco).

Teorema 4.2.7 Seja X um espage de Banach uniformemente convers. Entdo, cado
conjuntc localmente compacto, P-compacto € P-conezc M C X é é-compacto, aprozima-

tivgmente compacto e tem projecGo métrico semicontinua superiormente.

Demonstracao. Pelo Teorema 4.2.5, M ¢é B-conexo e pela Proposicde 4.2.2 M ¢ é-

conexo. Entao o resultado segue da Proposicao 3.3.9. &

4.3 Solaridade e Convexidade

Nesta secdo consideramos o conceito de sol, introduzido por Efimov e Stechkin [6], e

sua relacdo com a convexidade de conjuntos de Chebvshev.

Definicdo 4.3.1 Um conjunto M C X € um sol se, para cada © € X existe y € Py(x)
tal gue vy € Pa(Ax + (1 — A)y), para todo A > 0.

O conjunto dos elementos zy, = Az+{1— A}y com A > 0, denotado por 77, é chamado
raio partindo de y e passando por z. Note que M C X é um sol se, sempre que y € M é
uma melhor aproximacao para z € X, entdo y é também uma melhor aproximacao para

todo elemento do raio 77.

Exemplo 4.3.2 No espaco IR com a norma euclidiane, toda reta € um sol.

o
uo



Exemplo 4.3.3 Considere 0 espago IR% com a norma do mdzimo. Sejam z = (0,1) ¢
M= {(t,0); t € R}. E fdcil verificar que y = (0,0) € Py(A0,1)) pare todo X > 0.

Teorema 4.3.4 Se X ¢ um espage de Banach, entdo todo congunio de Chebyshev local-

mente compacto M < X cuja projecdo métrica € continua, € um sol.

Demonstracao. Suponha que W ndo é um sol. Sem perda de generalidade, podemeos
assumir que 0 € M e que Py (0) = {0'}. Assumimos ainda que 0 denota o elemento do
Taio (%, mais afastado de O dentre os que possuem 0" como melhor aproximacao em M.

Como M ¢ localmente compacto, seia V' uma vizinhanga compacta de ' em M.

Pela continuidade da projecfo métrica, existe uma vizinhanga ¥V = B0, 7] de 0 tal que

Py (V'Y © V', Entédo, Py (V) é compacto.

Defina
w: V. — 1

,Uf
72 — =
|

onde Py (v) = {v'}. Como ¢ = fo P onde P denota a restricao de Py & vizinhanca V e

7 é a funcéo continua definida por

fi M — v

y e —Tm:gd;m?

vl

segue que g € continua.

Além disso, como (V) = f{Py (V) C f{Pu{V)), temos que (V') é compacto. Pelo

o

Principio de Schauder (veja [97) existe vy € V tal que vy = p{vg) = —~T‘XLTJ?H- Segue dai
1%
que 0 = (1 — Auy + M), onde A = ;—ﬁ;ﬂ Logo, 0 € [y, vg) € pela Proposicio 3.1.3,
iy

vy, = 0'. Observe que vy pertence ao raio 0’0 e estd mais afastado de 0" do que 0, o que ¢

uma contradicao. |

Corolario 4.3.5 Em um espaco de Banach, todo conjunto de Chebyshev limitadamente

compacto € um sol.

Demonstracdo. Se M C X é um coniunto de Chebyshev limitadamente compacto,

segue do Coroldrio 3.4.7 que P, € continua. Como a classe dos conjuntos limitadamente
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compactos esta contida na classe dos conjuntos localmente compactos, o resultado segue

do teorema anierior. . -

Definicdo 4.3.6 Sejomz € X e v > 0. Dizemos gue H € um hiperplano suporie a
Blz,r| se plH, Blz,r})=0e HN Blz,r) = {.

Definicao 4.3.7 Um espaco normade X ¢ dito suave se para cade y € S{z, 1) exisie um

unico hiperplano H suporte o Ble, r] tal que y € H.

Observacao 4.3.8 Se H ¢ um hiperplano suporte o Blz.r] entdo eziste uma tnica | €
Xtcomlifll =1 talque H={ye X: flz—y)=r} fvejo [12]).

Exemplo 4.3.9 Todo espaco de Hilbert € um espaco suove.

Proposicac 4.3.10 Lm um espaco de Banach suave todo sol M C X € um conjunio

convero.

Demonstragao. Suponha que M ¢ um sol mas nio é convexo. Entdo existem a, b€ M
e 0 < Ay < 1tals que c = Ma+ (1~ A)b & M. Sejap € Py(c). Afirmamos gue um
dos segmentos [, pl, [b. p] intercepta a bola B(c, llc — pl]). De fato, casc contrario, pelo

Teorema, de Hahn-Banach, existern hiperplanos H e H; tals que
H:ABle,lle—pll) =0 (i =1,2),

{da+(1-XNp; AeR}YCH, e {MN+(1-Xp:AieR}CH.

Como p € H; 11 S{e.|ic~pll) (i = 1,2), temos que H, e H, sao hiperplanos suportes
a Ble, |lc — pll ] e portanto, existem f1, fo € X* com ||fil]l = 1 (i = 1,2) tais que
file = 2a = {1 = X)pl = llc—pll e falc— Ab— {1 — Np = |lc — pl| para todo A € R.
Note que fi # fo. De fato, se f1 = f5 temos file — Aoe — {1 — Ao)p] = |le — pll,
file= (1= Ag)b— (1 — (1 = Ag))p] = |]c — p|| e portanto, somando estas equagdes obtemos
file—p) =2lc—p|l. Entdo, 2|ic — pl| < [[/i]l {|c = pll = [ic — pl| implica em ¢ = p, o que
contradiz ¢ € M. Logo, H, e H, sdo hiperplanos distintos e X néo ¢é suave.

Vamos supor que [a,pl M Ble, |lc — pil) # 0. isto é, existe 0 < A < 1 tal que
An+ (1= Ape Blelle—pll).
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1 i
Considere y = T ¢+ <E — X) p. Temos entdo y € EE e

Wy —all = +c+ 1-;; p—al
P A i

Logo, p nao € uma melhor aproximacio para ¥ em M, o que contradiz o fato de M ser

urm sol. -

Corolario 4.3.11 Em wm espace de Banach suave todo conjunto de Chebyshev que €

um sol é convezro.

Demonsiragao. Imediata. -

Tecorema 4.3.12 Se X € um espaco de Banach suave, entdo todo conjunto de Chebyshev

limitadamente compacto M C X € convezo.

Demonstracao. Segue do Coroldrio 4.3.5 e da Proposicio 4.3.10. B

Teorema 4.3.13 Em um espaco de Banach X todo conjunio de Chebyshev localmente

<
compacto e B-conexo M C X € um sol {se X € suave entdo M € convezo).

Demonstracao. Segue da Proposicac 3.3.9 e do Teorema 4.3.4. ]



Teorema 4.3.14 Em um espaco de Banach uniformemente convezo X tode conjunio de

Chebyshev M C X localmente compacto € um sol (se X € suave entdo M € convezo).

Demonstracdo. Segue dos teoremas 4.2.5 ¢ 4.3.13. £
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