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INTRODUCAO

0 principal objetivo deste trabalho € o de procurar dar uma
descricao clara de como as nogoes de separabilidade, ramifica-
cao e diferente se interrelacionam. Este trabalho & apresentado

em trés capitulos, a saber:

1) SEMISIMPLICIDADE E SEPARABILIDADE

Aqui, fazemos, inicialmente, uma rapida revisao da teoria
classica das algebras semisimples e das algebras separaveis so-
bre um corpo, procurando evidenciar como a nogao de separabili-
dade & uma extensao natural da nogao de semisimplicidade. Apre-
sentamcs os teoremas de Wedderburn para algebras semisimples e
algebras separaveis, aléem de alguns teoremas que fornecem pro-
priedades - definicdo das algebras separdveis sobre corpcs, bus
cando mostrar gque algumas delas s3o naturalmente extensiveis ao
caso de um anel comutativo. Concluimos o capitulo_com um estudo

da caracterizacdo de separabilidade via derivagao.

2) ALGEBRAS SEPARAVEIS
0 nosso intuito neste capitulo € os resultados b&sicos de
uma teoria geral de algebras sobre anéis comutativos.

No primeiro pardgrafo damos a definigao de separabilidade

scbre um srel comutativo e apresentamos uma razoavel lista de



exemplos. No segundo parégrafo tratamos das propriedades basi-
cas de &lgebras separaveis. Os resultados ai apresentados mos-
tram que uma consideravel porgdo da teoria clissica & preserva-
da nesta extensao da nogdo de separabilidade para anéis. Por
exemplo, é provado que separabilidade & mantida via produto ten
sorial, soma direta e extensac de escalares,que separabilidade
& transitiva e que uma algebra A & separdvel sobre um anel R
se, e somente se, A & separével sobre seu centro 2Z(A) e Z(A)

€ separavel sobre R.

3) SEPARABILIDADE, RAMIFICACAO E DIFERENTE

Neste capitulo introduzimos a nocao de ramificagao e dife-
rente, apresentamos alguns casos onde separabilidade e nao-rami
ficagdao sdo equivalentes e concluimos com a demonstracgao de que,
nestes casos, ndo-ramificagao & decidivel & partir de condicdes

sobre 0 diferente.

Incluimos no texto um Apéndice, onde listamos (sem demons-
tracao) resultados basicos de algebra e¢omutativa utilizados ao
longo dos Capitulo II e III, com o Gnico intuito de facilitar

ao leitor o© seu aceSsoO aos Nesmos.



CAPITULO I
SEMISIMPLICIDADE E SEPARALIDADE

Neste capitulo trataremos do estudo e caracterizagdodas &1
gebras semisimples (§1}) e séparéveis sobre corpos (§§Z e 3). Em
todo o capitulo nos restringimos somente ds algebras de dimen-—
sac finita sobre um corpo, embora os resultados aqui listados
para algebras semisimples sejam validas dentro do contéxto, ob-

viamente mais geral, de &néis artinianos.

Em todo este capitulo, salvo mengao contraria, a letra K
denotard um corpo. Por adlgebra de dimernsao finita sobre um cor-
po K entendemos uma K-algebra gque como K-espago vetorial & de
dimensao finita. Toda algebra considerada neste e nos demais ca
pitulos & associativa, com elemento identidade e nao necessaria
mente comutativa., Todo modulo &€ unitario e todo homomorfismo de

Algebras leva elemento identidade em elemento identidade.

§1. SEMISIMPLICIDADE

-

(1.1) DEFINICAO: Seja A uma K-algebra. Um elementb a€n é
dito nilpoiente se existe um inteiro m > 1 tal que a™ =0. Um
ideal I de A é dito nilpotente se existe um inteiro m > 1
tal que Im = 0., Neste caso, © menor inteiro m > 1 tal qgue

1™ = 0 & chamado indice de nilpoténcia de I.

m .
Evidentemente, dizer que I = 0 equivale a dizer que o



produto de guaisquer m elemertos de I & zero. Portanto, se
I € nilpotente segue-se gue todos o0s elementos de I sao nil-

potentes. Reciprocamente, temos © seguinte:

(1.2) PROPOSICAO: Sejam A uma K-algebra de dimensiao finita n
e I um ideal lateral de A. Se tcdo elemento de I & nilpo —
tente, entao I & nilpotente e seu Indice de nilpoténcia & no

maximo n.

DEMONSTRACAO: Suponhamos que I seja um ideal & esquerda de A

cujos elementos sao nilpotentes. Sejam &, ,...,a €I e con-

1 n+l

sideremos a seguinte cadeia de subespagos de A

I DI 2 2 0. D P
2Ia 2 Ianan+l = - Ial A 41
Como dimKA = n temos que I = Ian+l ou existe 2 < i <n +1
tal gque Iai R S Iai__1 SO SR Em ambos 0s casos, po-

demos afirmar que para algum s, 1 < s < n+l , existe b €I

tal que ag vee .41 T baS ves @49 Multiplicando a esguerda
. Lt

por potencias de b, obtemos - b ag +r. @ ., Ppara

todo t > 1. Dai resulta que ag «+» a ., =0, pois por hipote-

se b & nilpotente e consequentemente = 0. Co-

ala2 RRRE an+l

mo estes sac n+l elementos arbitrarios de I, concluimos que

(1.3) PROPOSICRO: Sejam A wuma K-adlgebra e N{A) a soma de to-

dos os ideais (bilaterais) nilpotentes de A. Entao:



1) N(A) & um ideal (bilateral) de A que contém todos os ideais

laterais (4 esquerda e a direita) nilpotentes de A.

2) Se A for de dimensao finita sobre K ent3c N(A) & o maior

ideal nilpotente de A.

3) se A for comutativa erntao N(A) = {a € A :a & nilpotentel}.

DEMONSTRACAO:

1) Claramente N(A) € um ideal bilateral de A. Sejam I

um ideal lateral A esquerda nilpotente de A e m um inteiro

m ~ . .
> 1 tal que I 0. Entao o ideal bilateral IA satisfaz:

(1A)™ = (TA) {IA) ...{(T BA) = T{(AT) (AT}...(AI)A =I"A =0.

Portanto I C IA C N(A}. O mesmo raciocinic se aplica ao caso

de um ideal lateral & direita.

2) Mostremos inicialmente que a scma I +JF de dois ideais
bilaterais I e J nilpotentes & nilpotente. De fato, se I =0
e Jm = 0 entao (I +J)m C I e, conseguentemente (I +J]mn C
C 1" = 0. Usando inducao, podemos afirmar que a soma finita de
ideais (bilaterais) nilpotentes & nilpotente. Agora, como todo
elemento de N{(A) esta contido em alguma soma finita de ideais
(bilaterais) nilpotentes, concluimos gue todo elementc de N(A)
& nilpotente. Decorre, entao, da Proposigac 1.2 que N(A) & nil
potente. Por 1) concluimos que N(A) & o maior ideal nilpotente

de A.

3) Ja vimos em 2) que N(A) C {a € A :a & nilpotente}. Se



A & comutativa entao todo elemento nilpotente a de A gera

um ideal nilpotente Aa e portanto a € Aa C N(A). -

(1.4) DEFINIGAQ: Seja A uma K-dlgebra. O ideal N(A) de A @&

chamado radicalf de A.

Vimos na proposicao acima que N(A) C {a € A :a & nilpo-

tente}. Alem disso,se A nao é comutativa essa inclusio é propria.

Para ver isto basta considerar A = Mz(K) = algebra das matri-
zes 2 x2, a coeficientes em K. Neste casc N(A) = 0 (cf. pro-
0 1

posicao 1.9) e a matriz ( ) é nilpotente,

0 0
Damos, a seguir, uma melhor descrigao dos elementos de

N{a).

(1.5) DEFINICAO: Sejam A uma K-algebra e a € A. Dizemos que
a & prepriamenie nilpofente se ax (consequentemente xa) &

nilpotente para todo x € A,

Evidentemente todo elemento propriamente nilpotente € nil-

potente pois a = a.l €& nilpotente. A reciproca, contudo, nac

0 1
& verdadeira. Basta tomar A = MZ(K} e a = ( ) . Clara-
0 0
1 0
mente & & nilpotente e se tomarmos b = ( ) obtemos
1 0

1 0
ab = ( ) gue nao € nilpotente.



(1.6) PROPOSIGAO: Se A €& uma K-algebra de dimensio finita, en

tao N(A) = {a € A : a & propriamente nilpotente}.

DEMONSTRACAO: Se a € A & propriamente nilpotente entao Aa

& nilpotente (cf. Proposicao 1.2) e dal a € Aa € N(A). Por ou-
tro lado, se a € N(A) entac xa € N(A) para todo x € A. Lo~
go xa & nilpotente para todo x € A, ou seja, a & propria —
mente nilpotente. |
(1.7) DEFINICAO: Seja A uma K-3lgebra de dimensao finita. Di-
zemos que A €& semdiimples se N(A) = 0, ou seja, A nac pos-

sui ideais laterais nilpotentes.

Notemos que toda K-algebra de dimensao finita sem elemen-
tos nilpotentes nao nulos .@ serisimples. A reciproca também va-

le se a algebra for comutativa.

{1.8) EXEMPLOS:

1) Todo corpo extensao finita de K ou, mais geralmente ,

toda K-Algebra com divisao e de dimensao finita & semisimples.

2) Toda soma direta Ay & ... ® An de K-algebras com divi

sdo e de dimensao finita sobre K & semisimples.
e e
. 1 fl , -
3} Seja f € K[x], onde f = Py” - Py com  p, polino-

mios irredutiveis em X[x]. Entaoc A = K[x]/<f} € semisimples

se,e somente se, e, ~ l1 {(i=1,,..,n). Ou seja, A & semisimples

se, e somente se, f & separavel.



DEMONSTRAGAO: Seja a aplicacdo ¢v:A — Klx]/ e @--. @ Klx]/ ¢
n
‘pp? Pn
— el e
definida por \(g) = g + (py™ ) 4.+ g+ (pnn) onde g =g +(f)

com g € K[x}. Temos que y €& um isomorfismo pois & claramente

um homomorfismo de K-zlgebras injetor e as Aalgebras A e

K[ %]/ e.9...0 K[ x] en tém mesma dimens@o como K-espacos ve-

(pl ) (pn )
toriais. Também temos que N(A) = >
que (R) <p; /( el 6...9 <pn7/ e .
pl } (pn )
Dai N(A) = 0 se, e somente se, <pi>/ e =0 (i=1,...,n) e,
i
(pi )
e,
neste caso, <pj7 = (pil> ou e, = 1 (pois P; & irredutivel)

Yi=1,...,n .

4) Sejam X um corpo, G um grupo finito. Se a caracteris
tica de K (car(K)) nac divide a ordem de G (o(G)), entaoc

K[G] é uma K-algebra semisimples.

DEMONSTRACEQ: Sejam g, = 1, Gyrreer9, ©OS elementos de G. Se

a:

aigi € K[G] podemos escrever La =
i

a, L onde pa-
1 i El

1t 9

It 13
N s

ra cada x € K[G], L, € a multiplicagao a direita por x. Se-

jam Ma’Mgl""’M . as matrizes de La,Lgl,...,Lgn, respectiva
Il
mente, com relagao a base G. Entao M = I a/M_ . Agora, su-
i=1 93
n .
ponhamos que exista 0 # a = I % 9, € N(K[G]). Logo existe i,
i=1

1l <i<n tal que o, £ 0. Podemos supor gue @y # 0 pois caso

contrario, multiplicando a pelo gll apropriado obtemos ©



elemento desejado. Desde que a € N(K[G]), a & nilpotente e con
guentemente, Ma € nilpotente. Claramente os autovalores de uma
matriz nilpotente siac todos nulos e o polindmioc caracteristico

de M a
a

— . n
X - p(m )X Lo+ (e det (M)

onde Tr(Ma) indica a soma dos elementos da diagonal principal
de Ma' Desde que as raizes do polinOmic caracteristico de Ma
saoc os autovalores de M. entao o coeficiente de Xn_l & igual

a soma desses autovalores e portanto nulo, ou seja, _Tr(Ma) =0.

Como Tr : M (K) — K & uma aplicagao K -linear , temos

n n
0 =7Tr{M) =Tp{ £ a M ) = ¢ a.Tr{M ). Cbservemos que
a Ci=1 93 i=1 * 9i
i = . Dai r = i
Lgi{ng # 9 (1 # 1) e Ll(gj) 95 3l T (Mgi) 0 (i # 1)
n
e Ty(M ) =n. Portante 0 = I o Tr{M_ ) = a.n . Desde que
9 i=1 1 93 1

%y #0 , n.1 =0, ou seja, car{K) divide n o gue & um absur-

do. Portanto K[G] & semisimples. _

5) Toda algebra de matrizes com coeficientes num corpo ex-
tensao finita de K ou numa K-algebra com divisao e de dimensao
finita é semisimples. Mais geralmente, se A & uma XK-algebra
semisimples, entao Mn(AJ & semisimples. Istc segue trivialmen

te da seguinte proposicgao:

(1.9) PROPOSICAO: Seja A uma K-algebra de dimensao finita. En

tao Mn(N(A)} = N(Mn(A)).



DEMONSTRACAO: Desde que N(A) & um ideal de A, é imediato que

Mn(N(A)} & um ideal de Mn(A), Como N(A) & um ideal nilpoten

te de A (digamos seja m seu indice de nilpoténcia) segue
que o produto de m elementos de N{(A) € nulo. Seja
M€ Mn(N(A)). Observando que as componentes da matriz Mo sao

somas finitas de produtos de m elementos de N(A), concluimos
que M = 0. Logo todo elemento de Mn(N{A)) € nilpotente e
consequentemente o ideal M (N(A)) € também nilpotente (cf.

prcposigao 1.2). Portanto Mn(N(A)} C N(Mn(A}).

Reciprocamente, denotando por eij (i, 3 =1,...,n) as ma-

trizes elementares, podemos reescrever todo elemento de Mn(A}

n
na forma z a..e,., , com a,, €A, Tomemos ul elemento
. ij ij ii
i,3=1

n

b a..e.. € N(M_{(A)) e vamos mostrar que a_ . € N{(A) (i,j =
L. iz ij n 1j
i,3=1
=1,...,n). Recordemos que eijekg = Sjkeiﬂ' Para k,2=1,...,n
temos

n .n
{(a, ,e.,y( I a,.e..) (& ,e,.) = z a, .a,..e {e. e e =
k&7 1k i,9=1 13744 k871 i,j=1 k&71i3 k& "1k i TR1
n n

= I a ,a,.a & e e .= I a, .a,.a 4, .6, e . =

i,5=1 ket id k& ki“ij 2l i,q=1 k7 i3 k& ki j211
- & € N(M (A)). Entao a3 e € nilpotente e ortanto
= 11 n : ke “11 P - P
a & nilpotente. Agora, como para todc x € A e para todo

n n n

T a..e.. € N(MH{A}) tamos b (xa..)ei_.I = x a“eiﬁ=
i, j=1 1J i,3=1 1] 3 i,3=1 11 1]



n n
= ( I xe,.}( I a,.e..), seque que xa,. € nilpotente pa-
i,3=1 3 4i,5=1 13 1] 3
ra todo i,j = 1,...,n , e portanto aij sao propriamente nil-

potentes (i,j = 1,...,n). Dpai 3 5 € N(A) ,i,j=1,...,n. Isto

mostra gue N(Mn(A)J - Mn(N(A)).

NG que se segue apresentamos uma série ide resultados em que
descreveremos  propriedades das &lgebras semisimples e que sao re-
sultados auxiliares a demonstracdo do Teorema de Wedderburn

(Teorema 1.24),

(1.10) LEMA: Seja A wuma K-algebra de dimensio finita e I um
ideal a esguerda (ou a direita) nao nulo de A. Se T nio & nil-

potente, entao existe 0 # e € I tal que e2 = e,

DEMONSTRACZO: Como I & ndc nilpotente, existe a € I nao nilpoten

- X . - o
te. Seja entac a seguinte sequéncia Ia2 Ia® 2 ,,.. Como A& de di

- . , m_ I+l
mensao finita, existe um inteiro m >1 tal que TYa = Ia
' ~ m i1 2m+1 m
=..,. . Sejan B =1a" e b=anﬁl. Entao temos que Bb =Ia a =Ta =Ta =

. 9
B. Iogo existe e € B tal que eb =b e consequenterente, (e ~e}b =0. Se

ja ¢:B —+ B tal que ¢v(x) =xb, E claro que ¢ & K-linear. Como Bb =8B, ¢ &

sobre. Como A & de dimensao finita, B € de dimensao finita e dal

v & injetora. Assim, de 0 = (e2 - e)b = ¢(e2 - e) obtemos que
e2 = e. Notemos que e ¥ 0 pois caso contrario terfamos 0 =eb
= b e conseguentemente arn+l = b =0 o gue contradiz o fato
de a nao ser nilpotente. Portanto e # 0 e e2 = e.

{1.11) TEOREMA: Sejam A uma K-3lgebra senmisimples e I unm
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ideal & esquerda (resp. a direita) naoc nulo de A. Entao I =3e

(resp. I = eA) para algum idempotente ndo nulo e € I.

DEMONSTRACAO: Seja I um ideal & esquerda ni3c nulo de A. Como
A €& semisimples, I nao é nilpotente e portanto existe ¢ # e
€ I, um elemento idempotente (cf. 1.10). Consideremos o seguin

te conjunto
= e . =
an(eo) {b I beO 0}
chamado anuladcr de e, er I, Claramente an(eo} é um ideal

4 esquerda de A. Suponhamos an(e_ ) # 0. Desde que A & semi-

simples, an(eo) rao & nilpotente e portanto existe um idempo-

E . 3 = + - E .
tente 0§ # ey an(eo) Seja fO e, el eoel I Temos
, : = . 2
que fO # 0 poils caso contrario 0 foe e, @@, ~ e _ee
= e2 = e o gue &€ um absurdo. Tanmbém £2 = £ . Para cada
o' o o o
= = Im 0 = = =
b I tal que bfO 0 temos que (bfoeo)e0 b{foeo)
= be 0 que significa que b € an(e} e portanto an(fo) C

C.an(eo). Além disso, desde que = @ entao el & an(fo}

¢1%% 1
e portanto an(fo) - an(eoJ. Dai, se an(fo) # 0 repetimos o
+

mesmo raciocinio e obtemos a seguinte sequéncia
D 2 an o ...
an(e ) e an (f ) 2 8 (g,) e

onde eo’fo’go"°' s3o idempotentes nao nulos de 1I. Desde que

- . —~ N N -, - . .
A é de dimersao finita, este processo para em um numero finito

de etepas. Portanto podemos afirmar que existe 0 # e €1 tal
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2
que e = ¢ e anfe) = 0, Para todo b € I, temos (b ~be)e =0

]

o gue acarreta que b = be. Dal Ae CI C Ae e portanto I = Ae,

Por um raciocinio andlogo mostra-se que I = eA no .caso
em que I & um ideal lateral A direita.
(1.12) COROLARIO: Sejam A uma K-dlgebra semisimples e I um
ideal nao nulo de A. Entao I = B3e = eA para algum idempoten-
te ndo nulc e € I e central em A. Em particular, I & uma K-

-algebra com elemento idempotente e.

DEMONSTRAGAC: A demonstracao do teorema nog assegura que exis-

tem idempotentes e re, € I nao rulos tais que elb =hbh = be2
para todo b € I. Em particular, el = e192 = e2 . Logo eﬁ_=e2=e
& o elemento identidade da multiplicacao de 1I. Mais ainda

T = Ae = eA, Resta mostrar que e & central em A, ou seja,
ae = ea para todo a &€ A. Notemos que ea,ae € I para todo

a € A, Logo ae = ef{ae) = (ea)e = ea para todo a € A, -

Vimos nesse corolirio, que se I & um ideal nao  nulo de
uma K-algebra semisimples, entac I também & uma K-algebra com
elemento identidade central em A. A proposicao seguinte nos as

secura que I &, além disso, uma K-algebra semisimples.
(1.13) PROPOSIGCAO: Sejam A uma K-dlgebra e I um ideal nao
nulo de A. Se A & semisimples, entac I & uma K-algebra se-

misimples.

DEMONSTRACAO: £ suficiente mostrar que N(I) = 0. Para isso
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mostremos gue N(I) = N{(A) N I. Notemos dque N({(A) NI & um
ideal de I. Comc N{A} € nilpotente, ﬁodo elemento de N(A) &
nilpotente. Logo todo elemento de N(A) NI & nilpotente. En-
tao N(A) NI & nilpotente e, consequentemente N{A) NI CN(I).
Também N(I) & nilpotente (cf. proposicao 1.2), entao existe
um inteiro m > 1 tal que N(I)m = 0. Entao para toedo a€ N(I)

((naa)a)™ c (N(I)a)m C N(IJm = 0. Portanto pa-

2m
temos (Aa)
ra todo & € N(I} temos (xa)zm = 0 para todo x € A, o que

significa que todo elemento de N(I) & propriamente nilpotente.

Isto implica que N(I) CN(A) NI (cf. Prop. 1.6). Portanto
N{(I} = N(A) NI e consequentemente, considerando que A seja
semisimples, N(I) = 0, ou seja, I & uma K-algebra semisim —
ples.

(1.14) DEFINIGCAO: Seja A uma K-algebra. Dizemos que A & s4im-

ples se os Unicos ideais de A sao os triviais, isto &, {0} éA.

Notemos cue toda K-algebra de dirensao finita simples - & semisim-
ples, Com efeito,scja A uma K~algebra simples e consideremos
N{(a). Logo N(A) = 0 ou N(A) = A, S¢ N(A) = A entao 1LEN(A)

que é um absurdo. Logo N(A) = 0, ou seja, A ¢ semisimples.

(1.15) EXEMPLQO: A algebra Mn{D) das matrizes n Xn (n > 1} a
coeficientes em D onde, D & uma K-3lgebra com divisido & sim-

ples.

DEMONSTRACAO: Sejam I um ideal nao rulo de Mn(D) e 0 #x€1,

Denotando por eij (t,3=1,...,n) as matrizes elementares,
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n
odemos escrever x = X ,.e,. com a,, €D
P . ._lalj 13 i e a ¥ 0 pa
1,15 :
. n
ra algum k e algum &. Como I & ideal, y = rzl € X G
n n n n
= I e_( a,.e . .le = I ) a,.le ;e .)e =
r=1 Yk i,§=1 131 Lr p=op i,5=1 3 rk7ij’ 2x
n n n n n
= I z a..6,.e_.e = I z a, .6 6. & = a e =
r=1 i,j=1 ijkiTrj Ar 4 i,j=1 *J ki jf& rr 7 kirr
= a ,I €& I, pesde que a # 0 y & inversivel e y_l =a“lI
k2 n kR ! ke n'
Portanto In = yy_l € I e consequentemente I = Mn(D). -

Nosso objetivo a seguir € mostrar o seguinte teorema:

(1.16) TEOREMA: Toda K-algebra semisimples. & uma soma direta fi

nita de K-algebras simples.

A demonstracao deste teorema € uma consequéncia imediata

dos segquintes lemas:

(1.17) LEMA: Sejam A uma K-algekra semisimples e I um ideal
nao nulo de A. Se I & minimal entac I €& uma K-algebra sim-

ples.

DEMONSTRACAO: Desde que I & uma K-algebra, resta mostrar que
os Unicos ideals de I sadc os triviais. Seja J wum ideal

nac nulo de I e consideremos o ideal IJI de A que esta con
tidc em TI. Se TIJI = 0 entao J3 C 1JI = 0, ou seja, J3 =90
que & um absurdo pois I & semisimples {cf. 1.13). Logo IJI #0

e da minimeglidade de I segue-se que I = IJI C J <C I, ou seja,
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J = I. portanto I & uma K-algebra simples.
(1.18) LEMA: Sejam A uma K-algebra semisimples e T R
ideais minimais de A distintos. Entac a soma Ip+ ...+ I @

direta. Em particular, A contém apenas um nimero finito de

ideais minimais.

DEMONSTRAGAO: Ja vimos gue existem idempotentes naoc nulos e cen

trais el,...,en de A tais que Ii = eiA = Aei (i =1,...,n).

Mostremos que esses idempotentes sao ortogorais dois a dois, is

to €, eiej =0 (i # j). Com efeito, se eiej # 0 para algum i
algum j i, teriamos O e, &I NI, ' n

e gum Jj # i, te 7 e ey i 5 ou seja Ii Ijg

# 0. Da minimalidade de Ii e Ij temos que Ii =TI NI, =1

contradizendo nossa hipdtese.

Suponhamos, agora, que alel +...+ anen = ) {ai € A). Mul-
tiplicando por e, a direita cbtemos ae; ='aiei =0 {(i=1,...,n).

Logo a soma I; +...t In & direta. Finalmente, desde que A &

de dimensao finita e dim(Il 4yt In) = dim Il +,..+ dim In é

facil ver que A sb pode ter um nlmerc finito de ideais mini-

mals., a

(1.19) LEMA: Seja A uma K-algebra semisimples. Se IreeesI
530 todos os ideais minimais de A, entac A = Il ©...0 In

DEMONSTRACAO: Resta apenas mostrar que A C I, ...+ I - Como
antes, existem idempotentes nao nulos centrais e ortogonais

dois a dois ey,...,e ~ tais que I, =RAe, ~e.A i =1,...,n}) .



Seja e = e, +...+ e . Claramente e € idempotente central em
A, e além disso e.e = ey (i =1,...,n). Afirmamos que e = 1,a
identidadede A. Com efeito, se e # 1 entdo J = (1 - e)A =
= A(l - e) €& um ideal nao nulo de A. Esse ideal J contém um

dos ideais minimais de A, digamos, I para algum 1 < k < n

k
Assim, podemos escrever e, = (1 - e)a para algum a € A , e
consequentemente temos e, = e2 = e (l-e)a = 0 (pois e, e =ek)

K k k
0 que €& una contradigao. Portanto e

= ae; ...t aen S Il +...+ In para todo a € A , ou seja, A C

(1.20) TEOREMA (de Wedderburn paraz algebras simples): Se A &
uma K-algebra simples entao A & isomorfa a Algebra b, =M (D)
das matrizes n xn, para algum inteiro n > 1, a coeflicientes em
uma K-algebra com divisdo D. O inteiro n e a algebra D s3o

unicamente determinados por A,

Antes Ce demonstrarmos este teorema recordaremos a seguin-

te definicao:

(1.21) DEFINICAQ: Sejam A um anel nao necessariemente comuta-
tivo (em particular uma K-algebra) e M um A-mogulo 3 esquerda
(ou & direita) nao nulo. Dizemos gque M & um A-mddulo d esquet
da (ou a diredta) simples se os Gnicos submdodulos de M 530

{0} e M .

DEMONSTRACAC DO TEOREMA: Seja M um ideal & esquerda  minimal

de A. Tal M existe pois A & um K-espago vetorial de dimensao
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finita. Obviamente M & um A-modulo & esquerda simples e clara
mente D = EndA(M) & uma K-algebra com divisao. Consideremos
M como um D-mddulo & esquerda via a agac d.m = d(m) para todo
m €M e para todo d € D. Consideremos também para todo a € A,
a aplicagao & : M —— M, X —— ax. Pode-se ver facilmente
gue Ra S EndD(M)} para tode a € A, assim como a aplicacao
i+ A —— EndD(M), a——r L & um homomorfismo de K-algebras,
obviamente injetor pois A & simples. Verifiquemos que i & tam
bém sobrejetor. Para todo y € M , a aplicagao Ty :M —- M,

X — xy , &€ claramente um elemento de D. Logo f(xy) = f(x)y,

para todo x,y € M e para todc f € EndD(M).

Afirmamos que i{M) & um ideal 3 esquerda em EndD(M). De

fato, pols temos f.i(x)(y) flxy) = £(x)y = 1{f(x}) (y), para
todo X,y € M e para todo f & EndD(M) e, consequentenente,

f.i(x) = i(f(x)) € i(M) para todo f € EndD(MJ.

Agora, como 2 & simples, temos A = MA e, por conseguin

te, i(A) = i(MA) = i(M)i(A) €& um ideal & esquerda de EndD(M).

"

Como ldM

seja, i & sobrejetor, Finalmente, como A & de dimensac fini

i(lA) € 1i(A) segue-se que 1i(d) = EndD(M), ou

ta sobre K entdc a dimensao de M como D-espago vetorial

o

esquerda € também finita (digamos n} e, naturalmente EndD(M)

f2

M (D).

A segunda parte deste teorema decorre do Lema 1.23 abaixo:

(1L.22) LEMA: Seja D uma K-algebra com divisao e D = Mn(D).

Entao:
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it

1) Os ideais L. {EL a.eij : aj €D}, 1 <i <n, de matri

3
zes coluna sac ideais 3 esquerda minimais de Dn e anl,e...QiL.
2) Todos Os Dn—médulos a esquerda simples, em particular

todos os ideais & esquerda minimais de A, sac isomorfos.

DEMONSTRAGAOQ:

1) claramente D =L  @&...86 L . Se x =151 a.e,, € L,,con
n 1 n i

< < = - — e .
a # 0 para algum 1 <k < n , entao (ak eki)x e; & L;-Dis
to segue-se que o ideal a esquerda gerado por gqualquer elemento

nac nulo de Li e Li' Portanto Li & minimal,

2) Obviamente os L, sao isomorfos como Dn—médulos a es-
guerda. Seja N um Dn—médulo a4 esquerda simples. Desde que
A = Ll e ... ® Ln e AN =N , existe 1 <1ic<n tal que
{0} E LN C N e, consequentemente, LiN =N . A aplicacao
Ly —> N, y —> yx, naoc & nula para algum x € N e &, cla-
ramente, um homomorfismo de Dn—mGdulos. Desde que Lye N 520

simples, esta aplicagdo € um isomorfismo.,

(1.23) LEMA: Se D e D' sao K-algebras com divisao tais que
as correspondentes algebras de matrizes Dn e DA, sao isomor-

fas, entaoc D e D' sao isomorfas e n =n' .

DEMONSTRACAQ; Para mostrar que D = D' & suficiente mostrar que
para todo Dn—médulo A esquerda simples N, existe um isomorfismo

de K-algebras D = End (N) . Desde que quaisquer dois Dn—médulos
n
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d esguerda simples sdo isomorfos {(cf. lema 1.22), podemos tomar

*1
N =D = { : X, € D}. Além disso N = D' & também um D-

modulo & direita, o que nos  permite considerar a aplicacao

xl xld
n . .
¢ + D — EndD (D) dada por ¢({d} | : = : para
n X x 4
n n
todo d,xl,...,xn € D. Obviamente, ¢ & um homomorfismo de K-al

gebras. Além disso ¢ & injetor pois D & um anel com divisao.

Para mostrar gue ¢ e sobrejetor tomamos f € EndD (Dn) € escre
n

vemos f(el} A, o+ ...+ enAn , com Ai € D ,onde fe

= e ) l,...,gn}

& a base candnica de D" sobre D. Das equagoes :ﬂel)=f(elfﬁ)=

= ellf(el) = elAl e f(ej} = f(ejlel} = ejlhl r 2 <3 <n, se

gue-se que w{%l) = f e portantc ¢ & sokrejetor. Desde que
~ 2 T

D=D'" entao n = dimD D" = dimD,DA, = nee e, consequentemen-

(1.24) TEOREMA (de Wedderburn para algebras semisimples): Se A

& uma K-ilgebra semisimples entao A €& isomcrfa a uma soma di-

reta finita p{l) e...0 Dér) onde D'V =m (D(l)) (i=1,...,n)
n, n,
1 X i i

€ dlgebra de matrizes n, xn., a coeficientes em p'Y o cada

D(l) & uma K-algebra com divisao e de dimensao finita sobre K.

DEMONSTRAGCAC: Decorre trivialmente dos tecremas 1.16 e 1.20.

(1.25) COROLARIO: Seja A uma K-algebra comutativa. Entdao A &
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semisimples se, e somente e, A = Fl ®...9 Fr , onde cada Fi

€ um corpo . extensdo finita de K.

Encerramos este paragrafo com un teorema-definicgdo para al
- L . -
gebras semisimples e gque nos sera bhastante util no paragrafo

seguinte.

(1.26) TEOREMA: Seja A uma K-algebra de dimensao finita. En-

tao sac eguivalentes as seguintes afirmacoes:
1} A & semisimples

coma direta finita de ideais a esquerda minimais

T

2) A
3) Todo A-mddulo 3 esquerda é uma soma de Submodulos sim-—

ples

4} Todo A-mdédulo & esquerda e uma soma direta de submodulos
.simples.
5) Todo submbdulo de um A-médulo 3 esquerda M & somandc

diretoc de M.

6) Toda sequencia exata de A-modulos 3 esguerda

0 > M! + M + M" —— (0 cinde .

7) Todo ideal & esquerda de A & um somando direto de A

como A-médulo a esquerda.

8) A nac contém ideais laterais nilpotentes.

DEMONSTRACAO:

(1) = (2) Decorre dos teoremas 1.16 e 120 ¢ do lema 1.22,
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(2) = {3) Seja M um A-mGdulo 3 esquerda. Desde que
A= Aey ©...0 e onde Ae, sao ldeais & esquerda minimais ,
e, # 0 e e? =e, (i=1,...,n), temos que M = I ? Ae . X
* +t X€M i=1
Para cada i=1l,...,n e para cada x &€ M, seja f:Aei _ Aeix
a aplicagao A-linear dada por fi(aei) = ae,x. Claramente fi

-

(i =1,...,n) & scbrejetora. Como Ker(fi) (i =1,...,n) & um
ideal & esquerda de A contido em Be, e BAe, (i=1,...,n) e
minimal obtemos Ker(fi) =0 ou Ker(fi) = Aei (1 =1,...,n).

Dal Ae;x = Ae, e portanto & simples ou Ae,x = 0. Isto mostra

(3).

(3) = (4) Seja M um A-mddulo 3 esquerda. Por hipdotese

M & uma soma de submddulos simples (Ni) . Seja N um submd
i€x
dulode M e F={LCTI:N+ I N, & diretal. Desde que
' i€l

¢ € F segue-se que F # ¢ . Notemos que F & ordenado por in-
clusao e se Ll C L2 C ... & uma cadeia de elementos de F en-
tao ULi € F. Portanto o Lema de Zorn nos assegura que F possuil

um elemento maximal J., Seja V =N+ I Ni. Como J € F a so
1E€J

ma V & direta. Mostremos que V = M. Para tode 1 € J temos
N, €V e para todo 1 #J asoma V + N, nao € direta pois
J & maximal para essa propriedade e consequentemente V N N, #
# {0} para todo i &€ J. Como N, & simples obtemos que V ﬂVi =N,
ou seja, Ny C V. Portanto M =V e isto prova (4), pois basta

considexrar N = 0.

(4) => (5) Segue-se pelo mesmo raciocinio usado em (3)

=> (4).
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(5) ==> (6) Seja a sequéncia exata de A-mdédulos a esquerda

0 > M £, M —2 4 m" 0. Logo f(M'}) & um submddulo

de M e, consequentemente, £(M') & um somando direto de M,

ou seja, existe H tal que M = f(M') @ H. Para cada x" € M"

existe x €M tal que g(x) = x". Por outro lado existem

vy € f(M') = Ker(g) e z €H f{nicos tais que x =y + 2z , e

portanto x" = g{x) = gly + 2z2) = gly) + g(z) , ou seja, para

cada x" € M" existe um 2z € H tal que g(z) = x". E facil
ver que tal z € H &, de fato, Gnico. Definimos h: M" — M
tal que h(x") = z . Mostremos que h & A~linear . De fato:

sejam x",y" € M". Logo existem z.,z, € H Qnicos tais que

1772
e portanto glz, + z,) = x" + y". Se

g(zl) = X I g(Z2) = y

h(x" + y"}) = 2z € H entao g(z) = g(z:L + 2,50 ou seja ,

z - (zl + 22} € Ker(g) = £(M'"). Entao z - (z, + 22J € f(M") NH

1
= {0}, ouseja, z = zy + 2, o que significaque h{x" +y") =

h{x") + h{y"). Agora sejam x" € M" e a € A . Logo existe

n L1

z € H unico tal gue g(z) = x" e portanto g(az) = ax" . Se
h{ax") = 2' € H entac g(z') = g{az),ou seja, z'- az€Ker(g) =
f(M') e, consequentemente , z' - az € H N £(M') = {0} o que

significa que z' = az , ou seja, hi{ax") = ah(x").

Claramente g o h = if e portante a sequéncia cin-

Mll
de.

(6) => (7) Seja I um ideal 3 esquerda de A e consi-

- m
deremos a sequencia exata 0 — T 1 .A/I — 0 de
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A-modulos a esquerda. Por (6) esta sequéncia cinde, ou seja,

existe h : A/I —— A tal que 7 o h = id. Consequentemente

A=16& h(A/I) o que mostra que I & somando direto de A.

{7} => (8) Consideremos N(A) que € um ideal & esquerda

de A. Logo existe um ideal 3 esquerda N' de A tal que
A =N(A) & N' como A-mddulos 3 esquerda. Entac 1 =x + x' com
x EN(A) e x'€ N', e entao x = %% + xx' , donde obtemos
X - x2 = xx' € N(A) N"N' =0, Assim xz = X . Por outro lado,

(01}

x € N{(A) e portanto x nilpotente, ou seja, existe um in-

teiro n > 1 tal que x° = 0. Entdo x = 2 = x> =, =L =0

e, consequentemente , x' =1 e N' = A. Disto seque-~se que
(8) => (1) Por definigao.

(1.27) OBSERVACAO: Todo A-mddulo a esquerda . M" para o qual

vale a afirmacao (6) do teorema 1.26 & chamado um A-médulo &
esquerda projetivo (ver Apéndice A-~1 ). Consequentemente , do
teorema podemos concluir que uma K~3lgebra A de dimensao fi-
nita & semisimples se, e somente se, todo A-mdodulc a esquerda

& projetivo.
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§2. SEMISIMPLICIPDADE E SEPARABILIDADE

Sejam K um corpo de car{(K}) = p, p primo, e L um cor-
po extensao finita e insepardvel de K. Logo existe a € L tal
que & nao & separavel sobre K. Se f € KIx] & o polindmio mi
nimal de o sckre K e ' denota a derivada formal de £, en
tac f'(a) = 0 e, por conseguinte, f divide f' em K{xl, o que

implica que f' & identicamente nulo. Disto decorre gue

, para algum inteiro n > 1, onde A r@ys---,a €

'—h
It

Il =1 3
oi]
s
e}

i=0 1 n
- . - 1/p 1/p .
EK e an 1. Seja E K(ao ,...,an_l) e consideremos
g = AR 1+ an-l @Ial/p + ... + 18 a]'/p €L &, E. OCbhservemos

n-1 o} K

n ~ . . .
que l,a,...,o s5a0 linearmente independentes sobre K, pois

- . n
caso contrario teriamos AO + Ald + ... + Ana =0 com li € K

nao todos nulos, © que implicaria gue o polindmio f divide o

polindmio nac nulo g = Ao + le +...+ lnX € Klx] o que &€ um ab

surde. Consequentemente 1 & l,...,an ® 1 sao linearmente in-

gF =

dependentes sobre E e portanto B # 0, Além disso,
e P+ " Teal/BP s (1eal/PMP =0 e

up(n—l)

p(n-1)
a ® a + il

= pn+
n-1 -ee B LB ay (o a

+,..+a )8l1=0.
O .

Portanto R£ & um elemento nilpotente nao nulo em L ®, E, o que

K

implica que L &, E nao & semigsimples.

Este exemplo, que acabamos de analisar, mostra que existem
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dlgebras semisimples cuja semisimplicidade nao é preservada por
extensao de escalares. Surge ail, natﬁralmente, a seguinte ques-—
tac: quais sao as algebras semisimples sobre um corpo K  que
permanecem semisimples sobre um corpo L 2 K, via extensao de
escalares? O principal resultado deste paragrafo {o Teorema

de Wedderburn para algebras separaveis) da uma resposta a essa

questao.

(2.1} DEFINICAO: Seja A uma K-algebra de dimensao finita. Di-
zemos que A & sepaxavel sobre K se A @K E & uma E-algebra
semisimples, para todo corpoc E contendo K. Em particular,
A=A @K K deve ser semisimples se A for separavel.

{2.2) EXEMPLOS:

1) Seja K um corpo. Entdo Mn(K) & uma algebra separa-
vel pois para todo corpo E contende K temos Mn(K} 8, B =

= Mn(K B E) = Mn(E) que & uma E-algebra semisimples.

2} Sejam K um corpo e G um grupo finito tais que car(K)
naco divide o©o(G). Entao K[G] & uma algebra separavel pois para
todo corpo E contendo K temos K[G] o, B = (K ®.E)[G]= E[G])

que € uma E-algebra semisimples.

e e
3) Seja f € Kix}, onde K & um corpo e f =pll,...,pnn '

com p, polindmios irredutiveislem Kix] . Seja E um corpo eXx
tensao de K. Sabemos gque K[x]/(f)®K E = E[x]/<f) & uma E-alge
bra semisimples se, se somente se, ei =1 (i=1,...,n). Assim,

K[x]/(f> € separavel se, e scmente se, e, = 1 (i=1,...,n).



Para a demonstracao do Teorema de Wedderburn para algebras
separaveis necessitamos dos segqguintes dois resultados auxilia -

res.

(2.3) PROPOSICAO: Seja A uma K-algebra simples com c¢entro

Z(A) = K e seja E um corpo extensao de K. Entac A @K E e

simples.

DEMONSTRACAQ: Seja I wum ideal nao nulc de A ®, E. Basta mos-
trarmos gue I contém um elemento nac nulec da forma a @ e com
a€A e e €EE. Com efeito, se I contém um elemento a®e
nao nulo com a €A e e €E, entac I contém (a ® e} {1l ®E )=

a ® eE = a ® E, Consequentemente I contém (A®e}(a®E)(AQL)=

Il

AaA ® E. Como AaA & um ideal nao nulo de A e A é sim-

It

ples entdo AaA = A e portanto I 2 A ® E, ou seja, I =A ®KE.

Suponhamos, por absurdo, que I nao contém elementos hao

nulos da forma a ® e, com a€&A e e €E. Seja, entao,
s
X = ¥ a, @ ei um elemento nao nule de I, com s minimal.

Claramente s > 1 e a_ # 0. Desde que A €& simples Aa_A = A

e, por conseguinte, existem elementos ci,ci €A, 1 <i <t
t t
tais que 1 = I ¢,a_c! . Portanto temos L (e, ® 1)x(c! 81)
. i's i . i i
i=]1 i=1
S t
= ' e I, com a! = ac! , 1 <1 < g=-1 e ' =1
iil aj e, €1, i jil c:| 3 <ic< al ,

0 que garante que, podemos assumir, sem perda de generalidade,

que a_ = l. Da minimaljidade de s, decorre que as-l e aS 530



linearmente independentes sobre K e, consequentemente, a. 1 &

Z Z(A) = K. Seja a € K tal que aas_l - as_la #F 0 e congide-
remos y = (a ® 1)x - x{(a ® 1} = (aal - ala} ® e + ...+
(aaS_l - as_la) @ eS_l . Os ei .sao linearmente independentes

sobre K {também como consequéncia da minimalidade de s) e a
filtima parcela de y € nac nula. Logo, v € I & nao nulo e tem
comprimento mencr que S, O que contradiz a minimalidade assumi
da para s. Portanto I deve conter um elemento nac nulo da

forma a ® e, o gue conclui a demonstragao.

(2.4) PROPOSICAO: Seja D uma K-algebra com divizdo de dimen-
siao finita. Seja L o centro de D. Entao L e separével sobhre i

gse, e somente se, D & separavel sobre K.

DEMONSTRACAO: Suponhamos I. separavel sobre K. Como a dimen-
sao de L sobre K € finita existe a €L e f € K[x] (poli-
némio irredutivel de « sobre K) tel que L = K{o] = K[x]/(f) .
Seja E um corpo extensdoc de XK. Entao D ®F . D @L(L @KE) e

r

L ®E = K[x]/<f> R E[x]/(f) . seja f = 7T fi em E[x],
ig3

com fi fatores irredutiveis de f em E{x]. Logo L @KE =

= Elx)/ .y % E{x]/(fi)@...e) E[x]/, £ Notemos que L = L 8K C

C 1L @KE = E[x]/(f) . Mostremos que L C E[x}/(fi) . Se jam

P, E[x] ——r E[x]/<f N (i=l,...,r) as projegoes candnicas.
i

Como f, divide f em E[x] entac (f) C Ker(pi) (i=1,...,T)

e portanto existem homomorfismos Ei : E[x]/<f N E[x]/<f )
1

dados por 51(6) = pi(g) para todo g € E[x]. Sejam
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¢,y K[X}/(f>ﬂ—“—+ E[x]/<fi> (i=1,...,r) as restricdes dos Ei

a K[x]/(f> . Mostremos que cada v, & injetora. Com efeito,

se g € Rexr(s,) entdo v (9) =0 =p (9. Entdo g €EC£ ), ou
seja, f, divide g. Se f divide g entadc g = 0 em
K[x]/(f) . S f nao divide g entao MDC{f,g) =1 em Kx)

pois f & irredutivel sobre X. Como £, divide g e £, di
vide f em E[x] entao £, divide 1 en E{lx] o gque & um
absurdo pois f, ndo & constante. Portanto Ker(wi) =0 e v
a4 : c 3 o C =

& injetora, ou seja, L K[x]/(f) E[X]/<fi) . Como os fi sao

irredutiveis sobre E, cada F, = E[x]/(f ; & um corpo extensio de
i

L. Desde que D & simples com centro 1, a proposicao anterior nos asse-

gura cue D ®L Fi & sinples (r =1,...,r). Iooco D @K E=1D ®L{L @K E) =

D& (F, ...6 F ) =D& F, 6...6 DO F_ e portanto D 8y E é semisimples.

Reciprocamente, suponhamos que D €& separdvel sobre K e
suponhamos por absurdo que L Tnao € separavel sobre XK. Neste
caso, decorre do exemplo dado no inicio deste paragrafo gue &
possivel encontrar um corpo E extensac de K e um  elemento
nilpotente e central R € D ®KE. Consequentemente o ideal gera-

do por B em D @KE é nilpotente; ou seja, D @KE nao & semi-

simples, o que contradiz a hipOtese scobre D. Portanto L €& se

pardvel sobre K.

{2.5) TEOREMA {de Wedderburn para algebras separaveis): Se A &

uma K-3lgebra de dimensdac finita. Entdoc A & separavel sobre K

se, e somente se, A M (D,}) ®...8 M (D) com D. K-algebras
n1 1l n.r i

com divisao, dim Di < © g Z(Di) separavel sobre K (i=l1,...,r).

K
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DEMONSTRACAO: Suponhamos A separavel sobre X, Logo A & se-

misimples. Portanto 2 = M (Dl) ®...0 M (Dr) com D, K-dlge-

1 r
bras com civisao e dimKDi < =, Como A & sgeparavel, para todo
O E = E &, .. S
corpec E c¢ontendo K, A @K Mnl{Dl) ®K ) Mnr(Dr} ®KE &
isim ¢, dond egue-se gu M .} & E = M. (D, E S
semisimples, donde segue gque ni(Dl} K ni( i @K ) é

semisimples e consequentemente Di ®KE é semisimples (cf. pro-—

posicac 1.9). A proposicao 2.4 acima nos garante, entdo, que O

centro Z(Di) de Di é separavel sobre K.

Reciprocamente, suponhamos que A =M (D,) ®&...¢# M_ (D )
ny 1 n_r

comn Di K-algekras com divisao, dim Di < o e Z(Di) separa —

K
vel sobre K (i=l,...,r). Entao Di € separavel sobre K (cf.

proposicao 2.4); ou seja, para todo corpo E contendo K ,

n

Di ®KE & semisimples (i=l,...,r}, e consequentemente A @KE

= Mn (Dl) ®

D

E 9...0 M (DrJ ® E & semisimples. Portanto A

K K

1 r

separavel sobre K. _
(2.6) COROLARIO: Seja A uma K-algebra comutativa de dimensio
finita. Entdao 2 & separavel sobre K se, e somente se A =
=L; 8...8 L onde os L, sao corpos extensdes finitas e sepa
raveis de K.

Terminaremos este paradgrafo apresentando uma caracteriza —

cao de algebra separdvel sobre um Corpo que permite a extensdo

natural dessa nogao ao caso de anéis comutativos.

Dada uma K-algebra A, denotamos por a° a K-algebra opos

- .0 ' : ~
ta de A, isto &, A" = {x" : x € A} munido das = operacgoes:
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o} o o 0 o o} . e o
X +y = (x+y) e xy = (yx) . Indigquemos por A =.A®KA
a assim chamada afgebaa envelvente de A. Podemos ver A como
um A®-médulo & esquerda via a acdo: (X ® y“)a = xay para todo

a,x,y € A.

A aplicacdoc multiplicagao ¢ : A X A% — A definida por
$(x,y°) = xy & obviamente K-bkilinear e portanto induz uma apli

cagﬁo K-linear, também indicada por ¢, de A @KAO em A, dada

o1 =

Il
por ¢(: x, ® yi) =

x;¥; .+ Esta aplicagao ¢ & obviamente
1 i

1
sobrejetora, pois para tedo x € A, ¢(x ® lo) = X%, Além disso
para qualguer a,b,x,y € A temos ¢({a ® bOJ{x ] yo)) =

slax 8 (yb)¥) = (ax) (yb) = al{x y)b = (a ® b°) (xy) =

i

o - -
(a ® b )¢{x ® yo) O que mostra que ¢ & também Ae~linear .

Il

. a . e . -
Portanto temos a seqguinte sequerncia exata de A -mdodulos a es-

¢

querda 0 —— J{(A)}) —— N — A —» O onde J(A)-:Ker(¢].

(2.7) TEOREMA: Seja A uma K-algebra de dimensao finita. Entao

A & separadvel sobre K se, e somente se, a sequencia exata de

¢

Ae—médulos d esquerda 0 —— J{(A) —— A — A — 0 cinde.

Para a demonstracao deste teorema necessitamos do seguinte

lema.

(2.8) LEMA: Seja A uma K-algebra de dimensao finita. Entao A
é separével socbre K se, e somente se, existe um corpo E ex-—

= E: . n 3 = "
tensao de K tal que A @K Enl s ] ® Enr onde Eni Mni(E)
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DEMONSTRACAO: Suponhamos A separavel sobre K. Seja E um cor

po algebricamente fechado contendo K. Dai A @KE & semisim —

ples e portanto A ®.E = Dél) ®...0® Dér) onde p't 530 alge-
1 r
bras com divisac e de dimensaoc finita sobre E. Sejam dimKD(lL
. m,
= mi <ew , i=1,...,r. Assim, para todo x € D{l) s L,x,...,x 1

sao linearmente dependentes sobre E, ou seja, existem
™
A ;e .,a € E , nao todos nulos, tais gue a +a X+...+a_ x =
(o} m, o 1 m,
i i
= (0, o que significa que x & algébrico sobre- E, acarretando
{1)

X € E. Isto mostra que D CE C D(l) *

, ou seja, D =E ,

(i=l,...,r} e portanto A @KE = En} P,..0 Enr

Reciprocamente, seja E um corpo extensao de K tal que

ABE=>E 6..9E . Seja F um corpo arbitraric extensao de
1 r

K e mostremos que A ®KF & semisimples. Consideremos o corpo

EF =(E @KF) para algum ideal maximal M de E 8. F. Como
M

E=~E8KCE®F ea restrigao da aplicacao candnica

E®F —EF a4 E & injetiva (pois se 0 # x €EE & tal que

K
x® 1 EM entiao 181 -1

(x " ® 1)(x® 1) €EM o que &€ um ab-

surdo) , consequentemente, EF contém E. Analogamente EF con-

tém F. Agora A @KEF = (A QKE) @EEF = [Enl G...8 Enr) @EEF B

m ® _EF .. & _EF = B... ]
Enl r & o Enr - (EF)nl @ (EF)nr . Ou seja,

A &KEF @ semisimples. Por outro lado, A @KEF = (A @KF) @FEF e

se A @KF tem um ideal nilpotente nao nulec I entao I & EF

& um ideal nilpotente nao nulo de A ®.EF o que contradiz a

conclusao acima. Portanto A @KF é semisimples. .
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA: Suponhamos A sepzravel sobre K. Con
O - - - ~
sequentemente A e tambem separavel sobre K. Entao o lema

2.8 nos garante que existem corpos E e E' contendo K  tais

o)
E = - w A ! = '
que A ®K En 4] @ En e A @KE Em
1 r 1l
deremos agora © corpc EE' = (E @KEU para algum ideal maximal M
M

de E @KE'. Desde que EE' contém E e E' +temos A @KEE' S

¢...8 E' . Consi-
My

0 .
= Ep' = B &...® (EE' e EE!' = ' EE
(a @KE) ®E B (E Jnl (EE )n A O E (A 8. E ) B

Ir
o~ T v (0] 1
~ (EE )ml ®...8 (EE )ms e, consequentemente A @KA @kEE
~ 1 0O 1 o~ 1 ' ¥
~ (A @KEE ) @EE, : @KEE ) _ { (EE Jn ®...9 (EE )n) QEE"((EEL; ®
1 r 1
1 ~ ] §
0 - s A S "'® (EE }m ) - (EE }n m ®o.-$(EE )nm $-.-$
s 11 1 5
1 ‘ 1 e = o = —57]~
(EE )nvml ®...9 (BE )nrms e portanto A A @KA & uma K-al

- . e . o
gebra separavel. Em particular A ¢ semisimples e consequente

- . [ =] - -
mente toda sequencia exata de A -modulos a esquerda

0 ——— M' » M $» M" — 0 cinde {cf. Teorema 1.26). Em

¢

particular, a sequéncia exata 0 —— J(A) —— A® —— A — 0

cinde,

) o . e .
Reciprocamente, suponhamos gque a sequencia exata de A -mo

¢
- e
dulos a esquerda 0 —— J{A} r A r A + 0 cinde. Mcs
tremos que A & separavel sobre K, verificando que B = A ®F
& semisimples para todo corpo F extensdao de K. Observemos
e o o o e
= B” = F) & _(A F) = ®_ A = .
gque B B 8, (A 8, ) F( & ) (A X ) O = AT O F
Denotemos por ¢' = ¢ ® 1 : B® —— B, Como a sequéncia exata
0 — J(A} - Ae A ——= 0 cinde, existe uma aplicagéo
A®-linear ¢ + A~—— A% tal que ¢ o v = id, . Seja

A
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e - €
' = ¢ 1 : B—* B . Claramente ¢' e B -linear tal que

. ' _ o
' o¢' = id, . Seja ¢'(l) = X, ® y; com Xi'yi € B. Logo

t
z XY, = 1. Para mostrar que B & semisimples, basta verifi-

car que se N C M sao B-mddulos & esquerda entao N & somando
diretc de M {cf. teorema 1.26). Para toda aplicagaoc K-linear
f ¢+ M—+ M ¢ para todo x,y € B, definimos (x ® yo)f como
sendo a aplicacao K-linear de M em M dada por (x® yo) (£) (m) =
= xf(ym) para todo m € M. Como M,N sac B-mddulos e B & uma
K-ilgebra entac M,N s=ao K-espagos vetoriais e consequentemen
te N & somando diretc de M como K-espacos vetoriais. Seja

T : M —— N a projecao candnica e denotamos por w' = ¢'(1l)7.

Com¢ w = idN sobre N entao para todo n € N  temos que

m'(n) = (

t
; xiﬂ(yin} = E X, y;n = n. Por-

1 i

ot
Il ™t

o _
L X, ® yiwan) = .

tantc 7' = 7' . Finalmente, para cada b € B e para todo
mEM temos w'(bm) = (1L & b)n'(m} = (1L ®& b et (L)n(m) =

e((b 819 .1)rm) = (b o 1%¢' (L)rm) =

=o' ((1 8 b°) . 1)m(m)

{(b@P) v'{(m) = br'{m}, ou seja 7' & B-linear. Consequente —
mente n' & uma proje¢dc B-linear de M em N e portanto N
& somando direto de M como B-mddulo 3 esquerda. Isto mostra

que B & semisimples. _

(2.9) OBSERVAGAO: As afirmagoes:

(i) A sequéncia exata de A®-mddulos i esquerda

$

0 — J(A) 5> a% r A —— 0 cinde.
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- e . s

(ii) A & um A -mdodulo projetivo
sio equivalentes (como Vveremos no proxime capitulo). Assim, con
siderando o Teorema 2.7, podemos afirmar que uma K-algebra A

- e - e
& separivel se, e somente se, A & um A -modulo projetivo.

§3. SEPARABILIDADE E DERIVAGAO

Sejam K um corpo e F uma extensao finita de K. Sabe-
mos que F & uma extensac separavel de K se, e somente se

r

cada elemento o de F & raiz simples de seu polindmioc minimal

{ monico irredutivel) m € K[x], se, e somente se, ¢ nao &

raiz de m& , onde m, denota a derivada formal de ma .

0 resultado acima nos 43 um critério para se decidir sobre
a separabilidade de extens®Ges finitas de um dado corpo, via a
nocao de derivada. O que veremos a segulir, neste paragrafo, é
uma generalizacao do conceitc da derivada e consequentemente uma
nova formulagao do resultado acima. Esta nova formulacdo nos
permitird a extensac desse resultado as Algebras de dimensao fi

nita sobre corpos.

(3.1) DEFINICZO: Sejam F € L extensoes do corpo K. Uma K-de-
advagdo de F em L & uma aplicagao K-linear D : F — L tal

que D(xy) = D{x)y + xD(y) para todo x,y € F.

(3.2) EXEMPLOS:
1) A aplicagao K-linear nula de K em KX.

2) Sejam car(K) = p, p primo, a € K tal que a & kP e

F = K[xl// . Desde que a derivada usual d : K{x] —— Klx]
(xP-a)



34

P _ a), ou seja Ker(d) =2 (xp - a), entdo ela

se anula em (x
induz uma K-derivacdo D : F — F dada por Df = df. Clara-

mente D & nao nula.

(3.3) PROPOSICAO: Sejam F CE C L extensoes de K tal que E
€ uma extensao finita e separavel de F. Entao cada K-derivacao
D de F em L se extende de maneira {inica a uma K-derivégao

b de E em L.

DEMONSTRACAC: Desde gqre E = Fla) para algum o € E (pois E

& extensao finita e separavel de F), seja f(x) =

n . _
= 3 aixl € F[x] o polindmio minimal de o sobre F. Seja D
i=0
uma K-derivagao de F em I e suponhamos inicialmente que D
~ ~ n ~ i,
& a sua extensao a E. Entao temos 0 = D(f(g}) = I D(aia ) =
i=0
n . n . n . n .
= % Bladar + £ a, ia* 1 B{a) = = D(a.)a” + = a‘iak450ﬂ=
. i R 1 = i |
i=0 i=0 i=0 i=0
D L= D _n i , ~
= f {a) + f'(a)D(a), onde f (x} = L D(ai)x e f'(x) =
i=1
n i-1 ~ D
= I a,ix . Logo, desde que f'(a) # 0 , D{a) =-f (a)
. 1 1
i=1 £ (a)

estd completamente determinado por D e de maneira Gnica. Re-

ciprocamente, seja D uma K-derivagao de F em L e mostre -

mos que D se extende a uma K-derivagac D de E em L. Para

tanto & suficiente considerar D(a) = "fD(a)/f,(aJ e definir
_ n=-1 i n—-1 5 n—-J1 ]
D{ X bB.a) = I D{b,)Joa + I b, ia D{a), quaisquer gue
A 1 - 1 . 1
i=0 i=0 i=1



sejam b _,...,b _, & F. Evidentemente D & K-linear de F em

L, By =D e D(xy) = Dix)y + xD(y) para tedo x,y € E.

-

(3.4) TEOREMA: Seja F uma extensao finita de K. Entdo F &
separavel sobre K se, e somente se, tcda K-~derivacao de F em

F &€ nula.

DEMONSTRACAEO: Suponhamus inicialmente, gque F & separdvel so-
bre K e seja D uma K-derivagao de F em F. Como D(l) =
= D{1.1) = D(1) + D(1) = 2D(1l) entaoc D(l} = 0 e conseguente
mente, D(x) = AD{(l) = 0 para todo ) € K. Logo D e a aplica-
cao K-linear nula de F em F extendem a derivacao nula de K
em K, donde segue-se que D = 0 (cf. Proposig¢ac 3.3). Recipro-
camente, se F nao é separavel sobre K, decorre ds teoria de
corpos que car(K) = p, pera algum primo p, e que & sempre pos
sivel encontrar um subcorpo E de F, que contém o fecho sepa-
rdvel de K em F, satisfazendo EF E E elF:E] = p. Além

dissc, F = E[xh/. para algum a € E \P. pe acordo com
(P - a)

o exemplo 2) dado em (3.2) concluimos que existe uma E-~deriva —
¢ao (e, consequentemente, também K-derivagado) nao nula
D: F——F, o que & uma contradi¢ac. Portanto F & separavel

sobre K,

Consideremos, agora, A uma K-algebra e M um A-bimddulo,
isto &, M & um A-mddulo & esquerda e a direita e, (ax)b =a(xb)
para todoc a,b € A, Admitiremos sempre que il = mA para todo
A € K. Uma K-derivagao de A em M € uma aplicagao K-linear

D:A— M tal que D{ab) =al(b) +D{(a)b para todo a,b € A,
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{3.5) EXEMPLOS:

1} Toda K-derivagac de F em L, onde F CIL s3o exten-

soes do corpo K.

2) Para cada m € M, a aplicagao 8, ¢+ A——M dada por
am(a) = am-ma para todo a € A & uma K-derivagao chamada Dexd
vacdo interion. Naturalmente, se A & ccomutativa e M & um

A-modulo (isto €, ax = xa para todo x EM e para todo a € A)

entao 9, = ¢ para todo m € M,

3} Seja ¢ : A® —+ A 0o homomorfismo de AS-mdduios a es-

guerda ¢ Z a; R bi) = Z aib4 . Como J(A}) = Ker(¢) & um
i i

A®-mddulo 3 esquerda entdo J(A) & um A-bimddulo via as acoes
ax = (a ® lo)x e Xa = (1® ao}x para todo x € J(A). A apli-
cagao § : A —— J(A) dada por d&(a) = a @ 1° - 18 ao, para
todo a € A, € uma K-derivagdo de A. Logo uma K-derivagdoc D de
A em algum A-bimddulo M €& interior se, e somente, 8e existe
m €M tal gue Df{a) = 6(a)m para todo a € A. Para tanto bas-
ta notar que todo A-bimdédulo M & um & @KAO-mE)dulO d esquerda
via a acdo (a ® bYx = axb para todo a,b €A e para todo

X © M,

(3.6) OBSERVACOES:

-

1) O conjunto das K-derivacoes (DerK(A,M)) de Aem M &

claramente um K-modulo.

2) Com as mesmas notagOes dos exemplos anteriores temos que

n
AS(A) = J(A). Com efeito, seja x € A§(A). Entac x= 7 a, &(b,)
i=1



37

[»)
com a,,b. €EA. Mes a.o(b.) =a. (b, ® 1°~-18Db.) = a.b, & 1°=
1 a1 1 1 1 1 1 1l 1

- a; ® Hi € J(a), ou seja, x € J{A). Reciprocamente, seja
n o n o o
x= I a, ® b, €J(A). Entao x = I a,{(l1®b, —-b, 8 17) =
. i i . i i i
i=0 i=1
n
= - I a,8(b,} & BS(A).
. i i
i=1

(3.7) TEOREMA: Seja A uma K-3lgektra de dimensdo finita. Entdo
A & separdvel sobre K se, e somente se, toda K-derivacdo de

A (em qualguer A-bimdduylo M) & interior.

DEMONSTRACAO: Suponhamos, inicialmente, que A & separavel so-

bre K. Ertao a sequéncia exata de A®-médulos 3 esquerda

¢

0 — J(A) —> A® «~——+ A —— 0 cinde (cf. teorema 2.7). Logo

existe uma aplicacao A®-1linear h : A —— A% a1 que ¢ 0 h =
' 2 . o e

= 1id,. Seja e = h{l) = iil X, & Yy € A~ . Claramente ¢(e) =1.

Da observagao 2} de (3.6) decorre gque J(A) € um ideal de a°

gerado por elementos da forma a ® 1°-ae1° para tode a € A,

Alénm disso, para todo a € 4, (a ® lo)e = (a ® lo)h(l) =

= h((lea%.1 = (L8 aY)h(l) = (1 8 a%e .

Sejam M um A-bimddulo, D : A —— M uma K-derivagao e

consideremos m =

xiD(yi) € M. Entac, para todo a € A, te-
i

s

1

mos am - ma =

‘ axiD(yi} -
i

1 i=1

n
xiD(yi)a = 1£ axiD(yi) -

1

13
| I e =
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xiD(yia) + D{a). Por outro lado, notemos que a aplicagao
i=1

¢ : A X AO — M, dada por w((a,bo)) = aD(b} e K-bilinear e,

consequentemente, induz uma aplicacac K-linear J : A ®KAD_~+ M

n
8 b°) = =
l =

aiD(bi). Assim, desde que (& @ lo)e:
i

tal que 5(% a,
[F1Y 1 l

Il
=]

It 13

o} o _
(1 ® a’}e ou axi ] y; =

x, ® (y,a)? , obtemos
1 i 1 1

1

1

i

o
X, & (yia) ) ou
1 i

G

(

o, _ >,
. ax; ® yi) = ¢

) X axiD(yi) =

e 3
| Ing =]
13

1

xiD{yia) e consequentemente am ~ma =

ax,Diy.} -
1 i Tt

Il
[ R
i a3

i 1

xiD{yia} + D(a) = D(a), para todo a € A, 0 gue mostra que
1

l
Il 13

i

T

D & uma derivacdo interior.

Reciprocamente, suponhamos que toda derivagao de A (em qual
quer A-bimédulo M) & interior. Seja A% =a @KAO visto como
A-bimddulo via as agdes (a ® boJc = g B (bc)O - ab & co e

cla ® bo) = ca ® bO para todo a,b,c € A e consideremos aapli

cacdo K~linear 3 : A — a® dada por df{a) =1 ® a®. Desde
que d(bc) =18 (ba)® = (1 8 b%c + b(1l ®c®) = 3(b)c + bd(c),

n

' . ~ a O

vemos gue 3 & uma K-derivacgao e, portanto, existe e= I xiéayi
i=1

€ A% tal que 23(a) = ae~.ea para todo a € A, Logo temos

=
@
Vi)

Il
e s
13 ae =
i 48

o
x, ® (yiaJ +

o}
X, ¥y. @ & para
1 i=1 T

o
ax, 2 Yy ~

i=1 i 1

O
todo a € A. Em particular, para a =1 temos 181 =



n o n o n o n o
= L x,®@y, = I x, 0y + I xy 81 = I x.vy, &1 .
i=1 Y Tt i=1 o= U i=1 1
n n o o
donde segue-se gue I xy., = ¢ X x, 8y,) =¢{1l ® 1) = 1.
i=1 1 i=1 t 1

n
Portanto, veltando a igualdade 1 & a® = z ax, @ yi -
i=]

It o
|3 e

n o)
- E X, ® (yia) +

X.¥. ® ao, obtemos
1 i ol

ax, 9 y. =
1 i t

1 1

n
= 7 x, ® (yia)O ou, equivalentemente, (a ® lo}e = {1 ® ao)e

para todo a € A. Agora seja h : A —— a® uma aplicagao dada

por h{{a) = (a ® lo)e. Claramente h{a + b) = h(a) + h(b) para
tcdc a,b €a, ¢ oh-= idA . Também para tcde a,bk,c € A te-
mos h(la & bo)c} = h{acbh) = {(acb ® 1O)e = (ac ® lo}(b ® lo)e =

(ac ® 1%) (1 ® b%)e = (ac ® bP)e = (a ® b)) (c ® 1°)e =

ft

= {(a @ bo}h(c), ou seja, h & Ae~linear e portanto a sequéncia

¢
exata 0 ——- J(A) ~ a% » A —— 0 cinde. Consequentemen
te A & separavel sobre K (cf. Teorema 2.7). _
{3.8) COROLARI{: Seja A uma K-3lgebra de dimensao finita e

comutativa. Entaoc A & separavel sobre K se, e somente se ,

toda K-derivagdao de A (em qualquer A-modulo M) & nula.



CcaPITULO II

ALGEBRAS SEPARAVEIS

Este capitulo é todo dedicado ao estudo da nogao e pro-

priedades da separabilidade sobre anéis comutativos.

Em todo o capitulo, a letra R denotard sempre um anel

comutativo com elemento identidade.

Com intuito de evitarmos sermos repetitivos , assumiremos

agqui a mesma notagao e terminologia utilizadas no capitulo I.

§1. DEFINICAO E EXEMPLOS

(1.1) TEOREMA: Seja A uma R~algebra. Entao 3s seguintes con—

digbes sao equivalentes:
i) A & um A®-mddulo 3 esquerda projetivo

1 s o + e - -
ii} A sequencia exata de A~ -modulos a esquerda

0 —— J{A) — Ae-mjL+ A —>» O cinde

L=

iii) existe e € A tal que ¢f{e) = 1 e JT{A)e = 0.

DEMONSTRAGAO:

i) <> ii} Decorre imediatamente da defini¢ao de mddulo

projetivo (ver apéndice, Prop. A-1)

ii) = iii) Por hipOtese existe um A®-homomorfismo h:A > A°
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tal que ¢ o h = id. Seja e = h{(l) € A° . Logo $le) = 1.
Para mostrar que J(A)e = 0, vejamos inicialmente que J(A) &
um ideal de A€ gerado por elementos da forma a @ 1°- 18 ao

[
(a € A). Claramente a8 1 - 18 a° € J(A) (a € A). Por outro

n N n
lado, se Z a; ® bi € J(A) entao Z aibi = 0 e consequen-

i=1 i=1

I o a o o) o) .
temente L a, 8 b, = Z {(a,® 1)(1®b, -b, ® 17}, ou seja,

jop 1 i 45 1 i i

J(A) & gerado por elementos da forma a @ 1°~ 10 a° (a€a)

(cf. observagao (3.6) 2) do cap. I). Agora para todo a € A ,

(a® 1%e = (a®1%9h(1) =h{(a ® 1°.1) = h(a) = h(1ea).1)
(18 a®)h(l) = (1 ® &°).e, ouseja, {a®1° -18 a%e =0 e

consequentemente J(A)e = 0.

€ a1 que ¢le)=1

(]

iii} = ii) Por hipOtese existe e € A
J(A)e = 0. Definimos h: A — af por h(a) = (a & lo)e =
- (10 8%)e. Claramente h{a+b) = h{a)sh{b) para todo a,b€ha e

¢ o h = id. Agora para todo a,b,c € A temos h((a @ka).c) =

h{ach) = (ach ® 1% e = (ac 8 19) (b 8 1%)e = (ac ® 19) (1 6 B)e
= (ac @ bo)e = {a & bo)(c |8 lo)e = {a ® bo}h(c) ; Ou seja, h
& A®-linear e portanto a sequéncia 0 —~GJTA)——vA?-jL A —»0
cinde

(1.2) DEFINICAQ: Seja A uma R-algebra. Dizemos que A & je-
pardvel sobre R se satisfaz uma das condigoes equivalentes do

teorema {l1.l) acima,

De acordo com © teorema (2.7) do capitulo I vemos que a
nogao de separabilidade sobre anéis comutativos & uma extensdo

natural da correspondente nog¢ao sobre corpos.
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€ verificando a condicdo (iii) do teorema

0 elemento e € A
(1.1) acima € claramente um elemento idempotente (ez—e=(e—1)e
€ J(A)e = Q) chamado {dempofenfe de separabifidade de A . Por-
tanto A & separavel sobre R se e somente se possui um idempo-
tente de separabilidade. Esse idempotente em geral nao € uni-
co (cf. exemplo 1.3 f} abaixc). Contudo, se A for comutativa
o idempotente de separabilidade & TGnico, pois. se eyre, € A%,
e # e, sao tals que ¢(eq) = ¢ (e,) =1 e J(A)el = J(Ae,
= 0, entao ¢(el) - ¢(e2) = ¢(el - e2) =0 , ou seja, e~ ey S

— a2 _ _ -
Ker ¢. Portanto, (el - e2)el = e] e, = ey ~ ee E‘Junel-—ﬁ

e (e2 - el)e2 = e, - ele2 = J(A)e2 =0, e consequentemente

(1.3) EXEMPLOS:

a) R & claramente separavel sobre R. Mais jeralmente, um

produto de copias de R, R = R x...,x R & separével sobre R.

b) Seja U C R um sistema multiplicativo de R. Entac R
& separavel sobre R, pois neste caso a multiplicagao ¢ & um

isomorfismo. Em particular, Q & uma Z%-algebra separavel.

c} A = %/bz , com p primo, & uma Z-algebra separavel.
Novamente, aqui, a multiplicagac ¢: Z/p 7 8% :z/p 7 — 7 /p%

& um isomorfismo.

d) Sejam R =% [v-3] e A =flw]l , onde w & uma raiz

terceira primitiva da unidade. A &€ uma R~algebra separavel cujo
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idempotente de separabilidade € dado por 181+ 18w-w81l.

e) A= RO®IRi®IR]® IRk , a R-dlgebra de quate'rnios , @&
uma R-dlgebra separavel. Um idempotente de separabilidade e dado

por e = -{%—(1.6 °-iei®-383°-x68x°.

f) A algebra das matrizes n X n , Mn(R} , a coeficientes

em R & separavel. De fato: sejam e,y as matrizes elementa-

res. Seja e = L e.,.®e., para j fixo entre 1 e n. Entao
i=1 *3 3%

n n
¢{e) = Z e,.e., = Ze,, =1, e para todo k e L,

n
(ek£®l—l®e )e=.

K4 l=1(ek£eij ® eji - eij @ ejiekg) = ekj@ ejje,"

- ekj ® ej;z, = 0. Desde gque 08 e, geram Mn(R) como R-modulo,

isto mostra gue J(Mn(R))e = 0. Portanto M_(R) € uma R-3lgebra

separavel e e & o idempotente de sevarabilidade.

g} Seja G um grupo finito cuja ordem n €& uma unidade

em R. Entao a dlgebra de grupo RIG] é uma R-Algebra separivel.

Com efeito, tomando e = % L x® x_l em R{GIS temos Me)= 1,
xe G
1 -1 1 -1
e para todo yEG,(y@l)ew-———Zéx®x = == L 2®z y=
n e n oeq

=1 ® y)e. Portanto RIG] & R-separavel e e & um idempotente de se-
parabilidade.

R[X]
(£
Xx =X+ {f!. Se £' denota a derivada formal de f e f'(x} & inver-

h) Sejam f€ R[X] um polindmio monico e A = =R[x] , com

sivel em A, entao A & separavel sobre R. Em particular se K &

um corpe e f € K[X] & um polindmio separavel sobre K entdo
- . b
KIXT/( ¢y & separivel sobre K .De fato, sejam f(x)= a X'+

oo By com aLGR,,annl e
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f {x) fO(X)
e = ——01+ ... +
£'{x) £'(x)

n-1 _
8 x onde fk(x) = a.x +

0 <k £ n. Notemos que fn - x £ =a_,

£1 (x) T ) £1(x)

%% n 1 n' -1

£ (x) £ (x) © £ (x)

n-.
®(a; X + ...+ an'} Por

f (x)- a f _(x) - a
I N ey 4+ -1 1 n-1 8 X
0 £ (x) £'(x)
£f,(x)~ a _ filx) - a _
+ ...+ 22 & x" 2 + 0 S 8 x" 1 . temos que
£'(x) £'(x)

cutro ladeo , como e(x & 1) =

a
Il

£'(x)

it S (alxn"l + ... +a ) +
£'(x}

e(l @ x) -e(x® 1) = &1+

d al
d x+ ... +
£f'ix) £'(x)

® x = 0 . Agora tenos que (e} =

= —— (fn_ltx) + fn_ztx)x + ... + fo(x)xn“l) e notando que

fl(x)xnm2 = a xn—l + a n-2

n-1 n-1

i
W
"

fo(x)x



temos que f'(x) = fnﬂl(X) + fntz(x)x + ...+ fO(x)xn_l e por-

tanto d¢{e) = 1. Portanto RI[x] ey & separdvel e e & um idem-
f

potente de separabilidade -

§ 2. PROPRIEDADES:

Uma das primeiras propriedades gue gostariamos de observar

& a seguinte:

No exemplo 1.3 b) acima vemos que uma algebra separavel
sobre um anel R nao & necessariamente livre como R-mddulo e
muito menos finitamente gerada. Contudo, no caso de R ser
corpo, uma R-dlgebra separavel & necessariamnte de dimensdo fi-

nita como R-espaco vetorial, conforme Proposicao abaixo.

(2.1) PROPOSICAO: Seja A wuma R-algebra separdvel. Se R for

un corpo entao dimg, A < .

DEMONSTRACEO: Se R & corpo, entdio A e A® s3o  espagos

vetoriais sobre R. Sejam {Xi}i!EI uma base de a° e

o L _
{fi}iE ; uma base de Hom,(A",R) definida por fi(xj) = sij'

o

Todo elemento de A & claramente da forma a= & f.(a)xi

i€X
onde f,(a) = 0 exceto para um numero finito de i's. Identi-
ficando A ®, R com A, podemos considerar {16 f. !}, como
R S =

base de Honh(Ae,A) e {18 xi}ifEI como base de A° sobre A.

€ temos que x = L (1® £, (x)(1 & x,).

Logo para todo x € A
iET



Sejam ¢: A _,A a aplicagao A®-linear dada pelo produto e
e €A% tal que ¢(e) =1 e J(A)e = 0. Entdo temos, para todo

a €A, a= d(168a%e)=¢( L (16 £){(1 8 a%e)(1 8 x.)}) =
i€1 b t

I (1l e £.)((1 e a)e)x, pois ¢ & A°-linear e (1 ® £)((1 & ade)
ser i i i

€ A QR R C A®. por outro lado, (1 & fi)((l ¢ a%e) =
(10£;) (28 1% e) = (a®°)(10 f{)(e) pois J(A)e = 0 .  Conse-
guentemente, {i € I : (1 8 fi) ({L & a)e) 20} € g =1{i€1;

(1 & £;)(e) # 0} e este Ultimo & finito e independente de a.

n

Entao a= Z (1® £.){((L ® a®le)x. e considerando e = = a, @bc.:,
jeg ] i=1
temos
n o
a= £ (1L®f)((Loa® Za, o b{) X, =
JET J i=1 % 1
n o I
= L (1e®efN)(Z a, & (b,a))x, = L (a, ® f.(b,a))x. =
jeT I oi=1 b * L
€
n o g n
= I {a.f.(b.a)®81)x. = a,.f (b,a)x, = ¥ f,(b,a)a.x..
j=1 17371 ) 3 j=1 * i 3 j=1 34 ) i%4
&I &g &I

Istco mostra que o conjunto finito {aixj :i=1,...,n, jE€J}
gera a° sobre R e consequentemente gera A sobre R. Isto

significa que dimR A< ©

Damos a sequir o analogo para anéis do teorema 3.7 do ca-

pitulo I.

Recordamos, antes, as nogoes de derivacao e derivacgdo in-

terior vistas no §3 do capitulo I.

LUNCSI O A

Big TR L L T



Sejam A uma R-algebra e M um A®-mddulo ou, equivalen-
temente, um A-bimddulo. Uma R-derivacao de A em M é uma
aplicagao R-linear d: A =~ M tal que d{ab) = d{a)b + ad(b),
para todo a,b € A, Dizemos que d € interior se existe m€E M
tal que df{a) = am - ma = 8{a)m , onde &: A > J(A) & a R~
derivagao dada por &(a) = a ® 1°- 1 0 a°. Denotamos por DerR(A,M)

o R-mdédulo das R-derivagoes de A em M.

(2.2) TEOREMA: Seja A uma R-algebra. Sao equivalentes:
i) A €& separavel sobre R
ii}) Toda Rnderivagéo de A (em um Ae-médulo) & interior.

Para a demonstragao deste teorema necessitamos da sequin-

te proposigao.

(2.3) PROPCOSICAO: Sejam A uma R-Algebra e M um A-bimddulo.

Entao o homomorfisme ¢: Hom e(J(A),M) 4-DerR(A,M} definido
A

por f > f of & um isomorfismo tal que as derivagoes inte-
: s oy e .
riores correspondam as aplicagoes A -lineares de J(A) em M
- =] - N - '
que se extendem a A~ . BSe, alem disso, A € comutativa e se

M & A-mddulo, a mesma aplicagac induz um isomorfismo de

Hom, {J{A) , M) em Der_(A,M}).
kS /J(A)2 R

DEMONSTRAGCAO: Mostremos, inicialmente, que ¢ & bijegdo. Ela
é injetora, pois fed = 0 se, e somente se, f£od(A) = 0 se,

e somente se, Af(S(A)) = £(AS(A)) = £(J(A)) 0 se, e somen-

fl

te se, £ = 0. Agora, para mostrar que é sobre seja
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D: A > M uma R-derivacao. Definimos a aplicagao £: A% > M

1

poY f(a ® b) = ~a D(b) . Claramente f & R-linear e £(6(A))

=fla ® 1°- 1 ® a% = -aD(1) + 1D(a) = D{a) pois D(a) = D(a} +

aD (1} (a € A). Agora mostremos que f restrita a J{A) é
Il

Ae——linear; para isso seja x @ yOE N e z ai® b?i_ c J(A).
i=1

n o n n
Entdo £(({x 8 y°} £ a; 8 bi)) =f{ I xa, @(biy)o=—2 xay D(biy)-:

i=1 i=1 i=1
n n n
= - Z =_- % \ . - z b, D =
o xa, (D(bi)y + bi D {y}) i:lxalD(bl)y o xalbl {v)
n n o
= - - 0 ’ =
= § xa;D(b,)y ; por outro lado, (x @y )f(lé a; 8 by)
i=1 i=1
n oy B n
= (x ® yO)(—.E a;D(by)) = -(x 8y )_E a;Db,) = ".i xa, D(b,)y.
i=1 i=1 i=]

Agora, se D & inteira entao D(a) = §(a)m para alggm m € M,
e definindo f: A% - M por £(1 ® 10) =m temos que f(D{(n))=
flae ’-10 a’}= am - ma . Reciprocamente, se f & definida

sobre A%, D(s) = £(D(a)) = D(B)F(1 ® 1) = D(a)n.

Finalmente, se A & comutativa e M um A-mddulo, defi-

ninos y: HomA(J(A)/( )2 f M) HomAe(J(A),M) por Y(f) =
J{A

=f o1 onde m: J(A) —*J(A)/
J{A)

2 - Segue imediatamente de
a®b=ab®1-a(ldb~-~-bad1l1l) que foxu éumAe-—homomol:_
fismo. A aplicagao ¢ €& injetiva pois T & sobre. Para mostrar

gque ¢ & sobre, & suficiente notar que um A®-homomorfismo
f1J(A) —» M e nulo sobre J(Af . De fato,
f{(a 81- 182)(p®l -1@Db)) =af(b®1-18®b) -

- f(b®1-19bla=0. Logo ¢ & um isomorfismo e conse-
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uentemente Hom (J(A) A
q | A( ( %(A)Q , M) e isomorfo a DerR(ﬁ,M) -

DEMONSTRAGCAO DO TEOREMA 2.2 (compare com a demonstragac do Teo-

rema 3.7 do capitulo I)

i) = ii) Por hipdtese, a sequéncia exata de A% -médulos
0 —+ J(A) ~— 2 - a - o0 € cindida. Logo , considerando
gque Hom e(—,M) comuta com soma direta finita, obtemos que a

A
sequéncia 0 — Hom (A,M) —~ Hom. (Ae,M) - Hom (J{(a),M) > 0O
A€ A€ ae

também & exata (e cinde), para todo A -mddulo M.
Notemos gue Homae(J(A),M) = DerR(A,M) como R-médules,

via a aplicagao f = fo 8 (cf. Proposigao 2.3 acima). Por outro
lado, & facil ver que HomAe(Ae,M) =~ M como R-mbdulos, via as
aplicagcoes f — f{l & 19 e m~>({f:a®@ b® = amb) . Assim,
reunindo essas afirmagOes, vemos que existe uma aplicagao so-
brejetiva M- DerR(A,M) dada por m > flTl o § e, desde que,
(fm o 8)(a) = fyla & lo— 16 a9)= am - ma = §{a)m , para todo

a € A, concluimos que toda R-derivagao de A em M & inte-~

rior.

ii) = i) Se toda R-derivagcao de A & interior, em par-
ticular, ©&: A > J(A} & interior e portanto existe X € J(Aa)
tal que §(a) = d(alx, , para todo a € A. Definimos y:aS%w J(A)
como sendo o homomorfismo de AS-mddulos dade por ol ®1°%) =
= X, . Considerando que J(A) & gerado por {8{a): a € A} e que
p(3(a)) = ¢(8{a)(1 8 1°9)) = §(a) v(1 ® 1°) = 8(a)xy= §(a), para

¢

todo a € A, a seguéncia exata 0 > J(@a > a° > A - 0

cinde e portanto A & separavel _



(2.4) COROLARIO: Seja A uma R-&lgebra comutativa. Sao equi-

valentes:
i) A & separavel sobre R
ii} Toda R-derivagao de A ¢é nula
111) J(@) = sa)?

A separabilidade mantém-se via soma direta e produto di-

reto.

(2.5) PROPOSICAO: Sejam A e B R-algebras separdveis. Entao
AG; B e A®B sao R-dlgebras separaveis. Além disso, cen—

tro (A @R B) = centro (A) GR centro (B) .

DEMONSTRACAO: Sejam Py A® - a e bt B® = B as aplica-

A®-lineares e B®-lineares dadas pelo produto. Claramente (A @R B)€ =
A° % 2°. Seja o seguinte diagrama comutativo
86 o

e e .
HomAe (a,A") @R HomBe(B,B ) ———-p-HomAe (A,R) @R HomBe(B,B)

¢

1
" e
Hom, 0y B)e(i’-\ ®, B, (& @ B)") —¥ Hom )e(A ®, B, A @ B)

(Ao, B

onde ¢, e ¢y sao as induzidas de ¢, e ¢, , respectiva-
mente, e as aplicacdes verticais sao isomorfismos (ver Apéndice,

Prop. A-9). Como ¢, e ¢, sao sobrejetivas (ver Apéndice,

Prop. A-1l) entao ¢>A & ¢:é é sobrejetiva e consequentemente



¢1 & sobrejetiva, ou seja, A 8 B é separavel schbre R.

Observando que Honhe(A,A) = centro(A), via as aplicagdes
£ = £(1) e a~>f: x> ax, a afirmacao sobre o centro de
{3 & B) decorre do segunde isomorfismo vertical do diagrama

acima.

Finalmente, provemos que A x B & R-gseparavel. Para isso,
& suficiente mostrar que a seguéncia exata 0 — J(A xB) -
(}?a><1§s)e —? AXB = 0 cinde, onde a aplicagaoc ¢ & dada
pelo produto. Notemos que (A x B)® =A® A AREXE 8 A% B @ RO,

Por hipotese existem aplicacgoes hy:a - A® e

H - e i = i = ] -
hB. B B tais que QA o) hA id e ¢B 0 hB id . Cbser
vemos gue ¢ restrita a A% & ¢

A © dque ¢ vrestrita a B® &

o+ Definimos h, x hgs A X B —> (A X B)® de modo natural.
e e

Seja a inclusao i: 8% x B® - (a x B)F. Seja a aplicagao

il

h =1io0 (hA X hB). Claramente h & (A X B)e“linear. Mostremns

que ¢oh = id. Com efeito, (dohj{a,b) = doio Ol,hB)(a,bk

(¢ oi) (hA{a} ,hB(b)) = ¢{hA(a),hB(b)) = (a,b). Portanto A X B

€ R-separavel ,

A separabilidade & preservada por extensao de escalares.

(2.6) PROPOSIGCAO: Se A & uma R-dlgebra separavel e 8§ uma
R-dlgebra comutativa entdo A 8, S & uma S-dlgebra  separa-

vel.

DEMONSTRACAO: Mostremos, inicialmente, que J(A @RS)=.JGU®RS.
De fato, a seqguéncia exata 0 - Jg) » a° $ A - (O, vista

como sequéncia de A-modulos, é cindida. Como secgao  podemos
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considerar a aplicagao £: a > 2% tal que f(a) =a®1°. Em
particular a sequéncia acima € também cindida como  sequéncia
de R-modulos. Considerando, agora, que (A.QRE§3 8% s =
--‘E(A@RS)OS(AOGRS) = (AQRS)CS(A@RS)D, o resultadc Segue-se. Logo

e

J(@a @R S) = J(A) @, S e se e € A & um idempotente de separa-

bilidade para A , & imediato que e ® 1 & um idempotente de

separabilidade para A @R S a

A reciproca da proposicao 2.6 acima & valida com  alguma
hipotese sobre S. A titulo de ilustragao damos a seguir a se-

guinte proposicgao.

{2.7) PROPOSICAO: Sejam A uma R-dlgebra e S uma R-3lgebra
comutativa. Se S & um R-mddule fielmente projetivo e se
A®, S & uma S-algebra separavel entao A & separidvel sobre
K.

Observemcs gne um R-modulo § é filelmente projetivo se S
& finitamente gerado, projetive e fiel (isto &, o anulador de

S em R & nulo).

Para a demonstracac da Proposigac 2.7 necessitamos do se-

guinte lema.

(2.8) LEMA: Seja S wuma R-Adlgebra a qual & fielmente proje-
tivo como R-modulo. Entac R & um somando direto de 8 COomo

R-m6dulo.

DEMONSTRACAO: Desde que S & um R-mddulo projetivo , existem



53

e c i € i = =z
X 5 e fi Honh(S,R} P | I, tais que x - fi(x)xi,
jel
para todo x € §, com fi(x) = 0 exceto para um numero fini-
to de 1 € I (ver Apéndice, Prop. A-1}). Entao, se I TR & o
ideal de R gerado por {f{x): f € HonR(S,R) , x € 8}, temos

IS = S. Disto decorre gue existe a €I tal que (1 - a)s =0
(ver Apéndice, Prop. A-2)., Como S & fiel, a =1 e portanto

I = R. Sejam 9, € Honk(S,R) e vy €S, 1<i<n, taisquw

n
Z g,(y,) = 1. A aplicacao R-linear t: S - R dada por t(x)

1129

n
z gi(xyi) & uma seccgao para a inclusao i: R > S. Agora
i=1

imediato ver que R €& um somando direto de S

DEMONSTRAGAO DA PROPOSIQAO 2.7: Desde que S €& um R-mbdulo
fielmente projetivo, R & somando direto de S como R-mddulo
e conseguentemente A & somando direto de A @R s como A%~
nodulo. Comoc A 8, S & separavel sobre S, entao A®, S & so-
mando direto de AS®_ S como A% &, s-médulo. Portanto A é

R R

somando direto de AS ®, S como A®-médulo. Desde que S

D

R-projetivo e A€ & um 2®-médulo segue que AS 8, S & AaS-
projetivo. Logo A & A®-projetivo, pois A & somando direto

de AS ®, § . Portanto A & separavel sobre R
A separabilidade & transitiva.

(2.9) TEOREMA: Seja S wuma R-algebra comutativa e A uma S-

algebra. Entao temos:

(i) se A & R-separavel entao A & S-separavel
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(ii) se A & S-separavel e S €& R-separavel, entiao A &

R-separavel.

(iii) se A & R-separavel e se A & um S-mddulo fielmente

projetivo, entao S & R-separavel.

DEMONSTRACAO:

(i) Seja o seguinte diagrama comutativo

0 ——rker ¢ ——vAQRAO 2 n —+0

|1

0 —vker vy —vA@SAO ——‘p—er ——p ()

onde as aplicacoes ¢ e ¢ sao os produtos. Como A & R-sepa-

ravel existe uma aplicacao A % A°-linear h: A = A B a° tal

que ¢ oh=1id. Seja f =ioh . Claramente f & A@SAO— li-
near e ¢ o £ = id . Portantoc a sequéncia exata 0 > ker ¢

A@SAO $ A - 0 cinde, ouseja, A & S-separivel.

(ii) Desde que S & R-separavel, entao a seguéncia exata
0 2> J(8) = S@RS N S — 0 cinde, ou seja, S & soman-

. _ a2 - O = (o] . _
do direto de S@RS = 8- . Dai 5 @Se(A @RA) A@SA (a iden

tificagao aqui & feita via as aplicagbes s®a®a° — sa®a

-

e ava’ > loao a®) & somando direto de s e e(A @R AO) =
5
A @ A° . Finalmente, A & somando direto de A ® a° , pois por

hipbtese A & somando direto de A B a° . Portanto A & A@RAO—

projetivo, ou seja, A & R-separavel.

(iii) Desde que A & R-separével, segue que A & somando



direto de A @, A° . Mas A & A’ & s ®, S-projetivo pois A
& S-projetivo. Como A & um S-médulo fielmente projetivo en-
tao S €& um somando direto de A como um S-mbdulo (cf. Lema
2.8). Portanto S§ & 8 @RSS—projetivo , ouseja, S & R-separa-

vel .

(2.10) COROLARIO: Sejam S uma R-algebra e A uma S-&lgebra.
Se R e S s3c corpos, entao A & separivel sobre R se, e
somente se, A €& separavel sobre S§ e S & separivel sobre

R.

(2.11) TEOREMA: Seja A uma R-algebra finitamente gerada co-
mo R-mdédulo ou comutativa e finitamente gerada como R-&lgebra.

Sao equivalentes:

uma R-3lgebra separavel

T

i} A

ii) A_ & uma Rp-élgebra separavel, para todo ideal primo

P de R.

-algebra separavel, para todo ideal maxi-

{In

M uma RM

mal M de R.

iii) A

DEMONSTRAGAO:

i) =* ii) por extensao de escalares, desde que AP = Rp ® A

(cf. Prop. 2.6)

ii) = iii) & obvia
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Para a demonstragac de iii) = i) necessitamos do lema se-

guinte.

(2.12) LEMA: Seja A uma R-dlgebra. Se A & finitamente ge-
rado como R-module ou A ¢€ comutativa e finitamente gerada co-

mo R-dlgebra, entao  J(A) = ker(A® zf’izu & finitamente ge-

R

rado como AS-médulo e A & de apresentacdo finita como A°-mddulo.

(Observemos, aqui, que um R-mb&dulo T & de aphesentacgdo 44~

nita se existe uma sequéncia exata de R-moédulos: F,.—» F_~ T —

1

=+ 0 onde FO e Fl sao finitamente gerados e FO é livre -

ver Apendice)

DEMONSTRACAO DO LEMA: Se J(A) & finitamente gerado sobre A%,
A & de apresentagdo finita sobre AY, pois pela definicio de
J{A) a sequéncia 0 = J(a) — Ae-inX ~ 0 & exata . Esta
sequéncia é cinde como A-mddulos & esquerda, uma secgao

j:ﬂ—;Ae & definido por j(a) = a ® 1. Em particular a sequéncia
acima também & cindida como sequéncia de R-mdédulos. Provemos,
portanto, no primeirc caso que J(A) & um R-mdédulo finitamente

gerado, portanto a fortiori um A®-mddulo finitamente gerado.

No segundo caso, mostremos que se os elementos (xi)i ey geram

A como R-algebra, os elementos {xi 1 - 1 G}%)i €1 geram
J(A) comoc A 2 A-modulo. Sabemos que os elementos (xi® 1-18 a)aEA

geram J(A) como A.QR}a—médulo (cf. demonstracac do Teorema
1.1 do Capitulo II). E suficiente portantoprovar que a® 1 - 1 ® a
¢ combinagao linear dos elementos b%_@ 1-169 &Qiel com coe-

ficientes em A @, A. Por indugao, & suficiente provar para
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= c _ _
a st com s.,t {Xi)iEI' Mas neste caso st & 1 1 8 st

(1®s)t®dl-18¢t +(sdl)tdl-10¢t),

Continuacao da demonstracac do Teorema 2.1l.

il

iii) = i) Para todo ideal maximal M de R, temos a® @R 1&

e

o _ 0 _ o _ .

(A@RA}QRRM—(A@RRM) @RM(AaRRM) A, ® Ay Ay - Seja

2 "
ﬁ:ﬁm --AM a aplicagao induzida por ¢: A a. Sejam ¢':H0me(A,Ae) -

A

: (- e . -
anAe (A,A) e ¢M : HomA{\?l(Aer AM) - HomAﬁ(AM'AM) as aplicacgoes
induzidas por ¢ e ch , respectivamente. Pelo Lema 2.12 aci-

ma A & um A®-mddulo de apresentacao finita. Logo considerando

que Hom, (R, , ) = R, via a aplicacao f — £(1), as apli-
R /o’ Y M
/M M M

cagcoes verticais no diagrama

Hom (A,AS) ®,R O 3 Hom (A.,A) OuR
e o f ®H M = S R%m
A A
J e d)) l
Hom e(AM,AM) W —y Hom e(AM,AM}

By By

sac isomorfismos (ver apéndice, Prop A-9). Como, por hipdtese,

Ay é um A;-médulo projetivo entao % & sobrejetivo (ver Apén-

dice, Prop A-1) e, consequentemente, ¢' & 1 & sobrejetivo, pa-

ra todo ideal maximal M de R. Logo ¢' € sobrejetivo (ver

Apéndice, Prop. A-8) e, portanto, a sequéncia exata 0 = J(A) -
¢

- a®* L A - 0 cinde, ou seja, A & uma R-Algebra separa-

vel -



O teorema 2.11 reduz o estudo de algebras separaveis ao
caso local. 0Os dois teoremas seguintes nos permitem reduzir o

estudo da separabilidade ao caso de corpos.

(2.13) TEOREMA: Seja A uma R-3lgebra finitamente gerada co-

mo R-médulo. Entaec A & R-separavel ge , e somente se , B,
MA
é R, -separavel para todo ideal maximal M de R.
M
DEMONSTRACAO: Seja M um ideal maximal de R . Desde que
A/ = AM/ e RM/ = R/ {ver Apéndice, Prop. A-7), po-
Ma MAM MRy M

demos supor R um anel local com ideal maximal M. Suponhawmos

A separavel scbre R. Desde que A &R, = B, e R@RR/ =
M M

Ma

i

R

/- o resultado segue. Reciprocamente, suponhamos que A/
M MA
é R/ -separavel. Indicamos X = X/ = X @RR/ para todo R-
M . MX M
médulo X. Entdo a® =2% e J(&) = JT@) (cf. demonstracao da

Proposicao 2.6). Seja ¢: A = J(A) a derivacdo dada por 6&(a)=

o] o . . ~ .
a®l-1®a, para todo a €A, e seja ¢ a derivagao induzi-

da por § em A. Por hipdtese & & interior, entdo §{(a) = 5(5)?0

para algum Eé € J(A). Também J(A) = AS(A) = K‘E(K)xo. Desde

que  J(A) = J(a), = J(A) , temos que J{A)= J@Ax, + MIGB)
MJ (A)

onde x_ € J{(A) € tal que §6 = X + MJ(A). Como A & fini-

tamente gerado sobre R, segue que J{A} = AS{A} & finitamen-
te gerado sobre R. Portanto pelo Lema de Nakayama (ver Apén-
dice, Cor. A-3) temos que J(A} = J(A)xo. Seja £: 2% - J(&a)

o homomorfismo de A®-mddulos definido por fly) = ny(YEEAe)



e seja i: J(A) = A% a inclusdo. A aplicagdao foi & sobre-
jetiva pois J(R) = J(A)x_ , e como J(A) é finitamente gera-
do sobre R segue que foi & também injetora (ver &Apéendice,
Cor. A-4). Portanto foi é um isomorfisme. Logo existe

g:J(A)—»J(A) tal que gofoi= id. Seja entac h =gof . Por-
tanto a sequéncia exata 0 - J(a) - =a° é A - 0 cinde, ou
seja, A & separavel sobre R ,
(2.14) TEOREMA: Seja S uma R-algebra comutativa e finitamen-

te gerada como R-algebra. Sao equivalentes:
i} 8 & separavel sobre R

ii) s @ K{P) ¢é separavel sobre K(P), para todo ideal pri-

mo P de R (K(P) = 39/ ).
PR
P

DEMONSTRACAQO:
i} = ii)} decorre da Proposigao 2.6 acima.

ii) = i) De acordo com o Corolario 2.4 acima basta mostrar

que §(8) = J(S)/J(S)2

= 0 . Para termos isto & suficiente pro-
var gque Q(S}Q = 0 , para todo ideal primo Q de S (ver Apén-
dice , Prop. A-8). Sejam entdo Q@ um ideal primo de S e P =

QnR, Passando de R para Rp e de S para S, vemos gue

podemos supor sem perda de generalidade que R €& um anel lo-

cal de ideal maximal P e K(P) = R/ . Desde que J(8) @RK(P)
P

J&;@RIHP)} (c£. demonstracac da Prop. 2.6), temos §(3) @ﬁﬂP)

il



&0

= Q{8 ®_K(P)) e, consequentemente $(8) =QHS) )
R Q/(PSZ(S))Q /pa(9) 0

= (Q(S) 8 K(P)) = (s 8 K(P)))y =0, por hipétese (cf. Coro-
lario 2.4). Logo, SE(S)Q = (P Q(S})Q. O resultado decorrera,
agora, do lema de Nakayama (ver Apéndice, Cor. A-~3) se mos-—
trarmos que SB(S)Q & um SQ-médulo finitamente gerado. De fato,
como S & uma R-algebra finitamente gerada sejam {xi:l <i<nl

seus geradores. Ja sabemos que os elementos (xi &1L -18 xiL

1<i<n, geram J(S) como 88S-mbédule (cf. demonstracao do

Lema 2.12). Se denotamos por (x, ®1-1®x), 1<1i<n, as

correspondentes classes mddulo J{S)z,-umms:a®l3b%_® 1-1 @1%)3

=[ab®1l - a(b&l - 18b)l] (xi®l—l®xi)=(ab®l)(xi®1-]_laxi)..

—a(b@l—l@b)(xj_@l—l@xi_)tab@l(xi@l-laxi] , © que
mostra que (8) & finitamente gerado como S-mddulo e, conse-

quentemente, também SE(S)Q como SQ-médulo »

Concluimos este paragrafo com um resultade (Teorema 2.17)
gue permite dividir o estudo de separabilidade em duas partes:

algebras comutativas e algebras centrais.

(2.15) DEFINICAO: Uma R-3lgebra A & dita centraf se & fiel

It

como R-mddulo e se 2 (A) = centrof{A) R. Se, além disso, A &

!

R-separiavel dizemos que A € uma R-dlgebra central separavel.

Se R & um corpo e A wuma R-algebra central separavel,
entao A & semisimples, isto &, um produto finito de anéis
simples A, (cf. Teorema 1.16 dc Capitulo TI). Desde gue o cen-

tro de A é R temos gque existe somente um A;, ou seja, A
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& simples e tem centro R. Para um anel comutativo R, uma R-
dlgebra central separavel nao & necessariamente simples , mas
seus ideais maximais sao da forma IA com I um ideal maximal
de R. Com efeito, consideremos um ideal maximal M de A e

seja I =M NR . Logo A, & simples e o centro de A, é R, .
M M I

e consequentemente R/ & corpo (pois tomando 0 # a € Z(A/) te
I M

mos que A, a A, =A,6 a é um ideal nao nulo de A, . Entao
M M M M

A = A, & e portanto existe b €A tal gque ba = 1 , e
M "u M

claramente b € Z(A/ }). Temos também que A/a & uma R/I—élgebra
M
central separavel. Portanto A%U& & semisimples e consequentemente A%U\ =

simples. Assim IA & um ideal maximal de A e M = IA.

(2.16) LEMA: Seja A uma R-algebra central separavel. Entao

A & um R-mddulo finitamente gerado e projetivo.

DEMONSTRACAO: Notemos, inicialmente, que A & também uma R-
algebra central separavel (cf. Prop. 2.5). Seja e um idempo-
tente de separabilidade de A. Entao A% e 2% & um ideal da
R-4lgebra central separdvel AS. Se este ideal for proprio, exis
tira um ideal proprio I de R tal que A  eA” C IA° e 1a° &
préprio. Aplicando ¢: A® = A (a aplicagio A®-linear dada pelo
produto) a esta inclusao, cobtemos que A = IA e portanto 2f =

1a® que & uma contradicdo. Portanto A% e A° =A% . Seja, entdo,

n
ai,bi c a® (i =1,...,n) com 1@ 1° = iil a; e bi' Desde gue

o
(10a%e=(a®l)e para todo a € A , podemos assumir  que



a; = xi® 1° com Xy & A . Observemos, agora, gue Z(A) = e A.

De fato: eACHA (pois A & um A®-mddulo) e (ea)b = (L@ b ea =
:&)@Ip)ea = bl{ea) , para todo a,b € A, o que mostra gque eAC
Z(A). Reciprocamente, escrevendo e = &k oy ®Eﬁf, temos ex =
i
T o = 2 = P . B. = = .
(i aieﬁ%_)x : o, X Bi (i alBl)x ¢{e)x X para todo

x € Z{A), o que mostra que Z(A} C eA.

Logo, para cada eb.l considerado acima, temos (ebi)a =
=e(bia) €EeA = 2(A) =R, para todo a € A. Sejam fi : A > K
as aplicacoes lineares dadas por fi(a} = (ebi}a , para todo

a€a, 1l<ic<n. Claramente, todc a € A pode ser escrito

I 3

n
na forma a= 101%a=(:L a;e bi)a =

f.{a)x. , o que mos-
i=1 i .

11

. :1 < i< nl & uma base projetiva

tra que o conjunto {xi,fl

-

para A sobre R (ver Apéndice, Teorema A-1). Portanto A e

um R-modulo projetivo finitamente gerado

Decorre deste Lema 2.16 e do Teorema 2.9 o seguinte Teo-

rema.

(2.17) TEOREMA: Uma R-&dlgebra A & separavel se, e somente

se, A & separadvel sobre Z(A) e 2(A) & separavel sobre R.



CAPITULO III
SEPARABILIDADE, RAMIFICACAC E DIFERENTE

Neste capitulo apresentamos um estudo da nog¢ao de ramifica
cao (segundo Auslander e Buchsbaum [ AB]) e suas propriedades, as
sim como um estudo da relacac existente entre esba nogdo e a no
cao de separabilidade. Abordamos também, neste car¥tulo, a no-
cao de diferente e exibimos situagdes onde nao ramificagao &

decidivel a partir de condigoes sobre o diferente.

Neste capitulo a letra R denotard sempre um anel comuta-
tivo com elemento identidade. Assumimos também que em todo este
capitulo os anéis (e, por conseguinte, todas as algebras) consi

derados sac comutativos com elemento identidade,

Com ¢ intuitc de uma maior clareza possivel, julgamos ne-
cessario algumas consideragaes iniciais socbre a notagéo e termi

nologis que utilizamos ao longo deste capitulo.

Comecamos por observar que dado um anel R, uma R-algebra
& um anel junﬁo com um homomorfismo de anéis f : R —— 5. Se
Q € um ideal primo de 5, o ideal f_l(Q) de R é-chamado con
tra¢ac de Q e & denotado por Q N R. Também consideremos ©
quociente R/QnR como sendo um subanel de S/Q , sendo que a
identificacao, neste caso, & dada pelo monomorfismo induzido por
f. Se x € R, denotamos f(x) em S pocr x, desde que isto nao

cause nenhuma confusao. Da mesma forma, se I € um ideal de R,
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denotamos © ideal f£f(I)S simplesmente por IS. £ c¢laro que
IS N R DI, Os Unicos sistemas multiplicativos de R gue consi
deramos sao aqueles que nao interceptam o nlicleo de f. Também
neste caso denotamos f£{U}) em S por U. Se U € um sistema
multiplicativo de R e U' & um sistema multiplicativo de 8
contendo U (isto &, U' D £(U)) entao f : R —— 5§ induz um
homomorfismo f' : R, — S, © que da a %j'

de Ru—élgebra. Em particular se ¢ € um ideal primo de s e

uma estrutura

P=QNR entac S. & uma Rp-élgebra e RP// & un subcorpo
PR
P

0
de 8 .
Q/S
254

§1., RAMIFICACAQO E SEPARABILIDADE

(1.1} DEFINICAQ: Seja & uma R-algebra. Um ideal primo Q de S
& dito naoc ramificadso se P = Q N R satisfaz as sequintes pro-

priedades;:

a) PSQ = QSQ

b) SQ//PSQ & um corpo extensao separavel e finita de
o
A R-algebra S & dita ndo ramificada, se:
a) todo ideal primo de S & nac ramificado.

b) para todo ideal primo P de R existe somente um nﬁmg

ro finito de ideais primos Q de S8 tais que P = Q N R.
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(1.2) EXEMPLOS:

a) Seja Q o corjunto dos nimeros racionais considerado

como uma %Z-algebra. Entao @ & nao ramificada. Com efeito, se

ja g € Q um ideal primo. Entao g = (0) e consequentemente
Q
p = (0) =g N%. Claramente pQ = qQ ¥ —34 =0 & um COorpo
z d d QQq
extensao separavel de EEB = Q. Agora, desde que (0) CQ & o
P

{inico ideal primo acima de (0) C Z, seque-se gque ( & uma Z-

~algebra nao ramificada.

b) Seja g um nlumero primo. Entao a Z-jlgebra S = Z/gz
& ndo ramificada. Com efeito, seja @ ={0)= (q) o {nico ideal
primo de S (S & corpo}. Seja P = (g) =QNzZ. Obviamente

PSQ = QSQ , e desde que ZPJ/PZP e isomorfo a 5 {ver Apendice,
S
Prop. A-7) seque-se que 5%— = 5 & um corpo extensao separa -
- Q
Z

vel de 5%— . Finalmente, desde que (0) C S & o Unico
P

ideal primo acima de (gq) CZ seque-se que S € uma Z-alge-

bra nac ramificada.

c) Sejam p e g primos distintos, £ uma raiz p-&sima

primitiva da unidade, &, =R e

(@) S=1% (q) [ gp] = (Z{ zc;P] ) . Afir-

(q)
mamos que S € uma R-algebra nao ramificada. De fato, observe-

mos que os nicos ideais primos de Z(q) sao (0) e q%q}. Se
Sy
P=(0) e U=R=P, & imediato que R // =Q e =Q(5),
u PS. P
PR, U

ou seja, 8 e, obviamente, uma R // -3lgebra separavel.
U U
PSU PRu

Sejam, agora, P = qz(q) e U =R-P, Desde que P & um ijdeal
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maximal de R e (q) € um ideal maximal de %, decorre da Prop.

A~7) do Apéndi : R = R = R = &
{ o Apéndice que u/PR P/PR /PR (@) /qz
i P {(q@)

S/PS = z[&p]

{a)
Q(ZIEPJ)

I

) a% “fq © S“//Psu ) SP//PSP

(q)

~ &l & ] . Por outro lado, decorre da proposicdo (A-12) do
P/ qzfE ]
p

Apéndice que existem ideais maximais Ql,...,QS de x[gp] tais

que oZl £ 1=0,..Q=Q .. Qg. Logo S’/ ::z[g'y/ = gl £ ] @

p 1 u p p
| e, " P as) "

®...0 %l ]/ (¢f.A~E) do Apéndice)' e cada &l &£ }/ & um corpo extensac fini
P/ g P79, -

51 1

ta (pois Z[Ep]é finitamente gernd fbre %) e separavel sobre Fp

(pois Fp & um corpo perfeito). Consequentemente, SU// € tam-
PS
U

bém neste caso, uma R —~&lgebra separdvel. O resultado, ago
PR
U

ra, decorre do Teorema 1.3 abaixo.

(1.3) TECREMA: Seja S wuma R-dlgebra. Sao equivalentes:
i) 8§ & uma R-algebra nao ramificada
ii) Para todo ideal prime P de R tal que P =0 NR, pa

ra algum ideal primo Q de S8, tem—-se que SP//
PS

& uma R -algebra separavel.

PRP

DEMONSTRAGAQO:

i) == 1ii) Observemos inicialmente, que se P & um ideal



primoc de R, entao RP & um anel local de ideal maximal PRP

Além disso, para cada ideal primo Q de S tal que Q NR =P

temos R - P & 5 - (0 e, por conseguinte,

(Ps_) (S_) = P§ ,  (QS_ ) (8.} = QS e
p’ '°p o) p’ °p 0
QSp 0Sp
(5.)
P 0s,, S
= 55 (ver Apéndice, Prop. (A-5)).
(Qs_) (S.) Q54
p’ '°p
QSP

Isto posto, podemos supor, sem perda de generalidade, que R &
S
um anel local de ideal maximal P e, neste caso, 552'* — e

!

%/P = RP/(PRP (ver Apendice, Prop. {(A-7)).

Seja Q um ideal primo de S tal gue Q M R = P. 0 quo-

ciente S/b € uma R/Pwélgebra de integridade com corpoc de fra

¢oes S . Como 8 // & uma extensao finita de se-

gue-se que %/b & integral sobre 3/P e conseguentemente & um

corpo, obviamente coincidente ccm SQ// . Isto prova gque to-

do ideal primo Q de S tal que Q MR =P & maximal. Sejam
Ql,...,Qt os Unicos ideais primos de S satisfazendo

Qi MR =P e mocstremos gque PSS = Ql N ... N Qt . Obviamente ,
PS C Ql N ... N Qt . Mostraremos a igualdade, verificando-a lo-
calmente para todo ideal maximal Q de S (ver Apéndice, Prop.

(A-8)). Se Q = Qi para algum 1 < i < t, da maximalidade dos

Qj segue—-se que QjSQ = SQ ; para todo j#i e,conseguentemente,

1 1



Q. N ... N QIS = Q.S n ... 0Q.8 n...NQs = (0,85 =
1 t Qi 1 Qi i Qi t Qi i Qi
= PSQ (pois Q, & nac ramificado). Se Q # 0, - para todo

i
i=1,...,t , claramente temos:
= = N ! = n..,. N .
PSQ sQ (QlSQ) (QtSQJ (Ql Qt)SQ

Portantc PS = Ql n ... N Qt e Ccomo oS Q_l sao comaximais, te

nos %/PS = %/le ®...0 %/Qts (ver Apendice, Prop. {(A-10)). 0

resultado, agora, segue do fato que %/ = 8, (ver
QiS ol Q.8
i Qi

Apéndice, Prep. (A-7)) e do Corelario 2.6 do capitulo I.

ii) => i) Levando-se em consideracao as identificacSes do
infcio desta demonstragao e a bhijecao entre os ideais primos de
SP e o3 ideails primos Q0 de S taisque 0O NR =P (ver Apég
dice, Prop. (A-6)), podemos supor novamente, sem perda de gene-

ralidade, que R & um anel local de ideal maximal P. Por hi-

pOtese, SP//PS = %/;S e uma %/;—algebra separavel. Logo
P

S -1 ©...0 1 onde cada L, & um corpc extensao separavel
PS 1 t i
e finita de R/, {cf. Corolario 2.6 do Capitulo I). Sejam m, =

= & ... 8 L, & 10 L, ‘e L <1 < ani-

L, io1 {0} @ i+l ) o L l<1i<t, os 0ni
cos ldeais primos {e obviamente maximais)} de g% e sejam
Q, €8, 1<1ic<t, os Gnicos ideais primos de S contendo PS e

Qi
tais que ps ~ M - Da maximalidade de P em R segue—-se gue
0, "R =P. Além disso, & facil de ver que éi =L . 1 < i < t.
i
Disto seque—-se due S5 -8 6...8 S - Ll D...0 Lt = 5%
n 9 9 o1
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como Ps € N Q. , segue-se a igualdade e, consequentemente,
l<i<t

PS = ( M 0.)s = Q.5 , para tedo j = 1,...,t.

Come conscquencia imediata deste teorema e da Proposicao

2.6 do Capitulo II, temos a seguinte proposigao:

(1.4) PROPOSICAO: Se S & uma R-algebra separavel entao § &

nao ramificada.

DEMONSTRACAO: Basta observar que para todo primoc P de R ,

Sry’psp =5 ®R Rp PRP . O resultado ageora, decorre trivialmen-

te da Proposicao 2.6 do Capitulo IT e do Teorema 1.3 acima.

2 guestao que ggors 8¢ coloca naturalmente € a sequinte:
"yvale a reciproca da Proposicao 1.4 ?". Nao temos uma resposta

afirmativa para esta guestao e nem tampouce um contra-exemplo.

Contudo, temos 0s seguintes resultados:

(1.5) TEOREMA: Seja S uma R-algebra finitamente gerada come R-

-dlgebra. Sao eguivalentes:

111

i) S separavel

ii) 8 & nao ramificada.

DEMONSTRACAO: Resta apenas verificar gque 1ii) =>1i) e isto de-

corre do Teorema 1.3 acima e do Teorema 2.14 do Capitulo II.,
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(1.6) TEOREMA: Seja S um anel noetheriano e uma R-algebra tal
$

que  J(S} = ker(S O § —— 5) & um ideal finitamente  geracdo

de S &, S. Sac equivalentes:

i) S & separavel
ii) 8 & nao ramificada
iii) Todo ideal maximal de § € nao ramificado
iv) Toda R-derivagdo de S em um S-mdédulo finjitamente gera

do @ nula.

Para a demonstragao deste teorema necessitamos dos seguin-

tes dois lemas:

(1.7} LEMA: Seja S um anel noetheriano e uma R-3algebra talque
todo ideal maximal de S & nao ramificado. Entao toda R-deriva

cao d de S em um S—-mbdulo E finitamente gerado & nula.

DEMONSTRACAO: Seja M um ideal maximal de S e m = M N R. De

notemos por EM o} SM-modulo E @S SM e por dM : SM —_— EM

a derivagao induzida por d : S —— E. Desde que M & nao ra-

mificado, mS, = MS, . Desde que d & uma derivagao sobre R ,

M
dM € uma derivacac sobre Rm tal gue dM{MSM) = dM(mSM} C mEM
= MEM . Portanto dM induz uma derivagaoc dM :SM// —— E
MS ME
M M
sobre R . De M nao ramificadc segue-~se gue S // & um
m M
mRm MSM

corpo extensao separavel e finita de Rm// e, consequentemente,
MR
m

d. = 0 {(cf. Teorema 3.4 do Cap. I). Portanto dM(SM) C MEM



7L

. _ 2
Disto seque-se que dM(MSM) = dM(mSM) C mdM(SM) C mMEM CM EM

e consegquentemente, dM induz também uma derivacao

EM : SM//MS — EM// 5 . Pelo mesmo argumento usado acima
ME
M M
d =0 seja, 4, (58 ) C M2E A ica -
segue—-se gue m - Vs ou Ja, dytoy Mo repetigao des
se mesmo argumento leva-nos a concluir gue dM(SM) ClﬁMlEM = 0

{ver Apendice, Prop. (A-11)).

. ; - - 2 ~
(1.8) LEMA: Seja I um ideal finitamente geradc de R tal que I =TI, Entac

existe x € I tal que yx = X, para todo vy €I e I = (x).

DEMONSTRACAO: Seja I = (Xl,.-.,Xn). De I = I2 segue-se que
n
= . X, = ..X. com . = } &
X4 g_ Akj X ; ; cl] ; o} Cij Aijk I, para todo
k=1 j
i =1,...,h. Consequentemente, temos
J’l se j =i
L {(§,. - c.,.)x, =0 onde §.. =
5 13 33 olo se j#1
Considerando D = (dij), com dij = dij - Cij . ©Obtemos
X Q- X 0
1 0 1 0
D : = . e, portanto, det D.| : = : .
X, 0 X, 0
Desde que det D = 1 -x para algum x € I, concluimos que
y(l -x) = 0, ou seja, yx = X , para todo y € I. Agora, & ime-

diato ver que I = (x). _
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DEMONSTRACAO DO TEOREMA 1.6:

i) = 1ii) pela proposigao 1.4
ii) ==1ii) oObvio
iii) = iv} pelo lema 1.7

iv) == i) Para mostrar a separabilidade de S & suficien

te verificar que a sequéncia exata

¢

0 —— J(8) —— 5 ®R_S —— 5 —— 0 c¢inde {(¢f. Teorema 1.1

do Cap. II). Observemos inicialmente que para gqualquer S-mdduloc

E, Hom_{(J(8S) +E) & isomorfo ao grupo Der_ (S,E) das R-
S ay 2 R
J (3)
-derivacCes de S em E. Considerando E = J(S) 2 e ob-
J {8)
servardo que J(S) > €& um 3-mbdulo finitamente gerado, pois
J(8)

J{S) o & como S @R 5-moédulo (ver a demonstracao do teorema

,J(S) 2) =0 (@]

2.14 do Cap. [I), temos que HomS(J(SL/ 2
J(8) J{8)

gue implica J(8) 5 =0 ou J(s) = J(S)z. Desde que J(S)
J(S8)

& finitamente gerado, do Lema 1.8 decorre, entac, que existe

X € J{S) tal que yX_ = Y, para tedo y € J(8). Definimos, en-

tao, o homomorfismo de 8 @R S-modulos p :S @R S ~— J(8) da

da por p(l} = X - De ply) = yp(l) = YX, = ¥4 para todo

y € J(S), segue gue a sequéncia exata de 8 ®R S-modulos, dada

acima, cinde.
§2. RAMIFICAGAO E DIFERENTE

(2.1) DEFINICAQ: Sejam S uma R-algebra e ¢ : S 5 — 5§ o
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homomorfismo de S @RS—médulos dado por ¢{x ® y) = xy. Seja
J{S) = Ker ¢ e N o anulador de J(8) em S @RS. 0 ideal ¢{N)
em S & chamado o diferente homoligico da R-adlgebra S e deno

tado por DS/R

Pode ser visto facilmente, a partir das diversas defini -
coes equivalentes de separabilidade dados no Teorema- 1.1 do Ca-

pitulo II, que uma R-dlgebra S & separavel se, e somente se,

D =8,
S/R

Consequentemente, se S €& uma R-algebra nas condigoes do
Teorema 1.5 ou do Teorema l.6 o mesmo pode ser afirmado sobre a
nao ramificacac de S, isto &€, S & nao ramificado se, e somen-—

te se, D = 5,
S/ﬁ

Indo um pouco mais além, damos a seguir um resultadc que
permite decidir via diferente (obviamente dentro das condig¢oes
do Teorema)gquando um dado ideal de uma R-&lgebra é nao ramifica

do.

(2.2) TEOREMA: Seja S uma R-dlgebra satisfazendo uma das se-

guintes condigoes;

i} 8 é uma R-algebra finitamente gerada como R-modulo.

ii) R e S8 estao nas condicoes do Teorema 1.6.

Entdao, um ideal primo © de S & n3do ramificado se, e somente

se, Q naoc contem Ds/ﬁ .

DEMONSTRACAO: Sejam ¢ um ideal primo de 8, P=QANR |,
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U =5-¢0 e V =R-P, Entao Su e uma Rv~a1gebra, Su @R Su=

= Su @RV Su v

anulador de J(Su). Mais ainda, Su e RV estao nas condigBes

de i) ou ii) se S e R, respectivamente, também estac.

Suponhamos que Q nao contem DS/R Entao (DS/ ) = 5y =

Ry
= ¢{NUwU) e, portanto, Su e RV—Separavel. Da Proposigao 1.4
decorre que S, & ndc ramificada e, agora, € facil ver que Q &

u
nao ramificado.
Reciprocamente, suponhamos que Q nao € ramificado. Entao

QSu & nao ramificado sobre RV . No caso i) temos entao S“/Qs
]

extensao separavel de Rv// e, portante pelo Teorema 2.13 do
. PR
A%

Capitulo II decorre que S, é Rv—separével. No caso ii) desde
que QS & ¢ Unico ideal maximal de SU’ decorre do Teorema 1.6
que S, &, também Rv—separével. Em ambos oS casos, portanto,

temos (DS/R)u = 3 (N

} =8, , 0 que acarreta que 0Q nao con-

tém D
s/R



APENDICE

Em todo este apéndice a letra R designard um anel comuta

tivo com elemento identidade.

(A~1) PROPOSICAO: ([KO], Lemme I.1.1). Sejam A um anel e M um

R-mddulo. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
a) M & isomorfo a um somando direto de um R-mddulo livre.
b) Toda sequencia exata de R-modulos

)
4] - T » N — M —— 0 cinde; isto &, existe um homomor

fismo de R-mddulos p ¢+ M —— N tal que ¢ o p = lM .

¢) Para toda aplicagao stbrejetiva de R-mdédulos
¢ : N —— N' a aplicagaoc induzida ' ‘HGHJMJ“ —_ HomR(M,N')

também & sobrejetiva.

d) Existe um conjunto {mi,fi : 1€ 1} com m, E M e

fi € M* = HomR(M,R)f tal gue

1} para todo m &€ M, fi(m) = 0, exceto para um nimero fini
to de 1 €1I.
2} para todo m&€E M , I fi(rn)rni = m.
i€T
Tode R-médulo M que satisfaz uma das propriedades equi-
valertes da Proposi¢do (A-1) é chamado R-modufo projetfivo., Além
disso, se o conjunto I considerado em d), for finito, dizemos

-

também que M €& finitamente gerado. O conjunto {x,,f.:1€1} &
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chamado base projetiva de M sobre R.

(A-2) PROPOSIGAO: ([KOl, Lemme I.2.2). Sejam M um R-médulo fi
nitamente gerado e I um ideal de R tal que IM = M, Entao

existe um elemento a &€ I tal que (1 - a)M = 0.

(A—3) COROLARIO: (Lema de Nakayama) (lKO], Corollaire I.2,.3).

Seja I um ideal de R. Sac equivalentes:
i) I € rad(R)

ii) 1 + I & um subgrupo do grupc das unidades de R, Além
disso, para todo R-mbédulo finitamente gerado M e todo submédg

lo N de M
iii) IM = M implica M = 0

iv) M = I+ N implica N = M.

(A-4} COROLARIO: ([KOl, Corollaire I.2.4). Todo endomorfismo so

brejetivo de um R-modulo finitamente gerado & um isomorfismo.

(aA-5)} PROPOSICAC: ([B], ch. II, §2, n? 3, Prop. 7). Sejam U e V

sistemas multiplicativos de R. Seja V' = {% i vEV, u€ U} C
-1
CUTR = Ry
i) Existe um 0nico isomorfismo j do anel (UV}_lR = R,y

1

sobre o anel V' (u‘lR} = (Ry) l tal que o diagrama

v



U
R 1
R 4 "R = Ru
v v
1 1
R Ru
wyy tr = r. — 2wy = ()

uv g

é comutativo.

ii) Seja M um R-moédulo. Existe um isomorfismo k do

-modulo (UV)_lM = My sobre o R{l) -mddulo v"l(u'lM) =
vl
= (M) tal que o diagrama
U
\'
iu
Mo M - M '
lUV iv!
M MU
k ’
M > (M)
uv U

& ccmutativo,

71

Ry~

(A-6) PROPOSICAO: ([B], Ch. II, §2, n? 5, Prop. 11 ou [AMD} ,

Procp. 3.11). Seja U um sistema multiplicativo de R. Os

primos de U"lR = R estao em correspondéncia bijetora

u
(P —— u"lP = P ) com os ideais primos de R que hao

ceptam .

ideais

inter-
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(A-7) PROPOSICAO: ((B], ch. II, §3, Prop. 9). Sejam M um ideal
maximal de R e M um R-mddulo. O homomorfismoc candnico

M— Mm// & sobrejetivo, tem nlicleo M e define um iso-
MM
i

morfismo de M//hM sobre Mm//
m

(A-8) PROPOSICAO: ([XO], Corcllaire 3.4).

al Sejam M e N R-mdodulos e ¢ : M —— N um homomorfis-
mo de R-médulos. Entdoc v & injetor (resp. sobrejetor) se, e S0
mente se, o homomorfismo vt M, e N & injetor (resp. so-

brejetor), para todo ideal maximal m de R.

b) Sejam M e N submbdulos de um F-mddulo P. Entido M = N

1l

M , para todo ideal maximal m de R.

se, & somente se, N
il m

Um R-mo&dulo M & chamado de apnresentagaoc finitfa se existe
uma Sequéncia exata

F. — FO — M — 0

onde FO e Fl sao R—modulos finitamente gerados e FO & livre

Um R-médulo N & chamado pfane se toda sequéncia exata de

R-modulos

Y L S Y R SR YL

induz uma seguéncia exata

1®aqa 1®p

N@RM'—u——i—NﬁM—--———w-N@iRM"

R
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(A-9) PRCPOSICAO: ([KO], Lemme I.4.1). Sejam A, o, i=1,2, R-al-

gebras e M. Ni . Ai—médulos. 0 homcomorfismo candnico

HomAl(Ml,Nl) @R Homhz(Mz,Nz)———+ PbmAl ®RA2(M1 @R M2 ,Nl @R N2)

f2) —— .8 f € um

induzido pela aplicac¢ac R-bilinear (£ 1 5

l!‘

isomorfismo nos seguintes casos:
a) M, & um Ai—médulo projetivo e finitamente gerado,i=l1,2.

1 e Ny sao projetivos e finitamente gerado sobre A

A, é plano e M, € de apresentacdc finita sobre A, -

b) M 1

I_ ideais ~de. R. Seja

(A-10) PROPOSICAO: ([ AMD], Prop.1.10) . Sejam Ipreeed)

n
¢ + R—— 1 (R/I ) o homomorfismo de anéis dado por ¢(x) =
=1 i

= (x + Il,...,x + In).

a) Se I, e I, sao coprimos, para i # j, entdo Il I,
* ] l<i<n 1
= M I . -
l<i<n 1
b) ¢ & sobrejetor <= Ii'Ij sao coprimos, para i ¥ j.
c) ¢ & injetor <= N I, = (0).
l<i<n

(A—11) PROPOSICEO: ([AMD], Corol.10.19). Sejam R um anel noetheriano ,
I um ideal de B contido em rad(R) e seja M um R-modulo fini-

—~ n
tamente gerado. Entac O I M = 0.
n
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(A—-12) PROPOSICAC: (|lE], Corolario 14.5). Sejam m&€ % , m > 1,

. € % x] o correspondente polindmio ciclotdmico e Em uma raiz
m-&sima primitiva da unidade. Seja g € Z2 um nlmero primo tal

que g nao divide m. Sejam fl,...,fr € Z[ x] polindmios mdni-

cos tais que suas imagens fi modulo gZ[ x}] sao irredutiveis em

Z[X]/qZ[X] = Fq[x] e ¢ = fl ce fr(mod. g 2l x]) . Entao:

a) qz[gm] = Bl - Br ; onde Bj = (q,fj(gm)), 1<j<r,

530 0s ideais primos de Z[Em] tais que Bi Ng = (q).

by 2[££ 1 / =P {(vy.) ara alguma raiz . de f
gm -~ q Yj P g YJ
3

r

]
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