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Definimos uma reflex@o em grafos como sendo um automorfismo involutive cujo conjun-
to de pontos fixos € uma geodésica completa. Utilizando este conceito demonstramos
que ¢ produto de duas reflexdes & uma isometria eliptica se e somente se 08 conjuntos de
pontos fixos tem intersecgao nao vazia. Além disto, para o caso de drvores com valén-
cia 4k constante, mostramos que o fecho topoldgico do grupo gerado por reflexdes tem
indice 2 no grupo de automorfismos da arvore. Exploramos ainda uma possibilidade

de inserir este conceito de reflexdes em uma teoria axiomstica similar a desenvolvida
por Hjelmslev.



Abstract

We define a reflection in a graph as an involutive automorphism whose set of fixed
points is a complete geodesic. Using this concept, we prove that the product of two
such refiections is an eliptic isometry if and only if its sets of fixed points has non-
empty intersection. Moreover, for the cass of a regular tree of valency 4k, we prove
that the topological closure of the group generated by reflections has index 2 in the
group of automorphisms of the tree. We explore also a possibility to insert this concept
of reflection in an axiomatic theory similar to the one developed by Hjelmslev.
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Introducao

Nos mais diferentes contextos geométricos, o conceifo de reflexfio tem sido exausti-
vamente explorado. U conceito de reflexfo j4 havia sido utilizado por Buclides para
demonstrar ¢ que mais tarde, em &tica geométrica, ficou conhecido como Principio
de Fermat (restrito a um espelho) e J. Bernouill j4 havia explorado conceitos co-
relatos para resolver o problema da brachistocrona. Apds o Erlangen Program de F.
Klein, desenvolveram-se resultados e teorias fortemente baseados neste tipo de conceito.
Temos desde a decomposicio de isometrias como produtos de reflexdes, realizada em
geometria sintética seguindo os passos de Alexandrov ou, alternativamente, utilizando-
se de resultados elementares de sdlgebra linear, até o estudo de grupos discretos de
reflexdo, os assim chamados grupos de Coxeter, com todos os seus desdobramentos.

Especialmente na dltima década, houve um grande desenvolvimento de métodos
geométricos aplicados a teoria de grupos, considerando-se principalmente a acdo de
grupos combinatdricos em grafos e drvores. No entanto, até onde chega o nosso conhe-
cimento, nao encontramos referéncias significativas scbre o estudo de reflexdes neste
contexto. A principal referéncia a este respeite & o trabalho de Moran ([Mo]), no qual
explora um conceito de reflexdo em uma linha (atribuida a Micha Perles) que ignora
qualquer conceito geométrico.

A proposta inicial deste trabalho foi desenvolver um conceito geométrico (ao menos
na inspiragio) de reflexbes em grafos e mais particularmente em srvores. O trabalho
estd dividido em trés capftulos, organizados do seguinte modo:

O primeiro capitulo estd dividido em quatro segoes. Na primeira apresentamos
os conceitos bdsicos sobre grafos e drvores fundamentais para o desenvolvimento do
trabalho, alguns resultados sobre a equivaléncia de estruturas combinatérica e métrica
em um grafo e alguns resultados espectficos sobre drvores, utilizando principalmente
sua estrutura métrica. As definicGes bésicas seguem, grosso modo, a apresentacac
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feita por Uchen {[Col), apesar de adaptarmos a notagdo aquela adotada por Chiswell
([Chl). Na segunda seqfio, mostramos como realizar de maneira formal um grafo como
sendo um espaco topolégico e definimos, no contexto de grafos, alguns conceitos usuais
de topologia, tais como grupo fundamental e espago de recobrimento. Além disso,
apresentamos alguns resultados que caracterizam um grafo em funcéo da apresentagéo
de seu grupo fundamental. Na terceira seciio apresentamos a classificagfo das isometrias
em uma arvore, de modo semnelhante a classificacio existente em espagos hiperbélicos,
bem como alguns resultados que as caracterizam. As definicbes e notagbes bésicas
seguem a adotada por Chiswell ([Ch]), que adotamos pois distingue entre inversdes e
isometrias hiperbolicas, distingBo gue nio é feita em alguns textos mas gque é importante
para o desenvolvimento deste trabalho. Na se¢io que encerra o capfiulo apresentamos
alguns resultados béasicos sobre agdes de grupos. A acéo de grupos em grafos em geral e
e &rvores em particular tem um papel importante na teoria combinatéria de grupos,
e serve como base para a teoria de Bass-Serre, que trata principalmente de grafos de
grupos {um tipo de grafo mais geral do que o tratado no texto) e suas agdes. Como
referéncia para esta teoria, citamos os textos de Dicks ( [Dil), Serre ([Se]) e Cohen

([Co])-

O segundo capftulo é o cerne deste trabalho. Conforme j4 mencionado, este conceito
& pouco explorado na literatura dentro deste contexto e a definicdo que adotamos é
bem mais restritiva que a adotada, por exemplo, por Moran {[Mo]} e assemelha-se em
suas propriedades com o conceito usual de reflextes em geometria absoluta. Adotada
a definigdo, apesar de um certo grau de arbitrariedade na escolha dos pontos fixos
(veja o exemplo T1, assim como a observacio que o antecede), partimos para ¢ estudo
das reflexdes ¢ do grupo por elas gerado. Primeiramente estudamos a classificagdo de
isometrias que se decompoéem como produto de reflexes em termos da posicao relativa
das geodésicas de reflexfo. A caracterizagho é clara para o produto de duas reflexGes
{Teorema 76 e Coroldrio 77} e menos definitiva no caso do produto de mais do que duas
reflextes (Exemplo 78 e Proposigio 79). Na dltima secfo deste capitulo tratamos da
questfo principal deste trabalho, que é a determinacéo do "tamanho” do grupo gerado
por reflexdes. Consideramos o fecho topolégico (R} deste no grupo de automorfismos

Aut (I") de uma drvore I’ e mostramos que, para drvores de valéncia constante 4k, (R)
tem indice 2 em Aut (I').

No capitulo 3, introduzimos de forma extremamente breve o conceito de grupos
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pré-Hjelmslev, uma teoria axiomaética de grupos planos de reflextes, que engloba tanto
o caso euclidianc como ¢ caso hiperbélico, ou seja, uma teoria de isometrias de geome-
tria neufra. A idéia inicial era conseguir axiomatizar a teoria de reflextes em &rvores
regulares, introduzindo-se o minimo necessdrio de modificactes no corpo de axiomas
de grupos pré-Hjelmslev. Sob este ponto de vista, este capftulo guase que podena
ser considerado como um apéndice, pois além das definigbes apresentamos apenas um
exemnplo de tentativa frustrada de se adequar a teoria a este caso. No entanto, opta-
mos por incluir o capitulo pois, j4 no final do trabalho de redac8o, surgiu uma idéia
aparentemente promissora, um fio da meada a ser seguido em desenvolvimentos futuros



Capitulo 1

Grafos e Arvores

Apresentamos neste capitulo conceitos basicos sobre grafos, drvores e agdes de grupos,
bem como as notagées que serao utilizadas no decorrer do texto. Também serdo des-
critos alguns resultados sobre caracterizacio de drvores e suas propriedades. O titulo
Grafos e Arvores pode até certo ponto parecer redundante, pois uma Arvore nada mais
é do que um tipo especial de grafo, porém, o gue justifica o énfase no nome drvores é
o fato de que concentraremos nosso estudo neste tipo especial de grafo.

Como o objetivo principal deste capitulo é familiarizar o leitor, alguns resultados
nao serac demonstrados, mas deixaremos indicado onde encontrar a demonstracio.
Referéncias bésicas sobre o assunto séo, por exemplo, os textos de [Col, {Ch] ou [Se].
Todos os resultados apresentados neste capitulo podem ser encontrados em ac menos
umn destes textos.

1.1 Nogoes Basicas
Definicdo 1 Um grafo é uma quddrupla A = (V (A),E (A), 0, ™) gue consiste de dois

conjuntos disjuntos, um conjunto V (A) de vértices e um congunto £ (A) de arestas de
A, juntoe com duas aplicacoes

tais que para todo e € E(A), e £#F ec = £
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Com base nas duas aplicacdes, definimos uma outra aplicacio
T E(A) — V{A)

por 7{g) = o (€} . Chamamos 7{¢} de vértice final ou ponto final, o {c) de vértice
intcial ou ponto inicial e T de inverso de £, onde £ & uma aresta. Se 08 pontos inicial e
final de uma mesma aresta coincidirem, isto &, o (¢) = 7 (¢}, chamamos esta aresta de
laco.

Na prética representamos um grafo por um diagrama, usando a seguinte convencao:

A cada vértice do grafo associamos um ponto e a cada par {&;, %} de arestas as-
soclamos um segmento, de modo que identificamos os extremos deste segmento aos
pontos identificados como vértice inicial e vértice final da aresta. Uma apresemtacdo
mals rigorosa sobre a realizacio geométrica de grafos serd feita na secdo 1.2, mas por
enguanto esta descricio pictdrica € dtil para ilustrarmos os exemplos.

Exemplo 2 Um grafo contendo cinco vértices x,y, z,u,v e oito arestas £;,21, 2,83,
€3,83,60,54, COM T = o (1) = 7(€a), y = 7(1) = 0(e2), 2 = 7T(e2) = 0 (e3),
u=o(g4) e v=1{gy) é representado pelo diagrama

I

{5335_5 i {84,5} 7
2T Y

Exemplo 3 Também o diagrama

{e1,E7} | {€3,%3}

representa um grafo com trés vértices, x,y, z e otto arestas £1,81,€32, 2, £€3,£3, €4,%4,

ondez=o(e)=7{e)=c(e)=7(ey), y=7(2) =0 {e3) e z =7 (€3) = 0 (g4)
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Exemplo 4 Considere o seguinte diagrama, onde o confunto de vértices € igual a Z
como{e,)=mn,7(e,) =n+1poranc<Z

{8.2,82} H{e1, T} {20, %0) {61,817}
B B G- £ 8 G 2 v r

-2 -1 g 1 2

A este grafo damos o nome de grafo canénico de Z.

Definicdo 8 Dados dois vérilices z,y € V{(A) dizemos que x e y sdo adjacentes se
existec € E(A) talqueos ey =z er(c) =y.

Definicac 6 Sejo A um grofo. Umsubgrafo A, de A & um grafo cujos conjunios Vi dos
vértices e B das arestas sdo subconjuntos de V' e E respectivamente e cujas aplicacdes
o e” 840 as resiricoes & Fq das mesmas aplicacoes em E.

Exemplo 7 Considere o subconjunto N de Z. Entdo

e{an ’é""é”}c {e1, "53"}8{52, “8"5}‘{53; ”‘é"g}'

0 1 2 3 4

representa um subgrafo do grafo candnico de Z, onde o conjunto de vértices é N. A
este subgrafo, damos o nome de grafo canbnico de N,

Exemplo 8 Considere agora um intervalo fechado discreto [z.yl, C Z. Entdo

{‘E(}az——é} {eiya} '{E'Zy 5—2—}
&= -: 3 : v .. —Q
()

® a4+ ¥ ®-+2 x+3

também representa um subgrafo do grafo candnico de Z.

Um caminho de comprimento n em um grafo A é uma sequéncia £162...6, de arestas
tal que o pouto final de &; € ¢ ponto inicial de £;.;. Dizemos que £:¢5...5, liga ¢ seu
ponte inicial o (1) ao seu ponto final 7(g,). Se ¢ = £:165...6, € um caminho em A,
entdo ¢! = FBu_1..51 € o caminho inverso de c¢. Por convencdo, o caminho definido
pelo conjunto vazio, denctado por gy, ¢ dite caminhe irivial e seu ponto final coincide
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com ¢ inicial. Também por convencdo, o vértice inicial (e final) pode ser escothido
arbitrariamente.

Um caminho é chamado redutivel se existe 7 tal gque g7 = F;, caso contrdrio &
chamado frredutivel. Um caminho £,e5...¢,, € dito fechado se o {g,) = 7 {€,,). Dentre 0s
exemplos acima, 2 e 3 880 os dnicos com caminhos fechados irredutiveis.

Se para quaisquer z.y € V (A) existe um caminho 65,6, tal que o {g;} =z e
7 (&n) = ¥, dizemos que o grafo A é conezo. Todos os exemplos acima, com excecio do
exemplo 2, sdo conexos.

Definicao 9 Uma foresta € um grafo sem lacos no gual tode caminho fechado € re-
duitvel. Uma floresta coneza é chamada dxvore.

Observe que as componentes conexas de uma floresta sGo drvores e gue gualquer
subgrafo de uma floresta é também uma floresta.

Do mesmo modo que foi definido subgrafos, também definimos sub-drvores, ou seja,
uma sub-arvore é um subgrafo conexo no qual todo caminho fechado & redutivel.

Existern maneiras diferentes de se definir uma drvore, mas que so essencialmente
equivalentes, e isso serd mostrado nos resultados que seguem.

Proposicac 180 Um grafo A é uma floresta se, e somente se, para todos dois vértices
z,y € V(A) existe no mdzimo um caminho irredutivel de x 4 y.

Demonstracao: Se supormos que A ndo é uma floresta, existe um caminho fechado
£1...E, Que & irredutivel. Entéc £:...6,_; e &, sao caminhos irredutiveis com mesmos
pontos inicial e final.

Agora supomos que ¢ e d sdo caminhos diferentes e irredutiveis em A tais que ¢
e d tem mesmos pontos inicial e final e o comprimento de ¢ mais ¢ comprimento de
d é o menor possivel com esta propriedade. FEptdo c¢d™' é caminho fechado e como a
soma dos comprimentos é minimal, cd™! é irredutivel, em particular A no é floresta. O

Proposicao 11 Um grafo A é uma drvore se, e somente se, para todos dois vértices
z,y € V (A) existe um tnico caminho irredutivel de z & y. Ainda mais, se A € um
grafo e xy € um vértice tal gue para todo vértice z,, existe um inico caminho irredutivel
em A com ponto inicial xp e ponto final Ty, entdo A é uma drvore.
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Demonstracao: A primeira parte € uma consequéncia direta da dltima proposicao
e do fato que uma floresta & uma drvore se, ¢ somente se, for conexa. Para a2 segunda
parte, observamos que se quaisquer dois vértices z,y € V{A) sio ligados por um
caminho, isto se aplica também ao caso particular z = zge y = z1.

Para mostrar a reciproca usamos o fato de que existern caminhos irredutfveis
c{de zp 2 z) e d{de 25 3 y). Entdo ¢'d é um camipho de z & y, possivelmente nio
irredutivel. Cancelamos todos os sub-caminhos da forma £,%; em ¢ 'd, repetidas vezes
até obtermos um caminho irredutivel /1 de z 4 y. Assumimos gue existe um outro
caminho irredutivel j de z 4 y. Entdo ¢ e dj ! séo caminhos de zp 8 7. Como d e §
sao irredutivels, existe decomposigio d = dids, j = ji1jo com d;, J; iredutiveis e da, 7o
meximais satisfazendo a condigdo dy = 7. Segue entdo que di7; " é caminho irreditivel
de z¢ a z. Como estamos admitindo a existéncia de um vnico caminho irredutivel de
zy & = obtemos que ¢ = dyj; ", donde k= 7. O

Antes de prosseguirmos com os resultados, vamos precisar de algumas definigoes:

Definicao 12 Uma floresta maximal de um grafo dado € uma floresta que ndo estd
propriamente contida (come subgrafo) em nenhuma outra floresta do grafo.

Definicao 13 Sejam A; e As subgrafos de A. Definimos a intersecco Ay N Az como
sendo um grafo, cujo conjunto de vértices e arestas sdo dados pela interseccGo dos
conjuntos de vértices e arestas de Ny e Ao e us aplicacdes o e em A; N Ay sio as
restricdes das mesmas aplicacées em Ay ou As. De modo semelhante definimos ¢ unido
Ay U As como sendo um grafo, cujo conjunto de vértices e arestas sdo dados pela unido
dos conjuntos de vértices e arestas de Ay e Ao e as aplicagdes o e~ em A1 U Ay sdo
ertensoes das aplicacoes em Ay ou As.

Proposicao 14 Seja F uma floresta mazimal em um grafe A e sejo Ay uma compo-
nente conexa de A. Entdo F contém todo vértice de A e FNA, & uma floresta mazimal
em A1, Em particular F M Ay € uma drvore.

Demonstracgdo: Seja r um vértice de A, se z nao pertence & F entdio F U {z} é
uma floresta contendo F, contradizendo a maximalidade de F. Um subgrafo de uma
floresta também é floresta, de modo que F M A; é uma floresta. Supomos que F N A;
nao é uma floresta maximal em A, ¢ seja Fi uma floresta maximal em A; que contém
FnAy. Entdo FUF, é a unio disjunta de 7 e F'\ Ay, e € ums Horesta que contém
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como subconjunto proprio F, uma contradicio. Para completar a demonstracio, basta
mostrar que F' M A, é conexo. Mas é fécil ver que uma floresta maximal em um grafo
conexo A € conexo também, isto é, & uma drvore. 0

Definic@o 15 Um grafo A ¢ dito finito se ambos os conjunios E(A) e V (A) forem
finttos.

Para o caso finito, 4&rvores possuem outras caracterizaghes, que veremos nas propo-
sigoes abalxo.

Proposicdo 18 Sejo ' wma drvore finita com mais de um vértice. Enido T contém

ao menos dois vérlices tais que cada um deles é o ponto inicial de wma tnica aresia
em I.

Demonstracao: Como I & finita, existe o limite superior do comprimento dos cami-
nhos com vértices distintos. Seja entdo £,89...£, um caminho irredutivel com veértices
distintos e com comprimento méximo. Entdo ¢, é a tinica aresta que terminaem 7 (g, .
De fato, suponha que £,41 & uma aresta diferente do inverso 7, de &, que tem como
ponto inicial 7 (e,) . Se o ponto final 7 {€,41) de £,41 € 0 ponto inicial de &, para algum
7, 0 caminho £,...8,6,41 € um caminho fechado e irredutivel, contradizendo o fato de
gue I' é uma 4drvore. Entao £:65...6,8,41 ¢ um caminho que tem vértices diferentes,
contradizendo a maximalidade do comprimentc de €1£5...6,. Isto implica que £, é a
inica aresta que termina em 7 (£, ) e consequentemente, &, & a tnica aresta com ponto
inicial o (&,) = 7 (¢,) . De modo semelhante demonstra-se que e; é a tinica aresta gue
temn como ponto inicial o (e; ). U

Proposigac 17 Seja A um grafo finito e conexo com n vértices e m pares de arestas
do tipo {z;,;}. Enido A é uma drvore se e somente se n = m + 1.

Demonstracéo: Primeiro vamos supor que A é uma 4drvore. Se n = 1 entdo m = {.
Se A tem mais que um vértice, escolhemos uma aresta e, com ponto inicial x, tal que
nao exista nenhuma outra aresta com ponto inicial z. Seja A o grafo que é obtido
a partir de A eliminando-se as arestas e.,Z, e o vértice z. Entdo A é uma floresta.
Mostremos que A é conexo, ou seja, A é uma drvore e por indugio

n—1=V(A)=E(A)|+1=(m—1)+1
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Dados y,w € A, existe um caminho irredutivel g162...8, em A tal que o (5] =y e
7{2,) = w. Se ele 080 é um caminho em A para algum 7 = 1, ...n, a aresta ¢; termina
em x, isto é, 7 (g;) = z. Entfoc £.; tem como ponto inicial z, isto &, o{g,) = z.
Como Z7 € a tnica aresta que tem com ponto final r e &, & a Unica aresta que tem
como ponto inicial z, obtemos que £, = F;. Entfo o caminho nio & irredutivel, uma
contradigao.

Agora supomos que A é um grafo finito e conexo tal que n = m + 1. Seja I" uma
drvore maximal em A. Como I' é uma drvore maximal, I' fem o mesmo ndmero de
vértices de A e conforme a primeira parte da demonstraco, o nimero de pares de
arestas de I' én — 1. Entao I contém toda arestade A e T = Al O

No texto apresentado até o momento um grafo foi comsiderado como um objeto
dotado de uma estruture combinatdrice e os resultados foram demonstrados usando
apenas esta estrutura. No entanto, & possivel considerar um grafo como uma estrufura
métrica, de modo que morfismos da relagio de incidéncia (dado pelas aplicagdes o e

7 } traduzam-se por morfismos da estrutura métrica, conforme veremos no préximo
teorema.

Porém, antes do teorema varnos precisar de algumas definigOes:

Definicao 18 Um homomorfismo de grafos, gue denotamos por ¢ : 'y — Iy , é um
par de aplicagoes ¢ - B (1) — E () Wy -V (T1) — V (Iy), satisfazendo :

1. o2 (¥g (8)) = ¥y (01 (),
2. YgE) =9y (e

Ou seja, € uma aplicacdo que envie vértices o vériices, arestas 4 arestas e gue
comuta com as aplicacbes o e”, preservando a orientacao das arestas.

Urmn homomorfismo € dito injetor (sobrejetor ) se ambas as aplicagdes g e vy forem
injetoras (sobrejetoras).

Quando o homomorfismo é invertivel chamamos de isomorfismo e um isomorfismo
é chamado automorfismo quando T') = Is.

Definicdo 19 Seja A um grafo. Uma geodésica de A é um subgrafo de A isomorfo
ao grafo candnico de Z. Similarmente, um subgrafo isomorfo ac grafo candnico de N
é chamado semi-geodésica e um subgrafo isomorfo & um intervalo [n,ml, é chamado
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segmento geodésico. Kepresentamos um segmento geodésico por [x,y] onde 2,y sdo
vértices em A.

Seja I' um grafo e seja z,y € V {I"). Dizemos que v € V (T) estd entre z e y, fato
que denotamos por L (v;z,y), se v esid contido em algum caminho irredutivel minimal
entre x e y. Note que da maneira como foi definido, =, e também y, estio entre T e .
Observe que se [ for uma drvore o caminho irredutivel minimal entre quaisquer dois
vértices € tinico.

A funcio

d{z,y) == min {}v];v é caminho entre z e y}
& uma funcdo distéancia em I'". E imediato constatar as seguintes propriedades:
1. =,y € V{') sdo adjacentes se, e somente se, d{z,y) = 1.

2. Um grafo & uma Horesta se, e somente se, todo caminho irredutivel de compri-
mento n € isomorfo ao intervalo discreto [0,n]y == [0,n] NN, ou seja, se tado
caminho irredutivel é um segmento geodésico.

3. Um caminho em I' é uma aplicagio v : [a,b]; — T tal que
d{y (@), 7(y) <lz—yl; Vz,y € [a,b];.

Para z € V(I'), seja B (z,i) := {y € V(') ;d{(z,y) =1}, € N, a esfera de centro
z e rajo i. A cardinalidade |B (x,4)| de uma esfera de raio 1 é chamada de valéncia de
z, isto é, a valéncia de um vértice é o nimeroc de vértices adjacentes a ele. Uma 4drvore
" é dita regular se quaisquer dois vértices de I' tem & mesma valéncia.

Varnos agora apresentar o resultado que mostra a equivaléncia em se trabalhar com
uma estrutura combinatérica ou métrica em um grafo.

Teorema 20 Sejam I' e A grafos, entdo todo isomorfismo ¢ : I — A € uma isome-
tria, ou seja, d (¥ (z), ¥ (y)) =d(z.y) Vz.y € V(D).

Demonstragao: Sejam z,y € V (T') e seja £1£5...€, um caminho irredutivel minimal
tal que o (1) =z e 7{g,} = y. Logo, por definicdo, d{z,y}=n. Sey: I’ — A éum
isomorfismo, segue que

¢ {eten...en) =¥ (1) ¥ (e2) .. ¥ (en)
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& um caminho irredutivel minimal tal que

o le)) =¥ {oler)) =¢(z)

donde segue que

d(¥ (=), ¢ {y)) =n=d(z,y)

Corolario 21 Toda isomeiria ¢ : I' — A sobrejetora € um isemorfismo.

Demonstragao: Segue de modo imediato do teorema anterior. O

Mostrado a equivaléncia entre as estruturas combinatérica e métrica de um grafo,
vamos a partir de agora dar um énfase maior a drvores, pols este € nosso principal
objeto de estudo neste trabalbo. Assim sendo, os resultados que serao descritos a
seguir estao relacionados apenas com drvores. Estes resultados sdo simples, porém

teis, e envolvem as propriedades métricas de uma drvore. Comecemos com ¢ seguinte:

Proposicio 22 Sejam z,y, z e w vértices de uma drvore T', fal que [z,y] N[z, 2] =
[z, w]. Entdo:

1 wl N w2 = {w}, [y, 2] = [y, w] Ulw, 2] e [z,9] N hw, 2] = {w};

2. Se yn € um ponto de [z, ] tal que d (z,ym) = m e 2, € wn ponto de [z, z] tal que
d{x, z,) =n, entdo d{Ym, 2n) =m +n — 2min {m,n,d{z,w)};

3. w depende somente do conjunio {x,y,z} e ndo da ordem em que os elementos
5o escritos.

Demonstracgio:
(1) Temos que y,w € [z,y!, logo [y.w] C [z,y], do mesmo modo [w,z] T [z, 2],
assim sendo, se u € [y,w] N [w, 2] entdo w € [z,y] N [z,2] = [z,w]. Portanio u €
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lz, w] N[y, w] = {w}, uma vez que w € [z, y] . Consequentemente [y, w] N [w, 2] = {w},
e ly,z, = ly.wl Ulw,z2], pois I" & drvore.  Finalmente, como w € [,9], [z,7] =
{z,w] U [w,y], deste modo [z,y] N |w, 2] = (lz,w] N |w, 2]} U (Jy,w] N w,2]), e ambas
interseccoes sao iguais a {w} (w € [z,2]).

(2) Sem £ diz,w) entdo Yy, 2, € [z, 2] e deste modo d{ym, 2,} = |m —nl. De
maneira andloga se n < d{z,w) entdo Ym, 2, € [2.¥] e d(ym,2,) = |m —n|. Caso
contrério, se m > d(z,w) e n > d{z,w}, entdo ym € [y, w] € 2, € [z,w], e por (1)
obtemos que

d{@mszﬂ») = é{g;m,w)+d(w,zn}

= {d{xym)—{i($%>}+{{§<$Zﬂ)——d(ﬁf’{f}}}
= m+n—2d(zw)
deste modo d (Ym, 2, =m +n ~ 2Zmin {m, n, d{z,w)}.

{3) Temos que |
.2l nfy.2] = [y, 2]n(ly,w]Uw,
= [y,w]u([ ,x]ﬂ[w,z])
= [y, w]U(ly,w] N [w,2]) U (lw, 2] N [w, 2])

Mas pelo item (1}, [y, w|Nw, 2] = {w} e segue que [w,z]Nw, 2] = {w}, uma vez que
w € [z, z], portanto [y, z] N[y, 2] = [y, w]. De maneira andloga [2, 2] N [z,9] = [z.w], o

¥

que conclui a demonstracio. &

Segue dos itens (1) e (3) da proposigao anterior que [y, z] 1 [w, z] = {w} e [z, 2] N
fw,y] = {w}; também [z,y] N [y, z] N [2, 2} = {w}.

Os segmentos ligando z,y e 2z sao ilustrados pela seguinte figura, que justifica em
alguns textos o nome de ”Proposicdo -Y”.

Ed Z

4

Denotamos o ponto w = [z,y] N [z, 2] M [y, z] obtido na proposi¢io anterior por
¥ (3:- o Z} -
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Definicdo 23 Sejam 31,7y, ..., z, vértices de uma drvore I'. Dizemos que [z, 3,] =
(€1, Za, ..., Ta] 5€ T € [Tiy, Ti0q] para todo z; com 2 <1 < n.

Observacgoes: Para vértices z, ¥, z em uma drvore, sdo equivalentes:
L [z yl Ny, 2 = {y};
2. [z,2] = [z, 9] Uy, 2
3. |z 2] =lu,y.2], isto &, y € [z,2];
4 Y {(zy,z) =

diz,z)=d{z,y)+d{y, z}.

[}

£ possivel generalizar (3) e (5) através da seguinte proposicio:

Proposicdo 24 Sejo T ume érvore e zg, Ty, ..., Tr, vértices em I'. Entdo sdo eguiva-
lentes:

1. (o, &n] = [To, T1y ey Tn) 3
2. d{Zo,Tn) = 2 oy A{Tit, T3) .

Demonstracao:
(1) = (2) Basta usar inducdo scbre n e as observagdes anteriores.

(2) = {1) Novamente vamos usar indugio sobre n. A igualdade étrivialsen=1e
segue direto das observagOes anteriores se n = 2. Se n > 2, pela desigualdade triangular
temos

d(Z0,Tn) X d(zo,Bner) +d (Tno1, Tn)

n-=-1

< > d(@imn 3) + d (Zne1, Tn) = d (30, T)

=1

assim d (1:073:71——1) = Z:;}l d(xi—lf $€)7 lﬁge [mﬂaxnwd = [:EO; Z1, "'73:71.%1] bor iﬂdu@é().
Também d (29, Ta) = d{Z0, Tn1) + d (Zp_1, Z, ), donde segue

[3’00: xnj = [$e=$nwza$n] = [x{);xl? “'?x'rz~11$n3
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Proposicao 25 Sejo I uma drvore. Se 15,24, ... T, sio vértices com T; 3 T;.; 107G
1< n~2¢e [Zpy,2) NV [Z, 2y = {m} pore 1 i < n~1, entdo [z0,7,] =

(g, T1, -y T -

Demonstracao: Sen < 2 ndo hi nada o que provar. Suponha n = 3. Assumimos
Zo ¥ T1 e Tp ¥ T3, pois do contréric novamente ndo hé o que provar. Seja w =
Y {zg, 22, 73) . Como w € [zp, Ta] e 1 € [xp, 2], temos que [z, w] N[22, 21] = [22,v],
onde v = w ou v = Iy, dependendo do qual estd mais préximo de z.. Mas [z2,w] N
[Zo, 1] € [z2,23] N [Z9,21] = {22}, assim v = z». Como z; # 7, concluimos que
w = Iy, portanto [zg, Zs] N [z, 23] = {72}, 0 que implica [zg, 23] = [Ty, 32,75 =
[zs, Z1, T2, 3] . Agora suponha n > 3. Por indugio (g, Za—1] = [£0, T1, .\ Tz, Bnoi] =
(To, Tn-2, Tn-1], OO

Exﬁa xn] = [:EO} Tz Tn-1, wn] = [Eﬂa Tiseey Tn—9, Tn—1, $ﬂ,]

como querfamos. O

Proposicdo 26 Sejam [z,y], [2,v] segmentos em uma drvore T

1. Se lr,y] N z,v] # 0, entdo [z,y] N [z,7] = [p.q], onde p = YV (z,9.2) e ¢ =
Y {z,y,v). Em particular, o intercecedo de dois segmentos em T ou é vazia ou
U segmento.

2. Selz,y|Nlz,v] =0, entdo [z,2] " [y,v] # 0.

Demonstragio:

(1) Sejawy € [z, ¥ N[z, v], tal que [z, y] N[z, 2] = [z, w1]. Pela proposicio 22 temos que
wy, = Y (2,y,2) = p. De maneira andloga, seja we € [z,y]N [z, v] tal que [z, yIN [z, v] =
{z,ws] (em particular w, = wo se [z,y] M [z,v], tiver um unico ponto), dai segue,
novamente pela proposicio 22 que ws = Y (z,y,v) = g, como p, ¢ € [z, ¥ Nz, v], segue
que [P; g] = [z, 4] N [z,1].

(2} Assumimos que [z,y] N {z,v] = 0, logo como I' ¢ uma érvore, existe um 1ni-
co vértice p € [z,y] e um tnico g € [z,7] (p e ¢ necessariamente distintos) tal que
d{[z,y].z.v]) = d{p,q}. Daf segue que [p, q| estd contido no caminho em I ligando z
2 z e no caminho ligando y a v, ou seja, [p,q] C [z, 2] N [y, v]. O
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Prapesigéﬁ 27 Seja I uma drvore e A, A sub-drvores de T’ com ANMA = 0. Se
cAheyveD entdo lz,ylMiz,vl=[p g, ondepc A ege A

Demonstragdo: Se [z,y]N [z, v] = §, entdo [z, z]N[y, v] # 0, pela proposicio anterior,
o que implica que AN A # § uma contradicho. Novamente pela proposicio anterior

z,yl N {z,vl =lpgl, mas p =Y (z,9,2) € [z,2], e g = Y (z,9,v) € [y,9], de modo
quep€Ahege &

Encerramos esta secao com mals um resultado envelvendo sub-drvores :
Proposicdo 28 Sejam A, A sub-drvoves disjuntas nio vazias de uma drvore I, Entdo:
(a) Existe wm dnico elemento a € A fal gue, para todoz € A,y € A, a € [z,y]. Além
disso, lz,yNA=za .
(b) Emistern dnicos ponios a € A b € A tais que la,b] N A = {a}, 6, 0] N A = {b}.
Além disso, se x € A,y € A, entdo [a,8] C [z, .

Demonstragae: Tome 25 € A,yp € A. Como AN A = §, segue facilmente que
[zo,%0] YA = [zg,a] para algum a € A, e [a,y0] " A = {a}. Sejam z € Ay € A
Pela proposicao anterior, [x,y] N [z, 0] = [p, ¢}, onde p € A e g € A Mas [zo,p} C
[Zo, yo] N A = [z, 0] e como [g,y0] € A e [g, 0] N A = 0, segue que

[z, a] = ([z0,q] U g, o)) DA = [0, ¢/ N A C [20,4]

Portanto [zo,p] C [zg,a} C (%0, 4q], 0 que implica [To,q] = [ze,p, ¢, q], assim a € [p,q] C
iz, y]. Isto mostra a existéncia de ¢ no item (¢). Se o’ € A também tem a propriedade
que a' € [z,y] para todo x € A,y € A, entdo ¢’ € [a,yo] N A = {a}, mostrando a uni-
cidade. Por fim, o item (b) segue facilmente aplicando-se o primeiro em ambos Ae A. O

A situagao da prova da proposicao acima ¢ ilustrada pela seguinte figura:
D ja bl ¢
CL“’(}'/ \y{)

A A

Chamamos o ponte a da proposicdo acima de projecdo de & em A, e o segmento
[a,b] & chamado ponte entre A e A
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1.2 Conceitos Geométricos e Topolégicos

Como vimos no mnicio da segao anterior, um grafo pode ser representado por um dia-
grama, associando a cada vértice do grafo um ponto e a cada par {z;,%;} de arestas
um intervalo, de modo gue identificamos os extremos deste intervale acs pontos iden-
tificados como vériice inicial e vértice final ds aresta.

Conforme prometido, definiremos de maneira rigorosa a realizagdo geométrica de
um grafo e apresentaremos alguns resultados bésicos referentes a topologia de grafos.
N&o nos estenderemos por demais nestas questoes por fugirem ao escopo deste trabalho,
e nos restringimos a mencionar como referéncia bésica sobre o assunto o livro [Col.

Retornando ac diagramsa de um grafo, este pode ser descrito de maneira formal pelo
que chamamos de realizacio geoméirica de um grafo.

Definicdo 29 Seja I wmn grafo e seja V =V (1), E = E{I"). Consideremos o espaco
topologico T que é a unido disfunia de V e Ex[0,1], ou seja, identificamos cada aresta
g; com o intervalo unitdrio I,, := {e;} x [0,1], onde V e E sdo dotados com a topologia

discreta. Seja ~ a relagdo de equivaléncia em T para a qual

(.8 ~ (E1—1)
(€,0) ~ ofe)
(:1) ~ T(g)

m

m

para e € B et €[0,1].
O espaco guociente Real(T') == T/ ~ é chamado de realizagBo geométrica do grafo
T.

Esta realizacfo faz com que passemos a considerar um grafo (na verdade a realizagao
geométrica do grafo) como sendo um espago topoldgico, podendo assim usar métodos
e ferramentas de topologia para resolver problemas gue envolvem teoria de grafos.

Um dos conceitos topoldgicos mais interessantes e que tem muitos resultados im-
portantes na teoria de grafos é o conceito de grupo fundamental, o qual apresentaremos
a seguir. Antes porém, vamos esclarecer alguns conceitos.

Seja I' um grafo e seja f o caminho £:65..., em I'. Dizemos que ¢ caminho g ¢
obtido de f por reducdes elementares se para algum i, ;0.1 = & ¢ ¢ € o caminho

£1E72...841E509...Ep.
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Dizemos que ¢ caminho f & homotdpice ao caminho g, fato que denctamos por
f = g, se existe uma sequéncia de caminhos f. com 1 < r < m (para algum m), tais
que f1 = f, fm = g e para todo r < m, fir1 € uma reducdo elementar de £ ou f,
& uma reducido elementar de f..;. Esta & obviamente uma relacdo de equivaléncia e é
imediato constatar que se f & um caminho de x a y e f =¥ g, entdo ¢ & também um
caminho de z 4 y, 0 mesmo acontecendo com seus iNVersos.

De modo usual definimos classe de homotopia dos caminhos, ou seja, a classe de
homotopia {f] de um caminho f, consiste de todos os caminhos homotépicos a f.

Se f e g sdo caminhos fechados com ponto inicial z, definimos o produto

gl = {fgl.

Este produto claramente independe dos representantes das classes de equivaléncia, ou
seja, se [f] = [f'] e lg] = [¢'] entdo [fg] = [f'g’]. Este produto ¢ associativo e o caminho
trivial define o elemento neutro [sp]. Além disso, [f][/™'] = [ep]. Assim, o conjunto
das classes de homotopia de caminhos fechados emn I' com o mesmo ponto inicial z e
com a operagdo definida acima, é um grupe chamado de grupo fundamental do grafo
T" com ponto base z, o qual denotamos por m; (I', z) .

Quando o grafo I' é conexo, o grupo fundamental ndo depende do ponto escolhido,

ou seja, 71 (I, z) e m1 {T, y) sdo isomorfos, de modo que o denctamos simplesmente por
w1 (T)-

Definicac 30 Seja I wmn grafo conero. Qualquer caminho £1£2..6, em ' pode ser
constderado como um produto de elementos do grupo livre F (E), onde E € o conjunto
das arestas de I'. O congunto R = {ef;e € E} C F(E), é chamado conjunto das
relactes de primeiro tipo.

Fizemos um vértice a € T, para cada vértice z de T escolhemos wm caminho f, dea
& x, com f, representando o caminho trivial. O congunto S = {fy,;z € V (I')} C F{(E)
¢ chamado conjunio das relagdes de segundo tipo.

O seguinte teorema d4 uma apresentacdo do grupo fundamental de um grafo com
relacac aos conjuntos de relacoes definidos acima.

Teorema 31 (E | RUS) é uma apresentacio do grupo fundamental 71 (I, a). Nesta
apresentacdo uma aresia €, € enviada a classe de homotopia do caminho feen f 1 onde
glen) =2 eT(e) = 1.
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Demonstracio: SejaG = (£ | RUS) eseja N ¢ fecho normal de RUS no grupo livre
F {E}, desta maneira temos que g/N é um elemento de G correspondente 4 ¢ € F (E).
Consideremos a aplicagdo

e
&

(E) — m (T, 0)
& [fetnfy ]

onde g{e,) =z e7(e,) =y e f, Tepresenta o caminho de a 4 z.

A aplicaco = estd bem definida, pois para cada aresta €, 0 caminho foe,f;"
¢ um caminho fechado com ponto base a. Como F (E) é livre, segue que 7 é um
homomorfismo. Também é facil verificar gue para gualquer caminho ftalque o (f) ==z

e 7 (f) =y, 0 homomorfismo 7 envis f a classe de homotopia [ f=ffy 1. Em particular,
7 envia £,E, a0 elemento trivial, pois

7w (en8n) = [fotnZafit] = [fa] = 1

Observe que f, € F (F) é um caminho com ponto inicial ¢ e ponto final z, deste
modo

w{fe) = [fafof'] = fa] =1

Portanto, 7 induz um homomorfismo

p : G—ax{la)
gN — [fagf7t]

Agora definimos um homomorfismo ¥ : 7, (I, a) — G, da seguinte maneira:

Se f & um caminho fechado em I' com ponto inicial a, ¥ envia a classe de homotopia
de f 4 imagem candnica fN de fem G.

Esta aplicacao estd bem definida, pois dois caminho fechados com um mesmo vértice
o representam o mesmo elemento do grupo fundamental m; (T, 4} se e somente se um

deles é obtido do outro substituindo-se vérias vezes ¢ elemento trivial por =.2; ou
vice-versa.

Mostramos assim que

0¥ =idy ra) € Y = idg
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pois
b (FN) = om(f) =0 ([Lf 1) =0 () =fN
e ({f) = w(fNy=n ()= [fff7] =f]
ou seja, ¢ € um isomorfismo. M

O teorema seguinte fornece uma outra apresentacio para o grupo fundamental de
um grafo, usando agora uma drvore maximal.

Teorema 32 Sejo I umeo drvore mazimael num grafo comexo A, Entge my (A) tem
apresentocio (B | RU{e e, € E(T)].

Demonstracao: Seja o um vértice de A. Para cada vértice z em A, seja f, o tnico
caminho irredutivel em I' de @ & x. Obviamente os elementos f. € ¥ (F) sdo conse
quéncias de elementos {&,;2, € E (I'}}. Mostremos que os elementos {z,,;¢, € E(T'}}
sao consequéncias de {f,;2 € V (A) U {&,5,; 6, € E (A)}. De fato, €, & uma aresta de
I" ligando = a y, entdo f.e, = fy ou f; = f,&. Nos dois casos &, ¢ uma consequéncia
de {fs;x € V{A}U{eEe €e E(A)}. 0

Coroldric 33 Seja A um grafo conezo e I’ uma drvere mazimal de A. Entdo mi (A) €
um grupo livre cuja base contém exatamente um elemento de cade por (€.,%,) que ndo
estd em T'. O elemento de 71 (A) gque corresponde a aresta g, € a classe de homotopia
de f.enfy onde x ey sdo respectivamente os pontos inicial e final de ¢, e f, e f, s@o
08 dnicos caminhos irredutiveis em T' do ponto bdsico nos pontos T e y.

Demonstracac: Segue imediatamente do teorema anterior. O

Coroldrio 34 Um grafo conexo é wma drvore se € somente se o seu grupo fundamental
¢ trivial.

Demonstragao: Segue de modo imediato do coroldrio acima. O

Para o caso de grafos finitos, podemos caracterizar o grupo fundamental em termos
do ndmero de vértices e de arestas.
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Coroldrio 35 Seja A um grafo finito e conexo com n vértices e m pores de arestas.
Entio my (A) é um grupe lvre de posto m —n + 1.

Demonstragao: Seja I’ wmna drvore maximal em A, Entdo T tem n vérticese n — 1

pares de arestas. O posto de my (A) € o mimero de pares de arestas que ndo estfo em
T istoé, m—n+ L O

Definigio 36 Sejam T el grafos conezos e p: I —> I um homomorfismo de grafos.
Se poro iode vértice T € T, a aplicacio p induz umae bijecio do conjunto de arestas
de T' com ponto inicial T ao conjunio de arestas de T com ponio inicial p(Z), entdo o

aplicacio p é chamada aplicacio de recobrimento e I ¢ chamado grafo de recobrimento
de I

Proposicao 37 Sejam [ e T grafes conexos e p : I —T uma aplicacto de recobri-
mento. Entdo p (F) =T

Demonstragao: A condico de recobrimento assegura que p (E (?)) = E(I') se

tivermos que g (V (f)) = V (I'}, ou seja, basta mostrar que p é sobrejetora sobre os

vértices de 1. Como os grafos sao todos ndo vazios, existe zg € p (V (I‘)) Dado
z € V(I'), consideramos um caminho £,€;...6, com ponto inicial zg e ponto final z.
A condigio de recobrimento nos garante que £, = p (), para algum %, € I'. Como
p € homomorfismo, temos que p{7(£;)) = 7{e1). Usando novamente a condicdo de
recobrimento, obtemos que ¢ = p(£2), para algum F; € T' e, recursivamente, teremos
que p{T (&) =7 (en) = 2. O

Proposicao 38 Sejom I e T grafos coneros e p T — T uma aplicacdo de recobri-
mento. Sejo f um caminho de T com ponte inicial x € V (I'). Entio para qualguer
vértice T € V (T) tal que p (T) = x, existe um dnico caminho f de T’ com ponto inicial

Eetaiguap(f} = f.
Demonstracdo: Seja f = ejey...e, um caminho em I tal que ¢ {f) = z. Suponha

que para algum 7 existam tnicas arestas é;, €y, ..., &, de T tais que €,€z...8, & um cami-
nho em I' com ponto inicial 7 e tal que p (&) = ¢; para ¢ < 7 onde p{7) = z. Entéo
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p{r{&.)) = 71{e,) e deste modo existe uma Gnica aresta €,,; tal que o (€51} = 7 (&)
e com pl{é1) = e.,;. O resultado segue por inducdo. O

o

Emncerramos esta secdo de modo um tanto abrupto, com a seguinte:
Proposicdo 39 [Co, Cap. 5, Prop. 29] Sejam T e T grafos conezos e
o r—r

wma aplicagio de recobrimento. Sejam f e § caminhos em T tais que o (f) =ol(g) e

o (}'} = p{g}. Enido j—"vm q.

1.3 Isometrias

Alguns resultados e definicoes desta secao fazem sentido num contexto mais amplo de
grafos, mas restringimo-nos exclusivamente ao caso de drvores, pois como foi dito ante-
riormente, este é nosso principal objeto de estudo. Também nesta secdo consideraremos
apenas as isometrias de uma drvore em si mesma, ou seja, estamos considerando na
realidade automorfismos, mas preferimos usar ¢ termo isometria e esta escolha fard
sentido no decorrer do texto.

A idéia de isometrias em Arvores é tratada por Chiswell { [Ch, Cap. 3]), em um
contexto mais amplo gue ¢ nosso, o de A-drvores, que em poucas palavras sao definidas
como arvores onde a métrica utilizada assume valores em um grupo abeliano ordenado
qualguer, por exemplo R, e nac necessariamente nos naturais.

Nesta seco, arvores e sub-arvores serao assumidas ndo vazias, segmento geodésico
serd chamado apenas de segmento, e a menos que seja especificado, gquando dissermos
que z € I', na verdade queremos dizer que z € V (T).

A classificacio de isometrias em arvores & similar & classificagdo de isometrias em
espagos hiperbdlicos. Antes de falar da classificacdo de isometrias em drvores, a tit-
ulo de motivagio, vamos apresentar de modo sucinto a classificacdo de isometrias em
espacos hiperbdlicos. Comecemos com a seguinte definicao genérica:

Definicao 40 Dada uma isomeiria ¢ : X — X de um espaco métrico (X,d), a
funcdo de translagio de ¢ é definida por

dy (2} = d (2,9 (2))
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Uma isometria ¢ : X — X, pode ser caracierizada de acordo com o infimo da
funcéo de translagdo, do seguinte modo:

1. ¢ é dita eliptica se

inf d,(z)=0

zeX
e existe z¢ tal que d, (z0) = inf,ex d, (), ou seja, se ¢ possul ponto fixo.

2. @ & dita parabdlica se

=0

mas nao existe zy tal que d, {zg) = inf,cx d, {2)

7

3. ¢ & dita hiperbdlica se

inf d, (z) > 0

zeX

e existe zp tal que d, (zo) = infex d, (z) > 0.

4. @ é dita loxodrémica se

inf d, (2) > 0

e nfdo existe xo tal que d, (zo) = inf.cx d. (x) > .

Esta classificacdo ¢ particularmente importante no caso das isometrias que preser-
vam orientacao no plano hiperbdlico.

Se considerarmos o modelo do disco de Poincaré I? = {z € C; |2| < 1} cuja fronteira
é o circulo unitdrio 1% = {z € C;|z| =1}, o grupo de isometrias que preservam
orientacio pode ser identificado com PSL (2,R) := 51(2,R) / {£Id} e neste contexto,
as diferentes classes de isometrias podem ser caracterizadas pelo seguinte resultado:

Teorema 41 [Fi, Teoremua 5.5[Seja ¢ wmna isometria. S&o eguivalenies as seguintes
afirmacoes em cada item:

1. e @ é eliptica se |traco ()] < 2;

e © possui um ponto fize z € D%
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® as esferas centradas em z sdo invarianies por .

te
®

@ & parabdlica se |trago (v} =

e existe um Unico ponto z € 817 fize por ¢

]

as horoesferas centradas em z sdo inveriantes por .

0
@

@ € hiperbslica se |traco (¢} > 2;

®

existern dois pontos z,w € 817 fizo por ¢;

®

existe geodésica invariante por ¢.

Como veremos, diversas destas caracterizagbes serfio vélidas também no caso de
isometrias em Arvores.

¥ uma drvore existem trés possivels classes de isometrias, elfpticas, hiperbdlicas
e inversoes, que serao caracterizadas a seguir. No caso de drvores porém, ndo exis-
tem isometrias parabdlicas ou loxodrémicas, pois uma drvore é um espago discreto e
consequentemente o nfimo (de uma funcdo continua) é sempre atingido.

Definicao 42 Seja I uma drvore e ¢ uma isometric de I' — T'. Dizemos que:

1. € eliptica se ¢ possui pontos fires;

E4 1N

2. v ¢é inversao se 7 possui pontos fizos, mas ¢ ndo possui;
3. ¢ hiperbdlica se ndo é elfpiica, nem inversio.
Exemplo 43 A aplicacao
Z — Z

A S (s ol 1)

define uma isometria eliptica do grafo candnico de Z se m for par e wma inversdo se
m for impar.

Exemplo 44 Jé o aplicagdo
7z — Z
n — n4+m

define sempre uma isometric hiperbblica do grafo candnico de Z.

UNICAMP
LIOTECA CENTRAL
SECAD CIRCULANTE
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O comportamento de ums isometria eliptica € descrito na proposicio seguinte, onde
{p) denota o subgrupo ciclico gerado por ¢ {no grupo de automorfismos métricos de
I'). Antes de enunciar a proposigao, definimos o ponio médio de um segmento [z,7]

i
b

como um ponto p € [z,y] tal que d{z,p) = d{y,p). E imediato verificar gue {z,y]
possuil ponto médio se, e somente se, d{x,y) for par.

Proposicao 45 Sejaom I uma drvore e ¢ uma isometria elfptica. Seja
Fiz{p)={reypr =z}
o congunito dos ponios fizos de . Eniac
1. Fiz(p) é uma sub-drvore ndo vazia, (p)-invariante de T.

2. Sex el elz,pl ¢a ponte enire z e Fix (p), entdo para qualguer a € Fiz (y),
p=Y (z,a,02) ep é o ponto médio de [z, pz|. Além disso, d (z, pz) = 2d (z,p) =
2d (z, Fiz (@) e [z, p] € [z, g2} N [2, 07 a].

Demonstragao:

{1) Se ¢ fixa z e y, ela fixa o segmento [z, y], pois ¢ & uma isometria, ou seja, Fiz (¢) é

subgrafo conexo de I, portanto uma sub-drvore claramente néo vazia e {p)-invariante.
(2) Seja a € Fiz{pjexz € I'. Sey € [a,z], entdo y & o wnico ponto de [a,7] a

distdncia d{a,y) de a, deste modo, @y & o nico ponto de [a, pz] a distancia d {(a,y)

de a, dai segue que y € [a, 2] M [a, pz] se e somente se y = gy, isto &, [a,z] N{a, pz] =

la, 2] N Fiz (p) = [a,p], onde p =Y {z,qa, ¢z), [z, 02] = [z,p, pz] e [, 2] = [a, p, z].
Logo [p,z] N Fiz{¢) = {p}. Aplicando ¢ a ambos os termos desta igualdade temos

lep, 2] 1 Fiz (@) = [p, oz] N Fiz (¢) = {p}
portanto [z, pz] N Fiz (¢) = [z, p, oz] N Fiz (¢) = {p} . Como
d(z,p) = d {pz,op) = d (v, p)

p & o ponto meédio de [z, ¢z] donde segue que d(z, ¢z} = 2d (z,p) = 2d{z, Fiz (v)),
ou seja, |p, z] € a ponte entre z e Fiz{p). Agora trocando ¢ por ¢, e notando que
Fiz (¢) = Fiz (p™1), segue que [z,p] C [z, p2] N [z, p 7 2]. 7]

A seguir serd dada uma série de equivaléncias para se caracterizar uma isometria
que & inversao.
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Proposicao 46 Sejo I’ uma drvere e ¢ wma isomelria. As seguinies afirmacdes sdo
equivalentes:

1. ¢ é uma inversio, ou seja, ¢° iem pontos fizos, mas o ndo tem;
2. ¢? tem pontos fizos e Vx € T,d{z, pz) # 2n,n € N.

3. Emiste um segmenio de I' invariante por @, e o resiricdo de ¢ o este segmento
nae tem ponios fizos;

4. Existe um segmento [z,y] em T tal que pz =y, oy =z ed{z,y) # 2n,n e N;

Diemonstragao:
(1} = (2) Seja p um ponto fixe de ¢*. Entdo ¢* fixa os exiremos de [p, ¢p], deste
modo fixa pontualmente este segmento. Tome z € T e seje [z,¢] a ponte entre ©

e [p,op]. Entdo [pz,¢q] é a ponte emtre vz e [p,¢pl, e pg # g por hipétese. Pela
proposicéc 25 temos que [z, ¢z] = [z, q, g, pz] logo

d(z,0z) = d(z,q)+d(q,pq)+d{pg ¢z)
= 2d(z,q)+d(g,¢q)

mas, ? fixa g, e deste modo o segmento [g, g é invariante por ¢. Portanto d (g, pg) #
2n, pois do contrério ¢ fixaria o ponto médio de |g, pg] . Segue da igualdade acima que
d{z,pz) #2n,n € N,

(2} = (3) Seja p um ponto fixe de ¢* Entao [p, ¢p| & invariante por ©, e pelo lema
anterior, ¢ néo tem pontos fixos.

(3) = (4) Suponha que ¢ [z,y] = [z,y], onde z,4 € T' e ¢ ndo fixa pontos em
[z,y]. Entdo ¢ deve permutar os extremos T e ¥, e [z,y] ndo tem ponto médio {(caso
contrério, tal ponto seria fixado por ), de modo que d{x,y) # 2n,n € N.

(4) = (1) Assumindo (4), segue da proposi¢io anterior que ¢ ndo tem pontos fixos
(caso contrario d (z,y) = d (z,pz) = 2d (z, Fiz (¢))), no entanto, ¢” fixa os pontos
e. U

Definicac 47 Suponha ¢ uma isometria em umna drvore I'. O conjunto caracteristico
de ¢ é o subconjunio

Ay = {p =B [Lp”lp,p] Nip, ep] = {?}}
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Vimos na primeira secdo deste capitulo que para vértices z, ¥, 2 em uma drvore, séo
equivalentes:

o [z, 9]0 [y 2] = {y};

e [z.2] = [yl Uly, 2l

o [z,2]= [z, y,7], isto &, y € [z, 2];

o Y(z,y,2) =y;

e diz,z)=d{z,y)+d(y, z}.

Logo podemos reescrever A, da seguinte maneira

Ay,={peTipe v 'pop|}

Se ¢ ¢ eliptica, segue da proposicao 45 que A, = Fiz (). Se ¢ é uma inversao,
entdo A, € vazio. De fato, suponha p € A,, ¢ ndo tem pontos fixos mas ¢* os tem.
Segue novamente da proposigdo 45 aplicado & ¢* que o ponto médio p de [p™'p, ¥p]
¢ fixo por ¢°, equivalentemente ¢~ 'p = ©p, e desde que p € [p™'p, vp|, p = p, uma
contradigao.

Se v & uma isometria hiperbélica, a estrutura de A, & descrita pelo seguinte teorema,
cuja demonstragie pode ser encontrada em [Ch, Cap.3, Teor. 1.4].

Teorema 48 Sejam I uma drvore e ¢ € uma isometria hiperbdlica. Entdo

1. A, é uma geodésica {p}-invariante.

2. « restrito a A, é eguivalente & uma translagdo a — a+1 () para algum [ (p) €
Z.

3 Sex T elr,p| é aponie entrex e Ay, entdop=Y (¢~ 2,2, ¢1), [z, px]NA, =
b, ¢p], [z, pz] = [2,p,0p, pz] e d (z, 0z) = L {g) + 2d (2, p).

Quando ¢ & hiperbdlica, A, é chamado de eixo de ¢.

De modo geral, consideramos a funcdo translacao d, (z) = d (z, ¢z) e denotamos

1 = mind, .
() == mind, (z)
Conforme observamos anteriormente, [ {¢) = 0 se, e somente se, ¢ for eliptica.
O conjunto caracterfstico de uma isometria ¢ {gue néo seja inversdo) estd intima-

mente relacionado a { (), conforme mostra o coroldrio a seguir:
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Coroldrio 49 Sejo o umae isomeiric em uma drvore I, Entdo ¢ € uma inverséo se ¢
somente se Ay, = 1. Se ¢ ndo é uma inversdo, entdo | () = min{d(z,0z);z €T} ¢
Ay = {p € T;d(p,0p) = 1{¢)}.

Demonstracao: Segue do teorems anterior e de observar que se p & cliptica, entdo
[{p)y=0e A, = Fix(p). r

i

Coroldrio 50 [Ch, Cap.3, Cor. 1.6] Seja @ uma isometria em uma drvore I'. Suponha
gue @ nao € uma wmversio. Entdo A, intercepto toda sub-druere {p)-invariante de T,
e & minimal com esto propriedade.

A seguir vamos listar algumas propriedades simples, porém importantes de A,.
Proposicao 51 Sejam © e o isometrias de uma drvore I, entdo:
1. Agpyms = VA, ¢ 1 (bov™) = 1(9);

2. Apr = Ay;

3. Se n é um inteiro, entdo I (¢™) = |nil(p), e A, € Apn. Sel{p) >0 en#0
entdo A, = Agn;

4. Se A é uma sub-drvore (p)~invariente de T, entio ! (¢) =1 (go; a) € Ag, = ANA.

Demonstracio: Se ¢ ¢ uma inversdo, Yy~ também o é e (1) & satisfeito. Se ¢
nao é uma inversdo (1) segue do coroldrio 49.

Também o segundo item segue imediatamente da definicdo de A,.

Ja o item (3) é evidente se [ (p) = 0 ou n = 0. {Se ¢ é uma inversdo, poténcias
fmpares de ¢ 880 inversdes ¢ poténcias pares sio elfpticas, pela proposicio 46). Vamos
assumir L {¢) > 0 en # 0. Entéo ¢" age em A, como uma translagio de amplitude
In|l(¢), assim pela definicdo de A n, A, © Agn. Além disso, por {1), Ay & {p)-
invariante, e ¢ deve induzir uma translacio em A - (uma vez que ¢° ndo tem pontos
fixos). Portanto pela definicio de A, A~ © A, e (3) é satisfeito.

Vamos agora provar a tltima afirmagao. Se ¢ no é uma inversao, entdo ANA, # 0
, pelo coroldrio anterior, assim I {p) = (¢4 ) & Ay, = Ay VA pelo coroldrio 49. Se ¢ &
uma invers&o, entdo ¢ ndo tem pomntos fixos em A, mas A N A2 # § pelo coroldrio 49,
assim ¢” tem um ponto fixo em A. Deste modo ¢, é uma inversao, e (4) ¢ satisfeito. [
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1.4 Acdes de Grupos em Arvores

e modo geral, a acdo de grupos em grafos faz o papel de ponte entre as teorias
combinatoria de grupos e topologia. Esta teoria tem imimeras aplicagbes. Por exemplo,
a teoria de grupos agindo em drvores fornece uma caracterizacao dos grupos gue tem um
certo tipo de estrutura em funcdo da agfo destes grupos em drvores. Um dos primeiros
resultados, como veremos mais adiante, é que um grupo G ¢é livre se, e somente se &G
“age livremente em uma drvore”. Uma consequéncia deste resultado é que qualquer
subgrupo de um grupo livre & livre. Muitos outros exemplo de aplicacoes desta teoria
e uma leitura mais abrangente pode ser encontrada em [Co|, {Di] ou [Se], mas nos
restringirvemos aos resultados realmente bisicos.

Definicao 52 Uma agdo de um grupo G em wm conjunte X é um homomorfismo
¢ : G — Sim{X}, onde Sim (X} é o grupo das permutagées de X. Quando G age
em X, dizemos que X é um G-conjunto.

Por simplicidade denotamos gz := ¢ (g) (x) (onde g € G e z € X} para representar
a acao a esquerda de G.

Um grafo I' ¢ chamado um G-grafo se ambos V (I') e B (I") so G-conjuntos, e além
disso Ge =geeT(ge)j=g(r{e)) paratodog € Geec E(I).

A um grupo & gerado por um conjunto S, podemos associar um grafo, conhecido
como grafo ou diagrama de Cayley de G com relagio a S, que é construfdo do seguinte
modo:

Se G é um grupo com apresentacio G = {5 | R), o grafo ou diagrama de Cayley
de G éografo T'(G,S) tal que V(I'{G,9)) =G e E(I'(G,5)) =G x5 x{-1,1},
onde 0 {g,z,1) =ge7{g,z,1) = gz, e com (g,z,8) = (g,z, —6), para § = =1, e dois
vértices g, h sdo adjacentes se, e somente se, g7'h € S.

Observe que o grafo obtido é altamente dependente da apresentagéo do grupo.

Exemplo 53 O grafo candnico de Z nada mais é que ¢ grafo de Cayley da apresen-
tacio Z = (1} 0.
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Exemplo 54 Seju G = {(z | z° = 1), entdo o grafo de Cayley ¢ dado pelo seguinte
diagrama

Exemnplo 535 Sejo G = {(x,y | zy = yz), ou seja, G & um grupo abelieno livre com
dois geradores. O grafo T (G, {x,y}) é dado por

yx Y Y

TR O P2

Exemplo 56 Para o grupo livre F = (z,y), 0 grafo de Cayley T (F,{z,y}) € dado por

R

{yﬁ’ - }:um
N
I;z:‘z 7 1 x ]mz
l Y |
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Seja & um grupo agindo em um grafo I'. Se existe algum ¢ € G e slguma aresta ¢,
em I', tal que ge, = &, dizemos que G age com inversdes, caso contrério dizemos que
G age sem inversies.

Dizemos que um grupo G age lfvremente em um grafo I se para qualquer g € G—{1}
¢ para gualquer vérticez de [, gz # z.

Dados G = (X |R)el =I"(G,X), existe uma acio natural de G em T" definida
do seguinte modo:

Um elemento g € G, associa o vértice z {que ¢ um elemento de G) com o produto
gz e a aresta (h,y,8) com a aresta (gh,y,d). Note que G = (X | R) age livremente e
sem inversoes em seu grafo de Cayley.

A proposicio a seguir mostra algumas relagdes entre a apresentacio de um grupo e
seu grafo de Cayley.

Proposigao 57 [Co, Cap.8, Lema 1] Sejam G um grupo, § um subconjunto de G e
T'(G, 8) o grafo de Cayley de G com relacio a 5. Eniéo:

1. T(G, S) € conezo se, e somente se, G ¢ gerado por S;
2. T'(G, S) é uma floresta se, e somente se, {S) ¢é livremente gerado por 5;

3. T'(G,5) é uma drvore se, e somente se, G € livre com base S.

Vamos agora ver alguns resultados que relacionam a estrutura de um grupo com

a estrutura topolégica de um grafo no qual o grupo age. Comegamos com a seguinte
definicao:

Definicao 58 Sejo I' um grafo e T seu grafo de recobrimento. Um automorfismo de
T cuja projecao sobre a base € identidede, é chamado transformacgéo de recobrimento

deT.

Proposicao 59 Seja p : T' — I' um recobrimento de grafos. Entde o grupo G das
transformagdes de recobrimento p atua livremente e sem inversées sobre I'.

Demonstrac@o: Seja g um elemento ndo trivial de G tal que gz = z para algum
reV (?) . Por defini¢do a imagem do automorfismo g € G de T via a aplicacdo p é
a identidade de I, isto é, g como automorfismo é umea extensgo da identidade de I
E obvio que a identidade de I" & extensio da identidade de T. Como toda extensdo é
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tinica, temos que ¢ € identidade de f, absurdo, pois tomamos g nao trivial. Finalmente
assumimos que ge = 7 para alguma aresta £ em L. Entdo p(e) = p(ge) = p(F) = p (&),
uma contradicio. [

Tecrema 60 Um grupe G € livre se, e somente se eriste wma drvore I e uma acto
livre e sem inversdes de G em T

Demonstragao: Seja [ uma drvore e seja G um grupo que atua livre e sem inversdes
sobre I'. Entao a aplicagéo™ E (I'/G) — E (T'/G) pode ser definida porgque a agdo do
grupo (7 € sem inversGes e segue que I'/ & também um grafo. A aplicacio I ~ T'/G
& wm recobrimento pois a agio de & sobre I é livre. U grupo fundamental do grafo
/G é isomorfo & &. Como o grupo fundamental de qualquer grafo é um grupo livre,
G & hivre.

Reciprocamente, sejam G = F'(5) um grupo livre e I'y um grafo com apenas um
vértice e um par de arestas {z,Z} para cada elemento de S, onde cada uma destas
arestas € um ciclo, ou seja, o (g} = 7(¢). Seja ainda I" o recobrimento universal de
I'o. Entao I' é simplesmente conexo. F (S} é o grupo fundamental de I'y e é isomor-
fo ao grupo de automorfismos do recobrimento I' ~— I'g. Esse grupo atua livre e sem
inversoes sobre " que portanto é uma 4drvore, na realidade o grafo de Cayley I (G, §). O

Definicdo 61 Um homomorfismo de grafos ¢ : T — A é chamado localmente sobre-
jetor se para todo vértice z € T' e toda areste e € A, tal que o (e} = ¢ (x) ezisie uma
aresta ey de T’ com o {e;) = x ¢ ¢ (z) = e. Dizemos que ¢ ¢é localmente injetor se para
quaisquer duas arestas distintas e; e es de I' tais gue o (e;) = o (eg), as arestas ¢ (e;)
e ¢ (ey) de A sdo distintes. Um homomorfismo ¢ é localmente bijetor se é localmenie
injetor e localmente sobrejetor.

Observacdo: Um homomorfismo localmente bijetor, € um recobrimento de grafos.

Proposicio 62 Seja ¢ : A — A um homomorfismo de grafos localmente sobrejetor.
Seja T uma drvore ¢ seja ¢ : I~ A um homomerfismo de grafos. Seja ainda 6
e V(I ez € V{A) tais que ¢ (z) = o (a). Entdo existe um homomorfismo de grafos
w:T— A talque pla)=x epop =1
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Demonstragdo: Consideremos todos os pares (I's, ¢, ) tais gue I'y € uma sub-4rvore
deT comae€V(I'y), p, : Ty — A ¢ um bomomorfismo de grafostal que ¢, (a) =z e
¢ o py & a restrigao de 9 sobre I'y. Tais pares existem, por exemplo Iy = {a} satisfaz
as condicoes.

A ey [y

Definimos a relacdo (I'i, ) < (Ta, ) se Ty € uma subdrvore de Ty e ¢, € 2
restricao de ¢, sobre I';. Usando ¢ lema de Zorn obtemos que existe um par maximal
(To, o) -

Suponha que I'y # I'. Ent@o existe uma aresta ¢ tal que o (g) € [y e 7 () ¢ I'y. Co-
mo ¢ é um homomorfismo localmente sobrejetor obtemos que existe uma aresta &; de A
tal que o (g1) = @y (0 (e)) etal que ¢ (1) = ¥ () . Entéo definimos Iy = ToU{e, 5,7 (¢)}
e v, é a extensado de ¢, & I'1 dada por ¢, (¢} = &,, contradizendo a maximalidade do
par (Lo, 4p) - O

Proposicao 63 Seja ¢ : T' — A um homomorfismo de grafos que é localmente inje-
tor. Sejam ¢ e ¢ homomorfismos de um grafo conezo A ¢ T tais gue pop = o). Se
existir um vértice x de A tal que ¢ (z) = 9 (x) entdo @ = 1.

Demonstragdo: Seja § = {z € V(A);p(z) = (z)}. Consideremos uma aresta ¢
em A tal que ¢ (¢} € 5. Entéo ¢ () e ¥ () sBo arestas em 1" com mesmos pontos iniciais
e mesma imagem em A. Como ¢ ¢ localmente injetor isso implica que ¢ (e) =¥ (g) e

entdo 7{z) € S. Isso implica que S =V (A) e p = 9. [

Proposicao 64 Sejom ¢ : Iy — A ¥ : Ty — A, homomorfismos de grafos lo-
calmente bijetores onde Ty e Uy sdo drvores. Sejam z e y vértices de 17 e T’y res-
pectivamente, tais que ¢ (z) = ¢ (y). Fntdo existe um dnico isomorfismo de grafos
Iy — Ty talquepl(z) =y epoo=4g.
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Demonstracdo: Como I'; é uma drvore e 7 é localmente sobrejetor, existe um ho-
momorfismo ¢ 1 I'; — Ty tal que () =y e ¥ o p = ¢. Como 9 é localmente injetor
w € o dnico homomorfismo com essas propriedades. Agora trocamos os papéis de I'y ¢
I'; e obtemos wm dnico bomomorfismo w : Ty — Ty tal que w(y) =z e dow = 9.
Entdo wo () = £ = idr, {2} e como ¢ & localmente injetor obtemos que wo @ == idr, .
Usando a mesma idéia provamos que w o @ = idp,. Ll

Proposicdo 65 Seja ¢ : I’ — A um homomorfismo de grafos.

1. Se ¢ € localmente sobrejetor e A é conexo, entiio ¢ é sobrejetor.
2. Se ¢ € localmente injetor, T conezo e A uma drvore, enido ¢ é injefor.

3. Se ¢ & localmente bijetor e T e A sdo drvores, enido ¢ € bijetor.

Demonstracao:

(1) Seja ¢ uma aresta de A tal que o{e) € ¢(V(I')). Tome um vértice z de T tal
que ¢ (z) = o {&). Como ¢ ¢ localmente sobrejetor, existe wma aresta ¢; de I tal que
o(z1) =z e ¢{ey) =&. Logo temos que 7 () € ¢ (V(T')), como A & conexo, segue que
¢ & sobrejetor.

(2} E suficiente mostrar que ¢ é injetor sobre os vértices. Supomos que z e ¥
sdo vértices diferentes tais que ¢ (z) = ¢{y). Como I' é conexo existe um caminho
irredutivel £160...6, de z a y. Entdo ¢ (1) ¢ {22) ...0 {€,) é um caminbho fechado em A.
Como A & uma, drvore, existe 1 tal que ¢ (¢;) = ¢ (€.01) = ¢ (Fa1) - Como ¢ & localmente
injetor, obtemos que ; = &;17, uma contradicao.

(3) Segue imediatamente dos itens anteriores. O

Diversos outros resultados sobre agbes de grupos em grafos, obtidos por exem-
plo através de extensoes HNN e produtos livres amalgamados de grupos, podem ser
interessantes para o estudo de reflexOes em contextos mais amplos que aquele que
desenvolveremos no préximo capitulo e portanto serao omitidos nesta segao.



Capitulo 2

Reflexoes e Grupos de

Automorfismos

Motivados pelo estudo dos grupos gerados por reflexfes em espagos de curvaturs cons-
tante, como por exemplo os grupos de Coxeter [Hu|, surgiu a idéia de estudar os grupos
gerados por reflexdes em outros espacos, como por exemplo drvores.

A primeira questdo que surge é como definir uma reflexfc em uma drvore. Ao
tentar escolher uma definicio de reflextes em 4rvores, deparamo-nos com um grau de
liberdade muito grande para sua escolha pois, por exemplo, em um espago euclidiano ou
hiperbélico uma reflexdo em um hiperplano é definida usualmente de modo geométrico
e as tinicas exigéncias sao que a reflexfo seja uma involucio que deixe fixo um conjunto
convexo de pontos. Por outro lado, em um trabalho de 1982 ([Mo]), Gadi Moran define
reflexao em uma drvore apenas como um automorfismo que é também uma involugio
e demonstra usando esta definicdo que em uma drvore regular (quaisquer dois vértices
da drvore tem a mesma valéncia) todo automorfismo pode ser escrito como uma bi-
reflex@o, ou seja, como o produto de duas reflextes {[Mo, teor. 4.13])

O nosso objetivo é conseguir uma definicdo significativa de reflexdes em drvores e
estudar as propriedades decorrentes da definicdo adotada, ou seja, usando uma definicéo
mais restrita que a usada por Moran, tentar verificar o que acontece com o grupo dos
automorfismos de uma drvore I' em relagdo ao grupo gerado por reflextes.

32
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2.1 Hefexoes

A defini¢go de reflexfo que adotamos & valida para drvores, assim como grafos em
geral. Nao obstante, resiringiremos nosso estudo ao caso de drvores regulares, ums
opcao razodvel neste contexto, se considerarmos que num certo sentido estas sfo um
equivalente discreto a se trabalhar com curvatura constante. Desta maneira segue
abaixo a definicdo escolhida e que usaremos no decorrer do trabalho.

Definicao 66 Uma reflexdo em um grafo I € um automorfismo de grafos ¢ : T —— T,
satisfazendo:

i. ¢ & uma involucdo, ou seja, &° = Id.

2. O congunto de pontos fizos de ¢ € wma geodésico completa v C T, ou seja, ¢ (z) =
T T e,

Dizemos nesta circunstdncia gue ¢ é uma reflexdo na geodésica .

Uma geodésica completa é um segmento, semi-geodésica ou geodésica v tal que todo
vértice = € v de valéncia maior ou igual a 2 em T, tiver valéncia 2 em .

A aplicacio ¢ deve ser um automorfismo de ordem 2 pois, mimetizando 0 que ocorre
em outras estruturas, queremos que uma reflexao seja uma isometria bijetora e uma
involugao. A escolha de uma geodésica completa como conjunto de pontos fixos segue
do fato de uma geodésica ser um conjunto convexo nao limitado maximal no sentido
de podermos extender qualquer subconjunto convexo limitado, e de certa maneira estd
relacionada com a nogao de reta de refiexdo em planos euclidianos e hiperbélicos.
Esta ndo é obviamente a tnica escolha natural, poderiamos escolher outras classes de
conjuntos convexos ilimitados como conjuntos de pontos fixos. Qutras possibilidades
de escolha seraoc discutidas mais adiante.

Definigao 67 Dada uma geodésica completa v, definimos G como o conjunto de todas
as reflexdes na geodésica v € T'. Denotamos por {(G.) o sub-grupo de Aut (I") gerado
por G.

Dadas geodésicas <y e 3, os conjuntos 7, e Gz sho essencialmente equivalentes se a
grvore I for regular. Comegamos por demonstrar o seguinte:

Lema 68 Sejam v e (8 duas geodésicas em uma drvore regular T'. Enido, exisie uma
isometria ¥ 1 T —— T, fal que ¥ (v) = 5.
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Demonstragdo: Este & um resultado que imaginamos ser conhecido mas que de-
cidimos demonstrar tanto por ndo encontrarmos referéncia bibliogréfica, tanto por
apresentar mecanismos que serao utilizados novamente mais adiante.

Primeiramente vamos supor que v [ = {25}, ou seja, este vértice zy divide as
geodésicas v e J em semi-geodésicas. Denotaremos por vy,7v, € 5,,, estas semi-
geodésicas de v e 0 respectivamente. A partir deste vértice rotulamos os vértices de T
de uma maneira sistemsdtica, embora um tanto abstrata. Comecamos por enumerar os
vértices que distam 1 de zp por xo1,%02,....%0, Onde 1 & a valéncia de I'. Como T é
regular, cada um dos vértices zy; estd ligado a exatamente n — 1 vértices que distam
2 de zp. Denotamos estes vértices por Zosi, Tos2, -, Loan-1. oeguindo deste modo,
cada vértice ¢ € I recebe um rétulo 25,4, .5, ondedy € 1,2,.,n,4; € 1,2, ,n—1
se 1 > 2 ek =d(z %)

Observe que a disténcia entre dois vértices pode ser facilmente determinada a partir
de seus rétulos. Sejam = = Zo,, 4y i € Y = Toji4p..5 G0is vertices de I'. Seja

r=max{s <min{k,{}|i; = j; se t < s},

onde por convencio, iy = jp == 0. Entéo, d(z,y) =k +1—2r.
Como v N 3 = {xs}, os rétulos de I' podem ser escolhidos de modo a termos as
semi-geodésicas vy, vq, §1, 8, determinadas respectivamente pelas sequéncias

Y1 -7 Loy Loy To,11s L0101
T2 = Lo, Toz, Togts - To,2,1,.,15
481 T x{}: :Eﬂ:’ni 2:{}:'”':15 ..--mo,ﬂ,,l,...,l;

182 == Lg s Tomn-1y TOR—1,15 - T0n—1,1,...,1-

Definimos entdo uma aplicagdo do seguinte modo:

$07nsé2v“aék 56 T = $0:17i2>---1ik
Lo n—1jig,...ix  5€ T = L0240, 0k

(% (15) = Lo1g,... 0, 5€ T = Zon,io,... iz

L0240, i ST =Ton—14s,.,i

T CAs0 COMTario

La

E imediato constatar que ¥ é uma isometria. Além disto, por constru¢do, temos
que ¥ {v;) = G; parai=1,2.
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O caso em gque v M J contém mals de um ponto pode ser resolvido de modo seme-
Ihante. Se ainterseccao destas geodésicas for infinita, esta deve ser uma semi-geodésica,
cormum, digamos v, = [5. Tomamos entdo zy como ponto inicial desta e rotulamos os
vértices de [ tomando o cuidado de termos v, e 3, rotuladas respectivamente por

Lo, Lo, Toa,i, - 20,1,1,,,15

Lo, Lon; Ton,ts ---LOn,1,.01-

Diefinimos entdo

Tondg,.Ar 9T = Dglip. 4
s e .
Y{T) = 4 T0inin 98T = Tomis.. i

T caso contrario

e aplicamos o mesmo raciocinio.

O caso em que v N 3 contém mais de um ponto mas é finito, pode ser reduzido ao
caso anterior. Neste caso, a intersec¢ao das geodésicas é um segmento. Escolhemos um
dos seus pontos iniciais e o rotulamos por zy. Chamamos de v, {3,) a semi-geodésica
de v () com ponto inicial zg que intercepta § {7y) apenas neste ponto. Definimos entéo
uma isometria 3 como no caso anterior e obtemos que ¥(7v,) = 3,. Temos entdo que
P(Y)N B = Yy, )U(yNB) é uma semi-geodésica, de modo que cafmos no case anterior.

Suponha entdo que v M 3 = §. Denotamos por ¢; o segmento geodésico ligando
4 (3 e por zg e yp seus pontos extremos em -y e 3 respectivamente. Sejam entdo v, e
semi-geodésicas de v e 5 com pontos inicials 7 e yp respectivamente. Temos entao que
o =y, U A, Uey é uma geodésica que intercepta 3 em uma semi-geodésica. Sabemos
entdo que existe ¢ tal que ¥{v) N 2 = ¢¥{v,) & uma semi-geodésica e caimos no caso
anterior, o que conchii 2 demonstracao do lema. U

Proposicio 89 Seja I' uma drvore regular, v ¢ 3 geodésicas dadas em T, entdo Gg €
conjugado & G, ou seja, existe automorfismo ¥ tal que ¥ o G, o ¢ = Gg.

Demonstraggo: Uma reflex80 ¢ pertence a G, < ¢(z) = z,V z € 7. Pelo lema
anterior, existe 1 isometria, tal que Y {v) = 08, logo Vz € [, existe y € 7 tal que
y =1 (z). Como ¢ (x) = z, temos que
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s () = ¢ (1) = vogovT ) =y,

de modo que (Y ogoy™) fixa a geodésica 3. Como (o ¢ G'giv"""lf = Id, segue que
(g € conjugado 4 G, 1

Coroldrio 70 Para quaisquer geodésicas v e 3 em uma drvore regular, 0s subgrupos
(G,) e (Gg) sdo conjugados em Aut (T).

Demonstracio: Segue imediatamente ds proposicdo anterior. O

Reflexdes existem e podem ser construidas de modo sistemdtico. Mostraremos como
construir e descrever uma reflexdo genérica em drvores regulares de valéncia par. A
hipétese de paridade deve-se ao fato de que a defini¢ho adotada nfo é satisfeita em
drvores de valéncia {mpar, pois neste caso, necessariamente terfamos pontos fixos néo
pertencentes 4 geodésica completa escolhida, é 0 que mostra o seguinte exemplo:

Exemplo T1 SejaT uma drvore regular de valéncia 3 e v C T uma geodésica completa.

Se ¢ for uma isomeiria de U gue fiza v pontualmente, entdo ¢ fiza todos os vértices
gue distam 1 de .

Esta restri¢ao poderia ser contornada se modificassemos ligeiramente a definicéo
de reflexdo, determinando que o conjunto de pontos fixos seja um conjunto Convexo
completo, no mesmo sentido adotado na definicdo 66, ou seja, um conjunto conexo
que pode ser descrito como unifo (ndo necessariamente finita) de geodésicas, semi-
geodésicas ou segmentos completos. Nao desenvolveremos este conceito neste trabalho
e nos restringiremos no restante deste capftulo ao caso de drvores regulares de valéncia
par. Como estas podem ser olhadas como o grafo de Cayley de um grupo livre, que
tem importéncia singular em teoria de grupos, acreditamos que este contexto continua
sendo interessante.

Acreditamos que o desenvolvimento destas idéias para casos mais gerais pode ser
feito seguindo a mesma linha que desenvolvemos abaixo, exigindo no entanto cuidados
adicionais, principalmente se considerarmos o aspecto essencialmente construtivo que
adotamos. Assim, este tipo de generalizagfo permanece como uma possibilidade de
desenvolvimento futuro.
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Definigao 72 Seja I' uma drvore regular de valéncia par m > 2, e vy uma geodésica
completa em I'. Parg todo n € N, definimos:

L Vilv =V, ={2 eV {I);d{z,v)=n}, ouseja, o conjunio formado pelos vér-
tices que distam n da geodésica ~y. Observe que Vy =y ;

2. Unly)=Up ={z e V{I)id{z,v) Sn} = U Vo
3. Paracaday € Vo, TY (v) =T = {z € V,ild (2., 9) = j};

4. Para caday € Vy; T%* () =T¥* := UETY = drvore finita mazimal contida em
{jn—&k\‘\zf -l

& Parocoday € Vo, TV(y) =1V = Uﬁgff = drvore mazimal contida em T\U,_;.

Introduzimos um rotulamento dos vértices de T ligeiramente distinto do que usamos
na demonstracao do lema 68. Lembramos que estamos trabalhando com uma drvore
regular de valéncia m par. Comecamos rotulando os vértices de v por

““7$"""'n7 cme? LE“I'} :Ei}; J:].? "‘73:7745' T

onde d{z;,z;} = |i — j|. Dado entdo um ponto z, € v, rotulamos os vértices de I'{"
POT X 15 ..r, Tnm—2. A seguir, rotulamos os vértices de I’f"‘i DOT Zniis oo Tngm—1, COM
i=1,..,m— 2. Prosseguimos de modo similar: dado vértice Z,;, s, .., Totulamos os
vértices de I’T”’il’iz""’i“ POT Trdsin. ie 1y s Tne o, iem—1- L2DEmM neste caso é ficil
determinar a distancia entre dois vértices em termos de seus rétulos. Se T = Zn;, 40 4y

e Y = Tpjr.je, i1, Gefinimos
r=max{s <min{k,[}|i: = j set <s},
onde, pOT CONVENCaO, ig = N e jp = p. Entao,
diz,y)=k+1—2r+|n—pl.

Dado n € Z, escolhemos ¢, | € Sz {conjunto das permutacdes de m ~ 2 elementos)
de modo que ¢, ; seja produto de exatamente 3«”-§~7~3~ transposicoes disjuntas. J4 para
i > 1, escolhemos @, ; € Sr-1 (conjunto das permutacdes de m — 1 elementos) de modo
que ¢, ; seja produto de transposicoes disjuntas, n&o necessariamente envolvendo todos
os elementos {¢;, ; pode inclusive ser a identidade em S, _;).

Consideramos as seguintes aplicactes:
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1. 1 2 Sy — Spen (conjunto das permutactes dos m — 2 elementos de I'T™) um
isomorfismo e definimos ¢,, ; =71 (65, );

2 it Seey — Sfxn,,qujg,__.,jibl {conjunto das permutaces dos m — 1 elementos de

i

s

775 ) um isomorfismo e definimos ¢, = 5 (¢5,) 1 > 2.

Definicao 73 Dade z € I, z rotulado por © = Z, 4,4, 5, definimos ¢, € Ant (T%)
do seguinte modo:

l <$) ER?.’:;E:.};Q.~---75n.i<ji)sji+lr"=.§! s€ d (2?9 xn} = z 2 ?:

¢
G {z)=zx sed{z,z,)=1<1

o,

Proposicaéo T4 Fizamos uma geodésica completa v C T. Dado um vértice z =
Tngs,sy €1 definimos ¢ (z}) 1= ¢ 0 $y 0 ...¢, (z), com cada ¢; como acima. Entdo, ¢
é uma reflexao em y.

Demonstragao: Vamos considerar ¢ rotulamento feito acima. Primeiramente ¢ ests
bem definida, pois cada ¢, fixa os pontos de 7 e Testrito as sub-drvores [*=! & um
auntomorfismo.

Da maneira como cada ¢, ol definida, temos que ¢; permuta os vértices de I que
distam j do vériice x,, ou seja, temos que para z = Ty iz, vy
@; (£> = xn,ilvizy--qan,j(ij),-»:iz
Logo
2 ; ; 2
¢°(z) = ($10¢y0..0¢) (z)
= $10¢;0...0¢,0¢, 0¢0...0¢,(z)
= q‘)} o ¢2 C...0 g:)é o @1 < ¢2 ©.n. 0 ¢l (xﬁ,il,ig,...,ﬁ)
= $109¢20..0 éi 0P OP0. 0P, (xnviisizt"wgni(él})

= 0100200000, 0¢090..00 9 <wn:i1,i2,...,—q‘;n,l_l(i;_l),gn!l(i£}>
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= by O G 0...0 ; X - LT , ~ -
P10 ¢y @E (‘z',m@m;{%1)1{.3’71,2(%2)._--.,@%;(ﬁz}}

RN
PLA o 1 (1), 2 (B2 e 1 (i)

T - ~ - =
(Ruéig(il)=¢i,2<52)7---:¢:,z(5i}> o

pois por construcdo, cada %, 5 € uma involugio, ou seja, ¢, definida como acima, €
uwma involugdo. Para concluir a demonstragio falta apenss mostrar que ¢ (z) = T s, €
somente se, T €.

Se x € v é ¢bvio que ¢{z) = z, pela prépria definicdo. Vamos supor por ab-
surdo que ¢ () = z eque z & ~v. Como I' & uma srvore, existe um dnico z, € =
tal que d(z,7) = d(z,2,). Temos entdo que todo o segmento [z,,z] & fixo por ¢,
em particular o vértice z,, adjacente a x,, um absurdo, pois 5n,l (4) # j para todo
§=1,2,...,m — 2 (lembre que ¢, envolve exatamente mT“Q transposicoes disjuntas) e
além disto ¢, (.’En?gn!l(i)> = T, 3. . Para todo s > 2. Portanto Fiz (¢) = v e temos
que ¢ é uma reflexdo. 2

Antes de prosseguirmos com o texto na busca de respostas sobre a relacdo entre o
grupo de automorfismos de uma 4rvore regular e o grupo gerado pelas reflexdes nas
geodésicas desta 4rvore, vamos abrir um parénteses e olhar como se comportam as
reflextes com relacao a classificacédo das isometrias discutida no capitulo anterior.

Obviamente, reflexdes sdo isometrias elipticas, pois os pontos da geodésica sao pon-
tos fixos. Procuramos entdo classificar as isometrias geradas por reflexdes em termos
da posicao relativa das geodésicas de reflex@o. Antes de tudo, devemos observar que
uma Inversao nao pode ser obtida como produto de reflexdes. De fato, se ¢ é uma
inversaoe, temos que d{z, ¢(x)) é sempre fmpar pela proposicio 46, enquanto d(z, ¢(z))
é sempre par, para toda reflexfo ¢ e para todo vértice z € V (I'), é o que mostra o
seguinte lema:

Lema 75 Sejam ¢, ¢y, ..., &, reflexdes em uma dada drvore U ep{z) =¢,0¢,0...0
¢, (z} uma isometria. Entdo d, (z) = 0mod 2 para todo xz €T, onde d, € a fungdo de
transiacao de .
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Demonstracdo: 35e ¢ é uma reflexfo na geodésica v = Fix (¢), entdo, para todo z €
T, o ponto zp € -y que a realiza a disténcia d {z, v} & ponto médio do segmento [z, ¢ (z)].
Se considerarmos duas reflexdes ¢, e ¢, entdo o caminho [z, ¢, (z)]Ulg, (), ¢, © &, ()]
& um caminho de comprimento par ligando = a ¢, © ¢, (z}, 180 necessariamente irre-
dutivel. Para obter-se um caminho rredutivel, deve-se eventualmente cancelar um
segmento final de [z, ¢, {&)] com um segmento inicial de [¢, (2}, ¢ © ¢, (z)]. Como o
cancelamento ocorre aos pares, o caminho irredutivel [z, ¢, © ¢, (x)] tem comprimento

par, ou seja, d{z,¢; o ¢y (x)) = Omod2. O caso geral segue por indugdo sobre n de
modo andlogo. 0

Teorema 76 Sejom I uma drvore regular e o uma isometria definide como ¢ = ¢400,,

onde ¢y, ¢y G0 reflexbes em geodésicas v, e 7y, repechivamente. Enido, ¢ é elipiico se
e somente se v, Ny, # 0.

Demeonstragao: Se v, Ny, # 8, é ébvio que ¢ é eliptica, pois qualquer vértice na
interseccéo & fixo por ambas as reflexdes.

Se @ é eliptica, entdo existe z € T, tal que ¢{z) = z. Como ¢, & reflexao,
d(z, ¢, (z)) & par, logo existe z; € ~,, tal que z; é o ponto médio do caminho re-
duzido entre z e ¢, (). Como ¢, também é reflexiio, existe 5 € v, tal que 22 é 0
ponto médio do caminho reduzido entre ¢, (z) e ¢, 00, (), pois d(z, ¢, {x)) é par para
todo z € V (I), em particular ¢, (z) € V (I'). Por hipétese, ¢, © ¢, {z) = z, e temos
que Z2 € o ponto médio do caminho reduzido entre z e ¢, (z). Mas, como I' ¢ uma
grvore, o ponto médio é 1inico e temos que z; = Tp, ou seja, v, Ny # 0. L]

Corolario 77 Sejo ¢ = ¢, 0 ¢; como acima. FEniao ¢ é hiperbdlica se, e somenie se
1 M Yo = @ .

Demonstracdo: Segue imediatamente do caso anterior, pois ¢ nao pode ser uma
inversao. ]

Infelizmente uma isometria que se expressa como produto de mais de duas reflexces,
nao pode ser classificada de modo imediato pela posigao relativa das geodésicas. Eo
que mostra o seguinte exemplo:
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Exemplo 78 Sejam I' uma drvore regular de valéncia 6, € 7y, va,vs geodésicas dis-
juntas come na figure abaizo. Seja v, uma geodésica transversal o cade vy, ou seja,
a interseccao de vy, com cado vy, € exatamente um ponto, onde i = 1,2,3. Suponhe
gue vy seja thwariante com relacdo as reflexdes ¢, ¢, e ¢; gue sio definidas nas re-
spectivas geodésicas ., € Y5, Ou s€je. ¢ resirito a vy, age como reflexio em 7, onde
wlz) = @308y 0 ¢, (z). Apesar de v,y € 73 serem disjunias, @ é eliptica.

- gf{é&{z}

Mesmo nao sendo possivel a classificacdo com relagio a posicao das geodésicas,
podemos fazé-lo se admitirmos a existéncia de geodésica invariante por todas elas.

Proposigao 79 Sejam I’ uma drvore regular de valéncio par e p = ¢, 00, _,0...00,,
onde ¢; € reflezio na geodésica vy;. Suponha que eziste uma geodésica -y invariante por
w e transversal 4s geodésicas de reflexdo v, i = 1,2,...,n, islo é, a interseccdo de v
com cada vy; € exatamente um ponto. Entdo:

1. Sen for par, ¢ é hiperbélica, a menos gque a restricdo de @ 4 7y sejo a identidade.
2. Sen for impar, v é eliptica.

Demeonstragdo: (O isomorfismo entre ¢ grafo canénico de Z e v induz uma acao de
cada ¢; em Z, cada uma das quais da forma x — —z + 2m; (exemplo 43), onde my; €

UNIC

A fAL

PEEE PRI

MW
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o elemento de Z correspondente a intersecgac « M +y,. Assim, segue que

(?'9 (.’L’) = ¢n O{fﬁn——l g...0 @1 (3}
qbn D@n——l 0.0 ¢2 (.._.x + 27?3;)

= g{)ﬂ s ’;@nmi (O TN ¢ iﬁg <$ - le + 2‘3’?’5;2}

= (~1)"z+2 i (=1 m,.

Como -y € invariante por o, temos que a funcdo franslacdo d, assume seu minimo em
.

Se n for par, temos que ¢ (z) =z + 23 v, (—=1)" " m;. Como 23 0, (=1 my 6
um inteire par, se existir xo tal que ¢ (zp) = zo, teremos que 23 .. (_v—l)ﬁ“é m; = 0,
implicando que @ (z) = z para todo z € v, ou seja, a menos que a restricdo de ¢ a7y
seja & identidade, temos que ¢ € hiperbdlica.

Se n for fmpar, temos que ¢ (z) = —z +23 7 (~1)""m;. Segue que o ponto
To= 3 s (—1)""*m; é fixo por ¢, ou seja, ¢ é eliptica. ]

2.2 O Grupo de Automorfismos de Arvores Regu-

lares

Voltamos agora a nossa questio principal, a determinacio do indice do grupo gerado
por reflextes no grupo de automorfismos de I

Defini¢do 80 Sejam I' uma drvore e H (') ¢ conjunto dos semi-geodésicas em T

Dizemos que y,,7, € H{[) tem a mesma direcdo se vy, Ny, € uma semi-geodésica.

E facil ver que isto define uma relacic de equivaléncia em H (T'). As classes de
equivaléncia so chamadas diregées. Definimos D (I") como o conjunto das direcoes em
. Note que se z € V (T') entdo existe uma e somente uma semi-geodésica em uma
dada direcao comecando em z.

Sejamn I' uma drvore regular de valéncia n € N e G = Aut(I'). A condicio de
que todo vértice em I' tem a mesma valéncia é exatamente o gue precisamos para
tornar G transitivo. Isto também assegura que B (z,{) & uma 6rbita de G,. Além
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disso, podemos ver que & é transitivo no conjunto de geodésicas e semi-geodésicas em
I Se vy, v, € H{T') tem a mesma direcao, entdo gv, e g7, tem a mesma direcio, onde
ge .

Seguindo os passos de Moller {[Ms]), definimos wma relagio ~ em T’ por:

T~y <=d{z,y}=0mod(2)

E fécil ver que ~ ¢ uma relagiio de equivaléncia em I'. Se z € T, entdo {~ {(2)}
dencta o conjunto de vértices que estdo a uma distncia par de z, deste modo ~
tem duas classes de eguivaléncia. Como vimos no tecrema 20 disténcias em I sbo
preservadas por G, deste modo ~ é preservada por ¢. Definimos entao

Go:=4{g & G,z ~grparatodoz €T}
E claro que como G = Aut (I'), entdo G & subgrupo de G.
Proposicio 81 [M6, Prop.1] O grupe Go é normal em G e o indice |G : Go| = 2.

Este resultado obtido por Moller, nos motivou ainda mais a investigar o grupo dos
automorfismos gerados por reflextes, pois se g € umn automorfismo gerado por reflexoes
d{z, gz) = 0mod (2) para todo =z € I'. A questado & saber se todo automorfismo g € Gy
se escreve como produto de reflexdes.

Conforme j4 mencicnado, adotamos uma definicao de reflexdo bemn mais restritiva
que aquela adotada por Moran. Apesar de trabalharmos com um conjunto sensivel-
mente menor, no caso em que I' tem valéncia constante 4k, é possivel demonstrar que
estas reflexbes sao suficientes para construir os automorfismos de translacao par, no
sentido gue todo automorfismo ¢ € Gy pode ser expresso como limite do produto de
reflexbes. Para isso, necessitamos de alguns resultados preliminares.

No restante deste capitulo, I' representard uma drvore regular de valéncia 4k, k €
N*. Esta condigéo é estritaimente necessaria para o lema seguinte.

Lema 82 Sejam zo € 1" e zq,To2, ..., Toar vértices de T tais que, d (24, T0) = 1.1 =
1,2,....4k. Seja 1,; uma isometrie tal que ¥ {To) = To, Yy (Tos) = Toj: Vi (Toy) =
Zog € Uy (Top) = Ton para tode n # 4, 5. Entdo existem reflexdes ¢y, ¢s, ... @, tars que
P00, 0 ... 00, (Tom) = Uy; (Ton), para todo n € {1,2,...,4k}.
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Demonstraggo: Sejam ¢y, ¢, ..., ¢, reflexdes tais que ¢, (zp) = zg. 7 = 1,2, ...7. Por
definicdo, {ver construgio que precede a proposicio 74) em uma drvore de valéncia par
m, temos que cada reflexdo restrita aos vértices que distam 1 da geodésica de reflexao
pode ser escrita como produto disjunto de transposicdes envolvendo (m — 2 vértices,
e particular, como T ¢ fixo por cada ¢,, zp pertence a cada geodésica de reflexao,
ou seja, como a valéncia de T & 4k, cada ¢, |p(a,,1ypode ser escrita como produto de
(2k — 1) transposigoes disjuntas. Tomemos ¢; e ¢;, tais que:

0; (Tog) = Tog € d; (Togn) = o
@3 {@M;} = Zgg, € {fﬁj {xg}gi} = Lo,
G (Zog) = Togp e ¢ {Tog) = Toy
& (zor,) = Zow © ¢ {Toy,) = Tou,

p: (zos) = ¢ {Toy) para todo i # ji,j2, 1, 0o

onde Zo j1, Tojz: Loy, To,ip SA0 distintos e pertencem a {zg 1, To2, ey Toak § - Agora tome-
mos ¢; © @ |B(z,,1), S€ eSCrevermos ¢; e ¢; como produto de transposigdes ¢ imediato
verificar que

@5 © Gy {Bloo)™ (To,5, 0,52 ) {Tos Tods)

ou seja, obtemos um par de transposicoes. De modo semelhante, é possivel escolher
reflexdes duas a duas a fim de obter qualquer par de transposigdes disjuntas dos vér-
tices o1, o2, -, Togx. Lm particular, podemos obter como resultado da composigao
de reflexdes, & pares de transposigdes disjuntas e distintas, ou seja, 2k transposicoes,
COMOo segue:

¢ = (¢;, 0 by, © i} |Blza)™ (T0.0:T05) (T0,20T0,10) - (L0145-1 T001)

onde Zo.i,, 0,y Toigs T0igs «os L0,igp_qs L04,, & uma ordenacio arbitrdrie dos vértices x4,
T2y -0 L0,4%-

Como cada ¢; |p(zo,1)€ escrita como (2k — 1) transposicdes disjuntas, escothemos ¢;
da seguinte maneira:

& EB(IG,E)ﬂ (33032'1&,"0,3'2) (3:9,"@;-230,?13'—1) ($035j+2$01ij+3) ($9=i4km1$9,i4k)

ou seja, ¢; |Bizenyfixa os vértices x5, € Zgu,,,-
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¥ imediato verificar que

ooy [B(xo,l}ﬁ (xﬁaijxﬁéwl)

ou seja, obtemos a transposicao de quaisquer dois vértices como produto de reflexdes. [

Proposicdo 83 Sejam oy € T e 31, Tog, ...y Toax vértices de I tais que, d{zg,, xo) =
1, i=1,2,...,4k. Dada uma isometria eliptica ¢ : T — T, com @ (xg) = o, existem
reflexdes G, s, ..., & com &, (Zp) = xg, 1 = 1,2, ..,] tais que ¢, o gy 0 ... 0 @ {Tpn) =
w{Zon), para todon € {1,2, ..., 4k} .

Demenstragao: Como gqualquer isometria restrita 3 B (zg, 1) se escreve como permu-
tacao dos vértices 2o, Zoz, -, Lo,4k © qualquer permutacao € produto de transposigoes,
segue pelo lema anterior que qualquer isometria restrita & B (70,1) se escreve como
produto de reflexdes. : O

Lema 84 Dados xp, vy, v2 vértices de T tais que d(vy, o) = d (v2, 20} = R € wy, w3,

w, wi satisfazendo:

1. d ('w;?vg) =1, ou seja, Wi e v; sdo adjacentes, comi,j = 1,2;
2. d (wi, zo) > d (vi, 20), ou seja, v; € [zo,wi] comi,j=1,2
Eristemn reflexdes ¢ e ¥ tais que:

1. ¢{zmg) = ¢ (zg) = zg;
2. pop(w) =wj e ot (wh) =ui, comi=12
3 o (x)=zsed(z,x) <R+1lex#w), comij=1,2

Demonstracdo: Como d{v1, zo) = d (ve, zg) = R, segue que d (vy,v2) & par. Seja 7,
o ponto médio do caminho que liga v; & v; (eventualmente coincidente com xg). Identi-
fiquemos o caminho que liga z; 4 v; pela sequéncia de vértices z; = x},Z3, ..., L}_1, 1] =

v e 0 que liga z; & v por 7, = 23, 75,..., Tr_1, ZF = vs. Seja v uma geodésica passando
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por Tp € 2 © tal que os vértices z3 e z3 nAo pertencam a esta geodésica. Seja ¢ uma
reflexdo em v, definida da seguinte mansira:

b |Bzg.reny= (5) (#322) (z328) .. {z]. 2] ;) (vive) (wiwd) {wiw?)

onde S represents um produto qualquer das transposicdes envolvendo os outros vértices.
Tome agors, ¥ também uma reflexao em v definida da seguinte maneira:

¥ |Beo.rrny= (5) (2323) (z525) - (zi_2iy) (rme) (wiw) (wywd)

onde § € o mesmo produto de transposicoes definido acima.
Como zp € 7, temos que

¢ (zo) = ¥ (z0) = 7o
Tomando agora a composta ¢ o ¢ temos que
¢ ot = (wywz) (wywi) (wiwd) (wswi) = (waw;) (wiwi)
ou seja,
¢pot (w)) = wh e pot (wy) =w] ondei=1,2
além disso,

pop(z)=zsed(z,z0) SR+1exs2w)onded,j=12

Lema 85 Dados v, zg vértices de I tal que d (v, 20) = R ¢ wy, wq satisfazendo:
1. d{w;,v) =1, ou seja, w; € v sdo adjacentes, com i =1,2;
2. d(wi,zg) > d{v,z0), ou seja, v € [, w;], com i=1,2.
Entdo existern reflexces ¢ e o tais que:
1. god{w) = 1wy e gor(wa) =wi;

2 doY(zy=rsed{z,zy) <R+lex#w ondei=12
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Demonstracao: Tomemos yo € V (1), tal que
da (yﬁv Si'g} = 1
dlv,ye) > d{v,zg)

Identifiguemos agora v = v, w; = wi,ws = w} e tomemos vy, € V (I'), de modo
que yo seja o ponto médio do caminho que liga v1 & v2. Escolhemos agora w? e wi
satisfazendo

d{wi,ve) = d{wlwm) =1
d (wfﬁ yo) > d(ve,y) onded=1,2
Pelo lema anterior, existemn reflexfes ¢ e ¢ tais que:
¢{yo) = ¥ {yo) =wo
dop(ui) = whedoy (wh)=wondei=1,2
poti{z) = zsed(z,y) < R+2ezs#uwl, i,j=1,2

Por construgao, temos que B (xo, R + 1) C B (yo, B + 2) e também que
d (wfuxﬂ) = d (wfvyﬁ) +d(y03$0) =R+3
logo segue que

@Olfi(’wl) =  Wp €¢0?f)(w2)m’w1

pop{z) = zsed{z,zo)SR+lexFw ondei=12

Proposicio 86 Sejaxzy € I e seja ¢ : I — T,uma isometria eliptica tal que ¢ (zo) =
To. Entdo para todo R > 1, existem reflexdes ¢y, ¢y, ..., &, tais que @ |plap.m)= @10 P2 ©
0Py |Blao,R) -

Demonstragio: Vamos usar indugdo sobre A.
0O caso B =1 {foi demonstrado na proposicao 83.

Supondo a proposicio valida para r < R, temos que existem reflexdes ¢, ¢y, ..., ¢,
tais que

@ {Bleo,R-1)= $1 0% © ... 0O |Bze.R-1)
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Sejav € V (I} tal que d{v,zp) = K —1 e sejam wy, wy, ..., Wi vértices tais que
dlw,v)=1ed{w;,zy) =R, ondei=1,2,..,4k — 1
Seja v’ = ¢ (v) e w] = ¢ (w;). Como d{v,z5) = R — 1, temos que

'E?! == ¢1 0@2 oL G@m {@)

além disso,
$ropy 0. 0, (w) = w;- para algum 7 € {1,2,...,4k — 1}

Para concluir g demonstracéo, basta observar que toda permutacao se escreve como
produto de transposicoes e aplicar o lema anterior. C

A sequéncia ¢, 9,, ..., ¢; da proposicao anterior é chamada de construcdo de ¢, ou
P-COTISETUCHO.

Antes de apresentar o teorema principal desta secdo, e que é consequéncia dos
resultados acima, vamos fazer algumas consideracoes.

Um grupo G de isometrias de um espago métrico (X, d) pode ser dotado de uma
topologia, conhecida como topologia da convergéncia uniforme sobre os compactos.
Definida do seguinte modo:

Dada uma sequéncia ¢, € G, dizemos que lim,__. g, = go € & se, para todo
compacto K C X, dado § > 0 existir N > 0 tal que d(g»(z),g0 (z)) < § para todo
n > N e todo z € K. Restringindo-nos ao caso em questio, quando G = Aut(T),
como 08 compactos sao conjuntos finitos e a métrica de T é discreta, basta dizermos que
lim ¢, = ¢, se para todo z € I existir N, tal que ¢, (z) = ¢, (z) para todo n > N,.

Considerando esta topologia em Aut (I"), definimos (R) como o grupo gerado pelo

fecho de (R) em Aut (I'). Na prética, (R} é dado por sequéncias (¢, ), de elementos
de R tal que

(zb (‘IE) = RLH:POO én Q ¢ﬂ——i L...0 ‘;‘bi (‘(L‘)
existe para todo z € I' e tais ¢ (z) € Aut(I"), assim como composigio destas. Com

estas defini¢tes, a proposicao seguinte segue de modo imediato da proposicac 86:

Proposigao 87 Seja " uma drvore regular com valéncia 4k, k € N*. Dado 19 €
T, denote por R, o conjunio de reflexdes que fizam o vértice zo € por Aut{l), o
estabilizador de zo em Aut (T'). Entdo (Rs,) = Aut (I}, .
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Demonstraggo: Segue de modo imediato da proposigdo anterior, pois todo auto-
morfismo que fixa zp € uma isometria eliptica. ]

Teorema 88 Seju I uma drvore reqular com valéncic 4k, k € N*. Seja

(R) = (¢;¢ € reflexdo)

o grupo gerade por reflexées. Entdo (R) = Gy onde

Go={¢ €At (T);d{z,¢{z)) =0mod2 para todo z € T} .

Demonstracgo: Para mostrar que (R} = Gy, basta mostrar que Gy € (R}, pois a

inclusao (R) C Gy é 6bvia, uma vez que pelo lema 75 todo produto de reflexbes € par.

Se ¢ € (7 tem pontos fixos, entdo ¢ & wma isometria eliptica e pela proposicéo 87,

segue que ¢ € (K). Suponha entdo que ¢ ndo tem pontos fixos, entdo como ¢ € Gy,
d(z,¢(z)) = 0mod2, existe p € T, ponto médio entre z e ¢(z). Escolhemos p € R
tal que ¢ (¢ (z)) = =, de modo que p ¢ ¢ tem = como ponto fixo. Segue entdo que

wod € (R) e como ¢ também pertence a (R), isso implica que ¢ € (R), ou seja,
Go C (R). D

Coroldrio 89 O fecho (R} do grupo (R) gerado por reflexies tem indice dois no grupo
de qutomorfismos de T,

Demonstracio: Consequéncia imediata do teorema anterior e da proposicae 81. ]



Capitulo 3
Grupos Pré-Hjelmslev e Arvores

Por nao ser um topico candnico em teoria de grupos, sentimos a necessidade de fazer
uma breve apresentacio sobre os grupos pré-Hjelmslev.

Preocupado com os fundamentos da geometria, J. Hjelmslev, j4 no inicio do século
passado {aproximadamente 1907), teve a idéia, que posteriormente fol levada adiante
por F. Bachmann [Bal, do que conhecemos hoje como Grupos de Hjelmslev e Pré-
Hjelmslev. Estes sao definidos, como veremos no texto, como grupos gerados por
involucdes satisfazendo um determinado conjunto de axiomas. A partir de tal grupo de
involugoes, constrdi-se de modo axiomatico um planc geométrico “absolute”. O fermo
“sbsoluto” indica que tanto o plano euclidiano quanto o hiperbdlico encaixam-se neste
sistema. Para maiores detalhes e notagdes ver também [Kn| e [Bul.

O nosso objetivo neste capitulo, além de definir o que sdo grupos pré-Hjelmslev,
& tentar encontrar relacdes entre esses grupos e nossa estrutura de trabalho, drvores.
Como vimos no capitulo anterior, o fecho do grupo gerado por reflextes (que séo in-
volucdes) tem indice dois no grupo de automorfismos de uma drvore, deste modo quere-
mos verificar até que ponto este grupo satisfaz os axiomas de um grupo pré-Hjelmslev
e dependendo desta relagdo encontrada, investigar as possibilidades de resgatar a ge-
ometria existente em uma Arvore, como uma geometria puramente axiomética.
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3.1 Grupos Pré-Hielmmslev

Dado um grupo G, sejam S e 7 conjuntos de involuges de (5, invariantes sob auto-
morfismos interncs e tais que

1. Sgera G
2. SNP=9¢
3. 0#PCc 8 ={ababe S}, ouseja, P= {abja,beSe (ab)zmld}

Bob estas hipbteses bdsicas assoclamos a4 (G, 8, P) um grupo planc onde, os ele
mentos de P sao chamados de pontos e os elementos de & refas deste plano. Esta
associacao faz sentido, pois tanto no plano euclhidiano como no hiperbdlico, existe uma
bijecio entre retas e reflexdes, permitindo que identifiquemos a reflexdo com a sua refa
de reflexao.

Na sequéncia desta secgdo, letras mimisculas a,b, ¢, ... denotarfo retas (elementos de
S) e letras maiisculas A, B, C, ... pontos (elementos de P).

Dizemos que o ponto A é incidente com a reta b se Ab (onde o produto € a com-
posigdo) € uma involucdo, e as retas g, b € S sdo ditas ortogonais se ab € P ; notagao:
A/b e a/b respectivamente. Novamente, o produto de duas reflexdes no plano (eu-
clidiano ou hiperbélico) é uma involucio se e somente se as retas de reflexdo forem
ortogonais, ou seja, o produto destas reflexdes determina uma rotagac de  em torno
de um ponto, e obtemos wma bijecio entre elementos de P e os pontos do plano, seja
este euclidiano ou hiperbdélico.

Todo a € G, induz um “movimento” neste grupo plano, isto &, um automorfismo
X—X* =0 Xaez—z":=alzapara X € Pez €S5. Se o € P, chamamos
este “movimento” de reflexdo no ponto a, se « € 8 temos uma reflexao na reta o

Seja A/b, c. Entdo o = be é chamado de rotacdo ao redor do ponto A. O conjunto
D (A) das rotagbes ao redor do ponto A é um subgrupo comutativo de G, ele é um
subgrupo normal de fndice dois do grupo gerado pelas retas passando por A. Se b/A
e € D(A), entdo a = be para algum ¢/A. Seja a/b, ¢ entdo be é chamado translagio
ao longo da reta a. O conjunto 7 (a) das translacdes ao longo da reta a é um grupo
comutativo, ele & um subgrupo normal de indice dois do grupo gerado pelas retas
ortogonais a a. Se b/a e o € T (o) entdo o = be para algum ¢/a.
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Definicac 90 Um grupo Pré-Hjelmslev é uma triple (G, S, P}, satisfazendo as hipdte-
ses acima € 0§ seguinies ariomas:

(Ay) Dados A, b, entdo A, b/c para algum ¢
(Az) Se A bjc.d, ento ¢ = d;
(A3) Se a,b,c/d, entdo abc € S;

(As) Se A, B,C/d, entdo ABC € P;

Interpretacdo geométrica de {A4:) e (A2} : Dado um ponto A e uma reta b, existe
uma tinica reta passando por A e perpendicular 4 b, Denoctamos por (A4, b) esta reta.

Para alguns resultados, é necessdrio considerar o gseguinte axioma de enriquecimen-
tor

(W) Existem retas a,b,¢,d tais que ab = cd € P e quaisquer duas destas retas se
interceptam em um tnico ponto.

Como nosso objetivo nesta segdo é apenas definir grupos pré-Hjelmslev, nao nos
aprofundaremos nos resultados e construcoes desta geometria " absoluta”, apresentan-
do somente alguns resultados elementares que sao consequéncias diretas dos axiomas,
mais a titulo de mostrar que estes resultados sdo claramente compativeis tanto com
o plano euclidiano guanto o hiperbélico. Uma leitura mais abrangente, inclusive as
demonstractes dos resultados acima, podem ser encontradas em [Ku.

Proposicao 91 Seja (G, S, P) um grupo pré-Hjelmslev. Entdo
i) A/bse e somente se A” = A

i) Se Afb,c e b/c entho A = be. Se A/b entdo Ab € S e Ab = (A,b) onde (4,5)
significa a reta passando por A e ortogonal 4 b.

iii) Se A, B,C/d entdo ABC € P e ABC/d.
iv) Se a,b,c/D entdo abc € S e abe/D.

v) Se a,b,c/d entdo abc € § e abe/d.
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3.2 Grupos Pré-Hjelmslev e Arvores: Caminhos Pa-

ra a Axiomatizacao

Comegamos esta secio chamando a atengado para o fato que o grupo de automorfismos
de uma drvore gerado por reflexSes ndo é um grupo pré-Hielmslev, pois de inicio o
axioma {Az) da definicBo 90 nioc é satisfeito: diferentemente dos casos euclidiano e
hiperbdlico, nao existe bijecdo entre o conjunto de reflex0es e as geodésicas de reflexfo
em uma Arvore, ou seja, em uma mesma geodésica € possivel definir mais de uma
reflexao. Além disto, tampouco temos a unicidade de geodésica passando por um par
de pontos. Este obstdculo é incontorndvel, de modo que nosso objetivo fol verificar se
existiam 08 conjuntos S e P de modo a formar a tripla (G, S, P) ¢ de maneira que os
outros trés axiomas fossem satisfeitos.

A primeira tentativa foi definit & como conjunto das reflexces e P como o conjunto
formado pelas involucbes que possam ser expressas como o produto de duas reflexdes.
Esta tentativa ndo fol satisfatoria pois os axiomas (As) e (A4) ndo eram satisfeitos.
Vejamos, no exemplo abaixo, que o axioma (A3z) nao é satisfeito, ou seja, nem sempre
o produto de trés reflextes é uma reflexdo.

Exemplo 92 Sejaom T’ uma drvore reguler de valéncia 8, g € I' € ¢y, ¢y, 3,94 Te-
flexdes em T, tais que ¢, (Zo) = ¢y (To) = @3 (%0) = ¢, (wo) = zo. Comecemos por
rotular os vértices adjacentes a xy por Ty, %o 2, Tozs Tod, Tos, Tog, Loz, Tos. Cada re-
flexGo restrita aos vértices que distam 1 da geodésica pode ser expressa como produto
de exatamente 3 transposicdes disjuntas. Suponhamos que o sejem da seguinte forma:

Dupze) = (Zo1sToz2) (o3 Toa) (Tos: Tos)
boBzo) = (Tox Zoz) (o3, Toa) (To7, Tos)
¢353(x0,1) = ($0,1, 550,2) (130,5, 930,5) (%,7, $0,8)
¢4‘B($0,1) = (33{),37 3?0,4) («“?{},5: 330,6) {zo.7, 330,8)

E facil ver que ¢, © ¢y, ¢ © ¢4 € 05 © ¢ s@0 involugdes, ou seja, pertencem ao
conjunto P, em outras palavras, chamando ¢, = a,0, = b, ¢y = ¢ € ¢, = d estamos
nas condigdes do azioma {As) a,b,c/d. Mas o produto abc € S, pois

abCiB(z01) = OUBlzo1) © P2UB(=e1) © PoB(zo 1)

= {339,1? xﬁ,z}
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que ndo & umae reflexto, pois ndo envolve 3 transposicies disjunias.

A partir desta tentativa frustrada de escolha dos conjuntos S e P, tentamos construi-
los de modo a satisfazer, por construgdo, os axiomas (As) e {A4) e as hipSteses bésicas,
definindo G como o grupo gerado por S. A determinagic explicita de G, ou ao menos
o indice de G no grupo Aut (I') ficaria entéo como uma questdo a ser determinada.

Sejam I' uma drvore regular de valéncia 4k, k e N,z € V (D ¢

Gro = Aut(T), = (Ry,)

(a tltima igusldade foi demonstrada na Proposicdo 87) o grupo de automorfismos
gerado pelas reflexdes que fixam zo.
Seja

F = {{p, {bntnen) 19 € Gry © {hp}nen € uma construgao de @},

onde adotamos o termo construgdo no sentido definido na pégina 48. Cada elemento
de F & um par constituido por um automorfismo que fixa zg € uma construcio (ndo
necessariamente tnica) deste automorfismo.

Definicio 93 Dado um par (p, {@n}nex) € F, dizemos que ¢, é z-primitiva se

Praf Bl e ze)) = 14
mas @nEB(m,i} # id.

Observacao: Dado um par ((,o; {¢n}nEN) € F, para todo z € I' existe no maximo
uma reflexao ¢, que € z-primitiva.

Seja z € T' e z1, %2, ..., Ty, um rotulamento dos vértices adjacentes a z, onde as-
sumimos que Ty estd ente xo e 2. Dados elementos (¢, {d,}en) 5 (c,o', {qb;}neN) g F,

1 4 - ~ - -, - o~
suponha que ¢, e ¢, sejam ambas reflexdes z-primitivas. As restrigdes de cada uma
destas reflextes a B (z, 1) se expressa de modo tinico como produto de transposicoes
disjuntas (i, T, ) .. (@i, 25, ) € (ﬂgga xji) (%;afﬁj;) dos vértices adjacentes a z, sem
envolver o vértice ;.

Definicdo 94 Assumindo a notacio acima, consideremos os conguntos de indices en-
o N
volvidos nas decomposicdes de ¢,, € Gp, (%, Tjrs o Tipy Tj | € {xé;,xﬁ?...,xirs;xﬁ}
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respectivamente. Dizemos que (¢, {¢, }ex) © (go’E {aﬁn} } 580 z-compativels se
. - . ~ P TLQN P
gquando o0s conjuntos de indices ndo forem disjuntos, as transposigées envolvendo a

- -t 'f +
intersecgdo forem as mesmas para ambos (¢, {¢,},cn) € {cp’; {q}n} }, ou seja, se
B prlaas

Li = xi;? entao ($iz?$jz> = {ﬁz; zj;)' Dizemos que (iig {@n}ne‘\} € (W?; {é;} £W> 540
. A e
compativeis se forem z-compativeis para todo z € T.

Denotamos por P (F) o conjunto das partes de F. Consideremos apenas a familia
C C P (F), chamado de conjuntos compativeis, formado por subconjuntos de pares
{05 {&n tnen) } compativeis dois a dois. A familia dos conjuntos compatfveis possui
dois subconjuntos distinguidos digjuntos:

A familia €7 & constitufda por subconjuntos A € C tais que, para todo ele
mento (¢, {0n},en) € A, se ¢, for r-primitiva que se expressa como o produto
(xi,, %4 ) . (T4, x;.) de transposicdes disjuntas dos vértices adjacentes a z, entfo 7
¢ impar. Estamos assumindo que I tem valéncia 4k, de modo que para todo vértice
fixo por ¢, a restricdo de ¢,, a = deve permutar exatamente 4k — 2 vértices adjacentes a
z (ficam excluidos apenas os 2 vértices adjacentes pertencentes a geodésica de reflexio),
ou seja, a decomposicio de ¢, envolve 5%“13 = 2k — 1 transposicOes disjuntas. Temos
assim que a familia C* & nao vazia.

De modo similar, definimos a famflia C~ que £ constitufda por subconjuntos A € C
tais que, para todo (go} {gbn}ﬂeN) € A, se ¢, for z-primitiva se expressando como o
produto (z,, %5 ) ... (2., 75 ) de transposicdes disjuntas dos vértices adjacentes, entdo
r & par sempre que ¢ () % z. Conforme acabamos de ver, devemos exigir que ¥ nao
seja ponto fixo de ¢ para que a familia C™ nao seja vazia.

Obviamente, por construcio, temos que C* NC~ = {.

Ambas as familias sdo ordenadas por inclusdo e toda cadeia maximal em alguma
delas possui limitante superior, dado pela unido dos elementos da cadeia. Pelo Lema
de Zorn, cada uma destas possui elemento maximal. Denotamos entdo por S um
elemento maximal de C7, por P um elemento maximal de ™ e por § o grupo gerado
pelos elementos ¢ tais que (g‘% {qﬁn}neN) €8,

Os conjuntos S e P séo claramentes disjuntos. Além disto, parece-nos plausivel
demonstrar que P & gerado por &, visto que, restrito a cada vértice, a z-primitiva
¢,, (com (go, {QSH}HGN) € P) pode ser expressa com um ntimero par de transposicoes
disjuntas, e deste modo pode ser expressa (restrita a cada vértice} como produto de

duas z-primitivas que sao expressas com wum nimero fmpar de transposicoes disjuntas,
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ou seia, pertencentes a 5.

A condicio de compatibilidade é importante para que os axiomas (As) e (Ad)
sejarmn satisfeitos, pois, se &L, Gfii e ¢° forem z-primitivas com a restricdo aos vér-
tices adjacentes a z dadas respectivamente pelos produtos disjuntos de transposicoes

(xz-% ; xji) v za.za), (x,,;%xjg} Az, zp) e (&g;%g} .. {z3,z;3), entdo, o produto

(xt% $J%> (mi;,s’:j}) ($z§,$_7%> (xigj.x":j:sz) (xzf?mﬁ) ($:§$3§>

envolve um mimero impar de transposicoes se tivermos r, s e £ fmpares ¢ um nlmero
par se 7, s e t forem todos pares.

Imaginamos que com estas definicdes seja possivel provar de fato que a tripla
(G, 8, P) satisfaca as condicbes bdsicas de um grupo pré-Hjelmslev, assim como os
axiomas (A1), (43) e (44). Devido a complexidade da construcgéo, esta demonstragio
permanece em aberto, assim como a determinacao do grupo G e de seu indice em
Aut (T, -
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