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Resumo

Na presente dissertacao estudamos dois exemplos de relacionamento da teoria de algebras de
cluster com teoria de representacoes. A saber, estudamos os principais resultados dos artigos
[5, 26]. O primeiro é uma relagao entre algebras de cluster e representagoes de certos quivers
com relacoes que também estao relacionadas com triangulagoes de poligonos regulares. O
segundo exemplo trata de um modelo de categorificagao monoidal de certas algebras de cluster
via teoria de representacoes de dimensao finita do grupo quantico associado a uma algebra de
Kac-Moody afim de tipo A.

Palavras-chave: Algebras de cluster, grupos quanticos, quivers,
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Abstract

In this dissertation we study two examples of interplay between the theory of cluster algebras
from one side and representation theory on the other. Namely, we study the main results of the
articles |5, 26]. The first one is a relation between cluster algebras of type A and representations
of certain quiver with relations which are also related to triangulations of regular polygons. The
second example concerns a model of monoidal categorification of certain cluster algebras via
finite dimensional representation theory of the quantum group associated to an affine Kac-
Moody algebra of type A.
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Introducao

As algebras de cluster foram introduzidas por S. Fomin e A. Zelevinsky em [13] como parte de
um projeto que objetivava desenvolver ferramentas combinatérias para estudar os resultados
de G. Lusztig relacionados a positividade total para grupos algébricos [34] por um lado e bases
canodnicas [33] por outro. Embora o objetivo inicial ainda esteja um pouco longe de ser atingido
(apesar do grande progresso obtido em |21, 20, 19]), a teoria de algebras de clusters se tornou um
dos principais topicos de pesquisa nos tltimos anos devido a descoberta de seu relacionamento
com diversas outras areas como

e Geometria de Poisson [22, 23],

Sistemas integraveis [16],

Geometria algébrica comutativa e ndo comutativa |3, 4, 29|,

Teoria de representacoes de quivers e algebras de dimensao finita [40, 41],

Teoria de representacoes de dimensao finita de algebras de Kac-Moody afins e seus grupos
quanticos |26,

entre outras listadas no portal [12].

Na presente dissertacao estudaremos tal relacionamento com os dois tltimos itens. No que
tange o relacionamento com representacoes de quivers, apresentamos o resultado principal do
artigo [5] enquanto que no que se refere a teoria de representagoes de algebras afins quantizadas
apresentaremos o resultado principal do artigo [26]. Em ambos os casos, apresentaremos boa
parte dos detalhes das demonstracoes. Antes de dar uma idéia destes resultados, expliquemos
de maneira sucinta o que é uma algebra de clusters e uma das principais conjecturas a seu
respeito que, de certa forma, motivou ambos os artigos [5, 26].

Uma algebra de cluster é um subanel do corpo de fungoes racionais em n variaveis gerado,
como anel, por certos elementos desse corpo. Esses geradores (as varidveis de cluster), sao



agrupados em subconjuntos (os clusters) de cardinalidade n construidos de forma recursiva
usando mutagoes. O conjunto das variaveis de cluster pode ser finito ou infinito. Um resultado
importante é: em uma algebra de cluster, qualquer variavel de cluster é expressa em termos
de um dado cluster por meio de um polinémio de Laurent com coeficientes inteiros ([13]).
Tal resultado é conhecido como fenémeno de Laurent e conjectura-se que os coeficientes deste
polindmio sao nao negativos. Esta é a conjectura motivacional citada acima.

Passemos agora a dar uma idéia resumida do artigo 5] cuja descri¢ao mais detalhada forma
o corpo da primeira metade desta dissertacdo. Foi provado em [14] que as élgebras de clusters
de tipo finito sao classificadas pelos mesmos objetos que classificam as algebras de Lie simples
de dimensao finita sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero: matrizes
de Cartan (ou, equivalentemente, sistemas de raizes ou diagramas de Dynkin). Na teoria de
representacoes de quivers, para matrizes de Cartan do tipo A, os autores de [5] associaram um
quiver com relagoes para cada cluster de tal maneira que as representagoes indecomponiveis do
quiver estao em bijecao com o conjunto de variaveis cluster fora daquele cluster. Este resultado
se baseia em estudar os denominadores dos polinémios de Laurent com base no cluster dado.
Este procedimento foi depois generalizado para as demais matrizes de Cartan simétricas em [6].

Finalmente, explicamos de maneira resumida o contetido central da segunda metade desta
dissertacao: o resultado central do artigo [26]. Seja g uma algebra de Lie simples do tipo ADE
e U,(g) sua élgebra quantizada afim, com parametro ¢ € C* onde ¢ nao é raiz da unidade. A
categoria monoidal ¢ das representagoes de dimenséo finita de U,(g) tem sido estudada por
diversos autores sob diferentes perspectivas (veja, por exemplo, [10, 18, 37] ). Em particular seus
objetos simples foram classificados por Chari e Pressley, e Nakajima calculou seus caracteres
em termos da cohomologia de certas variedades de quivers. Apesar destes resultados notaveis,
muitas perguntas béasicas continuam em aberto e, em particular, pouco é conhecido sobre a
estrutura tensorial de €.

Quando g = sly, Chari e Pressley [11] provaram que todo objeto simples é isomorfo a
um produto tensorial de objetos simples de um tipo especial chamados modulos de Kirillov-
Reshetikhin. Por outro lado, eles provaram que um produto tensorial S ® - - - ® Sy de moédulos
de Kirillov-Reshetikhin é simples se, e somente se, S; ® S; é simples para todo 1 <1i < j < k.
Além disso, S; ® S; é simples se, e somente se, S; e S; estdo em “posi¢ao geral" (uma condicao
combinatorial sobre as raizes do polinémio de Drinfeld de S; e S;).

Para g # sly, a situacao é bem mais complicada. Quando g = sl3 ndo conhecemos uma
fatoragao geral para objetos simples. De fato, foi provado em [32] que o quadrado tensorial
de um objeto simples de ¥ nao é necessariamente simples em geral e, portanto, ndao podemos
esperar resultados similares ao caso sly para outras algebras de Lie g.



Por conta desta dificuldade, os autores de [26] se concentraram em estudar algumas sub-
categorias de . Em particular as subcategorias monoidais 4, , £ € N, cujos objetos sao
caracterizados por certas restricoes nas raizes dos polindémios de Drinfeld de seus constituintes
irredutiveis. Por construcao, o anel de Grothendieck R, de %, ¢ um anel de polindémios em
n(¢ + 1) variaveis, onde n é o posto de g. O ponto de partida é que R, estd munido com uma
estrutura de algebra de cluster. Foi conjecturado em [31] que os caracteres dos modulos de
Kirillov-Reshetikhin sao solu¢oes de um T-sistema e provado posteriormente por Nakajima [38]
no caso ADE e por Hernandez [24] no caso geral. Facilmente verifica-se que as equagoes do
T-sistema no caso ADFE sao exatamente da mesma forma que as relagoes de troca em uma alge-
bra de cluster. Isto induziu a introducao de uma estrutura de algebra de cluster em R, usando
uma semente inicial consistindo de uma escolha de n(¢+1) modulos de Kirillov-Reshetikhin em
% . Pela definicao da algebra de cluster, pode-se obter novas sementes aplicando sequéncias de
mutacoes na semente inicial. Assim, conjecturou-se que todas as variaveis de cluster obtidas
dessa maneira sao classes de objetos simples de €.

Para ¢ = 0, a estrutura de cluster de Ry ¢ trivial: existe um tnico cluster consistindo apenas
de varidveis congeladas (ou coeficientes no sentido de |13]).

O caso £ = 1 ja é bem interessante e é o foco principal do artigo em questao. Através da
classificacao das algebras de cluster citada no inicio temos que, para todo g, o anel R; tem
finitas variaveis de cluster e se R; é do tipo X,, entao o sistema de raizes de g é do tipo X,,.
Desta maneira, esperava-se que a estrutura de produto tensorial dos objetos simples de %
pudesse ser descrita de “forma finita". De fato, conjectura-se que para todo g a categoria €’
se comporta de forma “agradavel"como a categoria € para sly. Os autores de [26] provaram
isto para g do tipo A, e Nakajima [39] estendeu tais resultados para matrizes de Cartan do
tipo ADFE usando uma categoria tensorial de feixes perversos em variedades de quiver. Como
consequéncia imediata, segue que a conjectura da positividade dos coeficientes do fenémeno de
Laurent é verdadeira para algebras de cluster do tipo ADE.

O texto esta dividido em quatro capitulos. No primeiro capitulo definimos algebra de cluster
e citamos os principais resultados e propriedades de tais algebras.

No segundo capitulo apresentamos o primeiro resultado estudado. Usaremos uma cons-
trucao geométrica para criar uma categoria. Fixado um cluster de uma algebra de cluster A
estabelecemos uma bijecao entre as classes de isomorfismo das representacoes indecomponiveis
do quiver com relagoes associado a este cluster e as variaveis de cluster desta &lgebra fora do
cluster fixado.

No terceiro capitulo apresentamos as definicoes e construcoes béasicas da algebra universal
envelopante quantizada (ou grupo quéantico), além da realiza¢do de Beck-Drinfeld (“loop like



realization") das algebras afins quantizadas, a mais usada na teoria de representagoes de di-
mensao finita destas algebras. Além disso, apresentamos um pouco da teoria de representacoes
das algebras afins quantizadas e seus g-caracteres.

No quarto capitulo apresentamos o segundo resultado estudado. Definimos as categorias
%y, ! € N, e trabalhamos em particular com o caso ¢ = 1. Nestas condicbes estudamos
um truncamento do g-caracter dos objetos de %7 e provamos que para g do tipo A, € é
categorificacdo monoidal de uma &lgebra de cluster A do tipo A e que os objetos S(«) (veja
Secao 4.3) sao objetos simples de cluster.

Para auxiliar na leitura do texto principal foi incluido um apéndice dividido em quatro
secoes. A primeira secdo é sobre teoria de categorias, a segunda é sobre sistema de raizes, na
terceira definimos uma algebra de Kac-Moody e, por fim, na quarta secao é dada a teoria de
quivers e suas representacoes.



Capitulo 1

Algebras de Cluster

Este capitulo contém as principais defini¢oes, propriedades e resultados sobre algebras de clus-
ter. Usaremos como referéncia [13, 14, 15, 16, 26]. As demonstracoes serao omitidas.

Para este capitulo utilizaremos as seguintes notacoes:

[z]+ = max(z,0)

1.1 Definicoes Béasicas

Defini¢ao 1.1.1 Uma matriz B € M,(Z) se diz antissimetrizavel se existir matriz diagonal
D = diag(d; :i=1,...,n) com d; € Z~y, tal que DB ¢ antissimétrica, i.e., d;b;; = —d;b;; para
todo i,j € {1,...,n}. Neste caso, D é chamada de matriz antissimetrizante

Definicao 1.1.2 Dizemos que (P, @, -) € semicorpo se (P,-) é grupo abeliano munido com uma
operacao bindria & que € comutativa, associativa e o produto de P € distributivo sobre @, i.e.:

h(p® q) = hp @ hq.

5



Denotaremos o elemento neutro de (P,-) por 1.

Exemplo 1.1.3 As estruturas algébricas (Rso, +,) e (R, max, +) sdo semicorpos, onde + e -
sao, respectivamente, a soma e a multiplicacao usual de R.

Exemplo 1.1.4 Seja J um conjunto finito de indices e tome Trop(u; : j € J) o grupo abeliano
multiplicativo livremente gerado por {u; : j € J}. Definimos & em Trop(u; : j € J) por:

(T ) (0 ) - T
J J J
1

e chamamos (Trop(u; : j € J),®,-) um semicorpo tropical. Observe que us Duiuy ' = uy ' em
Trop(u1, uz).

Dado grupo abeliano (P, ) livre de tor¢ao, considere os anéis de grupo ZP, QP e, para cada

n, seja F(P,n) = QP(uy,...,u,) o corpo das funcdes racionais em n variaveis com coeficentes
em QP.

Definicao 1.1.5 Dados um grupo abeliano (P,-) e n € Z~o, uma Y-semente de posto n em P
¢ um par (y, B), onde
oy =(,....yn) EP"

o B = (bjj) € M,(Z) é antissimetrizdvel.
Uma semente de posto n em F(P,n) é uma tripla ¥ = (x,y, B) onde

e (y,B) é uma Y-semente de posto n;

o x = (z1,...,2,) uma n-upla de elementos de F(IP,n) formando um conjunto gerador livre
de F(P,n). Isto é, xi,...,x, sdo algebricamente independentes sobre QP e F(P,n) =

QP(z1,...,2,).

A n-ulpa x é chamada de cluster da semente X, y de n-upla coeficiente e B de matriz de
troca.



Para simplificagdo de notacdo, a partir de agora fixamos n e P e denotamos F (PP, n) por F,
y—semente de posto n por y—semente e semente de posto n por semente. Também assumimos
que (P, @, -) é semicorpo. Observe que a soma de F ¢é denotada por “+".

Defini¢ao 1.1.6 Seja (x,y, B) uma semente em F e k € [1,n]. A mutacao py na dire¢io k
transforma (x,y, B) em uma semente ug(x,y, B) = (x',y’, B') definida por:

o B' = (b;) sao dadas por:

Yo —b;j seit="Fkouj=k,
v bi; + sgn(bi) [bikbrjl+  caso contrdrio;

oy = (yi,...,u5), onde:

) = yk’l sej =k,
; = b by .
’ e (e & 1) sej # ks
o X' = (z,...,2), onde:
x; se j # k,
x; =9 ulli, mgbikh +11in 37£ ks se j =
zy(yr © 1)

Neste caso, diremos que as sementes (x,y, B) e (X', y’, B') sdo adjacentes.

Observacao 1.1.7 (i) A mutacdo py € involugdio para todo k € [1,n).
(i7) Para todo i,j,k € [1,n]

n |bik|bkj + bik\bkj\ .

bij + Sgn(blk)[blkbk]h = bij 5

Assim, se D é matriz tal que DB € antissimélrica, DB’ também é antissimélrica. De
fato, se k =1 ou k = j entao,

dzbu = _djbji = dz(_bm) = _dj<_b]z) = dzb;j = —db,

3953
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Caso contrdrio, temos

d;|bir|br; + dibik | bk

by, = dibi; +

2
—d|bgilbip — dibig|b;
— _djbji+ ]| k:z| Jk’2 j kz| ]k‘|

Definicao 1.1.8 Um grafo I' ¢ dito uma arvore se for conexo e aciclico. Dado um vértice i de
I' chamamos de valéncia de © 0o nimero de arestas que incidem em 1. Diremos que I' é n-regular
se todo vértice de I" tem wvaléncia n. Diremos ainda que o = a, ... sy € um caminho em I’
se a; sao arestas de I' tais que a1 e oy possuem um vértice em comum.

Dada uma arvore n-regular T,,, rotule cada aresta de T,, por um inteiro k& € [1,n| de forma que,
se k e k' sao rotulos de duas arestas com um vértice em comum, entao k # k'.

Definicao 1.1.9 Seja T,, uma drvore n-reqular. Um padrao de cluster em T,, é uma associacao
de uma semente ¥y = (x(t),y(t), B(t)) para cada vértice t € T, tal que as sementes associadas
a dois vértices unidos por uma aresta com rotulo k sao obtidas uma da outra através de uma
mutacao na diregao k. Os elementos de ¥ sao escritos da forma:

x(t) = (21(t), .- s aa(t)),  y(@) = (), yn(t),  B(t) = (by(1)).

Exemplo 1.1.10 Seja n = 2 e considere a drvore To.  Denotando seus vértices por
ot to, ty, te, ... e indexamos seus caminhos da sequinte forma:

2757111502151 1

t3

Denotamos as sementes correspondentes por ¥, = ¥, = (x(m),y(m), B(m)) para m € Z.
Seja a semente inicial ¥y da forma:

X0 =z y0) = w50 =] O 3]

Entao, recursivamente, calculamos as sementes 1, ..., X5 como mostradas na tabela 1.1. Ob-
serve que a semente Y5 € obtida de X através da troca de indices 1 e 2. Consequentemente
obtemos Yo = 2.



t B(t) y(t) x(t)
0 1
01l 1 ¢ Y1 Y2 1 Ty
0 —1 1 T1yo + 1
{1 oo || ne®l ¥ o 2a(y2 @ 1)
5 0 1] 1 Y1 @y DL | iyiye + Y1+ 2o T1ys + 1
L1 0] | yi(ya®1) Yo (e @y @ )rzy 22(y2 @ 1)
5 [0 —17]| wmol Ys T1y1Ye + Y1+ T2 Y1 + o
|1 0 | Y1Y2 N @ ®1l | (hy @y @ Doz 21(y1 @ 1)
4 0 1] Y1Y2 1 Y1 + T
2 s
| -1 0 y1 b1 Y1 z1(y ® 1)
5 vl Y2 n T2 Z1
1 0

Tabela 1.1: Sementes do tipo A,

Definicao 1.1.11 Dado um padrao de cluster em T,, seja

X=|Jx(t)={ai(t): te Ty, ieln)} CF
teTy
a uniao dos clusters de todas as sementes do padrao de cluster. Nos referimos aos elementos
x;(t) € X por variaveis de cluster. A algebra de cluster A associada a um dado padrao de cluster
¢ a ZP-subdlgebra do corpo ambiente F gerada por todas varidveis de cluster: A = ZP[X].
Denotamos A = A(x,y, B), onde (x,y,B) = (x(t),y(t), B(t)) é alguma semente do padrio de
cluster associado. Dizemos que A € do tipo finito se X é um conjunto finito

Observacao 1.1.12 Originalmente ([13], [14]), definiu-se os coeficientes da dlgebra de cluster
de posto n como uma 2n-upla p = (pf, .., pE) de elementos de P satisfazendo as condigoes de
normalizagao:

pf@®p; =1, Vje[ln]
A equivaléncia desta configuragao com a usada na definicao de'y acima foi estabelecida em [15]
por:

+
p,
Y; = _j,7
p;
e 0s coeficientes pj[ sao recuperados via
oY T = 1
bi=yer U7 el



Com 1isso, a mutacao das varidveis de cluster na direcao k é dada por:

n

bi' — —bl
h :pz—HxE kl+ + ng Kl
=1 =1

Definicao 1.1.13 Dada uma dlgebra de cluster, um mondémio de cluster é um produto de
varidveis de cluster pertencentes a um unico cluster.

Definicao 1.1.14 Diremos que uma dlgebra de cluster é do tipo geométrico se o semicorpo
coeficiente P é um semicorpo tropical.

No caso de uma &lgebra de cluster de posto n do tipo geométrico, é conveniente denotar os
geradores de P por z,,41,..., %, (para algum m > n) tal que P = Trop(zp41,...,%m). Desta
maneira, dada uma semente Y desta algebra, cada termo da n-upla coeficiente y é um monomio
de Laurent em %, 41, ..., %,. Definimos entdo inteiros b;; para i € [1,n] e j € [n+ 1, m| por

m
Yji = H Ly

i=n-+1

Assim, estendemos a matriz de troca B de ¥ para a matriz B = (b;;) com i € [1,m] e j € [1,n].
Com isso obtemos

m m
+ [bis]+ - _ [—bijl+
pj = H L e p = T :
i=n-+1 i=n-+1

A mutacdo definida para a matriz B induz uma mutacio da matriz B, p,(B), para k € [1,n]
dada igualmente pela Definicao 1.1.6. Desta forma a mutacao das varidveis de cluster é dada
por:

TRTy = ngb”'}* + sz[_b“]*, Vk=1,...,n.
=1 i=1

Além disso, a mutacdo da matriz B induz a mutacao da n-upla coeficiente y, i.e., considere
B = (bl])an e B = ,Uk;(B) = (b;])an Entao

m b;-
y} = p(y;) = H ;"
i=n+1

10



De fato, se j = k, pela definicao 1.1.6 temos

m m b’

r_o -1 —bij _ ij
y=y'= Il =" =11 ="

i=n+1 i=n+1
Por outro lado, se j # k temos
m
;o bij+bik [brjl++brs[—bir]+
=11 = '
i=n+1

Por simplicidade, denote a;; = b;; + bik[bi;]+ + brj[—bix]+. Entao temos trés casos:

® S¢ bzkz Z 0 entao Q5 = bij + bzk[bkj]-i- = b;j;

® S¢ bzk <0e bk:j > 0 entao Q5 = bij + bzk[bk]]+ — bzkbk] = b;j;

e seb,<0e bkj < 0 entao Oy = bij — bzkbkg = bgj

m
/
De qualquer maneira temos y; = H xf” .
i=n+1

Logo, toda Y-semente é unicamente determinada por uma tnica matriz retangular B(t)
e, consequentemente, a correspondente algebra de cluster do tipo geométrico é unicamente
determinada a menos de isomorfismo. Além disso, quando for conveniente, omitiremos a
n-upla coeficiente y e denotaremos uma semente X desta algebra por ¥ = (X, B), onde
X = (T1,..,Tn, Tnst,-- -, Ty) também é chamado de cluster. As varidveis x; ,i € [1,n], sdo
chamadas de varidveis de cluster (como anteriormente) e as variaveis z; ,j € [n + 1,m], sdo

chamadas de coeficientes ou varidveis de cluster congeladas (pois estao presentes em todo clus-
ter).

Definigao 1.1.15 Dizemos que um padrao de clustert — (x(t),y(t), B(t)) em T,, (ou a corres-
pondente dlgebra de cluster) tem coeficientes principais em um vértice tg se P = Trop(Z,i1, - - ., Top)
e y(to) = (Tny1, ..., %2n). Neste caso, denotaremos A = A(B(tp)).

Observagao 1.1.16 A definicao anterior pode ser refraseada da sequinte maneira: uma dlgebra
de cluster A tem coeficientes principais no vértice to € T, se A € do tipo geométrico e estd
associada com a matriz B(ty) de ordem 2n xn cuja parte principal (i.e., a parte n x n superior)
é B(to) e cuja parte complementar (i.e., a parte n X n inferior) é a matriz 1d,,.

11



1.2 Principais Resultados

Nesta secao citaremos alguns dos principais resultados sobre as algebras de cluster e sua classi-
ficacao que nos sera util ao longo de todo o texto. Em particular, nos concentraremos naquelas
que sao do tipo finito e relacionaremos suas variaveis de cluster a um subconjunto de algum
sistema de raizes irredutivel.

Teorema 1.2.1 [13, Theorem 3.1] Em uma dlgebra de cluster, qualquer varidvel de cluster é
expressa em termos de um dado cluster como um polindmio de Laurent com coeficientes em
ZP. Tal expressao € dita a expansao de Laurent daquela varidvel em relacao ao cluster dado.

O teorema acima é conhecido como fendmeno de Laurent. Conjectura-se [13] que cada um
desses polinomios de Laurent tem coeficientes em Zx(P.

Defini¢ao 1.2.2 /26, Definition 2.1] Sejam A uma dlgebra de cluster e M uma categoria
monoidal abeliana. Dizemos que M € uma categorificacdo monoidal de A se o anel de Grothendieck
de M ¢é isomorfo a A e se

(1) os monomios de cluster de A sdo as classes de todos objetos reais de M;

(1) as varidveis de cluster de A sao as classes de todos objetos reais e primos de M.

Proposigao 1.2.3 /26, Proposition 2.2] Suponha que a dlgebra de cluster A tenha uma cate-
gorificacao monoidal M. Entao

(1) toda varidvel de cluster de A tem uma expansao de Laurent com coeficientes positivos sob
qualquer cluster de A;

(i7) os mondmios de cluster de A sao linearmente independentes sobre Q.

Definigao 1.2.4 [14, §1.3] Seja B = (b;;) uma matriz quadrada com coeficientes inteiros. Sua
matriz de Cartan generalizada correspondente € a matriz A = A(B) = (a;;) de mesmo tamanho

definida por:
w— 2 se i =j;
Yol byl sei#

Teorema 1.2.5 [1/, Theorem 1.8] Para uma dlgebra de cluster A de posto n, as sequintes
condicoes sao equivalentes:

12



(1) A € do tipo finito;

(i1) para toda semente (x,y,B) em A as entradas da matriz B = (b; ;) satisfazem |b;;b;;| < 3
para todo i,j € [1,n];

(1ii) para alguma semente (x,y, B) em A temos que A(B) € matriz de Cartan e que as entradas

da matriz B = (b;;) satisfazem b;;by, > 0 para todo i, j, k € [1,n].

Se A é do tipo finito, diremos que é do tipo X, se a matriz de Cartan A(B) é do tipo X,,. Seja
® o sistema de raizes associado a A(B). Lembre que (veja se¢do A.2) &»_; = &, LI —II, onde
IT={a,...,a,} é base de ® e @) denota o reticulado de raizes associado a .

Teorema 1.2.6 [1/, Theorem 1.9] Seja A, uma dlgebra de cluster do tipo X, e ® o sistema

de raizes associado. Fizado um cluster x = (x1,...,x,) de A, existe unica bije¢ao
@2_1 - X
a — x[a]

tal que a varidvel de cluster x[a] é expressa em termos de x da seguinte maneira:

(1.2.1)

3

onde P, € um polindmio sobre ZP com termo constante nao nulo. Sob esta bijecao, P_,, €
constante igual a 1 para todo i € [1,n] e, portanto, x[—a;] = x; para todo i € [1,n].

A equagao (1.2.1) é um exemplo do fendomeno de Laurent. Além disso, [14, Theorem 1.10] prova
a conjectura da positividade dos coeficientes de P, sob hipo6teses do teorema.

Exemplo 1.2.7 Continuando o Exemplo 1.1.10 temos
r[—a1] = m
r[—as] = o

(31 1) (y1 + x2)
T

zlog] =

13



(2 @ 1) Hz1y2 + 1)
T2

zlag] =

(hy2 ® y1 & 1) Hz191y2 + Yy112)
1T

Defini¢ao 1.2.8 [16/Nas hipdteses do Teorema 1.2.6, dados a, 5 € ®=_4, diremos que o e (3
sGo compativeis se as varidveis de cluster x|a], z[(] pertencerem a um mesmo cluster de A.

Definicao 1.2.9 [16, Definition 3.10] Seja v € Q). Uma expansao de cluster de vy € uma forma

de escrever Y como
,7 = E naaa

aE(I’Z_l

onde n, € inteiro nao-negativo para todo o e nong = 0 sempre que a e B nao sGo compativess.

Teorema 1.2.10 [16, Theorem 3.11] Cada elemento v € Q tem uma tnica expansao de cluster.

1.3 F-polindmios

Em [15] Fomin e Zelevinsky mostraram que as variaveis de cluster de A tem uma boa expressao
em termos de certos polindmios, chamados de F-polinémios, que sao fortemente relacionados
com os polinémios de Fibonacci de [16]. Além disso, [16] da algumas formulas explicitas para
os polindémios de Fibonacci nos tipos A e D.

Fixe n natural e considere I = [1,n]. Se F(t,...,t,) é expressao racional livre de subtracao
com coeficientes inteiros em algumas variaveis ¢;, IP semicorpo e py, .. ., p, elementos de P, entao
denotamos por Flp(pi,...,p,) a avaliacdo de F' em py,...,p,. Por exemplo, se F(ti,ts) =

3 3
12 —tto +t3 e P = Trop(yi, y2), entao podemos reescrever F' como F(t1,ts) = 212
vieys

F’P(y17y2) = y1DY2 =1

e, portanto,

Seja A uma algebra de cluster de posto n do tipo finito definida por uma semente inicial
EO = (X07YO7 BO)J onde

on(l’l,---,xn), Yo = (yly--'ayn)a BO:(bgj)

Para cada j € I, defina

b0,
o
g =i [ [ ="

el
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Para definir os F-polindmios, considere a dlgebra de cluster A, = A,(u(to), v(to), B(to)) com
coeficientes principais em ty, onde

U(t0> = (ul,...,un), V(to) = (U17~~-7vn) e B(to) = Bo,

isto é, a algebra de cluster sobre o semicorpo Trop(vy,...,v,). Como A é do tipo finito, A,
também é e, portanto, pelo Teorema 1.2.6, cada variavel de cluster de A, ¢ da forma

Po(uy, ... Up,v1,...,0)

ula] = uyt .. udn

para algum a = Zie[ a;o; € >_; e P,, polindmio em 2n varidveis com coeficientes inteiros e
termo constante nao nulo. Definimos entao, para cada o € ®>_;, o F-polindmio F,,, especiali-

zando u; em 1 para todo ¢ € I, ou seja:
Fa(vl,...,vn) = Pa(]_,...71,7}1,...,1]n), Vae (I)Z—l'
Exemplo 1.3.1 Continuando o exemplo 1.1.10, o semicorpo coeficiente é P = Trop(vy, vs).

Neste caso, as formulas da tabela 1.1 sao consideravelmente simplificadas e obtemos os F'-
polindomios através do Fxemplo 1.2.7 e da tabela 1.2 abaixo.

F—a1:F—a2:17 Fa1:1)1+1, Fa2:U2+1a Fa1+a2:U102+U2‘|‘1~

t] B() v(t) u(t)
%0
0 _1 0 (%1 (%) U1 U2
0 1
O 1 uvg + 1
0—1 V2 U2
T
9 _01 0 i i UIV1V2 + V1 + U2 U1V + 1
-1 0
0 —1 0 V2 U1U2 Ug
(1) _01 1 U1V1V2 + U1 F Uz U1+ U
3 -1 0 — U2
-10 V1V2 U2 Uy
_01 (1) 1 V1 + Ug
4 1 —1 V1V2 — U2
1 0 V1 U
0—1
5 (1) (1) (%) U1 U9 U1
10

Tabela 1.2: Sementes do tipo As, coeficientes principais.

Dado o« € ®- |, considere g(a) como em A.2.17. Escreva g(a) = (g1,...,9,) com
g9i =[g(a) : o] ,i € I. Entéo:
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Teorema 1.3.2 [15, Corollary 6.3] As varidveis de cluster de A sao dadas por

Foltr, - Un
[Oé] _ (yl Y ) Xg(a)
Fa|P(y17"'7yn)

g1

para todo o € @1, onde x9@) 1= " .. a9

Em outras palavras, o teorema acima garante que cada variavel de cluster x[a] é completamente
determinada pelo seu correspondente F-polinomio F,, e g-vetor g(«).

Proposicao 1.3.3 [15, Corollary 10.10] Para cada o € &, F, € um polindmio com termo

- . A - s - [ e 73 - .
constante igual a 1 e tem tnico mondmio de grau mdrimo, a saber [],., UZ[ i Alem disso,

este mondmio tem coeficiente igual a 1 e € divisivel por qualquer outro monémio de F,.

Proposicao 1.3.4 [16, Proposition 2.10] Sejam ® sistema de raizes do tipo A e « € $>_4. Se
Qo ={7 € Q : v € a-aceitavel} (veja Defini¢cao A.2.18), entio

Fo(v1,...,v,) = Z v7,

YEQa

onde v’ =T, pfredd,

1.4 Diagramas de Dynking e Algebras de Cluster do Tipo
Geomeétrico de Posto n com n Coeficientes

Construiremos agora uma certa algebra de cluster a partir de uma matriz de Cartan. Essa
construcdo sera importante para os objetivos do Capitulo 4. Sejam C' = (¢;;), i,5 € I = [1,n],
uma matriz de Cartan do tipo ADFE, T seu diagrama de Dinkin e & = ®(C) o sistema de raizes
associado. Tome uma biparticao Io L[y = I de T,

Definiremos um quiver ) com 2n vértices como se segue. Copiamos I' e orientamos cada
aresta v de forma que c(«) € Iy e t(a) € I,. Para cada i € I adicionamos um vértice 7' e uma
flecha i — i se i € Iy (respectivamente i —» i’ se i € I;).

16



Exemplo 1.4.1 Seja C' do tipo Az e Iy = {1,3}. O quiver Q) €

l<—1

|

2——=2

|

3<—3

Seja I' = {i' : i € I}. E conveniente identificar i’ com i + n e, consequentemente, I’ com
[n+1,2n]. A partir de @) podemos obter uma matriz B = (b;;), i € [1,2n], j € [1,n] definida
por

1, se existe flecha de j para ¢ em @,
bij =4 —1, se existe flecha de 7 para j em @),
0, caso contrario.

Exemplo 1.4.2 Continuando o exemplo anterior, temos

-1 0
1 0 1
~ -1 0
B =
-1 0 O
0O 1 0
0o 0 -1
Seja F = Q(X) corpo de fungdes racionais em 2n variaveis X = (21, ..., ZTn, Tpil,-- -, Top)-

Considere A¢c = A(X, B) a algebra de cluster do tipo geométrico de posto n com n coeficientes.
Por construciio, a parte principal de B tem matriz de Cartan generalizada associada do tipo
finito e, portanto, pelo Teorema 1.2.5, Ac tem finitas variaveis de cluster. Além disso, pelo
Teorema 1.2.6, as varidveis de cluster estao em bije¢cao com ®-_,. Ponha f; = z,4,; denotando
os coeficientes indexados por i =i+ n € I’ e denote por z[f] a varidvel de cluster associada a

Beds_;.

Exemplo 1.4.3 Continuando o exemplo anterior temos ®>_1 = {—ay, —a, —ag, oy, g, g, 1+
g, + g, 0q + o + az}. A dgebra de cluster Ac é o subanel de F = Q(x1, x2, x3, f1, fo, f3)
gerado por

r[—o] = 21, 2[—an] = 22, ¥[~a3] = w3, f1, f2, f3

17



e pelas sequintes varidveis de cluster

zfay]

z[as]

z[as]

x[ag + ag)

x[ag + )

x[ag + ag + )

Ty + f1
I ’

123 + fo
T ’

Ty + f3

Y

€3

foxa + fiz1zs + fifo

T1T2

foxo + fsz123 + faofs
ToT3 ’

f2x3 + fifszixs + fifoxs + fofsxs + fifafs
193 )

Proposicao 1.4.4 [2, Corollary 1.21] A dlgebra de cluster Ac € igual ao anel de polinémios

em 2n varidveis x|—oy), xloy] para i € 1.

Exemplo 1.4.5 Continuaremos o exemplo anterior. Os geradores de Ac podem ser expressos

por polinémios em

x[—

como se seque:

o=
fy =
£y =
vlon + o] =
zlog + 3] =

zlog + g + ] =

al]v x[_O‘Q]v x[_a3]’ "L‘[a/l]? x[O‘Q]v I[O@]?

r[=ai]z]an] = z[=av],
r[—aglaas] = zl—an]z[-as],
r[—aslaas] — zlas],
rlan]zlas] — z]-as],
wlasjefas] — x[—ad],

zlog)zloe)z|as] — x[—aq]|zan] — x[—as|z[as] + z[—as].
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Capitulo 2

Quivers com Relacoes Vindos de Clusters

Neste capitulo estudaremos o resultado principal do artigo [5]. Construiremos uma bijecao
entre as classes de isomorfismo das representacoes indecomponiveis de um certo quiver com
relacoes e um subconjunto das variaveis de cluster de uma determinada algebra de cluster.

Sejam K corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e A uma algebra de cluster de
posto n do tipo ADE e ® o sistema de raizes de mesmo posto e tipo que A. Omitiremos a n-upla
y de cada semente, pois nao influenciara nos resultados. Quando A for do tipo A mostraremos
uma bijecao entre as classes de isomorfismo das representacoes de um certo quiver com relacoes
e um subconjunto das variaveis de cluster de A.

2.1 Quivers Associados as Sementes de Cluster

Seja ¥ = (u, B) alguma semente de A, onde B = (b;;). Para este capitulo serd conveniente
trabalhar com um quiver g ao invés de trabalharmos com a matriz B. Defina Qp = (Qo, @1)5
da seguinte maneira:

e Qy={1,2,...,n};

e cxiste flecha de i para j se, e somente se, b;; > 0 e neste caso existem |b;;||b;;| flechas.

Exemplo 2.1.1 Se

0 1 -1
B=| -2 0 1],
1 -1 0



entao

Definimos também a mutacao do quiver Qp na direcdo k € [1,n] por ju(Qp) = Q. (5)-
Essa mutagao pode ser descrita da seguinte maneira.

(1) invertem-se todas as flechas que chegam ou saem de k;

(i7) se existe uma flecha de ¢ para k e outra de k para j em Q¢ incluimos uma flecha de i
para j no quiver mutado;

(731) excluimos os 2-ciclos possivelmente gerados do quiver mutado;

(iv) as outras flechas de Q¢ s@o mantidas no quiver mutado.

Exemplo 2.1.2

0 10
SeB=| -1 0 1 |, entdo = 1—=2—>3 .
0 —1 0

Desta forma, ps(B) e pe(Qp) sio dados respectivamente por:

e ]1]=——2.
—1 1 0 \ /
3

Definicao 2.1.3 Dado um quiver (), seja B um caminho sem repeticao de flechas, antiparalelo
a uma flecha a em ). Dizemos que [ ¢ caminho curto se nao contém nenhum subcaminho
ciclico proprio e se todo vértice do subquiver gerado pelo ciclo aff tem valéncia 2.

Exemplo 2.1.4 Seja QQ o sequinte quiver

%2

N

-
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Entao o caminho (3,1)(4,3) é um caminho curto de QQ (com relagio a flecha (1,4)). Por outro
lado, o caminho (4,3)(2,4)(1,2) nao é caminho curto de @Q, pois, apesar de ser antiparalelo a
flecha (3,1), o subquiver gerado pelo ciclo (4,3)(2,4)(1,2)(3,1) € o proprio quiver Q e, portanto,
0s vértices 2 e 4 tém wvaléncia 3.

Observagao 2.1.5 Foi observado em [5, §1] que se A € uma dlgebra de cluster do tipo ADE,
entdo, para cada semente (u, B) de A, ezxistem no mdzimo 2 caminhos curtos antiparalelos a

cada flecha de Qp.

Definigao 2.1.6 Seja 3 = (u, B) uma semente de A. Para cada flecha i — j em Qp, defini-
mos a relagao Rel; ; como se seque. Considere o conjunto C' dos caminhos curtos antiparalelos
a1 —>7:

o se #C =2, digamos C = {c, '}, entdo Rel;; = {c — '};

o se #C <1, entao Rel;; = C.

Para cada semente ¥ = (x, B), considere a categoria abeliana Repg (Qp, Rp) das represen-
tacoes do quiver Qg com relacoes R definidas por

RB == U Relm- .
(1.))€(@BN

Seja A uma algebra de cluster do tipo A e fixe um cluster x = (z1,...,2,). Nas no-
tagoes do Teorema 1.2.6, considere X = {z[a]: a € ®>_;} o conjunto de todas varidveis de
cluster de A. Sejam ¥ = (u, B) uma semente de A onde u = (uy,...,u,) e B = B(u) =
(bij(u)),1,7 € I. Tome By,...,5, € ®>_; tal que z[f;] = u; para todo i € I := {1,...,n}.
Denote por Ind(Qp, Rp) o conjunto das classes de isomorfismo dos objetos indecomponiveis
de Repk (@B, Rp). Faremos abuso da notagao da n-upla u para nos referirmos ao subconjunto
{uy,...,u,} € X. Temos entdo como principal objetivo do capitulo demonstrar algumas partes
do seguinte teorema.

Teorema 2.1.7 FEuxiste bijecao

Ind(QB,RB) — X\u
[V} = Wy

tal que
P(uy, ... uy)

Hr‘il um‘(V) ’
onde P € um polinomio tal que nenhum u; o divide e n;(V) = dim(V;).

wy =
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Observacao 2.1.8 Através da bijecao entre representacoes indecomponiveis de () e raizes po-
sitivas associadas a Q descrita pelo Teorema de Gabriel (A.4.28), o Teorema 1.2.6 € um caso
particular do resultado acima quando o grafo associado a Qp € do tipo A.

Para demonstrar o teorema precisaremos de resultados preliminares que serao feitos ao longo
das proximas segoes.

2.2 Equivaléncia de Categorias

Afim de demonstrar o Teorema 2.1.7 definiremos uma categoria K-linear aditiva através de uma
construcao geométrica envolvendo diagonais de um poligono regular. Mostraremos ainda que
essa categoria é equivalente a categoria das representacoes do quiver com relagoes definido na
secao anterior.

2.2.1 Triangulacoes e Diagonais

Definicao 2.2.1 Seja &2 um poligono convero. Dados dois vértices v e w de &, denotaremos
por (v,w) o sequimento que os une. Observe que (v,w) ou é uma aresta ou é uma diagonal
de &. Diremos que w € sucessor de v se para ir de v para w por (v,w) percorremos & no
sentido anti-hordrio. Denotaremos por s(v) o sucessor de um vértice v de &. Denote por
D5 o conjunto de todas as diagonais de &2. Nos referiremos aos elementos de ® 5 por raizes.
Usaremos a notacao reduzida ® ao invés de ® 5 quando nao houver confusao. Uma triangulacao
T de & € uma escolha de um subconjunto I de ® que dd origem a uma particao de &2 em um
conjunto de tridngulos com interiores disjuntos, de tal forma que as arestas destes tridngulos sao
ou arestas de & ou diagonais de P e os vértices desses tridngulos sao também vértices de .
Nos referiremos aos elementos de I por raizes negativas da triangulacdo enquanto as demais
raizes serao chamadas de positivas. Denotaremos por @, o conjunto das raizes positivas com
respeito a T'. Por convencao, as raizes negativas serao denotadas por —a;, i € 1. O suporte
suppa C I de uma raiz positiva o € o conjunto de raizes negativas que intercepta a.

Exemplo 2.2.2 (Triangulagao cobra) Um modelo geomélrico que serd usado para obter im-
portantes resultados nos capitulos 2 e 4 é a chamada triangulagao cobra [14, 16]. Dado n € N,
seja & o poligono reqular convexo de n+ 3 lados. Enumere seus vértices 1,...,n+3, de forma
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7

Figura 2.1: Exemplo de triangulacao. Figura 2.2: Nao é uma triangulagao.

o —o3 )

-y

Figura 2.3: suppa = {—ay, —ag, —as}

ordenada no sentido anti-hordrio. Parai=1,...,n, seja —a; a sequinte diagonal de & :

((14+1)/2, n+3—(i+1)/2) sei for impar,
(i/2+1, n+3—1/2) caso contrdrio.

Facilmente se verifica que I = {—a; :i=1,...,n} dd origem a uma triangula¢io T de 2.

Dado um poligono regular & seja J C ® 45 com a propriedade que duas a duas as diagonais de
J nao se cruzam. Se J nao da origem a uma triangulacao de & entao existe um poligono de
n > 3 lados contido em &?. Com isto temos o seguinte lema.

Lema 2.2.3 Conjuntos mazimais de diagonais que duas a duas nao se cruzam dao origem a
uma triangulacao.

Se C' é matriz de Cartan do tipo A, e ®(C) é o sistema de raizes associado, podemos
identificar as diagonais de & com as raizes quase positivas de ®(C) da seguinte maneira.
As raizes negativas simples —q; de ®(C) sdo identificadas com as respectivas diagonais da
triangulacao 7. Se a € ®(C)4, entdo o = o; + ;41 + ...+ a; para algum 1 <7 < j < n.
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Assim identificamos as raizes positivas de ®(C') com a tunica diagonal § de & tal que supp § =

{—Oéi, —O1, e, —Oéj}.

Proposicao 2.2.4 [16, Proposition 3.14] Sob a identificaciao acima, os conjuntos maximais
de raizes compatives (no sentido da Defini¢ao 1.2.8) sao colegoes maximais de diagonais que
mutualmente nao se cruzam. Entdo, os clusters estao em bijecao com as triangulacoes de P .

Nao faremos a demonstracao desta proposicao por ser muito extensa e pela exigéncia de
defini¢coes que nao serdo utilizadas durante o texto.

Exemplo 2.2.5 Para n = 3, a identificacao das raizes simples negativas com as diagonais da
triangulacao cobra do hexdgono € mostrada na Figura 2.4. As raizes positivas sao representadas
pelas diagonais restantes como se seque:

a1 =(2,6), as =(3,5), a1 +as={(4,6), as+a3=(1,3), a1 +ay+ a3 =(3,6).
4 3

—Q3

—as

—a
6 1

Figura 2.4: Triangulacao cobra do hexigono

Definicao 2.2.6 Sejam &2 um poligono convexo e T uma triangulacao de &. Se duas raizes
negativas —oy, —oy; delimitam o mesmo triangulo em T', definimos a relagao < como se segue:
Seja x o vértice comum de —oy, —a, entao —a; < —a; se a rotagdo com dngulo minimo em x
manda a reta estendida por —a; na reta estendida por —a; no sentido positivo (anti-hordrio)
(veja Figura 2.5).

Sejam v um vértice de & e¢ A o conjunto das arestas de &?. Definimos a funcao
P,: 2UAU{0} - ®U AU{0} por P,(0) = 0 e, para dois vértices u,w de & tais que
(u,w) € PU A,

(v,s(w)), seu=wvev#s(w),
Py((u,w)) = < (s(u),v), sew=vev#s(u),

0, nos demais casos.
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rotacao minima

Figura 2.5: —a; < —q;

A funcao P, serd chamada de movimento de rotacao elementar no pivo v.
Definimos ainda a func¢io P, : ®, U {0} — &, U {0} por P,(0) = 0 e, para dois vértices
u,w de P tais que (u,w) € d,

— {PU((u,w>), se Py((u,w)) € &4,

0, nos demais casos.

Se a,a/ € &, diremos que « estd relacionada a & por um movimento de rotagdo elementar
se o = P,(«) para algum vértice v. Denotaremos por % o semigrupo gerado por P, para todo
vértice v de & e por KZ a dlgebra de semigrupo associada.

Uma relacao de malha em KZ € um elemento da forma
P(8,8) = Patuny Por — PuonPons B= (00,02, ' = (s(0n), s(v2)) € By (22.1)

Denote por M o ideal bilateral de KZ gerado por todas as relagoes de malha P(B, ') satis-
fazendo as condi¢oes acima.

Figura 2.6: relagao de malha F%Fm =P,

Um caminho de rotacdo de uma raiz positiva o para uma raiz positiva o € um elemento
P, P, € Z tal que P, --- P, (a) = . Em particular, P,,--- P, (a) € ®, para todo
1 S j < k. Denote por %(oz, o) o subespago de KZ gerado por todos os caminhos de rotagdo

de a para o/
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U] —Q3

o

Qv

U1

Figura 2.7: P,,P, P, ¢é caminho de ro- Figura 2.8: P,,P,, nio é caminho de ro-
tacdo de « para o/. tacao de « para o pois P,,(a) ¢ P

Podemos definir uma categoria combinatorial aditiva K-linear C; como se segue. Os objetos
sao combinagoes lineares inteiras de raizes positivas. Pela aditividade, basta definir os morfismos
entre raizes positivas. Assim, dadas o, o/ € @, defina Home,.(a, @) como a imagem de Z(a, o)
no quociente de C# por . .

2.2.2 Grafos e Arvores

Seja T' uma triangulacdao. Podemos definir uma drvore t7 como se segue. Seus vértices sao
os triangulos de T' e as arestas ligam dois vértices se os triangulos associados sao adjacentes.
Observe que os vértices de ¢ tem valéncia 1, 2 ou 3 e cada arvore tem pelo menos um vértice
de valéncia 1. Chamaremos de folha uma aresta de t7 tal que pelo menos um dos vértices tenha
valéncia 1. De T podemos definir ainda um grafo I'y. A cada diagonal de T é associado um
vértice em ['pr e dois vértices sao ligados por uma aresta se as diagonais associadas delimitam
um mesmo triangulo em 7. Uma mutacao de T' sobre uma de suas diagonais, digamos —ay, é
a tlnica triangulacao 7" de & que pode ser obtida mantendo as diagonais —ay;,7 # k, de T' em
T’ e substituindo —qy, pela tnica outra diagonal do quadrilatero triangulado por —ay,.

2.2.3 Quivers

Seja T' uma triangulacao. Definimos o quiver ()7 cujo grafo associado é o grafo I'r definido
anteriormente. Observe que os vértices estao associados as diagonais de T e, portanto, em
bijecao com o conjunto / das raizes negativas de T'. Observe que se ha aresta de 7 para j em
I'r, —a; e —a; delimitam o mesmo triangulo em 7' e portanto tém um vértice em comum.
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Figura 2.9: Arvore t;. Os ntmeros in- Figura 2.10: Grafo I'y
dicam a valéncia do vértice e as arestas a, b
e e sao folhas.

- —a3 —a
—Qy —Qy

—Q9 —Q

—ag

Figura 2.11: Triangulacao 7' e sua mutacao na raiz —as

Assim —q; e —a; sao comparaveis com rela¢ao a < definida em 2.2.1 e a aresta é orientada
i <— j se —a; < —a;. Desta defini¢ao segue que todo tridngulo em Qr é orientado.
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N

7

Figura 2.12: Quiver obtido do grafo Qr

Lema 2.2.7 A mutacao de quivers definida na segiao 2.1 corresponde ao quiver obtido através
da mutagao de triangulacoes descrita acima.

Demonstracao: Dada T triangulacao de & considere Q1 seu quiver. Denote a mutagao de
I na diagonal —ay, por ui(l) e por ui(7T") a triangulacdo associada ao conjunto p (7). Como I
estéd em bijegao com (Qr)o temos que provar que @, ) = fx(Qr). Denote por —a;, a diagonal
de & tal que {—a} = ux(l) \ I. Se existe flecha i — k em Qr entdo —ay < —a;. Nesta
condigdo temos —a; < —ay, e entdo existe flecha & — i em @, (r). Analogamente, & — i em
Qr implica ¢ — k em Q,, (1. Isto significa que invertemos as flechas incidentes em £.

Se existem flechas i — k — j em @Qp entao temos —a; < —ay < —oy em I. Esta config-
uracao nos da —a; < —a; < —a), < —a; em pi(l) e portanto temos flecha i — j em Q, (1)
Se nao ha flecha entre os vértices ¢ e k entao —q; € —ay, nao delimitam o mesmo triangulo em
T e consequentemente em /(7). Logo nao ha flechas entre i e k em Q,, (7). O

Definicao 2.2.8 Dado QQ um quiver, definimos as relacoes triangulares R em KQ da seguinte
maneira: em qualquer tridngulo orientado, a composicio de duas flechas sucessivas € zero.
Sejam Repg (Qr, R), a categoria K-linear abeliana das representagoes do quiver Qr com relagoes
triangulares, e Ind(Qr, R), o conjunto das classes de isomorfismo dos objetos indecomponiveis

de Repg (Qr, R).

Observacao 2.2.9 Observe que essas relacoes sao as mesmas descritas na Definicao 2.1.6.

Lema 2.2.10 O suporte supp « de uma raiz positiva o« € conexo visto como subconjunto do

quiver Qr.
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Demonstracao: Sejam —a;, —a; duas rafzes negativas distintas em supp a. Mostremos
que existe um caminho nao orientado de ¢ para j em Q7 Nsuppa. As diagonais —o; e —q;
cortam o poligono em trés partes. Denote por F;; a parte que contém —c; e —c;. Procederemos
por indugao em m o nimero de raizes negativas em F;;. Se m = 1, entao —a; = —a; e nao ha
nada a provar. Assuma m > 1 e seja A o tnico tridngulo em 7' que contém —q; e esta contido
em P;;. Como « atravessa tanto —a; como —q;, entao o tem que atravessar exatamente um
dos dois lados diferentes de —a; em A. Este lado nao pode ser o bordo do poligono, entdao tem
de ser uma raiz negativa, suponha —aqy. Entao existe uma aresta entre —q; e —ag em Qr e
1, k € supp a. Podemos supor por inducao que existe um caminho nao orientado em supp « de
k para j o que termina a demonstracao. O

2.2.4 O Funtor ©

Definiremos um funtor K-linear © de Cy para Repg (Qr, R). Pela aditividade é suficiente definir
© nas raizes positivas. A imagem de uma raiz positiva a é o modulo (M« f*) = (M7, ff)

definidos por

Mo —

1

{K se i € supp «, a_{idK se M =K = M3,
0 caso contrario K 0 caso contrario.

Isto &, de fato, um objeto em Repg (Qr, R) pois uma raiz positiva o pode atravessar apenas
dois lados de um triangulo em T', o que implica que em cada triAngulo de Q7 ha no maximo
uma flecha ¢ — j tal que f # 0 e portanto as relagoes triangulares da Defini¢ao 2.2.8
sao mantidas. Agora definimos o funtor nos morfismos. Pela aditividade, é suficiente definir
o funtor nos morfismos de uma raiz positiva para outra raiz positiva. Definiremos o funtor
nos movimentos de rotacao elementar e depois verificaremos que as relacbes de malha sao

respeitadas.
Sejam o, o € @ tais que P,(a) = o’. Defina o morfismo O(P,) de (M, f) para (M, f)
sendo @(?v)i = idg sempre que ¢ € supp aNsupp &’ e 0 caso contrario. Verifiquemos agora que

O(P,) ¢ de fato um morfismo em Repg (Qr, R). Para uma dada flecha i — j em Q7, temos
que verificar a comutatividade do seguinte diagrama:

5

My M
@(Pv)zi ) \L@(Pv)j

/ £5 /

My — M}
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/ . / .
Se M = 0 ou M = 0 e ainda se ambos M;* e M* forem 0, o diagrama claramente comuta.
@ o @ o x ~ :
Suponha M # 0 e M # 0. Se M7 # 0 e M # 0 entdao as quatro transformagoes lineares
~ . . ’ . rd /
sao idg e o diagrama comuta. O unico caso restante é se exatamente ou Mf # 0 ou M7 # 0.
/ . L. . . . ,

Suponha que M =0 e M;* # 0, isto é, i,j € suppa, j € suppa’ e i & suppa’. Como P, é um
movimento de rotacao elementar temos que —q; atravessa «, que —q; € o/ tem um vértice em
comum e que —q; atravessa o e o/. Isto implica que —a; < —a; e isto contradiz a orientacao
© — j no quiver 7. O outro caso pode ser excluido de maneira analoga.

Para mostrar que a defini¢ao acima se estende a um funtor, resta apenas verificar que as
relagoes de malha sdo respeitadas. Seja P = Pj,,)P,, um caminho de rotagio de o = (vy, vq)
para o = (s(vy), s(vq)) e considere 5 = P, () = (v1, s(v2)) € ®4. Seja ' = P,,(«) e suponha
inicialmente que §’ € ®,. Temos que verificar a comutatividade do diagrama para todo i:

My 2 g
e(Pvz)il o l®(Pe(v2))'L
Mf, O(Ps(vy))i Mia,

O unico caso nao trivial ¢ quando ¢ € suppa Nsupa’. Neste caso, temos também i €
supp 8 N supp ' pois qualquer diagonal atravessando a e o/ deve atravessar também [ e 3.
Assim, todas as transformacoes lineares sao idg e o diagrama comuta. Suponha agora que 3’ é

uma aresta ou uma raiz negativa, e portanto P,,(a) = 0. Temos que mostrar que a composicao

OFu): 3 15 OPsr)
3

o, . . .
M =3 Mg é zero para todo i. Mas neste caso nenhuma raiz negativa pode
interceptar o e o. Entao supp aNsup o’ é vazio, e entdo a composicao é zero. Assim as relagoes

3 K3

malha sao respeitadas, com as convencoes feitas em sua definigao.

Lema 2.2.11 O espaco vetorial Home,. (o, ) € diferente de zero se, e somente se, eziste
i € suppa Nsuppa’ tal que as posicoes relativos de a, o’ e —a; sao como na Figura 2.13.
Isto €, sejam vy,ve 08 vértices de —cy; e uy,us (respectivamente uy,ub) os vértices de o (re-
spectivamente o). Entao eziste ordenacao de tais vértices no sentido trigonométrico positivo,
digamos, comecando em vy e v; < uy < u) < vy < uy < uh. Neste caso, Home,.(a,a’) € de
dimensao 1.
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Figura 2.13: Posicao relativa.

Demonstragido: Suponha que Home,(a, ') nio é zero. Seja P = P;, ... P;,P; # 0

um caminho de rotagdo de a para o’ e denote por o* = P, ... P, («) para todo k = 1,...,m.

Pelas relacoes de malha, podemos supor que os k primeiros movimentos de rotacao elementar
P , P
tem pivo em 75, 1. Observe que neste caso temos que 77 ¢ um dos vértices de o e 75,1 0 vértice

iy -+, P, tem pivo em 41 e os ultimos (m—Fk) movimentos de rotagao elementar Py s Py,

que estd na intersecao de o’ e o*. Temos dois casos possiveis:

(a) Sem =k, entdo a e o/ tem um vértice em comum, o pivo de P;,. Suponha por simplicidade
que m = 1 e o caso geral é provado de forma analoga. Temos entdo o’ = P;, (). Suponha
por absurdo que nao existe i € suppa Nsuppa’. Como a e o delimitam um triangulo
em & existe j € I tal que —a; tem um vértice em comum com « e cruza ¢ ou tem
um vértice em comum com ¢ e cruza «. Suponhamos, sem perda de generalidade, a
primeira configuracao. Observe que o e —a; dividem o poligono em 2 partes. Denote por
R, a parte que contém —a; e Ry a outra parte. Pela hipotese e por —«; € T' nenhuma
diagonal de T' com vértice em Ry pode cruzar a. Com isto, os elementos de T triangulam
completamente os poligonos R; e R e isso implica que « € T' contradizendo que « é raiz
positiva. Logo, existe i € supp a Nsuppa’ e a situagdo da Figura 2.13 é satisfeita.

(b) Se m > k, denote por Vi (respectivamente V5) o conjunto dos vértices de o, al, ..., aF (re-
spectivamente o**1 ... a™) exceto i; (respectivamente iy, 1). Como P # 0, isto implica
que « e o se interceptam e, pelas relacoes de malha, todas diagonais com um vértice em
Vi e outro em V5 sao positivas. Além disso, os vértices de o e o formam um quadrilatero
no poligono sem que nenhuma diagonal da triangulagao 1" atravesse-o de V; para V5. Pelo

k. Analogamente, existe j € suppa’ Nsuppa®. Se

item (a), existe ¢ € supp a N supp «
—a; ou cruza o ou —ay; cruza «, estd terminado. Caso contrério, existird —oy, € T' com
um vértice vy tal que v} < vy < uy e 0 outro vértice vy é tal que wy < vy < w;. Logo,

temos a situacao da Figura 2.13.

Por outro lado, na condicao do diagrama, é claro que existe um morfismo diferente de zero
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de a para o'. Por fim, a dimensdao de Home, (o, @’) é no méximo um, pois quaisquer dois
caminhos de rotacao diferentes de zero de « para o’ estao na mesma classe. (.

Lema 2.2.12 Sejam « e o raizes positivas, entdo supp a Nsupp o’ € conezo.

Demonstragao: Suponha por reducao ao absurdo que supp a N suppa’ é desconexo.
Escreva S = suppa e S’ = supp ' por simplicidade. Sejam, i,k € S N S" dois vértices que
pertencem a componentes conexas diferentes de SN S’. Como S e S’ sdo conexos, pelo Lema
2.2.10, podemos escolher dois caminhos p : i = 41,49, ...,9, =kem Sep :i=ji,jo,...,Jpy =k
em S’. Seja m o menor inteiro tal que i,,11 # jmi1. Na triangulagao T', cada uma das diagonais
— Qi — G, — 0y, tem um vértice em comum com —c;,,. Como uma raiz positiva pode
atravessar apenas dois lados de um triangulo, temos que —o,,, —;,.., € —q;,,., formam um
triangulo A em 7. Além disso i1 € S\S" € i1 € 5"\ S. Agora, retirando o triangulo A, di-

vidimos o poligono em trés partes: R;,, R, , e R; ., tal que R contém —ay, | = 1y, by, Jims1-
Além disso —a;,,1 > m + 1 pertencem a R; ., e —aj,,l > m + 1 pertencem a R; . Mas isto
contradiz o fato de —Qy, = —0 = —q;,, € portanto SNS é conexo. O

Lema 2.2.13 Sejam «, ' raizes positivas de T, S = suppa e S’ =supp /. O espaco vetorial
Hompgep, (@r,r) (M*, f*), (M, fo) ¢ diferente de zero se, e somente se, as sequintes condigoes
sao verificadas:

(i) SNS" #0;
(i1) nao existe flecha de S\ S’ para SN S" em Qr;
(i1i) nao existe flecha de S NS’ para S\ S em Qr;

Neste caso, Homgep, (qr,r) ((M®, %), (M, fo)) € de dimensdio um.

Demonstragdo:  Seja P € Homgep, (@pr) (M%, f), (M, f*)), P # 0. Segue que a
condigao (i) é satisfeita. Suponha que a condigao (ii) ndo seja verdadeira. Entao existe flecha
i— jem Qrcomie€ S\S jeSNY tal que o seguinte diagrama comuta

o idg o
M; M}




Assim P, e Pj sao ambos zero. Agora, tome k qualquer vértice em S N.S’. Mostremos que
P, = 0. Pelo Lema 2.2.12 existe um caminho nao orientado k = kg — k1 — - — k,, =1 em Qr
tal que cada k; € SN .S’. Procederemos por inducdo em m. Quando m = 0 esté feito acima.
Supondo m > 0, por indugao Py, é zero e a comutatividade do diagrama

N idg N
M Mg,
Pk;l J{O
o ldK o
Mg Mk1

implica que P, é zero para ambas as possibilidades de orientacao de k — k; em Q7. A condicao
(7ii) é demonstrada de maneira anéloga.

Para provar a reciproca, tome «,a’ satisfazendo as trés condicoes. Defina
P € Hompey, (1) (M, %), (M®', ")) por

B:{idK’ seie SNS

0, caso contrario.

Assim, (i) implica que P # 0. Resta apenas mostrar que P é um morfismo de modulos de
quiver, ou seja, que o diagrama

I

g

P; i lp (i

Mo/ f% Mo/
i J

comuta para toda i — j em Q7. Mas isto é verdade pelas condigoes (ii) e (ii1).

Por fim, a dimensao de Homgep, (0,,r) (M, f), (M®", f*)) é no maximo um, pois cada es-
paco vetorial M7, Mia/ ¢ de dimensao zero ou um, e pela conexidade da intersecao dos suportes.
1

Lema 2.2.14 As condicoes do Lema 2.2.11 e do Lema 2.2.13 sao equivalentes.

Demonstrag¢ao: Suponha «, o’ como no Lema 2.2.11. Entao ¢ € SN.S" o que implica (7).
Suponha que existe flecha j — k em Qr tal que j € S\ S" e k € SN S’. Entao —ay atravessa
tanto o quanto o enquanto —c; atravessa apenas a. Como j — k, sabemos que —a; e —ay
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sao dois lados de um triangulo em T' e que —ay, < —a;. Isto é impossivel pela maneira como
—q; intercepta « e . Assim, a condigao (i7) é satisfeita, e podemos mostrar (¢ii) de maneira
analoga.

Por outro lado, suponha que a, o’ satisfazem as condigoes (7), (i) e (4ii) do Lema 2.2.13.
Por (i), existe —q; € SN S". Sejam vy, vy 0s vértices de —a;. Considere as duas partes do
poligono R; e R, delimitadas por —q;. Cada uma delas contém exatamente um vértice de
a e um vértice de /. Considere as raizes positivas «, o’ como caminhos de R, para R;. A
sequéncia de raizes negativas dada pela intersecio sucessiva do caminho « (respectivamente
o) com elementos de 7" mantém uma ordenac¢ao de supp « (respectivamente supp a’). Seja
S = {—o = —a;,, —,,...,—0q;,} (respectivamente S| = {—a; = —ay,, —,,...,—; }) 0
conjunto de raizes negativas em R; atravessando « (respectivamente o) nesta ordem. Seja m
o maior inteiro tal que —c;,, = —a;, . Temos quatro casos possiveis:

(1) m = p = ¢, entdo na fronteira de R;, indo dos vértices de —a; no sentido positivo,
encontramos « e ¢ a0 mesmo tempo.

(it) m = p < ¢, entdo —q,,,, € —q;, delimitam o mesmo triangulo em 7. A aresta corres-
pondente em Qp é orientada j,,+1 — Jjm, por (iii). Isto implica que indo dos vértices de
—a; no sentido positivo na fronteira de R;, encontramos primeiro « e depois /.

(iti) m = q < p, entdo —qy,,, € —q;,, delimitam o mesmo triangulo em 7. A aresta corres-
pondente em Qr é orientada i,,.1 <— 4, por (i7). Isto implica novamente que indo dos
vértices de —a; no sentido positivo pela fronteira de R;, encontramos primeiro « e depois

o

(iv) m <p em < ¢, entdo —cy,,,, —, € —q;j ., sao trés diferentes diagonais que delimi-

m
tam o mesmo tridangulo em 7. Os vértices correspondentes em ()7 sao orientados por
im41 <— Um poOr (1) € jme1 —> Jm por (ii7). Isto implica mais uma vez que indo dos
vértices de —q; no sentido positivo pela fronteira de R;, encontramos primeiro a depois

o

Por simetria, obtemos os mesmos resultados na outra parte R,. Isto implica que a posicao
relativa de o, o’ e —; é exatamente a descrita no Lema 2.2.11. (.

Proposicao 2.2.15 O funtor © é pleno e fiel.
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Demonstracao: Como O é funtor K-linear, é suficiente analisar nos objetos simples o, o’. Se
Hompep, (@rr) (M®, %), (M, f*)) # {0}, entdo as condigdes (i) — (iii) do Lema 2.2.13 sdo
satisfeitas e, pelos Lemas 2.2.4 e 2.2.11, Hom¢(o, ') # {0}. Logo, existem P # 0, caminho
de rotagao de o para o/, e i € suppa Nsuppca’. Pela definicdo de O, temos O(P); = idx
o que implica O(P) # 0. Como sabemos que a dimensao de cada espago de morfismo é no
méaximo 1 segue que © é pleno. Para provar que © é fiel é suficiente mostrar que a imagem de
um morfismo nao nulo entre raizes positivas é um morfismo nao nulo. Tome P € Hom(«, o)
um morfismo. Entao P ¢ dado por uma sequéncia de movimentos elementares de rotacao

a=a = .- = o™ = o. Esta sequéncia sendo um morfismo nao nulo implica que existe
uma raiz negativa —q; atravessando todo ay, k = 1,...,m, pelo Lema 2.2.11. Por definicao,
O(P); = idk, portanto ndo nulo. O

Teorema 2.2.16 [5, Theorem 2.9] O funtor © nos dd uma equivaléncia de categorias de Cr
para Repg (Qr, R).

Pela proposicao anterior, resta apenas mostrar que © é essencialmente sobrejetivo. Essa demon-
stracdo serd omitida pois faz uso da teoria de Auslander-Reiten, o que foge do alcance deste
texto. Os corolarios a seguir seguem trivialmente do teorema.

Corolario 2.2.17 A categoria Cr € abeliana.

Corolario 2.2.18 Exziste inica bijecao ¢ entre Ind(Qr, R) e as diagonais do poligono que nao
estao em T. Além disso, para [V] em Ind(Qr, R) e qualquer vértice i € Qr, a multiplicidade
dos mddulos simples S; no mddulo V' € 1 se ¢(V') atravessa a i-ésima diagonal de T e 0 caso
contrdrio. Em particular, para duas classes de isomorfismo [V], [V'] em Ind(Qr, R), temos
[V] = [V'] se, e somente se, V; 2 V! para todo i.

2.3 Denominadores dos Polindmios de Laurent

Os ultimos requisitos necessarios para demonstrarmos o Teorema 2.1.7 se concentram em cal-
cular os expoentes dos denominadores dos polindmios de Laurent. Para simplificar, usaremos a
notacdo da matriz de troca utilizada em [14], denotando by;(u) por bg,,(u) para todo 7,5 € I.
Para esta secao lembre as involucoes 7. do conjunto ®-_; como na Definicao A.2. Entao temos
as seguintes propriedades:
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Proposigao 2.3.1 (i) [16, §5.1] Eziste uma dnica fungio (|| ) : >4 X >y — Zx tal
que
a) (—ail|B) = max(0, 8 : a]);
b) (r(a)l|lm£(5)) = (al[B).
c) (a||B) =0 sea e sio compativeis e 1 caso contrdrio.

Além disso (|| ) € simétrica para sistemas de raizes do tipo ADE.

(i7) [16, Proposition 3.5] O conjunto 7=(u) = {z[t+(5;)] : ¢ € I} € o conjunto das varidveis
de cluster de algum cluster de A, isto é, existe uma ordenacdo das varidveis que o torna
cluster.

Nao faremos a demonstracao desta proposicao por ser muito extensa e pela exigéncia de
defini¢oes que nao serdo utilizadas durante o texto. Usaremos a mesma notagdo, 74(u), para
fazer referéncia ao cluster e ndo ao conjunto. Desta maneira, existe matriz B(7(u)) tal que
7(X) := (7(u), B(r(u))) é uma semente de A para 7 € {r,,7_}.

Lema 2.3.2 [1/, Lemma 4.8] Para T € {1,,7_} temos
br(gyr(s) (T(0) = —bg,p; (w).

Também omitiremos a demonstracao deste lema pelos motivos acima citados. Pelo fenémeno
de Laurent, para todo o € ®>_;, podemos escrever

zla] = —Ra’u
o [@,8:,C]
|| I u;
onde R,y ¢ um polindmio nas varidveis ui,...,u, tal que nenhum dos w; divide R, ., e
[, Bi, C] € Z. Em particular,
1
z[B;] = —-
[

)

Lema 2.3.3 [5, Lema 3.2] Para cada par de raizes quase positivas o, B; e qualquer par de
clusters u,u’ tal que u; € uNu', temos

[Oz, Biv l.l] = [Oé, ﬁi» 11/].

36



Omitiremos a demonstracao deste lema por envolver a teoria de esferas simpliciais. Como
consequéncia deste lema, o inteiro [, §;, u] serd denotado simplesmente por [a, 3;].

Lema 2.3.4 Sejam o, € O>_;. Entao

[Oé, ﬂ] = [TiOé, Tiﬁ]'

Demonstracao: Considere a sequéncia de sementes adjacentes
20H21<—>"'H2N7

com z[a] € ug e z[f] € uy, onde ¥; = (u;, B(w;)) para todo i =0,..., N. Como a mutacao de
cada semente depende apenas das suas matrizes entao, pela Proposicao 2.3.1 (ii), temos uma
nova cadeia de sementes adjacentes

T(Xg) ¢ 7(X1) <> -+ < 7(2N)
onde 7(a) € 7(X0), 7(B) € T(En) €
bT(’y,)vT('Y”)(T(ui)) = —by (W),

para todas raizes 7/, y” tal que z[y'], z[y"] € u; para cada ¢ = 0,..., N. Este sinal de menos
nao altera as relagoes de troca e portanto a expressao da variavel de cluster z[a] nas variaveis
do cluster uy é a mesma que a expressao da variavel z[7(«)] nas variaveis dos cluster 7(uy). [J

Lema 2.3.5 Sejam —o; € —Il e € ®>_;. Entao

[, —a;] = [a : oyl

Demonstracao: O valor [a, —«;] segue imediatamente da bije¢ao do Teorema 1.2.6 descrita

por
Ra,x

[T

zla] =

Observe que no caso em que « # o, temos [a : ;] = (—wy||a) e, portanto,

o, —ai] = (af] — ).

37



Proposicao 2.3.6 Sejam o, € ®=_; tal que o # 5. Entao

[ov, ] = (e|B).

Demonstracao: Defina uma fungao b: ®>_y x &>_; — Z>( por

by = { 0 07

Esta fun¢ao estd bem definida pelo Lema 2.3.3. Além disso

a) b(—ay, B) =16, —ai] = (Bl| — au) = (—]|8) = max(0, B : a;]) (pelo Lema 2.3.5);

b) b(r(a), 7(8)) = [12(58), ()] = [B, a] = b(av, B) (pelo Lema 2.3.4);

Pela proposicao 2.3.1 (i), a funcdo (|| ) : @51 x ®5_; —> Z>( ¢ a tnica fungao satisfazendo
as propriedades acima. Logo b(a, f) = («||f) e, no caso ADE, se o # [ temos

[, 8] = b(B, @) = (Blla) = (allB).

Sejam & poligono regular de n + 3 lados e Iy = {—ay,...,—a,} o conjunto de diagonais
que formam uma triangulacao cobra de &. Identifique ®>_; com ® 4 como no Exemplo 2.2.2
e, entdo, pela Proposi¢ao 2.2.4, o conjunto I, := {f1, ..., 8.} da origem a uma triangulacao T,
de Z. Lembre que (u, B) é uma semente de A. Entdo temos o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.7 [14, Proposition 12.5] Os quivers Qp e Qr, sao iguais.

Omitiremos a demonstracao desta proposicao por ser muito extensa e pela exigéncia de defini¢oes
que nao serao utilizadas durante o texto. Juntamente com a Observagao 2.2.9, segue que
(@p, Rp) = (Qr,, Rr,). Agora ja temos todos os resultados necessarios para demonstrar o
Teorema 2.1.7.

Demonstragdo: Na se¢ao 2.2, mostramos a bijecdo [M?®] — « entre Ind(Qp, Rp) ¢
® 4\ I,. Logo, temos

Ind(QB,RB) i) @y\]u = (132_1\{517...,6n} i) X\u
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Defina a bijecdo K = x o ¢. Entao k([S;]) = z[f], onde § é a unica diagonal em 4 \ I, que
atravessa [3; e nao atravessa nenhuma outra diagonal em I, \ {5;}. Se [V] € Ind(@p, Rp), entao
[V] = [M*?] para algum « € 4 \ I, donde ¢([V]) = a e, portanto, pelo Lema 2.3.3, temos

Ra,x
1, uleAl

Resta mostrar que [«, 5;] = dim(V;) para todo ¢ = 1,...,n. Note que o # (; pois a & I,
donde, usando a Proposigao 2.3.6 temos [a, ;] = («||5;) e pela Proposi¢ao 2.3.1 (i)(c) isto é

ry = zla] =

igual a 1 se as diagonais « e (; se cruzam e 0 caso contrario. Logo

0 caso contrario

(o, 31 :{ 1 sei€suppa }:dim(Vi).
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Capitulo 3

Grupos Quanticos e Representacoes de
Dimensao Finita

Para este capitulo considere K corpo algebricamente fechado de caracteristica zero e
I ={1,...,n}. Fixe uma matriz de Cartan generalizada C' = (¢;;); je; simétrica. Considere a
lgebra de Kac-Moody g = g(C) e b, n* as subalgebras de g como na se¢io A.3. As principais
referéncias para as se¢oes 3.1 a 3.4 sao [10, 27, 36]. Para as demais, daremos as referéncias na
propria secao.

3.1 Algebra Universal Envelopante Quantizada

Considere ¢ € K ndo raiz da unidade e, dado p € ¢%, defina

p"—p "
p—p '’

[m], =

m] [m],!

= bl = U 20 |7 = o

p

para m,r € Z, r > 0. Observe que, como ¢° # 1 para todo s € Z, tais nimeros estao sempre
bem definidos e sao sempre diferentes de 0.

Definigao 3.1.1 (Drinfeld-Jimbo) A &lgebra universal envelopante quantizada, ou grupo
+

72

qudntico, U,(g) sobre K é a K-dlgebra associativa (com identidade) dada por geradores x
kiﬂ, 1 € 1, e relagoes:

(i) kik;' =1 para todo i € I;
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(i1) kik; = kjk; para todos i,j € I;
(i17) kixj[k[l = qicif':cji para todos i,j € I;

(1v) [a:;“,xj_] = 5ij% para todos i,j € I;

m % J 7

1=cij .
(v) Z<—1>m[1 C”] () et (vf)™ = 0 para todos i,j € 1, i # j.

m=0 q
As relagoes (v) sao chamadas de g-relacoes de Serre. Se C' é matriz de Cartan generalizada de
um grafo do tipo euclidiano (veja Segcao A.4), entao U,(g) é chamada de &lgebra afim quanti-
zada.

Sejam U,(n*) as subélgebras de U,(g) geradas por {z7 :i € I}, respectivamente, e U,(h) a
subalgebra gerada por {kf! : i € I}.

Observacao 3.1.2 Os grupos qudnticos sao também dlgebras de Hopf e, portanto, faz sentido
falar de produto tensorial de suas representacoes. Omitiremos a formula da comultiplicacao
uma vez que nao serd explicitamente usada.

Proposicao 3.1.3 A multiplicagao induz isomorfismo de espacos vetoriais:
Uy(n™) @k Uy(h) @k Uy(n™) — Uy(g)-

Seja J C I. Considere a subalgebra U,(g,) gerada por azji

J ={j}, a algebra U,(g,) := U,(g,) ¢ isomorfa a U,(sls).

, k:]j-ﬂ, para todo j € J. Se

3.2 Realizacao de Beck-Drinfeld das algebras afins quanti-
zadas

Definig¢ao 3.2.1 Suponha que C seja matriz de Cartan e seja 0 = ) ., ci; a tnica raiz
mazimal de g. Defina C = (Cij); jcp, onde I =1U{0} por:

(i) ¢ij = cij para todos i,j € I;
(ZZ) 600 = 2,’
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(i13) o = — Y cjci; para todo i € I;
jel

(iv) ¢oi = — ). ¢jcii para todo i € I.
jel

A matriz C é chamada de matriz de Cartan estendida. E fdcil verificar que C' ¢ a matriz de
Cartan generalizada associada ao grafo euclidiano X,, se C € de tipo X,,.

No restante do capitulo C ser4 uma matriz de Cartan, C' como acima, I = IL{0}, g = g(C)
e g = g(C). Denotaremos por P e ) os reticulados de pesos e de raizes e seus subconjuntos
P* e Q" como na secdo A.3. Considere 6 a tinica raiz maximal de g e escreva § = ., 6,
Definicao 3.2.2 A algebra de lagos quantizada U,(8) € o quociente de U,(g) pelo ideal bilateral
gerado por koke — 1, onde kg := Hzel e
Teorema 3.2.3 A dlgebra universal envelopante quantizada U,(g) € isomorfa a K-dlgebra as-

sociativa A,(g) dada por geradores il k:jE Ry, 2 el riseZ, r#0, e relacies:

1,87

(i) ¢*'/? sio centrais;
(i1) ct/2c7 1?2 =1 = kik;' para todo i € I;
(i13) kik; = kjk; para todosi,j € I;
(iv) kihj, = hj k; para todosi € I er € Z\ {0};
(V) iy, his] = 0p —s reigly ¢ = — para todos i, j € I er,s € Z\{0}, onde c*" := (c +1/2y2r
r o 4q4—9q
(vi) kix; = qi%’xfr para todos 1,7 € [ er € Z;
(vit) [hig, x7,) = £ [regle e, (P2 para todos i,j € I, r,s € Z e r #0;
(viid) @7, 7, — V@), = ¢FUra, — x5, para todos i j €1 er,s € L
) C'r‘gs w:}_ﬁ_s . Zﬂ7:r—i-sc‘s;'r

(iz) [, 25 ] = : para todos i,j € I er,s € Z, onde c2 := (c™1/2)!
’ 7 q9—q
%iz serao definidos abaizo;

1—c;;

Cij| &+ + + o+ + _ -
(x) Z Z { 1 Tigty * Titgomy TiosTitomsn) ** Tisraery) = 0 para todosi,j €

O’ESI c - q
I, 27&] 6’/’1,7”2,...,7‘1_6”.,862.
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Aqui 1/1“, r € 7, sao definidos pela sequinte igualdade de séries de poténcias em u:

l
Zw?,:irur = kz:tl exp < q— q th +sU ) = klil Z% (i(q - q_l) Zh@isu‘s) .

r>0 s>0 >0 s>0

Em particular, ¥ =0 e, =0 ser > 0. Os primeiros casos sio:

%ito = kiiv i, j:l = iki(q —q l)hi,:l:lu Q/Jiﬂ,tiz = ikii((q - q_l)hi,ﬁ + (q - 9_1)21%2,11)‘

Corolario 3.2.4 U,(g) = (CIiLZI(E)l)'

De agora em diante identificaremos U,(g) com este quociente de A,(g).

Sejam U, (n*) as subalgebras de U,(g) geradas por {wjtr 1 € I,r € Z}, respectivamente, e
UQ(H) a subdlgebra de U,(g) gerada por {ki' h;, i € I,s € Z\ {0}}. Se J C I defina ainda
U,(g) a subalgebra de U,(g) gerada por {xjr, kjy;j€J, reZ}. Quando J = {i} denotaremos
U,(gs) por U,(g;). Neste caso U,(g;) = U,(sls).

Proposicao 3.2.5 (i) A multiplica¢ao induz isomorfismo de espagos vetoriais:
Uy(17) @ Uy(h) @ Uy(57) — Uy(9).

(ii) A subdlgebra de U,(§) gerada por x; := a7y, ki, i € I, é isomorfa a Uy(g).

(iii) Dado a € K*, existe unico automorfismo 1, de U,(g) dado por:
1 1 .
L a’"xjtr, his v a’his, ki —k;, ctictz, Viel,r>0,s>1.

Existe também um unico automorfismo involutivo o dado por:

1 1 .
g al_, higver —his, kT kT R ctr Viel,r>0,s> 1

Defina elementos A;, € U, (E), 1 € I, r € Z, pela igualdade de séries de poténcias em u:

hi ts s 1 hi7i5 s l
ZAZ',:I:TUT = exp <—Z [S’]q U ) = Zﬁ (—Z [S]q u ) .

r>0 s>1 >0 s>1

Por exemplo,

. _hi,:l:Q n (hi,:l:l)2
2,

44



3.3 Representacoes de Dimensao Finita

3.3.1 U,(g)-m6dulos de Peso

Definicdo 3.3.1 Um U,(g)-mddulo V ¢é chamado de modulo integravel se z-, i € I, age
localmente nilpotentemente, ou seja, para cadai € I ev € V existe m € Z>g tal que (z)™v = 0
e (x;)"v =0,

Proposigao 3.3.2 Seja V' um U,(g)-mddulo integrdvel. Entao, para cada i € I, k; age de
maneira semissimples em V', isto €, V possui uma base de autovetores para a transformacao
linear k; -V =V, v k. Além disso, Uy(g;)v tem dimensao finita para todosv € V ei € I.

Definicao 3.3.3 Seja V um U,(g)-mddulo. Para cada p € P, defina o espago de peso de V' de

peso i por
V,:={veV:kv=q¢""v para todoi c I}.

Se V, # {0}, entao p € chamado de peso de V.

Observagao 3.3.4 Se V ¢ um U,(g)-mddulo, entdo a relagao k‘ixfki_l = qicijx;t implica

25V, C Vysa, para todos i € I e p € P. Além disso, se p # ', entio V, NV, = {0} e
@D V, € um Uy(g)-submodulo de V.

neP

Definigao 3.3.5 Um U,(g)-mddulo V é chamado de médulo de peso se V = P V,,.
nepP

Observacao 3.3.6 O que foi definido aqui como modulo de peso € usualmente chamado de
modulo de peso de tipo 1. Nao vamos dizer aqui o que significa tipo 1, mas mencionamos que
todo U,(g)-mddulo de dimensdo finita € obtido de um mddulo de peso de tipo 1 tensorizando-se
por um mddulo unidimensional. Para maiores detalhes veja, por exemplo, [10, 36].

Definicao 3.3.7 A categoria O, € a subcategoria plena de mod-U,(g) que consiste dos objetos
V' satisfazendo:

(1) V' € um mddulo de peso com todos o0s seus espacos de pesos de dimensdo finita.

(it) Ezistem m € Zso € A\1,..., A\, € P, dependendo de V', tais que V,, # {0} somente se
< \; para algum j =1,... ,m.
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A categoria C’)iq“t ¢ a subcategoria plena de O, formada pelos modulos integrdves.

As categorias O, and O}Im sao fechadas sobre submoédulos, somas diretas finitas, quocientes
e produtos tensoriais. Observe que, se V' é um U,(g)-modulo de peso de dimensao finita, entao
Veor.

Definigao 3.3.8 Seja V' um U,(g)-mddulo. Um vetor nao nulo v € V,, é chamado de vetor de
+

peso de peso p. Um vetor de peso v é chamado de vetor de peso maximo se x; v = 0 para todo
1€ 1. O moduloV é chamado de modulo de peso maximo se V' € gerado por um vetor de peso

mdximo v.

Proposicao 3.3.9 (i) Dois mddulos de peso mdzimo podem ser isomorfos somente se eles
tém o mesmo peso mdzimo.

(17) Todo mddulo de peso mdximo tem um tnico submddulo préprio mazimal e, consequente-
mente, um unico quociente irredutivel.

(i13) Se V' é um mddulo de peso mdzimo, entao V € O,.

(1v) Dois mddulos de peso mdzimo irredutiveis sao isomorfos se, e somente se, eles tém o
mesmo peso mdaxrimo.

Definicao 3.3.10 Dado A\ € P define-se o modulo de Verma M, (\) de peso maximo A\ como
sendo o quociente de U,(g) pelo ideal & esquerda gerado por {z; k; — Q) ie I,

Observe que, se v é a imagem de 1 em M, (), entdo v é um vetor de peso maximo de peso A
e M,(\) = U,(g)v ¢ um moédulo de peso méximo A. Além disso, qualquer outro U,(g)-mo6dulo
de peso méximo A é isomorfo a um quociente de M,()). Por este motivo, M,(\) também ¢é
conhecido como mddulo uniwersal de peso mdximo \.

Denota-se por V,(\) o tnico (a menos de isomorfismo) U,(g)-modulo irredutivel de peso
maximo A, que é o mesmo que o unico quociente irredutivel do moédulo de Verma M, (\).

Teorema 3.3.11 V,(\) € integrdvel se, e somente se, \ € PT. Neste caso, V,(\) é o quociente
de U,(g) pelo ideal & esquerda gerado por
ot ()M ke — A para todo i€ I

(2 K3

Além disso, V,(\) tem dimensao finita.
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Proposigao 3.3.12 Se V' ¢ um U,(g)-mddulo irredutivel em O, entido V =V, (X\), para algum
AeP.

Teorema 3.3.13 Todo U,(g)-mddulo em O;“t ¢ de dimensao finita e completamente redutivel.
Além disso, dimV,, = dim'V,,,, para todos p € P e w € W.

A

Seja Z[P] o anel de grupo de P. Denote por e* a imagem de A em Z[P]. Observe que

eret = e M,

Definicao 3.3.14 Seja V' é uma representagio de dimensao finita de Uy(g). O caracter de V'
é o sequinte elemento de Z[P]:
ch(V) =) dim(V,)e".

nepP

3.3.2 O Reticulado de /-pesos

Definigao 3.3.15 O reticulado de (-pesos associado a U,(g) € definido por
P={p=(p;u))er: p;(u) € K(u) e p;(0) =1 para todo i € I}.

Aqui, K(u) denota o anel de fungoes racionais em u sobre K. Os elementos de P sio chamados
de (-pesos. Define-se o conjunto dos (-pesos dominantes P* como sendo o subconjunto de P
dado por

P ={peP:u(u) € Klu] para todo i € I}.

Ou seja, PT é formado por n-uplas de polinomios de Klu] com termos constantes iguais a 1.
Os elementos em PT sao chamados de (-pesos dominantes.

O conjunto P é um grupo abeliano com a operagao definida pela multiplicacao usual de
K(u) coordenada a coordenada. Desta forma, P* é entdo submonoéide de P. Dados i € I e
a € K*, denote por w;, o elemento de Pt dado por

(wi7a)j(u) =1- 61']'CZU.

Os elementos w; , sao chamados de ¢-pesos fundamentais.

Como K ¢é algebricamente fechado, todo elemento em P pode ser escrito como um produto
de f-pesos fundamentais e seus inversos. Dai, existe um tnico epimorfismo de grupos (funcao
peso) wt : P — P tal que wt(w;,) = w; para todos i € [ e a € K*.

47



Considere os elementos wy 4, A € P, a € F*, definidos por

Wy g 1= H(ww)’\(hi) :

iel

Dados A € P com \;(u) = [[;(1 — aiju), onde a;; pertence a K, considere A~ € Pt
definido por A (u) = [;(1 — a;ju). Também usa-se a notagao A = X. Dois elementos A
e p de P sdo relativamente primos se Ai(u) e p;(u) sdo relativamente primos em Klu] para
todos i, 7 € I. Observe que cada v € P pode ser escrito de maneira tinica como v = Ap~! com
A, € PT relativamente primos.

Os elementos w;,} podem ser naturalmente considerados como uma n-upla de séries de

poténcias formais em u com termos constantes iguais a 1 (escrevendo —— = > (au)").
M 0

Proposicio 3.3.16 Dadov € P, ondev = A~ com X\, u € PT relativamente primos, existe

um unico homomorfismo de K-dlgebras ¥, : U,(h) — K tal que

U, (ki) = g, W, (A = X
Z (1)i(u)

onde a divisao € a de séries de poténcias formais em u. Além disso, a funcao W : P — (Uq(fi))*
dada por v — W, € injelora.

Vamos identificar P com sua imagem em (U,(h))* por W.

Dados i € I, a € K* e r € Z>¢, considere

r—1
Wiar = | | Wi qqr—1-27-
j=0

Defina também os polinémios

far(u) = H(l —aq" ' ).

J=0

Proposicao 3.3.17 Seja f(u) € Klu] um polinomio tal que f(0) = 1. Entéo, existem dnicos
m € Zsqg, Q1,...,0m €KX ery, ...,y € Z>1 tais que

i a
flu) = H Jap.re (W) com a_l~ 4 ¢ parg 0 < p < min{ry, vy}
k=1 1
Esta decomposicao € chamada de g-fatoracao de f(u).
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Em particular, dado X € PT, existem tinicos m; € Z>0, air € K* e r;, € Z>; tais que

mg
A = | | | |wi7ai,k77‘i,k‘

i€l k=1
com
mg
w -
Yij 4 i) Zri’k = wt(X)(h;)
Qi
b} k:1

para todos i € I, j # 1 e 0 <p < min{r;;,r;;}. Analogamente, esta decomposi¢do é chamada
de g-fatoracao de A.

Definicao 3.3.18 Dados i € I e a € K*, define-se a (-raiz simples o, por

—1
Qg = Wiaq2 (| | wj,aq,—cji> .

JFi

O subgrupo de P gerados pelas (-raizes simples é chamado de reticulado de (-raizes de U,(g)
e serd denotado por Q,. Considere Q;r o submondide de Q, gerado pelas (-raizes simples e
(Q;“)_1 o submondide gerado pelo inverso das (-raizes simples. Observe que wt(o; ) = o, para
todosi e I ea e K*.

Define-se uma ordem parcial em P por p < X se, e somente se, Ap~! € Q(‘;. Se JC1le
A € P, seja Ay a J-upla de funcoes racionais associada. Observe que A; pode ser considerado
como um elemento do reticulado de ¢-pesos de U,(g,).

3.3.3 U,(g)-moédulos de (-peso

Proposicao 3.3.19 Seja V um U,(g)-mddulo de dimensdo finita. Entdo os elementos c¢t/?
agem de maneira semissimples em V' com autovalores 1 ou —1.

Observacao 3.3.20 Segue da Proposicio 3.3.19 que toda representacdo de dimensao finita de
U,(g) ¢ uma representagao de U,(g). Aquelas onde c'? age como —1 podem ser obtidas da que
age como 1 por tensorizacao com uma representacao unidimensional. Assim, sé consideraremos
aquelas onde agem como 1, o que € equivalente a estudar representacoes da dlgebra quociente
pelo ideal gerado por ¢'/? — 1.
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Definigao 3.3.21 Seja V' um U,(g)-mddulo. Para cada p € P, considere
Ve ={veV: para cada n € Uq(E) eviste k € Zso com (n—W¥,(n))"v = 0}.

Um vetor nao nulo v € V' é um vetor de f-peso se v € V), para algum p € P. Neste caso, p é
o (-peso de v.

Definigao 3.3.22 Um U,(g)-mddulo V é chamado de modulo de ¢-peso se

V=V,

HneP

Definicao 3.3.23 Seja V' um U,(g)-mddulo. Um vetor v de l-peso X é chamado de vetor de

{-peso maximo se nu = Wx(n)v para todo 1 € Uy(h) e x.v =0 para todos i € I er € Z. 'V é
chamado de modulo de (-peso maximo se V' € gerado por um vetor de £-peso mdzimo.

Proposicao 3.3.24 Seja V' um U,(g)-mddulo de dimensao finita gerado por um vetor v satis-
fazendo
=0, kv=qg My, Niyv = Niyv, paratodos 1 €1 e r € Z,

1,7

onde A € PT e \;, € K. Entao \;, =0 ser > A(h;) e A € PT dado por

A(hs)
Ai(u) =1+ Z Aipu”
r=1

é unico tal que nu = Wx(n)v para todo n € Uy(h). Ou seja, v é um vetor de £-peso mdximo de
l-peso X e wt(A) = A.

O elemento A da proposicao acima é chamado de polindmio de Drinfeld associado a v.

Se V' é um U,(g)-modulo de ¢-peso de dimensao finita, entdo V' é um U,(g)-modulo de
dimensao finita (por restrigao da acao de U,(g) para U,(g)). Além disso, V é um modulo de

V.= P Vi

pepPt
wt(p)=p

peso pois

Observe também que xfTVM C Vitq, para todo ¢ € I, » € Z. Em particular, se V' é um
U,(g)-modulo de f-peso maximo A, entdo,

dim(Vieeny) = 1 e Vi, # 0= p < wt(A).
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Proposicao 3.3.25 (i) Todo U,(g)-mddulo de {-peso mdzimo possui um unico U,(g)-submddulo
proprio maximal e, consequentemente, um unico quociente irredutivel. Em particular, todo
U,(g)-mddulo de (-peso mdzimo é indecomponivel.

(it) Dois U,(g)-modulos de (-peso mdzimo irreduliveis sao isomorfos se, e somente se, eles
tém o mesmo £-peso mdzrimo.

Defini¢do 3.3.26 Sejam A € PT e A = wt(A). O modulo de Weyl W,(A) de ¢-peso méximo
A € 0 U,(g)-mddulo dado pelo quociente de U,(g) pelo ideal ¢ esquerda gerado por

xf (:E;T)A(hi)ﬂ, n—Wx(n), paratodos icl, reZ e neU,h).

7,7

Denote por V,(A) o tnico quociente irredutivel de W ().

Por definigao, o médulo de Weyl W, () é um médulo de ¢-peso maximo, com ¢-peso maximo
A

Teorema 3.3.27 Para cada X € P, o mddulo de Weyl W,(X) tem dimensao finita. Além
disso, todo U,(g)-mddulo de (-peso mdzimo X de dimensao finita é isomorfo a um quociente do
mdodulo de Weyl W ().

Corolario 3.3.28 Todo U,(g)-mddulo de (-peso irredutivel de dimensdo finita é isomorfo a
V() para algum X € P*.

Teorema 3.3.29 /25, Theorem 1.1] Sejam Vi, ..., V,, U,(g)-mddulos irredutiveis de dimensdo
finita. O produto tensorial Vi ®--- @V, € irredutivel se, e somente se, V; @V, é irredutivel para
todo 1 < j.

3.4 Afinizacoes Minimais

Apresentaremos aqui a nogao de afinizagdo minimal de um U, (g)-mo6dulo irredutivel introduzida

em [7].

Definigao 3.4.1 Dado A € P*, um U,(g)-mddulo V de dimensao finita é wma afinizacao de
V4(A) se, como um U,(g)-mddulo,

V=V,0 0 @i,

pn<A
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para alguns m, (V) € Zso. Duas afinizagoes de V,(\) sao equivalentes se sdo isomorfas como
U,(g)-mdodulos.

Exemplo 3.4.2 Sejam X € P}, A =wt(X) e V um quociente nao trivial de Wy(X). Como V
é gerado por um vetor v de (-peso mdzrimo (em particular v € vetor de peso mdzimo), tem-se

V =U,(g)v=U,(n" ).

Além disso, v € V) e dimVy = 1. Como x;,V, CV, ,,, seque que

V=) @ Q.

H<A
como Uy(g)-mddulo. Logo V' € uma afinizacao de Vg ().
A ordem parcial em PT induz uma ordem parcial no conjunto das (classes de equivaléncias

das) afinizacoes de V, () da seguinte maneira: se V e W sao afinizacoes de V,(\), entao V- < W
se uma das seguintes condicoes forem satisfeitas:

(i) m,(V) <m,(W) para todo u € PT;

(1) para todo p € Pt tal que m, (V') > m, (W), existe p < v < A tal que m, (V) < m,(W).

Um elemento minimal com relacao a essa ordem parcial é chamado de afinizacao minimal de
Va(A).

Teorema 3.4.3 Sejam XA € PT, A = wt(A) e V = V,(X). Suponha que g € do tipo A. Entao
V' € uma afinizacao minimal de V,(X\) se, e somente se, existem a € K* e e € {1,—1} tais que

n
Ait1 ; .
A=TLwrmany  com ama ¢ S OGN
i=1 i

para todo © € I, 1 < n respeitando a enumeracao dada em A.2.11. Se g € do tipo D ou F,
suponha que suppp(A) estd contido em um subdiagrama conexo J C I de tipo A. Entdo, V €
uma afinizagao minimal de Vy(N) se, e somente se, Vy(Ay) € uma afinizagao minimal de Vy(\y).

Defini¢ao 3.4.4 Dado pu € P, definimos o fecho conexo de suppp(p), denotado por Suppp(i),
como sendo o menor subdiagrama conexo de I que contém suppp(p)

92



Corolario 3.4.5 Seja A € P* tal que suppp(A) seja do tipo A. Entao, Vy(\) tem uma inica
classe de equivaléncia de afinizagoes minimais.

Corolario 3.4.6 Para cada a € K*, i € I e m € Zsg, o Uy(g)-mddulo Vy(w;am) € uma
afinizagcao minimal de Vy,(muw;).

Os modulos V(W q,m) s80 conhecidos como mddulos de Kirillov-Reshetikhin.

3.5 (¢-caracter

Denote por €(g) a categoria de todos os U,(g)-moludos de ¢-peso de dimensao finita. Quando
nao causar confusao usaremos a notacao reduzida €. Como referéncia para esta secao citamos
[18, 26].

Definicao 3.5.1 Seja Z[P] o anel de grupo sobre P. Define-se o g-caracter de V € € por

gch(V) =Y dim(V,,)p € Z[P].

Observacao 3.5.2 Como V, = @ V,. seque que ch(V') = wt(gch(V)) onde wt é estendida

neP
wt(p)=p

a uma fun¢ao de Z[P] para Z[P] de maneira natural.

Dado ¢ = 3 ,cpnup € Z[P] defina wty(p) = {p € P : nu # 0} e [p : p] = 7. Se
@ = qch(V) para algum V € %, simplificaremos a notacao escrevendo wt,(V) ao invés de
wte(gch(V)). Assim, wt, (V) = {p € P:V, # 0}.

Teorema 3.5.3 Sejam X € P, u € P eV um quociente ndo trivial de W,(X). FEntdo
p € wty(V') somente se p < X. Em particular

gch(V) = A (1 +)° up>

onde os p, € (QF)~" para todo p.
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Proposicao 3.5.4 Se V € € entio qch(V) determina as constituintes irredutives de V' com
multiplicidades. Em particular, se V. e W sao irredutivers, entao V=W se, e somente se,

qch(V) = gch(W).

Corolario 3.5.5 Sejam V e W objetos de €. Se [qch(V) : Al = [qch(W) : A] para todo
A € PT, entao qch(V) = gch(W).

Proposigao 3.5.6 Se V,W € € entio gch(V @ W) = qch(V)gch(W).
Proposicao 3.5.7 Sejam g € do tipo A,41 e a € K*. Entao

-1

th(V;J<wl,a>> = W1 ,a + w 2w2 ,aq + wg aqdw3 aq? + o+ wn,aq"“'l'

Proposigao 3.5.8 Sejam g =sly, [ = {i},a € K* er > 0. Entao

—1
th wzar E Wi a,r (Hazaq’ 1- 2J> .

Teorema 3.5.9 Seja g = sly e [ = {i}. Dado A € P¥, seja XA = [[j-, Wiapr, @ q-fatoracao

de X. Entao .
Q) Va(wiar,)

k=1

||2

3.6 Algoritimo de Frenkel-Mukhin

Nesta se¢ao descreveremos o algoritimo proposto por Frenkel e Mukhin em [17| para o céalculo
do g-caracter dos modulos V,(A), A € P*. Para cada (-peso dominante X o algoritimo associa
um elemento FM(X) € Z[[P]], conjunto das somas infinitas enumeraveis de elementos de P
com coeficiente inteiros. Como referéncia para esta segao citamos [17, 26]. Usaremos a notacao
abreviada gch(X) para gch(V, (X)) para todo A € PT.

Dado J C I, considere 7, : Z[P] — Z[P] dada por

wiq seie€J, «
7T-J(‘-‘-’i,a)—{ 1 Sei%J. VGEK .

Seja P o subgrupo de P gerado por w;,, j € J, a € K* e ponha PT =P NP, Se J = {i}
denotamos m; por ;.
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Defini¢do 3.6.1 Dado J C I diremos que X € P é J-(-dominante se w;(X) € PF. Denote
por Py ={X€P: X éJ-l-dominante}.

Denote por Q; (respectivamente QF) o subgrupo (respectivamente submonoide) de Q,
gerado por 4, j € J, a € K*. Defina (Q1)~! analogamente. Identifique P; e m;(Q;) com os
reticulados de (-pesos e (-raizes de U,(g,), respectivamente. Assim, dado A € P, podemos
considerar o U,(g)-modulo V,(7;(X)). Logo

qeh(ms (X)) = 75 (A) <1 + ZWJW;»))

onde p, € (Q)~". Defina entao
Ps(N) = A1+ m,)
p

Observagao 3.6.2 Se A € PT entio p € wte(ps(N)) se, e somente se, p € wty(V,(A)) e
Al e (9N Além disso [ps(X) : u] = [gch(A) : ).

Proposigao 3.6.3 Seja V um objeto de € e J C I. Entao existe uma unica decomposicao de
qch(V) como soma finita

onde ay sio inteiros nao negativos. Em particular, se X € PT e p € wty(V, (X)) € tal que
A lue (Q}“\J)’l, entio p € Py e [qch(N) : v] = [ps(A) : v] para todo v € wte(p ().

O algoritimo Frenkel-Mukhin usard a contrugdo acima apenas com J = {i} para algum
i € I. Neste caso, denotaremos ¢ ;(A) por ¢;(A). Dado A € P, ;. dizemos que p;(A) é a i-ésima
expansao de A. Lembre que, neste caso, U,(g;) = U,(sl2).

Dado X € P*, defina o subconjunto Dy de P como se segue. Um f-peso A’ pertence & Dy
se existe uma sequéncia finita (XA = Ag, A1,..., A = A') satisfazendo a seguinte propriedade.
Dador =1,...,t existe i € [ tal que A\,_1 € P;+ e A, € wty(¢;(A—1)). Desta maneira, Dy é
enumerével e todo X' € Dy satisfaz X’ < X. Podemos ainda escrever

Dy ={X=Xp, A1, Ao, ...}
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de forma que se A; < A, entao t > r. Por fim, defina indutivamente as sequéncias de inteiros
(s(Ar))r>0 € (8i(Ar))r>0, @ € I, como se segue. As condigdes iniciais sdo s(Ag) =1 e s;(Ag) =0
para todo i € I. Para t > 1, defina

siA) = D, () —siADle(A) - X, iE L

r<t
Ar€P; 4

s(A¢) = max{s;(A¢); i € I}.
Finalmente, defina
r>0

Observe que FM(A) € Zs[[P]] para todo A € P.

Exemplo 3.6.4 Seja g do tipo Ay e X = wyjwa s € PT. Entdo m(X) = wy; e
gch(mi(A)) = m (N (1 + Wl(afj)).
Logo,
©1(A) = A1+ al’i) = Wy wy (1l + wi%w;ézwzq) = Wi W g + w;éngquqB.
Como ma(A) = waq 3, entdo

gch(m2(X)) = ma(A) (1 + m2(ag gs)).

Logo,

_ [ 1y _ , 1, -1 _ [ 1
P2(A) = wiiwa (1 + ay ) = wiiws (1 4 W, W, 5w gr) = WiIWa g8 + Wy (s W11W1 gi-

Ponha A\ = wiégwg,qwz,qs e Xy = w;$5w1,1w17q4. Entao, Ay € Pay e Xp € Py, Como
Ta(A1) = Woqwa g3, entdo

geh(ma(Ar)) = ma(Ar)(1+ ma(0 4o) + ma( 0 g)m2( 0 4o),

1 1 —1 1 -1
P2(A1) = Wy 2W2,qW2g3 T W) 2W2 Wy W1 gt + Wy 3Wy 5W1 gd-

26



Para calcular ¢1(A2), observe que gch(m(Az)) = geh(m (wi,1))gch(m (wy 44)) (Proposicio 3.5.6).
Logo,

_ ~1 ~1 1 ~1 1 -1
p1(A2) = W11W1,g1 Wy 5 + W) pW1 1Wo Wy 5 T W11W) 6 + W) 2W; Wy

1 ~1 | ~1 1, 1
Ponha A = W 2W2,gWy 5w gh, Ay = Wi 8Wy sW1 g4, As = W1 W] 6 € A = W 2W] W2

Vemos que A3 nao € nem 1 nem 2-(-dominante. Ay € 1-(-dominante e

_ -1 -1 -1 -1
P1(Ag) = W1,qtWy ;3Ws 45 + Wi,g6%2,48:
Analogamente, X5 e Ag sao 2-(-dominante,
_ -1 I S | -1 -1
P2(Xs) =wiiw] 6 e P2(Ae) = W W sWaq T W W, s

-1

0g8r qUe nao € nem 1 nem 2--dominante. Entao

Por fim, ponha A7 = wl_;ﬁw
Dy = {2\ A1, A2, Az, A, As, Ag, A7)
Com isto verifica-se que
FMA) = A+ A1+ A+ A3+ A+ A5+ Xg + A7

Defini¢do 3.6.5 Dado A € P, dizemos que o mddulo V,(X) é minisculo se wty(V,(A))NP+ =

{A}.
Teorema 3.6.6 [9, Theorem 8] Afiniza¢oes minimais do tipo A sao minisculas.

Lema 3.6.7 Seja V€ €, i € I, A € P;x Nwty(V). Suponha que [qch(V) : XN'| = 0 para
todo X' € P; o \ {A} tal que [p;(N) : A] # 0. Entdao [p;(N) : p] = [qch(V) : ] para todo
€ whe(0i(A))-

Definigao 3.6.8 Dado p € (Q1)7Y, diremos que az_; divide p, para algum i € I, a € K*, se

p € a;(Q7)™ e denotaremos por a;,|p. Caso contrdrio, diremos que a;, nio divide p e
-1
denotaremos por oy , { p.

Proposicao 3.6.9 Sejam A € P*, i €1 e p € wty(V,(N)). Suponha que al_; ndo divide X
para todo a € K*. Entao p € Py e [pi(p) : v] = [gch(N) : v] para todo v € wt,(p;(p)).
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Teorema 3.6.10 Seja X € PT. Se [qch(A) : v] = [FM(X) : v] para todo v € P, entio
FM(A) = gch(A). Em particular, se X € minusculo, entao FM(X) = gch(X).

Observacao 3.6.11 A segunda afirmacdo seque da primeira pois X € wto(FM(X)) implica
wie(Vy(X)) NP C wto(FM(X)). A primeira afirmagdo foi demonstrada em [17] no caso que
V4(X) € minusculo. Foi observado em [26, Remark 5.7(it)] que a demonstragao de [17] funciona
sob a hipdtese mais geral feita acima.

Teorema 3.6.12 [38, Theorem 3.2(i)] Mddulos de Kirillov-Reshetikhin sao minisculos. Em
particular, FM(w; o) = gch(w; o) para todo i € I, a € K*, r € Z~,.

Foi conjecturado em [17] que FM(A) = gch(A) para todo A € P* para qualquer algebra de
Lie g, mesmo nao sendo do tipo ADFE. Atualmente se sabe que tal afirmacdo nao é verdade
em geral. Em particular, para o tipo A, o algoritimo falha, como veremos no Exemplo 4.3.4.
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Capitulo 4

Algebras de Cluster e as Categorias &

Neste capitulo estudaremos o resultado principal do artigo [26]. Pelas dificuldades de se estudar
os U,(g)-modulos de dimensao finita quando g # sly, é conveniente focarmos em subcategorias
monoidais de €. Em particular, mostraremos que quando C' é matriz de Cartan do tipo A, uma
determinada subcategoria de € é uma categorificagdo monoidal da algebra de cluster associada
a matriz C' definida na segao 1.4.

Fixe C = (¢;), 4,5 € I = {1,...,n}, uma matriz de Cartan do tipo ADE e considere g =
g(C) como anteriormente. Sejam ® = &(C'), o sistema de raizes associado a C, Il = {«; : i € I}
o conjunto das raizes simples e () = ZII o reticulado de raizes. Fixe uma biparticao Iy LI, =1
do diagrama de Dynkin associado a C' e tome ¢;, &, i € I, como na Definicdo A.2.15. Considere
U,(g) a algebra quantizada afim de g, com parametro ¢ € C* tal que ¢ ndo seja raiz da unidade
e € a categoria de U,(g)-modulos de ¢-peso de dimensao finita.

4.1 As Categorias %

Proposicdo 4.1.1 Seja A = [];_, wi,.q, € PT € Ap € wty(qch(X)) com p € (QF)~'. Se 04;;
divide p, existe k € {1,...,r} el € N\ {0} tal que b = arq'. Além disso, existem sequéncias
finitas

(1 =ik, Js) €I°, (1=1,...,ls=1) e N’

. o -1 .o o ;.
tais que cj, 5., = —1 ¢ e " divide @ para todot = 1,...,s — 1. Por fim, l; é impar se

€j, = €i, € Par caso contrdrio.

Demonstracao: Se A = w,, entdo gch(A) = FM(A) e a proposicao é verdadeira pela defini¢ao
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do algoritimo de Frenkel-Mukhin. No caso geral, V,(A) ¢ um subquociente do produto tensorial
1 Va(wiy ) € portanto, [gch(A) : v] < [[],_; gch(wi, o) : v] para todo v € P o que prova
a proposicao. (]

Defina P, = {X € P" : Vi € I, Aj(a) = 0 somente se a € ¢*Z5 } e considere €7 a
subcategoria plena de ¢ cujos objetos V tenham constituintes irredutiveis V,(X) com X € P,
Defina Pz como o subgrupo de P gerado por P .

Observagao 4.1.2 Se V € € e a € K*, denotamos por V(a) o pull-back de V pelo o au-
tomorfismo 1, e por V7 o pull-back de V por o. E bem conhecido (seque, por exemplo, dos
resuldados de [8]) que, para cada objeto simples S de € existem objetos simples Sy, ..., Sk de
¢z e elementos a; € K™ com a;a; ¢ el <i<j<ktal que Sy, g Si(ar)®-- ®Sk(a;€)
Com isto, a descri¢ao dos objetos simples de € essencialmente se reduz a descricao dos objetos
simples de €7.

Segue da proposigao acima que, se XA € P, entdo p € wty(V,(A)) somente se p € Pz. Para
simplificar a notagao, escreveremos w; , ao invés de w; ;- e o, ao invés de «; . Introduziremos
agora uma sequéncia crescente de subcategorias de €'y.

Definicao 4.1.3 Para cada { € Z>o defina
Z)—{)\EPJ“ Vie I, A\(a) =0 somente sea € {g7*% .0 < k< (}}.

Defina ainda, (Qg))~" (respectivamente (Qz)~') o submondide de (Qy)~' gerado por
e )}:iel, r= 2]{:—1—& 0 <k <0—1} (respectivamente {o;,} : i € I, r € 2L+ &}).

,T

A categoria € € a subcategoria de €7 cujos objetos V' tenham constituintes irredutiveis da
forma V,(X) com X € P&) e denotaremos por Ry, seu anel de Grothendieck.

Exemplo 4.1.4 Os objetos simples da categoria € sao descritos facilmente. De fato, observe
que X € 77(+ se, e somente se, existem b; € Z>o,1 € I, tais que A = Hzelw . Seque entao de

[17, Proposition 6.15] que
~ bi
A) = Q) Vy(wie)™".
iel
Ou seja, todo objeto simples de € € produto tensorial de mddulos fundamentais. Em particular,

todo produto tensorial de objetos simples € simples.
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Observacao 4.1.5 A definicio da categoria €, depende da fungao i — & que pode ser es-
colhida de duas formas diferentes. No entanto, escolhida uma particao temos uma auto-
equivaléncia com a outra particao através de um automorfismo de representagoes. Omitiremos
esse automorfismo por nao fazermos uso ao longo do texto.

Denote por R o anel de Grothendieck de 4. E bem conhecido [18] que R ¢ o anel de
polinémios sobre Z nas classes [Vy(w;,)], i € I,a € K*, dos modulos fundamentais. O anel de
Grothendieck Rz de €z ¢ o subanel de R gerado pelas classes [V (w; o2t¢,)], 1 € I,k € Z.

Proposigao 4.1.6 As classes dos mddulos de Kirillov-Reshetikhin [Vy(w;..)], i € I,a €
K*,r > 1, em R satisfazem o sequinte sistema de equagoes, chamados de T-sistemas:

Ve(@iaVa(@iagz )] = Va@iap)Va@iag k)] + [ Val@jaer)]:
J#iicij7#0

Este resultado foi conjecturado em [31] e provado em |24, 38|. Usando estas equagoes, pode-se
calcular indutivamente as expressoes de qualquer [V, (w; k)] como um polindomio nas classes
[Vy(wiq)] dos modulos fundamentais.

Proposic¢ao 4.1.7 Para cada { € Z>o o anel de Grothendieck de €y € o anel de polinémios

Ry = Z[[Vo(wipkre,)] 1 0 <k < (].

Demonstracao: Temos que mostrar apenas que %, é fechada sob o produto tensorial.
Sejam X, X" € Pj,. Se Vy(w) é um constituinte irredutivel de V;(X) ® V4(X') entdo @ = AN
onde p € (Q1)"L. Afirmamos que, para w ser dominante, pu € (Q&))_l. De fato, pela
proposi¢ao 4.1.1, sabemos que p € (QF)~'. Seja

s=min{r: p € (Q?;))_l}.

Se s > ( entdo w_, |zo e, portanto, o nao pode ser dominante. Logo s < ¢, o que implica

4,&;+25+2
e ( &))’1 ew € P&). Portanto V() € €. .|

4.2 ¢g-caracter Truncado

O algoritimo de Frenkel-Mukhin é uma ferramenta importante para o calculo do g-caracter de
um objeto simples de ¥. Porém, até mesmo quando o algoritimo nos dé o g-caracter, em geral,
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é impossivel de manusea-lo. No entanto, quando lidamos com a subcategoria %1, podemos
trabalhar com certos truncamentos do g-caracter, como explicaremos nesta segao.

Seja 1 € Z[P] tal que podemos escrevé-lo como

Y=Y N(1+> ph) (4.2.1)
k P
onde Ay € P, e e (o).

Observacao 4.2.1 A fatoracio p = /\kuék) em geral nao € inica. Por exemplo, para tipo As

) ¢ tal que a;Tl divide u;(,k) para

temos wl,owmaié = wa1. No entanto, suponha que }\ku;(,k
algum i € I e algum r > 2. Neste caso, para qualquer outra exrpressao )\ku,l(,k) = )\kﬁ;(k), entao

a;; divide ﬁ;(k) para algum j € I e s > 2, como observado em [26, §6.2].

Dado ¢ como em (4.2.1), seja S(vp) := {(k,p) : o, )(p,,()k), Vr >2 VieI}. Definimos

Yo=Y A(l+pd).

(k.p)eS(¥)

Observe que se V € € entao gch(V') pode ser escrito como na equacao (4.2.1) e, consequente-
mente, se A € P(’Ll), FM(A) também admite tal decomposicao. Desta maneira, dado V € ¢
definimos o g-caracter truncado de V por gch(V)<;. A motivagdo para esta definicdo é a
seguinte proposicao.

Proposigao 4.2.2 A fung¢ao V : Ry — Z[P] definida por V([V]) := gch(V) <1 é um monomor-
fismo de anéis.

Demonstracdo: Claramente a funcao estd bem definida pois [V] = [W] em R; se, e somente
se, qch(V') = qch(W). Além disso, segue da defini¢cdo que o g-caracter truncado ¢ aditivo e mul-
tiplicativo e portando induz o homomorfismo W. Para a injetividade, seja A € 73(+1) e considere
Vy(A) € €1 tal que gch(Vy (X)) = X1+ p,,), onde p € (QF)71. Se ;! divide p, para algum
r > 2 entao Ap, nao pode ser dominante. Assim, wte(Vg(X)) NPT = wt(qch(Vy(A))<1) NPT
Logo, se para dois objetos V e W de % temos gch(V)<; = gch(W)<y, entao [gch(V) : v] =
[qch(W) : v] para todo v € Pt e, portanto, pelo corolario 3.5.5, segue o resultado. .
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Exemplo 4.2.3 Continuando o exemplo 3.6.4 no tipo As. Na atual notacdo, temos A =
wiowas € temos, pelo Teorema 3.4.3, que Vy(X) € afinizacio minimal, logo, pelo Teorema
3.6.6, V,(X) € minisculo e, portanto, gch(X) = FM(X). Entao

QCh(A>§1 = + Al = W1,0W23 + wl_é(.UQ’leg = w170w2,3(1 + aié)

Exemplo 4.2.4 Seja g do tipo ADE. Entao, parai € 1

qch(w;2)<1 = w; 2, geh(w;1)<1 = wii(1+ a;7),

geh(wio)<i =wio [ 1+a;y [ (+e5)) ],

jEI:ci]':—l
qch(wig,wig 12)<1 = Wig,Wig 12

De fato, para todos esses mddulos o q-caracter é dado pelo algoritimo de Frenkel-Mukhin (os
trés primeiros sao mddulos fundamentais e o dltimo é um mddulo de Kirillov-Reshetikhin).

Dados ¢, 1 € Z[P] denotamos ¢ < ¥ <= 1 — ¢ € Z([P].

Corolario 4.2.5 Seja A € Pa) e suponha que qch(Vy(X))<1 < FM(X). Entdo gch(V,(A)) =
FM(A).

Demonstracdo: Pela demonstragao da Proposicdo 4.2.2, [gch(A) : v] = [gch(N) < @ V]
para todo v € P, e o corolario segue do Teorema 3.6.10. (|

4.3 ¥, como Categorificacaio Monoidal de Algebras de Clus-

ter

Para cada § € ®>_; associamos um modulo simples S(5) € € da seguinte maneira.

Para as raizes negativas —q; definimos

V;](wi,g) sel - 10,
Vq(wm) sei € 11.

S(—a;) = {
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Para 3 =) .., bia; € ., defina

T3 = H w?fo H wff?, € Pa)

i€y i€l

e S(B) = V,(mp). Definimos ainda Fj, i € I, como o méodulo de Kirillov-Reshetikhun dado por

Fi = ‘/q(wi,1+§i,2)'

Considere a algebra de cluster A = Ag definida como na secao 1.4 através da matriz
de Cartan C'. Pela proposicao 4.1.7, R, é o anel de polindmios nas classes dos 2n moddulos
fundamentais S(—«;), S(a;), i € I. Pelo Lema 1.4.4 temos um isomorfismo de anéis ¢ : A —
Ry tal que

zr[—a;] — [S(—a)], zloy] — [S(ay)], i€l

Podemos agora enunciar o teorema principal do capitulo.
Teorema 4.3.1 Suponha g do tipo A,,. Entao

(1) (z]B]) = [S(B)] e t(fi) = [Fi], para todo € ®y e para todo i € I.
(i7) Se identificarmos A com Ry via v, €1 se torna uma categorifica¢cao monoidal de A. Além
disso a classe de qualquer objeto simples de €1 € um mondémio de cluster.
Corolario 4.3.2 (i) Os objetos S(B), B € ®>_1, e F;, i € I, sao os objetos primos de €.

(i) Cada objeto simples de €1 € um produto tensorial de primos cujas classes pertencem a
um cluster de A.

(1ii) Todas as poténcias tensoriais de um objeto simples de €1 sao simples.
(iv) Os mondmios de cluster formam uma Z-base de A.

Definigao 4.3.3 Os primos S(3) sao chamados de objetos simples de cluster e 0s F; de objetos
simples congelados.

Ao longo do capitulo mostraremos resultados preliminares para se demonstrar o Teorema
4.3.1 que sera concluido na secao 4.5. Assumindo-o podemos dar um exemplo onde o algoritimo
de Frenkel-Mukhin nao fornece o g-caracter.
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Exemplo 4.3.4 Seja g do tipo Ay, Iy = {1} e A = Wi was. Desta forma, Vy(X) € €1 e
usando o Teorema 4.3.1 (i) temos

Va(A) = S(a) ®@ S(ar + az) = Vy(wip) ® Vo(wiowss).
Logo, pela Proposicao 3.5.7, temos
qch(X) = (w0 + wl_éwg,l + wié)qch(w170w273),

e entao
[gch(A) : )\aiéa;j] = 1.
observando que w£§w170w2,3 =wi o= )\al_(l)a;j.
Por outro lado, ¢1(X) = A1+2aiy+a5]) e p2(A) = A1+ a3}). Definindo Ay == Aoy €
Pos € entdo pa(Ar) = A (1 + o3 + ag1053). Assim,
FM(A) — A =2\ = Ap

para algum p € Zlagg, 053] tal que ou o g ou o3| p. Portanto, [FM(X) : Aajogi] =0 o
que implica qch(X) # FM(X). Além disso, o q-caracter truncado de V,(X) é dado por:

th(wiowz,s)g = th<w1,0)gquh(wl,OwZ,i%)gl
= (.«.)170(1 + ai(l) + aiéaii)w170w273(1 + ai(l))

2 -1 —2 11 2 1
= ‘-‘-’1,0“’2,3(1 + 20+ o+ o g + a1,0a2,1)'

Dado 8 = ), ; bic; € QF, considere 73 € P(+1)' Suponha que J = suppg(3) é conexo e

seja K ={k eI\ J: ¢ = —1 para algum j € J} o subconjunto de vértices adjacentes a J.
Para k € K denote por jj o tnico j € J tal que ¢;; = —1. Escreva
pi(mg)<t =75 (1 + Z“’p)
p

1

onde p, € ( zrl))* . De fato, pela Proposigao 4.1.1 cada p, pode ser escrito da forma p, =

[Lics a;gj”’ para algum g, € Z>o. Nestas condigoes, temos:

Proposicao 4.3.5

qch(Vy(mp))<1 = 5 (1 + Z I, H (1+ aﬁ)ﬂjk,p> .

P ke KNIy
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Demonstracao: Escreva A = ms. Pela proposicao 3.6.3 temos que ¢ (A) < gch(A). Se
k€ KNI, entao j, € J N Iy. Observe que wy, nao divide A para nenhum r € Z pois b, = 0.
;:g’“‘p\up com [, , > 0, entao w;:ff’pp\up e wy, nao divide Ap, para

r # 1. Logo, Ap,, ¢ {k}-(-dominante e, usando o Lema 3.6.7, temos

Consequentemente, se a

or(Apm,) = Ap, (1 + a,ﬁ)”jkvl’ < gch(A).

Isto implica que

Yi=A (1 > om I+ aﬁ)’”“’) < qch(A) <. (4.3.1)
P ke KNIy

Note que se k € K N Iy entao j, € J N1y e, se Ap, € Py o, entdo w’,:fg’p|)\up. Assim, neste

caso, ¢r(Ap,)<1 = Ap, nao contribui em nada novo para o g-caracter truncado.

Mostremos que vale a igualdade em (4.3.1). Suponha por contradi¢ao que a desigualdade é
estrita e tome p € wty(gch(A)<1) tal que [t : p] < [gch(N)<1 @ p]. Pela Proposicao 3.6.3 temos
que, se a;gljw € wty(gch(X)) para algum j € J, entao [p () : aj_’gljw] = [gch(A) : aj_’éljw].
Desta forma, a,;ék |)\_1u para algum k ¢ J. Pela Proposicao 4.1.1 podemos assumir k € KN1;.
Assumiremos também que p é maximal com essa propriedade. Considere

r = [gch(A\): pu] e v =max{s: al;;])\_lp,}.

Assim, az_zl ndo divide p se ¢, = —1, pois p € wtg(gch(A)<1) e entao w, i|pu. Portanto p nao
¢ k-(-dominante. Logo, pela proposicdo 3.6.3, existem Aqy,..., A; € Pr 4+ Nwis(gch(X)) tais que

[or(N) ] =r; #0, Vi e ri+--Fr=r

Como p < A; para todo 4, [t : A;] = [gch(X)<y : A;]. Além disso, por construcdo, >, pr(A;) <
1 e, portanto, [¢ : p] > r 0 que contradiz nossa hipotese. Logo vale a igualdade em (4.3.1).
(|

Dado J C I defina oy := ZjeJai € Q.

Proposigao 4.3.6 Sejam J C I conexo, B = ay, n € {0,1} a funcio caracteristica de J e

S = VE{O,l}I:Vigni‘v’ielgeyigmax 0, —n; + Z vi| Yiel

jicjj=—1

Entao:

ach(S(9)<1 =ms Y [[ ez (43.2)

vey i€l
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Demonstragao: Primeiramente, suponha J = I e observe que 7; = 1, donde v; < 7; para
todo v € {0,1}!. Procederemos por indugao em n = #I. Para n = 1, temos

QCh(S(ﬂ))Sl = th(wl,O)gl = wLO(]‘ + ai(l)) sele ]0 =1e

qch(S(B))<1 = gch(wi3)<1 = w13 selel; =1.
Por outro lado, o lado direito de (4.3.2) é

1
wLOZailg =wio(l+ aié), selelp=1 e wys selel =1
k=0

Suponhan > 2 e p € wty(gch(mg)<1). Podemos supor que o vértice 1 é monovalente e adjacente
ao vértice 2. Sejam I’ = {2,...,n}, A =7z e considere os dois casos possiveis

(a) Se 1 € I, entao A = wyswoowss- . Defina X' = Awié. Como A\ é f-peso maximo de
Vy(w13) @ V(X'), temos que V,(X) é um subquociente deste produto e

gch(wi g)<1gch(X) <1 = w1 3qch(X)<1.

Logo temos g = wy 3’ para algum p' € wty(gch(X')<;). Pela Proposicao 4.3.5, gch(X\)<;
pode ser calculado através de o (X)<; e, por indu¢do em n, assumimos que

porN)a =X Y [[ et

vey' i€l

onde .’ & definido como .¥ substituindo I por I’. Pela Proposicio 4.3.5, se
lqch(N) <1 = V] # [or(XN)<1 @ V] para algum v € P, entdo v = p,a;] para algum p
el <r < us, e, entao, o expoente v; de 041_51 em pX~! satisfaz a condicdo do con-
junto . para todo ¢ € I'. Resta mostrar que v; = 0. Para isto, usamos o fato que
gch(A) < qch(ngwg,o)qch(XwQ_,é). Agora, pela Proposigao 4.3.5 e pelo Exemplo 4.2.3
(com os vértices 1 e 2 de Ay trocados), temos

qeh(wiswap)<i = wigwao [ 1+ O‘?_,(l) H (1+ aj_:ll)
j;ﬁl:c]~2=71

Portanto, oy { wisw; ¢ para todo @ € why(gch(wy sws)<1). Além disso, ¢ claro que
aiit X wsyew para todo @ € wiy(gech(Nw3§)<1).

(b) Sel € Iyentao2 € I e vy < 1. Assuma que o vértice 3 é adjacente a 2 e, consequentemente,
A = wi gwa3wsg - -+ . Definindo X' = )\wi(l), temos p = oy’ onde w € wiy(gch(wip)<1)
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e i’ € wty(gch(N)<;). Pela Proposigao 4.3.5, @ € {wLO,wlyoaié,wl,gaiéaﬁ}. Por
outro lado, novamente pela Proposicao 4.3.5,

qch(N) <1 = pr(N) <1,

neste caso, conhecido por inducao. Se wo # wLOaiéaQ_& vemos que o expoente v; de al_g
em X\~ satisfaz as condicées do conjunto .# para todo i € I. Se w = wlvgaf’éagj, a
condicao falha se a;é t /(X)L ou seja, 3 = 0, pois terfamos v, = 0, contradizendo
a; | A~ Mas neste caso, @’ nio pode pertencer a wty(gch(X)<;). De fato, prove-
mos que se ;1| A" entdo oo’ A", Temos a desigualdade

gch(A) <1 < qch(w170w273w3,0)Slqch(u’wiéw;é)gl.
Para tipo As, novamente pelo Exemplo 4.2.3 e pela Proposicao 4.3.5, temos
gch(wosws ) <2 = waswso(l + 04?:(1))7 gch(wq owa3)<1 = wyowas(l+ 011_,(1])-
Assim, obtemos as desigualdades
th(w1,ow2,3w3,0)§1 < QCh(wl,o)gquh(w2,3w3,o)§1 €
qch(w owa3ws o) <1 < gch(wypws 3)<1gch(wsp)<i-
Como consequéncia, segue que
qch(wi pwa3ws0)<1 < wiowaswso(l+ ai[l) + a?:(l) + aiéa;é(l + a;})) (4.3.3)

e, portanto, a proposicao é verdadeira quando J = I. Por fim, o caso geral segue do caso
I = J. De fato, podemos assumir ¢;(X) = gch(m;(A)) e, pelo caso provado acima, a
proposi¢ao 4.3.5 assegura o resultado para gch()<;.

Corolario 4.3.7 Se § € ¢, entio qch(mwg) = FM(mp).

Demonstracao: Secja A := mg. Pelo Corolario 4.2.5, basta mostrar que gch(A)<; < FM(A).
Observe que a proposi¢ao anterior nos da gch(X)<; explicitamente e que [gch(A)<; @ p] <1
para todo p € P. Assim, basta mostrar que p € wt,(FM(A)) para todo p € wty(gch(A)<1).
Procedendo como na demonstragcao da proposicao anterior, vemos que basta fazer isso no caso

Az para XA = wi gwa sws . Neste caso, pela equagao ((4.3.3)), basta provar que

1 —1 1 -1 111
Ay, Aagy, Aoy 0, Ay a0 a0, € whe(FM(A)).

68



Observe que ¢;(A) = A(1+ o) para j = 1,3, e que p3(Aay ) = Aago(1+ agp). Segue que
Aoy g, Aag g, Aag jo € wh(FM(X)).

Para simplificar a notagéo, escreva @ = Aaj g0, Afirmamos que woag; € wiy(pa(w)),
o que completa a demonstragio. De fato, my(wo) = w3 ;wa 3 €, assim,

pr(w)w " = 902(‘-03,1012,3) (w§,1w2,3)_1‘

Logo, resta mostrar que w3 woson; ¢ um £-peso do Uy(§2)-modulo V(o (w3 ws3)). Isto
segue facilmente da formula para o g-caracter de V,(me(w21)) dado pela Proposicdo 3.5.8 e do
isomorfismo de U,(g2)-modulos

Vo(ma (w3 1w 3)) = V(ma(way)) ® Vo(ma(wa 1w s))

dado pelo Teorema 3.5.9. O

Exemplo 4.3.8 Sejam g do tipo Az e Iy = {1,3}. Os q-caracteres truncados dos mddulos
S(a), o€ ®>_4 sao

qch(S(—a1))<1 = wi, geh(S(ar))<1 = wio(l + ag + ajjasy),
qeh(S(—a2))<1 = wa (1 + agy), qch(S(a2))<1 = was,
QCh(S(—Oég))Sl = w31, QCh(S(Oég))Sl = C&J3,0(1 + 043:(1) + aiéaﬁ),

qeh(S(on + a2))<1 = wiowas(l + agy),
qch(S(ag + a3))<1 = waswso(l + 0437,(1)),
QCh(S(O./l —+ a9 + Oég))gl = w1,0w273w370(1 + ai(l) + O£3_’(1) + ai(l]a?:(l] + aiéai%aié)

De fato, para S(—«;), S(ay), i = 1,2,3, o q-caracter truncado é dado pelo Exemplo 4.2.4.
Jd os q-caracteres truncados de S(oq +az) e S(az+as) sio dados pelo Exemplo 4.2.3. Por fim,
observe que, pelo Teorema 38.4.3, S(aq + as + a3) € uma afinizacao minimal e, portanto, pelo
Teorema 3.6.6, € minusculo. Assim seu q-caracter é dado pelo algoritmo de Frenkel-Mukhin e,
pela demonstracao do coroldrio anterior, seque sua expressao.

Corolario 4.3.9 Entao S(«) é um objeto primo de €1 para todo o € Oy

Demonstracao: Seja

>\=7TaJ= H Wio H w;3

i€eJNIp ieJNIy
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e suponha que S(a;) nao seja primo. Entao
Slag) = Ve(A) @ - @ Vg(An),

para algum Xi,..., A, € PT tal que A = X;...\,. Observe que deve existir i € J N I
ej € JNI com ¢ = —1 tal que A\, = w;op, € Ay = w,3p, para algum p,,p, € PT
com 1 < r,s < n, comr # s. Pela Proposicao 4.3.5, )\Ta;()la;ll € wte(V4(A)) e, por-
tanto, /\a;&aﬁ € wty(Vy(A1) ® ... ®@ Vy(A,)). Por outro lado, segue da Proposicao 4.3.6 que
Aa;&a;ll ¢ wty(S(ay)) o que contradiz a hipotese. Portando S(ay) é objeto primo de €.

4.4 g-caracteres via F-polinémios

A fim de provar o Teorema 4.3.1 sera conveniente trabalhar com outra semente de A. Considere
a semente (z, B,) obtida de (X, B) através da composi¢ao de mutagoes [[,c;, pn- Desta forma,
temos

2[—ai] sei€ly gjci; sei,jelei#j,
2 = oy seieI7 pe— ) 1 sejelei=j+nel,
T i 1, € ij — s Se'GIei:k+n€I’comk7é'
fi seiel kj J€ L ]
Z 0 caso contrario.

onde C' = (¢;;) é a matriz de Cartan fixada no inicio do capitulo. A involucdo 7_ definida em
A.2.1 identifica naturalmente as variaves de cluster de x com as de z. Escreveremos z[a] =
z[7_(«)]. Em particular, como 7_(—a;) = —&;q4, temos z; = z[—q;] para todo i € I.

Podemos usar a notacao (z,y,, B,) ao invés de (zZ, B,), onde B, é a parte principal de By,
z=(21,....%) €Yz = (Y1,...,Yn) com y; = [[;,o; ;™. Tomando a dlgebra de cluster com
coeficientes principais A.(z,y,, Bz), pelo Teorema 1.3.2, temos

Fo(y1,. .y Yn
[Oé] _ (yl Y ) zg(a)
Fa|P(y17"'ayn)

, (4.4.1)

onde ;= y; [Ler 2"
Observe que a mutacao do cluster x na dire¢ao i para a variavel de cluster z[—«;] é dada
por

rloglr[—ay] = fi + H r[—ay].

Jicij=—
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Comparando esta equagao com as equagoes dos T-sistemas (4.1.6) satisfeitas pelos modulos de
Kirillov-Reshetikhin S(«;) e S(—a;), o isomorfismo ¢ : A — Ry nos da

L(fi):[Fi]> i€l

Pela Proposigao 4.2.2, podemos ver ¢ como um isomorfismo de A para o subanel de Z[P] gerado
pelos g-caracteres truncados de %’;. Entao temos:

L(ZZ> = wiéﬁg, L(fl> = wi7§i+1,2, 1€ I. (442)

Lembre que A C F, onde F é corpo de fungoes racionais em 2n variaveis. Assim, estendendo
¢ para um homorfismo de F para Q[P], podemos considerar os elementos ¢(7;).

Lema 4.4.1 Para todo j € I temos

Demonstragcao: Se j € [, temos

. -1 o ;
l’(yj) = l’(fz) Hl’( z) CJ wj gj+1 2 Hw ,;ig Qe
i#j i#]
considerando que §; +2 =¢; +1se i € Iy e j € I;. Por outro lado, se j € I, temos

Cij
>y -1 i 4, i, 4
L) = e(f5) HL<7Z) - J§]+12Hw:§1+2 1561112 J&ﬁlgHw,gJ_an]
(2

i#] i#j i#J

considerando que §; = §; +1se j € [y e € I. .

Lema 4.4.2 Sejam o € &>y e f = 7_(«). Entao

L( 79(c) )_{71’5 se >0,

Demonstracao: Escreva o= ) a;o; e =) bja;. Se a = —q; entao F, = 1. Além disso,

f = —ei, g(a) = oy e, portanto,

( 79(a) ) ()
L =UL(Z) = Wi¢g+2.
Fa|IP’(y17"'7yn) S
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Por outro lado, se a > 0, pela Proposicao 1.3.3 o polindomio F, tem um tinico monoémio de grau

: . , b,
maximo da forma m = [[,.; v{* e termo constante 1. Avaliando m em v; = y; = [[.c; fi,"™"

el Y1

Hfi_a]. H fi— D i @jCij _ H fi_ai H f;arZ#j ajcij __ H fi—bi H f’LbZ

el i€l i€lp i€ly i€lp i€ly
Se B > 0 entao b; > 0 para todo ¢ € I e entao

Fule(yr, - oun) = [ £

temos

i€lp
Caso contrario, se § = —a; com ¢ € I ja foi resolvido no primeiro caso, pois temos § = a. Se
i € Iy, temos Fyulp(y1,...,yn) = f;*. Por outro lado, como g(a) = U(B) = — > ier bigiau, se
B > 0 entao
Zg(a) ) _b: ) b, b,
(7 ) = It Teteo > T e =TTt TT
ale (Y1 yn) i€lo i€l i€l i€lo i€l

Se 5 deiel () = iuta”

e 8 =—a; onde 1 € I, temos ¢ =(fi)e(z) = wia. O

FOJ|P(y17 s 7yn)

Corolario 4.4.3 Seja f € &> e considere o« = 7_(f3). Entao

L(z[B]) = WﬁFa(aiél, . ,a;lgn).

Demonstragao: Pela equacao (4.4) temos

z9(a)
x|B] = z|T7_(B)] = z|a] = Fo(yi, .., 9n).
8] = = (8)] = #lo] = s Fultv, - 7)
Portanto, o corolario segue dos Lemas 4.4.1 e 4.4.2. (I

Teorema 4.4.4 Se f € &, entdo

75 qch(S(8))<1 = Fr_gp)(egys - 0 g )

Demonstragdo: Suponha § = «;, com i € I;. Entao gch(S(8))<1 = w13, e 7-(8) = —au,
donde F;_(g) = 1 e, portanto, a afirmacao ¢ verdadeira. Suponha agora que 8 = a; com J C I
conexo tal que J # {i} para algum i € ;. Defina

J={jeJ:jelec;=—1paraalgumiec )\ J},
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K'={ieI\J:i€l ec;=—1paraalgum j € J}
e K= (J\ J)UK'. Segue da definicdo de 7_ que ax = 7_(ay).

Compararemos as sequéncias v € . da Proposicao 4.3.6 para «y, com os vetores ay-
aceitaveis, v = > ., ca;. Segue da definicdo dos conjuntos citados que, se i ¢ K U.J =
K'U(J\J)uJ entao, v; =¢; =0. Para j € JN Iy = K NI a anica condicao satisfeita por
vj e ¢; € que ambos pertencem a {0,1}. Se j € (J\ J') N1, entdo j tem vértices adjacentes
J1,J2 € JN1j e a condigdo em v; é 0 < v; < max(0,v;, +v;, — 1), enquanto a condi¢do em c; é
0 < ¢; <min(cj,, ¢j,) = max(0, ¢;, +¢j, —1) pois ¢, ¢, € {0,1}. Se j € K’, entdo j é adjacente
a um unico vértice j; € J, e a condigao em v; ¢ 0 < v; < v;,, enquanto a condigao em c; ¢
0 <c¢j <g¢j. Por fim, se j € J', entdo j é adjacente a um tnico vértice j; € J e a condi¢ao em
v; € 0 <v; <max(0,—1+v;,) enquanto a condicao em ¢; é ¢; = 0. Claramente a condigdo em
v;j o forca a ser 0. Portanto, os expoentes v e os vetores 7y satisfazemos as mesmas condigoes, e
o teorema segue das formulas explicitas de F;_() e qch(S(f))<1 dadas, respectivamente, pelas
Proposicoes 1.3.4 e 4.3.6. |

4.5 Demonstracao do Teorema

Seja C' = (¢45),4,j € I ={1,...,n}, matriz de Cartan do tipo A. Suponha que os vértices do
diagrama de Dynkin associado a C' estao indexados pelo intervalo I em ordem linear.

Dados @ < j € I, seja [i,j] = {i,i +1,...,5} C 1. Se o € ¢, entdo a = ay ;) para algum
1,7 € I. Assim, toda raiz positiva satisfaz as hipoteses do Teorema 4.4.4 e com as equacoes
4.4.2 o Teorema 4.3.1(7) esta provado. Para a parte (ii) dado v = >_._; c;a; € @ defina

— |Cl| i +

c;<0 ci>0

iel

Observe que se a € ®>_; entdo A = 7,. Seja @ =[], w;‘l,i&wl‘)f&+2 € 7722) com a;, b; € Z>o.

(2

Seja ¢; = min(a;, b;) para todo ¢ € I e considere v € ) dado por

9

] = gila; —¢;)  se a; > by,
Tl = —62(1)Z — Ci) se a; < bz‘,

e observe que

_ in(ai,b;)
== (o) x

el
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Entao, pelo Teorema 1.2.10, temos uma tnica expansao de cluster de v, como na Defini¢ao

1.2.9, e obtemos
o = [’ TT o
il acds
Suponha verdadeira a afirmacao () do Teorema 4.3.1. Como S(a) = Vy(AY) e F; = Vy(wi¢+1.2),
para provar a afirmacao (i) precisamos mostrar que

%(w) ~ <® E®min(ai7bi)> ® ® S(a)®nu

el a6¢‘2_1

Dado que zo é (-peso maximo de ambos mo6dulos, é suficiente provar que o produto tensorial
acima ¢ simples. Pelo Teorema 3.3.29, este modulo é simples se, e somente se, o produto
tensorial de cada par de fatores for simples. Entdo a demonstragdo da parte (ii) se reduz a
verificar que:

1. F, ® S(a) e F; ® F; sdo simples para todo o € ®>_; e i,j € [;

2. se a, f € P>_; sdo compativeis, entdo S(a) ® S(5) é simples;

3. para cada o € &>_;, S(a) é primo.
Provemos estes trés itens.

1. Segue do exemplo 4.2.4 que
qch(F; @ Fj)<i = qch(wiite 2)<1qch(wjnye; 2)<1 = Winye 2Winig; 2

e portanto qch(F;® F;) NPT = {w; 14¢,2Wj14¢,,2} 0 que implica que F; ® F; é simples pela
Proposi¢ao 3.5.4. Para provar que F; ® S(«) é simples, pela demonstracao da Proposic¢ao
4.2.2, & suficiente provar que gch(F; ® S())<1 < gch(w;14¢,2Ta)<1. Usando o fato que
gch(S(«)) é dado pelo algoritimo de Frenkel-Mukhin (veja Exemplo 4.2.4 e Corolério
4.3.7) e que S(a) = Vy(7,), temos

FM(wi11g,2a)<1 = Witte 2 FM(0)<1 = winye 2qch(ms) <1
Portanto
qch(F; ® S(a))<1 = qch(wiite, 2)<19ch(mq) <1

wi,1+5i,2q0h(77a)§1

FM(wi,lfi,Qﬂ-a)gl

IN

th(wi,lfi,Qﬂ'a)gl-



2. As raizes compativeis no tipo A sao descritas pelo modelo geométrico da Secao 2.2.2. Segue
deste modelo que todos os pares de raizes compativeis (a, 5) de ®>_; sdo de uma das
seguintes formas:

(a) a=—w;, B=—ay;

(b) a=—a;, €D, com [B: o] =0;

(c) a=aypj, B=apycomk > j+1 (dois intervalos disjuntos);
(d) a=ap;, B=ajyoua=a;y, B=ayy

(e) a=apu, B=apycomi<j<k<lek—jpar

(f) a=oapy, B=apjycomi<j<k<lek—jimpar;
Provemos que S(«) ® S(B) é simples em todos estes casos.

(a) Segue do Exemplo 4.1.4. De fato, S(—«;) e S(—¢;) sdo moédulos fundamentais em
um shift da subcategoria %.

(b) Escreva = a;. Observe que

T3 = H wj,0 H w;.3

jeJnly jeJnn

e que A = w143 € 0 (-peso maximo de S(—a;) ® S(B). Além disso,

qch(S(—a;) ® S(8))<1 = qch(wi e, )<19ch(S(8))<1-

que tem suas formas explicitas das pelo Exemplo 4.2.4 e Proposicao 4.3.6. Como
i ¢ J, observe que

qch(X)<1 < geh(winye,)<1qch(S(8))<1 = pi(wiire,) <1 FM(mg) <1 < FM(A).

Logo, pelo Corolario 4.2.5, segue que FM(X) = gch(A) e, portanto, gch(A) =
qch(S(—a;) ® S(5)) implicando que S(—a;) ® S(B) é simples.

(c) E demonstrado usando-se os mesmos argumentos do item anterior.

(d) Assuma que ¢ < j < [ e proceda por indugdo em s = [ —i. Se s = 0, temos
que verificar que S(a;) ® S(a;) é simples. Pela Observacao 4.1.5 podemos escolher
i € Iy e entdo qch(S(as))<1 = wiz e portanto geh(S(o;) ® S(a;))<1 = wis. Logo
qch(S(ei) ® S(a;)) NPF = {wis} e, portanto, S(a;) ® S(a;) € simples. Suponha
que a afirmacgao vale quando [ —7 = s, e seja | — i1 = s + 1. Pela demonstracao da
Proposicao 4.2.2, é suficiente provar que ¢ch(S(a)®S(8))<1 < gch(mw,ms)<1. Escolha
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novamente ¢ € I; e entdo, pela Proposi¢ao 4.3.6 temos que se p € wty(qch(S(y))<1)
entao a,;ék )(ﬂ';lu para todo k <ie~y € {a,}. Além disso,

<P[z‘+1,j+1}(7l'a)g1 =Tqa (1 + Z ,up>
p

para alguns p,, € (erl))_1 N (QF;+1,j+1])_l' Dessa forma, segue da Observacao 3.6.2
e da Proposicao 4.3.6 que

qch(S(a))<1 = @pir1j41(Ta)<1-
Um raciocinio analogo nos da
qch(S(8)) <1 = Ppivi41(ms)<i-
Afirmamos que
Plit1111)(TaTp) <1 = Cliv141) (Ta) <1141 (T5) <1+
De fato, considere A := mw,mg, K = [i + 1,1 + 1] e lembre que
pr(A) = Amr (X)) " gch(Vy(mr (X)),

onde V(1 (X)) é visto como U, (gx )-modulo. Assim, usando a hipotese de indugao,

temos
qeh(Ve(mi (X)) = qeh(Vo(mx(a)))gch(Vo(mic (75))),
e, portanto
prA) = (ma(mr(ma)) " ach(Vy(mx(ma)))) (ms(mic(m5)) " qch(Vy(mx(ms))))

= ¢x(ma)e(ms).
Logo, segue da Observacao 3.6.2 que
qeh(S(e) ® S(B))<1 = @111 (Tams)<1 < qeh(wams) <1

Isto mostra que S(a) ® S(B) = Vy(mwamp) é simples. O outro caso é analogo.

(e)(f) Seja A = 7o oy,
Proposicao 4.2.2, basta provar que

= oy Tayu- Novamente usando a demonstracao da

gch( )1 = 1 = { qch (o, )<1gch(ma,  )<1 se k —j é impar (45.1)

qch(ma,  )<igch(ma,, )<1 se k —j é par.
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Para isto, é suficiente provar que para todo pu € P tal que [¢ : p] # 0 entdo
[ : p] = [gch(A)<1 : p]. Procederemos por indugao em [ —i > 2. Para |l —i = 2
estamos necessariamente no caso (e) com j = k =i+ 1 =1 — 1. Novamente pela
Observacao 4.1.5 escolha ¢ € I, e entao [ € I,. Pela Proposicao 4.3.5, temos

qeh(may, )<t = @ (Tag, )<t gch(may, )<t = @i (Tag, ) <1-
Assuma, por simplicidade, que I = [i,[] = [1, 3] e entado
% = qeh(ma, ) <1qch(Tag, )1 = A1+ a0+ 0 031) (1 + @z + @ 10t50).
Além disso, do item (d) segue a igualdade

P31 (Tap ) <1923 (a5 ) <1 = P23](A) <1 < gech(A) <1

Se p € P Nwt(tp) é tal que oy 1 A7 entdo p € wty(ppg(p)<2). Pela mesma
razio, se ag { p entdo p € wty(gch(X)). Se p € wty(¢)) ¢ tal que ayj|p e og|p
entao p = Aai%aiga;%. Agora, defina X' := )\aiga;% = w%71W173Wi§W3’1 e observe
que X' € wtg(gch(X)) NPy 4. Assim, ¢1(X) = X' + p e, portanto, pela Lema 3.6.7,
[qch(A) : ] = [p1 (X)) : u] = 1. Logo, isso prova a equagao (4.5.1) quando [ —i = 2.
Assuma que a equagao (4.5.1) vale quando [ —i = s. Suponha [ —i = s+ 1 e escolha
1 € I;. Usando a Proposi¢ao 4.3.5, podemos assumir sem perda de generalidade que
I =1i,l] = [i,s+1]. Com os mesmos argumentos do caso [—i = 2 e usando ou (c) ou
(d) ou a hipotese de indugao, vemos que se p € wty(1)) e al’él . O‘;:l,gsﬂ A
entdo [t : u] = [gch(A) : p]. Assim, basta considerar p € wt,(¢) tal que p =
)\aig e a8+17£:;§5+1) com ¢, > 0 para todo k € I. Pela Proposicao 4.3.6 podemos
verificar que existe k com ¢; = 2 e o menor k com essa propriedade, digamos k,,,
pertence a ly. Seja p' = ay,,_1¢, _, p e, novamente pela Proposicao 4.3.6, temos
que p’ € wty(1)) e, pelo dito acima, [t : p/] = [gch(A) : p']. Além disso, p' é k,,, — 1-
(-dominante e ¢y, _1(p') = @’ + p e, pelo Lema 3.6.7, temos [t : p] = [gch(X) @ p.

3. Segue do Corolario 4.3.9

Exemplo 4.5.1 Continuando o Fxemplo 4.3.8 temos que, pelo Coroldrio 4.3.2, para g do tipo
Az a categoria €1 tem 12 objetos primos:

S(—Oél), S(—Oég), S(_a3)7 S(a1)7 S(OQ)? S(a3)7
S(O[l + aQ)a S(a2 + O[g), S(al + ay + OZg), F17F27F3'
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Os primeiros 6 mdodulos sao fundamentais, Fy, Fs, F3 sao mddulos de Kirillov-RReshetikhin,
S(on+ ), S(ae+as) sao afinizagoes minimais, mas S(ay +as+asz) nao € afinizacao minimal.
Vista como Uy(g)-mddulo € isomoforma a V(wy + we + w3) & V(ws).

Usando as dimensoes conhecidas dos modulos fundamentais e as equagoes do Exemplo 1.4.5,

podemos calcular suas dimensdes, a saber (na mesma ordem):
4,6,4,4,6,4,20,20,70,10, 20, 10.
A dlgebra de cluster A tem 14 clusters, com suas varidveis de cluster x| identificadas
apenas por 3:
{_alv —Q2, —Oég}, {O{l, —Q9, _&3}7 {_a17 g, —053}, {_a17 — 2, 053}, {ala — 2, 063}7

{_alu Qg, Qg + ()[3}, {_ala a3, Qi + a3}7 {—013, Qg, O + 0[2}, {—053, a1, 0q + 052},
{a1 + ag, ag, as + as}, {aq, as, a; + ag + as}, {ar, a1 + ag, a1 + as + as},
{asg, 00 + az, a1 + ao + as}, {on + ag, a2 + a3, 01 + a2 + as}.

A lista acima foi obtida considerando todas as possiveis triangulacoes do hexdgono e aplicando-
se a bijecao entre o sistema de raizes quase positivas e as varidveis de cluster de Ac. Os objetos
simples de €1 sao, exatamente, todos os produtos tensoriais da forma

S(B1)®" @ S(B)%F ® S(B3)*F @ F" @ Fy* @ F§®, ki, l; €N, 4,5 =1,2,3,

onde {51, Ba, B3} percorrem os 14 clusters citados acima.
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Apéndice A

Apéndice

A.1 Categorias e Funtores

Neste capitulo serao apresentadas algumas definicoes e propriedades, sem demonstragoes, sobre
a teoria de categorias. Os fatos aqui expostos e suas demonstracoes podem ser encontrados em

[1].

Definicao A.1.1 Uma categoria C consiste em:

(1) uma classe Obj(C) cujos elementos sao chamados objetos de C;

(13) uma classe Home(X,Y') para cada par de objetos X, Y € C, cujos elementos sao chamados
morfismos e sdo denotados por ¢ : X —=Y;

(791) uma fungao
Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home (X, Z)

para cada tripla de objetos X,Y,Z € Obj(C) que associa o par ¢ : X =Y, Y - Z a
um morfismo de X a Z denotado por 1y o ¢ ou Vo.

As sequintes condigoes devem ser satisfeitas por estes dados

a. para cada objeto X € Obj(C) existe um morfismo identidade
idX X = X
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tal que
¢poidxy = ¢ e idxotp =9
sep: X —=>Yep:Y =X

b. a composicao de morfismos € associativa, isto €, para ¢ : X =Y, VY - Z e&: 7 — U,
temos

()¢ =E(W9).

Vamos denotar Home (X, Y') por Hom(X,Y') quando estiver claro no contexto de qual cat-
egoria se trata. Denotamos Mor(C) = |J Hom(X,Y).
X,Y €0bj(C)

Listaremos alguns dos varios exemplos de categorias.

Exemplo A.1.2 (i) A classe dos espagos vetoriais, onde os morfismos sao as transfor-
macoes lineares formam uma categoria;

(i7) Dada uma dlgebra associativa de dimensao finita A, a classe dos A—mddulos a esquerda
de dimensao finita formam os objetos de uma categoria onde os morfismos sao 0s homo-
morfismos de modulos a esquerda. Tal categoria serd denotada por mod- A.

Vale lembrar que uma categoria é definida pela classe de objetos e classe de morfismos.
Podemos ter categorias que tem a mesma classe de objetos porém com morfismos diferentes.
Serao categorias distintas.

Definicao A.1.3 Sejam X e Y objetos de uma categoria C. Um morfismo h : X — X em C
¢ chamado de endomorfismo de X.

Um morfismo u: X — Y em C é um monomorfismo se para cada objeto Z € Obj(C) e cada
par de morfismos f,g € Home(Z, X) tivermos uo f = wo g somente se f = g.

Um morfismo p: X — Y em C é um epimorfismo se para cada objeto Z € Obj(C) e cada
par de morfismos f, g € home(Y, Z) tivermos fop = gop somente se f = g.

Um morfismo u : X — Y em C é um isomorfismo se existe um morfismo v : Y — X em

C tal que uwv = idy e vu = idx. Neste caso o morfismo v € unicamente determinado por u,

chamado de inverso de u e denotado por u='.

Definigao A.1.4 Sejam C uma categoria, X1, Xo € Obj(C). Um objeto Y com duas fungoes

i1: X1 —Y e 15:Xo—Y
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é dito coproduto ou soma direta de X e Xy se vale a sequinte propriedade:

para cada objeto Z e quaisquer dois morfismos g1 : X1 —> Z e g9 : Xo —> Z, existe unico
morfismo f Y — Z tal que

glzfoil & gngoig,

isto €, o diagrama abaixo é comutativo:

Y

N

Z<7X2

X g1 g2
Este coproduto € inico a menos de isomorfismo e denotamos por

Y =X&Xs.
Definicao A.1.5 Uma categoria C é wma catogoria aditiva se:

(1) para qualquer conjunto finito de objetos Xi,...,X, de C eziste uma soma direta
Xi®---d X, € 0Obj(C);

(17) para qualquer par X, Y € Obj(C), o conjunto Home(X,Y') estd munido com uma estrutura

de grupo abeliano (sua operacao serd denotada pelo simbolo “+"e seu elemento neutro por
44077);

(1ii) para qualquer tripla de objetos X,Y,Z de C, a composi¢iao de morfismos em C
o: Home(Y, Z) x Home(X,Y) — Home(X,Y)

distribui sobre a soma, isto €, (f + f)og=fog+ flogefo(g+g)=fog+fod,
para todo f, f" € Home(Y, Z) e g, € Home(X,Y);

(1) existe um objeto 0 € Obj(C) tal que o morfismo identidade idg € o elemento zero do grupo
abeliano Home(0,0).

Observacao A.1.6 SejaC uma categoria aditiva e Home (X, X) um conjunto, entao (Home(X, X), +, 0)
é um anel com 1 =idx. Além disso, Hom¢(0,0) = {ido}.
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Definicao A.1.7 Seja C uma categoria aditiva e f : X — Y um morfismo em C. Um ntcleo de
f 