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SUMÁRIO 

Este trabalho consiste num estudo em equaçoes matriciais 

do tipo AX = XB. Nele desenvolvemos um novo método uara trans 

formar urna matriz companheira numa matriz deSchwarz por simila 

ridade. Desenvolvemos também uma extensão deste novo método, 

que permite a transformação de uma matriz arbitrária numa matr~ 

de Sch1iffirz -por similaridade. 

Foram elaborados programas computacionais que permitem e 

xecutar com rapidez as ex?ressões obtidas no novo método. 



ABSTRACT 

This work is constituted by a study of matricial equations 

of the type, AX = XB. In it a new method for transforming 

Companion matrix into a Schwarz matrix 

developed. An extension of this new method is 

by similarity is 

also developed 

which permits the transformation of any matrix into 

matrix by similarity. 

a Schwarz 

Computational programs were elaborated which permit the 

rapid execution of the expressions obtained by the use of the 

new method. 
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C A P I T U L O I 

INTRODUÇÃO 

A resoluçio de equaçoes ~atriciais ~ um uroblema clissi 

co na teoria matricial e nossue uma larga faixa de aulicação e~ 

diferentes ramos da ciência e da en~enharia. - Dentre os tóuicos 

mais imnortantes node~os citar sua anlicação na solução de nro 

ble~as de autovalores e na análise da estabilidade de sistemas 

de equações diferenciais. 

No estudo de sistemas de equaçoes diferenciais e imnor 

tante saber sobre a estabilidade das matrizes que re~e~ esses 

siste~as, nois a solução desses siste~as somente será. estável 

se a ~atriz do sistema for estável. 

Por exemulo se um fenômeno é descrito nor ~eio de um s1s 

tema de equações diferenciais com condições iniciais as quais 

~eralmente são resultados de certas medições e nortanto sao oh 

tidos invariavelmente com certo erro, sur~e o nroble~a sobre a 

influência de nequenas variações nas condições iniciais sobre a 

solução procurada. Se uma pequena variação nos valores iniciais 

node trocar muito a solução, então essa solução não tem nenhum 

valor nrâtico e nade não descrever nem aproximadamente o fenome 

no estudado, caracterizando uma instabilidade no sistema. 

Algumas matrizes nos dão a estabilidade de imediato, nor 

exemnlo a matriz na forma de Schwarz n0s ~ermite analisar sua 

estabilidade somente analisando os sin~is de seus elementos. 0 

orohlema é que raramente acontece da matriz do sistema ter essa 
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forma especial. 

Uma das matrizes que aparece com freqÜência em nroblemas 

físicos é a matriz companheira, por isso o objetivo nrinci~al 

do nosso trabalho baseou-se em buscar um algorít~o que tran's 

formasse uma matriz comnanheira nara a sua forma similar de 

Schwarz, culminando em um algorít~o que transforma uma matriz 

arbitrária para sua forma similar de Schwarz. Obviamente com a 

utilização de tais algoritmo , podemos analisar a estabilidade 

de uma matriz qualquer, oois uma transformação de similaridade 

nao modifica os seus autovalores. 

Este trabalho está subdividido em quatro capítulos. 

CAP!TULO I 

Este canítulo contém a colocação geral do problema matri 

cial, nosso objetivo central, e a descrição geral do contelldo 

da tese. 

CAP!TULO II 

Este capÍtulo contém conceitos básicos, definições e teo - -

remas que fornecem uma base razoável para a compreensão da tese. 

CAPiTULO II I 

Este capítulo contém as equaçoes matriciais mais utiliza 

das, com alguns casos especiais de interesse, "que ajudam a s1 

tuar o problema em estudo. 
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CAPITULO IV 

Este capítulo é o núcleo central da tese e contêm o de 

senvolvimento do nosso algorítmo bem como uma análise das ov~ 

rações envolvidas, comentários e conclusões. 



C A P I TU L O 11 

ALGUNs CoNCEITos BÁsrcos 

2.1 DEFINIÇOES E TEOREMAS 

2. 1.1 Au~ovaio~ e Autoveton 

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e À um escalar, 

tal que 

AX = H , X f O, 

então, À ê chamado autovalor da matriz A e o vetor X e chamado 

autovetor de A correspondente a À. 

2. 1.2 Pol~nômlo Ca~aete~l~tieo 

Para uma matriz A , o polinômio característico de A e· nxn , 

p(À) = det (Hn-A) 

= Àn + Pl Àn-1 + Pz n-2 
À + ••• Pn 

A matriz Ãl -A e chamada matriz característica de A e a 
n 

equaçao; 

p (À) = o 

é a equaçao característica de A. 

2. 1. 3 Teo!tema 

Para os p. , coeficientes de polinômio 
1 

sao válidas as seguintes relações: 

característico, 

4 
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p
1 

- tr(A) 

pk = (-l)'k, (soma de todos os menores principais de or 

dem k de A) 

(-l)n • det(A) 

2. 1.4 Tea~ema de Cayley- Hamilton 

Toda matriz A quadrada satisfaz a sua equaçao caracterís 

ti c a, isto e, 

An + p An-1 + p I o O 
1 · · · n n 

ou seja 

p(A) o O 

2. 1.5 Polinômio Mônico 

O polinômio cujo coeficiente do termo de malor grau e 

igual a unidade ê chamado polinômio mônico. 

2. 7,6 Polinômio MZnimo 

Além do polinômio característico podem existir outros p~ 

linômios pc(x) de grau menor ou igual a n, tais que p (A) = 
c 

o. 

Entre esses polinômios, o polinômio monlco de grau mínimo e cha 

mado p-olinômio mínimo da matriz A. 

2. 1.7 Matniz não dennogatOnia 

Uma matriz A com o polinômio característico idêntico ao 

polinômio mínimo ê chamada matriz não-derrogatória, caso centrá 

rio é chamada matriz derrogatória. 



2.1.8 Math~z Companht~ha 

A matriz C da forma 

c = 

o 
o 

l 

o 
o 
1 

o 
o 

e chamada matriz companheira associada ao polinômio 

n n n-1 
P (À J = c -1 J (À -c À - c n n n-1 

n-2 
À • • • - c2 

que e o polinômio característico de C. 

2.7.9 MaXhiz Th~diagonal 

A matriz da forma 

tl,l tl,2 o 

t2, 1 t 2 2 
' 

t2 3 , 

o t3 2 t3 3 
' ' 

o o o 

ê chamada matriz tridiagonal 

......... 

o ....... 

t3 4 
' 

t n,n-1 

o 

o 

o 

t n-l,n 

t n,n 

6 



A matriz da forma 

h n-1,1 h n-1,2 

h n,l h n, 2 

ou 

h .. 
1. J 

= O, quando i < j -1 

o .••• o • o o 

h 2 3 •• o •• o • o 
• 

h n-1,3 
..... h o 

n-l,n 

h n,3 h n,n 

e chamada matriz de Hessenberg inferior 

2.2 OS TEOREMAS DE INERCIA 

A inércia de uma ma~riz A é definida pela tripla c~ CAl. 

v(A), y(A)) que são respectivamente os números de autovalores 

de A com partes reais positivas, negativas e nulas. 

A inércia de A é denotada por In(A). 

Diversos teoremas de inércia, têm sido obtidos ultima 

rnente(S). Um aspécto básico desses teoremas é o seguinte: dada 

uma matriz A, arbitrária, sob certas condições, mostrar a ex1s 

tência de uma matriz hermitiana H cuja inércia é a mes~a de A. 

Obviamente se a matriz existir e for computada, nôs podemos uti 

lizar os procedimentos numericamente estáveis e eficientes exis 

tentes na literatura, para a solução dos autovalores de matri-

zes. 

7 
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2.2.2 Teo~ema de Ca~l•on e Va~~a 

Carlson e Datta, apresentaram um método para construir H, 

quando A é uma matriz Hessenberg inferior. com codiagonal unitá 

ria. 

Praticamente nao há perda de generalidade ao assumir es 

ta forma particular de A, pois qualquer matriz A, não derrog~ 

tória, pode ser transformada numa matriz de Hessenberg, e isto 

pode ser feito por meio de métodos numericamente estáveis e efi 

cientes como os de Givens(S) e Householder( 9). 

Além disso o aparecimento de um zero na codiagonal da 

matriz transformada de Hessenberg, reduz o problema de autoval~ 

res da matriz original, para um problema de ordem inferior(ll). 

Descrição do Método de Carlson-Datta 

Seja A = a.- urna matriz n x n(n > 1) Hessenberg inferior 
1] 

complexa, com codiagonal unitária, 

2 ... n-1 e a. - =O para j > i+l 
1 'J 

PASSO 1 

isto é a- - 1 = 1 para i= 1, 
l,l+ 

Construa uma matriz triangular inferior L= (lij), com 

diagonal (1,-1,1 ... (-l)n-l) que satisfaça a equação matricial 

LA + AL = R (2.1) 

onde as n-1 primeiras linhas de R sao nulas. Os n(n-1) elemen 
2 

tos abaixo da diagonal principal são determinados comparando os 

elementos na respectiva posição em ambos os lados de (2.l),e a 

ordem na qual os l-- devem ser calculados ê: 
1) 
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PASSO 2 

Tendo construído a matriz L. calcule a Última linha de R. 

Chame essa linha de r. 

PASSO 3 

Construa a matriz S, tendo as linhas s1 , s2 ... Sn defi 

nidas por 

1 = n-1, n-2, ... 2,1 

PASSO 4 

Calcule H = L*S 

(4) 
Teorema de Carlson-Datta 

Dada uma matriz de Hessenberg inferior A, com codiagonal 

unitária, e H construÍda como acima. 

i) Se H ê nao singular, então det (A)f O 

ii) H é hermitiana,I (A)= I (H) A ê estável se somente 
n n 

se H ê negativa definida. 

Exemplo: 

Considere a matriz A 

1 1 o o 

A = 
o 2 1 o 
o o 3 1 

o o o 4 



com autovalores 1, 2, 3, 4. 

PASSO l 

Construir a Matriz L. 

PASSO 2 

Calcular a última linha de R. 

r= (-24, -36, -12, -1) A+ (0, O, O, 4) L= 

-20) 

PASSO 3 

lO 

( -120 -240 -120 , , , 

Construir a matriz S com Última linha r 

(-120, -240, -120, -20) 

-3 1 o o 
o -2 1 l 

= ( -120, -240, -120, -2 O) o o -1 l 

o o -1 l 

= (360, 360, -120, -120) 



H 

H 

= s
3

(A- a 33 I) = (360, 360-120, -120) 

= (-720, o, 360, -240) 

= S
2

(A- a
22 

I) = (- 720, O, 360, -240) 

= (720, -720, 360, -120) 

PASSO 4 

Construir a matriz H = L* S 

1 

o 
o 
o 

7200 

7200 

-2 

-1 

o 
o 

6 -24 

6 -36 

1 -12 

o - 1 

7200 1800 120 

10800 3240 240 

1800 3240 1320 120 

120 240 120 20 

720 

-720 

360 

-120 

-720 

o 
360 

-240 

-2 

o 
o 
o 

-1 

o 
o 
o 

.1 

-1 

360 

360 

-120 

-120 

o 
o 

1 

o 
o 
o 

o 
1 

o 
o 

o 
1 

1 

o 

-120 

-240 

-120 

- 20 

o 
o 
o 
1 

o 
o 
1 

2 

ll 
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Pode ser verificado que a matriz H. é positiva definida 

e portanto nos concluímos que todos autovalores de A tem parte 

real positiva. 

(7) 
2,2.3 Tto~tma de Chen-Wimme~ 

Seja A uilla matriz quadrada de ordem n e X uma matriz her 

mitiana, tal que AX + XA* = C, onde C e positiva semi- definida 

'2 n-1 e o posto de (C, AC, A C ... A C) "n então In (A) "In (X) 

2.3 ESTABILIDADE E ALGUNS CONCEITOS RELACIONADOS 

a) A matriz A cujos autovalores têm uartes reais ne 

gativas é chamada matriz estável . 

• b) A equaçao x = Ax,onde (.) denota diferenciação no te~ 

po, com coeficiente 

te soluções estáveis. 

(2) 
2.3.2 O Elquema de RouLh 

Considere o polinômio 

f (Z) 
r 

+ b zn-1 
o 

matricial A 

+ a zri-2 
1 + ••• 

(estável) tem somen 

( 2 • 2) 

O esquema de Routh para o polinômio acima consiste na ob 

tençao dos elementos do quadro abaixo. 



onde 

ao al az a3 

bo bl b2 b3 

co cl cz c3 

do dl dz d3 

ao 
co = al - b bl 

o 

do b1 
bo 

= c1 co 

Z.3.3 Ma~lz de Hu4wltz 

c1 

dl 

ao ao 
= a2 - b b2 c3 = a3 -

bo o 

b2 
bo 

d2 b3 
bo 

= - c2 " -
co co 

A matriz de Hurwitz para o polinômio (2.2) é dada por: 

bo b1 b n-1 

ao a1 ... a n-1 
H " 

o bo b n-2 

o ao ... a n-2 

H ci 2 
2) ••• 

13 

b3 

c3 
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1. 3. 5 

Todas as raízes do polinômio real (2.2) tem partes reais 

negativas se e somente se as desigualdades ~l > O; 82 > O, 

1:::. > O são satisfeitas. 
n 
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C A P I TU L O 111 

EQUAÇÕES MATRICIAIS 

3.1 EQUAÇÃO MATRICIAL GERAL 

Em muitos problemas físicos obtemos um grande conjunto 

de equações as quais podem ser representadas compactamente numa 

forma matricial. 

A equação matricial geral e da forma 

c (3.1) 

onde as matrizes Ai sao conhecidas e X incógnita. 

b muito importante sabermos operar com essas equaçoes, 

para tal, temos diversos métodos os quais serão expostos a se 

guir. 

3. 1.1 M~~odo de Syive~~ei pa~a hoiução da equaçao ma~~i~iai g~ 

~a! 

A equação (3.1) foi primeiramente estudada por Sylvester, 

ele observou que a equaçao (3.1) ê essencialmente equivalente 

ao sistema de n 2 equaçoes lineares algébricas e n 2 elementos 

x de x, reduzindo assim o problema de resolver a 
rs 

-equaçao 

(3.1) para a solução do sistema de equação lineares da forma 
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' Gx = C, portanto esse método praticamente retorna a ar~ 

gem prática do problema. 

Posteriormente descobriu-se que a matriz G, do sistema 

era a soma dos produtos diretos entre as matrizes A- e B .. 
1 1 

Portanto, temos o seguinte teorema: 

TEORE'IA DE MACDUFFE 

( 3 • 2) 

A condição necessária e suficiente para que a equaçao 

(3.1) tenha urna solução e que as matrizes G e a matriz aumenta 

da [G,c) tenham o mesmo posto. 

EXEMPLO 

Sejam: e c~[: :j 
Vamos resolver a equaçao matricial 

A X B C 

an 
temos G 

azz 

Resolvendo Gx = C 
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2 o o o xll 4 

1 3 o o x12 
= 

3 

4 o 2 o xl3 2 

2 6 1 3 x14 1 

X 
[ 

2 l/ 3l 
= -3 -2/3~ 

Como podemos verificar G, e IG,cl. tem o mesmo posto. 

3.7.2 Mitodo de Wedde~bu~n 

Em 1904 Wedderburn (lg) deu uma solução para equaçao ma 

tricial (3.1) na forma de séries infinitas, e mostrou que a so 

lução quando existe, pode ser exibida corno uma função analítica 

dos coeficientes. Ele considerou primeiramente a seguinte equ~ 

çao linear 

X - AXB c (3. 3) 

De (3.3) temos: 

X = C + AXB 

Substituindo X no segundo termo do lado esquerdo de (3.3), 

obtemos 

X - A (C + AXB) = C 

X - ACB - A'XB' = C 
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Repetindo esse processo n-vezes temos: 

(3.4) 

A série 
00 

Tin quando e convergente~ sera solução de (3.3). 
n=l 

A equação matricial (3.1), pode ser resolvida desta ma 

neira colocando-a na forma (3.3). Para isto basta escolher uma 

matriz A. e pré-pós multiplicá-la a cada termo de (3.1) por A~ 1 

J J 
e B: 1 respectivamente. 

J 

A solução geral X neste caso pode ser colocada na segui~ 

te forma 

X~ C+ PC+ P 2 C + ••• 

onde P e urna matriz de ordem n 2 

3.2 A EQUAÇÃO AX = XB 

A equaçao matricial AX = XB é de grande utilidade prât~ 

ca por representar um grande número de problemas físicos reais, 

A equaçao 

AX = XB (3.5) 

ê um caso especial da equaçao (3.1). E conhecido que a 

equação (3,5) tem uma solução, não singular, se somente se, as 

matrizes (AI - A) e (AI - B) tem o mesmo fator invariante. Isto 
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segue de fato que, quando X é nao singular as matrizes A e B 

são similares, e duas matrizes são similares, se somente se, as 

correspondentes matrizes características tem o mesmo fator inv~ 

riante. Por outro lado, a equaçao (3.5) é equivalente ao siste 

ma de equações lineares homogêneo. 

onde G 

Gx = O 

T (A x I - I x ~ ) 

Os autovalores da matriz G sao os n 2 números 

Àn sao os autovalores de A e u1 

autovalores de B. Da teoria de sistemas de equaçoes 

(3.6) 

sao 

lineares 

segue que (3.6) tem solução nao trivjal se, e somente se, G e 

singular, isto ê, se somente se G tem zero como autovalor. 

Então chegamos ao seguinte teorema. 

TEOREMA 3.1 A condição necessar1a e suficiente para que 

a equação AX = XB tenha solução não trivial ê que A e B tenham 

pelo menos um autovalor em comum. 

Notamos que X = O é sempre solução de (3.5) e que todas 

soluções não triviais são linearmente independentes. 

O teorema a seguir dá o numero de soluções independentes 

e foi adaptado de MacDuffe(S). 

TEOREMA 3.2 A equaçao AX = XB tem Lers soluções linear 

-mente independentes onde e e o grau do maior divisor · rs comum 

dos fatores invariantes de ar de À! - A, e b5 de ÀI - B. 
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3.2.2 A eonJt~ução da Jo!uçãa ge~a! 

A equação (3.5) foi primeiramente discutida por Cayley 

em 1885 e desde então vários autores a tem estudado, e obtido di 

ferentes técnicas de 

tes, a técnica usada 

solução. Entre as várias provas 

por Gantmacher( 3 ) mostrou-se 

existen 

a técni 

ca mais usada e rna1s eficiente não somente para obter a solução 

de (3.5), mas também para outros vários casos de equações do 

mesmo tipo. 

3.2.2.1 O método de. Gantma.c.he.Jt pa.Jta a .õol.uç..ã.o de. AX = XB 

Sejam as matrizes A e B reduzidas para as suas respectl 

vas formas canônicas de Jordan. 

e 

A equaçao (3.5) e então transformada para 

AX " XB ( 3. 7) 

onde X ( 3. 8) 

A equaçao (3.7) é primeiramente resolvida para X e en 

tão X ê obtida (3.8). 

Para obter a solução (3,7), X é particionada em 

correspondentes a forma quase diagonal de ·A e B. 

1 = 1 ..• U, k = 1 ..• V 

blocos 



A equaçao matricial (3.8) é então dividida em ij 

çoes matriciais. 

X .. G. 
1) J 

1 :: 1, ... u, J = 1, ... v 
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equ!'c 

( 3 • 9) 

as matrizes Hi e Gj aparecem nas expressoes para a forma 

canônica de A e B. 

Dois casos sao agora considerados 

caso (i) 

caso (ii) 

À . 
1 

u. 
J 

= u. 
J 

No primeiro caso, cada X .. = O e portanto X = O e solu 
1) 

çao de (3.7) e também de (3.5). No segundo caso, a equaçao 

(3.9) se reduz 

H.X .. =X .. G. 
l 1) 1) J 

(3.10) 

As matrizes H. e G. sao tais que os elementos da primei 
1 J 

ra superdiagonal são iguais a 1, e os demais são zero. 

= 1,2 p. 
1 

s = 1' 2 . . . qj 

A ordem das matrizes X .. 
1) 
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O sistema (3.10) é então equivalente ao sistema de equ~ 

çoes escalares. 

= t;pi+l,j = O, i = 1,2 ... pl; J = 

(3 .11) 

l ... q.) 
J 

Pode ser facilmente notado na relação acima que, se p. = 
l 

q cada X .. é' uma matriz triangular superior quadrada da forma j, lj 

al a2 . . 
o al .. 

x. = 
lj 

o o 

e no caso em que pi < qj 

sao respectivamente da forma 

x .. = [ o T .. J , (O e 
lJ lJ 

T .. 
x .. r l) ]. (O e e 

lJ o 

EXEMPLO: 

2 o l 

A -l 2 3 B 

l o 2 

. .. .. .. .. 

. . . . .... 
a 
pl 

a 
pil 

al 

x .. 
lJ 

= T. 
lJ 

e pi > qj , as 'Tlatrizes 

de 

de 

ordem q. - p.) 
J l 

ordem p. - q.) 
l J 

o o l 

3 7 -9 

o 2 -l 

u 

l o l 

2 l 4 

l o -l 



A " 

3 o o 

o 2 o 

o o 1 

1 o o 

B o 2 o 

o o 3 

X " u- 1 X V 

X " v- 1 X U 

4 2 - 5 

X " ll 4 -ll 

-2 o 1 

6 4 - 9 

AX " 12 6 -14 

o 2 - 3 

v." 

" XB 
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1 1 1 

-3 -2 5 

1 -2 1 

3,2.3 Teo~ema de Ca4~~on- Va~~a óob4e a ex~D~ência de AX = XB 

Para estudarmos a solução numérica da equação AX ~ XB te 

mos um teorema básico de Carlson-Datta(4 ) que mostra a existên 

cia e ao mesmo tempo dá um procedimento numérico para sua solu 

çao quando a matriz A for urna matriz de Hessenberg. 

Seja A uma matriz de Hessenberg superior com codiagonal 

unitária. Seja f 0 (t) " 1, e para k " 1, ..• n seJa fk(t) o P.". 

linômio característico de A (1,2 .•. k), a submatriz principal 

de A, envolvendo as k primeiras linhas e k primeiras colunas. 

Então ê conhecido que( 9); f
1 

(t) = t- a
11

. e 
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fk(t) = fk_
1

(t) (t a ) a f (t) - kk - k,k-1 k-2 

k = 1,2 ••• n (3.12) 

TEOREMA 3.3 Seja Anxn de Hessenberg com codiagonal un1 

târia e B 
pxp 

Para cada vetor r com p componentes existe, no 

máximo uma matriz Xnxp com primeira linha r, satisfazendo a e 

quaçao AX = XB. Esta solução existe, se somente se, 

r f(B) = O (3.13) 

onde f(t) é o polinômio característico de A. 

dimensão do espaço < r, rB, ••. rBn-l >.Se n 

O posto de X -e a 

-p,x e nao sin~~ 

contcolâvel, isto é, se nost0 

Existe uma solução X 1 O com pr1me1ra linha r, para pelo 

menos um r # O, se somente se, o polinÔmio característico de B 

e A não são relativamente primos. 

Existe uma solução X para todo r, se somente se, o pol~ 

nom1o mínimo de B, divide o polinômio característico de A. 

Demonstração: 

Seja x 1 , x 2 ••. x n as linhas da ma triz Xrxp 

A equação AX = XB é equivalente ao sistema 

k = l ... n-1 (3.14) 
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= x1 + ••. a 1x 1 +a x 
a 1 n,n- n- n,n n n, 

(3.15) 

Agora dado o vetor r com p componentes, a fórmula (3.14) 

fornece um algorítmo para determinar x 2 .•. xn indutivamente 

de x1 = r. Então existe no máximo uma solução X da equação AX ~ 

XB com x1 = r. Também, dado r, existe solução X com x 1 = r, se 

somente se, a fórmula (3.15) é satisfeita para x1= r e x 2 

determinada pela fórmula (3.14). 

• • • X n 

NÓs podemos dar uma fÓrmula explÍcita para Xz ,,, 
tisfazendo (3.14) para x1 = r. 

X 
n 

sa 

Resolvendo nara x 2 
-xn em 3.15, nos obtemos 

x = r fk (B) k+l (3.16) 

Claramente (3.15) é satisfeita para k=l,x 2 =x 1 (B-a 11 I),a~ 

sumimos que é satisfeita para k = 1,2 ... J - 1. Agora usando 

(3.12), (3.14) e (3.15) para k = 1,2 ... j-1 

X. 1 J+ 
x. (B - a .. I) - a. . 1x. 1 ... a. 2x 2 -

J JJ J,r J- J 

a
1
.
1

x
1
=r Lr f 1 (B) (B-a .. I)- a .. 1 f. 2 (B) ... a. 2 f 1 (B-a.1 I)I 

J- JJ J ,]- J- J J 

então 

(3.17) 
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Analogamente, (3,15) e satisfeita, se somente se, 

r f(B) = O, então 

r f(B) = r fn (B) 

As duas Últimas afirmações do teorema agora sao eviden 

tes. 

Seja Cjk o coeficiente (t), k=0,1 ,, j -1 e 

J = 1,2 ... n-1. De 3.16 nós temos, para qualquer solução X de 

(3.5) com primeira linha r que 

x1 1 o ..... o r 

xz x10 1 ..... o r B 
X 

X c n-10 ...... n 1 
-1 

r B 

A afirmação sobre o posto e singularidade de X sao agora 

também satisfeitas. 

Note que usando 

as linhas da matriz identidade, nós calculamos as linhas de 

f(B). 
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3. 2. 4 Um ai'}olLZ.t'l'lo numêJt.ic.o pa!ta .õoluç.ão de. AX "' XB 

A prova do teorema dado no item (3.2.3) fornece um proc~ 

dimento numérico para a solução geral da equação AX = XB. Este 

procedimento pode ser formulado da seguinte maneira: 

Seja x1 , x 2 ... xn as linhas da matriz X e e 1 

linhas da matriz identidade 

. . • e as 
n 

i) Compute as linhas e. f(B) de f(B) 
1 

1=1,2 •.. n, f a 

zendo x1 = e 1 computando-se x 2 ... xn por (3.14) e e 1 f (B) por 

(3.18) 

ii) Resolva x1 f(B) = O 

iii) Calcule x 2 •.. xn sucessivamente usando 

k 
l: k = 1,2 ... n-1 

j =1 

OBSERVAÇÃO 1- Para obter a solução X (não singular)qua~ 

do ela existe exigimos que x
1 

satisfaça 

x
1 

f(B) = O e também que T T T (x1 , B x
1

, ••• 

(BT)n-1 xTl) t h t en a pos o n. 

OBSERVAÇÃO 2 - Se B é também uma matriz de Hessenberg su 

perior com codiagonal unitária então, tão 

logo a primeira linha de f(B) seja comp~ 

tada em (3.18). nós recorremos para a fór 

mula. 
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k 
E (3.19) 

j =1 

para computar as demais linhas de f(B). 

A computação de f(B) neste caso é mais econômica. 

EXEMPLOS: 

1') Seja: A = 

1 1 o 
7 1 1 

6 o 1 

e B = 
1 13 12 

1 1 o 
o 1 1 

Queremos obter a solução X da equaçao AX 

Hessenberg. 

XB onde A 

i) Calculamos as linhas de f(B) 

a. Arbitramos x1 igual a la. linha da identidade 

x 1 = (1,0,0) 

Utilizando-se da relação 

X- 1 1+ 
= X.B 

1 

k 
E 

j =1 

Calculamos x 2 e x 3 

e 
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= (18,90,72) - (6,00) - (6,12,0) 

= (6,78,72) 

e
1 

f(B) = (6,78,72) 

b. Escolho x1 igual a 2a. linha da identidade 

x
1 

= (0,1,0) 

x2 

x3 = x 2B - a 21 x1 - a
22

x
2 

= (0,6,12) 

e 2 f(B) = x 3B - a 31 x 1 - a 32 x 2 - a 33x3 = (6,18,1~­

- (0,6,0) - (0,6,12) = (6,6,0) 

e
2 

f(B) = (6,6,0) 

c. Arbitramos x1 igual a 3a. linha da identidade 

x
1 

= (0,0,1) 

(1,0,-7) 



- (0,0,6) - (1,0,-7) = (0,0,6) 

e 3 f(B) = (0,6,6) 

temos 

6 78 72 

f (B) = 6 6 o 

o 6 6 

ii) Resolvendo x 1 f (B) = O 

6 78 72 

(x
11

, x 12 , x 13 ) ~ 6 

o 

6x
11 

+ 6xl2 = o .. 
7Bx11 

+ 6x12 + 6x13 

6x12 
+ 6x13 

o 

78x 11 - 6x 11 
+ 6x 13 

1 

xu = _6_ 
xl3 n 

12 

1 
xu = - xl3 

12 

6 o 

6 6 

.. .. xll 

= o 

72x
11 

+ 

escolho 

o 

o 

o 

= - x12 

6x 13 
= o 

xl3 = 12 

30 

(5) 



-1 = 1 

temos 

x
1 

= (-1, 1, 12) 

iii) Recorrendo a relação 

x. 1 l+ 
= x.B 

l 

k 
l: 

j =1 

31 

allx
1 

=. (0,0,0) - (-1,1,12) = (1,-1,-12) 

- (1,-1,-12) 

X = (6,-6,-72) 
3 

temos a solução 

-1 1 12 

X 1 -1 -12 

VERIFICAÇJ\0: AX 

7 1 o 

AX = 7 l l 

6 o l 

6 -1 -72 

-l l 12 

l -l -12 

6 -6 -72 

o o o 

= o o o 

o o o 



XB = 

2') Seja:. 

-1 1 12 

1 -1 -12 

6 -1 -72 

A = 

1 1 o 

3 1 1 

1 o 1 

1 13 12 

1 

o 

e 

1 

1 

o 

1 

B = 

2 

3 

1 

1 

-3 -1 

32 

o o o 

o o o 

o o o 

o 

1 

o 

Queremos obter a solução X da equaçao matricial AX = XB 

onde A e B são matrizes de Hessenberg. 

i) Calculamos somente a la. linha de f(B) 

x
1 

= (1, O, O) 

x3 = XzB - a21x1 - a22x2 = O, 1, 1) 

e
1 

f (B) = x 3B - a 31 x 1 - a 32x 2 - a 33 x 3 = (O, O, O) 

ii) Recorremos a fórmula 

fk+1 = ek+1 f(B) 

(O, O, O) 

portanto f (B) = O 



iii) Resolvendo 

x
1 

f(B) " O; se f (B) " O 

X " 

3 ') Seja: 

1 1 o 

o 1 o 
A " 

o o -1 

o o o 

o 

o 

1 

-1 

1 

1 

1 

o 

1 

1 

e 

o 

o 

1 

B ~ 

3 

2 

2 

1 

33 

-1 -4 2 

3 -2 -4 

-1 -3 2 

2 -1 -3 

Queremos obter a solução X da equaçao AX ~ XB onde A e 

matriz diagonal de blocos, onde cada bloco é 

Hessenberg; 

~ [: ~ J 

uma matriz 

Subdividimos x em matrizes x 1 e x 2 de ordem 

(2x4) :] X X 

X X 

X ~ 

de 



= 

= 

X (l) 
1 

(1) xz 

(2) xz 

• 
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Seja f(l)(t) e f(Z)(t) respectivamente o polinômio carac 

terístico de A1 e A2 

Resolvemos a equaçao matricial 

= 

i) Calculamos as linhas de f(l)(B) 

a) escolhemos X 
(1) = 

l 
(1,0,0,0) 

Utilizando as relações 

X 
(l) 
i+l 

= 
k 

E - l: 

j=l 

Calculamos xil) e 

o 

e 
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(1) 
x2 = (3,-1,-4,2) - (L 0,0,0) = 

= (2,-1,-4,2) 

e
1 

f(l) (B) (-4,3,8,-8) 

b) escolho xP) = (O ,1, O, O) 

X
(l) = x(l) B - a x(l) = (2 3 2 4) (O 1 O 0)-2 1 11 1 ' ,- ,- - ' ' ' -

= (2,2,-2,-4) 

e
2 

f(l) (B) = (2,-2,-2,4) -(2,2,-2,-4) 

e
2 

f(l) (B) = (0,-4,0,8) 

c) escolho x{ 1 l = (0,0,1,0) 

a X (l)= (2 1 3 2) (O O 1 O) 11 1 ,- ,- ' - , ' , 

(2,-1,-4,2) 

e
3 

f(l) (B)= x
2
(l)B. xP) = (-2,2,4,-6)-(2,-1,-4,2) 

= (-4,3,8,-8) 



e
3 

f(l) (B) = (-4,3,8,-8) 

d) escolho xi 1 ) = (0,0,0,1) 

(l) 
x2 X ( 1)B a X = 

1 - 11 1 (1,2,-l,-3) - (0,0,0,1) 

= (l 2 -l -4) 
' ' ' 
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( l) X(1)B- X. (1) = e
4 

f (B) = 
2 2 

(1,-2,-1,4)-(1,2,-1,-4) 

= (0,-4,0,8) 

-4 3 8 -8 

f(l)(BJ = 
o -4 o 8 

-4 3 8 -8 

o -4 o 8 

ii) Vamos calcular a solução x 1 e xil) f (B) = O 

-4 3 8 -8 o 

o -4 o 8 o 
(xll xl2 xl3 xl4) = 

-4 3 8 -8 o 

o -4 o 8 o 

= -x 
13 
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-4x
11 4xl3 = o 

3x
11 4xl2 + 3xl3 - 4xl4 = o 

8x11 
+ 8xl3 = o 

-8x
11 

+ 8xl2 - 8xl3 + 8xl4 = o 

o -1 
= 

l -1 

Resolvemos agora a equaçao 

i) Calculamos as linhas de fl 2l(B) 

a) Escolho xf 2 l = (1, O ,O ,0) 

= (4,-l,-4,2) 

e
1 

f( 2)(B) = xfZlB+ xi 2) = (4,1,-4,-2) +(4,-l,-4,2) 
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e
1 

f( 2 ) (B) = (8,0,-8,0) 

b) escolho xi
2 l " (0,1,0,0) 

. (2) 
= (2) B (2) (2,3,-2,-4) (0,1,0,0) 

x2 xl allxl " + 

" (2,4,-2,-4) 

e
2

f (B) " x( 2)f(B) +x( 2)= (6,4,-6,-4) + (2,4,-2,-4) 
2 2 

" (8,8,-8,-8) 

c) escolho 
(2) 

xl " (0,0,1,0) 

(2) 
" 

(2) B (2) 
" (2,-1,-3,2) + (0,0,1,0) 

x2 xl allxl 

" (2,-1,-2,2) 

e
3

f(B) " x( 2)f(B)+ x( 2 )" (2,1,-2,-2) + (2 ,-1,-2,2) 
2 2 

" (4,0,-4,0) 

d) escolho xi 2 ) " (0,0,0,1) 

(2) 
" 

(2) B ( 2) (1,2,-1,-3) + (0,0,0,1) 
x2 xl - allxl 

= (1,2,-1,-2) 

e 4 f (B) " x?)f(B) + 
(2) 

x2 " (3,2,-2,-2) + (1 '2,-1 ,-2) 

" (4,4,-4,-4) 



i i) Vamos 

(xzl' 

temos 

= 

calcular a 

8 

8 

o -8 o 

8 -8 -8 

4 o -4 o 

4 4 -4 -4 

solução xz 

xzz· x23' xz4l 

o 

X = 

o 

l 

l 

o 
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8 o -8 o 

8 8 -8 -8 

4 o -4 o 

4 4 -4 -4 

:j 
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A solução de AX = -XB e 

l o -l o 
l l -l o 

X = 
l o l o 

o l o l 

3.2.5 Aigun~ calo4 e~peciaih da equa~ao AX ~ XB 

Alguns casos especiais da equaçao AX = XB, sao bem conhe 

cidos por serem de interesse particular. E a solução dessas 

equações é facilmente construída, visto que é desnecessário a 

construção das linhas de f(B), como veremos a seguir. 

CASO l 

Seja a equaçao AX = XB, fazemos B = A (matriz de Hessen 

berg), temos então a equação AX = XA. 

Neste caso, as soluções X são matrizes que comutam com 

A. No ítem anterior calculávamos as linhas de f(B) para resol 

ver x
1 

f(B) = O, onde f (B) é o polinômio característico de A. 

Agora não precisamos calcular as linhas de f(B), pois pelo Teo 

rema de Cayley Hamilton f(A) = O. Entã~ x1 pode ser escolhida 

arbitrariamente e x 2 ... xn computada através da fórmula de re 

correnc1a. 



Se escolhermos x1 = e1 = (a,o ... o) então (Ar. xT) 

trolâvel e resultará X (diagonal não singular) 

EXEMPLO: 

Seja A = 

1 

3 

1 

1 o 

1 1 

o 1 

i) Escolho x
1 

= (2, 1, O) 

ii) Calculo x 2 e x3 recorrendo a fÓrmula 

k 
xk+l = xkB - Z akjxj 

j =1 

(2,1,0) = (3,2,1) 

41 

-e con 

= (10,5,3)-(6,3,0)-(3,2,1) 

= (1,0,2) 

então a solução X de AX = XA e 

2 

X = 3 

1 

1 

2 

o 

Note-se que nao escolhemos x 1 

o 

1 

2 

(a,o,o .•. o) 
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Matriz que comuta com A 

Verificação: 

5 3 1 

AX = 10 5 3 

3 1 2 

5 3 1 

XA = 10 5 3 

3 1 2 

OBSERVAÇÃO: Através deste algorítmo achamos as matrizes 

que comutam com urna matriz de Hessenberg. 

CASO 2 

Seja a equaçao AX T 
= XB, fazemos B = A 

b ) - - T Hessen erg , temos entao a equaçao AX = XA 

(A matriz de 

Neste caso, as soluções X sao matrizes simetrizadoras de 

A, sendo A, AX e XA matrizes simétricas. Como f (AT) = O, então 

não necessito calcular as linhas de f(B). A primeira linha de 

X pode ser escolhida arbitrariamente e x 2 ... xn computada atra 

vês da fórmula de recorrência. 

k 1,2 .•. n-1 



EXEMPLO: 

Seja: A = 

x
1 

= (2,1,1) 

X = 

2 

1 

1 

Verificação: 

AX = 

1 

1 

3 

1 

1 

7 2 

2 -2 

3 

8 

3 

1 

1 

o 

o 

1 

1 

8 3 

12 3 

3 -1 

= 

1 

1 

o 

3 

1 

o 

e simetrizadora de A. 

3 

8 

3 

8 

12 

3 

1 

o 

1 

3 

3 

-1 

43 
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3.3 A EQUAÇAO AX + XB = C 

A equaçao matricial AX + XB =C (3.20) onde A, B e C sao 

matrizes conhecidas e X matriz incógnita, é um caso especial da 

equação matricial linear geral estudada em (3.1) .. A equaçao 

(3.20) atraiu a atenção de vários autores no passado devido sua 

relevância nas soluções numéricas de equações diferenciais com 

problemas de valor inicial e sua importante aplicação em siste 

mas de equações diferenciais ordinárias. 

A equação (3.20) tem solução Única se a correspondente 

equação homogênea 

AX + XB o (3.21) 

tem somente solução trivial X = O. Novamente, segue o teorema 

(3.1) que a equaçao (3,21) tem somente solução trivial se A e 

-B tem um autovalor em comum. A seguir temos o seguinte resul 

tado. 

Teorema de ~utherford 

A condição necessária e suficiente para que (3.20) tenha 

urna un1ca solução para toda matriz C é que À. + v. 
l J 

f O para i 

e j, onde {Ài}são os autovalores de A e {vj} são os autovalores 

de B. 

Seja os autovalores de A e B, satisfazendo as condições 

do teorema acima e seja a equação diferencial matricial. 

dz 
dt 

AZ + ZB, Z (O) = C (3.22) 



Pode-se verificar facilmente que 

Z ( ) -- eAt C eBt e' l - d t so uçao a equaçao 

Admitindo que 

temos que 

então 

onde 

lim z (t) = 

t+oo 

Bt 
e = o 

fo
ro dz 

dt dt = I: AZ dt + I: ZB dt 

Z(ro)- Z (O) = A cJ: z dtl + 

- C = A(-X) + (-X) B 

AX + XB = C 

45 

(3.22). 

J
oo At Bt . 

a integral 
0 

e C e ex1ste, se a parte real dos autovalo -

res de A e B são negativas. 
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Segue agora o seguinte teorema 

Teorema 3.4 - Se os autovalores {Ài} de A e {vj} de B 

tem todas as partes reais negativos e se 

gum valor i e j, então: 

X 

À. +v. f o 
1 J 

e única solução da equaçao matricial AX + XB C 

-3.3.2 A equaçao ma~4~eial de Lyapunov 

Um importante caso especial da equaçao (3.20) e 

onde C é matriz simétrica positiva definida. A 

acima é conhecida como equaçao matricial de Lyapunov. 

ção de Lyapunov. 

A condição necessária e suficiente para que a 

para al 

(3.23) 

equaçao 

equaçao 

(3.23) admita uma solução X (simétrica positiva definida) é que 

a matriz A seja estável, 

Prova: Seja A matriz estável, pelo teorema (3.4), onde a 

solução X ê solução Única de (3.20) então a forma 

explÍcita de X para a equação (3,23) é 
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X = r eAt c At dt e 

portanto 

roo At At 
< Y* XY > 

Jo 
< e y c e y > dt , 

At -Desde que e e sempre nao singular e < y, Cy > e positi 

va, a integral é sempre positiva para todo t. Então X é positi 

va. Inversamente, seja À = a + bi um autovalor de A, então: 

AZ = AZ z f o 

também 

Z* At = ÀZ* 

multiplicando-se a equaçao (3,23) por Z* a esquerda e a direita 

por Z, temos: 

À Z* XZ + À Z* XZ = - Z* CZ 

temos onde À 

Za (Z* XZ) = - (Z* CZ) 

a + b. 
1 

(3,24) 

Por hipótese Z* XZ e Z* sao positivas, concluimos então 

que a é negativo, portanto A é est~vel. 
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3.3.3 Algunó mêtodoó pa~a a õolu~ãa da equa~ão de Lyapunov 

A equação matricial de Lyapunov tem uma importante fun 

çao na teoria da estabilidade. Esta equação foi estudada por v! 

rios autores no passado, não somente por matemáticos, mas por 

cientistas de muitos outros ramos da ciência aplicada. Muitos 

artigos foram publicados para a solução dessa equação. A seguir 

daremos alguns desses métodos. 

3.3.3.1 O método de BaMett S;tOJtey 

Suponha que a equação de Lyaounov 

XA + AT X = -C 

admita a solução X, positiva definida. Desde que X e C sao Sl 

métricas e positivas definidas, a equação (3.23) pode ser escri 

ta como 

(XA + l/2 C)T + (XA + l/2 C) O 

onde 

XA + 1/2 C s (3. 25) 

onde S é anti-simétrica. Quando A e nao singular, X pode ser 

obtida de (3. 25) assim 

X = (S - l C)A -! 
2 

A condição para X ser simétrica ê dada por 

(3. 26) 
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a qual quando simplificada, reduz-se para a forma 

onde S pode ser obtida desta equaçao encontrando-se somente 

i lnCn-l) I elementos de S. 

3.3.3.2 Mé-todo de Howland-Senez 

O método consiste em construir os conjuntos de matrizes 

equaçao: 

e 

S.M T. + D 
J J 

onde 

sl .•• sn sao simétricas e as primeiras linhas (colunas) 

dessas matrizes são linhas ~alunas) da identidade, as matrizes T. 
J 

sao anti-simétricas e Dj ... Dj são matrizes diagonais. 

Os elementos de S. e r. são determinados pela resolução 
J J 

do sistema 

2 < k < n 



então a solução (1) e dada por: 

EXE'IPLO 

s ~ 

Seja 

n 
E 

J~1 

Resolver a equaçao 

SM=T+D = 

e 

M = 

s ~ 

= 

n 
E p1 D. ~ 

1 

i=l 

o 

1 

o 

X 

y 

z 

o 

o 

1 

y 

a 

c 

y Z X 

1 

2 

3 

z 

c 

d 

1 

2 
I 

2y + 3z 

a c y + Za + 3c 

c d z + Zc + 3d 

D dg (y, c, z + 2c + 3d) 
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3 < k < n 

k = n 



T ê anti-simétrica então: 

- a z 

- c = x + 2y + 3z 

d = y + 2a + 3b 

s = 
l 

1 

o 

o o 

o -1 

o -1 3 

D
1 

dg (0,-1,-11) 

o 

1 

1 

o 

o 

2 

o -2 -7 

n
2 

= dg (l,Z,-25) 

s = 3 

o 

o 

1 

o 1 

-1 3 

-3 -7 

D3 = dg (0,3,-26) 

1 

2 

-25 

o 

3 

-26 

o 

1 

-11 

51 

-1 

= -1 

-1 
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p1 ~ 4 

e p3 = -3 

Pz ~ -1 

-1 o o o 3 o 

s = o o -1 + -3 o 2 + 

o 1 3 o -2 -7 

o o 4 

o -4 12 

4 -12 28 

-1 3 4 

s ~ -3 -4 13 

4 -13 -32 
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C A P Í T U L O IV 

A EQUAÇÃO XA o SX ONDE S E A FoRMA CANÔNICA DE SCHWARZ 

4.1 O TEOREMA DE SCHWARZ 

Seja A uma matriz qualquer e seja S a sua forma similar 

de Schwarz, com s. f O 
J 

i=1,2,3, ..• n. 

Então: 

a) A matriz A não possui nenhum autovalor com parte real 

nula. 

b) Os numeras de autovalores de A com partes reais oosi 

tivas e partes reais negativas são respectivamente iguais aos 

numeras negativos e positivos da seqÜência 

Demonstração 

Definimos 

E fácil verificar que 

o•s + sto o z diag co.o, ... s~) 
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onde D(n) = diag (0,0 ... s
1

) 

Verificamos que o posto da matriz 

-e n 

Então pelo teorema de Inércia de Chen-WimmerC7) temos 

que 

In (D') = In (S) 

4. 2 O M~TODO DE DATTA PARA TRANSFOR."'AR UMA MATRIZ DE HESSENBERG 

NUMA MATRIZ DE SCHWARZ 

Seja A uma matriz de Hessenberg inferior com codiagonal 

diferente de zero e x1 , x2 ... xn as sucessivas linhas de X. En 

tão a equação matricial XA = SX é equivalente aos sistemas de 

equaçoes: 

b) x.A 
l 

c) x A 
n 

= 

= 

= 

Eliminando-se x1 ,x2, ... ,xn em (c) temos: 

0 (x) é o polinômio característico da matriz de Schwarz. 

UNICAMP 

B\BU01ECA (ENTRAL 

I 
I 
I 

' 
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Como as matrizes A e S sao similares então 0 (A) = O, portanto 

podemos escolher x1 arbitrariamente e a seguir achamos x2 , 

x3 ... xn recorrendo ã (a) e (b). 

Se escolhermos x1 = (a, O ... O); a# O teremos X uma 

matriz triangular inferior onde 

det X a 
1

n 
n-

desde 

a .. 1 ~ O, a matriz X nao sera triangular 
1,1+ 

Observação: 

que 

Os elementos da matriz X sao obtidos em função dos ele 

mentes da matriz S. Efetuando o produto XAX- 1 teremos uma ma 

triz especial onde as (n-1) primeiras linhas são exatamente as 

(n-1) primeiras linhas da matriz de Schwarz, a n-êsima 

dessa matriz terá como elementos polinômios em S. 

linha 

Igualando-se a n-ésima linha da matriz XAX- 1 com n-ésima 

linha da matriz de Schwarz, teremos um sistema de n equaçoes 

com n incógnitas, resolvendo o sistema teremos os elementos da 

matriz de Schwarz. 



4.3 M~TODOS PARA TRANSFORMAR UMA MATRIZ 

MATRIZ DE SCHWARZ POR SIMILARIDADE 

56 

COMPANYEl'<'. 

4.3.1 Mi~odo de Loo 

Seja C matriz companheira e T uma matriz triangular inf~ 

rior. Os elementos da matriz T são obtidos diretamente pelo e 

quacionamento apropriado dos elementos na equação ST = TC e 

-sao dados pela seguinte regra. 

para 

onde 

b) Todas as subdiagonais Ímpares de T até a q-es1ma tem 

todos os elementos nulos onde 

n l, q = 2 - n par 

n-l -q = -- n 1mpar 
2 

, 

c) Os outros elementos de T, diferentes de zero sao obti 

dos de 

ts + 21.,s = d' n-s-Zl + 2, l + 1 

.f_ = l, 2 .•• q e s = 1,2 •.. n- U, 

d .. , representa a razao entre o ij-ésimo e il-ésimo ele 
1J 

menta do esquema de Routh para o polinômio característi-

co de c. 



Exemplo para c4x4 

c = 

3) t31 = 

t42 = 

o 
o 

1 

o 
o 
1 

o 
o 

o o o 1 

d132 = 
d32 

d31 

d'zz 
d22 

= 
dz1 

Esquema de Routh para pc(À) 

1 -C3 -Cl 

-c4 -cz o 

-c3 
cz 

-c1 o -
c4 
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então 

T = 

o 

o 

c1 

c3 + 

s = o 

forma canônica 

de Schwarz 

o 

4.3.2 Um Novo Mé..todo 

cz 
c4 

o 
1 

o 

c3 

o 
o 

1 

o 

c1 

+ 

1 

o 

2 

c4 

o 

o 
o 

o 

1 

cz 
c4 
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o 

1 o 

o 1 

cz 
+ c3 c4 c4 

Desenvolveremos aqui um novo método para transformar uma 

matriz companheira em urna matriz de Schwarz por similaridade. 

Seja C uma matriz companheira, Suma matriz de Scharwz 

e X uma matriz tal que: 
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XC = SX ( 4 .1) 

Utilizando o método de Datta, descrito no item 4.2, no 

caso particular em que a matriz de Hessenberg é a matriz compa­

nheira, concluimos que a equação matricial (4.1) é equivalente 

ao sistema de equações matriciais: 

onde 

X- X = 
1 

c = 

-S (- ) X- 1 +X- 1 TI- 1-2 I- 1+ 
1 = 2, ... ,n-1 

Eliminando x1 , x2 , ... ,xn em (4.4) obtemos: 

( 4 • 2) 

( 4 . 3) 

( 4. 4) 

~ é o polinômio característico de S. Como C e S sao s1 

milares então ~(c) = O, uortanto podemos escolher x1 ar-

bitrariamente e a seguir achamos x 1 , xn recorrendo a 

(4.2) e (4.3). 

A matriz X obtida uor esse método e uma matriz triang~ 

lar inferior cujos elementos são funções de s. Efetuando o uro 

duto X A X- 1 e igualando-o à matriz de Schwarz uodemos obter um 

sistema de equações algébricas, o qual foi uor nós obtida nor 

n- . 
indução vulgar, conforme sequenc1a a seguir. 



- cn = 51 

- c = n-1 51 + 5z + . . . s n 

- c = s1 (53 + 54 + 5n) n-2 
... 

- Cn-4 =51 53 (55+ 56+ .•• 5n) +51 54 (56+ 57+ ••• 5n) + 

•·• 51 5n-3 (5n-1 + 5n) + 51 5n-2 (5n) 
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o termo geral 

n• de termos 

c . 
n-1 " 515355 ... I 5i-7 

515355 

515355 ... 
515355 

515355 s. 
1-

515355 s. 
1-

515355 s. 7 1-

515355 

515355 s. 7 1-

515355 ... S- 7 1-

515355 ... s. 7 1-

515355 ... s. 7 1-
------
515355 

515355 

515355 

515355 

515355 

515355 

515355 

515355 

515355 ... 
- - - - -
515355 

51 5n- (i -2) 5n- (i -4) 

ser a: 

i 

Para i par, 1 > O 

sn + 

(s- 2 + 
1+ 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

s ) + n 

s ) + n 

+ 5 ) + 
n 

sn + 

(s. 3 + 1+ 

(si+4 + 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

+ s ) + 
n 

sn + 

s + 
n 

(si +2 + 

(s. 3 + 1+ 

sn + 

(si+3 + · • · 

(s- 4 + ••• 
1+ 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

s ) + n 

s ) + 
n 

+ s ) + 
n 
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c . 
-n-1 

n9 de termos i-1 
-2-

( 

?z5 45 6 ... s. 7 - 1- s. 5 1-
S. 3 1-

525456 . . . s. 7 s. 5 s. 3 1- 1- 1-. . . . . . . . . . . . 
525456 ... s. 7 S. 5 s. 3 1- 1- 1-

s2s4s6 ... s. 7 s. 5 s. 3 1- 1- 1-

525 456 ... s. 7 1- s. 5 1-
s. 2 1-

525456 ... s. 7 1- s. 5 1-
s. 2 1-. . . . . . . . . . . . 

SzS456 ... s. 7 1- s. 5 1-
s. 2 1-

Sz54S6 -.. s. 7 1- s. 5 1- s. 2 1-

525456 ... s. 7 s. 5 s. 1 
1- 1- 1-

szs4s6 ... s. 7 s. 5 s. 1 1- 1- 1-. . . . . . . . . . . . 
525456 ... s. 7 1- s. 5 1- s. 1 1-

525456 ... s. 7 1- s. 5 1- \-1 
- - - - - - - - - - - -

szs4s6 ... s. 7 s. 5 s 
1- 1- n-4 

525456 ... s. 7 s. 4 s. 2 1- 1- 1-

525456 ... s. 7 1- s. 4 1-
s. 2 1-. . . . . . . . . . . . 

525456 ... s. 7 1- s. 4 1- s. 2' 1- . 

Sz54S6 ... s. 7 1- s. 4 1-
s. 2 1-

525456 ... s. 7 1- s. 4 1- s. 1 1-

szs4s6 ... s. 7 5i-4 s. 1 
1- 1-. . . . . . . . . . . . 

s2s4s6 ... s. 7 1- S· 4 1-
s. 1 1-

Sz54S6 ... s. 7 1- s. 4 1- s. 1 1-

- - - - - - - - - - -.;..~ 

25456 ... s. 7 s s 
1- n-6 n-4 s 

·-. . . . . . . . . . . . . . 
n-(i-1) ... s 8 s 6 sn 4 n n 

s 

·--------

s. 1 1-

s . 
1 . . 

s n-3 

5n-2 

si 

s. 1 1+ . . . 
s n-3 

s n-2 

s. 1 1+ 

s. 2 1+ . . . 
s n-3 

5nc2 

s n-2 
s. 

1 

s. 1 1+ . . 
~ 

s n-3 

s n-2 

s n-2 

s. 2 1+ . . . 
s n-3 

s n-2 
--
s n-2 
. . . 

sn 2. 

-

Para 1 para, 1 > 1 

(s. 1 + 1+ 

sn + 

(s. 2 + ... 
1+ 

(sí+3 + • • • 

sn + 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

(s. 
3 

+ ... s ) + 
1+ n 

(s. 4 + 1+ 

(si +2 + 

(s. 3 + 
1+ 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

s ) + 
n 

(s. 
3 

+ ... s ) + 
1+ n 

(s. 4 + 1+ 

sn + 

sn + 

s 
n 

s ) + n 
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- c • s 
n 1 

n 
- Cn_2 • 5 E 5 0 

1 !•3 ~ 

n-4 
r • E - -n-5 

rn=2 
5 { n~2 sk 
n k=m+2 

n 
( E 
i•k+2 

n-(i-1) 
C . • E 
n-1 

J. -2 1-

n-2 
E 

n- (i-3) 
E 

i2"i1+2 

s· 
Ím-1" jm-2+2 

lrn-1 

- c • 5 
n-1 1 

{ n-(t2) 

j • 3 
l 

n-2 
E 

- S · det S. 

n-(i-4) 
5. E )1 

J 2"J 1 +2 

n-(i-5) 
E 

i3·i2+2 

n 
E 5" Jm 

lrn • Jm-1+2 

n-(i-6) 

5i2 E 
j 3·j 2+2 
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para 

1 "impar '' 

5j3 ..... 

para 

i "par'' 
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Analisando estas equaçoes, podemos concluir que a matriz 

companheira C, somente será estável, se todos os Ci forem neg~ 

tivos. Esta importante conclusão permite obter de imediato uma 

condição necessária para a estabilidade da matriz comoanheira C. 

Resolvendo sucessivamente as equações dos elementos da 

matriz de Schwarz S, em termos dos elementos da matriz como a-

nheira C, inicialmente para baixos valores de n, generalizando 

posteriormente para n qualquer, chegamos as seguintes relações, 

1ue são válidas tanto para n par, corno para n Ímpar. 

s1 = - c n 

c 
= c n-2 

s2 - - --ç n-1 

c 
c 3 + 

n-4 
c n- -r-n-2 n 

53 = -c- c n c n-2 
n-1 +-c-

n 

c 
c n-6 

c n-5 +-c-
n-4 n --ç- c c c n-6 

c n-4 + ----c--+ --ç n-1 
n-3 n 

54 = c c + n-4 
c + n-2 c --ç n-1 --ç n-2 n-3 

-ç 
c n-4 
n-1 •-c-

n 



55 = 

c n75 
c-n 

c n-2 -c-
n 

c n-5 

c n-3 

c n-1 

c n75 

c n-1 

c n-3 

c n-1 

c n-6 
•c­

n 

n-2 
--c;; 

c n-4 +-c­
n 

c n76 
•c-

n 

n74 
•c-

n 
c n-4 +--c;-
c n-2 +--c;-

c n-2 --c;- -

c n-4 -ç-

c n-7 

c n-3 

c n-8 +--c;-
c n-4 

•c­
n 

c + n-3 
n-4 -c­
n 

c n-1 
n-3 

--c;; 
n-6 

cn-5 +c­
n 

C + n-2 
n-1 ---ç-

cn-4 
cn-3 + ---ç-
c n-1 

n-2 +--ç 
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Após uma cuidadosa análise podemos notar que estas equ~ 

ções podem ser colocadas numa forma recursiva, de modo que cada 

si dependa exclusivamente dos si anteriores, o que facilitará 

extremamente tanto a compactação das equações quanto a solução 

computacional do problema. 

c n-1 

c n-2 +--
51 

c c c n-2 n-3 n-4 -+-----
51 52 5152 

c 1 
5 =- (- c 4 5

2 
n-3 

+ n-4) 
51 

1 c c c 
n-6 n-7 n-8) (-----
51 52 5152 

c n-6 (--
51 

c c n-8 n-9 (-----+ 
51 52 

1 -(-c 
s 2s 4 n-5 

c n-7 

(A) 
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Podemos compactar ainda ma1s essas equaçoes, deixando-as 

na forma seguinte, de maneira a facilitar sua computação. 

i) Caso a matriz companheira C, seja de ordem par. 

5
1 

(n) cn 2k; k" 1 
N 

" - n ... 2 

52 (n) c 
5

1 
(n-2) 

n" 2k; k 1 
N - - - 5

1
(N) " ... 2 n-1 

53 (n) 
5
1 

(n-2) 52 (n-2) 
2k; k 2 N 

" 5
1

(N) 5
2 

(N) n" " ... 2 

5
4 

(n) 
s2(n-2) 5

3 
(n-2) 

n " 2k; k 2 
N 

" 5z(N) 5
3

(N) " ... 7 

5N-l (n) 
5N_ 3 (n-2) 5N_2(n-2) 

N- 2 " 5N-3(N) 5N-2 (NJ 
n " 

5N(N) 
5N_2 (n-2) 

n "'N " 5N-2 (N) 

Onde Néa ordem da matriz 

Para calcular os elementos da matriz de Schwarz de ordem 

par, necessitamos calcular somente os si(n) com n par. 

Por exemplo: 

Se quisermos calcular os elementos s
1 

... s 6 sendo a ar 

dem da matriz igual a 6, necessitamos calcular: 
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51 (6) 

52 C 6 l + 51 ( 4) 

53(6) + 5
2

(4) + 51 (2) 

54(6) + 53(4) + 5
2 

(2) 

55 (6) + 54(4) 

56 (6) 

ii) Caso a matriz companheira C, seJa de ordem Ímpar 

n = 2k-1 

5
1 

(n) cn 
k = 1 

N+1 
= - ... -2-

5z (n) = - c -
5
1 

(n-2) 
k = 1 

N+1 

n-1 5
1 

(N) ···-y-

5
3

(n) 
5

1 
(n-2) 5

2 
(n-2) 

k = 2 
N+1 

= - 5
1 

(N) 
-

5z(N) 
···-y-

5
4 

(n) 
52 (n-2) 5

3 
(n-2) 

k = 2 
N+1 

= 52 (N) 53(N) 
... 2 

5N-1 (n) 
5N_ 3 (n-2) 5N-Z (n-2) 

n = N-2 = 
5N-3 (N) 5N-2(N) 

sN(N) = 
5N-Z (n-2) 

n = N 
5N-2(N) 
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De modo análogo, para calcular os elementos da matriz de 

Schwarz de ordem Ímpar, necessitamos calcular somente os si (n) 

com n ímpar. 

Por exemplo, caso quisermos calcular os elementos 

s 1 , s 7 sendo a ordem da matriz igual a 7, necessitamos cal 

cular: 

51 (7) 

52 c 7) + 51 ( 5) 

53 ( 7) + 52 ( 5) + 51 (3) 

54 ( 7) + s 3 (5) + 5 2 (3) + 53(1) 

55 (7) + 54(5) + 53 (3) 

56 ( 7) + 55 (5) 

57 ( 7) 

Finalmente, numa forma computacional ternos: 

i) Para matrizes de ordem PAR 

51 (n) = - cn 

} 5
1 

(n-2) n = 2k 
5

2
(n) = - c n-1 5l (N) k 

N = 1 ... 2 

s. 
2

(n-2) si_ 1 (n-2) 
si (n) 

1-= 
si_zCNJ 5. 

1 
(N) 

1-

1 = 3 ... N 

n = 2k 

k = 2 N ... 7 



ii) Para matrizes de ordem !MPAR 

s 1 (n) = - cn n 

s 2 (n) c 
s

1 
(n-2) 

k = - sn(N) n 

s. 2 Cn-2) 
s 1. ( n ) = --:1~--=--nl-r­ s. 2 (N) 

1-

s. 1 (n-2) 
1-

s. 
1 

(N) 
1-

1 = 3 ... 
n = 2k-1 

k = 2 ... 

= 2k-1 

= 1 ... 

N 

N+1 
2 

N+1 
-2-

A listagem do programa de comoutador que calcula 
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esses 

valores de si, está no apêndice, e o diagrama de blocos no qual 

o programa se baseia esta descrito abaixo. 

( Início ) 

+ 

~ 'k=l. .. f> 

< k=l. .. N;1) 

n- 2k 

s (n)=-C s (n)=-C -
s1(n-2) 

1 n' 2 n s1 (N) 

s. 1 (n-2) 
5 1· • • 5 n I s. 2 (n-2) 

s1 (n) = 
1- 1-

s. 2 (N) - s. 1 (N) 
1- 1-

\ FIM ) 
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Exemplo: 

l o 1 o o 
o o 1 o 

Seja A = o 1 j Matriz companheira o o 
2 3 4 5 

Calculando os s da matriz Schwarz 

s1C4) = -5 

s 2 c 4) -4 -
3 23 

= 5 = - 5 

53 c 4) 
3 2 19 

= 5 -zr = 115 
T 

s 4 c 4) 
10 = TI 

I o 1 o o 
10 o 1 o Matriz de TI 

s = o 19 
115 o 1 Schwarz 

o o 23 5 5 

4. 3. 2.1 Apüca~ã:o 

Com este novo método para transformar uma matriz comp~ 

nheira em sua forma similar de Schwarz, podemos resolver o pro 

blema de estabilidade de qualquer equação diferencial linear 

completa de ordem n, visto que essas equações podem ser trans 

formadas para um sistema de primeira ordem, como veremos a se 

guir: 

Consideremos a equaçao diferencial linear da seguinte 

forma: 
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x (n) - (n-l) 
C X -

l 
= o 

definimos novas variáveis de acordo com o sistema; 

x2 = x' 

= x(n-l) 

Então a equaçao diferencial acima pode ser reescrita da 

seguinte maneira: 

ou seja 

X ' l 

= 

X I = 
l 

X I = 
2 

X ' n 

o o o 

o o 
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4.4 UMA NOVA DEDUÇÃO DO TEOREMA DE ROUTH-HURWITZ 

A matriz de Hurwitz associada ao polinômio característi-

co. 

D (À) 
·n 

- dada por: e 

' ' 
- c 1 n 

- c - c -n-2 n-1 

H c c -
n-4 n-3 

c n-6 c n-5 

' L 
temos que: 

li=CC +C 2 n n-1 n-2 

113 = c (Cn cn-1 + cn-2) + c 
n-2 n 

1\4 = c ICn-1 (Cn Cn-1 + Cn-2) n-4 

c n-3 ICn-2 (Cn Cn-1 + Cn-2) 

o o o 

cn 1 o 

c - c o 
n-2 n-1 

c n-4 c 
n-3 

o 

(Cn Cn-3 + Cn-4) 

+ cn cn-3 + cn-4) ! + 

+ c (Cn-3 + Cn-41 + n 

c n-2 IC c +c I +c n n-3 n-4 n-1 ICn (Cn(Cn Cn-5 + Cn-6) I 

I 

J 
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O teorema de Routh-Hurwitz afirma que a matriz H, 

estável, se e somente se todos os ~i forem positivos. 

ser a 

Comparando as relações anteriormente citadas com as rela 

çoes (A) obtidas no novo método, concluímos que: 

51 = 

52 

53 = 

54 = 

61 

62 

61 

63 

i\1 ~2 

64 61 

63 62 

6 6 r r-3 
6 6 r-1 r-2 

r::2,4 ..• n 

Do teorema de Schwarz ternos que uma matriz H é estável 

se somente se os elementos si, i~ 1 ... n da respectiva matriz 

de Schwarz forem todos ~ositivos. 

Então das relações acima temos que: 11 Se os /::.. forem to 
l 

dos positivos a matriz será estável' 1
• Isto vem a ser uma nova 

confirmação do teorema de Routh Hurwitz, a partir do teorema de 

Schwarz e das nossas relações. 

Exemplo 

Seja 
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A matriz companheira para f 7 (À) -ser a: 

o l o o o o o 

o o l o o o o 

o o o l o o o 

c = o o o o l o o 

o o o o o l o 

o o o o o o l 

1 1 -2 1 1 2 1 

Utilizando o novo método ternos os valores de (s) da ma 

triz de Schwarz. 

'1 = 1 

'2 = 3 

4 
'3 = 3 

5 
'4 = 3 

39 
55 = 20 

Portanto a matriz C nao e estável. 
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A matriz de Hurwitz correspondente a esse polinômio é. 

- c7 1 o o o o o 

- cs - c6 - c? 1 o o o 

- c3 - c4 - c - c6 - c7 1 o 
5 

H = c1 c2 - c3 - c4 Cs c6 - c? 

o o - c1 - c2 - c3 - c4 - cs 

o o o o - c1 - c2 - c3 

o o o o o o - c1 

-1 1 o o o o o c1 = 1 

-1 -2 -1 1 o o o c2 1 

2 -1 -1 -2 -1 1 o c3 =-2 

H = -1 -1 2 -1 -1 -2 -1 c4 = 1 

o o -1 -1 2 -1 -1 cs = 1 

o o o o -1 -1 2 c6 = 2 

o o o o o o -1 c7 = 1 

Os determinantes de Hurwitz serao: 

61 -1 

62 = 3 

63 = -4 

64 = 20 

6' = 52 
5 



Os valores de (5) -sao: 

sl " /11 " -1 

52 
/12 

" -3 
/11 

" 
/13 4 

53 " 3 /11 /12 

/14 /11 
" 

5 
54 " 3 /13 112 

/15 112 39 
s5 " " - 20 /14 /13 

O que também confirma que a matriz C nao e estável. 

4. 5 UMA RELAÇÃO ENTRE OS ELEMENTOS DUMA MATRJZ DE HESSENBERG 

E OS ELEMENTOS DE UMA MATRIZ DE SCHWARZ 
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Anteriormente já estabelecemos um interessante resultado 

entre os elementos da matriz companheira e os elementos da ma 

triz de Schwarz. Mostraremos a seguir que esse resultado pode 

ser generalizado da seguinte maneira: 

Seja A uma matriz de Hessenberg inferior com a codiag~ 

nal superior unitária e X uma matriz triangular inferior com 

diagonal unitária. 

I ,. 

' 

I 
' I 

I 
I 
I 



Então, da relação 

A X = X S 

e usando o teorema de Cauchy-Binet( 2), podemos obter: 

n 
l: 

J = 1 
1 

n=1 
l: 

J =1 
1 

n-2 
= - l: 

J =1 
1 

n-3 
l: 

J =1 
1 

n 
l: 

J =2 
2 

n-1 
l: 

J =2 
2 

n-2 
I 

J =2 
2 

det A 

det A 

n 
l: 

J =3 
3 

n-1 
l: 

J =3 
3 

n 
I 

J =4 4 

para n 

para n 

-lmpar 

par 

78 



Colocando o sistema na forma de somatório, temos: 

n 

" 5J " 
J "2 1 1 

n=l n 

" " Jl"l J2"2 

n n-2 n-1 n 

5l " 5J 
J "3 1 

1 

" l: l: 
Jl"l J1"2 J3"3 

n-2 

" 5 J "2 Jl 
1 

n-2 

5 " 1 J "2 
1 

n- (i -2) 

" J "1 1 

n n-3 n-2 n-1 n 

" 5J " " " l: l: 
J2"Jl+2 2 Jl=l J2=2 J3"3 J4=4 

n 
5 I 
Jl J " 

2 

n-(i-3) 
S l: SJ 
Jl J "J +2 2 

2 l 

n-4 n-3 n-2 n-1 n 
"Ll:l:l:l: 

J "1 J "2 J "3 J =4 J "5 l 2 3 4 5 

n 
l: 5 

J "J 1+2 3m 
m m-

"A 

n- (i-2) n-(i-4) 
l: 

n 
l: 5 "-A 

51 " 
J "3 1 J2"Jl+2 J "J 1+2 3m m m-

79 

vara 
n 

par 

o ara 
n 

Ímpar 
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Resolvendo sucessivamente as equaçoes dos elementos da 

matriz de Schwarz em termos dos elementos da matriz de Hessen 

berg, chegamos as seguintes relações: 

n 
s

1 
= - r 

J =l l 

n-1 n 
s2 = - r r A 

J =l J =2 l 2 

n-4 n-3 n-2 n-1 
L L L L 

J =l 
l 

n J n l n 
L A ( 1) I L L 

J =l l Jl J =l J =2 l 2 

n-2 n-1 n 
L L L 

J =l J =2 J =3 l 2 3 
n 
r A c/l 

J =l l l 

n 31 32 33 34 3s 
L A ( ) 

JlJ2J3J4J5 
J J n 2 n l n 

A ( l 2) - L L L 

.Jl 32 .J =1 J =2 J =3 l 2 3 

A 
31 J2 33 ( ) ! 
31 3z J3 

' 
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Uma análise nas equaçoes anteriores, permite-nos colocá-

las numa forma recursiva de modo que cada s. dependa dos s. an 
1 15 

teriores, conforme segue. 

n 
s
1 

= - l: A 
J =l 

l 

n-2 n-1 n 
l: l: l: 

n-2 n 
. l: l: 

J =l J =2 J =3 1 2 3 sz + 
Jl =l Jz=Z 

n-4 n-3 n-2 n-1 n 
l: l: l: l: E A 

J1=1 Jz=Z J3=3 J4=4 Js=s 

+ 

sz 



+ 

s2 

n-4 n-3 n-2 n-1 n J1 · · · J5 
l: E l: l: l: A( ) 
J~J~J~J~J~ 31 3s 1 2 3 4 5 

+--~--~--~--~~~----~----~-

n-5 n-4 n-3 n-2 n-1 n 
l: l: l: l: l: l: 

J1=1 Jz=2 J3=3 J4=4.Js=s J6=6 

82 



83 

~fato conhecido(1) que se n n-1 n-2 p(:\)=Ã -p À -p 
1

À ... p
2
Ã-u

1 
e 

n --n-

o polinômio característico de uma matriz A, então: 

Pn - trA 

1'1 = (-1)n de tA 

pk = ( -1) k (soma de todos os menores principais de or 

dern k.) 

Utilizando esse resultado podemos simplificar ma1s uma 

vez o sistema de equações e teremos: 

51 = - pn 

Pn-2 
s2 = - p +--

-n-1 51 

Pn-2 Pn-3 Pn-4 
53 --- + ---

51 52 5152 

Comuarando esse sistema, com o sistema obtido no 

4.3.2, notamos que fazendo a analogia: 

trA = c 
n 

D = C --n-1 n-1 

item 
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obtemos um sistema idêntico ao anterior, podendo obviamente uti 

lizar todo cálculo computacional desenvolvido para ele.Note que 

a determinação do polinômio característico, que será por nós u 

tilizado, pode ser feita por vários métodos, inclusive o descri 

to no capítulo II. 

Exemplo: 
1 1 o o 
2 1 1 o 

Seja A " 1 2 1 1 

1 2 1 3 

matriz da Hessenberg 

s 1 = -6 

s 47 
5 2 " 7 + 6 6 

s 4 
53 " 6 A7 

6 

24 
54 " 47 

o 1 

-24 o 
47 s " 
o 379 

282 

o o 

matriz de 

s 24 
6 47 

o 

1 

o 

-47 
6 

Schwarz 

In(A) " (2,0,2) 

379 
" 282 

o 

o 

l 

6 



4.6 CO~PARAÇOES, CO~CLUSOES E COMENTÁRIOS 

4.6.1 Co~pana~ia enthe o novo mitodo e mitodo de Loo, 

eâtcuto doh ete~entoh da ~atniz de Schwanz. 

4.6.1.1 CompaJr..a.ç.ãa com.t:Ju.tac.iona.e. 

85 

paJLa o 

Elaboramos um ~rograma para executar o novo método e mon 

tamos um nrograma nara executar o método de Loo, baseado nas 

subrotinas tradicionais. Em todos os cálculos efetuados,mis de 

duzentas matrizes, os resultados foram numericamente coinciden 

tes, dentro da precisão computacional utilizada. O novo método, 

~ar ser expresso em termos de relações algébricas simules, (en-

quanto o método de Loo denende de relações matriciais) 

menos temno de comnutador. 

9,;astou 

Conforme nademos notar na Fig. 4.1, a seguir, quando a 

ordem das matrizes é ~equena, os temnos uraticamente coincidem. 

A medida que a ordem cresce o cálculo uelo método de Loo uassa 

a necessitar de tem~o com?utacional maior do que o novo método. 



T 
r::-max 

1 

5 

Novo Método 

-- - Método de Loo 

/ 
/ --~ 

--
10 15 

/ 
/ 

/ 

/ 

20 

Fig. 4.1 Comparação numérica entre o novo método e o 

rnêtodo de Loo 

86 

/ 
/ 

/ 
/ 

25 
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4.6.1.2 Anâ.ti.he. do nu.me.1w de ope.Jta.ç,oe.ll e.nvaivlda6 

a) Novo Método 

Para urna matriz de ordem par teremos o seguinte esquema. 

51 (n) i. .. 

5
2

(n) 5
1

(n-2) 

s
3

(n) 5
2 

(n-2) 

5
4 

(n) 5
3

(n-2) 

5
5 

(n) 5
4 

(n-2) 

sn-4 (n) 5n-S (n-2) 

5n-3 (n) 5n_4 Cn-2) 

sn-2 (n) sn_3 (n-2) 

5n-1 (n) 5n_2 (n-2) 

s (n) 
n 

. 51 (6) 

s2 (6) 5
1 

(4) 

5
3

(6) 5
2

(4) 51 (2) 

54(6) 53(4) 52(2) 

55 (6) 54 (4) 

. 56 (6) 

onde os si (j) sao os elementos necessários para a solução de se 

j ada. 
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- Número de vezes que cada si necessita ser calculado. 

- NÚmero de 

52 

55 

5 n-3 

5 n-2 

5 n-1 

operaçoes 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

5 n-3 

s n-2 

5 n-1 

5n 

n 
2 

n 
2 

n-2 
-2-

n-2 
-z 
n-4 -z-
n-4 
-2-

n-(n-4) 
z 

n-(n-4) 
z 

n-(n-2) 
2 

n- (n- Z) 
L 

necessárias para 

o 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

2 

o 

calcular cada 5- • 
1 
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Sendo que os s . (n-i), i= 2,4, ... n-2 nao necessitam 
n-1 

de nenhuma operação para ser calculada. 

- NÚmero total de operaçoes necessárias para calcular de 

K = [ 2 (n-2 n-2) + 2 cn-4 + n-4) + + 
2+2 2 2 .•. 

2 cn-(n-4) + n-(n-4))] 
2 2 

K = [ 2 (n-2) + 2(n-4) + 2(n-6) + ... 2(6) + 2(4)] 

esta seqÜência é uma progressao aritmética onde: 

a1 = 2(n-2) 

a* = 8 n 

r = -4 

Calculando n* =numero de termos da P.A., temos: 

a* a1 + (n*-1) r 
n 

a' n = 2(n-2) + (n*-1) ( -4) 

4n*= 2n-8 

In* 
n-4 = -2-

Calculando Sn = soma da progressao aritmética, ternos: 

(a
1

+a *) 
- n n* 

2 

f2(n-2)•8]cn-4) 
l 2 2 
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I sn = n'-2n-8 I 

Para calcular: 

- Os elementos s
1 

foram necessárias O x I operaçoes. 

- Os elementos s
2 

foram necessárias 2 x 7 operaçoes. 

Os elementos s
3 

até sn_ 3 foram necessárias - (n-2) 

operaçoes, 

onde: n-2 é número de operaçoes que foram calculadas a mais oa 

ras .(n-i),i=2,4 
n-1 

n-2. 

Os elementos sn-l foram necessar1as Zxl oper~çoes. 

0s elementos sn foram necessarlas Oxl oneraçoes. 

Finalmente calculamos, Ln 

ra o cálculo de s 1 até sn. 

número total de operaçoes p~ 

n + - (n-2) + 2 (1) 

- Verificação da expressao Ln 

de operaçoes. 

INDUÇÃO 

n2.-Zn 
2 

que calcula o n9 

Podemos facilmente verificar que a expressao e válida p~ 

ra n = 4. 



Supomos que e válida para n. isto e; 

n 2 
- 2n 
2 

Queremos obter o numero de operaçoes para 

L n+Z 

L = L + Zn 
n+2 n 

n' - 2n 2n L = + 
n+2 2 

n 2 +2n n' + 4n + 4 + Zn - 4n - 4 
1n+2 

= = 
2 2 

(n+2) 2 
- 2 (n+Z) ] 

Exemplo: 

Para n = 4 

51 ( 4) = -c4 51 ( 2) = - c2 

52 c 4 J 
51 (2) 

-C3 -. 5
1

(4) 52 ( 2) = - c1 

53 ( 4) 
51 (2) 52 (2) 

= 
5

1
(4) 5 2 C4J 

54(4) 
52 (2) 

5 2 (4) 

91 



N'l' de 
N' de operaçoes s. s. cada 1 1 para s. 

1 

51 2 o 

s2 2 2 

s3 1 2 
' 

' 
s4 1 I o 

Ln = O + 2 + 2 + O = 4 

-pela expressao 

n 2 - 2n 
2 

4 2 -2(4)=4 
2 

92 

total de 
-

cada s. 
1 

o 

4-2 

2 

o 
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-Para uma matriz de ordem 1mpar teremos o seguinte esqu~ 

ma: 

51 (n) 

5
2

(n) 5
1 

(n-2) . 

5
3

(n) 5
2 

(n-2) 

5
4 

(n) 5
3 

(n-2) 

5
5

(n) 5
4

(n-2) 

5n-4 (n) 5n_ 5 (n-2) 

5n-3 (n) 5n_ 4 (n-2) 

5n-2 (n) 5n_ 3(n-2) 

sn-1 (n) 5 
2

(n-2) · · 
n-

5n (n) 

---5
1

(7) 

5z (7) 5
1 

(5) 51 (3) 

5
3 

(7) s
2 

(5) 5 2 (3) s
1 

(1) 

5
4

(7) 5
3

(5) 5
3

(3) 

5
5

(7) 5
4 

(5) 

56 (7) 55 (5) 

__ .5
7

(7) 
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- NÚmero de cada si que necessita ser calculado. 

n+l 
51 -z-

n-1 
5z -r 

n-1 
53 -2-

n-3 
54 -2-

n-3 
55 -r 

n-5 
56 -z-

n-5 
Sy -z-

n-6 
58 -z-

5 
n- (n-4) 

n-3 2 

5 
n-(n-4) 

n-2 ---z-

5 
n- (n-2) 

n-1 2 

5 n-(n-2) 
n 2 
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- Número de operaçoes necessirias para calcular cada s-. 
1 

s. n• de oper~ 
1 -çoes 

s. o 
1 

s2 2 

53 2 

. . . . . . 
s n-2 2 

s n-1 2 

s 
n o 

Sendo que os s . (n-i), i=3,5 , ... n-2 nao necessitam n-1 

de nenhuma operação para serem calculados. 

- Número total de operaçoes necessárias para calcular de 

K "f2 (n-1 + n-1) + 2(n-3 + n-3) + 2(n-5 + n-5) + 2 (n-(n-4)l] 
'2 2 2 2 --z-2 ... 2 

K "[2(n-1) + 2(n-3) + 2(n-S) + ••• 2(4)) 

esta seqÜência é uma progressão aritmética onde 

"1 " 2 (n-1) 

a* " 8 
n 

r -4 



Calculando n* -=numero de termos da P.A .. temos: 

a* = al n 
+ (n * - l)r 

a* = 2(n-l) + (n * - l) ( -4) 
n 

4n*= 2n - 6 

[n* = n;3[ 

Calculando Sn =soma da progressao aritmética temos: 

n* 

I n2'-91 sn = . 

Para calcular 

Os elementos s
1 

foram necessárias O x n+1:_ 
2 

operaçoes. 

96 

Os elementos s
2 

até sn-Z foram necessárias 

peraçoes. 

- (n-3) o 

O elemento s foi necessária 2 x 1 operaçoes. 
n-l 

O elemento sn foi necessária O x 1 operaçoes. 

Ln = número total de operaçoes 

nz_g 
= -

2
- - (n-3) + 2 
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- Verificação da expressao Ln 

INDUÇJ\0 

Podemos facilmente verificar que a expressao e válida ua 

r a n = 5. 

Supomos que é válida para n, isto e: 

+ 1 

Queremos obter o numero de operaçoes para L 2 . 
n+ 

L n+2 

1n+2 
= 

L = n+Z 

L = 
n+Z 

Exemplo: 

51 c 5) = -c5 

52 C5 J = -c4 -

L + 
n 

2n 

n 2 -2n + 
2 

1 + 2n 

n' + 4n + 4 - 2n - 4 + 1 
2 

I Cn+2) 2 
- 2Cn+2) + 1) I 

Ln+2 = 

51 c 3) -C 
3 

, 

51 C3) 
52 c 3) -c -

s 1 C1) 
= 

51 (5) , 
3 s 1 (3) 

51 C1) = -C1 



53 (5) = 

54 ( 5) 

55 ( 5) 

51 (3) 52 ( 3) 
53 ( 3) -c = 

5 l c 5) 52 c 5) 3 

51 (3) 53 (3) 

5 2 C5) 53 c 5) 

53 ( 3) 

53 c 5) 

N' de 
fN' de operaçoe5 total 

5. 5. 
1 1 para cada s. cada 

1 

51 3 o o 

52 2 2 4 

53 2 2 4-2 

54 l 2 2 

55 l l o 

Ln = O + 4 + 2 + 2 + O = 8 

pela expressao 

L 
n 

n' - 2n + 1 
2 

s' - 10 + 1 
2 
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h) Método de Loo 

O método de Loo envolve as seguintes operaçoes: 

- Cálculo da matriz T 

. n2 -n A matr1z T possue---- elementos, sendo que para cal cu 
4 

larmos cada elemento de T, necessitamos calcular dois elementos 

do esquema de Routh e o quociente entre eles. Como cada elemen 

to do esquema de Routh gasta uma operaçao, temos: 

NÚmero total de operaçoes para calcularmos a matriz 

- Cálculo do produto T.C 

Um nroduto de matrizes comnletas exige n 3 operaçoes, DO 

ré~, como as matrizes T e C são esvarsas o número de oneraçoes 

'-:Hrninui consideravelmente e é da ordem de n 2
• 

- Solução do sistema ST = TC 

Para resolvermos este sistema, podemos considerar 

TC = F 

logo ST = F 

Transpondo o produto acima temos: 

Tt St = Ft, onde Tt é triangular superior 

Podemos subdividir St e Ft em colunas obtendo n sistemas 

simplificados. 

Tt s = f 
i i 



J 
cD_ 
--
r+ 
a---

" VJ 
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Um sistema triangular para ser resolvido necessita n(n+ 1) 

- (13) - -operaçoes , porem cada si possue anenas 2 elementos, o nume 

ro de operações será da ordem de: 

(2n-1) 

Como temos n sistemas teremos 

n(2n-1) operações 

Portanto o número total de operaçoes uara o método de 

Loo, será da ordem de: 

2 3n 2 3 3 (n -n) + n' + n(2n-1) = + n' + 2n' - - n - n = 
4 4 4 

15n2 7n = operaçoes 
4 4 

Vemos por essa análise que para resolvermos o problema 

da obtenção da matriz de Schwarz pelo método de Loo, necessita­

mos um n9 maior de operações do que o novo método. 

4.6.2 CoJJcut:táJLia.6 e. Conc..tu.aâe..ó 

Ao analisarmos o novo método, podemos notar que ele foi 

obtido por um processo de indução vulgar, que não possue nrova 

elementar, porem a seqüência induzida foi verificada da seguin 

te maneira: 

PASSOS Induzida 

- Prever o 

,_ 
a sequenc1a utilizando n elementos 

n+l elemento com a seqÜência induzida 

- Calcular o n+l elemento tradicionalmente 

- Conparar os resultados 

Esse procedimento foi executado inúmeras vezes com resul 

tados perfeitamente coincidentes. 

A seguir foi elaborado um programa computacional uara o 
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novo método, e outro nara o método tradicional 1e Lo0.Esses nro 

~ramas fora~ executados para mais de duzentas matrizes com re 

sultados perfeitamente coincidentes. Portanto acreditamos numa 

~rande confiabilidade no método. 

Outro detalhe interessante e que o novo método embora te 

nha sido deduzido, utilizando-se na fase inicial do método de 

Datta como base, é independente deste, e suas equações iniciais 

9oderiam ter sido geradas a partir de qualquer método,inclusive 

do método de Loo, ou a partir do oróorio equacionamento rnatri 

cial. 

Pelo comentário acima, podemos notar que nao tem muito 

sentido, compararmos o novo método com outros métodos, tais co 

mo o método de Loo, método de Datta, ou equacionamento matri-

cial, pois estes métodos fornecem um equacionamento matricial 

do ~roblerna enquanto o novo método fornece um equacionamento al 

gébrico exvlícito final do problema, estando um nasso à frente 

destes métodos. 

Um detalhe importante a ser observado é que o novo méto 

do que inicialmente pretendia a transformação da matriz campa 

nheira para a matriz de Schwarz, conseguiu englobar a transfor 

- de matriz qualquer, matriz de Schwarz, possibili maça o uma numa 

tando a análise de estabilidade de uma matriz qualquer. 

Gostaríamos de colocar, que o novo método na o tem a pre 

tensão de ser algo revolucionário, que substitua os métodos e 

xistentes, mas sim a pretensão de colaborar no sentido de ter 

mos urna opçao numa forma algebricamente simples, e compacta que 

permita uma execução computacional de grandes sistemas num tem 

po relativamente pequeno. 
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APENDICE 

A.l PROGRAMA PARA O NOVO MSTODO 

61800/31700 f(RIRAN COMPILER • HARft 7.0 RO 0&/IS/78 13:51 o 
/HURC IA /SON 
:t NO HH 
: O!HENSION Sft2nJ,stzO,ZOioCI201 
: N=ó 
: REAOt5o/HC•tllo!=loNl 
: T1=l!~E!ll 

: 00 10 l=l,N 
:tO Stl•I>=-C{Il 
: SH11=StloNI 
: 0( 20 l=l,.N 
:20 St2oli=-C(!•!l-S!I'oi•21/SFC1l 
: SC2o11=0.0 
: S!2o2I=•CCll 
: SH2l=SI2oNl 
: JC=J-1 
: 00 200 J=3•N 
: OC 150 !=JoN 
:150 S !J• !I= SI J•2o !•21/ SF! J- 2J•S( J•1 o!•2 l/SF (J•l l 
: Sf(JJ=S(J,.N) 
:200 CfiNIUUE 
: WR!IH&ol601Cil"E!11- Tll/3&0 
: 16) FCRHAf(3X,.'1(11ft0 GASTO= •,E14.7/) 
: WR1JE(6,260t 
;zao Fl!RMAf(3)(,.•VALORESI DE C') 
: ·W~IIEC6.285lCCC!I,I=l,Nl 

:285 FCRHAl!lX,f10.41 
: WR!IEt6o290l 
:290 f{RHA l( ltlX•' VAlORES DE S'IIJ 
: Hf\ll[t6,.J00)(([,SCI,.fii)),I=l•N) 
:100 FCRHATC2)(,.'S(',I2•'1-= 1 toE12.4J 
: SIOP 
: HO 
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B1800/ti17CO F(R1RAN CG"1PllfR , MAR/'\ 7.0 ~O 0&115/78 J..3:51 , 

/t'Uf\C IA /L(O 

:í /.10 I'IAF 
:Fllf 6;I~PF[SSCRft•L~If=PRI~ffR,UNLA3ELf0 

: OIMEN~I[N T<z5,?5~.CC25•25l,A(2~,25),C(25•251•TCC25r251 

: ')lM[N~IC~ CCt2S l 

' 
' 
: 3 

ill~ENSIC:-.J Tlí2S.25 ),fTCC.25.t:'SJ,S{25.25 l 

N= 15 
~E~i.d~•/HCC( lhi=l•l ';) 
t)( 2 f=l·" 

'CO.t•[J=CC<IJ 
Tl=IHE<ll 
0( 3 J=l.r-.-1 
CCirlofll=l.C 

: L= rJ 
: L/l=ü 
: .\.(lrl)=l .. 
:C TEStE pJl.Q~ \IERlFfCl.R ~E ~ E PAR 
:. MJ=~-' 

!ó If(~l-LlZ:J,tJ,.') 

:'i :-11=1"1-2 
G C TO & 

:c ft E FA~ 

:lu \ltM::NJZ-1 
: ~l=<N .. Zl/2 
: 
: 3 c 1) 

: 
: ll'l 

' 
' 
:lo b :) 
: 47 :) 
: 
: 4 6 f) 

:4 90 . . 
:500 
: 
: 
:7C:J 

' 
:750 
: 
:c 
:z o 
: 
: 
: 4 o I) 

: 
: 4 1 o 
: 
: 
: 56·1 
:570 

,, 

QC 30(, I=Z,.tü 
6r.{J,.IJ=-C(N,.N•l-?*1+2) 
K;:=t.../2 
JC .HC 1=1,.1\~ 

.4.(2,.1 J=-C<NrNt-1-2:~ri+l l 
0( 50C J=l,.f\-L 
J F=.;- é 
lf(JP-L)490,.4e1,.470 
Jf=JP•Z 
GC TO 4f) 
LJ=LAtl 
[)( 50{ I=l•K<:'-LA 
A. ( J t- 2 ,. I ) = AC J ,. I ._ 11 - A C J ,. 1 ) " ~ ( J + 1 • I • 1 ) I A ( J + 1 ,. 1 J 

CCNT!tlll[ 
IH 70( J=l,,._ 
,)( 70C I=l,t>. 
~J<I,Jl=~( I•JJ/H[,t) 
IJ( 75C L=l,I\Ut: 
J( 75C LS=l·N-?•L 
fCLS'~-2*L•tS )=ü{ f\"' L S-Z•Lt2,Ltl) 
!:i{ JU ZS 

E lt'f>AR 
~LM=(f\-1)/2 

K3=(N·tl J/2 
')( (!0( I=Z•K3 
A(l,.IJ=-C(N,.N+1-Z•I+?) 
K 4-= ~ 3 
J( 41C I=l•f4 
A<Z. I )=•C(N.,N+l-l• ltl) 
ac 6oG J=t.~-z 

Jf:::J-~ 

lf(JP•LJ5~0,j9~~570 

JF=JP•Z 
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' 
: 

: 

' 
: 

' . . 

: 
: 

' 

' 
' 

: 
: 
: . . 
: 
: 
: 

' : 
: 

: 

' 
' 

: 

: . . 
: 
: 

. . 



:'J BO 
:5 90 
: 
:6QIJ 

:'3 O.J 

G( lU 5bl 
L~=lAtl 

i)( 60( I-=1,1\'f•LII 
A. C J + 2, I );:;: .11: ( J, 1 + 1 ) -A ( J, 1 ) *A ( J q , l t- 1 J I A ( J ti , 1 } 

ClNT HUf 
LH soe . .FI.~· 
J( êDC I=l~~ 

O(l,.JJ==JI( J,JJ/~({ .. 1 l 

~( e<>C L=l.~J>, 

: OC ~5( lS=l,N-~*L 

:d50 fCLSt?•L•LS)=oCr-.'-LS-2•Lt2,L+l) 

: 

il( .30 I=l•N 
l<l-1 1=1,0 
L [ = i\ 

: M2=LU-2 
~39 IFC~2-L)5Q,&0,4n 

!4U .'.1~=N2•Z 

: GC1U.lS 
:)i,; Ll=LU-1 
õ5b JC 5~ J=l,Ll•2 
: JC ~5 1=1,~-J 

:sr) fCJ•!,.l)=G .. O 
G( TU fi_, 

:6C Ll""LU 
G( TO 'Jt 

:t'J C(N I IfiUl 
i)[ 22( K=l•" 
0( 22( L:!,,, 
) l 2 z ( JC: 1 , fi 

:220 fC(f\•l J=fCK,JJ•CCJ•'- ltfC(I\,L l 
tH .C H ti= 1 ,r, 
tH 23C L=l,.f'.. 
f1(1'•lJ=f(L,.KJ 

2D fiC(K,.L)=fC(L,.lO 
:)( 235 f'l=l,t-. 
l:ILL !:IST(fl.,.l\.,.11', fTC•SI 

235 CUdnUf 
WF.IJECb,.lOOOJCTJ:-1[( l >-fl U.H,,J 

l:JOJ FCIH'A 1< 115)(,[14.(, /I) 
riF.llE{O,Itt 

~ F(Ht-":..IC2)X, 1 f.~T>nl C'!/) 

LlC 82( I=l•f'l 
W F I f E ( b • 1i 1 O H C f I, J l • J :; 1 , 'IJ > 

8Ji) FCRr-~ 1( 2X .,ZCFb. 2} 
HZ) CC :'\I l Ir.. \JE 

~O FUH"AH//lO),t"J::::',l~•' (;:;',12//J 
NflfECt,901)) 

90J FCR~~l(//20>•''.qrRI7 CE SCHI->~RT2 1
//) 

oC 92( 1~1.~ 

~r I T E C S .. 9 1 Cl )( S { I, J l ,. J = 1 , :'i J 
9 1) F {R"' A 1 ( 2 :{, z CF b I ? ) 
92') CCNTltiÜ[ 

DC 95C I::::J,~ 

iH 95C J::::t,r-. 
:15) CCl,.JJ:;(.{] 

SlUP 
UJ 
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A.S SUBR0TI~A SIST 

91'30J/311Ci) rr:?f!H.~ CU'1PILER - MAPK 1.0 ~O Oó/15/713 1}:51 ,. T'-lL:R!lDAY 

/~lJRC T' /L[u 
:r SAVE!CM : 
: SLiROLíJN[ SISfrf,~ .. K .. F .. SJ 

·)lME\J!:J[.·~ TC25,.25lrf(2),.25),SC25•Z5) : 
:C Sl3ROLTI~~ FAH~ ~ru!.CULO DE SISTEMA CQ~ ~~ATRIZES T~I-NLUL~RI2A~~S: 

: 
: 

: 

r}( lG I=l,IIJ 
J) SCN,K)=f(~,.K)/Tf~ .. ~) 

J[ 20 I=l,."-J-1 
$(:1:::1J.') 

I}( 15 J=l•l 
: 15 S(M=Sf'"l•rOJ-I,~!-J+ll"Sno~-Jt-l,.Kl 

2J SCN-J,.K)':;(F{N-J•'()·-~l}t-<~/f{N-I,.N .. I) 

E~'J 

A~J ~r WA~~INGS I~ lU ~TAJE~ENfS,CUOE E~ITTED = 2226 BITS (27S bYfESJSIST 
M~ IS 4{ .Q SECUI\OS fUk 12 CARCS Al 15 C.A!i:DSf"',P>~l'f(. 

: 
: . . 
: 
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