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SUMARID

Este trabalho consiste num eétudo em equacoes matriciais
do tipo AX = XB. Nele desenvolvemos um novo método para trans
formar uma matriz companheira numa matriz de Schwarz por simila
ridade. Desenvolvemos também uma extensiao deste nove  método,
que permite a transformacao de uma matriz arbitraria numa matriz

de Schwarz por similaridade.

Foram elaborados programas computacionais que permitem e

xecutar com rapidez as expressoes obtidas no novo método.




ABSTRACT

This work is constituted by a study of matricial equations
of the type, AX = XB. In it a new method for transforming
Companion matrix into a  Schwarz matrix by similarity is
developed. An extension of this new method is also developed
which permits the transformation of any matrix into a Schwarz
matrix by similarity.

Computational programs were elaborated which permit the
rapid execution of the expressions obtained by the use of the

new method.
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SIMBOLOGIA

A 3
0 ox o matriz de ordem m x n
-1 ..
A matriz inversa de A
T ;
A matriz transporta de A
A matriz conjugada de A
A* matriz conjugada transposta de A
A matriz A reduzida a forma canonica de Jordan
il’iZ" .,im
(. menor de ordem m da matriz A

det (A) determinante da matriz A

In(A) inércia da matriz A

I matriz identidade

A autovalor de uma matriz

p, (V) volinomio caracteristico de uma matriz
C matriz companheira

H matriz hermitiana

H matriz de Hurwitz

S matriz de Schwarz

ﬁn determinante de Hurwitz

e i-&sima linha da matriz identidade



CAPITULO I

INTRODUCAO

A resolugdo de equagbes matriciais € um nroblema clissi
co na teoria matricial e nossue uma larga faixa de aplicacido em
diferentes ramos da ciéncia e da engenharia. Dentre os tonicos
mais importantes vodemos citar sua avlicagao na solugao de wvro

blemas de autovalores e na analise da estabilidade de sistemas

de equacoes diferenciais.

No estudo de sistemas de equag¢oes diferenciais € imnor
tante saber sobre a estabilidade das matrizes que regem  esses

sistemas, pois a solucao desses sistemas somente sera  estavel

se a matriz do sistema for estavel.

Por exemvlo se um fenomeno & descrito nor meio de um sis
tema de equacoes diferenciais com condigoes iniciais as quais
geralmente sdao resultades de certas medigOes e vmortanto sao ob
tidos invariavelmente com certo erro, surge o problema sobre a
influéncia de vpequenas variacoes nas condigOes iniciais sobre a
solucdo procurada. Se uma pequena variagao nos valores iniciails
node trocar muito a solucao, entao essa solugdo nao tem nenhum
valor pratico e pode naoc descrever nem aproximadamente 0 fenome

no estudado, caracterizando uma instabilidade no sistema.

Algumas matrizes nos dao a estabilidade de imediato, nor
exemnlo a matriz na forma de Schwarz nos nermite analisar sua
estabilidade somente analisando os sinais de seus elementos, 7

vroblema & que raramente acontece da matriz do sistema ter essa



forma especial.

Uma das matrizes que aparece com frequencia em problemas
fisicos € a matriz companheira, por isso o objetivo princivoal
do nosso trabalho baseou-se em buscar um algoritmo que  tran’s
formasse uma matriz companheira vara a sua forma similar de
Schwarz, culminando em um algoritmo que transforma uma matriz
arbitraria pvara sua forma similar de Schwarz. Obviamente com a
utilizacao de tais algoritmo podemos analisar a estabilidade
de uma matriz qualquer, pois uma transformacgao de similaridade

nao modifica os seus autovalores.

Este trabalho esta subdividido em quatro capitulos.

CAPITULO I

Este capitulo contém a colocagdo geral do problema matri
cial, nossc objetivo central, e a descrigao geral do conteado

da tese.

CAPITULO 1II

Este capitulo contém conceitos bdsicos, definigdes e teo

remas que fornecem uma base razoavel para a compreensdo da tese.

CAPITULO III

Este capitulo contém as equacOes matriciais mais utiliza
das, com alguns casos especiais de interesse, que ajudam a si

tuar o problema em estudo.




CAPITULO 1V

Este capitulo & o nitcleo central da tese e contém o de
senvolvimento do nosso algoritmo bem como uma analise das ope

racbes envolvidas, comentirios e conclusdes.



CAPITULO II

ALcuns CONCEITOS BAsicos

2.1 DEFINICOES E TEOREMAS
2.1.1 Aufovalon e Autovedoxr
Seja A uma matriz quadrada de ordem n e A um escalar,

tal que
AX = AX , X # 0,

entao, A € chamado autovalor da matriz A e o vetor X & chamado

autovetor de A correspondente a A.

2.1.2 Polinomio Caracternistico

Para uma matriz A, © polinomio caracteristico de A e;

n!

p(a) = det (AI_-A)

n n-1 n-2

= A0 * Pq b\ Py A oo Py

A matriz lIn-A & chamada matriz caracteristica de A e a
equacao;
p(x) =0

€ a equacac caracteristica de A,

72.1.3 Teorema

Para os P; coeficientes de polinémio caracteristico,

sao validas as seguintes relagoes:



- tr(A)

g =]
}—
I

k

Py = (-1)*". (soma de todos os menores principais de or

dem k de A)

p. = (-1)7 . det(A)

2.1.4 Teorema de Cayley - Hamilfton
Toda matriz A quadrada satisfaz a sua equacdo caracteris
tica, isto &,

n n-1

A"+ py A ... Py I, =20

ou seja

p(A) =0

7.1.5 Polinomio Mondco

0 polindmioc cujo coeficiente do termo de majior grau €

igual a unidade € chamado polinomio mdnico.

2.1.6 Polinomio Minimo
Além do polindmio caracteristico podem existir outros po

0.

1inomios pc[x) de grau menor ou igual a n, tais que pC(A)
Entre esses polindmios, o polinomio monico de grau minimo € cha

mado polinomio minimo da matriz A,

2.1.7 Matrniz nao derrnogatondia

Uma matriz A com o polindémio caracteristico idéntico ao
polindomio minimc € chamada matriz nao-derrogatoria, caso contra

rio € chamada matriz derrogatdria.



2.1.8 Matrniz Companheina

A matriz C da forma

0 1
0 0
C:
| €1 )

p,(A) = (-1°0"-C,

A

que € o polindmic caracteristico de C.

7,1.9 Matriz Tridiagonal
A matriz da forma
1 Y12
th1 T2
0 t3,2
0 0

€ chamada matriz tridiagonal

......... 0
[ 0
t1 4 0
tn—l,n
tn,n-—l t
n,n




2,1.10 Matriz de Hessenbeng

A matriz da forma

hl,l h1,2 0 L I N ) L] n

h2 1 h2,2 h2,3 * & & & & & & 0

h h h R
n-1,1 n-1,2 n-1,3 °°°

n-1,n
hn,l hn,Z hn,S hn,n
ou
h. . = 0, quando i < J-1

1,]

& chamada matriz de Hessenberg inferior

2.2 0S TEOREMAS DE INERCIA
2.2.1 Definicao

A inércia de uma matriz A & definida pela tripla (m (A),
v{A), v(A)) que sao respectivamente oS nimeros de autovalores

de A com partes reais positivas, negativas e nulas,
A inércia de A & denotada por I {(A}.

Diversos teoremas de inércia, tem sido obtidos ultima

(5) - 1o bEsi : nte-
mente . Um aspecto basico desses teoremas e o seguinte: dada
uma matriz A, arbitraria, sob certas condicdes, mostrar a4 exis
téncia de uma matriz hermitiana H cuja inércia & a mesma de A.
Obviamente se a matriz existir e for computada, nds podemos uti

lizar 0s procedimentos numericamente estaveis e eficientes exis

tentes na literatura, para a solucg¢do dos autovalores de matri-

ZesSs.




2.2.2 Teorema de Carnlson e Datta

Carlson e Datta, apresentaram um método para construir H,
quando A & uma matriz Hessenberg inferior, com codiagonal unita
ria.

Praticamente nao ha perda de generalidade ao assumir es
ta forma particular de A, pois qualquer matriz A, nao derroga
toria, pode ser transformada numa matriz de Hessenberg, e isto
pode ser feitb por meio de métodos numericamente estaveis e efi

(9)

} . 8 :
cientes como os de leens( ) e Housecholder .

Alem disso o aparecimento de um zero na codiagonal da

matriz transformada de Hessenberg, reduz o problema de autovalo

res da matriz original, para um problema de ordem inferiorcllJ.

Descricido do Método de Carlson-Datta

Seja A = aij uma matriz n x n(n > 1) Hessenberg inferior

complexa, com codiagonal unitdria, isto & a; ;41 - 1 para i= 1,
2 ... n-1e a; 3 = 0 para j > i+1

PASSO 1

Construa uma matriz triangular inferior L = (Kij), com

. | . ~
diagonal (1,-1,1 ... (-1) 1} que satisfaga a equacgdo matricial

LA + AL = R (2.1)

onde as n-1 primeiras linhas de R sao nulas. 0s n(n-1) elemen
tos abaixo da diagonal principal sao determinados comparando os
elementos na respectiva posigao em ambos os lados de (2.1),e a

ordem na qual os Eij devem ser calculados e:

Larr (Bsps L300 (Bgps L4gs £43) -



PASS0 2

Tendo construido a matriz L, calcule a (titima linha de R.

Chame essa linha de r.

PASSQO 3
Construa a matriz S, tendo as linhas Sl’ S2 - SIl defi

nidas por

Sn = r

S; = 5541 A - 341, i+l Sit1 T eee 4n,i+1 5h
i = n-1, n-2, 2,1

PASS0O 4

Calcule H = L*S

(4)

Teorema de Carlson-Datta

Dada uma matriz de Hessenberg inferior A, com codiagonal

. - - - .
unitaria, e H construida como acima.

i) "Se H & nao singular, entao det (A)# O
ii) H e hermitiana,In[A)= In[H) A €& estavel se somente

se H & negativa definida.

Exemplo:

Considere a matriz A

B l

o o o -
=R S
o WD
= o o




£

21

com autovalores 1,

PASS50 1

2,

Construir a Matriz L.

£

2, Ly

PASS0O 2

6

kl

L

41

-24,

3,

b

4.

42

= -36,

Calcular a Ultima linha de R.

2

r = (-24, -36, =12, -1) A + (0, 0, 0, 4) L

S

20)

PASSO 3

43

= -12

(-120,

Construir a matriz S com ultima linha r

S

-240,

4

= 5

-120,

4

-120, -20)
(A - a4 I)
[
-3 1
o0 -2
200 1 o o
0 0

(360, 360, -120, -120)

g =t = (=120,
3 = SyA - ay

(-120, =240,
9 = 83A - a

33 S3 = 843 S5y

-240

10

-120,



It

-2
0
Sy(A - agz 1) = (360, 360-120, -120) X
(-720, 0, 360, -240)
SpA - ay, Sy~ agz 53 - 8y 5y
. -1
S,(A - a,, 1) = (- 720, 0, 360, -240)
(720, -720, 360, -120)
PASSQ 4
Construir a matriz H L* S
[‘ — —
1 -2 6 -24 720 -720
0 -1 6 -36 -720 0
0 0 1 -12 360 360
0 D 0 -1 -120 -249
7200 7200 1800 120
7200 108G0 3240 240
1800 3240 1320 120
120 240 120 20

360
360
-12¢
-120

o B e R a

=T~

=T o =

~120
-240
~-120
- 20

= o o o

|G R R |

11
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Pode ser verificado que a matriz H, & positiva definida
e portanto nos concluimos que todos autovalores de A tem parte

real positiva.

(7)

2.2.3 Teorema de Chen-Wimmen

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e X uma matriz her

mitiana, tal que AX + XA* = C, onde C & positiva semi- definida

e o posto de (C, AC, AZC . An_1C) = n entac In (A) = In (X)

2.3 ESTABILIDADE E ALGUNS CONCEITOS RELACIONADQCS

2.3.1 Defindicao de Estabilidade

a) A matriz A cujos autovalores té€m partes Teais  ne

gativas € chamada matriz estavel.

- » . .-
b) A equagao x = Ax,onde (.) denota diferencilagao no tem
PO, com coeficiente matricial A (estavel) tem somen

te solucdes estaveis.

(2)
7.3.7 0 Esquema de Routh

Considere o polinomio
-1 n-2
£ (2) = agz + bz™T 4 a2 s L a b (2.2)

0 esquema de Routh para o polinomio acima consiste na ob

tengao dos elementos do quadro abaixo.



onde

.4

13

&g 21 4, 23
by b, b, by
CO C]_ Cz C3
dg dy d, dg
a ) a a
= - 0 = - .....g = - 0
Co=a; “p- by s Sy =2 by 5 €3 % az - fobg
0 0 0
b b b
- _ 40 - __0 - _ 0
dg = by T, 1 dy = by S, € . dy, = by < Cq

Matniz de Hurwifz

A matriz de Hurwitz para o polinomio (2.2) e dada por:

by By b1
ad a a
H = 1 n-1
0 b0 bn_2
0 a0 an—Z
L *

Menones principais da matriz de Hurwitz

2

o A
Ay = H () A, = H (3 3)
. 12 n
an = H (1 2 n)
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- 2
2.3.5 Crifendo de Routh—Hquwiafz(

Todas as raizes do polinomio real (2.2) tem partes reais
negativas se e somente se as desigualdades Al > 0 :5.2 > 0,

ﬁn > 0 sao satisfeitas.
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CAPITULDO III

EQuacGEs MATRICIALS

3.1  EQUAGAO MATRICIAL GERAL

Em muitos problemas fisicos obtemos um grande conjunto
de equagoes as quais podem ser representadas compactamente numa

forma matricial.

A equacdo matricial geral & da forma

onde as matrizes A. sao conhecidas e X incognita.

F muito importante sabermos operar com essas equacgoes,
para tal, temos diversos métodos 0s quails serao expostos a se

guir.

3.7.1 Metodo de Sybvester pana solugdc da equagao matricial ge

ral

A equacdo (3.1) foi primeiramente estudada por Sylvester,

ele observou que a equagao (3.1) € essencialmente equivalente

ao sistema de n? equagdes lineares algébricas e n? elementos

X_g de x, reduzindo assim o problema de resolver a equacao

(3.1) para a solucao do sistema de equacao lineares da forma
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- - \ -
Gx = C, portanto esse metodo praticamente retorna a ori

gem pratica do problema,

Posteriormente descobriu-se que a matriz G, do sistema

era a soma dos produtos diretos entre as matrizes Ai e Bi'

G = [A1XB1T+ ...AannT) (3.2)

Portanto, temos o seguinte teorema:

TEOREMA DE MACDUFFE-
A condicao necessaria e suficiente para que a equagdo

(3.1) tenha uma solugao € que as matrizes G e a matriz aumenta

da |G,c| tenham o mesmo posto.

e

EXEMPLO
1 0 2 1 4 3
Sejam: A = , B = e Cc =
2 1 0 3 2 1
Vamos resolver a equagao matricial
AXB=C
. T T
T 417 B ayj; B
temos G = (A xX B} G =
. T T
a1 B 32 B
L. —
T 2 0
Resolvendo Gx = C B =
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2 0 0 0 Xqq 4
1 3 0 0 Xq19 ) 3
4 0 2 0 xlS 2
2 6 1 3 X1 1
2 1/3
X =
-3 -2/3

Como podemos verificar G, e |G,c|, tem o mesmo posto.

3.1.2 Metodo de Weddernbunn

Em 19804 Wedderburn{lg) deu uma solucaoc para equagao ma
tricial (3.1) na forma de séries infinitas, e mostrou que a so
lucdo quando existe, pode ser exibida como uma fun¢do analitica

dos coeficientes. Ele considerou primeiramente a seguinte equa

¢ao linear
X - AXB = C (3.3)

De (3.3} temos:

C + AXB

X

Substituindo X no segundo termo do lado esquerdo de (3.3),

obtemos

]
)

X - A (C + AXB)

X - ACB - A?%XB? = C
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Repetindo esse processo n-vezes temos:
X - AMIXB™H = o+ ACB ¢ A%CB? + ... ATCB = w_ (3.4)
A serie ?n quando € convergente, seria solucfo de (3.3).
n=1

A equacao matricial (3.1), pode ser resolvida desta ma
neira colocando-a na forma (3.3). Para isto basta escolher uma

matriz Aj ¢ pré-pds mulfiplica-la a cada termo de (3.1) por AEI

e Bgl respectivamente.

A solugdo geral X neste caso pode ser colocada na seguin

te forma

X = C+ PC + P2C +
onde P & uma matriz de ordem n?

3.2 A EQUACKO AX = XB

A equagao matricial AX = XB & de grande utilidade prati

ca por representar um grande numero de problemas fisicos reais,

3.2.1 A exisiénedia da solucdo e discussac gerak

A equacgao

AX = XB (3.5)

€ um caso especial da equagao (3.1). E conhecido que a
equag¢ao (3.5) tem uma solugao, ndo singular, se somente se, as

matrizes (AI - A) e (AI - B) tem o mesmo fator 1invariante., Isto
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segue de fato que, quando X é nao singular as matrizes A e B
sao similares, e duas matrizes sao similares, se somente se, as
correspondentes matrizes caracteristicas tem o mesmo fator inva
riante. Por outro lado, a equagdo (3.5) € equivalente ao siste

ma de equa¢oes lineares homogéneo.
Gx = 0 (3.6)

onde G=(AxI-1x BT)

2

Os autovalores da matriz G siao os n® nameros

. - n .o a au lores de e .o
Ar us, onde ll’ ln $40 0S tovalo A uq u, saao
autovalores de B. Da teoria de sistemas de equagoes lineares
segue que (3.6) tem solugado nao trivial se, e somente se, G ¢

singular, isto €, se somente se G tem zero como autovalor.

Entao chegamos ao seguinte teorema.

TEOREMA 3.1 A condigao necessaria e suficiente para que
a equacdo AX = XB tenha solucdo ndo trivial € que A ¢ B tenhanm

pelo menos um autovalor em comum.

Notamos que X = 0 € sempre solucao de (3.5) e que todas
solugoes nao triviais s3o linearmente indenendentes.

0 teorema a seguir d4 o niumero de solug¢des independentes

e foi adaptado de MacDuffe ().

TEOREMA 3.2 A equagao AX = XB tem Te.o solugoes linear
mente independentes onde e € o grau do maior divisor C omum

dos fatores invariantes de a. de AI - A, e bS de A1 B.
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3.2.7 A construgao da solucdo geral

A equagao (3.5) foi primeiramente discutida por Cayley
em 1885 e desde entdo varios autores a tem estudado, e obtido di
ferentes técnicas de solucao. Entre as varias provas  existen
tes, a técnica usada por Gantmacher >} mostrou-se a tecni
ca mais usada e mais eficiente nao somente para obter a solugao

de (3.5), mas também para outros varios casos de equacoes do

mesmo tipo.

3.2.2.1 0 metodo de Ganimachen para a sofucac de AX = XB

Sejam as matrizes A e B reduzidas para as suas respecti

vas formas candnicas de Jordan.

A= U AU e B = VT !BV

A equacao (3.5) & entdaoc transformada para

AX = XB (3.7)

onde X = U™'xv (3.8)

A equacao {3.7) € primeiramente resolvida para X e en
tao X & obtida (3.8).
Para obter a solucdo (3.7), X &€ particionada em blocos

correspondentes a forma quase diagonal de ‘A e B.

-
Ii

(X,
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A equagao matricial (3.8) €& entdo dividida'em ij equa

¢oes matriciais.

(U5 = A% = HiX;o = X;.6. (3.9)

as matrizes Hi e Gj aparecem nas expressoes para a forma

canonica de A e B.

Dois casos sao agora considerados
caso (i) A, F U

caso (ii) A, = U

No primeiro caso, cada Xij = 0 e portanto X = 0 € solu
cao de (3.7) e também de (3.5). No segundo caso, 2 equacgao

{(3.9) se reduz

H.X; . = X,.G. (3.10)

As matrizes Hi e Gj sdo tals que 0s elementes da primel

ra superdiagonal sao iguais a 1, e os demais sao zero.

= [ €aB ]

&2
1t
-
N
v

A ordem das matrizes Xij
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O sistema (3.10) €& entdo equivalente aoc sistema de equa
¢Oes escalares.
Si+1,5 © Gi,3-1 (3.11)
(gio = Epi+l,j =0, 1=1,2 . pi; J =1 qj)
Pode ser facilmente notado na relagao acima que, se P; ~
q.. cada Xij & umamatriz triangular superior quadrada da forma
— ——
ay By saveieiaans api
0 . I a_.
X.. = 1 Ply = T,
1j . . 1)
0 0 ’ aq
-
[ Xij
e no caso em que pi < qj e pl > qj , as matrizes Xij
sao respectivamente da forma
Xij = [0 Tij ], (0 & de ordem qj - p;)
ij -
R Xij _ jL|’ 0J ]’ (0 € de ordem Py qj)
EXEMPLO.
Z 0 1 0 0 1 1 0 1
A = -1 2 3 B = 3 7 -9 U = 21 4
1 0 2 ¢ 2 -1 1l 0 -1
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B 7 r
3 0 0 1 0 0 1 1 1
A = 0 2 0 B = 0 2 0 V. = -3 -2 5
0 0 1 0 0 3 1 1 -2
X =y-'x Vv

4 2 -5
X = 11 4 -11
-2 0 1
B 6 4 -9 N
AX = 12 6 -14 = XB
0 2 -3

3.2.3 Teorema de Caxlson - Datta sobre a existencia de AX = XB

Para estudarmos a solugado numérica da equagdao AX = XB te

- 4 . -
mos um teorema basico de Carlson—Datta( ) que mostra a existen
cia e ao mesmo tempo da um procedimento numérico para sua solu

¢do quando a matriz A for uma matriz de Hessenberg.

Seja A uma matriz de Hessenberg superior com codiagonal
unitaria. Seja fy(t) = 1, e para k = 1, .+« N s€ja £, (t) o po
lindmio caracteristico de A (1,2 ... k), a submatriz principal

de A, envelvendo as k primeiras linhas e k primeiras colunas.

Entao e conhecide que(g); fl(t) =t - ayys e
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F(e) = £ (0 (0 = ayd - ay g £ (V)

£,(t) - a k=1,2 ... n (3.12)

'Y x1

TEOREMA 3.3  Seja A . de Hessenberg com codiagonal uni

taria e Bpxp' Para cada vetor r com p componentes existe, no

maximo uma matriz anp com primeira linha r, satisfazendo a e

guagao AX XB. Esta solucdo existe, se somente se,

r f(B) =0 (3.13)

onde f{t) € o polinomio caracteristico de A. O posto de X € a

n-1

dimensao do espago < r, rB, ... r3B >.8% n = p,x € nap sinai

gular, se somente se, (BT, rT) & controlavel, isto €, se nostn
n_

o, BT 2T, L 3Dl Ty -,

Existe uma solugao X # 0 com primeira linha r, para pelo
menos um r # 0, se somente se, o polinomio caracteristico de B

e A ndo sao relativamente primos.

Existe uma solugao X para todo r, se somente se, 0 poli

nomio minime de B, divide o polindmio caracteristico de A,

Demonstracgao:

Seja Xy, Xp «e» X @S linhas da matr}z erp

A equacao AX = XB & equivalente ao sistema

+ ... a k =1 ... n-1 (3.14)

kk Xk 7 Xk+1
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+ a X (3.15)

Agora dado o vetor r com p componentes, a formula (3,14)

fornece um algoritmo para determinar Xy wee X indutivamente

de X; =T Entao existe no maximo uma solugdo X da equagdo AX =

XB com X; = r. Também, dado r, existe solucdo X com X; =1, se

somente se, a formula (3.15) & satisfeita para X1= T € X, ...X

determinada pela formula (3.14).

N6s podemos dar uma formula explicita para x, ... x sa

tisfazendo (3.14) para Xy = T.

Resolvendo nara X, +e. X em 3.15, nos obtemos

Xpep = T f (B) (3.16)

Claramente (3.15) & satisfeita para k=1,x2=x1(B—a111),a§
sumimos que € satisfeita para k = 1,2 ... j - 1. Agora usando

(3.12), (3.14) e (3.15) para k = 1,2 ... j-1

SIS E RS e F RS T ESSS T U P

e | 2 1) - a. . .f. Al £ (B-a.Dl
ajlxl T L_f._l(B) (B aJJI) a],J-lfj—Z(B) aJz 1 ( 8311)

entao

x. . = £, (B) (3.17)
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Analogamente, (3.15) & satisfeita, se somente se,

r f(B) = 0, entdo

r £(B) = r £ (B)
=T fn—l (B) (B - annI) -
= ayn-1 o2 (B} ... .anz £,(B) -a I =x3B8 -
s ApnXp T 8, 1 Xpo1 v T @n Xy T apiXg (3.18}

As duas ultimas afirmag¢des do teorema agora S&do eviden

tes.

Seja Cjk o coeficiente de tk

em fj (t), k=0,l -8 j_l [+
J=1,2 ... n-1. De 3.16 nos temos, para qualquer solucdo X de

(3.5) com primeira linha r que

Xy 1 0 euun. 0 r °
) x2 ) x10 I ..., H r B
X = . = M
]
X, Ch-10 o 1 r B
| . A . — L e

A afirmacao sobre o posto e singularidade de X sao agora
também satisfeitas.

Note que usando 3,16 e 3.18, para r = €1s €seenr €y

as linhas da matriz identidade, nos calculamos as linhas de

f(B).
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3.2.4 Um algonltmo numénico para solucdo de AX = XB

A prova do teorema dado no item (3.2.3) forne
dimento numérico para a solugdo geral da equacgao AX

procedimento pode ser formulado da seguinte maneira:

Seja X{» Xy «-e X @S linhas da matriz X e €y

linhas da matriz identidade

i) Compute as linhas e, f(B) de £(B) i = 1,2

zendo X; = e computando-se X, +v. X DOT {(3.14) e e

(3.18)
ii) Resolva X4 f(B) =0 para xy

iii) Calcule Xy see X sucessivamente usando

ce um proce

= XB. Este

n, fa

i f (B) por

OBSERVAGCAQ 1 - Para obter a solucao X (ndo singular)quan

do ela existe exigimos que Xy satisfacga
X f(B) = 0 e tambem que (xg, BTx{,...
(BT)n_1 x{) tenha posto n.

OBSERVACAQ 2 -

Se B € também uma matriz de Hessenberg su
perior com codiagonal unitaria entao, tao
logo a primeira linha de f£(B) seja compu
tada em (3.18), nds recorremos para a for

mula.



28

Pk+1 = Cpeq P (A) = pkA - akjp. (3.19)

para cemputar as demais linhas de f£(B).

A computagao de f(B) neste caso € mais economica,

EXEMPLOS :
1 1 01| 1 13 12
1°) Seja: A= 7 1 1 e B = 1 1 0
6 0 1 0 1 1

Queremos obter a solucao X da equacao AX = XB onde A e

Hessenherg.

i} Calculamos as linhas de f(B)

a. Arbitramos x, igual a la. linha da identidade

X, = (1,0,0)

Utilizando-se da relacdo

o3 R

iv1 - % SR
Calculamos X, € X

(0,13,12)

B -ayxy

X1

I}

(6,12,0)

s
w
1

= XZB - 321x1



€1

f(B)

XSB - a

(6,78,7

1

Escolho Xy igual

(0,1,0)
x1B - apgxy =
€, f(B) = XSB - agy
- (0!6!0) -
e, £f(B) =

31

Z}

a

X1

VA,

e. £(B) = (6,78,72)

- a

53

3

(18,90,72) - (6,00) - (6,12,0)
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2a. linha da identidade

(1,0.0)
a,,X, = (6,6,12)
Xy ~ 8z2%Xy 7 833Xz =
(0,6,12) = (6,6,0)
{6,6,0)

(6,18,12)-

. Arbitramos Xq igual a 3a. linha da identidade

It

xyB - a;yx; = (0,1,0)

(0,0,1)
1 11
X,B - agxy

T 832%2 7

(1,0,-

7)



ey £(B) = xgB —agyxy = agyXy - f33%s
- (0,0,6) - (1,0,-7) = (0,0,6)
e f(B) = (0,6,6)
temos
— iy
78 72
f (B} = 6 0
4) 6
ii) Resolvendo X4 f (B = 0
6 78 72 | 0
(Xll’ Xqg> X13]= 6 6 0 = 0
0 6 6 0
- -
6x q * 60Xy = 0 > > Xy =7 X
78x11 + 6x12 6x13 = 0
ﬁxlz + 6x13 0
78x11 - lel 6x13 = 72x11 + 6x13 = 0
ﬁl
X = - X
11 13
17
12
N x escolho X =12
X11 13 13

X

(5)

30

= [l$6$5) -
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temos

x, = (-1, 1, 12)

i+1 21555

Xy = x(B - a;xg = (0,0,0) - (-1,1,12) = (1,-1,-12)
Xz = sz - a,9Xq T 855X, = (0,0,0) - {-7,7,84) -

(1-;_1 ’"12)

Xz (6,-6,-72)

temos a solugao

-1 1 12
X =] 1 -1 -12
6 -1 -72
VERIFICACAO: AX
7 1 0 21 1 12 0 0 07
AX = 7 1 1 1 -1 -12 [~ 1o 0 0




onde

€q £(B) = xzB - a;9x) - az,X, - agsXg =

ii) Recorremos a formula

fre1 = €xa1 £(B)

e, £(B) = £,B - b f, = (0, 0,0)
ez f(B) = fZB - allfl = (0,0, 0}
portanto f(B) = 0

-1 1 12 1 13 12 c 0
XB = 1 -1 -12 1 1 0 = 0 0
6 -1 -72 0 1 1 0 0
L _ [ B L |
1 1 0 2 1 0
2¢) Seja:. A=|3 1 1 e B=| 3 1 1
1 0 1 -3 -1 0
Queremos obter a solugao X da equagao matricial AX = XB
A e B sao matrizes de Hessenberg.
i) Calculamos somente a la. linha de £(B)
Xy = (1, 0, 0)
X, = xlB - ayXy T (1, 1, 0)
X7 = sz - 8,9X) T A,5X, = (l,l,lJ
(0, 0, 0}
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iii) Resolvendo

X1
— —
1 0 0
X = 1 1 0
1 1 1
i .
3°) Seja:
F-l 1 0 0 3 -1 -4 2
0 1 0 0 2 3 -2 =4
A = e B =
0 0 -1 1 2 =1 =3 2
0 0 0 -1 1 z2 =1 -3
S 4 o 3

Queremos obter a solugdo X da equacdo AX = XB onde A €

matriz diagonal de blocos, onde cada bloco € uma matriz de

Hessenberg;

X X X x
X1

X =
X
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xl(1)
X =
1
(1)
X2
Xl(2)
X =
2
(2)
X2

Seja f(l)(t) e f(zj(t) respectivamente o polindmio carac

teristico de A1 € A2

Resolvemos a equacgdo matricial

1 1
AX = X.B Ay =
171 1 1 2 1
. . (1)
i} Calculamos as linhas de f (R)
(1)
a) escolhemos x, = (1,0,0,0)
Utilizando as relacgoes
k
x_cl] = xl(l) B - I aijj(l) e
1+1 i=1
(1) § _ _ _
Xp T B - Ay Xy m g, =0
Calculamos xél) e €4 f[l) (B)
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Xél) = X{l) B - 311X£1) = (3$"1$_4$2) - (1’ O’U’OJ =

(2,-1,-4,2)

e, £ @) = x{M3 - x{Ve (-2,2,4,-6) - (2,-1,-4,2)

§

e; £ (B) = (-4,3,8,-8)

b) escolho x(1) = (0,1,0,0)

L1 x1(1) B - a.. x) = (2,3,-2,-4) - (0,1,0,0)=

2 1151

(2,2,-2,-4)

e, tM ) = xMpx{V) - (2,-2,-2,8) ~(2,2,-2,-4)

2

il

ez f[l)(B) (01-43018)

c) escolho x%l) = (0,0,1,0)

D= 2B w) - ey 2,015, - (0,0,1,0)

I

(29_1s_492)

e tW = x,Ws. xfP = (-2,2,4,-6)-(2,-1,-4,2)

3

It

(_4:3181_8)
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e. 1) (B) = (~4,3,8,-8)

3

d) escolho x{l) = (0,0,0,1)

XZ(l) - X£1)B ; x, = (1,2,-1,-3) - (0,0,0,1)

411%1

= (1.2,-1,-4)

£ () - xWp - 1D

ey X, = (1,-2,-1,4)(4,2,-1,-4)
= (01_4:[}?3)
-4 3 g -8
0 -4 0 8
-4 3 8 -8
0 -4 0 8
ii) Vamos calcular a solugdo X; g x{l) £f (B) =0
A — .
-4 3 8§ -8 0 4‘
0 -4 0 8 0
{xq1q X Xon X914} = =
B VR P K € 4 3 8 -g 0
c -4 0 8 0
. — L |
X = -X

11 13



—4x11 - 4x13 =0

3Xp1 74Xt 3Xgpg - 4Xgy

8x11 + 8)(13 =0

“8Xyq * 8xy, - 8xyg * Xy
3x11 - 4x12 - 3x11 - 4x14 = >
- - + =
8xpq7 8xg, * BX ) T 8xyy =0

1 0 -1 0
e R
1

Resolvemos agora a

4x

8x

12

12
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=A%y Xy T Xy
= 8xq,

11
Z 0 -1

i) Calculamos as linhas de f(z)(BJ

a) Escolho x%z) = (1,0 0,0)
xéz) = xfz](B) - allx(Z) =

ey f(z)(B) = xgz)B+ X

(2)

(3,-1,-4,2) + (1,0,0,0)
(4,-1,-4.,2)

(4:1a_4)_2J +(43_1a"4=2)



€1

b} escolho x{z) = (0,1,0,0)

d)

]

D P - el

e, £(B) = xngf(B)-+x§2?=

escolho x§2) = (0,0,1,03
(2) _ x%z)B - a x[z) =

X2 1171

esf(B) = xéz)f(B)+x§2J

escolho x(z) =

) (0,0,0,1)

(2) _ (D .,

(2) _
X7 1 11%1

e4f(B) = xéz)fgg + xézj

£¢2) gy = (8,0,-8,0)

(2,3,-2,-4)
(2,4,-2,-4)
(6,4,-6,-4)

(8 18 $-81_8)

(2,-1,-3,2)

(2,-1,-2,2)

(2,1,“2,—2)

(4,0,-4,0)

(1,2,-1,-3)
(1,2,-1,-2)
(3,2,-2,-2)

(4,4,-4,-4)

38

(0!1!0‘(])

(2 s49-2 ;4)

(0,0’1‘0]

(21*15_212)

(0,0,0,1)

(1,2,-1,-2)




2y -

ii) Vamos calcular a solugao Xx,

8x

4x

21

21

21

21

[ X y X H X s X ) = . :
21+ X220 %230 X4 i 0 -4 0
4 4 -4 -4
8xyz = 0 - X371 T %23

8x,, = 8Xy5 = Bxy = 0 %22 - 8xyy =
4X23 = 0 4X22 4X24 =
4x22 - 4x23 - 4x24 =0 8X24 =
X241
1 0
27 g 1

temos X =
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XB €

fl

A solugao de AX

XB

il

3.2.5 Alguns casos especladls da equagdo AX

Alguns casos especiais da equacdo AX = XB, sao bem conhe

cidos por serem de interesse particular. E a solucao dessas
- - - - - - - -
equagoes e facilmente construida, visto que e desnecessario a

construgdao das linhas de f£{B)}, como veremos a seguir.

CASO 1

Seja a equagao AX = XB, fazemos B = A (matriz de Hessen

berg), temos entdo a equacdao AX = XA,

Neste caso, as solugoes X sao matrizes que comutam com
A. No item anterior calculavamos as linhas de f(B) para resol
ver x; f(B) = 0, onde £ (B) € o polinomio caracteristico de A,
Agora ndo precisamos calcular as linhas de f(B), pois pelo Teo

rema de Cayley Hamilton f£(A) = 0. Entao Xy pode ser escolhida

arbitrariamente € x, ... X, computada através da formula de re

correncia.
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k=1,2 ... n-1

Se escolhermos x; = e; = (a,o0 ...0) entdo (al, x) & con

trolavel e resultara X (diagonal ndo singular)

EXEMPLO:
1 1 0
Seja A = 3 1 1
1 0 1

fl

i) Escolho X4 (2,1,0)

ii) Calculo x, e x; recorrendo a formula

(2,1,0) = (3,2,1)

P,
oo
i
w
H
o
1
m
H
H
b
'—_I
|
Famnt
L
8]
[
o
|

(10,5,3)-(6,3,0)-(3,2,1)

(1,0,2)

entao a solucao X de AX = XA &

Note-se que ndac escolhemos Xy = (a,0,0 ... 0)
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Matriz que comuta com A

Verificacgao:

i 5 3 ]__

AX = 10 5 3

301 2
i 5 3 1-_

XA = 10 5 3

3 1 2
i

OBSERVACAO: Atraveés deste algoritmo achamos as matrizes

que comutam com uma matriz de Hessenberg.

CASO 2

Seja a equagao AX = XB, fazemos B = AT (A matriz de

Hessenberg), temos entaoc a equagio AX = XAT.

Neste caso, as solugoes X sao matrizes simetrizadoras de
A, sendo A, AX e XA matrizes simétricas. Como f-(AT) = 0, entao
nio necessito calcular as linhas de f(B). A primeira linha de
X pode ser escolhida arbitrariamente e Xy vew X computada atra

vés da férmula de recorréncia.



EXEMPLO:

Seja: A =
Xq = (2,1,1)
X, = x¢B - ag1%
Xz = XqB = ay1%
2 1
X = 17
1 2
Verificacao:
-
AX =

1 0

1 1

0 1
(1,7,2)
an2%y 7
g 3
12 3
3 -1

& simetrizadora de A.
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3.3 A EQUAGCAD AX + XB = C
3.3.1 A exdisténcia e expressac da sclugao andica

A equagdo matricial AX + XB = C (3.20) onde A, B e C sao
matrizes conhecidas e X matriz incognita, € um caso especial da
equacao matricial linear geral estudada em (3.1). A equagao
(3.20) atraiu a atencdo de varios autores no passado devido sua
relevancia nas solugoes numéricas de equagdes diferenciais com
problemas de valor inicial e sua importante aplicagido em siste

mas de equacdes diferenciais ordinarias.

A equacdo (3.20) tem solugao unica se a correspondente

equacdo homogeénea

AX + XB = 0 (3.21)

tem somente solucao trivial X = 0, Novamente, segue 0 teorema
(3.1) que a equacao (3.21) tem somente solugao trivial se A e

-B tem um autovalor em comum. A segulr temos o Seguinte resul

tado.

Teorema de Rutherford

A condicdo necessaria e suficiente para que (3.20) tenha
uma Unica solug¢do para teda matriz C & que Ay ¥ Uj # 0 para i

e j, onde {hi}sﬁo 0s autovalores de A e {vj} $30 os autovalores

de B.

Seja os autovalores de A e B, satisfazendo as condigoes

do teorema acima e seja a equagao diferencial matricial,

dz  _ Az + z3B, Z(0) = C (3.22)
dt
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Pode-se verificar facilmente que

Z(t) = AL Bt g solucao da equagao (3.22).

Admitindo que

lim z(t) = 1im Mt c ePt = 0

torw tsw

temos que

o

Z(w)- Z(0) = A (J 7 dt) + (J Z dt) B
0 0

- C=A(-X) + (-X) B

entao
AX + XB = C
ognde
X = - J Z(t) 4dt
0
Xz_J eAtceBt
0

a integral J eAt C eBt existe, se a parte real dos autovalo -
0 .

ves de A e B s3ao negativas.
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Segue agora o Seguinte teorema

Teorema 3.4 - Se os autovalores {ki} de A e {vj} de B
tem todas as partes reais negativos e se li + “j # 0 para al

gum valor i e j, entao:

X = - | At ¢ Bt gt
0

& (nica solugdo da equacdo matricial AX + XB = C

3.3.2 A equacdaoe matrdicial de Lyapunov

Um importante caso especial da equacdo (3.20) €
Ty .
XA + AX =C (3.23)

onde C € matriz simétrica positiva definida. A  equacgao

acima € conhecida como equacido matricial de Lyapunov.

3,3,2,1 Condicac necessardia ¢ suficiente para a sofucao da equa
cao de Lgapunbu.
A condicao necessaria e suficiente para que a equagao
(3.23) admita uma solugio X (simétrica positiva definida) € que

a matriz A seja estavel,

Prova: Seja A matriz estavel, pelo teorema (3.4), onde a

solucao X & solucgdo unica de (3.20) entdao a forma

explicita de X para a equagao (3.23) e
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X = [ At ¢ et gy
G

portanto

rm
CYTXY > |« Aty ¢y s ar
0

Desde que Al & sempre ndo singular e < y, Cy > € positi

va, a integral & sempre positiva pafa todo t. Entdo X & positi

va. Inversamente, seja A = a + bi unm autovalor de A, entao:
A7 = AZ Z # 0

também

Z* At = AZ*

multiplicando-se a equagdo (3.23) por Z* a esquerda e a direita

por Z, temos:

Z* (XA + ATX) Z = -2* CZ

A Z* XZ + 2 Z* XZ = - 2* CZ

temos onde X = a + b

2a (Z* XI)} = - (2% CZ) (3.24)

Por hipotese Z* XZ e Z* s3o positivas, concluimos entéo

que a € negativo, portanto A & estavel.
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3.3.3 Afguns wmetodos para a solucdo da equacdo de Lyapunov

A equacao matricial de Lyapunov tem uma importante fun
¢ao na teoria da estabilidade. Esta equagdo foi estudada por va
rios autores no passado, nac somente por matematicos, mas por
cientistas de muitos outros ramos da ciéncia aplicada. Muitos
artigos foram publicados para a solucdo dessa equacdo. A seguir

daremos alguns desses metodos.

3,3.3.1 0 metodo de Barnett Stoney

Suponha que a equagao de Lyapunov

XA + AT X = -C

admita a solucdo X, positiva definida. Desde que X e C sao si

métricas e positivas definidas, a equacao (3.23) pode ser escri

ta comoe

(XA + 1/2 C)F + (XA +1/2C) = 0

cnde

XA + 1/2 C =S (3.25)

onde S & anti-simétrica. Quando A € ndo singular, X pode ser

obtida de (3.25)} assim

X = (S - 3 C)A"! (3.26)

A condigdo para X ser simétrica & dada por
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-1 -1 _ T -1 T -1
SA - 1/2 CA = (A7) S - 1/2 (A") C
a qual quando simplificada, reduz-se para a forma

als + sa = 172 (ATc - ca)

onde S pode ser obtida desta equacgao encontrando-se somente

% In(n-1)| elementos de S.

3.3.3.2 Metode de Howtand-Senez

0 método consiste em construir os conjuntos de matrizes

(S1 52 . Sn); (T1 T2 . Tn) e (D1 D2 N Dn) satisfazendo a

equacao:
sM o+ M's = 2D
e
5.M = Tj + D
onde
S S. sao simetricas e as primeiras linhas (colunas)

l LI B n
dessas matrizes sdo linhas {colunas)da identidade,as matrizes Tj

sdo anti-simeétricas e Dj - Dj sao matrizes diagonais.

Os elementos de S, e Tj sao determinados pela resolugao

do sistema

= - 5, M 2 < k<n

Sgp Mpp * Sgp Myo
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i1 M2 * Skp Mpz2 * Sks Mi2 = - S5y My 3 <k<mnm

n n, 1
S = z PJ SJ e I p1 D1 = - E I
J=1 i=1
EXEMPLO - B
0 0 1
Seja M = 1 0 Z
0 1 3

Resolver a equagao

SM + MIS = 2 D

y z X 2y + 3z

SM =T + D = a ¢ y+ 2a+ 3
c 4 =z + 2c + 3d

2c + 3d}

=
Il

[= %
0

—
et
g}
™
+



il

anti-simetrica entao:

Z

X + 2y + 3z

y + 2a + 3b
—
1 0 0
0 0 -1
0 -1 3
L_.

-25.

-26

-11

51




4
-1
-1 0
0 0
0 1
0 0
0 -4
4 -12
-1 3
-3 -4

12

28

13

-32

Pz = -3
0 3
-3 0
0 -2

52
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CAPITULO IV

EQUAGAD XA = SX ONDE S E A ForMA CANONICA DE SCHWARZ

4.1 0 TEOREMA DE SCHWARZ

Seja A uma matriz qualquer e seja S a sua forma similar

de Schwarz, com sj # 0 i=1, 2, 3, ... 0.

Entao:
a) A matriz A nao possul nenhum autovalor com parte real

nula.

b) Os numeros de autovalores de A com partes reais DOSi
tivas ¢ partes reais negativas sao respectivamente iguais aos

- . + - 1~ .
nimercs negativos e positivos da sequencia

- s - 5
s 5,5, 5,5,5 51523 n

1’ 7172 17273

Demonstragao
Definimos

v ] _ - - -
D' = diag ( 5152 e S, sls2 . sn-l’ ‘e, sls2 s

E facil verificar que

2 diag (0,0, ...s})

fl

D'S + S'D

2 (d(nJ)t (d(n))




onde

que

4.2
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D™ < disg (0,0 ... S))
Verificamos que o posto da matriz

@ T gT gnT o (gTyn=1 (q(n)yTh o

Entdo pelo teorema de Inércia de Chen-Wimmer (7) temos

In (D') = In (S)

0 METODO DE DATTA PARA TRANSFORMAR UMA MATRIZ DE HESSENBERG

NUMA MATRIZ DE SCHWARZ

Seja A uma matriz de Hessenberg inferior com coediagonal

diferente de zero e Xy, Xy «.. X @S sucessivas linhas de X. En

tdao a equacao matricial XA = SX € equivalente aos sistemas de

equagoes:
a) xlA = X,
B x3A = “Spo(ie2) Xi-1 t Xy
c) x A = “S,X, 1 - S1%,

Eliminando-se xl,xz,...,xn em {(c) temos:
x; #(A) =0

# (x) € o polinomio caracteristico da matriz de Schwarz.

UNICAMP

RIBLIOTECA CENTRAL
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Como as matrizes A e S sao similares entao # (A) = 0, portanto
podemos escolher Xy arbitrariamente e a seguir achamos Xo s

Xy ... X, recorrendo a (a) e (b).

Se escolhermos x; = (a, 0 ... 0); a £ 0 teremos X uma

matriz triangular inferior onde

_n n-1 n-2
det X = a (alz) {8, 4) A a _n . desde  que
35 i+l 7 0, a matriz X nao sera triangular
Observagao:

Os elementos da matriz X sdo obtidos em funcdo dos ele
mentos da matriz S. Efetuando o produto XAX™! teremos uma ma
triz especial onde as (n-1) primeiras linhas sao exatamente as
(n-1) primeirés linhas da matriz de Schwarz, a n-€sima linha

dessa matriz tera como elementos polindmios em S.
Igualando-se a n-€sima linha da matriz XAX™ ' com n-€sima

linha da matriz de Schwarz, teremos um sistema de n  equagoes

com n incognitas, resolvendo o sistema teremos os elementos da

matriz de Schwarz.
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4.3 METODOS PARA TRANSFORMAR UMA MATRIZ COMPANHETRS  NUMA
MATRIZ DE SCHWARZ POR SIMILARIDADE
4.3.1 Metodo de Loo
Seja C matriz companheira ¢ T uma matriz triangular infe
rior. Os elementos da matriz T sao obtidos diretamente pelo e
quacionamento apropriado dos elementos na equagao ST = TC e

sao dados pela seguinte regra.

para

"onde

a) tig =ty T ety S 1

b) Todas as subdiagonais impares de T até a gq-€sima tem

todos os elementos nules onde

n
Q= 5 - 1, n par
q = Eél, n impar

c) Os outros elementos de T, diferentes de zero sao obti

dos de
te v 20,5 T n-s-28 + 2, £ + 1

£ =1, 2 ... qes=1,2 ... n- 2£,

d.. . representa a razao entre o ij-€simo e il-€simo ele
ij -
mento do esquema de Routh para o polinomio caracteristi-

co de C.
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Exemplo para C4x4

1) ty) = ty, = tzg = t,, =1

r|+
il
r+
fi
H
]
o

2) t =

[l

L _ %32

3) tgy = d'q, oy
c _ 932

47 22 d,,

Esquema de Routh para pc(kJ

1 ~Cq -C4
-C, -C, 0
C
2
-Cy - = -C 0
37T, 1




entao
T = Cl
31
Cy
Cq + 7
3 C4
0
1
C
T= —1"C'_ 0
C3+C’%
4
CZ
¢ [
4
—
0
Cl
C
2
C, + ==
3 C4
S = 0
forma canonica
de Schwarz
0

4.3.2 Um Novo Metedo

3 3
Fa R

o O

(')[C')
=

Desenvolveremos aqul um novo meétodo para

matriz companheira em uma matriz de Schwarz por

Seja C uma matriz companheira, S uma matriz de

e X uma matriz tal que:

_'
0 0
1 0
0 1
+ C3 C4
-t

58

transformar uma

similaridade.

Scharwz
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XC = SX (4.1)

Utilizando o método de Datta, descrito no item 4.2, no
Caso particular em que a matriz de Hessenberg € a matriz compa-
nheira, concluimos que a equacdo matricial (4.1} & equivalente

a0 sistema de equagoes matriciais:

x; €= x4 (4.2)
X4 X = Sn-(i-Z) Xi_1 * X541 i=2, ...,n-1 (4.3)
x, C=-s, X 1 " Sy X, {4.4)

Eliminando X1s X5s enesXy €M (4.4) obtemos:

Xy ${c) = 0

onde ¢ € o polindmio caracteristico de S. Como C e S sdo si

milares entao ¢(c) = 0, portanto podemos escolher X4 ar-

bitrariamente € a seguir achamos Xps ene Xp recorrendo a

(4.2) e (4.3).

A matriz X obtida por esse método & uma matriz  triangu
lar inferior cujos elementos sao fungdes de s. FEfetuando o vTo
duto X A X ' e igualando-o a matriz de Schwarz podemos obter um
sistema de equagOes algébricas, o qual foi por nos ohtida DOT

. - T~ . .
inducao vulgar, conforme sequencia a seguir.




n-5
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0 termo geral sera:

n¥ de termos

¢ - m—
Coi = S159% -+ [5107|Sio5) 5.3 500
51°3% " [51-7)%i-5)71-3100
5153%5 v+ |51-7{5i-5/%i-3{°n-3
515555+ {%i-7|%1-5/%1-3{"n-2
S1555c +++ |55_7|55-5/51-2151
*1°3°s %1-71%1-5{1-2{ %141
51°3°5 55-71%1-5]%i-21%n-3
515555 Si_7|51-5!55-2n-2
"1°575 S5.7|53-5{%i-1]"i+1
51?355 s%_7 5: ¢ S%'liiiﬂi
51%3% 55-71%1-5%1-11°n-3
515355 -+ [51-7(%1-5|%1-11 -2
______ e IR N
*1°3°s 5i-7|54-5 n—4;§;f§}
S155¢ Si—7ISi*4: EN
*1%3%5 5i-7 51-4'5%-2 541
: : I
*1%3%5 S;-715i-4]51-2%n0-3,
®1°3% 5i-7|%i-4|5i-2{%n-2
S1555¢ S;_7(51-4{5i-1151+1
R el
*1%3%5 i-7[%1-4/%1-1}°n-3]
"1%3%5 5i-7|53-4]%i-11%n-2
S15.355 ;Si—7zsn—6 *n-4{°n-2
{ %150 (i-2) *n- (i-4) *n-8 |°n-6 “n-4|>n-2

Para

(8541

i+2

i par, 1 >

+ s ) +
+ +
sn)
+ +
sn)
+ Sn) EN
g
sn) +
+ +
sn)
+ +
sn)
+ +
Sn)
+ +
sn)
+ +
sn)
+ +
sn)
4 Sn) +
+ +
sn)
+
) *
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C

-1

Para 1 para, i
n? de termos i-1
N
- )

. = S,5,5¢ ++- [S;_7]5; 5 Si-3] Si-1 (si+1 + ... sn) +
52545 *++ |Si-7]Sios| i35 | Gaee T S) 7
53545 | 55-7]%i-5| %i-31 53] (o1 S0 7
S2545¢ **+ |Si-7/5i-5{5i-3{5n-2] *n "

55545 *+* |57 535512151 | Gzt Sy Y
525456 +-- | Si-7| Si-5|%i-2{Sis1]  (Siaz ¥ oo Sp)
L] L] L]

525456 ** | Si-7)5i-5 5i-2{°n-3, (n-1 * 5! *
25456 -+ | Si-7{%i-5|i-2{°n-2] *n "
595256 *++ | 55-7| Si-5| 51-1{51+1 (5553 % «=o 50 *
55456 ** | S1-7|54-5|5i-1{5iwz]  (Sieq ¥ -or Sp)
525456 5i-71%i-5 5i-1}°n-3 (Sn—l * Sn) *
52%4%6 8i.7/%1-5/%-11%-2{ °n "
254% $3-7{%1-5\°n-4{°n-2{ °n
$2545¢ -+ |Sio7|%i-8|5i-2151 | Gie2 ' oo 30 ?
55,56 S;_7|%5_4]5i-21%141 (51+3 + sn] +
S25456 Si-7/51-4|5i-2{5n-3] (Spp * S *
53545+ |5i-7|%-4(%i-2/°n-2{ *n
5254%6 51-71%1-4]%i-11°n-2 (51+3 * sn) *
5725456 S;_7|Si-4|Si-115i02] GSqeg ¥ oo S0 *
525456 5;-705:-45i-1%0-3] (Sn1 * Sn) ¥
$2%456 5i-7/5i-4{%1-1/%n-2y n 7
52545 S;-7/%n-6%n-4{°n-2} Sn *
Sn-(i-1)...{s 5 S s [

- "n-8{ "n-6 n-4{°n-2 n

>
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1
n
= ¥ s
£=2 £
n
= g5 L s
Lg=3 ¢
n-2 n
= 7 ( Z sp)
k=2 k £=k+2 ¢
n-4 { n-2
= I s L ( Z SJ}
m=2 o k=m+2 p=ks2 ©
n-(i-1) n-(1-3) n-{i-5)
.= T sy I 5, . L
3172 Tl 3pEier T 35T
n-2 n para
.z Sim-1 L Sim
-1 242 Im T Im-142 i "impar"
n-(i~2) n-{(i-4) n-{i-6)
= 51 . E= SJ' T SJZ . 533 .....
j;=3 1 j
1 3270142 39242
n-2 n para
E 5. E S.
> Im-1 — Jm 1"
Jm-1" =242 I Im-1+2 par
= det 5.
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Analisando estas equagoes, podemos concluir que a matriz
companheira C, somente sera estavel, se todos os Ci forem nega
tivos. Esta importante conclusao permite obter de imediato uma

condi¢ao necessaria para a estabilidade da matriz companheira C.

Resolvendo sucessivamente as equagoes dos elementos ~ da
matriz de Schwarz S, em termos dos elementos da matriz compa-
nheira C, inicialmente para baixos valores de n, generalizando
postericrmente para n qualquer, chegamos as seguintes relagoes,

que sao vdlidas tanto para T par, CoOmoO para N impar.

51 :-Cn
5. = - C - grz
2 n-1 Cn
C + qp4
C n-3 C
5. = n-2 _ 3! i
3 Cn C + Cn—Z
n-1 C
Il
C
n-6
C +
n-4 _ n-> Cn
Cn_4 Cn C + Cn-6
Cn-S * = ) n-1 Cn _
54 7 C 2 Cn-4
-2 C +
Cn—l + Cn Cn—Z _ n-3 Cn
Cn C + Cn—4



n-5

n-1

65
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Apos uma cuidadosa analise podemos notar que estas equa
goes podem ser colocadas numa forma recursiva, de modo que cada
s; dependa exclusivamente dos s, anteriores, o que facilitara
extremamente tanto a compactacgao das equagoes quanto a solugao

computacional do problema.

517 7 Cn
C
n-2
S, = = ( +
2 n-1 51
s = - Ch-2 . ‘-3 Cn—4
3 1 sy 51%
C C
1 n-4 1 n-4 n-5 n-6
Sp 7o (-Gt + 2 » 25
4 52 n-3 51 s3 1 S, 5152 (}X)
_ 1 Cﬁ—4 n->5 Cn—6 1 Cn—6
S5 T EE'( Y55’ T 58 (- Cn—S 3 )
3 31 5, %1%z 254 1
_ 1 (Cn—6 - Ca-7 Cn—8)
5334 31 Sy 5132
R SR L R A
6 5,5 n~5 Sy Sg84 © Sq s, 5152
R~ R = S8y, 1 o, 8y
5355 Sq 5, 5152 525455 n-7 5¢
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Podemos compactar ainda mails essas equag¢des, deixando-as

na forma seguinte, de maneira a facilitar sua computacgao.

i} Caso a matriz companheira C, seja de ordem par,

5,(0) = - C_ n-2kk=1..5
sl(n-Z) N
Sz(n]z-cn_l'—~s—1—(m"— H=2k;k=1---?
) sl(n—Z) sz(n—Z) ) o N
53(n] = Sl(N) - SZ(N) n=2k; k=2... 5
) sz(n-Z) ss(n—Z) o N
54(n) = SZ(NJ - SS{N) n=2k: k=2... >
) sN_S(n—ZJ ) sN_Z(n—Zj e
SN l(n) SN_S(N) SN_Z(NJ n N 2
S »{n-2)
N-2 n = N

(N =
sy(N) Sz (W

Onde N € a ordem da matriz

Para calcular os elementos da matriz de Schwarz de ordem
par, necessitamos calcular somente os s;(n) com n par.
Por exemplo:

Se guisermos calcular os elementos Sy - Sg sendo a or

dem da matriz igual a 6, necessitamos calcular:




s,(6)

s,(6) «
s5(6) <
5406} «

55 (6) <

56.(6)

ii} Caso

51 (n)

S (n)

53(n)

54(n)

54 (4)

5,(4) « 5,(2)

53(4) + 52(2]

54(4)

a

matriz companheira C, seja de ordem impar

_Cn

n = 2k-1

.sl(n—ZJ
g B

sl[n-ZJ

sz(n-ZJ

5,00

5, (N)

S, (n-2)

ss(n—ZJ

B

sy3®2)

SN-3 0

SN—Z (_11*--2)
Sn-z 0V

sy (0-2)
Sn-z W

N+1

© N+1
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De modo analogo, para calcular os elementos da matriz de

Schwarz de ordem impar, necessitamos calcular somente os S5 (n)

com n impar.

Por exemplo, caso quisermos calcular 0Ss elementos
Sys re- Sy sendo a ordem da matriz igual a 7, necessitamos cal
cular:

s, (7

1%

5,(7) « s5,(5)

sz(7) « 5,(5) + s,(3)

54(7) « 52(5) = 5,(3) « s4(1)
sg(7) « 5,(5) <« s4(3)

5¢(7) « s¢(5)

s (7)
Finalmente, numa forma computacilonal temos:

i) Para matrizes de ordem PAR

sl(n} = - Cn
s. (n-2) n = 2k

s,{(n) = - C 4 N
2 n-1 sliNi k=1 -y
. (n) = Si_z(n—Z) i si_l(n—Z)
1 si_z(N) si_l(N)

i=3. N

n = 2k



ii) Para matrizes de ordem IMPAR

sy(n) = - G n o= 2k-1
sl(n-ZJ N+1

52(“) - n

1
i
)
1
wn
=
=
]
ot
B

s.(n) = -
1 si_ZLNT_ Si—l(N)
i=3. N
n = 2k-1
_ N+1
k=2 . -5

A listagem do programa de computador que calcula

70

esses

valores de Sy esta no apéndice, € o diagrama de blocos no qual

0 programa se baseia esta descrito abaixo.

¥
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Exemplo: .

Seja A= Matriz companheira

[ AN R o N oo B o
W O D
= O - O

L% 2 B o e T e ]
— 1

=

Calculando os s da matriz Schwarz

51(4) = -5
_ I A
TICIRURE
_ 3 2 _ 19
ss(4) = ¢ -3~ = 113
5
_ 10
54(4J = '-2'3'
B T
0 1 0 0
- %% 0 1 0 Matriz de
5 = 0 - f%% 0 1 Schwarz
0 0 2—55 5
N

4.3.2.1 Aplicagao

Com este novo método para transformar uma matriz compa
nheira em sua forma similar de Schwarz, podemos resolver o pro
blema de estabilidade de qualquer equacao diferencial linear
completa de ordem n, visto que essas equagoes podem ser trans

formadas para um sistema de primelra ordem, como veremos a se
guir:

Consideremos a equacao diferencial linear da seguinte

forma:
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M) _ o xm-B o xr e =

X 1 -

Xy = X
Xy = X

x = x(n-—l)
n

Entao a equacao diferencial acima pode ser reescrita da

seguinte maneira:

S )

Xy = x3

X ¢

n-1 xn

t =
Xn Clxn + .. * Cn-lxl + Cn
ou seja

X4 0 0 0 xl
X, - 0 0 Xy
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4.4 UMA NOVA DEDUGCAQC DO TEOREMA DE ROUTH-HURWITZ

A matriz de Hurwitz associada ao polindmio caracteristi-

ca.
b)) = DRt Ao AP - =)
x.n jol I'l—]_ P 2 1
¢ dada por:
_ _
- C 1 {0 0 g
n
-G TG TG 1 0
A= “Cy Gz TG TG 0
“Ches T Chos T Chig T G o
temos que:
Al = Cn
by = Cn cn—l ¥ Cn—Z
AS = [:n-Z (Cn Cn-l * Cn—z) * Cn (Cn Cn—3 * Cn—4}
ﬂ4 - Crr4 [cn—l (Cn Cn—l * Cn—2) * Cn Cn—3 * Cn_4)! +

€ C

Can |Cn—2 ( n n-1 * Cn~2) * Cn (Cn—S N n—4| *

Cn—2 ]Cn Cn—S * Cn—4| ¥ Cn--l ]Cn [Cn(cn Cn—S ¥ Cn—6)!
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0 teorema de Routh-Hurwitz afirma que a matriz H, sera

estavel, se e somente se todos os Ay forem positivos.

Comparando as relagdes anteriormente citadas com as rela

coes (A) obtidas no novo método, concluimos que:

51 = ﬁl
S -_-ﬂ_z

2 ﬂl

s, = Aj

3 ?51 !}2

. - a4 &1

4 33 A

A A
s, = TS 22,4 ... n
r-1 “r-2

Do teorema de Schwarz temos que uma matriz H &  estavel

se somente se os elementos Sio i =1 ... n da respectiva matriz

de Schwarz forem todos positivos.

Entao das relagoes acima temos que: "Se os Ay forem to
dos positivos a matriz sera estavel’. Isto vem a ser uma nova
confirmagcao do teorema de Routh Hurwitz, a partir do teorema de

Schwarz € das nossas relagoes.

Exemplo

seja  f, (&) =17 - A - 2a5 - At - At e 227 - -1
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A matriz companheira para f?(l) sera:

Utilizando o novo método temos os valores de (s) da ma

triz de Schwarz.

sy = - 1
52 = =3
- 4
53 3
_ 2
54 3
- - 39
S5 20

Portanto a matriz C nao € estavel.




A matriz de Hurwitz

Os

- ¢,
- CS -
- Cy -
- ¢ -
0
0
0
ﬁll 1
-1 -2
2 -1
-1 -1
0 0
0 0
0 0
determinantes

= 20.

= 52

1 0
Ce ~ Gy
c, - C -
¢, -Gz -
0 -y -
0 0
0 0
0 0 O
10010
-1 -2 -1
2 -1 -1
1ol 2
0 o0 -1
0 0 0

de Hurwitz

0 0 0
1 0 0
C6 - C7 1
C4 - CS - C6
CZ - C3 - C4
0 - Cl - C2
0 0 ]
o 0 |
0 0
1 0
-2 -1
-1 -1
-1 2
0 -1

serao:

correspondente a esse polindmio €.

i
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0s valores de (s) sao:

Sy~ by = -1
A
2
5, = = = -3
2 Ay
S, = ﬁ3 =
3 Al Az
. - b By _
5 Ay L

0 que também

[FA] =N

LAl Ln

39

confirma que a matriz C nao & estavel.

4.5 UMA RELACAQ ENTRE 0S ELEMENTOS DUMA. MATRIZ DE HESSENBERG

E 0S ELEMENTOS DE UMA MATRIZ DE SCHWARZ

Anteriormente ja estabelecemos um interessante resultado

entre os elementos da matriz companheira e 0s elementos da ma

triz de Schwarz. Mostraremos a seguir que €sse resultado pode

ser generalizado da

seguinte maneira:

Seja A uma matriz de Hessenberg inferior com a  codiago

nal superior unitaria e X uma matriz triangular inferior com

diagonal unitaria.




Entao, da relagao

A X

XS

e usando o teorema de Cauchy—Binet(z?,podemos obter:

n Jl
51 = -z A (J )
J,= 1 1
1
n=1 n J1 J2
s, + s, + s = b z A ( )
23 noogZ1 og,=2 12
1 2
n-2 n-1 n J, J, J
sp (557 T L tEd
J1=1 J2-2 J,=3 J1 Jy Js
S, (54 % «e- 5) * Sz (s; st sz (Sp_1 * s) * Sy Sy
n-3 n-2 n-1 n J, J, FJ. J
r 1 I s A (F 23
J1=1 J2=2 J3=3 J4=4 Jl J2 J3 J4
s; S3 Sg s, %" det A para n 1mpar
5, S, Sg s, = det A para n par
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Colocando o sistema na forma de somatdrio, temos:

n J1
$1 % - r A (J }
J1=1 1
n n=l n Jl Jz
X SJ = z n A( )
J1=2 1 J1=l J2=2 J1 J2
n n-2 n-1 1 J. J,J
s, L s; =- Lz z A( 172 3)
J1=3 1 J1=1 J1—2 J3—3 Jl JZ JS
n-2 n n-3 n-2 n-1 n J, J, I J
ZSJ b SJ=..Z % z I A(1234)
J1=2 1 J2=Jl+2 2 J1=l J2=2 J3=3 J4=4 _ J1 J2 J3 J4
n-~2 n n-4 n-3 n-Z2 n-1 n J, Jy, J J, J
5l 5 SJ Z SJ = z r ) z X A 1727374 5)

J1—2 1 J2= 2 J1=1 J2=2 J3=3 J4=4 J5=5 J1 J2 J3 J4 Je
n-{i-2) n-(1i-3) n Jl J2 BN | para
Eosy - I Sy e z s; A P n
J1=1 1 JZ—J1+2 Z Jm=Jm_1+2 m Jl J, Iy par

n-(i-2) n-(i-4) n Jl “TZ vee J para
S )X Sy b Sy, by Sy =-A( n)} _n
Jl:3 1 J2=J1+2 2 Jm_Jm_1+2 T J]_ J2 Jn lrﬂpar
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Resolvendo sucessivamente as equacgoes dos elementos da
matriz de Schwarz em termos dos elementos da matriz de Hessen

berg, chegamos as seguintes relagoes:

n Jl
Sy = - A (Y)
J1=1 J1
-n-2 n-1 n J J. J
3z 1 A(Ll 2%
) n-1 n J1 J2 J1=1 J2=2 J3=3 J1 J2 J3
Ji=1 1
n-2 n-l n J, J. J
r r r A(LF 23
_ -J1=1 JZ=2 J3=3 J1 J2 J3
5., = +
3 n J1
T A(D)
J1=1 J1
n-3 n-2 n-1 n J, I3, J, J
<z L T T A[1234)
) ) J1=1_J2=2 J3=3 J4=4 J1 J2 J3 J4
n-1 n Jl J2 n-2 n-1 n J1 J2 J3
) T A } - & ) ) A( )
J1=1 J2=2 Jl J2 Jl_l J2—2 J3—3 J1 J2 J3
n-4 n-3 n-2 n-1 n JoJ, J. 3, J
r I & £ & R(1234S]
J1=1 Jl J2 J3 J4 J5
Y J n-1 n J, J n-Z2 n-1_ n J, J, J
r A(H T oz ACEH-r @z o Acr Y
J1=1 Jl J1=1 J2=2 Jl J2 Jl—l J2=2 J3=3 J1 J2 J3
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Uma analise nas equacdes anteriores, permite-nos coloca-

las numa forma recursiva de modo que cada S dependa dos S;s an

teriores, conforme segue.

n Jl
s. =~ T A(7)
Ly 0
1 1
n-2 n-1 1 J. J, J
51 oz A(L %Y
n-2 n J.J J.=1J.=2 J.=3  J. J. J
Y 1%, , 1722 19293
J=1 J,=2 1, 3, ‘)
n-2 n-1 n J. J, J n-3 n-2 n-1 n J,J,J,Jd
r % 5 A(Y 2 oz 1 DACY?3H
B A L A 35=3 3,=4 3, 3, I 3,
53
51 52

n-4 n~-3 n-Z n-1 n J,J,J,J, J
s 05 3 5 oz A(L 2737875

Jp=1l Jy=2 J=3 J,=4 Jg=5 3, T, Jo 3, I

51 52




+

n-3 n-Z n-1 n J1 J4
z z ) T A )
o,
n_4 T]."S Tl—z n_l n Jl + u JS
I &I I I £ A(¢ )
Jl=1 J2=2 J3=3 J4=4 JS-S J1 .ne JS
51 %2
n-4 n-3 n-2 n-1 n Jl ‘e J5
T I © T & A( )
J1=l J2=2 J3=3 J4=4 JSxS J1 - J5
51 %3
n-5 n-4 n-3 n-Z2 n-1 n J1 ... J6
z I z b z r A( )

Ji=1 J, =2 J;=3 J4=%;q5=5 J6=6 J1 . J6

1 2 3

5, 8

273

n-6 n-5 n-4 n-3 n-2
z z 5 z X
J1=1 J2=2 J3

n-1 n J

£ . A(Y
=3 J,=4 J =5 Jc=6 J,=T 3, ..

51 SZS

3
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(1)

n—l_ n-2

31
que se p{A)=i pnl D1

£ fato conhecido

o polinomio caracteristico de uma matriz A, entao:

p, = - trA
n
p; = (-1)7 detA
Py = [-l)k . {soma de todos os menores principais de or

dem k.)

Utilizando esse resultado podemos simplificar mais uma

vez o sistema de equagoes e teremos:

177 P
Py
S) =" Dpp s :
1
P P o
Sg = - n-2 , ‘n-3 _ ‘n-4
1 %2 %1%
5, = - Pn-3 N Pr-4 + Pn-4 _ Pn-5 N Pnsg
SZ SlSZ 8153 5253 515253
s =.m4 Pn-5  Pn6  Pn-5 Pn-6 _Pn6  Pn-7  Png
5.5.5 5,5.,5 5.5,5.5

D 8953 Sp55 595,57 SpS,  $15,5, 51535, 5,5:5, 515,55,

Comparando esse sistema, com o sistema obtido no item

4.3.2, notamos que fazendo a analogia:

trA = ¢
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obtemos um sistema identico ao anterior, podendo obviamente uti
lizar todo calculo computacional desenvolvido para ele.Note que
a determinacao do polinomio caracteristico, que sera por nds u

tilizado, pode ser feita por virios métodos, inclusive o descri

to no capitulo II.

Exemplo: — _

Seja A =

= N e
[ ST N T WP
I N SR
T R o T

matriz da Hessenberg

s, = -6
_ 5 _ 47
S T TrE T %
_ 5 _ 4 _ 5 24 _ _ 379
3 7 T % &7 § ~ 7 282
6
_ 24
4 T 47
0 1 0 0
Ky 0 1 0
> 379
-47
0 0 = 6

matriz de Schwarz

(A = (2,0,2)
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4.6 COMPARAGCOES, CONCLUSOES E COMENTARIDS

4.6.1 Comparacac entre ¢ novo metodo e metode de Loo, wara o

caleculo dos elementos da matniz de Schwarz.

4,6.1.1 Comparacao computfacional

Elaboramos um vnrograma bara executar o novo método e mon
tamos um programa para executar o método de Loo, baseado nas
subrotinas tradicionais. Em todos os calculos efetuados,mais de
duzentas matrizes, os resultados foram numericamente coinciden
tes, dentro da vrecisac computacional utilizada. O novo método,
por ser expresso em termos de relagoes algébricas simvles, (en-

quanto o metodo de Loo devende de relagbes matriciais) gastou

menos temno de computador.

Conforme podemos notar na Fig., 4.1, a seguir, quando a
ordem das matrizes & nequena, os tempos praticamente coincidem.
A medida que a ordem cresce o cdlculo velo método de Loo nvassa

a necessitar de tempo computacional maior do que o novo método.



Fig.

Novo Método

— — — Método de Loo
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4.1 Comparagao numérica entre o novo método e o

metodo de Loo
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4.6.1.72 Analise do nameno de openracoes envelvidas

a) Novo Metodo

Para uma matriz de ordem par teremos o seguinte esquema.

sy
5, (n) sl(n;éj"
53(n) sz(n—ZJ
s, () 5-(n-2} |
sc(n) s,(n-2) s, (6)
5,(6) 51(4)
55(6) s,(4) 54(2)
54(6) s5(4) s, (2)
s5(6) s4(4)
s 4 s _c(n-2) 56(0)
s,z sn_4[n—2) P
Spp(®) sy _3(n-2) ‘
sn_l(n) S (M-2)

5, ()

onde 0©0s si(j) sao os elementos necessarios para a solucdo dese

jada.



- Nimero de vezes que cada s

necessita ser calculado.

i
-
n
51 7
S n
2 2
n-2
®3 y)
h-2
54 7
< n-4
5 2
s n-4
6 2
: n- (n-4)
n-3 2
n-{n-4)
“n-2 y)
n-{n-2) |
n-1 2 i
s n-{n-2)
n Z

88
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Sendo que os sn_i(n—i), i=2,4, ... n-2 nao necessitam

de nenhuma operagao para ser calculada.

- Numero total de operacdes necessarias para calcular de

de s 5

3 @ n-3

- (2R nh o dgtemh L @eGed | mety]

=
Ik

[ 2 n-2) + 2(n-4) + 2(n-6) + ... 2(6) + 2(4)]

esta sequéncia & uma progressdo aritmética onde:

a; = 2(n-2)
a* =8

n

r = -4

Calculando n* = numero de termos da P.A., temos:

a; =ap ¥ (n*-1) T
a; = 2{(n-2) + (n*-1) (~4)
4n*= Zn-8
n‘*:w
2

Calculando S, = soma da progressio aritmética, temos:

(a,+a*)
s = -1 ™
2

_ [2(n-2)+8] n-4
s, = |28 ah

n*
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g = n?-2n-8
n 7

Para calcular:

- Os elementos s, foram necessarias 0 x operagoes.

Sl T S

- Os elementos s, foram necessarias 2 X operagoes.

2_7n-
0s elementos Sy ate s__+ foram necessarias E~%?L§-—(n—2)

operagoes,

onde: n-2 & numero de operacoes que foram calculadas a mais pa

ra sn_i(n-l), i= 2,4 ... n-2.

Os elementos s 4 foram necessarias 2x1 operagoes.

Os elementos s~ foram necessarias Oxl operagoes.

Finalmente calculamos, L = numero total de operagoes pa

ra o calculo de Sy até s

n?-2n-8

Ln =Mk - (n-2) + 2(1)
_n? - 2n
Ly = Z
s - ~ n-2n '
- Verificacao da expressao LIl = 5 que calcula o n?

de operacoes.

INDUCAQ

Podemos facilmente verificar que a expressdo € valida pa

ran = 4.
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Supomos que é valida para n, isto &;

Queremos obter o numero de operagoes para

Ln+2
Ln+2 = Ln + 2n

_n?%? - 2n
L _n?%2n _n®> +4n + 4% 2n - 4n - 4
n+2 2 2

11 _ (m+2)? - 2(n+2)
n+2 2
Exemplo:

Para n = 4

i
@]

~-C

sy (4) = 4 ; 51(2) = - C,
5(2)
s,(4) = -Cq ﬁ_EITIT ; 52(2) - C

5,(2)  5,(2)
5300 757 T s5,™®

s,(2)
W 5w




N¥ de operacoes|total de
g
5§ N¢ de 5] para cada S cada Sy
51 0 0
S< 2 2
]
Sy 0 0
L =0+ 2+2+0=4

92
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Para uma matriz de ordem Impar teremos o seguinte esque

ma:

5 (m)

5,(n) slfn—ZJ,,
sS(n) sz(n—Z)
Sd(nJ SS(H'Z)

ss(n) 54[n—2)

sn_4(n] sn_S(n—ZJ
SH-S(H) sn_4(n~2J

sn_z(n) sn_3(n—2)

s, @) s _,02)

s, (n)

s

52(7) sl(S) sl(SJ

53(7) 52[5) 52(3) sl(l)
54(7) 53(5) 53(3)

55(7) 34(5)

56{7) 55(5)

57(7)




- Nimero de cada si que necessita ser calculado.

[ n+l
51 7
s n-1
2 2
n-1
53 7
n-3
54 7
n-3
S5 A
n->5
56 2
s n-5
7 i
n-6
g 7
n-{(n-4)
Sn—3 2
S n-(n-4)
n-2 ?
n-{n-2)
Sn-1 2
s n-(n-2)
n 2

94
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- Nimero de operagoes necessarias para calcular cada S -

S5 n® de opera
gcoes

S. 0
i

S5 2
Sy 2
$1-7 2
Sh-1 2
5, U]

Sendo que ©s Sn~i(n_i)’ i=3,5 , ... n-2Z nao necessitam

de nenhuma operacao para serem caiculados.

- Nimero total de operacbGes necessarias para calcular de

S5 ate S -9

n-1 , n-1 n-3 . n-3 n-5  n-5
K={2(=+ =)+ 2 ) 20 v =) + e

K =[2(n-1) + 2(n-3) + 2(n-5) + ... 2(4}]

-

esta sequéncia € uma progressao aritmética onde

2(n-1).
a¥* = 8

T = -4




Calculando n* = numero de termos da P.A., temos:

a; = ap ¥ (n* - Dr
a; = 2(n-1) + (n* - 1) (-4)
4n*= 2n ~ 6

n'-"’:r";3
2

Calculando S = soma da progressao aritmética temos:

* %
o - (al + an] n
n Z

s_ = [Z(n—1% + 8] CHESJ

Para calcular

- . n+l ~
Os elementos s, foram necessarias 0 x ——— operagoes.

2-
Os elementos s, ate s, _, foram necessarias — 29 -(n-3)

peragoes.
0 elemento s _; foi necessaria 2 x 1 operagoes.

0 elemento s, foi necessaria 0 x 1 operagdes.

nimero total de operagdes

=
it

_n?-9
Ln = 5=~ (n-3) + 2

96
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_n%-2n + 1
Ln =
i ficach need n%-2n + 1
- Verificacao da expressao Ln = —=
INDUCAO

Podemos facilmente verificar que a expressao & valida pa

rTa n = 5.

Supomos que € valida para n, isto &:

L = n%-2n + 1

n A

Queremos obter o numero de operacgoes para Loisze

Ln+2
Ln+2 - Ln+ 2n
2
_n®-2n + 1
Ln+2 i + 2n
L _n? +4n + 4 - 2n - 4 + 1
n+2 2
n+2)? - 2(n+2) + 1
Ln+2 ( 2z )
Exemplo:
51(5) = _CS » 51(3} = _C3 » 51(1) = -HCl
5,(3) s, (1)

52(5) 52[33

1}
1
)
T
l
W
-



53(5)

54(5)

s¢(5)

il

N® de operacoes]| total de
9
5; N de s; para cada s, cada s,
Sq 3 0 0
S, 2 2 4
S+ 2 2 4-2
Sy 1 2 2
Sg 1 1 0 |
Ln=0+4+2+2+0=8
pela expressao
2 2 _
L =1 2n + 1 _ 5 10 + 1 _ g
n 2

98
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b} Método de Loo

0 método de Loo envolve as seguintes oweragoes:

- Calculo da matriz T

2

4
larmos cada elemento de T, necessitamos calcular dois elementos

. n
A matriz T possue elementos, sendo que para calcu

do esquema de Routh e o quociente entre eles. Como cada elemen

to do esquema de Routh gasta uma operacac, temos:

Numero total de operagOes para calcularmos a matriz

2
n2-n
)

T =3 (

- Calculo do produto T.C

Um produto de matrizes compvletas exige n® operagdes, mno
rem, como as matrizes T e C s3o esparsas o namero de oneracdes

Aiminui consideravelmente e € da ordem de n?.

- Solugao do sistema ST = TC

Para resolvermos este sistema, podemos considerar

TC F

i}

lago ST F
Transpondo o produto acima temos:

Tt st - Ft, onde T' & triangular superior

Podemos subdividir St e Ft em colunas obtendo n sistemas

simplificados.




ST} P
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Un sistema triangular para ser resolvido necessitan(n+1)

- 13 - -
operagoes( J, porem cada s; Dossue apenas 2 elementos, o nume

ro de operacOes sera da ordem de:

(2n-1)

Como temos n sistemas teremos

n(2n-1) oneracgoes
Portanto o numeroc total de operacdes para o método de

Loo, sera da ordem de:

2 _ 2
3(2 =2y &+ n* + n(2n-1) = D7 5% 4202 -3 - =
4 4 4
_15n? 7n _
= - —  operacdes
4 4

Vemos por essa analise que para resolvermos o  problema
da obtencdo da matriz de Schwarz pelo mé€todo de Loo, necessita-

mos um n® maior de operacdes do que o novo método.

4.6.72 Comentarios e Conclusoes

Ao analisarmos o novo método, podemos notar que ele foi
obtido por um processo de indugao vulgar, que nao possue ©prova
seguin

elementar, porém a sequéncia induzida foi verificada da

te maneira:

Induzida a sequéncia utilizando n elementos

PASS0S
Prever o n+l elemento com a sequéncia induzida

Calcular o n+l elemento tradicionalmente

f

Commarar os resultados

Esse procedimento foi executado inumeras vezes com resul

tados perfeitamente coincidentes.

A segulr foi elaborado um programa computacional w»ara o
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novo método, € outro mara o meétodo tradicional de Lon.Esses nro
gramas foram executados para mais de duzentas matrizes com  re

sultados perfeitamente coincidentes. Portanto acreditamos numa

grande confiabilidade no metodo.

Outro detalhe interessante &€ que o novo método embora te
nha sido deduzido, utilizando-se na fase inicial do método de
Datta como base, € independente deste, e suas equagoes iniciais
voderiam ter sido geradas a partir de qualquer método,inclusive
do método de Loo, ou a partir do proprio equacionamento matri
cial.

Pelo comentario acima, podemos notar que nao tem muito
sentido, compararmos o movo método com outros métodos, tais co
mo o método de Loo, método de Datta, ou equacionamento matri-
cial, pois estes métodos fornecem um equacionamento matricial
do problema enquanto o novo método fornece um equacionamento al

gébrico exnlicito final do problema, estando um vasso a frente

destes metodos.

Um detalhe importante a ser observado € que o novo méto
do que 1nicialmente pretendia a transformacao da matriz compa
nheira para a matriz de Schwarz, conseguiu englobar a transfor
magao de uma matriz qualquer, numa matriz de Schwarz, possibili

tando a andlise de estabilidade de uma matriz qualguer.

Gostariamos de colocar, que o novo método ndo tem a pre

tensao de ser algo revoluciondrio, que substitua os métodos e
Xxistentes, mas sim a pretensao de colaborar no sentido de ter
mos uma obgao numa forma algebricamente simples, e compacta gue

permita uma execugac computacional de grandes sistemas num tem

po relativamente pequeno.
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APENDICE

A.1 PROGRAMA PARA 0O NOVO METODO

B1800/731700 FCRIRAN COMPILER » MARK 7.0 RO 06715718 13:51
ZKURC IA /50N

s£ NO MAF

DIMENSIGN SFL20),5020,20),C(20)
N=6

READLS, 7M{CKL ) T=1»N)
Ti=TIVMELL}

Dg 10 I=1,N

S{i»I)="=C(1)
SFLL}=5(1,N}

0L 20 I=3,N

SC2» 1 )==CL1=1)-501,T=2)/5F(1)
${2,13=0.0

S{2,2)==C(1)}
SFC2)=502N)

Je=d=1

pg 20¢ J=3»N

DC 150 I=J»N

S{Jr II=SCI=2, [=2) /SF(4=2)=50J~1,1=2)/5F (4=11
S$FCJ4)=5C4sN)
CONTIANUE

WRITECG L1LE60 M YTHECL) - Y1)/360
162 FLRMAYC3XL*TEMPD GASTO = 1, E14.7/)
WRITECE 280}
FERMAYC3XK»*VALORES DE CV)
HEITEC(H L2855 )LL), I=1 .N)
FERMAT(3X,F10.4%

WALIEC(6229Q0)
FCRMHAIC /7 3X»* YALORES DE 517/7)
HFIIE{GpSBO)(([;5(!.N))»I=lpﬂ)
FCREMAT(Z2X»'S{%, 12, 0=, £12.4)
sigf

EAND

p—
o

% Ba 0 AV Aa

s ax B
M
<«

-
wn
=

LU T IT ST ST A TR
Lot [n%]
5] =
(=] (=]

N
0
[

L2
[
<D

TR T TR TR T PR PR TR TR T T 1
N
[= =3
%)




A.2 PROGRAMA PARA O METODO DE LOO

B1300/417C0 FLRIRAN COMPILER , MARK 7Ta0 RD 06/¢15/78 12351 »
/rURC TA
t{ NO MAF

sFILYE

(¥

2w, 2

LT
o

363

[V
—

% kW by F wn A i F4 BE K mE By g R A BF PR B Ry W w4 e A4F WR A AR A BE

£ & -+
LY 2 B ¥ -~ o
[ oA

#a 3% A8 sa 4w e

[%)]
fous
o

760

750

~N

4010

519

¥ BE FE ga 48 B me Br A% B4 A4 B4 BE KBS m4 @w BA 44 AN

-~ o,

W1 W
[ Rt

(At

TE

/L0

b= IFPFESSCRASUNIT=PREINIER,UNLASELED
DIMENSILN T€25425)sCC25¢25324(2%,25)40(25¢25},TL(E5225}
JIMENSICN €C(29)
DIAENSIGN TI(25253,TIC(25.25),5{25,.2%)
N=15
REACLS» 7YCCCLIY¥pI=1120
DC 2 I=1sh
CiyN» [)=CCCD)
Ti=TIME(L
OC 3 ]=1-h‘-1
Cllrl413=1a4
L=y
LAa={
AlLl»-1)=1.
STE PARA VERIFICAR SE N E PAR
Mi=AN=?
IFCMLI=L)Z0,1ds%
Mi=p1=2
GL TJ ©

N OE PAR
N M=N/Z=1
K1={N+2)/ ¢
OC 30¢ I=2»,ti
AL, T3="C{M,Ne1=2&]42)
Ke=h/¢
JE 31C I=1l,8y
Al2 21 )==C{Np¢l =2 K] 41 )
0f 50¢ Jd=1sh=¢
JF= =2
IECJP=L3690,480,470
JF=ur=2
GL 10 4¢)
Lé=LA+1
OC SJu€ I=lshZ-LA
A(JprI}=ﬁ(JrI*ll-A(J,1?*A(J+1rl*l)ii(J#l;l)
CGNTINUE
DL 70C J=1-A
DL 7aoC I=1.4
DCL»J)=R0Tsd) 7201}
DT 75C L=1,Nuk
JC 750 LS=laN=2+L
TELS#+2%Ls1S)=UCK=LS=2+Lt2sL¢1)
G 1J 25

a I[FPAR
NLM=(M=12/2
Kiz(N+Ll )2
I O4DC [=Z+K3
A(1,I3==CCNpNe1=22]42)
K&=1%3
JU 41C I=1.F4
A(2, 1 3==CCNsNel=22T+1}
g0 6Q0C J=1ls h=2
JF=d—¢
IFCJP=L)SAO,599,57D
JF=Jp=2
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GC 10 S5k)

{ =LA ®]

OJC 600 [=1rbku=LA

ACI42» D380 Jr I+ 11=ACJ,1)xACr] 141 )/ACTL51)
ELCNTINUE

I.)[. 8\]0 ..|=1,I‘-

3{ £5C I=1.%
DCIr»Jd)=201,3)28([,1)

DL e5C L=1l.hUM

DC 250 LS=1pN=7 L

TELS ¢2no Lo LSYSUIN=L S=2b ¢ 2,L¢1)
D{ 30 IZI’N

TCi»11=1.0

LL=h

Mg=L0-2

IF(r2=LIS0:,60,40

Mz=m2=2

GO ¥4 3%

Li=pn=t

JC 99 J=1,L1,2

3C 55 I=1,N-J

T(J+ls+13=0.0

GC 10 74

L1=LD

GE 10 9¢

ciNrIbUE

D 22€ K=1s0

JL 220 J=1sh
TCORpLI=TOR,IIwCO sl 2eTC (KLY
DE 230 r=1s0

gl 230 L=1,n

FU(KeL)=TLL K}
TIC{K»LI=TC L »K?

Of 235 w=1.4

ML CSISTLTT,hsK, TTC» )
CEnTINUE
ARITE(H, 1000} CTIMELY YT} /360D
FCRMATC/ZZSXsE Y07 /7))
ARITE{osb)

Fipral{zax, wa™iz ¢ *'7/)
DL 82C I=1.N
WRITECG»BIDMCITIsJ)ot=1oN)
FERMAT(2X,2(F 6.2}

CCNTINUE

FIRFAIC/ZED X, TN, T3, G, 1247
NEITE(c »9400)
F(RH;I(!/20>"MATRIZ BE SCHRARTZ "/ /7)
I 920 [=1eN
NFITE(6-910){S(IaJ).lepN)
FIRMAT(Z2YX»2CF B0 7)

CLNTINUE

O 95C 1=1.N

Cllsrdl=C.@

S16pP

ErD

dn er 3 BN gy ap RE wr s aa WF B2
we #u W3 g am e BA ma #n #D AT R G HE A
TEE Il TR L L T T T I I L L L BT )
w s BE AN 4% as #% W AR 4 4% gy wa %h B2 an
L)
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A.5 SUBROTINA SIST

31300731700 FCRIRAN CUMPILER , MARKX 7.0 8D 05/15/78 13:51 » THURSGAY
/¥ URC T4 /LLD :

Y

c

Bk BE g WA #F B

AND
ME

SAVETICH
S{3ROLTINE SIGFOT, NsKoF»S)
pIMENSTON T(252950,F(25225)95(25025)
SL3ROLTINA FARS CALOULU DE SISTEMA CpP ¥ MATRIZES TRIANGULART 2AULAS
i 1G I'—-lph}

132 S(f\ipﬁ)=F(?\'rK)/Tf'\‘-"a"

oL 20 I=1»N"1
SEHM=1) .1
B 15 Jd=1el

15 5(H=SEW*T(N‘I;N'J*I1*E(N“J*1ph1

2l S(N-ipn1=(F(N—{.<1-sdra/r(N-I.N-I)
EpU

h ae 3 B AN

TEE T LI T L B T |

NP WARNINGS IN 10 STATEMENTS,CUDE EvITTED = 2226 BEITS (27% GYVES)ISIST
IS 47 .0 SECUNDS Fur 12 TARCS Al 15 CARDS/MINUTE.
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