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Resumo

As fungoes de Walsh formam um conjunto ortonormal completo de L?[0,1) que
pode ser aplicado em diferentes situagoes tais como transmissao de dados, filtracao,
enriquecimento de imagem, analise de sinais e reconhecimento de padrao. Inicialmente
estudamos alguns resultados basicos da Teoria dos Martingais, tais como a convergéncia
de martingais, a Desigualdade de Doob e estimativas para a norma LP da fung¢ao qua-
dratica associada a um martingal. Em seguida, estes resultados sao usados no estudo
da convergéncia das séries de Walsh em LP e em um teorema de multiplicadores de
séries de Walsh com a condigao de Marcinkiewicz. Os resultados principais estudados
nesta dissertacao sao estimativas de ordem de crescimento de entropia de operadores

multiplicadores de séries de Walsh limitados de L em L9.

Palavras-chave: Entropia; Multiplicadores (Anélise matematica); Walsh, Fungoes

de; Analise harmonica; Teoria da aproximagcao.



vi



Abstract

The Walsh functions form a complete orthonormal set of functions of L? [0, 1)
which can be applied in different situations such as data transmission, filtering, image
enhancement, signal analysis and patern recognition. Initially we study some basic
results of the Theory of martingales, such as the convergence of martingales, Doob’s
inequality and estimatives for the LP norm of the quadratic function associated to a
martingale. Later, these results are used in the study of the convergence of the Walsh
series in LP and in a theorem of multipliers of Walsh series with Marcinkiewicz condi-
tion. The main results studied in this dissertation are estimatives of order of growth of

entropy of limited multiplier operators of Walsh series from LP to L9.

Keywords: Entropy; Multipliers (Mathematical analysis); Walsh functions; Harmi-
noc analysis; Theory of approximation.
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Introducao

Além de terem varias aplicagoes, as fungdes de Walsh sao faceis de serem im-
plementadas e podem ser usadas com pouco espago de armazenagem. Por exemplo,
para economia de peso, as séries de Walsh foram usadas na nave espacial Mariner, que
explorou a superficie de Marte. Isso se deve em parte ao fato delas assumirem apenas
os valores +1 e -1, e também por estarem intimamente ligadas a expansao binaria dos
numeros reais. O sistema de Walsh também é interessante do ponto de vista tedrico.
Primeiro, este é o sistema mais simples nao trivial em anélise harmoénica e comparti-
lha muitas propriedades com o sistema trigonométrico. Segundo, tem sido usado para
resolver alguns problemas fundamentais em anéalise como, por exemplo, o problema
da base. Terceiro, este sistema tem tido um papel importante no desenvolvimento de
outras areas da matematica. Por exemplo, o teorema fundamental da teoria dos mar-
tingais (as desigualdades LP para a fungao quadratica) foi demonstrado primeiramente

por Paley [14] para o sistema de Walsh.

O conceito de entropia foi introduzido pelo matematico russo Andrey Nikolae-
vich Kolmogorov por volta de 1930. Esta defini¢do mostrou-se muito ttil na Teoria
da Informacao desenvolvida por Shannon por volta de 1948. Dentro desta teoria, a
entropia é utilizada para medir os ruidos num canal de comunicagao. Em Anélise Fun-
cional, a defini¢ao inicial de Kolmogorov originou outros conceitos como niimero de
entropia, nimero de aproximagcao e e-entropia. Estes trés conceitos estao relacionados

com aproximacao de operadores em espagos de Banach.

No Capitulo 1, apresentamos diversos conceitos preliminares que serao utilizados
ao longo do trabalho, incluindo o enunciado de teoremas conhecidos em Teoria da
Medida. Também encontra-se neste capitulo uma apresentagao do conceito e de algumas

propriedades bésicas da esperanca condicional.



Introducao

Dado um submartingal f = (f,),—, onde fo = 0, a fungao quadratica Df asso-

ciada a f é definida por

2

Df = (Z (fo = o) )

A Desigualdade de Doob afirma que

<

P
supl | —sup £l
n>1 n>1
onde 1 < p < oo. No Capitulo 2, estudamos martingais discretos, em especial o
Teorema de Convergéncia de Martingais, a Desigualdade de Doob e as desigualdades

L? da funcao quadréatica.

As fungoes de Rademacher podem ser definidas por 7y (t) = o (Sin (2’““7725))
(onde o (a) =1sea > 0ouo(a) =—1 caso contrario) para0 <t <lek=0,1,2,....
Sen=2" 42" 4 ... 4 2™ ny >mng>--->ny > 0, definimos a funcao de Walsh w,,
por

Wi () =1y (E) Ty (8) o1y, (), £ €]0,1),

e wy(t) =1parat e [0,1). Se f € L'[0,1), n6s definimos as somas parciais S, (f) da

série de Walsh-Fourier da funcao f por

Su (f) () =D f (k) wy, f(k:)z/0 F () wg (t) dt.

No Capitulo 3, aplicamos os resultados obtidos no Capitulo 2 para estudar propriedades

das funcoes de Walsh e a convergéncia das séries de Walsh em L”.

Consideremos uma sequéncia numérica limitada o = (o). O operador mul-

tiplicador T'av ¢ definido para f € L?[0,1) por
To(f)= Z&kf(k) W
k=0

Se oy, = ay; para quaisquer 2" < k,j < 21 — 1,7 =0,1,2,..., dizemos que T é um
multiplicador em bloco. No Capitulo 4, utilizamos os Capitulos 2 e 3 para estudar um
teorema de multiplicadores de séries de Walsh do tipo Marcinkiewicz que foi obtido por

W.-S. Young [17] para séries de Vilenkin-Fourier, que gerneralizam as séries de Walsh.



Introducgao

Consideremos espacos de Banach X e Y e seja Bx a bola unitaria fechada de
X. Para um operador T": X — Y, a c-entropia de 7', onde € é um nimero positivo, é

dada por
He (A) = log, inf {n eN; T (Bx) C U (yj +eBy) para algum yi,...,y, € Y} :
j=1

No Capitulo 5, estudamos estimativas superiores e inferiores para a e-entropia de multi-
plicadores de séries de Walsh limitados de LP em L? a partir de uma adaptacao do artigo
publicado por B. Bordin, A. K. Kushpel e S. A. Tozoni [1], onde foram estudados resul-
tados analogos para multiplicadores de séries de Walsh sobre a esfera S¢. Ao final deste
capitulo, apresentamos, como exemplo, estimativas de entropia para os multiplicadores

associados as sequéncias ((k+ 1)) Zio e (2‘“’”);‘;0, ondey>0el0<r <1

As estimativas para e-entropia estudadas nesta dissertacao foram demonstradas
para operadores multiplicadores gerais enquanto que no trabalho [1], somente para

multiplicadores em bloco.






Capitulo 1.

Preliminares

Estudaremos neste capitulo alguns conceitos preliminares: o conceito de espe-
ranga condicional, medidas vetoriais em espagos de Banach (em especial, em espagos

de Hilbert) e o Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz.

A esperanca condicional é necesséria a definicao de martingal. Este é um conceito
bastante usado em probabilidade; trata-se de uma projecao linear do espaco vetorial
normado L' (A) sobre o subespago L' (B) onde B, A sdo o-élgebras e B C A.

Medidas vetoriais sao generalizagoes do conceito de medidas com valores reais
(ou complexos). Esta generalizagao sera necessaria para obtengao de varios resultados

no Capitulo 4, incluindo o uso do Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz.

Quando tivermos igualdade ou desigualdade de fungoes neste capitulo e no Capi-
tulo 2, vamos omitir a notac¢do q.t.p. [u], mas lembramos que a defini¢ao de esperanca

condicional s6 faz sentido em q.t.p.

1.1. Conceitos Basicos

Notagao 1.1.1. Consideremos fungoes f : @ - X e g : Q@ — X onde Q e X sdo

conjuntos nao-vazios, e sejam b € X e B C X. Usamos as seguintes notacoes:



Capitulo 1. Preliminares

Se X C R, podemos analogamente definir as notagoes [f < b], [f > g, dentre

outras.

Notagao 1.1.2. Dados dois conjuntos A e B, usamos a notacao A LI B para denotar

AU B e enfatizar que A e B sao disjuntos. Também denotamos por | |,.; A; a uniao de

uma familia (4;), ; de conjuntos dois a dois disjuntos.

iel
Notacao 1.1.3. Dado A subconjunto de um conjunto X, denotamos por x4 a func¢ao

caracteristica de A, isto é, x4 : X = R étal que xya(x) =1sex € Ae xa(z) =0 se
r ¢ A

Notacao 1.1.4. Para a,b € R, denotamos
aVb=max(a,b), aAb=min(a,b).

Notagao 1.1.5. Denotamos por N ={1,2,3,...} e Ny = {0,1,2, ...} os conjuntos dos
inteiros positivos e nao-negativos, respectivamente, e
Q. = {2% €[0,1]; p,k € No} como o conjunto dos racionais diddicos entre 0 e 1. Tam-
bém denotamos N = NU {oo} e R = RU {—o0, +00}.

Defini¢ao 1.1.6. Considere um espago de medida (2,4, i), ou seja,  um conjunto
nao-vazio, A uma o-algebra de subconjuntos de 2 e y uma medida nao-negativa cujo

dominio é A, e seja f : Q — R uma funcao A-mensuravel. Para 1 < p < oo, definimos

=1t = ([ )" = ([ o)’

e denotamos por L? (2, A, ) ou simplesmente por L? (2) o espago vetorial das fungoes

[+ — R A-mensuréveis com || f[|, < oo. Também denotamos
[flloe = inf{C € R; p([lf] > C) = 0} = nf{C € R; |f| < C q.t.p. [u]}

(onde consideramos inf () = co) e L™ (2, 4, 1) (ou L*(2)) o conjunto das fungoes

[ — R A-mensuraveis com ||f||_ < oo.

Observagao 1.1.7. Definimos como equivalentes duas funcoes f e g mensuraveis tais
que f = g q.t.p. [p]. Considerando as classes de equivaléncia de fungoes, os espagos
LP (), para 1 < p < o0, sao espagos de Banach, isto é, espagos vetoriais normados

completos com norma [|-|| . O espago L* (€2) é um espago de Hilbert (isto &, um espago



1.2. Esperanca Condicional

vetorial com produto interno e completo) onde o produto interno de f,g € L?(Q) ¢é
dado por fQ f-gdu.

Definicao 1.1.8. Denotamos por A a medida de Lebesgue em R e por A, a medida de
Lebesgue em R". Esta medida é definida como a tunica medida completa (isto &, tal que
se A(A) =0e B C A entdao B é A\-mensuréavel e A (B) = 0, e analogamente para \,,),
definida ao menos nos conjuntos abertos, invariante por translagao e tal que A (a,b) =
b—a,Va,b € R com a < b (respectivamente A, (H?Zl (aj, bj)> = [[}—, (bj — a;) onde
a; <bj,Vj=1,...,n).

Vamos admitir conhecimento prévio por parte do leitor dos teoremas basicos de
Teoria da Medida: os teoremas de Convergéncia Mono6tona, de Convergéncia Dominada

e as desigualdades de Hélder e de Minkowski, dentre outras.

Defini¢ao 1.1.9. Considere o espa¢o de medida (N, P (N),x) onde N = {1,2,...},
P (X) denota o conjunto das partes de X e x é a medida da contagem (isto é, x (A)
é o numero de elementos de A se A é finito ou kK (A) = oo se A nao é finito). Dado
1 < p < o0, denotamos I, = L? (N, P (N), k). Mais especificamente, dada a : N — R,

identificando a com a sequéncia a = (ay),,cy onde a, = a (n), para 1 < p < oo definimos
P ’
fall, = [l a@)” = ( L lanl
i=1

e para p = oo definimos

lall, . = inf{C €R; |a,| < CVn € N} =sup|a,|.

neN

1.2. Esperanca Condicional

Considere (£2,.A, ) um espago de probabilidade, isto é, um espago de medida
com i (Q) = 1. Sejam uma fungdao f € L'(9, A, u) e F uma sub-o-algebra de A.
Como f nao é necessariamente F-mensuravel, podemos indagar se é possivel encontrar

uma funcao g F-mensuravel que satisfaz

/gdu:/fd,u, VA e F.
A A
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Definamos v (A) = [, f du para cada A € F. Entdo v e |, sdo medidas sobre
(2, F) satisfazendo v é absolutamente continua com repeito a p|-, com p| positiva
e finita. A existéncia e unicidade de g € L' (Q, F, i) em q.t.p. segue do Teorema de
Radon-Nikodym.

Definigao 1.2.1. Nas condigoes acima, definimos a fun¢ao g (que ¢é tnica em q.t.p.)

como sendo a esperanc¢a condicional de f com respeito a F e denotamos
g=E[fIF].

Uma referéncia para os resultados desta secao ¢ [12].

1.2.1. Propriedades da Esperanca Condicional

Nesta subsecao apresentaremos algumas propriedades da esperanca condicional.
Proposigao 1.2.2. Sejam f,g € L' (Q, A, ) e a € R. Entao:
(a) E[-|F] € linear, isto é, E[f + ag|F| = E[f|F]| + aE [g]|F].
(b) f >0 = E|[f|F] >0 ou, equivalentemente, f > g = E|[f|F] > E[g|F].
(c) Se h é F-mensurdvel e hf € L', E|hf|F] = hE|[f|F].

Demonstragao. As partes (a) e (b) seguem diretamente das propriedades da derivada

de Radon-Nikodym. Demonstraremos (c) por partes. Se h = x4, A € F entdo
[xatdn= [ gau= [ EFdui= [ aEF du vBEF.
B BNA BNA B

Isso mostra que E [xaf|F| = xaE [f|F]. Se h é simples, basta aplicar a parte
(a). Se h > 0e f >0, usamos o Teorema de Convergéncia Mondtona para s, 1 h, onde

S, sao simples e F-mensuréaveis e obtemos

/hfd,u: lim/snfd,u: lim/E[Snf\]:] dp

—tim [ s,B[f|7] du:/BhE 1] dp.

n—oo B

Por fim, para o caso geral, basta decompor h = ht —h™, f = f* + f~ e usar

novamente a linearidade de E'[-|F]. O
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Definicao 1.2.3. Um conjunto mensuravel A é dito um dtomo quando possui medida
positiva e B C A = u(B) = 0 ou pu(B) = u(A). Se existe uma sequéncia de atomos

(Ap),ey com Joo ;) A, = Q, entao a -algebra é dita atémica (com respeito a ).

Proposicao 1.2.4. Sejam (2, A, u) um espago de probabilidade, F uma sub-o-dlgebra
atomica de A e considere uma familia de atomos {A,; n € N} de F tal que | |7 A, =
Q2. Entao:

(a) g ¢ F-mensurdvel se, e somente se, existe uma sequéncia (an), .y em R tal que

oo

9= anxa, ¢-tp. [u];
(b) se f e L'(Q), entdo
= 1
E[flf]—; TTA /Ajfdu] X4,

Demonstragao. Iniciemos com (a). Podemos assumir g > 0, pois, supondo que (a) vale
para ¢* = max (g,0) e g~ = max(—g,0), considerando a decomposi¢ao g = g* — g~
e usando a linearidade da integral e da esperanca condicional, mostramos que (a) vale
para g. Seja s, = Y "} GnXB,, Uma sequéncia de fun¢des simples tal que s, 1 g, com

B,;NB,;=0¢a,; #a,; para¥n,i,j € N, 1 <1i,j5 <m, ei# j. Podemos escrever

0o My

Sp = E E an,iXAkﬂBn,i'

k=1 i=1

Como A, N B,,; C Ay segue que p(Ar N By;) = u(Ag) ou p (AN By,,) = 0.
Mas ndo podem existir i e j distintos tais que p (A N By;) = 1 (Ax N B,j) = 1 (Ag),

pois, neste caso, teriamos
1 (Ag) 2 g (A N (B U Bny)) = e (Ak N Byg) + p (Ae N Bryj) = 2 (Ay) -

Ainda mais, se p (Ax N B,;) = 1 (Ag) entdo p (A \ Bni) = 1 (Ax) — n(Ag N B,;) = 0.

Assim, ¢ possivel escolher b, = an; se p(Ar N B,,;) # 0 para algum ¢, ou, caso
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contrério, by, = 0, e dai escrevemos

k=1

Como s,, ¢ nao-decrescente, temos que b, ; ¢ nao-decrescente para k fixo. Logo,

sl Y (JE& bn,k) Xa, atp. [ cg= (nlggo bn,k) XA, Q-t-p- (1]
k=1 k=1

Para a reciproca, basta considerar a sequéncia nao-decrescente s, = Y ,_, arXxa,

de fungoes F-mensuraveis, pois assim ¢ = lim,,_,o S, ¢ F-mensuravel.

Agora, mostremos (b). Seja g = E[f|F]; por (a), g = Y po; axXa,. Mas , pela

definicao de esperanca condicional

ak:u(Ak):/ gdu= [ fdu
Ay, Ay,
e assim
9= |7 | fdu|xa,. -
; M(Aj) A; ] 4

1.2.2. Teoremas da Convergéncia Mono6tona, de

Fatou-Lebesgue e Desigualdade de Holder

Nesta subsecao serdo enunciados e demonstrados teoremas anélogos (e que rece-

bem os mesmos nomes) de teoremas bastante conhecidos em Teoria da Medida.

Consideremos um espago de probabilidade (2, A, 1) e uma sub-o-dlgebra F de
A.

Teorema 1.2.5 (da Convergéncia Monétona para a Esperanga Condicional). Se f,, T f
com f, >0 e fn, f € L', entao E[f,|F] 1 E[f|F].

Demonstragao. Que a sequéncia E [f,|F] é ndo-decrescente segue da Proposi¢ao 1.2.2

(b). Pelo Teorema da Convergéncia Monodtona, ela converge para uma func¢ao F-

10
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mensuravel. Mais ainda, se A € F,
[ gdu= 1t [ fadu=lim [ B(AF du= [t (117 de

o que mostra que lim,,_,o, F [f,|F] = E [f|F]. O

Teorema 1.2.6 (de Fatou-Lebesgue para a Esperanga Condicional). Sejam f, e g

fungoes A-mensurdveis, g integravel. Nestas condigoes:
(a) fn <g qtp. para todon = E [limsup f,|F] > limsup E [f,|F] ¢.t.p.
(b) f.>g qt.p. para todon = E[liminf f,|F] <liminf E [f,|F] q.t.p.
(c) fn AL felful <gem qtp. para todo n — E[f|F] = T}lgloE[fnU:] q.t.p.

O Item (c) é conhecido como Teorema da Convergéncia Dominada para a Espe-

ranca Condicional.

Demonstrag¢ao. Supondo (b), trocando f,, por —f, e g por —g, obtemos (a). O item

(c) segue de (a) e (b) da seguinte forma:

E[f|F] = Eliminf f,|F] < liminf E [f,|F]
< limsup E [f,|F] < E [limsup f,|F| = E[f|F],

e assim

N E[fo| F] = E[f|F].

Vamos mostrar (b). Primeiro supomos g = 0. Usando 1.2.2 (b),

it

f} <E[flF], Vi<j<n,

e portanto

|t

7| < nt E15171.

Como liminf f,, = sup, infy<, fx, aplicando o limite em n segue, pelo Teorema da

Convergéncia Mondtona para a Esperanca Condicional, que

E [lim inf fj

n—o0 k<n

.7:} = lim F£ [inf fr
k<n

n—oo

4§gu£MMH-

11
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Para o caso g # 0, tomamos h,, = f,, — g. Dai h,, > 0 e, usando a linearidade da

esperanca condicional, segue o resultado. O

Teorema 1.2.7 (Desigualdade de Holder para a Esperanga Condicional). Dadas f € L?
eg e L? com1 < p,q< oo nimeros conjugados, isto é, tais que 1/p+1/q =1, temos

que

Q=

E(|fgl| F) < E[|fIP| F]* E[|g|"| F]7 .

Demonstracao. Consideremos a seguinte desigualdade elementar
N Xl

a
ab < —+ —
p q

para a,b>0e 1 < p < oo (ver [6, p. 79]).

Primeiramente notamos que, pela Desigualdade de Holder usual, |fg| é integra-

vel. Pela inequacao acima,

/] 9] S 4 S '
E[|fP| Fl» Ellg|| Flz ~ PEUFIF] B [lgl"| F]

sobre o conjunto A = [E[|f|’| F] > 0]N[E[|g|*| ] > 0]. Aplicando a esperanga condi-

cional nos termos acima, obtemos

Elfgll 7 _1,1_,
E[|fF|FJF Ellgl") 7

p q

Q=

sobre A, o que demonstra a Desigualdade de Holder em A. Por outro lado, tomando
Ay = [E[|f]"| F] = 0], temos que

/|f|”du=/ E /1P| F) dy =0
A Ay

donde segue que f = 0 sobre Ay e a Desigualdade de Holder é clara sobre A;. Ana-
logamente, o resultado é valido sobre o conjunto A, = [E[|g|?| ] = 0]. Uma vez que

Q=AUA;UA,, a demonstracao esta completa. n

Proposigao 1.2.8. Dadas G C F o-dlgebras e f € L',

E[E[fIG]|F] = E[f|9] = E[E[f|F]|F].

12
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Demonstracao. A igualdade E [E[f|G]|F| = E[f|G] ¢ clara pois E [f|G] é uma fungao

G-mensuravel e portanto F-mensuravel. Vejamos a segunda igualdade.

Se Ae GCF,

[ e du= [ san= [ Eli0)dn

Vemos entao que F [f|G], sendo G-mensuréavel, é igual & esperanga condicional de
E [f|F] com respeito a G. O

Consideremos o operador E [-|F] definido sobre o espago vetorial LP (A) com
1 <p < oo. Javimos que F[-|F] é uma funcao linear e ¢é claro que, se f € LP (F),
E[f|F] = f. Como L? C L' (por consequéncia da Desigualdade de Holder) segue que
E [-|F] esta bem definida. Vamos mostrar em seguida que este operador ¢ continuo de

LP em LP.

Proposicao 1.2.9. Seja 1 < p < oco. O operador E [-|F| em LP € uma contragao, isto

e |1E[fIF]I, < [IfIl, para qualquer f € LP.

I,

Demonstrag¢ao. Suponha 1 < p < oo. Usando a Desigualdade de Hélder para a Espe-

ranca Condicional para f € [P e 1 = yqo € L, obtemos
|E[fIF)" < ENfI"1F].

Logo, E [f|F] € LP. Integrando em ambos os lados, vem

P4 P du — P g
/QIE[fIFH MS/QE[IH 7] dp /Q|f| "
isto é,
VEUAN, < I1£1

Para o caso p = oo, usando a linearidade da esperanca condicional,

EIF=|E[f1F] - E[1717]]
<|EF]+|E[F1F]]
= B[If|17] < B[l fllo | 7]
= 1/l B [UIF] = 1 /Il

13
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onde ff = fVvO0e f~ = (—f) VO sdo, respectivamente, as partes positiva e negativa
de f. O

1.3. Resultados Diversos em Teoria da Medida

Enunciaremos aqui alguns resultados mais avancados que sao conhecidos em

Teoria da Medida. Estes resultados serao utilizados principalmente no Capitulo 5.

Teorema 1.3.1 (Desigualdade de Minkowski para Integrais (|8, p. 194|)). Dados dois
espagos de medida (X, A, u) e (Y,B,v), uma funcio f : X XY — R mensurdvel e
1 <p< oo, entao

1

(L([irenia@) w <y>)’1’ <[ ([1reoram) we

ou, de forma abreviada,

Notagao 1.3.2. Seja X um espago normado com norma ||-||. Dados z € X e r > 0,

/X f ()] dp (2)

S /X 1 @Ml it ()

utilizamos a notagao Bx (z,r) = {y € X; ||y — z|| < €} (ou simplesmente B (z,7)) para
a bola aberta de centro em z e raio r. A notagao By [z,7] = {y € X; ||y — z|| < &} (ou

simplesmente B [z, r]) é usada para a bola fechada centrada em z e com raio r.

Definigao 1.3.3. Seja A um subconjunto de um espago vetorial X.
(a) A échamado convezo se ax + (1 —a)y € A, Vo, y € X, Va € [0, 1].
(b) A é chamado centralmente simétrico se vt € A — —x € A.

(c) A é chamado absorvente se, para cada x € X, existe t > 0 tal que tx € A.

Definicao 1.3.4. Seja V' C R™ um conjunto centralmente simétrico e absorvente. O

funcional de Minkowski py : R — R de V' é definido por
) x
uv(x):1nf{t>0; ¥€V}.

Se V for convexo, centralmente simétrico, limitado e absorvente, este funcional

define uma norma ||-||;, = py (-) em R™.

14
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Definicao 1.3.5. O conjunto polar de um conjunto V' C R™ é o conjunto

Ve = {ZL‘ € R"; sup |(z,y)| < 1} :
yev
Observagao 1.3.6. Se V for um subconjunto convexo, centralmente simétrico, limitado
e absorvente de R™ e E for o conjunto R™ com a norma ||-||;, = py (-) definida por V/,
entao

Bg (0,1) CV C Bgl0,1],

ou seja,

]|z = sup |<x,y>lzsuvp!<:c,y>\

llzlly, <1 ye

donde V° = Bg. [0,1] (onde E* é o dual de E).

Definigao 1.3.7. Um grupo topoldgico (abeliano) G é um espago topoldgico e um grupo
tal que as operagoes soma (z,y) — = + y e inversao x — —x sao continuas, onde

consideramos G x G com a topologia produto.

Seja G um grupo topolédgico localmente compacto e seja  uma medida sobre a o-
algebra de Borel B (G) de G. Se paratodo g € Ge A € B(G) temos u(g+ A) = pu(A)
onde g+ A ={g+a; a € A}, dizemos que p é uma medida de Haar sobre G.

Observagao 1.3.8. Todo grupo topologico GG possui uma medida de Haar e quaisquer
duas medidas de Haar sobre G diferem somente por uma constante multiplicativa. Se

G for compacto entao G possui uma tunica medida de Haar normalizada.

1.4. Funcoes Vetoriais

Nesta secao estao ferramentas tteis que aplicaremos neste trabalho. Com ex-
cecao do Teorema 1.4.6, estes resultados nao serao utilizados até o Capitulo 4. Mais

informacoes sobre medidas vetoriais e assuntos relacionados podem ser encontradas em
4]
Vamos fixar E um espago de Banach (ou seja, um espago vetorial normado e

completo) e (€2, A, 1) um espago de medida.

15



Capitulo 1. Preliminares

Definigao 1.4.1. Uma funcao s : Q@ — E é dita uma fun¢do simples (ou, respectiva-

mente, fun¢ao simples enumerdvel) se s é da forma

n o
s = g arX A, (respectivamente, s = E akXAk>
k=1

k=1

coma, € Ee A, € A

Definigao 1.4.2. Uma sequéncia de fungoes (fy), ey fn @ €2 — Rconvergea f: Q2 — R
p-quase uniformemente se para todo € > 0 existe A € A tal que i (A) < € e f,, converge

a f uniformemente em A°.

Definicao 1.4.3. Uma funcao f : 2 — FE é dita fortemente mensurdvel se existe

uma sequéncia (s,) de funcodes simples tal que ||s, — f||; converge a 0 p-quase

neN
uniformemente.

Definigao 1.4.4. Denotamos por L% (22, A, 1) (ou simplesmente L%), 1 < p < o0, 0
conjunto das fungdes f : Q — E fortemente mensuraveis tais que [, || f|I% dp < oo e

definimos a norma de f neste espaco por

1 le = 1, = ( / 11 du)p .

Analogamente, denotamos por LY (2, A, 1) (ou simplesmente L$), o conjunto das

fungoes f : 2 — E fortemente mensuraveis tais que || f||  p < oo onde

[l = Nlfllgll = nf{C € R; u ([l fll g > C) = 05 .

Observagao 1.4.5. Dada uma fungao f € L}, existe uma sequéncia (s,),,oy de fungoes

simples enumeraveis uniformemente convergente a f com

nlggo 1f = SNHp,E =0.

1.4.1. Espacos Duais de L? e L,

Os resultados desta subse¢ao podem ser consultados em [4].

Comecaremos com um teorema bastante conhecido para os espagos LP que encon-

tra-se em [8]. Em seguida vamos demonstrar uma generalizagao deste resultado para
L.

16
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Teorema 1.4.6. Se p e ¢ sao niumeros conjugados com 1 < p < oo e f € LP, entdao

151, =sup{ [ foaui lol, =1}

Se 11 (Q) < 0o entao o teorema vale para p =00 e g = 1.

Demonstragdo. A desigualdade || f||, > sup {fQ fadu; lgll, = 1} vem da Desigualdade
de Holder. Sejam o (f) = 1x(f>0j—1X[f<0 (isto &, osinalde f)e g = o (f) Kl Hf||g_l.
Temos que fo (f) =|f| e portanto

fo (O |fI? (K4
=1 YK = — dp = p—1 p
[ o= G o A 4= =W

Se p =1 é claro que ||g||, = [l (f)||., = 1. Por outro lado, se p > 1,

p—1 pp%l p d
HQHZZ/\g\qd U(f)llﬁl d :fQ’ﬂp'u:l
9 /115 /115
e assim ||g||, = 1. Para o caso p = oo, sejam ¢ > 0, A = [|[f[ > |fll, —¢] e g =
1t (A) " xa0 (f). Entdo é claro que ||gf, =1 e
[ tadu= i [ 11 dn= 1)
gdu=——= n> Nl =
Q 1 (A) Ja
Assim, em qualquer caso, sup {f fadu; |lgll, = 1} > |1, O

Notagao 1.4.7. Denotamos por E* o dual do espago de Banach FE isto ¢, £ & o espago

dos funcionais lineares continuos de £ com a norma

g = sup{ly (2)]; z € Ee |lz]|p =1}

Observagao 1.4.8. Seja H um espago de Hilbert, isto é, um espago vetorial munido de
1

um produto interno (-,-) : H x H — R com a norma ||z||; = (z,z)2, z € H, e completo

com respeito a esta norma. Entao essencialmente H* = H, onde a identificacao é dada

por

y€ H+—y* € H ondey" (v) = (z,y) .

17
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Esta identificacao é uma isometria. De fato, pela Desigualdade de Schwarz, segue que
1]
1]

ae < il e, tomando = = y/ [yl 5, temos ||zll; = 1 e y*(x) = [lylly, donde

o = ||3/||H

Isto justifica a notacao seguinte.

Notagao 1.4.9. Dados © € F e y € E*, denotamos (z,y), = y(x). Se p e ¢ sao
conjugados, dadas f € L, e g € LY., denotamos (f, 9) (x) = g (z) (f (x)) para xz € Q.

Teorema 1.4.10 (Desigualdade de Holder). Para f € LY (Q, A, 1) eg € LL. (2, A, 1),

temos

’/Q :9) d,u‘ < ”prE ||g||q’E*.

Demonstragao. Seja x € . Pela defini¢do da norma ||-|| . ,

@ () < 1 @le o @l

uma vez que f(z)/||f (z)|p tem norma 1 em E. Pela Desigualdade de Hélder para

(f,9) (@) = lg () (f (@) = [If (@)l |9

funcgoes reais,

¢ = I1fllpz lg

E* q,B* * N

{f.9) du' < '/ 1f 1l 191l g du‘ < AN 2ll, gl
Q Q

Agora, a versao vetorial do Teorema 1.4.6.

Teorema 1.4.11. Sejam p e q numeros conjugados, 1 < p,q < 0o, g € L. e u(Q) <

lgll, 5 = sup {\ [ 4590 a

Demonstragdo. Pela Desigualdade de Hélder, se |f|,; = 1 entdo |f (f.9) g du‘ <
9l 5> donde

oo. Entao

Fern lfl = 1}-

Il 5. > sup {\ [ o0 dﬂ‘ Fe i lfl = 1} |

Resta entao demonstrar a desigualdade inversa.

Suponha inicialmente que g é uma funcao simples enumeravel, isto é, g =

Y Yixa, onde y; € E* e os conjuntos A; sdo mensuraveis e formam uma partigao

18
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de Q (isto &, |72, A; = Q). Sejam ¢ > 0 arbitrario e h € LP com [|A], = 1 tal que

[ llgl

(basta notar que p(2) < co == xq € L7 e aplicar a Desigualdade de Holder as
fungdes h € LP e xyq € LY9).

e hdp = ||g||q7E*, como no Teorema 1.4.6. Temos também que h > 0 e h € L

Segue da definicao de ||y;|| 5. que existe x; € E com ||z;]|; = 1 e tal que

yi (@) > |lyill g- — & (1.1)

Defina f = 37, zihxa,. Entéo, como ||zl 5 = [|A]l, = 1,

||f||§,E=/Q||fII% duz/g(z IIxi||%|h|pri> dpu
=1

=/ |h[” <ZXA¢> dp =/ |hP dp =1,
Q i=1 Q

ou seja, | f|l, z =1. Logo, por (1.1), pela defini¢do de h e pelo fato de h > 0, obtemos

[ g an= | (Zhyi () X) ”

Z/g(;ﬂllyilp—e)m) dp

= /Qh (ZH%HE* XAi) du—a/gh (Zm) dp
i=1 =1

— [ Wl du—e [ hdu=lgl, . <,
Q Q

Como h € L' podemos fazer € — 0 (h nao depende de ¢) para concluir que

sup {'/ (f.9)p du

Para demonstrar para g € L. qualquer, tomamos uma sequéncia (s,), .y con-

Fe I Ifl, = 1} > lgll

vergente a g nas condi¢oes da Observacao 1.4.5. Seja € > 0. Entao existe ng € N tal

que, para . > ng, temos [|g — sul|p < € e ||g — s, z < e. Tomando n > ng, podemos

19
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encontrar h, € Lj; com |[|h,||, , =1 tal que

[ Gussil dﬂ' > lsall, 5 — <.

Entao, para esta escolha de h,,,

lsull, 5 — ¢ < / (s 5u), du‘

Q

JRCYETSR

< / (s 9 | + / Wl g = sll,; di

< / (im0} | + € [l - (1.2)

Aplicando a Desigualdade de Holder as fungoes ||h, ||, € LT e xq € L%, temos que

Q=
Q|

Q

Agora, usando (1.2) e lembrando também que |lg — sull, 5 < ¢,
[ s o] = sl = = <l

1
> [lsall,p — = = & (1)

> gl g —€—¢€—eu(Q)

R =

Logo,

sup | [ rabe ol 1 2 1510 =1} 2| [ e
> gl e —= (2 1(Q)7).

Para concluir, basta fazer ¢ — 0. O]
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1.4.2. Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz

O Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz é um resultado importante e bem
conhecido em Analise de Fourier que permite limitar a norma de um operador T : LP —
LP (ouT : L? — L% com p e q obedecendo certas relagoes). A demonstragao do Teorema
de Interpolagao de Marcinkiewicz para fungoes com valores num espaco de Banach
pode ser obtida através de uma adaptacao da demonstracao deste teorema para fungoes
reais. Apresentaremos nesta subsecao o Teorema de Interpolacao de Marcinkiewicz para

fungoes em espagos de Banach e a sua demonstragdo, adaptada de [10, p. 435-448].

Uma versao mais geral para o caso de funcoes reais deste teorema encontra-se
em [8]. A demonstracdo desta versao pode também ser adaptada para o caso vetorial,

mas, por simplicidade, nao a colocaremos neste trabalho.

Definicao 1.4.12. Seja 1 < p < co. A norma L fraca de uma funcao f : @ — R

mensuravel num espago de medida (2, A, ) é dada por

11, = (Sup Lul|f| > z])’l’ .

z>0

Também definimos, por conveniéncia, [f] = || f] ..

Se E é um espago de Banach, a norma L%, fraca de uma funcao f : Q — E

mensuravel é dada por

e = 1511, = (sup =l 1> 1)

Observagao 1.4.13. A norma fraca, apesar do nome, nao ¢ uma norma, pois nao vale

necessariamente a desigualdade triangular. Porém,
z z
=2 nfl <] clr+o=a

— (111> 3] u el >3] 1+l > 2]

:>u[!f+g|>2]§u[!f!>ﬂ +u[!9!>§]
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Assim,

Zpﬂ[|f+g|>z]§2p(<§ pﬂ[’f|>§} +<§>p'u[|g|>§]>

Da desigualdade (a” + bp)% < a + b valida para a,b > 0 e p > 1 obtemos

1

F+al, <2 (U +11)" <2 (1A, +19],)

Observagao 1.4.14. Se f : {0 — R é mensuravel vale, para 1 < p < oo e z > 0,

Hf|!§=/|f|p duz/ P du+/ P du> 04 ullf] > 2
[If1<2] [|f1>=]

e assim

/1, < A1, -

Defini¢ao 1.4.15. Seja (Y, B,v) um outro espago de medida. Dados 1 < p,q < oo,
um operador T : L? — {f:Y — R; f mensuravel} ¢ dito ser do tipo forte (p,q) (res-
pectivamente, do tipo fraco (p,q)) se existe C' > 0 tal que, dada f € LP,

1T (N, < CllfIl,  (respectivamente, [T'(f)], < C|f],)-

Analogamente, dados E, D dois espagos de Banach, 1 < p,q¢ < oo, um ope-
rador T' : L%, — {f:Y — D; f fortemente mensuravel}, T' ¢ dito do tipo forte (p,q)
(respectivamente, do tipo fraco (p, q)) se existe C' > 0 tal que, para f € L%,

1T (lgp <ClIfll, e (vespectivamente, [T (f)], p < C IS, 5)-

Lema 1.4.16. Sejam M >0, 1 <s<p<r<ooe fe Ll (A pn). Sejam

Fror = IX[pipen]s Fonr = IXQpyon

Entao f = foar + fsar, fron € Ly € fs € LY. Em particular, LY, C Ly, + L5,
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1.4. Funcgoes Vetoriais

Demonstragao. Temos que || f |, < M e, em particular, fo a € L. Suponhamos
entdao r < oco. Para todo = € [||f|| 5 < M],

1F @) = 1f @) Lf (@) < M2 (@)

Integrando os dois lados desta inequagao, obtemos

/QHfr,M (@) dpe () :/[”f” o 1f () dpe ()

MTP z)||% dp (z
< /[f”E<M]Hf(>H ()
<M f @),

donde f, ar € L.

Agora, se 7 € [| ], > M),

1f @) = I @)™ I @)l = M2 f ()]l -

Dividindo os dois lados desta inequagao por MP~* e integrando, obtemos

/Q onr @ dps () = /[| oo 1 O )
< M57P Pd
< /[| oo 1 O )
<M @),
e, assim, fsn € L. O

Lema 1.4.17. Sejam ¢ : [0,00) — [0,00) uma funcgdo crescente, de classe C*, tal que
»(0)=0¢f:Q—[0,00) mensurdvel. Entao,

/ch(f(x / o ulf > 2 d

A demonstracao deste lema é feita considerando inicialmente f uma fungao sim-
ples e generalizando para fungoes mensuréveis. Omitiremos esta demonstracao que

pode ser encontrada em [10].
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Corolario 1.4.18. Sejam ¢ como no lema anterior e f : Q2 — E fortemente mensurd-

vel. Entao,

/¢||f ) die (2 /¢ w1l > 2] de.

Demonstragao. Basta aplicar o lema anterior para || f]| . O

Teorema 1.4.19 (de Interpolagdo de Marcinkiewicz). Sejam E e D dois espagos de
Banach, (X, A, n) e (Y,B,v) dois espagos de medida, 1 < s <r < 0o. Suponha que

T:Ly (X, A p)+ Ly (X, A u) = {f:Y — D; f é fortemente mensurdvel}
€ um operador sublinear, ou seja,

17 (f+ Do <IITNllp+ 1T (9o

e suponha que T' € dos tipos fracos (s,s) e (r,r). Entao T € do tipo forte (p,p) para
s<p<r.

Demonstragao. Seja f € L4 (X, A, p). Para cada z > 0, sejam f,, = fX[”fHESZ] e
foz= fX[||f||E>z] como no Lema 1.4.16. Como T é sublinear,

1T (Dllp =T (frz + Fs)llp < NT (fr)llp + 1T ()l »

donde

z z
vITS I > 2 < v [ITfeallp > 5] +v [ITfsllp > 5]

Pela hipotese e pela definicao de norma fraca existem constantes A, e A, tais

que, para todo z > 0,

v [IThel > 5] < (5) (A Il < o0,
v ITfecllp > 2] < (5) (A el < o0

Portanto,
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1.4. Funcgoes Vetoriais

Tl >4 < (5) A Ieellp+ (5) (A Ifeclls
= [ (5) A1 @exg, e () di (@)
= [ G A I @ g0 (@) e
= B [ I @l e @) du (@)
B [ I @04 @) di o),
onde B, = 2" (A,)" e B, = 2° (A,)".

Pela inequagao acima e pelo Corolario 1.4.18 aplicado para ¢ (t) =t e T'f,

Jrngar = [ o0Tsi,) ar - / & v T, > 2 dz
B [ [ 615 @lxgy e (@) du(a) ds
B [ / & ()2 I @l X[y, () s (2) dz
= [ [ I @ e @) dua) ds
‘e / N /X PN @) Xy, () i () dz
= [ [ @ X () di o) d
wC [ [ I @l () dile) d,

IN
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onde C,. = pB, e Cy = pB,. Aplicando o Teorema de Fubini,

[ < e | / | f (@) d dp ()

o)l g

If (@)l g
‘e, / / 2 @) dzd ()

_ / If (@ / 21 dz dy ()

o)l g

If (@)l
e [ @iy [ e dedu o)
- [ HE< )dw:)
"=t @)l g

p—s |IF@)g
. [ 1@l <p_ ) du (2)
c,

z=0

o) If @)l du ()
o) 1f @IE" du(x)

- (T_p . )/nf M, dye(2)

Cr s P
- (545 ) v

Elevando os dois lados a poténcia %, obtemos

2p(A) | 2p(A)° N
1l < (Z2EL 4 ZEELN )
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Capitulo 2.

Martingais

Neste capitulo estudaremos alguns resultados da teoria dos martingias. Assim
como a esperanca condicional, os martingais também foram conceituados principal-
mente para estudo de probabilidade e sao baseados na evolugao de um experimento em
funcao do tempo. Neste trabalho estamos interessados no Teorema de Convergéncia
de Martingais e na Desigualdade da Fungao Quadratica. Para uma referéncia sobre os

resultados desta secao, ver [12, 3.

Como foi mencionado no capitulo anterior, omitiremos a notagao q.t.p.

2.1. Martingais e Supermartingais

Estudaremos a convergéncia de supermartingais e utilizaremos o resultado obtido
para demonstrar a convergéncia de martingais. Faremos isto utilizando ferramentas
relacionadas com tempos de parada e uma caracterizacao de convergéncia de sequéncias
bastante convencional no estudo de martingais, mas que foge do enfoque dado em cursos

introdutoérios em Anéalise.

Nesta secao, (£2,.A, ) denotard um espago de probabilidade e (F,), .y uma

sequéncia nao-decrescente de sub-o-algebras de A.

de fungoes em L' (Q, A, ). Se

fn € Fn-mensuravel, a sequéncia de fungoes é dita adaptada & sequéncia (F,,)

Definigao 2.1.1. Consideremos uma sequéncia (fy,), oy
neN®

Seja (fn),en adaptada. Nessas condigoes,

o se fr = E[fur1]|Fn)s (fn)nen € dita um martingal,
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Capitulo 2. Martingais

o s fr < Efns1|Fnl, (fa),en € dita um submartingal,
o se frn > E|fus1|Fnl, (fa)nen € dita um supermartingal

com respeito a (Fp),cn-
Seja p > 0 um inteiro. Como F,, C F,,4, podemos deduzir que, para um martin-
gal (fa)nen

E [fn+p+l|]:n] =EB [E [fn+p+l|}—n+p] |]:n] =EB [fn+p|]:n] :

Usando a hipétese de indugao sobre p concluimos que f, = E|[fn+p|Fn] para
qualquer p > 0. Da mesma forma se prova que um supermartingal satisfaz f, >

E [ futp|Fn] € que um submartingal satisfaz f,, < E'[f,1p|Fnl-

Definicao 2.1.2. Definimos F,, como a g-algebra gerada pelo conjunto Un21 Fan.

Podemos estender o conceito de (f,),cx (N =NU{oo}) ser adaptada a (F,)

se fn & Fp-mensuravel mesmo para n = 0o. Nessas condigoes, se (fy,), oy ¢ um martingal

neN

e frn = E'[fx|Fn], dizemos que (fy,), o ¢ um martingal. Analogamente, se (fy), oy ¢ um
submartingal (ou supermartingal) e f,, < E'[foo|F,] (respectivamente, f, > E[foo|Fn])

para todo n, dizemos que (f,),, o5 ¢ um submartingal (respectivamente, supermartingal).

Observagao 2.1.3. Se f € L' (Q, A, i), entao (fn),cy (0u (fn),ex) definida por f,, =
E[f|F,] € um martingal. Dado um martingal, se existe uma func¢ao f que satisfaz a

igualdade acima para todo n, dizemos que o martingal é fechado por f.

2.1.1. Tempos de Parada

Apresentaremos nesta subsecao uma ferramenta muito tutil para o desenvolvi-

mento da teoria dos martingais.

Definicao 2.1.4. Um tempo de parada é uma funcdo 7 : Q — N tal que
[r=n|leF,, VneN.
Observacgao 2.1.5. Dizer que 7 é um tempo de parada equivale a afirmar que

[r<n|eF, VneN
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De fato, suponha que [ = k| € Fj para cada k € N. Para k < n, F, C F, implica em

[Tén]=U[T:k]efn, Vn € N..

k<n

Reciprocamente, se [1 < k] € F}, para todo k,
rT=n]=[r<nN[r<n-1°€eF, VYVneN.

Isso conclui a equivaléncia.

Também temos [T > n| = [t < n]° € F,. Ainda mais, como F,, C F, observa-
mos que [T = oo] =), [T > n| € F. Assim, poderfamos definir um tempo de parada
T pela propriedade

[r=n]€F, VneN.

Observagao 2.1.6. Dada uma sequéncia (f,), oy adaptada e com valores reais e dado

B C R um conjunto mensuravel, a funcao
75 (w) =inf{n e N; f, (w) € B},

onde consideramos inf () = +oo, é um tempo de parada. De fato, 75 (w) = n se, e
somente se, f, (w) € B e, paral <k <n, f(w) ¢ B. Assim,

[Tan]:[fneB]m<ﬂ[fk¢B]).

Isso conclui que [t =n| € F,, e que 75 ¢é tempo de parada. Em particular, tomando

B = (M, o], temos que 7y = inf {n € N; f, > M} é um tempo de parada.

Observagao 2.1.7. Sejam 7 um tempo de parada e (f,), oy uma sequéncia adaptada.

Definimos a familia F. pela expressao
F.={Ae Fo; AN[r=n| € F,, ¥n € N}

e a fungiio f, por fr (w) = frw (@)-

Vamos mostrar que F, é uma o-algebra. Primeiramente, €2 € F, pois
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Em segundo lugar, A € 7, = A° € F,, uma vez que

AeF, = ANn[r=nle F,, VyneN
— [r=n]\(AN[r=n]) € F,, Vn eN
— A°N[r=nleF,, YneN.

Ja que F,, é uma o-algebra, segue que

Ar € Fo¥keN = A N[r=n]€F, Yn keN

= Jn[r=n])eF, VneN
k=1

— (UAk>ﬂ[T:n]€fn, Vn € N
k=1

— GAkEJT':r-

k=1

A funcao constante 7 = n também é um tempo de parada. Neste caso, F,, = F,,

o que torna a notacao consistente. De fato, se n < oo,
Fr={XeFu; XNr=kleF, VEeN}={XeFo; X=XNQeF,},

pois [T =k] = 0 € Fy para todo k # n e [t =n] = Q. Para n = oo a igualdade é
verdadeira pois [T = k] = () € F, para todo k € N.

Exemplo 2.1.8. Dada uma sequéncia de tempos de parada 7, entao ambos inf 7, e

supy, fr sao tempos de parada, pois

[ir}:f 7 < n} =Jm <1 lSUka < n] - O (70 < 7]

& k

e portanto ambos pertencem a JF,, para cada n.

2.1.2. Desigualdade de Dubin

A Desigualdade de Dubin sera utilizada para demonstrar a convergéncia de su-

permartingais.
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Lema 2.1.9. Dados os supermartingais (fp),en € (Gn)pey € um tempo de parada 7 tal

que fr > g, em [T < 00|, a formula

hn = an[n<T] + In X [n>7]s

onde x 4 denota a fungdo caracteristica do conjunto A, define um supermartingal (hy,), cy-

Demonstragao. Pela féormula, h, é combinagao de fungoes F,,-mensuraveis e portanto

¢ Fp-mensuravel. Como f e g sao supermartingais,

hy, = an[n<‘r} + InX[n>7]
> E [fnJrl’Fn] X[n<7] +F [gnJrl“Fn] X[n>7]
=F [fn+1X[TL<T] + 9n+1X[7LZT]‘}—"} )

Da hipdtese segue que foiy1 > gup1r em  [T=n-+1], ou seja,

(fat+1 = Gnt1) Xfr=n+1] = 0. Assim,

fn+1X[n<T} + In+1X[n>7r] = fn+1X[n+1<T] + In+1 X [n+1>7]
+ fn—i—lX[T:nJrl] = In+1X[r=n+1]
= hpt1 + (fas1 = Int1) Xjr=n+1] = hngr.

Pela monotonicidade de E [-|F,], temos que h,, > E [h,11|Fn]. O

No lema acima, (h,) é a sequéncia formada por (f,) “até o tempo de parada 7’

e por (g,) “a partir do tempo de parada’”.

Corolario 2.1.10. Dados os martingais (f;n) 1 <i<k+1 e ostempos de parada

neN’
T <7< <7, S€ fir > fiy1n em [ < 00|, entdo

k
Z fi,nX[Ti_1§n<T¢] + fk+1,’l’LX[’7’kSTL]
=1

(onde, por conveniéncia, 1o = 1) € um supermartingal.
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Demonstracao. O caso k = 1 é o lema anterior, basta mostrar o passo indutivo sobre

k. Sejam
k—1

Gn = Z fivnx[ﬂf1§n<‘rz‘] + fk,nX[kalﬁn]’ hn, = fk‘+1,n'
i=1
Por indugao estamos supondo que (gy), oy ¢ Um supermartingal. Para aplicar o
lema anterior, temos que mostrar que g, > h, em [, < 00]. Seja w € [1; = n] para
n < oo fixo. Como 7y < -++ < 7y < 7 = n, temos Xfr,_,<n<r) = 0 para i < k e
Xire_1<n] = 1, ou seja, gn (w) = fin (w). Por hipdtese, temos fin (w) > fir1n (W), ja

que 7 (w) = n < co. Logo,
9r (W) = gn (@) = frm (@) Z frsrn(w) = hy (W)

Agora  podemos aplicar o lema  anterior. Observe  que
X[rio1<n<ri]Xjn<r] = X[rii<n<m] Para i < k, ja que 7, > 7;. Portanto, aplicando o

lema, a seguinte expressao

k-1

In X [n<my] + hnX[TkSn} = Z fi,nX[Ti_1§n<Ti}X[n<Tk]
=1

+ fenXimr<n)Xn<rm] + Srt1,nX[re<n]
k—1

= Z fi,nX[Ti—1§n<Ti} + fk:"X[Tk71§n<Tk] + karl,”X[TkSn]
=1
k

= Z fi,nX[Ti71§n<Ti} + fk-‘rl,nX[TkSn]
i=1

define um supermartingal. O]

Definigao 2.1.11. Seja A € A e F uma sub-o-algebra de A. Definimos a medida
condicional p(A|F) de A com respeito a F por u (A|F) = E [xa|F].

Note que u (A|F) ¢ uma fungao.

Proposigao 2.1.12. Para todo supermartingal (f,), oy nao-negativo, vale

u({supfnZM”ﬂ) <ftn

neN

para todo M > 0 e portanto sup,, f, < oo em [f1 < oq].
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Demonstragao. Considere o tempo de parada 7,y = inf{n € N; f,, > M} dado pela
Observacao 2.1.6. Como f.,, > M em [y < 00|, pelo Lema 2.1.9, g, = MX[r,,<n] +
JnXira>n) € um supermartingal. Em particular, g1 > E [g,|F1].

Se Ty (w) = 1 entdo g1 = M e fi > M. Sendo, temos que g1 = f1 e fi < M.
Assim, g; = fi A M. Além disso, g, > Mx|r,,<n uma vez que f, > 0, o que implica
que

HAANM=g > FE|g,|F]| > E [X[TMgn]M‘ fl} = Mp ([t < n]|F7).

Logo, fazendo n — +o00, obtemos, pela definicao de 7/,

M(Fmﬁ>M”fQ:MwM<amfgg%AL

neN

Para obter a desigualdade dada no enunciado (com > ao invés de >), trocamos

M por M — % na desigualdade acima. Dai obtemos

1 fi
n>M——||F | < Al.
‘(k£f> J‘O‘M—%

Fazendo k — o0, o lado direito converge claramente a f—]\} A 1. Do lado esquerdo, temos
que [supn fo>M — %] é uma sequéncia nao-decrescente de conjuntos cuja uniao é
[sup,, fn > M]. Aplicando o Teorema da Convergéncia Monotona para a Esperanca

Condicional, temos que

#/[[Supj% Eiﬂf]‘]ﬂ} ::iggaﬂ/<[supj% > M — %}']i)

neN neN

i fi
ANl="—A1.
M

< lim T
k—o0 — =
k

Agora, integramos ambos os lados sobre [f; < oo] € F; e obtemos
sup f,, > M, fi < ool | = / B [ ‘ ‘ ]_—} d
Iu ( |:TL€§ f fl :| ) [f1<00} X[buPneN fnZM] 1 :u

fi
< / — Aldu.
<o) M

Fazendo M — oo, M € N, o Teorema da Convergéncia Mondétona garante que o lado

direito tende a 0, o que demonstra a segunda parte. O
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Observacao 2.1.13. Vamos apresentar um critério de convergéncia para sequéncias
de ntmeros reais. Dada uma sequéncia (z,), .y em R e um par de nimeros a,b € R

com a < b, definimos indutivamente as sequéncias

si=inf{neN;n>1lex,<a}, ty=inf{neN;n>s ez, >b},

Spr1 =inf{neN;n>tpex, <a}, tgp =inf{neN;n> s,y ez, >b}.

Consideramos, como sempre, inf () = +oo. Observe que s, < t), < sp11 < tra1
para todo k. Desta forma, definimos f,;, = sup {k € N : #; < oo}, onde sup (N) = +oo.
O ntmero S, representa o ntimero de vezes que a sequéncia atravessa o intervalo (a, b)

“de baixo para cima’.

Lema 2.1.14. Uma sequéncia (x,),.y em R converge se, e somente se, os nimeros
Bap correspondentes a esta sequéncia sao finitos para todo a,b em Q (ou em R) com

a <b.

Demonstracao. Faremos a equivaléncia entre as negacoes das hipdteses. Suponha que

a sequéncia nao converge. Entao existem a,b em Q com a < b tais que

liminfz, < a < b <limsupx,.
n n

Portanto, existem subsequéncias z,,; e x,,, tais que, Vj,k € N, z,, < a <b <
Ty, Assim, s; <ny (jaAquen; € {neN;n>1eux, <a}). Seja k; tal que my, > sq;
neste caso, t1 < my, (ja que my, € {n € N;n > s; ez, >b}). Tomando j, tal que
nj, > t1, temos analogamente sy < n;,. Prosseguindo por inducao, obtemos t; < my, <

oo para todo 7 e portanto 3, = +00.

Reciprocamente, se 3,, = +00, entao, de x5, < a e a2, > b para todo k, segue
que

liminf z,, <liminfz, <a <b <limsupz;, <limsupz,
n k k n
e portanto a sequéncia nao converge. L]

Observagao 2.1.15. Consideremos um supermartingal (f,),cy € um par a,b € R com
a < b. Para cada w € (2, podemos tomar as sequéncias s, (w) e t, (w) associadas
a sequéncia (f, (w))

nen definidas como na Observagao 2.1.13. Obtemos, assim, duas
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sequéncias de tempos de parada, s, e t,; isso pode ser facilmente demonstrado por

indugao a partir das equacoes

[s1=n]= | [fz'>@]> N[fn <4,
[t =n] = | [i<8k]U[fi<b]>ﬂ[“ZSk]ﬁ[fan],
(k1 =n] = | [i<tk]U[f¢>a])ﬂ[nZtk]ﬂ[fnéaL

que sao obtidas das defini¢oes de si e ty.

Também  obtemos uma funcao [,  Foo-mensuravel, ja  que
[Bap <n] = [t, =00] € Fs. Tendo isso em mente, prosseguimos com um teorema
que sera utilizado, juntamente com o lema anterior, para demonstrar a convergéncia de

supermartingais.

Teorema 2.1.16 (Desigualdade de Dubin). Para cada supermartingal nao-negativo
(f”>n€N7 a,beR coma<bekeN, vale a desigualdade

1 ([Bas > K] | o) < (%)k (% A 1)

e portanto Bap < 00 q.t.p.[p].

Demonstracao. Considere os 2k + 1 supermartingais nao-negativos

| fn 00 AN AR AN
"a’a aa’ T \a "\a a’' \a

e os tempos de parada s; < t] < 59 <ty < .-+ < 5, < 1), associados ao supermartingal
(fn)nen como na Observagao 2.1.15. Iremos aplicar o Corolario 2.1.10 a esses dados e

mostrar que

Eop\ it o/ o b\"
=2 (2) vemenent X (1) Ercocnr+ (1) v
i=1

=1

(onde, por conveniéncia, to = 1) é um supermartingal.
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Observando a definicao, s; (w) (se finito) ¢é tal que fi, () (w) < a; isso nos da que

fs; < aem[s; < oo]. Da mesma forma, t; (w) (se finito) é tal que fi, ) (w) > b; ou seja,

ft, > b em [t; < co]. Multiplicando essas duas equagoes por (g)z_l %, obtemos que

i—1 i—1 i—1 (
(2@ e (22 () e
a a a a a a

Ou, escrevendo de outra forma,

1> Jus
> = >

’ a

Q|

’ a

A k—1 k—1 f, k-1 f k
NGO OO
0

b
a’ a
s51<o0 t1<oo S <00 ... S, < 00 tr <

Aplicando o Corolario 2.1.10, obtemos que g, (que é a formula dada pelo corolario
mas permutada) é um supermartingal. Pela defini¢do dada acima, se f; < a (ou seja,
sy = 1), temos que g; = % Agora, se fi > a (ou seja, s; > 1), temos que ¢; = 1.
Assim, g1 = 1 A % Por outro lado, como os supermartingais dados sao nao-negativos,

Gn > (g)k X[te<n]- A propriedade g, > FE [g,|F1] valida para todo supermartingal nos

b k
(a) Xt <n]

Temos que X, <n] T Xjtz<o]- Pelo Teorema da Convergéncia Monétona para a

faz concluir que

S

b k
(2) nn<niz) — Al <ElAl<a=1n"

a

Esperanca Condicional, fazendo n — oo dos dois lados desta inequacao e notando que

[Bap > k] = [tk < o0], obtemos que

1 ([Bap > k]| F) < (%)’“ (1/\£) |

a

Para mostrar que f3,;, < oo, temos X [Bup>H] 4 X[ p=o0] quando k — oo e 0 <
X[8,p2H] < 1 = xa (xqo € integravel pois p (2) = 1). Pelo Teorema da Convergéncia
Dominada para a Esperanc¢a Condicional, tem-se u ([Bap > k]| F1) 4 pt ([Bap = 00]| F1).
Pela desigualdade acima, p ([B.p > k]| F1) 4 0 (j& que a < b) e portanto

E [X[ﬂa,bzm]lfl} = 1 ([Bap = o0]| F1) =0,

ou seja, X ] = 0, o que resulta 3, ser finito em q.t.p. ]

Ba,b:Oo
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2.1. Martingais e Supermartingais

2.1.3. Convergéncia de Supermartingais Nao-Negativos e de

Martingais

Toda sequéncia (f,), .y ndo-crescente de fungdes ¢ um supermartingal com res-
peito a (Fp),ey onde F, = o{fi, f2,..., fa} é a o-algebra gerada pelas fungoes
fi,- -+, fn- Isto é claro, pois, como f, > f,.1, dado A € F,,

/A fodp > /A Forr i

A definicao de esperanca condicional implica que (f,), oy ¢ Um supermartingal. Nao ¢
necessario que uma sequéncia seja nao-crescente para que ela seja um supermartingal,
mas ao menos os valores das integrais sobre os conjuntos de F,,, devem ser nao-crescentes
para n > m. Qualquer sequéncia nao-crescente de funcoes nao-negativas é convergente
ponto a ponto e em LP, para 1 < p < 00, pelo Teorema da Convergéncia Monoétona
(isto é, se as fungoes estiverem em LP). Entao é razoavel questionar se o mesmo ocorre
com todos os supermartingais. A resposta é afirmativa para convergéncia q.t.p., mas

nao para convergéncia em LP. Isto é o que veremos em seguida.

Teorema 2.1.17 (de Convergéncia de Supermartingais). Todo supermartingal néo-

negativo (fy),cy converge em q.t.p. Ainda mais, o limite fo satisfaz

EfoolFnl < fo-

Demonstracao. Seja A = {w € (fn (W) nen converge}. Pelo Lema 2.1.14,

A= () [Bap <.

a,beQ, a<b

Pela Desigualdade de Dubin, 3,;, < oo q.t.p., ou seja, a sequéncia converge em

q.t.p. Seja foo o limite de (f,) Segue de inf,,>, fi < fn que,

neN-
E { inf fmm} <E[fJF] < fi

para todo n > k. Também temos que lim,, o (inf,,>, fr) = liminf,, f,, = fx € que

inf,,>y fm € nao-decrescente e nao-negativa. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada
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Capitulo 2. Martingais

para a Esperanga Condicional, concluimos que
E[fool Fi] < f- O

Exemplo 2.1.18. A desigualdade E [fy|F,] < f. nos faz concluir que f, € L' =

fs € L. Por outro lado, considere a sequéncia f, = "X[o,1) ©

1 1 1 1
= — — ol =1 .
R 0n) [eats) )
/fn+1du=1=/ fodi,
0 0

. .
/ fn+1du=0=/ fudp, 1<k <n,

Entao

donde (fy),cy ¢ um martingal nao-negativo com respeito a (F,) Por outro lado,

neN"
fn converge a 0 em q.t.p., mas fR fndp =1 nao converge a 0. Logo esta sequéncia nao

é convergente em L' e também nao vale F [f.o|F,] = fn.

Apesar deste exemplo, conseguiremos concluir a convergéncia de um martingal

em LP se este martingal for fechado. E o que veremos no teorema a seguir.

Teorema 2.1.19 (de Convergéncia de Martingais). Sejam p € [1,+00) e f € LP. O
martingal (fy),en fechado por f, isto €, f, = E[f|F,], converge em q.t.p. e em LP
para foo = E[f|foo]

Demonstragao. Considerando a composi¢ao f = f* — f~, temos f, = E[f|F.] =
E[f*|F.) — E[f~|Fu]- Assim, se o teorema vale para f* e f~, também valera para f.

Portanto basta demonstrar o teorema para f nao-negativa.

O teorema anterior nos dé a convergéncia em q.t.p. para uma fungao que deno-

tamos fu. A fungdo f,, é Foo-mensuravel por ser limite de fungoes F.,-mensuréveis.

Suponhamos f limitada. Seja M tal que 0 < f < M. Entao 0 < f,, = E[f|F,] <
M pela monotonicidade da esperancga condicional. Pelo Teorema da Convergéncia Do-

minada, para todo A € F, [, fudu — [, foodp quando n — co. Em particular, se
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2.1. Martingais e Supermartingais

A € F, para algum m e n > m, temos [, fudu = [, E[f|F.] duw = [, f du, donde,

fazendo n — oo,
/foodu:/fdu, vAe | Fu
A A

meN

Acabamos de mostrar que as duas medidas v, e v» dadas por vy (A) = f 4 Joo dpt
e 1p(A) = [, fdu sdo finitas e coincidem na algebra (J,,cy Fm- Pelo Teorema de
Extensao de Medidas (ver [6], p. 29-30), essas medidas devem coincidir na o-algebra

gerada por | J Fin, isto é, F. Portanto, v; = v, em F,. Pela definicao de esperanca

meN
condicional, f,, = F|[f|Fs] q.t.p. Aplicando novamente o Teorema da Convergéncia

Dominada, temos também que f, — foo em LP.

Para o caso geral, considerando a decomposicio f = f A M + (f — M)" (onde
(f — M)" denota a parte positiva da funcdo f — M), temos

|EUIF] = Ef1Fl, < IEfAMIF)=E[fAMF,
1B {7 =20 1F], + B [ = M7 7],
< NE[f AMIF] = E[f AMIF]I, +2]|(F = M),

pois a esperancga condicional é uma contragdo (Proposigao 1.2.9). Pela parte anterior,
para um M € N fixo, [|E[f A M|F,] — E[f A M|F]||, converge a 0. Logo,

limsup || E [f|F,] — E [f|F)ll, < 2|(f = M) .

n—o0 p

Agora, como f € LP temos que f < oo q.t.p. Fazendo M — oo, (f — M)"
decresce a 0 com 0 < (f —M)* < f. Pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
|(f — M)+||p converge a 0. Portanto, limsup,_, [|[E[f[Fn] — £ [f|F]ll, = 0, donde
|E[f|Fn] = E[f|F]ll, converge a 0 quando n — oo. Logo a sequéncia f, = E[f|F,]
converge a F [f|F,] em LP. Segue da convergéncia em LP que existe uma subsequéncia
de f,, que converge a F [f|F] em q.t.p. Mas f, converge a f, em q.t.p., donde f,,
também deve convergir a fo. Assim, foo = E[f|Fo)- O
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Capitulo 2. Martingais

2.2. A Funcao Quadratica

Vamos apresentar nesta se¢ao a Desigualdade de Doob, que depois sera usada

para demonstrar a Desigualdade da Funcao Quadréatica.

2.2.1. Desigualdade de Doob

A Desigualdade de Doob, dentre outras desigualdades nesta secao, sao tuteis
quando se necessita limitar a fungao maximal associada a um submartingal tanto em
medida (ou, mais especificamente, na norma fraca L') quanto em LP. Esta secao foi

feita com a ajuda de notas sobre martingais do professor Sergio Antonio Tozoni.

Observacao 2.2.1. A Desigualdade de Doob vale, em principio, para submartingais

nao-negativos. Mas, dado um martingal (f,,) a sequéncia (| fn|),cy ¢ um submar-

neN?
tingal nao-negativo. De fato, como [f,, > 0] e [f,, < 0] sdo conjuntos de F,,, temos, para

todo A € F,, que

/ﬂuw / nw—/ Fodp
fn>0]mA fn<0}ﬂA
'/ fn+1 d,u‘ / fn+1 dﬂ‘
. >0]N [fn<0]NA

</ Lmnw+/ ol dp
[fn>0]NnA [fn<0lNA

— [ Vsl .

Assim, a desigualdade de Doob e as desigualdades para a funcao quadréatica, entre

outras desigualdades envolvendo a norma das fungoes dos submartingais, também sao

verdadeiras para martingais.

Definicao 2.2.2. Definimos as func¢oes mazimais f,;, f* associadas a uma sequéncia

de funcoes (fy), ey cOmo

fa = sup |fil, f*=sup|fal.
neN

1<k<n
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2.2. A Funcao Quadratica

Proposigao 2.2.3. Seja (fn),cy wm submartingal nao-negativo. Para todo z > 0,

zu[f;j>2]§/ fadp < || fall; -
[fr>2]

Demonstracao. A desigualdade da direita ¢ imediata. Fixemos z > 0. Seja 7, (w) =

inf {k; fr (w) > 2z} o tempo de parada dado na Observacao 2.1.6.
<l =J s> 2 =[f; > € Fu
k=1

Multiplicando por z,

plfn > 2] =zplr. <n =/ ZdM:Z/ zdp.
fr=<n] 1 Ir=H]

Mas, pela defini¢ao de 7,, z < fi no conjunto |7, = k]. Pela defini¢do de submartingal,

Z/ zdu<2/ fedns [ gdp= [ fuda 0
k=1 " [T==k] [T2<n] [f5>2]

Corolario 2.2.4. Seja (fn),cn wm submartingal nao-negativo. Para todo z > 0,
aulf* > 2] <sup | ful,
neN
Em particular, se f, for limitada em L' entdo f* < oo q.t.p.

Demonstragao. A sequéncia de conjuntos [f > z] é nao-decrescente em n e
Unen [ > 2] = [f* > 2]. Portanto, pu[fy > 2] T p[f* > 2]. Claramente, [f,|, <

supy, || fill;- O resultado segue aplicando o limite em n na proposi¢do anterior. O

Este lema ¢é a base da demonstragao da desigualdade de Doob, aqui demonstrado

para um caso mais geral para poder ser usado mais adiante.

Lema 2.2.5. Sejam XY : Q — R duas fungoes mensurdveis nao-negativas. Sejam

B >1ea >0 nimeros reais fixos. Se para todo z > 0 tivermos

2ulY > pz] <« X du,
[Y>z2]
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Capitulo 2. Martingais

entao, para todo 1 < p < o0,
1Y, < apfPq|lX],

onde q = ]% € o conjugado de p.

Demonstragao. Multiplicando a desigualdade dada por pzP~2 e integrando sobre [0, 00)

na variavel z, obtemos
/ pPuY > Bz] dz < a/ / pP 72X dpdz.
0 0 [Y>z]

Utilizando o Teorema de Fubini no termo da esquerda, obtemos,

/Ooopzp_l,u Y > fpz] dz = /OO </szp_1x[y>ﬁz] (w) dp (w)) d=

0

= Q/D P2 Xy w) (B2) dzdp (w)

:// pzp_lx[om) (2) dzdp (w)
aJo T8

- [0S ] dute

p
[P Yl

B T
Q

De forma anéloga para o termo da direita, segue que

a/ / pP X dudz = a/ /pzp_2X (W) X[y>2 (W) dp (w) dz
0 [Y>z] 0 Q

= a/ / pP2X (W) X[,y (w)) (2) dzdp (w)
aJo

e frelGEol

:aq/XYp_ldu.
9)

z=0

] dp (w)
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2.2. A Funcao Quadratica

Mas, pela Desigualdade de Holder

p—1
[xvesae< i, [y, = 13, (0 a
“ Q
p—1
=, | fyran) =X, v
Q
Entao, juntando os dois lados, temos
-1
IY1l, < e8¢ | X1, Y]
e assim obtemos o resultado desejado. O

Teorema 2.2.6 (Desigualdade de Doob). Para um submartingal (f,), oy nao-negativo

el <p< oo, temos
520, <a s Al 17, < gsuplifl,.

Demonstragcao. A primeira desigualdade segue imediatamente do Lema 2.2.5 para oo =
B = 1 e da Proposicao 2.2.3. A segunda desigualdade segue da primeira usando o

Teorema da Convergéncia Monotona. O]

2.2.2. Desigualdade da Funcao Quadratica

As desigualdades LP para a funcao quadratica associada a um martingal sao
necessarias para demonstrar a convergéncia das séries de Walsh em L? [0, 1) e o teorema
de multiplicadores do tipo Marcinkiewicz. Uma referéncia para os resultados desta

subsegao ¢ [3|. Outra referéncia, mas somente para martingais diaticos, ¢ [14].

Definigao 2.2.7. Dada uma sequéncia de funcoes f = (fy),,cy, denominamos sequéncia

de diferengas a sequéncia (d,), oy (também denotada (d, f),y) onde

neN
dn = fn - fn—h

isto é, fn, = p_, di. Aqui tomamos fy = 0 por convengao.
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Capitulo 2. Martingais

Denominamos funcao quadrdtica associada a f a funcao

-(&4)

1
e denotamos suas somas parciais por D, f = (>_,_, d2)>.

Proposigao 2.2.8. Considere f = (fy), oy wm submartingal nao-negativo e & um tempo

de parada. Entao
f{/\n S E [fn"/__.f/\n] .

Demonstragao. Dado A € Fe¢py, tomando A; = AN € An = j]|, temos, pela defini¢ao
de Fenn, que A; € F;. Como (fi),ey € um submartingal, fAj fern dpp = fAj fidu <
fA_ frndp. Assim,

/AffAndM:]Z:;/Ajfé/\nd#S]Z:/Ajfnd/ﬁ://‘fndﬂﬁ/gfnd#' 0

Lema 2.2.9. Sejam f = (fm),,en wm submartingal nao-negativo limitado em L*, M >
0 e 7y (w) = inf{k; fr (w) > M} (dado na Observacio 2.1.6). Fize n € N e tome

T =7y An. Entao

1Dy fI2 4 o2 < 2 / Frfoydp < 2M Il
Q

onde fo =0 e Dyf =0.

Demonstragao. Segue pela definicao de 7y que fr—1 = firyan—1 < M. Obtemos a

desigualdade da direita pela Proposicao 2.2.8.
Agora, como f, = > ", d,

fonFm- 1—de2d~

m k—1 m—1 m m—
=2 ) ik ) di+ ) di >4
k=1 7=1 k=1 k=1 Jj=k+1
m m—1 m—1 m—1
= Z dkfkfl + di + dk dj7 (2'1>
k=1 k=1 k=1 Jj=k+1
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2.2. A Funcao Quadratica

S .
onde ) ;_,a; =0se s,l €N, s <l. Por outro lado, pondo I;;, = 1 para j < ke [z =0
caso contrario, temos

m—1 k—1 m—1 k—1 m—1m—1
dy, d; = g dpd; = g Lpdyd
k=1  j=1 k=1 j=1 k=1 j=1
m—1m—1 m—1 m—1
= Lidid; = did,;
j=1 k=1 j=1 k=j+1
m—1 m—1
= d; dy,
j=1 k=j+1
Logo,
m—1 m—1
2 _
m—1 — i d;
k=1  j=1
m—1 k—1 m—1 m—1 m—1

k=1 7j=1 k=1 k=1 j=k+1
m—1 m—1 m—1
2
=S @ 2> d Y 4y (2.2)
k=1 k=1 j=k+1

Das equagoes (2.1) e (2.2), obtemos

m—1 m—1

2fmfm71 -2 defkfl =2 di +2 dk dj = D?nflf + fngl' (23>

1 k=1  j=k+1

3
L

i

Seja g = (gm)men Onde g = > di fr—1. Entao,

7(w)

de ) fr—1 ( de ) fr1 (W) Xprzh) (W) -
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Para k > 1, E [dy|Fr-1] = E [fe — fe—1|Fr=1] = fr—1 — fr—1 = 0. Dai

n

/gT dp = Z (/ di. fr—1X[r>H] d#)
Q Q

k=1

= Z (/ dkfk’ 1X[r>k— 1]|.Fk 1} d,u)
= (/Q E [dy| Fr] fr-1Xir>k-1) d;z) > 0.

k=1

Tomemos, entdo, a equagao (2.3), substituindo m por 7 (w) e integremos sobre

(2 na variavel w. Pela desigualdade acima,

I f I3+ il = [ (D2f+£2) d
— [ @ff— 29 du
Q
<2 [ fifadn s
Q
Lema 2.2.10. Se f = (fm), ey € um submartingal nao-negativo, M > 0 en € N, entdo
Mulfy <M, Dpf > M] < 2| full, -

Demonstracao. Seja 7 = 7y A (n+1) onde 7y = inf{k € N; fp > M}. Definindo
Gm = Jman, temos que g = (gm),,cy também ¢ um submartingal. Segue de D, f = D,g
el[r=n+1 =y >n]=[ff < M| que

[fi <M, Dyf>M]=[r=n+1 Dyg > M]
=[r=n+1, D19 > M| C[D;_19 > M]

e, assim, obtemos que

Mulf; < M, Dof > M] < 19 > M]

M2d,u

3 |

Mu[D
oo
i,

A
§|

1 2
2 19dp < —||Dr_gll; -
7' 19>M] M 2
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2.2. A Funcao Quadratica

Segue do lema anterior que

2 2 2
1D 19lly < 1Dr-1glly + lgrally < 2M |lgnially = 2M [ ful], -

]

Lema 2.2.11. Se f = (fy),.en € um submartingal nao-negativo, entio, para 1l < p < oo,

temos
1
||an||p S 3ep2q ||fn||p °

Demonstracao. Sejam 0 < 6 < 1, § = (1+292)%, M >0eY, = D,0f)V f

n

Mostraremos mais adiante que, para todo M > 0,
MuplY, > M| < 3/ frndp. (2.4)
[Yn>M]

Supondo 2.4 verdadeira, obtemos, pelo Lema 2.2.5, que

0D, = 11D (0, < IYall, <387 (1 full, -

D

Tomando 0 = p_%, temos P = (1 + 292)§ = <1 + %) PS e, donde obtemos o resultado.

Provemos entéo (2.4). Pela definigao de Y,

Yo > pM] = [f, > BM]U D, (6f) > 5M]
Yo > MO [fy > M) U ([Ya > BM] N [f; < M])
MU (([fn > MU Dy (0f) > BM]) N [f, < M])

MJU[fy <M, Dy (0f) > BM].

C

[/
= (
[fa>
= >

Portanto,
ulYa > BM] < plfs > M)+ ulf; < M, D, (6f) > BM]. (2.5)

Vamos limitar cada um dos termos do lado direito. Pela Proposicao 2.2.3 e por

Y, > fr,
Malf;>M< [ fades< [ pdw (2.6)
[fr>M] [Yr>M]

n
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Agora fixemos M e sejam I, = X(p,65)>m] € g = Irfr. Observe inicialmente
que Dyyq (0f) > Dy (0f) implica em I, < I,1; portanto,

B gk Fil = E Ik froal Fil 2 E Ik fesa| Fi] = B [fra | Fr] > gr

Ou seja, g = (gk) ey ¢ um submartingal.

Seja 7 = 1y = inf{k € N; Dy (0f) > M} como na Observacao 2.1.6. Se z é
tal que 7 (x) < oo e k > 7 (x), temos que Dy (0f) (x) > Dy (6f) (x) > M, ou seja,
I (r) =1 . Logo,

n

D2g=> (Life — i 1fui)’
k=1

n

> > Infi = Imafrm1)’ = Y (fo— feim)? (2.7)

k=7+1 k=1+1

Seja x € [f¥ < M, D, (6f) > fM]. Observe que n € {k € N; Dy (0f) (z) > M}

e logo 7 () < mn. Assim,

0<fr(@), fra(e) < frlz) <M
donde d? = (f, — f-—1)> < M?. Segue da definicio de 7 que D,_; (f) (z) < M.

Portanto, unindo todas essas informagoes com (2.7), obtemos que

M < D} (0f) () = D?_, (0f) (x) + 6°d2 +6* D df
k=141

< M?* 4+ 6*°M* 4 6*°D?g
e, logo,
1
2 2 2 2 2
Drg > (1+260° =1 - 6%) 25 M* = M*.

Também temos que ¢ (z) < f¥(x) < M e assim z € [¢g} < M, D,g > M]. Em outras

palavras, mostramos que

fo <M, D, (0f) > BM] C g, <M, Dng > M],
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donde
Mulfy <M, D, (0f) > BM] < Mulg, < M,Dng > M]. (2.8)

Pelo Lema 2.2.10, temos que
Mplfy <M, D, (0f) > BM] < Mp|gy, < M, Dypg > M]

< 2lgall, =2 / Niowononn fadit

—2 fdn<2 [ fodn (29
[Dn(0f)>M] [Yn>M]

Por fim, substituindo as desigualdades (2.6) e (2.9) em (2.5), obtemos (2.4). O

Teorema 2.2.12 (Desigualdade da Fun¢io Quadrdtica). Para cada 1l < p < 0o, existem

constantes ¢, > 0 e C), < 0o tais que, se f = (fn),ey € wm martingal,
& |1 Dufll, < [ full, < CollDufll,, ¥n € N.

Demonstragao. Fixemos n € N e definamos os martingais nao-negativos g = (g) peN ©
h = (hg)gen POT gk = E[fF|Fi] e hiy = E[f, | Fi], k > 1. Para 1 < k < n, temos que,

pela linearidade da esperanca condicional,

dvf = E[f;f = [\ Fe] = E[fif = fo 1 Fae1] = (gk — hi) — (gr—1 — hi—1) = dig — dih.

Segue dai e da desigualdade triangular para a norma euclidiana em R"™ que

[NIE
N

Dnf = (i (dkf)2> = <i (drg _dkh>2>

k=1 k=1

< <i (dk9)2>

k=1

[NIE
N|=

+ (i (dkh)2> =D, (9) + Dn (h).

k=1

Do Lema 2.2.11, obtemos

1Da ), < 3epba | £f]l,. 1D (W, < 3epiq £ ] .

pois g, = fF e hy, = f . Assim,

1Dufl, < 1D @), + 10w 0, < 3epta (|IF71], + [14711,) < Gepdallfall,.
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donde obtemos a desigualdade do lado esquerdo.

Para demonstrar a desigualdade do lado direito, usaremos a do lado esquerdo.

A desigualdade ¢ 6bvia se || D, f||, = co. Suponhamos entao que || D, f||, < oo.

Primeiramente, para um z € € fixo, temos que d (z) = dj, (z) para algum

1<ky<ned, = ,/d%o () < /> p_,di (xz) = D, f. Logo,

fo= > <> d = ndy <0 (Do)
k=1 k=1

e assim f, € LP.

Seja agora g, = o (fo) [ful""/ ||fn]|§_1 como no Teorema 1.4.6. Nestas condi-
¢oes, g, € Fn-mensuravel e, pela demonstragao daquele teorema, [ f,g,dp = |/ f]| b ©

lgnll, = 1. Pela desigualdade do lado esquerdo,
1 1
1Dngll, < 6eq2p [|gnll, = 6eqp. (2.10)

Definamos g, = E [g,|Fk], & € N. Observe que isto mantém a definigdo de
Gn € que g = (gk)pey ¢ martingal. Denotemos por (di),cy € (€x)pey @S sequéncias de

diferencas de (fi)ren © de (k) ey, TeSpectivamente. Para j < k € N,
E [dye;|F;] = e; Edi| F5] = ;B [fe — foalFi] = €; (fi = f3) = 0.

Analogamente, temos que E [dye;|Fr—1] = 0 para j > k. Demonstramos, entao, que
[ drejdp =0 para k # j. Logo,

Il = [ S = [ ( 3 dk) <z> ”

1<k<n

:/Q< 3 dkej> d,u:/ﬂ<z dkek> dp. (2.11)

1<j,k<n

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

N[
PO
D
N
N——
SIS
I
)
3
=
)
3
S

> s ¥ )

1<k<n 1<k<n
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2.2. A Funcao Quadratica

Substituindo a equagado acima em (2.11), usando a Desigualdade de Holder e a desi-

gualdade (2.10), vem, finalmente,

Iull, < / Do (f) Da (9) dp < | Dugll, | Daf 1, < Geq?p | Dufll, 0

Observagao 2.2.13. No caso em que o martingal é fechado por f, podemos usar o
Teorema de Convergéncia de Martingais para fazer n — 0o no teorema anterior e

concluir que

e IDSN, < W fIl, < G DA, -
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Capitulo 3.

Séries de Walsh

As fungoes de Walsh podem ser vistas como caracteres de um grupo topologico
D. Daremos ao intervalo [0,1) uma estrutura de grupo conveniente e focaremos nosso

estudo apenas nas séries de Walsh neste intervalo.

Quando nos referimos ao sistema de Walsh, podemos nos referir a um dos sis-
temas: o sistema original de Walsh, o sistema de Walsh-Kaczmarz ou o sistema de
Walsh-Paley. O primeiro é bastante usado em aplicacoes préaticas e os dois tltimos tém
maior valor teérico. Na verdade os trés sao a mesma sequéncia de fungoes exceto por

reordenacao dos elementos e seu estudo, em termos de convergéncia, ¢ equivalente.

Neste trabalho nos referiremos ao sistema de Walsh-Paley, que é definido de
forma mais simples, além de ter uma analogia forte com o sistema trigonométrico.
Este sistema foi introduzido por Paley em 1932, que entao também demonstrou sua

convergéncia em LP.

Para o estudo deste capitulo é necesséario conhecimento prévio em Topologia. As

referéncias para este capitulo sao |15, 14].

3.1. O Grupo Diadico

Nesta secao definiremos as func¢oes de Walsh, o grupo diadico D e introduziremos
seus caracteres, uma medida de Haar e uma topologia neste grupo. A seguir criaremos
uma correspondéncia entre [0,1) e D e, a partir desta correspondéncia, mostraremos a
relacao direta entre as funcoes de Walsh e os caracteres do grupo diadico. Esta relagao
implicara que o estudo das propriedades e da convergéncia das séries de Walsh em D e

em [0, 1) s@o equivalentes.
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Capitulo 3. Séries de Walsh

Definigao 3.1.1. Dado n € Ny (ver Notagdo 1.1.5), existe uma tunica sequéncia

(1) pen,» Onde 1y € {0, 1} para k € Ny, que satisfaz

oo
k=0

Chamamos seus elementos de coeficientes bindrios de n. Observamos que n; = 0 exceto

para um numero finito de indices.

Definicao 3.1.2. Denominamos por intervalos diddicos os conjuntos da forma

a1
In,i—[é,z;),n€N0,0§i<2n.
Dado x € [0,1), denotamos por I,, (x) o Gnico intervalo diadico I,,; que contém z.

Os conjuntos I, (x) formam uma base de vizinhangas de z.

Definigao 3.1.3. O sistema de Rademacher (ry),cy,, ™n : [0,1) = R, & dado por
n (z) = (=1)" para cada z € Iy, 0 <i < 2"

Definimos o sistema de Walsh (ou Walsh-Paley) (wn),,cy, POT

o0
=TT
k=0

onde ny, sao os coeficientes binarios de n. Observamos que o produto é finito pois ny = 0

para k suficientemente grande.

Notamos que o produto de fungdes de Walsh é uma fungao de Walsh. Cada uma

delas é uma funcao simples mensuravel e toma apenas os valores 1 e —1.

3.1.1. A Topologia Diadica em [0, 1)

Nesta subsecao daremos varias propriedades da topologia diadica que serao tuteis

mais adiante.

Definigao 3.1.4. A topologia diddica é a topologia em [0,1) gerada pelos intervalos

diadicos.
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3.1. O Grupo Diadico

Proposicao 3.1.5. Algumas propriedades a respeito da topologia diddica e dos inter-

valos diddicos:
(a) Se m <n entdo I, (x) C I, (x) para todo x € [0,1).
(b) A topologia diddica é mais fina que a topologia usual.

(¢) Cada aberto da topologia diddica ou da topologia usual é uniao enumerdvel disjunta

de intervalos diddicos.

(d) A o-dlgebra de Borel gerada pela topologia diddica coincide com a o-dlgebra de

Borel usual.

Demonstragao. Sejam n,m € Ng, m < n. Dado = € [0,1), sejam i,j € Ny tais que
I, (x) =1,,eL,(x) =1I,;. Entaoi/2" <ax < (i+1)/2"e j/2" <z < (j+1)/2™

Multiplicando as equagoes por 2", temos
1 <2"r <i+1, jarm < 2"r < (j41)2"™

Entao ¢ é o maior inteiro menor ou igual a 2"z, enquanto que 72"~™ < 2"z. Portanto,
j2" ™ < 4. Da mesma forma, 7 + 1 é o menor inteiro maior que 2"z enquanto que
(j+1)2"™ > 2"z donde (j + 1)2"™ >i+1. Assim, [, (z) = [, 52) C [, 05) =
I, (z) e (a) estd demonstrado.

Seja U um aberto da topologia usual e tome x € U. Como U é aberto existe
d >0 tal que (x —d,x+0) C U. Sejan € N tal que 27" < §. Para todo y € I, (x)
temos |r —y| < 27" < 4 (pois I, () é um intervalo semiaberto de comprimento 27"),
ou seja, I, (x) C (x —d,z+9) C U. Logo, U é aberto na topologia diadica e (b) esta

demonstrado.

Por (b), basta mostrar (c) para abertos da topologia diadica. Seja U um aberto
nesta topologia. Para cada x € U seja n, = min{n € Ny; I,, (x) C U} e seja Jy =
{I,, (x); x € U}. O conjunto dos intervalos diddicos ¢ enumerével, logo Jy também
o ¢ Por outro lado, U = U,y In, () = U;cy, I. Resta mostrar que os intervalos

diadicos de Jy; sao dois a dois disjuntos.

Para isso, sejam y, x € U tais que I,,, (x)N1I,, (y) # 0 e tome z € I,,, (x)N1I,, (y).
Entao z € I,,, (), donde I,,, (z) = I, (2) (segue diretamente da defini¢ao dos intervalos
diddicos). Pela escolha de n, e por I, (z) = I, (z) C U, segue que n, < n,. Em

particular, I,,, (2) C I,, (), e, assim, = € I, (2). Pela escolha de n,, também temos
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Capitulo 3. Séries de Walsh

ny < n,. Assim, n, = n, e I, (r) = I, (2). Da mesma forma, também temos
L. (z) = I, (y) e portanto I, (y) = I, (z). Resumindo, dois conjuntos de Jy cuja
intersecgao é nao vazia sao iguais. Ou seja, dois conjuntos distintos de Jy; sao disjuntos.

Isto demonstra (c).

Verifiquemos (d). De (b), a o-algebra de Borel da topologia diadica contém a
o-algebra de Borel usual. Para a inclusao inversa, basta notar que os intervalos diddicos

sao intervalos e portanto pertencem a o-algebra de Borel usual. O

3.1.2. Propriedades do Grupo Diadico

Definigao 3.1.6. Consideramos o grupo Zs = Z/ (2Z) com a topologia discreta. Defi-

nimos o grupo didadico por D =[],y Zs, ou seja, o grupo das sequéncias de elementos
de Zo, munido da soma termo a termo e com a topologia produto. Definimos a norma

|| : D — [0,1] em D pondo

[e.o]

|($k)keN‘ = Z %

k=1
Observagao 3.1.7. Denotamos os elementos (0), .y € (1), oy em D por 0 e 1 respec-
tivamente. A fungao |-| é de fato uma norma no grupo D, pois z = 0 <= |z| =0

e

o0

Z yk

k=1

| = lyll =

\xk—yk\
<Z
= $k+yk)
=|w+y|sZ—2k = lel +1y]
k=1

pois a soma em D pode ser obtida pela expressao = + y = (|zx — Yx|)pen- Logo a

correspondéncia (z,y) — |r — y| = |z + y| é uma métrica.

Definigao 3.1.8. Seja Dy = {z € D; Ing tal que x, =0, Yn > ny} (i.e. o conjunto
das sequéncias que tém apenas um ndmero finito de elementos diferentes de 0). Dado
xz € Dy \ {0}, seja m = max{n € N; x,, = 1} e considere

r=(x1,...,Tm-1,1,0,0,0,...) 2" =(xq,...,25,1,0,1,1,1,...).
Definimos também Df = {z € D; 3n, tal que z,, =1, Vn > ng}. Se = € Dy \ {0} e

y = x* definimos y* = x.
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3.1. O Grupo Diadico

Observacgao 3.1.9. D{\{1} = {z*; 2 € Dy \ {0}}. Para cada x € DoUD;\{0,1}, |z| =
|z*|. Reciprocamente, se z,y € D, x # y e |z| = |y| entao y = 2* e x € Dy UD} \ {0, 1}.

Sendo assim, a funcao |-| restrita a D\ D§ é uma bije¢ao sobre [0,1) e possui
inversa o. Mais especificamente, dado z € [0,1), podemos escrever x = > o xx27*
onde ; € {0,1}. Se x € Q; (ver Notagao 1.1.5), escolhemos a sequéncia (), oy que
termina em zeros, isto ¢, que pertence a IDy. Desta forma, definimos o (z) = (1)
Observe que Q2 \ {1} ¢ a imagem de Dy pela fungao ||, enquanto que a imagem de I,

por esta fungao ¢ Qy \ {0}.

Definigao 3.1.10. A sequéncia (zy), .y da observacao acima é chamada de expansao
diddica de z. A func@o o dada acima é chamada de funcdo de Fine. Também denotamos

por o* a inversa da funcao |-| em D\ Dy, isto &,

o(x) sex € (0,1]\Qq,
0 (r) = o(x)" sexc@Qy\{0,1},

1 se x = 1.

Defini¢do 3.1.11. Dado z € D, definimos os conjuntos I, (z) = {y € D; 3 = z,

1<k<n},neN e I (x) = D, os quais denominamos “intervalos diddicos” de D.

Esta definicao tem uma forte ligacao com a defini¢ao de intervalos diadicos de
[0,1).
Lema 3.1.12. Temos as sequintes propriedades:

(a) Dados x € D\Dj e j € N, existe m > j € N tal que, se y € D € tal que
2| < |y| < |z| +27™, entio y € Ln_y (x) C I; (2).

(b) Sejam x € Dy e m € N tal que z, = 0 Vk > m. Sey € D € tal que |z| < |y| <
2| + 27 entdo y € I, (z).

(¢) Dados v € D\ Dy e j € N, existe m > j € N tal que, se y € D € tal que
lz| — 27" < |y| < |z| entdo y € I,_y (x) C I; (z).

(d) Sejam x € D e m € N tal que x, = 1 Yk > m. Sey € D € tal que |x| —27™ <
ly| < || entio y € I, (x).

Demonstra¢ao. Tome x € D\ Df e j € N. Escolha m > j tal que z,, = 0 (isto é
possivel pois = ¢ D) e suponha que y € D ¢é tal que |z| < |y| < |z| +27™. Defina
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Capitulo 3. Séries de Walsh

n = min{k € N; z; # yx} (n é bem definido pois y # x por escolha). Basta mostrar
que n > m, pois, neste caso, temos que zp = yp para todo 1 < kK < m — 1 e assim
Yy < Im—l (IL’)

Primeiramente, temos que y, > x,. De fato, supondo que y, < z,, ou seja,

Yo =0e x, =1, temos

yk—l'k 1 > 1
0<lyl—|z| = +Z —2—n+z§:

k=n+1 k=n+1

o que é um absurdo. Entao temos v, =1 e x,, = 0. Supondo que n < m, temos que

1 yk - xk Yk —CEk
o > 1yl = le] = =+ Z =+ Z
k=n+1 k=m+1
m—1 o)
1 —1 —1

>t D w0+ D o

k=n+1 k=m+1
RGNS A
o on mn 2m—1 om

1 1 1

om—1 B om - om’
o que também é um absurdo. Logo devemos ter n > m, donde segue (a).

Nas hipoteses de (b), escolhendo y € D tal que |z] < |y| < |z]|+2™ en =
min {k € N; 21 # y, }, temos, pelas contas na parte anterior, que y, = 1 e 2, = 0 e que

n > m. Supondo por contradicao que m = n, (lembrando que zy = 0 para k > m)

o > ol —lel = 2 B B o

e isto nao ¢ possivel. Assim, devemos ter n > m, o que conclui (b).

Para a terceira parte, sejam x € D\ Dy e m > j tal que z,,, = 1 (observe que = ¢
Dy). Tome y € D tal que |z] — 27 < |y| < |z|. Considere n = min{k € N; x # yi}.

Como antes, basta mostrar que n > m.
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3.1. O Grupo Diadico

Primeiramente temos que y, < z,. De fato, se fosse y, > x, (e, neste caso,

Yn =1 e z,, = 0), terfamos

k=n+1 k=n+1

o que nao pode ser. Entao temos y, =0 e x, = 1. Agora, se n < m, como x,, = 1 por

escolha, temos que

1 ?/k — l‘k yk — Ik
k=n+1 k=m+1
m—1 0o
-1 1
<ot F 0+ D =
k=n-+1 k=m+1

_ L (Lo 1y, 11
- omn on om—1 2m_ 2m’

uma contradi¢ao. Logo devemos ter n > m e (c) fica demonstrado.

Finalmente, para demonstrar (d), tomamos y € D tal que |z| < |y| < |z| +2™™
en = min{k € N; x; # y,}. Entdo, pelas contas na parte anterior, y, = 0, z, = 1 e

n > m. Agora, se tivéssemos que m = n, (lembrando que x, = 1 para k > m)

1 Tn > Yk — Tk 1 1
—— < |yl - <=
o < Iyl = 2] > T ST
k=n+1
Assim, por absurdo, n > m e estabelecemos (d). O

Notagao 3.1.13. Se A C D, A # (), denotamos por |A| o subconjunto {|y|; y € A} de
[0, 1].

Proposicao 3.1.14. Propriedades gerais do grupo diddico:

(a) Se x € D\ D, entdo
Ly () = I () \ D] -

Em particular, X1, (z)) = X|I~n(z)‘ q.t.p. para x ¢ Df.

(b) Cada aberto em D € uniao disjunta e enumerdvel de intervalos diddicos.

(c) Dado U aberto em D, escrevendo U = | |, I, (z1), entdo Xju| = Xv onde
V = Upen Ine (Jzi]) (observe que V' € aberto da topologia diddica em [0,1)).
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Capitulo 3. Séries de Walsh

(d) O congunto formado pelos intervalos diddicos em D e pelo conjunto vazio é uma
semidlgebra ([6, p. 12]).

Demonstragio. Sejam x € D\ Dj e n € N fixo e defina i, = Y, _, 72" *. Observe que
0<i, <> 2! <2m Além disso,

. - ~ ZEanik o u T
k=1 k=1
s Tk . . & T > T
<D G=kl=)_ %+ > %
k=1 k=1 k=n+1
u Tk 1 1. + 1
Dty

onde Z;’inﬂ ;—j < 2% pois z; nao pode ser 1 para todo j > n~0u terfamos = € Dy.
Ou seja, |x| € I,;, e assim I, (|z|) = I,,,. Agora, dado y € I, (x) \ D, temos que
yr = vy para k < n donde i, = 7,. Em particular, pelo que acabamos de mostrar,

ly| € Lni, = I, = I, (|2]). Portanto, |I, (x) \D;;) c I, (|2]).

Por outro lado, dado d € I, (|z|), definindo y = o (d), temos d = |y| e y € D\ D§.
Queremos mostrar que d € ‘fn (x)‘ Como |y| = d € I, (|z]), temos i,27" < |y| <
1,27 " 4+ 27", Mas, tomando z; = z; se k < n e z; = 0 caso contrario, temos que
0,27 = |z], |2] < |yl < |z] +27" e 2z = 0 para k > n. Se |y| = |z|, entdo, como
y,z & D, devemos ter y = o(|y]) = o(|z]) = 2z donde y € I,(z) = I,(z). Se
ly| > |z|, podemos usar 3.1.12 (b) para concluir que y € I, (z) = I, (x). Assim (a) esta

estabelecido.

Seja 7 (x) = zp, * € D, a projecao candnica e seja U um aberto bésico da
topologia produto de D. Entdo U é interseccdo finita de conjuntos da forma ;' (Uy)
onde U, C Zo (pois Zy estéa equipado com a topologia discreta). Portanto, existe
ne€NeU, CZyparal <k <n tal que U = ﬂzzlwk_l (Ux). Dado = € U, temos
I, (z) C U (de fato, dado y € I, (z) temos y, = x5, € Uy para 1 < k < n, donde
y € Moy ™" (Uy) = U). Portanto, U = U,

aberto basico de D, e portanto todo aberto de D, é uniao de intervalos diddicos.

I, (). Assim, mostramos que todo

Seja entao U C D aberto. Dado x € U, seja n, = min{n € Ny; fn (x) C U}.
Entao claramente U = | J, I, (x) = Uer\DS I, (x). Agora, por (a), existe uma bije-

¢ao entre os conjuntos I, (z) e I,, (|z|) e existe uma quantidade enumeréavel de conjuntos
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3.1. O Grupo Diadico

da forma I, (d) com d € [0,1) e n € Ny. Assim, o conjunto Jy = {fnm (x);z € U} é
enumeravel e U = |J,. gl A demonstracao de que os conjuntos de Jy sao disjuntos é

analoga a demonstragao de 3.1.5 (c¢). Entao obtemos (b).
(c) segue diretamente de (a) e (b).

Seja S = {fn (x);zeDence No} U{0}. Para mostrar (d), devemos provar que
D e S, que I, (x) NI, (y) €S e que I, (z)° é unido finita disjunta de elementos de S.

Claramente, D = I, (0) € S, resta-nos entdao mostrar as outras duas propriedades.

Suponhamos que I,, ()N 1, (y) # 0, sejam z € I, (x) N1, (y) e k = nVm. Como
z € I, (x) temos I, (z) = I, (x). Mas k > n implica que I; (z) C I, (z) = I, (z). Da
mesma forma Iy (z) C I, (y). Assim, I, (2) C I, (z) N I, (y). Para a inclusio oposta,
seja t € I, () N I, (y). Para j < n, como t € I, (z) temos t; = 2; = z;. Para j < m,
temos t; = y; = z;. Em qualquer caso, para j < nV m = k, temos t; = z;. Entao
t € I, (2). Assim, I, () N L, (y) = I, (2) € S.

Para a terceira propriedade, seja
A={z€D; 2z, =0,Vk >nedl <k <ntal que z # zx}.

Existe uma bijecao entre A e B = {d € {0,1}"; 31 < k <n tal que dj # x1}, onde
z+—d=(21,...,2,). B é&um subconjunto de {0,1}", que é finito e logo A também
¢ finito. Além disso, para z € A temos que I, (z) C I, (x)°. Por outro lado, dado
tel, ()¢, seja z € D definido por 2z, =t se 1 <k <n e z =0 para k > n. Entao
t€1,(z)eze A eportanto I, (2) = .. I (2). O

Proposigao 3.1.15. Ezxiste uma tnica medida p completa definida ao menos em B (D)
que satisfaz i (fn (x)) = 27", onde B(D) € a familia dos conjuntos borelianos de D.
Esta medida é dada por n(A) = MN(|A|). Ainda mais, € invariante por translagoes

(ou seja, 1 é uma medida de Haar).

Demonstragao. A fungao || restrita a D\ D é uma bije¢ao sobre [0,1) (Observagao

3.1.9). Logo podemos definir uma fungao de conjunto x: A — R, onde
A={ACD,;|A\Dj;| éLebesgue-mensuravel},
pondo p(A) = A(JA\ D§|). Temos que, se A, B € A, entdao |[ANB\Dj| =|A\Dj| N

|B\ Dj| € mensuravel e assim AN B € A. Se (4;),.y ¢ uma sequéncia de elementos de
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Capitulo 3. Séries de Walsh

A, entao

=l (4, \ Dp)

jEN

= J14;\ Dy

JEN

()

¢ mensuravel e assim | J;y A; € A. Segue entdo que A é uma o-dlgebra. E facil verificar
que p ¢ uma medida sobre A. Por outro lado, |Dj| = Q2 \ {0}, e este tem medida nula

com respeito a A\. Portanto
A(IAD = A(ANDG)) = A(JA\ D)) = A (JA]) = A(A] N [Dgl) = A (JA]) -

Assim, p(A) = A (JA|) sempre que A € A.
Segue de 3.1.14 (a) que I, (z) € Ae p (fn (x)) = 27" Por 3.1.14 (b), A deve

conter os abertos de D, donde também deve conter B (D). Ainda mais, u é completa,
pois, se u(A) = A(|A]) = 0e B C A temos |B| C |A| donde |B| é A-mensuravel e
p(B) = A(|B]) = 0. Assim, a existéncia de p fica garantida.

A unicidade segue do Teorema de Extensao de Medidas (ver [6], p. 29-30). As

hipoteses necessérias para este teorema vém de 3.1.14 (d) e de (D) = pu (fo (0)> =
1 < o0.

Fixemos y € D e seja p,, : B (D) — R definida por u, (A) = p(y+ A), A € B(D).
Como I, (z) +y = I, (x + y), temos

p (L@ +y) =p(f@+y) =27 =p (L),

Assim, p,, e p coincidem nos intervalos diddicos. Ainda mais, g, ¢ uma medida. De

fato, se (A4;);oy € uma sequéncia de conjuntos disjuntos de B (D), temos que
uy<|_|Aj>=u<y+|_|Aj>=u<|_| (y+ 4, ) > iy (4,
jeN jeN jeN jeN

Novamente por 3.1.14 (d) e pelo Teorema de Extensdo de Medidas, p, e p coincidem
em B (D). O

Notacao 3.1.16. Denotamos por p a tnica medida dada pela proposi¢ao anterior.
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3.1.3. Os Caracteres do Grupo Diadico

Os caracteres do grupo diadico tém expressoes andlogas as fungoes de Walsh. A

ligacao entre esses dois grupos de fungoes sera feita mais adiante.

Definicao 3.1.17. Dado um grupo topolégico GG, os homomorfismos de grupo continuos
de G a T, onde T é o grupo {z € C; |z| = 1} munido da operagao de multiplica¢ao de

numeros complexos, sao chamados caracteres de G.

Definicao 3.1.18. Dados n,m € Ny e (ng), (my) os coeficientes binarios de n e m,

respectivamente, definimos a soma diddica de n e m por

[e.e]
n@mzz2klnk—mk|.
k=0

Proposicao 3.1.19. O conjunto de todos os caracteres de D € dado por

D= {wn:szk;neNo},
k=0

onde (ny)ey, SG0 0s coeficientes bindrios de n e py, (x) = (—=1)"", k € No.

Demonstragio. Cada py ¢ continuo pois p; ' (—1) = my (1) e pp ' (1) = 7}, (0) sdo
abertos basicos da topologia produto em D (onde 7 é a proje¢do candnica como na
demonstragao da Proposigao 3.1.14). Além disso, cada p; é homomorfismo uma vez
que pg (7 +y) = (1) = (1) (1) = py(2) pi (y) (observe que @ +
Y = (|zr — Yel)pen © Thr1 @ Ykt1 = [Thg1 — Yrt1]). Como 1y, é um produto finito de

homomorfismos continuos temos que 1, ¢ homomorfismo continuo.

Reciprocamente, seja f um caractere de D e para cada k € N seja e®) € D dada
por
1 sen=k,

0 sen#k.

Pela continuidade de f e do fato que e®*) — 0 quando k — oo (‘e(k)‘ = 27%), temos

que f (e®) — f(0) = 1. Mas, como f ¢ homomorfismo, f (z) = f(z+z) = f(0) =
1 = f(z) = £1. Dai existe k, € N tal que f (e®)) = 1 para k > ko. Para cada
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Capitulo 3. Séries de Walsh

k € N seja ni, € {0,1} tal que f ( (k+1) ) = (—1)" (note que ny = 0 para k > ko) e seja

ko—1

n = Z ank Zank,

Claramente, f (e*D) = (=1)™ = pi* (D) = ¢, (e*+D).

Seja x = (21),eny € D e para cada m € N seja 2™ = S ape®. Temos que

|:E — x(m)} < 27™ ¢ assim 2™ — 2. Como f e 1, sdo homomorfismos,

= f (i Ike(k)> — ﬁf (e(k)
k=1 k=1

= ITwn ()™ = =)

e assim, como f e 1, sao continuos,

flz) = lim f(a™) = lim ¢, (2") =, (2).

m—r00

O

ng+my [ng—my|

Observagao 3.1.20. Note que p; = pp = prEpi* e, logo, Yntm = Ynem Para

n,m € Ny. Ou seja, (Ng,®) e D sdo grupos isomorfos.

Proposicao 3.1.21. O grupo dos caracteres diddicos de D é um conjunto ortonormal

em L? (D).

Demonstracao. Sejam n, m € Ny. Temos que ¥, 0, = Ynam. Sen = m, entao ndém = 0
e [pUntmdu = [podp = p(D) = 1. Sen # m entdo k = n @ m # 0 e assim resta
mostrar que [y ¢ dp = 0. Como k # 0, seja y € D tal que ¢ (y) = —1. Como p &

invariante por translacao,

/wk ) dpi /wkwy dp ()

— i (y /wk ) dp (x /wk ) dpi(a

Ou seja, [y ¥r dp = 0. O
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3.1. O Grupo Diadico

3.1.4. Relacgoes entre [0,1) e o Grupo Diadico

Em seguida apresentaremos uma relac¢ao entre o intervalo [0, 1) e o grupo diadico
que fornecerd uma analogia entre os caracteres do grupo diddico e as fungoes de Walsh,

fornecendo ferramentas que facilitarao o estudo das séries de Walsh.

Defini¢ao 3.1.22. A soma diddica de dois nameros z,y € [0,1) é definida por
r@y=lo@) +o)l = 2"k —ul.
k=1

A distancia diddica d (x,y) =x @y, z,y € [0,1), ¢ uma métrica em [0,1). Esta

métrica gera a topologia diadica. Omitiremos a demonstracao deste fato.

Observacao 3.1.23. ([0,1),®) nao é um grupo. De fato, nao hé associatividade:

1@1 @1—|(00010101 )+(0,0,1,0,1,0,1,0 )|€B1
12 6 4_ YY) Sy M) Sy M) Y)Y Ty M) Ty Yy Sy My e 4

10,01, 1,1,1,1,1,.. ) e~ = @ t—0,
4744
1 /1 1\ 1
E@(E@Z)_E@|(0’0’1’0’1’0’1’0"">+(0’1’0’0’070’0’O"")|

1
=1(0,0,0,1,0,1,0,1,...) +(0,1,1,0,1,0,1,0,...)| = >
Lema 3.1.24. Para z € [0,1), temos que o(z+) = o(z) e o(z—) = 0" (x).

Demonstra¢ao. Devemos mostrar que, dado um aberto U C D com p(x) € U, existe
d >0 tal que, se x <y < x+ 4, entdo o (y) € U. Mas, por 3.1.14 (b), existe j € N tal
que fj (o(x)) C U, entao basta mostrar que existe § tal que, se x < y < x + 4§, entdo
o(y) € I; (o(x)). Mas isto segue diretamente de 3.1.12 (a) com § = 2™, (lembre-se
que o(x) € D\ B;).

Para a segunda parte, como antes, dado j € N, precisamos encontrar o > 0 tal

que, se & — 0 < y < x, entdo o (y) € I (o* (x)). Para isto basta usar 3.1.12 (c). O

Notagao 3.1.25. Denotamos por C (D) o conjunto das fungdes continuas de D em R e
por Cy o conjunto das fungoes de [0, 1) em R que s@o continuas em [0, 1)\ Q2, continuas

a direita e com limite finito a esquerda em cada ponto de Q.
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Capitulo 3. Séries de Walsh

Proposicao 3.1.26. Dada f € C' (D), fo o € Cw. Reciprocamente, dada g € Cy,
existe f € C (D) tal que g = f o 9. Também temos 1, 0 0 = wy,.

Demonstragao. Sejam f € C' (D) e g = fop. Como f é continua, segue do Lema 3.1.24

que

g9(@+) = fle(z+)) = f(e(x) = g(x),
g(z=) = fle(@=)) = f(e" (x)).

Como ¢* = p em [0,1) \ @y segue que g é continua neste conjunto. Também
segue que g ¢ continua a direita e com limite finito a esquerda (igual a f (o* (z))) para
cada x € Q5. Portanto g € Cy.

Reciprocamente, dada g € Cyy, seja f definida por

F o) = g(lz]) = eD\Dg,
g(lz| =) =z €Dy

Vamos mostrar que f é continua. Primeiramente, tome x € D\ (Dy UDf) e um
e > 0. Como |z| ¢ Qo, existe 0 > 0 tal que, se ||y| — |z|| < J, entdo |g (Jy|) — g (|z|)| < e.
Sejamm € Ntal que 2™ < d ey € I, (x). Entao

- Yk — Tk - |yk—$k|
Iyl = lall = S < 0

k=1 k=m+1

=1 1

k=m+1

e portanto |f (y) — f ()| =g (ly]) — g (|z])] <e.

Em outras palavras, y € I, (z) = |f (y) — f (2)| < &, donde segue a continui-
dade de f em x.

Por outro lado, seja x € Dy. Pela continuidade a direita de g em |z|, dado € > 0

existe 0 > 0 tal que, se |z| < |y| < |z]| + J entdo |g (Jy|) — g (|z])] < €. Seja m € N tal
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3.1. O Grupo Diadico

k=1 k=1 k=1
<ll=2_ %+ 2 5
k=1 k=m+1
" Tl 1
< R
k=1
< |z| 49,

donde [f (y) — f ()| = lg (Jyl) — g (|z])] <e.

Finalmente, dados € Dj e ¢ > 0, existe 0 > 0 tal que, |z|—d < |y| < |z| implica
em |g (ly]) — g (Jz| —)| < e. Escolham € N tal que 27™ < § e x, = 1 para k > m. Para
y € I (z),

o] Th o] 1
|x|—5<\x|—2—m—22—k— o
k=1 k=m+1
N T NN
_ZQ _ZQ
k=1 k=1
— Yk S Yk
<ll=2 5+ 2 5
k=1 k=m+1
“ Tk > 1
S S
k=1 k=m+1

e assim também temos |f (y) — f (x) = |g (ly]) — g (J=| —)| <e.

Resta mostrar a identidade 1, 0 ¢ = w,. Fixe k € N. Tome z € [0,1) e seja

x € Ij41,; para algum 0 < i < 2871, Escrevendo o (z) = () jen temos
PNy i+l - N
— it ~ ok+1-j et
F1 =25 S o LS 2%2 + Z gkt <t
j=1 j=1 j=k+2
k 00 T
ji§2$k+l—m2m+22j_—li_l<i+l~
m=0 j=k+2
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Capitulo 3. Séries de Walsh

k m o~ . 00 Z 5 S —
Observe que D o Tp41-m2™ € i sdo inteiros e que 0 < 3772, ) 5fy < D07, 5= 1

(a desigualdade a direita ¢ estrita pois o () ¢ Df donde x;15+1 = 0 para algum [ > 1).

Entao, a tnica possibilidade é ¢ = an:o Trr1-m2™. Pela definicao de rg, temos

re () = (=1)" = (=1)™ = pg (7)) = o (0 (2)) -

Portanto, r, = py 0 0, donde

wn =i =]] Pk co=tnoe O
k=0 k=0
Proposicao 3.1.27. Dados x,y € [0,1), n € Ny, se x &y ¢ Qo entao

wn (T DY) = wy (T) Wy (Y) -
Como Qq € enumerdvel, a relagio vale em q.t.p.[A].

Demonstra¢ao. Temos que * @y = |o(z) +0(y)]. Como x &y ¢ Qs temos que
o(x)+o0(y) € D\ D§ e portanto

o(r@y)=o(lo(x) +o)|) =o(x)+o(y).

Pela Proposicao 3.1.26,

wn (T DY) = Ppoo(x B Y) = ¥y (0(7) + 0(y)) = Ynoo (¥) Ynoo (y) = wn (z) wn (y) . O

Proposicao 3.1.28. Sejam f : D — R mensurdvel e g = f o 0. Nessas condigoes,
f e L (D) se, e somente se, g € LP[0,1) para todo 1 < p < oo e, em caso afirmativo,

HfHLp(D) = ”gHLP[O,l) :

Demonstragdo. Primeiro o caso p < oco. Suponha que f = > a;x4,. Entao g =
Y oiiaiX|a;) a.t.p. De fato, se v € [A;] \ Qo, existe y € A; tal que |y| = z; mas,
neste caso, y ¢ (DoUD;) (ou terfamos x € Q). Entdo o(x) = y € A;, ou seja,
g(z) = f(o(x)) = a;. Reciprocamente, tome x € [0,1) \ Qy tal que = ¢ |A;| para
nenhum i. Como = ¢ Q,, |0 (z)| = x; entao o (x) ¢ A;, donde g (z) = f(o(z)) =0. O

resultado segue do fato que @Q, tem medida nula.
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3.2. Séries de Walsh-Fourier

Pela Proposicao 3.1.15,
- 1 - 1
1£1l, =D aan (A)r = > ad (JAi)7 = |lgll, -
i=1 i=1

O caso para f € L? (D) qualquer segue pelo Teorema da Convergéncia Mondtona.

Agora o caso p = oco. Temos, de forma analoga ao caso anterior, que X|(f>q) =

X[g>a] O-t.p. para cada a € R. Portanto, aplicando novamente a Proposigao 3.1.15,

1fll =sup{a € R; p([f > a]) # 0}
=sup{a € R; A(|[f > d]|) # 0}
=sup{a € R; A([g > a]) # 0} = [|g/. - O

Definig¢ao 3.1.29. A aplicacao f — fop de LP (D) em L?[0,1) é chamada de isomor-

fismo canonico.

Observacao 3.1.30. E facil verificar que o isomorfismo canénico é um homomorfismo
de espagos vetoriais. Dada g € L?[0,1), tomando f = go|-| (na verdade f pode ser de-
finido de forma arbitraria em D), temos que g = fop q.t.p., donde este homomorfismo

¢ de fato um isomorfismo.

A Proposicao 3.1.26 afirma que o isomorfismo canonico é um isomorfismo entre
C' (D) e Cw que leva os caracteres do grupo diadico nas fung¢oes de Walsh, enquanto a
Proposigao 3.1.28 mostra que o isomorfismo canoénico é uma isometria entre LP (D) e

LP [0, 1). Isto nos mostra que o estudo das Séries de Walsh nos dois espagos é equivalente.

3.2. Séries de Walsh-Fourier

Faremos nesta secao as defini¢goes de série de Walsh e niicleo de Dirichlet e depois
vamos falar sobre a convergéncia das séries de Walsh. A equagao (3.1) mostra que
podemos obter propriedades das séries de Walsh a partir das propriedades do nicleo
de Dirichlet. Esta equagdo serd usada para demonstrar que, para f € L'[0,1), a
subsequéncia (Son f), oy (ver Definicao 3.2.2) ¢ um submartingal fechado por f, e isto
nos permitird usar o Teorema de Convergéncia de Martingais a esta subsequéncia.

Em seguida, utilizando a Desigualdade da Funcao Quadratica, demonstraremos que os
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Capitulo 3. Séries de Walsh

operadores .S, sao uniformemente limitados, o que finalmente implicara na convergéncia

das séries de Walsh em L” quando 1 < p < oo.
Definigao 3.2.1. Os coeficientes de Walsh-Fourier de uma fungao f € L'[0,1) (ou
f € L' (D)) sdao dados por

1
f(n) :/ [ wn dA (respectivamente, f(n)= / f-n du)
0 D
para cada n € Nj.

Observe que os coeficientes acima estdao bem definidos (sdo finitos) devido a

Desigualdade de Holder, pois w,, e 1, sao fungoes limitadas.

Definicao 3.2.2. Nas mesmas hipoteses da definicao anterior, a série de Walsh asso-

ciada a f é definida como

Sf= if(n) W, (ou, respectivamente, Sf = i f (n) wn) )

n=0
. - < -1 7
As somas parciais desta série serao denotadas por S,f = o f (k) wg

=0
(ou Spf = S0 F (k) @Dk) para n € N.

3.2.1. Nucleo de Dirichlet

Apresentaremos agora algumas propriedades do nucleo de Dirichlet.

Definicao 3.2.3. Definimos o nicleo de Walsh-Dirichlet de ordem n para n € N por

n—1 n—1
l)n:: E Wk, l)n:: ¢%
k=0 k=0

Lema 3.2.4 (de Paley). Para cada n € Ny,
Dan (x) = 2"X1,.(0), Dyn () = 2"X1,(0)-

Demonstragao. Suponha que x € I, (0) = I,,o. Entdo 0 < 2 < 27" donde 0 < z <
270U+ qualquer que seja 1 < j < n; isto é, x € Iit10 V1 <j<n. Dai r;(z) =1 para
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cada 0 < j < n e portanto wy () = 1 em I, (0) para cada 0 < k < 2". Isso mostra que
Don () = 2™ sempre que = € I, (0). Assim,

D2, d\ = (2" A (1, (0)) = (27)* 27 = 2™.
1,(0)

Por outro lado, pela ortonormalidade das fun¢oes de Walsh,

2m—12"—1

21
/1D2nd>‘:/ <Zwk> d)\—z Z/ wjiwy dA
0 =0 k=0
on 1 2n 1

_Z/ wde—Zl—Q”

Como D3, >0 e f[o I\ (0) D2, d\ = 2" — 2™ = 0, concluimos que Dyn = 0 em [0,1) \
I, (0).

Para a segunda igualdade, observamos que, para x € I, (0), zj+1 = 0 para cada
0 < j < mn, donde p; (x) = 1. O restante da demonstracao segue de forma anéiloga ao

caso anterior. ]

Defini¢ao 3.2.5. Seja ¢ o conjugado de p, f € LP[0,1) e g € L7]0,1) (ou f € L? (D)

e g€ L1(D)) A convolugio diddica (respectivamente, produto de convolu¢io) entre as

/f gz ®t) dA (1)

(respectlvamente fxg(x / f@)g(x+1t)du(t ))

funcoes f e g é dada por

Teorema 3.2.6. Dada f € LP[0,1) ou f € L (D), 1 < p < 00, a sequéncia (Son f)

€ um martingal fechado por f e portanto convergente a f em q.t.p. e em LP.

neN

Demonstragao. Usando a linearidade da integral e de 3.1.27, vemos que, se f € L? [0, 1),

’Vl

St (2) = (/f o dA())wm

f (Zwk t@x) A(t)=f*xD,(x). (3.1)

I
N
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Este resultado é anélogo para f € LP (D). Usando o Lema de Paley, segue que

Son f () = f*Dzn( (f*xf<o>)<>
/f X1 @ x) dX(t). (3.2)

Vamos mostrar que t @ x € I, (0) <= t € I, (x). Sejam (tx),cy € (Tk)pey 08
coeficientes binarios de t e z, respectivamente, e, para cada y € [0, 1), escreva I, (y) =
[iy/2™, (i, + 1) /2™). Sabemos (ver demonstragao de 3.1.14) que i, = >, _, yx2" %, onde

(Ur)gen 580 0s coeficientes binarios de y. Entao

n n
tel,(x) < iy =i < Y z2"F =) gt
k=1

< tkeBxk:O, Vi<k<n

= g, =0=1y <= tdxel,(0).

Por (3.2), temos que Son f (z) = m fln(x) fdX. Logo, pela Proposicao 1.2.4,
Sonf = E[f|Qn] q.t.p. onde Q,, ¢é a o-algebra gerada pela familia {I,;; 0 <i < 2"}.
Agora, por 3.1.5 (d), a o-algebra gerada por | J,~, Q, ¢ a o-dlgebra de Borel em [0, 1). O

resultado segue do Teorema de Convergéncia de Martingais e da Proposicao 3.1.28. [

Corolario 3.2.7. As funcoes de Walsh (wn),cn,

um conjunto ortonormal completo em L*[0,1) (reciprocamente, em L? (D) ).

(respectivamente, (Vn),ey,) formam

Demonstracao. Ja foi visto que o conjunto é ortonormal. Para mostrar que é completo,
seja f € L*[0,1) tal que para cada k € N, fol f - wrd\ = 0. Neste caso, para cada

n € Ny temos que

2" —1

/f Son f dX = /f wde—Zf /f wi dX = 0.

Fazendo n — oo na igualdade acima (ja temos convergéncia em L? pelo teorema ante-

rior) obtemos

7= [ - sdu=tim [ 5 Sufdu=o
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e portanto f = 0 q.t.p. n
Lema 3.2.8. Sejan € N fizo. Para cada k € Ny defina

A =[2F,2") NN,
e, sendo (ng)ey, 08 coeficientes bindrios de n, defina

1) seny =0,
lgnk -
nd® A, sen,=1.

Neste caso,

l3 = L,Jlgnk O n FWFQO

Demonstra¢ao. Mostremos que B,, C {0,...,n —1}. Sej € B, entdo temos j € n® Ay

para algum k tal que n, = 1. Entao j = n @ m onde 28 < m < 28!, Assim, m é da

forma
k—1
m=2F+ Zmﬂi.
i=0
Portanto,
k—1
j=n®m= 2:]71Z mg| 28+ g — 1|28 + Z n;2"
=0 i=k+1
_Z|nl my| 2" + Z ni2t < 2F + Z n;2" < n.

i=k+1 i=k+1
Isso mostra que B,, C {0,...,n —1}.

Agora, dados my # mo € Aj com k tal que ny = 1, entao n®my # n®msy. Como
cada Ay tem 28T — 28 = 2% elementos, cada B, i tem exatamente ng2* elementos. Por
outro lado, os conjuntos B, (com n fixo) sdo disjuntos. De fato, os conjuntos n & Ay,

sao disjuntos pois n B m; =nE my = my = mo.

Entdo, B, = |ljeqBur tem > oonk2® = n elementos. Como
B, € {0,...,n—1} e B, tem n elementos, ndo ha outra possibilidade sendo B, =
{0,...,n—1}. O

73



Capitulo 3. Séries de Walsh

Definicao 3.2.9. Denotamos por 7, a translacao por z, isto é, para f : D — R
definimos 7,.f (y) = f (y + =) e para f : [0,1) — R definimos 7,.f (y) = f (z ® y).

Teorema 3.2.10. Sejam n € Ny, (n;);oy, 08 coeficientes bindrios de n e k € N.

k—1
Do = [[ (1 +7): (3.3)
j=0
Dy =wy Y _ny (Doers — Do) ; (3.4)
k=0
Dy =wy Y ngriDye. (3.5)
k=0

Ainda mais, sen >0 em € N € tal que n < 2™, entdo

1 1

Dy =5 (Dgm —wy) — 5 Z To-(et1)Wy ) T Dar q.t.D. (3.6)
k=0

\)

2
O resultado ¢ andlogo em D para o sistema (v5),,cy, -

Demonstragdo. Temos Dy = wy + w; = 1+ 19 €, como wqk; = rpw; para 0 < [ < 2k,

temos
2k 1 2k_1

D2k+1 = Z W + Z CUQk+l = D2k + TkDQk = (1 —+ Tk) DQk

e dai segue (3.3) por indugao sobre k. Também segue que

TkDQk = D2k+1 — ng. (37)
Pelo Lema 3.2.8,
n—1 00 o)
D= wi=) | D wi|=>m ) w
=0 k=0 l‘GBnyk k=0 an@Ak
€, COMO Wypgm = WnWm,
ok+1_q ok+1_1q 2k 1
E w; = E Wnai = Wn w; — W; (Dort1 — Dyr)
1ENDAL i=2Fk =0 =0
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3.2. Séries de Walsh-Fourier

Ou seja, a equagao (3.4) é verdadeira.
Substituindo (3.7) em (3.4) segue (3.5).

Falta demonstrar (3.6). Primeiramente, observamos que

1 1
To-(hiny Wy (T) = wy | T D et ) = Wy () wp ST

— (2,3“) wn (2) = (=1)" wn (z) q.t.p.

(1=(=D%)

Suponha entao que 0 < n < 2™. Como z = 5

para z = 0 ou z = 1, temos,

pela igualdade acima,

n 1
(1 - (_1) k)wn = B) (wn - TQ—(k+l)wn> q.t.p.

N | —

ngwn =

Dai, segue de (3.5) que

NE

D, NpWy Tk Dok
k=0
=1
= Z 5 (Wn — To- sy Wy) T Do
k=0
1 m—1 1 m—1
= éwn Z i Dor — 3 Z (7—27(k+1)wn) re Dok q.t.p.
k=0 k=0
Mas, por (3.7), EZ:OI rpDor = 2”:_01 (Dakt1 — Dox) = Dam — Dy = Dam — 1. Como
wp, = 1 em [, (0), temos, pelo Lema de Paley, que w,Dyn = Dym. Ent@o, obtemos
(3.6). O

3.2.2. Convergéncia das Séries de Walsh

Agora discutiremos a convergéncia das séries de Walsh em LP. Restringiremo-nos

por simplicidade ao sistema (w,),,cy, 10 intervalo [0, 1).

Os resultados desta se¢ao foram estudados a partir do artigo original de Paley
[14].
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Capitulo 3. Séries de Walsh

Definigao 3.2.11. Para 1 < p < oo e f € LP[0, 1), definimos os nicleos de Dirichlet
modificados por

D} = w,D,
e as somas parciais da série de Walsh modificada associada a f por
1
S'f(x) = [+ D :/ F(0)DE(t @) dt
0
Observacgao 3.2.12. Temos por 3.1.26 que
1
:/ FO) D (te ) dt
0
1
:/ f @) wn (t®x)D, (t® ) dt
/f wn (t) wy () Dy, (t® ) dt
=) [ ) (0 D0 92) dh = (0) 5 (F - 200) 0)

isto &, Sk (f) = wn - Sn (f - wn)-

Corolério 3.2.13. Sejam n € Ny e (ny),cy, Seus coeficientes bindrios. Entdo

= g (Dyerr — Dar), (3.8)
D; = mrDa. (3.9)
k=0
Demonstracao. Segue imediatamente das equacoes 3.4 e 3.5. O]

Este corolario fornece uma ferramenta muito 1til para escrever S} f em termos
de somas de Sy f. Isto é bastante conveniente pois (Sar f),y ¢ um martingal e, assim,
podemos aplicar a Desigualdade da Funcao Quadratica a esta sequéncia. Isto é o que

serd feito para demonstrar a desigualdade a seguir.

Teorema 3.2.14. Dado 1 < p < oo, existe uma constante C,, > 0 tal que, para toda
feLr0,1) e todon €N,
1Sn I, < CollfIl,-
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3.2. Séries de Walsh-Fourier

Demonstragao. Fixemos n € N. Seja g a fungao dada por
g(t)=w, (1) f (1)
e definamos (dk)keN pondo dy = Sig e

dk Sgkg SQk 1g.
(di)pen, € @ sequéncia de diferengas do martingal Syrg como na Definigao 2.2.7.
Como w? = 1, temos que f = w,g. Pela Observacao 3.2.12, S, f = S, (wng) = w,Skg.

Sendo (ny) ren, 08 coeficientes binérios de n, escolha j € N tal que ny, = 0 para k > j.

Pela equagao (3.8),
o @0)5,f (@) = Sig (@) = [ 9 Do) a

_ /0 () ng (Dyes (£ ) — Doe (¢ & 1)) dt

]~

e /0 0 (8) (Dyess (£ ® ) — Dye (t D 7)) dt

k=0

<. |

ng (Sorg () — Sor—1g (z andk (3.10)

i

o

Observamos que (Zk 0 nkdk) y € um martingal e que (nkdk)keN é a respectiva
sequéncia de diferencas. Pela Desugualdade da Fungao Quadréatica, existe uma constante

C, tal que

J % 00 %
<G, <Z Wli) <C, (Z di) : (3.11)
» k=0 » k=0 »

Aplicando o mesmo teorema ao martingal (S5x9) ey, (que é fechado por g), obtemos

Zd2 C;l

= &gl = & lwafll, = & L IF - (3.12)

>
k=0

p
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Capitulo 3. Séries de Walsh

Usando a cadeia de desigualdades (3.10), (3.11) e (3.12), temos

180 f (D)l = llwn (8) Suf (D)l < ;" Cy I £, a

p— P

Teorema 3.2.15. Para cada 1 < p < oo e f € LP[0,1), a série de Walsh Sf =
Ziozof(n) wy, de f converge em LP para f.

Demonstragao. Ja foi demonstrado que Sor f converge a f em LP. Sendo assim, temos
lim || So f — = 0.
Jim 1Sy f =[],

Seja ¢ > 0. Fixemos k € N tal que

g
Cp+1

1520 f = I, <

onde C, é a constante do Teorema 3.2.14 e n > 28 ¢ N. Como
k_ < .
Sorf () = Z?:ol f(J)wj (z), temos que

5,500 =3 ([ [ 70150 |wn ) )
S DIFIUY RUCPNONT PAE
=3 Fm)wn (@) = S f (@)

pois as funcoes de Walsh sao ortonormais. A partir disso, usando o Teorema 3.2.14,

obtemos que

150 f = fll, = 150 f = Su (S f) + Sar f = [,
< ||Snf = Sn (Sar )N, + 1520 f = £,
= 15n (f = Soe ), + 1920 = [,
< (Cp+ 1) [[Sorf = [1I,
< (Cp+1)

C,+1
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3.2. Séries de Walsh-Fourier

Aigualdade S, f—S,, (Saor f) = Sy (f — Sor f) usada acima segue da equagao S, g = gD,

que ¢ linear na funcao g. O

Observagao 3.2.16. Dadas f = Zzozof(k:) wp € LP[0,1), g = > o 0(k)wy €
L9[0,1) com 1 < p,q < oo conjugados, temos que, pela Desigualdade de Holder,

1 1 1 1
/f-gdA—/ Smf-sngdA:/ f-gdA—/ £ Shg dA
0 0 0 0

1 1
+/ f-sngdx—/ Souf - Sug d
0 0

:/ f-(g—5,9) d/\+/ (f = Smf) SngdX
0 0

< 1£11, llg = Sngllg + 11 = Sm S, [1Sngll, -

Fazendo m,n — oo, o lado direito tende a 0 devido ao teorema anterior (observe que a

sequéncia ||Sygl|, ¢ limitada pois é convergente).

Entao, pela ortonormalidade das func¢oes de Walsh, obtemos uma forma simples

de calcular a integral fol fagd:

1 1/ m
fgdh = lim
/O‘ m,n—0o0 0 Z

=0 k=0
= lim f(])@(k) ( 1%“ d)‘>
m,n—o0 ]ZO =0 /() g
= 1im S )Gk =D f (k)G K
=0 k=0

O caso f = g, isto é,

¢é conhecido como Férmula de Plancherel.
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Capitulo 4.

Multiplicadores para Séries de Walsh

Consideremos o seguinte problema. Seja o = (@), ¢y, Uma sequéncia de ni-
meros indexada pelos inteiros nao-negativos. Queremos definir um operador linear
Toa : LP[0,1) — L?[0,1), 1 < p < o0, pondo, para cada fungdo f € LP[0,1) (ver
Capitulo 3),

o0 o0
Ta(f)zTa( f(n)wn>:Zanf(n)wn.
n=0 n=0

Este operador é denominado operador multiplicador ou simplesmente multipli-
cador. Deparamo-nos com os seguintes problemas: a existéncia de tal operador, se
realmente seu contradominio é L? [0,1) e se ele é continuo. O Teorema de Multiplica-

dores que encontra-se na Se¢ao 4.3 nos ajudaré com esses problemas.

As notacoes utilzadas neste capitulo encontram-se no Capitulo 3.

4.1. Decomposicao de Calderén-Zygmund

O Lema de Decomposicao de Calderén-Zygmund é fundamental em Analise
de Fourier e Analise Harmonica. Nesta secao, apresentaremos o lema de Calderén-
Zygmund associado aos intervalos diadicos I,; (ver Defini¢ao 3.1.2). Os resultados
apresentados aqui foram adaptados de [18, 19|, onde se encontra uma decomposi¢ao do

tipo Calderon-Zygmund para séries de Walsh generalizadas.

Lema 4.1.1. Sejam z > 0 e f € L'[0,1) com || f|l, < z, f > 0. Nessas condigoes,

existem duas sequéncias de familias de intervalos diddicos (Bk)en, € (Ck)pen, que sa-
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Capitulo 4. Multiplicadores para Séries de Walsh

tisfazem as sequintes propriedades:

(]) _k, VI € B, UCy; (41)
1
—_— < .
G /fd)\ s VIeE B (4.2)
1
< . .
2 < A(I)/fcu 2., VIeC (4.3)

Se I € intervalo diddico de comprimento 27%, entao
I € By ouexistem1<j<kedleC, tais que I C J. (4.4)

Além disso, a familia C = |J,—yCr € formada por intervalos disjuntos e, sendo U =
Ll;ec I, temos
f<zqtp emU°". (4.5)

Demonstragao. Procederemos por indugao sobre k. Tomamos By = {[0,1)} e Cy = 0.
A propriedade (4.1) é clara, (4.2) segue da hipotese || f]|; < z e (4.3) é verdadeira por
vacuidade. Como [0,1) € By ¢ o tinico intervalo diddico de comprimento 27° = 1, (4.4)

também é verdadeira.

Suponhamos, agora, que ja existem familias B; e C;, 1 < j < k, de intervalos
diadicos satisfazendo as propriedades (4.1) - (4.4) e tais que U?:o C, é formada por in-
tervalos disjuntos. Vamos construir Cy. 1, By 1 de forma a preservar estas propriedades.
Tome I = I}, = [2%, Z;—,}) € By, e considere as duas metades de I que sao [y = Ij419; €
I = Ij12i41

Se ﬁ f Io f dX\ > z entao colocamos Iy em Cr,1. Observe que neste caso devemos

1 : -
ter s flo fdX <2z pois, caso contrario, como f > 0,

1 ! 1 2z
st L= g ([ rave [ 1) = g [ s 5 -

o que contradiz o fato de I pertencer a By, e satisfazer (4.2). Portanto, I, satisfaz a
propriedade (4.3). Como I € By, segue por (4.4) que INJ =0, VJ €Cj, 1 <j<ke
assim IpNJ =0, VJ € Cj, 1 <j < k. Isto mostra que UkJrl

Se, ao contréario, A(IO) ro fdX\ < z, colocamos Iy em Byy1, ja que I, satisfaz (4.2).

C; é uma familia disjunta.
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4.1. Decomposicao de Calderén-Zygmund

Fazemos o mesmo para I;. Observe que A (Iy) = A (I;) = 2=* 1 entdo (4.1) ¢

preservada. Repetimos este procedimento para cada I € Bj.

Para completar a indugao falta apenas demonstrar (4.4). Seja I um intervalo
diadico de comprimento 2~*+1 ¢ seja K o tnico intervalo diddico de comprimento 2%
com I C K. Pela hipotese de indugao, ou K € By ou existem 1 < j < k e J € C; tais
que K C J. Se existir tal J, entao I C K C J donde I satisfaz (4.4). Se, por outro
lado, K € By, entao, por construgao, I € By, ou I € Cr.1, donde, em qualquer caso,

I satisfara (4.4) (no segundo caso basta tomar J = I e temos que I C J € Ciy1).

Agora, concluida a defini¢ao por indugao, vamos demonstrar (4.5). Seja A C U¢

um conjunto A-mensuravel. Nosso objetivo é provar que
/ fdx<zA(A) = / zd. (4.6)
A A

Supondo esta equagao verdadeira e tomando Ay = [ f>z+ ﬂ N U*, temos

- [

(pois f(x) — 2z > % para x € Ay = [f >z + %] NU®). Ou seja, Ay tem medida nula;

| =

d>\§/ (f—2)dA<0
Apg

entao [f > z]NU® = [J;2,; A também tem medida nula, e isso conclui a demonstracao.

Vamos demonstrar (4.6). Suponha inicialmente que A C U° seja um conjunto
mensuravel qualquer. Seja e > 0 dado. Entao existe V aberto em [0, 1) para a topologia
usual ou diadica tal que A C V e A(V) < A(A) +e. Por 3.1.5 (c), podemos escrever

V' =|;e4 ! para alguma familia A enumeravel e disjunta de intervalos diddicos.

Podemos supor que I N A # () para cada I € A (se nao for assim, definindo A’ =
{Te A INA#D} eV =|],cu 1, ainda temos V' D Ae A(V') <A (V) < A(A) +¢).
Seja I € A e seja 27% = X (I). Temos entdo que I NU¢ D I N A # (); em particular,
I ¢ J para qualquer J € C; com 1 < j <k, pois, caso contrario, terfamos I C U. Por
(4.4), concluimos que I € By. Logo, por f > 0 e por (4.2),

/fdAgZ/ fdAgZ/fdAgZz)\(I):z)\(V)<z()\(A)+g).

IcA IcA IcA

Como ¢ ¢ arbitrario, devemos ter [, fd\ < zA(A). Isso estabelece (4.6). O
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Capitulo 4. Multiplicadores para Séries de Walsh

Lema 4.1.2 (de Decomposicao de Calderon-Zygmund). Sejam =z > 0 e
f = (fa)nen € L, [0,1) (ver Definicio 1.4.4) com || fll,,, < 2. Entao existem g,b €
Lll2 [0,1) onde f = g+b e uma cole¢io C de intervalos diddicos disjuntos que, denotando

U = |jec !, satisfazem as sequintes propriedades:

lg@)l, < 2= g.tp. em [0.1): (47)
191110, < 11, 5 (4.8)
b(z)=0, VeeUS (4.9)
/bd/\ =0, VIeC (4.10)
I

0l
2 < —— fll,. dx <2z, VI €C; 4.11
Y (I) T H ng ( )
1fll,, <z qtp. em U". (4.12)

Demonstragao. Aplicando o Lema 4.1.1 a fungao || f||,,, obtemos a colegao C = (J,—, Ck

e as propriedades (4.11) e (4.12). Definamos, para cada n € N

G = faxve + (ﬁ [ dA) xf

IeC

bn = fn— gn e sejam b = (by), oy © 9 = (gn)pen- Neste caso, para cada I € C,

[ gndX = (ﬁ [ fa dA) MNI) = [, fudX, € gulye = fulye, donde seguem (4.9), (4.10)
e que, para x € I € C, |g,(x)] = I) |[; fadA] < (11) J;1fal dX. Portanto, pela
Desigualdade de Minkowski para Integrais (aplicada ao espaco Il = L? (N, P (N), k)

onde k é a medida da contagem em N), se z € [ € C,

(L ([reo) wo)
< 21 /(/fn >2d)\(x)

L/Hful dr < 2. (4.13)

‘ -

>

lo @l = |57 [ £

l2

>

>/

A ultima desigualdade segue de (4.11). Por outro lado, para x € U¢, de (4.12) conclui-
mos que [|g (z)][,, = [[f (2)][,, < 2 e portanto, juntamente com a desigualdade acima,

demonstramos (4.7).
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4.2. Limitacao do Operador Sf = (S, f,)

neN

Agora, usando a defini¢do de g, e (4.13), obtemos que

1
/0 lgll,, dx = / loll, A+ / lll, d

Iec
1
< [ Wy a3 [0l ix= [ 151, ax
ve rec /1 0
e, assim, demonstramos (4.8). O

4.2. Limitagao do Operador Sf = (5,.f,)

neN

Definiremos um operador S sobre as fungoes de LZ e nosso objetivo entao sera
mostrar que este operador tem norma finita em Lf; para 1 < p < oo (em particular,
que S leva funcgoes de Lf; em Li). Isto serda usado para demonstrar o teorema de

multiplicadores do tipo Marcinkiewicz da proxima secao.

As referéncias para os resultados desta segao sao [18, 19].

Definigao 4.2.1. Seja f = (fn),en € Ly, [0,1). Definimos os operadores S e S* pondo

Sf = (Snfn)neN e S*f = (S'rtfn)nEN
(ver Definigbes 3.2.2 e 3.2.11).

Lema 4.2.2. O operador § € do tipo fraco (1,1).

Demonstracao. Devemos mostrar que existe C' > 0 tal que, para toda f = <fn>n€N €
L}, [0,1),
S, < Clifllg, -

Considere f* = (wnfn),en- Pela Observagao 3.2.12, S*f* = (S; (wWnfn))pen =
(WnSh (fn))peny donde [S*f*]u2 = [Sf]lh. Também ¢ claro que ||f*||1,l2 = ||f||1,129

portanto, basta mostrar que

(5" F ], = sup A IS 71, > 2]) < CHIF My, -
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Capitulo 4. Multiplicadores para Séries de Walsh

Para tanto, vamos mostrar que
IS Ny, > 2] < CHUF L,

donde seguira o resultado tomando o supremo em z > 0 do lado esquerdo.

Fixemos z > 0. Se [|f*|,,, > 2, entdo, como A [IS*f*[l,, > 2] < A[0,1) =1,
segue que
S My, > 2] <2 <1 gy s

e nao nos resta nada a demonstrar.

Supondo entao que || f*||,,, < z, decomponha f* = g+ b como no Lema 4.1.2,
Pela Desigualdade de Minkowski em Iy e pela linearidade de 8*, [|S*f*[|,, < [|S*gll,, +

|S*0]|,, - Pela desigualdade que se encontra na Observagao 1.4.13 (para p = 1),

Al > 2 <2(5) A ISl > 5] +2(5) A IS, > 5] (14)

Entao basta limitar os dois termos do lado direito por || f*||, -

Primeiro o termo da esquerda. Seja  gr = WnGn. Escrevamos
g =000 (K we e gn = S0y n (k) wi. Pela Observacio 1.4.14 e pela Formula
de Plancherel,

z

2 &
(5) 21501, > 5] < 80 <%0l = || D (5" 0
2

-3 [ sy =3 [ (Zp?(mw) 0

=Zi(ﬁ<k>)2£22<gﬁt<k>)2
= /0 (Zgﬁ(lf)wk) d\ = (g2)% dX

o0 1
_ / S g2dr= / loll, lgll, dA.
0 n=1 0
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neN

Dai e das desigualdades (4.7) e (4.8) (Lema 4.1.2),

z

9 . - 1 1
(3) 2159l > 3] < [ ol gl 3 <22 [ gl ax
0 0

=2z Hg||1,12 < 2z Hf”l,lz )
isto é,

z . z
s gl > 5] < 411, (4.15)

Agora, limitemos o termo da direita em (4.14). Sejam U e C como no Lema
4.1.2. Como U = | |, I, pela desigualdade (4.11),

MWFE}MDSZfWMMZLWMMSWMf

leC IeC

Supondo que [[|§*b]|,, > 2] C U, temos que

z . z A (U
S [istel, > 2] < A <

N | —

Vamos demonstrar que [[|[S*b]|, > 2] C U para obter a desigualdade acima.

Para isto, mostraremos que, dados x € U¢ e n € N, S*b, () = 0. Neste caso, como

z > 0 por escolha, z € U¢ = x ¢ [||S*b]|,, > %], donde segue que [||S*b]|,, > 5] C U.

Pela equagao (3.9), pelo Lema de Paley e como t @ z € I, (0) se e somente se

t € I, (x) (ver demonstracao do Teorema 3.2.6),
by () = / b (1) D% (10 2) dA (1)
_ / ) (i nary (£ @ ) Dy (t @ x)> dx (1)
= anrk (x) /0 by, (t) 1 (t) QkX[k(x) (t) dX(t)
= N 2Fnrs (x b, (t)r dX (1) . 4.17
> () [ @Ot () (4.17)

Fixemos k € N. Seja I € C tal que I NI (x) # 0. Como I e I (x) sdo intervalos
diadicos, ou I C Iy (z) ou Iy (x) C I (ver Definigao 3.1.2). Mas, se I (z) C I, temos
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x € I (x) € I C U, o que nao pode ser pela escolha de x. Logo, I NI (x) # ) —
I C I} (x). Portanto,

Li(z)= T (x)nUyu  |J UnL@)=@@nUuyu [(J I

IeC; INIy (z)#0 IeC; ICIi(x)

e estas unides sio disjuntas. Para I C I} (x), o comprimento de I é no maximo 2~ *+1).

Pela Definicao 3.1.3 (das fung¢oes de Rademacher), segue que rp é constante em I.
Denotando o valor de 7, em I por r (I) e observando as equagoes (4.9) e (4.10) do
Lema 4.1.2,

/ bn<tm<t>dx<t>:/ b (£) i (£) dA (2)
Iy () In(z)NU*®
£ 3 [monag

I1eC; ICTy(x

= ) rk(])/lbn(t)d/\(t)zo.

1€C; IC I (2)

Substituindo em (4.17), temos S’b, () =0, Vn € N e assim S*b = 0.

O resultado desejado segue com C' = 9 substituindo as desigualdades (4.15) e
(4.16) em (4.14). O

Teorema 4.2.3. Para cada 1 < p < oo, § é do tipo forte (p,p).

Demonstragio. Seja f = (fu),en € Ly, [0,1). Primeiramente, o caso p = 2. Cada f,
pertence a L?[0,1), logo fr, = > 1oy ]/C; (k) wg. Pela Formula de Plancherel (Observagao
3.2.16),

oo n—1 N
ISFI,, = / Z (Sufa)? dh =557 Fo (k)
n=1 k=0
o R 1 o0
S WACEY I WA CA T
n=1 k=0 0 n=1

donde segue o caso p = 2.

Como a norma L? fraca ndo ultrapassa a norma L (ver Observagao 1.4.14), S é

do tipo fraco (2,2). Pelo Lema 4.2.2, S também ¢ do tipo fraco (1,1). Entdo podemos
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aplicar o Teorema de Interpolagao de Marcinkiewicz e concluir que S é do tipo forte

(p, p) qualquer que seja 1 < p < 2.

Para o caso final 2 < p < oo, vamos usar um argumento de dualidade. Sejam
q o conjugado de p e g € Ly, [0,1) tal que lgll,., = 1. Como 2 < p < oo, temos que
1 < ¢ <2 donde S ¢é do tipo fraco (¢, q). Logo existe C;, > 0 tal que

15914, < Callgllys, = (4.18)

Escrevamos ¢, = Y 1, Gn (k) wy,. Pela Observacao 3.2.16,

/01<Sf,g>l2dA=/01 (fj(sn ) ir = Zif

n=0

- /01 (i fn (Sngn)> d)\ = /01 (f,Sg), dA.

Dai, pela Desigualdade de Holder (Teorema 1.4.10) e por (4.18),

1
[ tsran, dA] -

Finalmente, pelo Teorema 1.4.11 (I é espago de Hilbert),

1

.50, dA\ <1l 1Sl < Call ]

1
||Sf||p,l2=sup{ [ 1.0, dx';geL;g [o,1>,||g||q,,2:1}soq||fr|p,l2. 0

Observacao 4.2.4. Vamos calcular as constantes A, que podem ser obtidas para o
teorema anterior. Seguindo a demonstragao deste teorema, a do Teorema de Interpola-

¢ao de Marcinkiewicz e usando a constante C' = 9 obtida no Lema 4.2.2, obtemos que

ISFI,,., < Ayl £1l,,, onde

1

(4_1?-1-]%)5 se l <p<2,
se p =2,

1
A p_ se 2 < p < oo.

O problema ¢é que A, nao ¢ limitada para p — 2. Isto ¢ facilmente remediavel,

uma vez que ja temos este resultado. Como S é do tipo forte (p,p), S também é do
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tipo fraco (p,p). Podemos escolher um r > 2 (por exemplo, r = 3) e usar o Teorema de

Interpolagao de Marcinkiewicz (com s = 1 e r = 3) e obter que [|Sf][,,, < B, | fll,,,

onde )
8pA3 18p \ P 5
B _ <37P+E sel<p<3
=
A, seg§p<oo.

Pode ser possivel obter melhores constantes escolhendo-se r e s mais adequa-
2pAY 25pA§>
r—p pP—Ss

demonstracao do Teorema de Interpolagao ou até mesmo do Teorema de Riesz—Thorin.

damente (na tentativa de minimizar ou utilizando outras versoes da

4.3. Teorema de Multiplicadores

Nesta segao, apresentaremos o Teorema 4.3.3, que ird responder as questoes
apresentadas no inicio do capitulo. Mais especificamente, se a sequéncia o = (a”)neNo
dada satisfaz a condigdo de Marcinkiewicz, dada por (4.19), entdo T é um operador

linear bem definido e limitado (e portanto continuo) de L” em LP.

O teorema de multiplicadores do tipo Marcinkiewicz foi demonstrado por W.-S.
Young em [17] para séries de Vilenkin-Fourier. A demonstragao ¢ baseada no Teorema

de Multiplicadores de Marcinkiewicz para séries de Fourier, que encontra-se em [5].

Notacao 4.3.1. Para f € L* [0,1), n1,ny € N com ny < ng e k € Ny, denotamos

no—1

Sm,ngf = Z f(k)wk = San - Snlfa

k=n1
f0)wy sek=0,
Sgk71’2k se k > 1.

dy.f =

Observe que dj, f ¢ a sequéncia de diferencas do martingal (Sox f), en,- Denotamos por df
1
a sequéncia (dyf),cn, € Df = (Xpey (dkf)Q) * = ||df|],, a fung@o quadratica associada

a este martingal.

Notagao 4.3.2. Considere uma sequéncia o = () € RY. Denotamos

n€Ng

Apa = Qi — Q.
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4.3. Teorema de Multiplicadores

Teorema 4.3.3. Dado 1 < p < 00, para qualquer sequéncia o = (a”)neNo que satisfaca

2k—1
lan| < M, Vn € Ny, > |Asal < M, Vk €N, (4.19)

n=2k-1

onde M > 0, existe um operador Ta : LP — LP do tipo forte (p,p) definido por
Ta(f) =322, anf (n)w, para toda f € LP. Mais precisamente, existe uma constante

D, > 0 independente de o tal que, para qualquer f € LP,
[T (), <MDy ||, -

Demonstracao. Como L? N LP é denso em LP, basta mostrar a desigualdade para f €
L?>N LP. Seja entao f € L?> N LP. Temos que Taf € L? pois

Tapl =302 (Fm) <2230 (Fm) = 22113,

Pela Desigualdade da Fungao Quadrética aplicada aos martingais (Sor (T'af)),cn, ©

(Sok (f))pen,» existem constantes Cp, e ¢, que satisfazem

ITa (A, < ColID (T (M, 1D DI, <" IFI,-

Portanto, basta mostrar que existe constante B, tal que

ID (T (f)), < MBy[|Df][,,- (4.20)

91



Capitulo 4. Multiplicadores para Séries de Walsh

Seja k € N (note que k£ > 1). Temos que

2k 1 2k 1
de (To(f) = Y onfmw= > an(Soetpurf — Soer,f)

n=2k—1 n=2k—1
2k 1 2k 1

= Z anSZk—l,nJrlf - Z ans2k_1,nf
n=2k-1 n=2k-1

2k_1 2k_2
m=n-1 Z anSQk717n+1f - Z Oém+152k717m+1f

n=2k—1 m=2k-1_1

= Z CYnSQk—17n+1f
n=2k-1
2k—1
— | agr—1 32k71,2k71f + Z Ozm+152k71,m+1f — 042165216717216]0
2k—1
= Z (an—oan)SQk_l,an—l—agkdkf
n=2k-1
2k—1
= > ou|Anal Syt i f o+ aedyf
n=2k-1
2k—1 ) )
= > (onldnal?) (180l Sper i f) + adf

n=2k—1

+1 se A,a <0,
onde o,, =

-1 se A,a > 0.

Aplicando a Desigualdade de Schwarz, temos

2
i (Ta ()< | D 1Ana D 1Ave] (Soe-rinf)” |+ lase] ldif],
n=2k-1 n=2k—1
1
2k_1 ) 2
<M [ Y Al (Se-rppaf) |+ M |dif]
n=2k-1
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4.3. Teorema de Multiplicadores

Também temos

|do (Tex ()] =

wo‘<M’f Wo’—M|dof’

Usando as duas desigualdades acima e a Desigualdade de Minkowski em le,

concluimos que

1D (T (), = [[(dTex (f)) e,

1
2k 1 2
1 2
S M2 Z ‘Ana’ (SQk—l’n+1f) _'_ M deHp,lg
n=2ok—1
2 keNlip 1y
1
o 2F-1 2
1 2
= M-:= Z Z \Ana| (Sgk—17n+1f) + M HDpr :
k=1 n:2k—1
p
Entao
1
1D (T (), <Mz, + M| DS, (4.21)
onde
co 2k-1 2
2
I = Z Z |Ana| (SQk*17n+1f)
k=1 p—ok-1

Para cada n € N, seja k, € N tal que 2*~1 < n < 2k Definamos ¢, =
\Analé dy, [ e também g; = 0. Entao

n+1
Sni1 (Gnt1) = |Ana|® Spya (di, f) = [Ana|? Z Q) wj = |Anal? S2kn*1,n+1f-
j:2kn—l
Logo,
co 2F-1 ) % o'} ) %
I = Z Z |Ana| (S2k—1,n+1f) = (Z |Ana| <S2kn—1,n+lf) )
k=1 pn=2k-1 n=1

= (Z n+1 gn+1 > <Z ngn > = HSngz :
n=1
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Capitulo 4. Multiplicadores para Séries de Walsh

onde g = (gn)en-
Pelo Teorema 4.2.3, existe A, > 0 tal que

1

2

110, = 1Sgll,., < Apllgll,., = A (Z |Anal (dknf)2>
n=1

P
0o 2k 1 2
=4 > Awal | (dif)?
k=1 \n=2k-1
P
o0 3
< M2 A, (Z (dkf)2> = M2 4, |Dfl,,
k=1

donde, substituindo em (4.21), obtemos
1D (Ta (M, < (MA, + M) |[Df],

e assim (4.20) fica demonstrado com B, = A, + 1.
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Capitulo 5.

Entropia de Multiplicadores

Desde a introdugao do conceito de entropia por Kolmogorov em 1930, foram
feitos varios estudos para obter estimativas sobre as entropias de conjuntos e funcoes.
Este termo esta relacionado com quantidade de informacao. Aqui vamos estudar as
entropias associadas aos operadores multiplicadores cuja existéncia é garantida pelo

Teorema de Multiplicadores na Segao 4.3.

5.1. Entropia

Introduziremos nesta secao as defini¢oes de e-entropia e ntimero de entropia,
entre outras, incluindo varios resultados que as relacionam entre si. Uma referéncia
para os resultados desta segao é [13]. Algumas das demonstragoes serdo omitidas, elas

encontram-se nesta referéncia.

5.1.1. e-Entropia

Nesta subsecao, consideraremos um espaco de Banach X com a norma denotada

por |||, A C X e e denotara um niumero positivo.

Notagao 5.1.1. Dado = > 0, denotamos, por simplicidade, logz = log, = (isto é, o

logaritmo de = na base 2).
Definig¢ao 5.1.2. Seja P = {xy,...,2,} C X, n € N.

(a) P é dito ser uma e-rede de A (em X) se, para cada y € A existir 1 < i < n tal
que ||y — ;|| < € (equivalentemente, se A C |J;_, B [z;,€]).
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

(b) Os pontos de P s@o denominados e-separados e P ¢ dito um conjunto e-separado

se, para 1 <i < j <n, [|z; —zj|| > e.
Observagao 5.1.3. Algumas observagoes que seguem diretamente da definigao:
(a) Uma e-rede de A nao ¢é necessariamente formada por pontos de A.
(b) Quando A é compacto, sempre existe uma e-rede de A para qualquer valor de e.
(c) Uma e-rede também é uma o-rede para qualquer § > ¢.
(d) Um conjunto e-separado também é J-separado para qualquer 0 < 6 < e.

Defini¢ao 5.1.4. Denotamos por N, (A, X) = N, (A) o menor valor para n € N tal

que existe uma e-rede de A contendo n pontos. A e-entropia de A é definida por
H. (A7X> =H. (A) = log V. (A> :

Defini¢ao 5.1.5. Denotamos por M. (A, X) = M. (A) o maior valor para m € N tal
que existem m pontos e-separados pertencentes a A. A e-capacidade de A é definida

por
C. (A, X)=C.(A) =logM. (A).
Defini¢ao 5.1.6. Uma e-rede de A com V. (A) elementos é dita ser uma e-rede minimal.

Um conjunto formado por M. (A) pontos de A e-separados é dito um conjunto e-

separado maximal.

A proposigao a seguir relaciona a e-entropia com a e-capacidade, tornando equi-

valente o estudo para obter estimativas de cada uma delas.

Proposigao 5.1.7. Dados A C X compacto e ¢ > 0,
My, (4) < N. (4) < M. (A).

Demonstragao. Para a desigualdade da direita, considere um conjunto {z1,...,x,} e-
separado maximal em A (isto é, n = M. (A)) e y € A qualquer. Entao, por defini¢ao,
{z1,...,2,,y} ndo pode ser um conjunto e-separado, donde deve existir 1 < i < n tal

que ||y — z;|| <e. Assim, {z;,...,2,} é¢ uma e-rede de A, donde N, (A) < n.

Agora, para mostrar que M. (A) < N.(A), sejam {y1,...,¥n} um conjunto
2e-separado maximal e {z1,...,2,} uma e-rede minimal. Usando a defini¢ao de e-
rede, considere a fungado ¢ : {y1,...,ym} — {x1,...,2,} que, para cada y;, toma

(arbitrariamente) um z; tal que y; € B [z, €].
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A fungdo ¢ ¢ injetora. Se nao fosse assim, tomando y; # yi tal que ¢ (y;) =

¢ (yx) = z;, teriamos, pela desigualdade triangular,
1y — el < llys — zill + Nl — el e 42 = 2¢,

o que contradiz a hipotese de que {y1,...,yn} € um conjunto 2ec-separado. Como ¢ é

injetora, Ms. (A) =m <n = N (A). O

Proposicao 5.1.8. Seja X um espaco vetorial tal que X € completo com respeito a
duas normas, |||, e ||l,, onde, para todo x € X, ||z||; < ||z|l,. Denotemos por
Xi=(X,||]l;), i =1,2. Sejam A C B C X ee > 0. Entdo

H&‘ (AyXl) S HE (BaX1>7 Ha (AaXl) SHS (AaXQ)

Demonstracao. A primeira desigualdade é verdadeira pois qualquer e-rede de B também
é uma e-rede de A. Agora, tomemos P uma e-rede de A em X5. Entao, dado z € X,
existe a € P tal que ||z — al|, < e. Em particular, ||z —al|; < ||z —a|, < €, ou seja, P
também é uma e-rede de A em X;. Como isso é verdade para qualquer rede, temos a
segunda desigualdade. O]

5.1.2. Naimeros de Aproximacao

Nesta subsecao, considere dois espagos de Banach X e Y.

Defini¢ao 5.1.9. Denotamos por L (X,Y) o espago vetorial das fungoes lineares limi-
tadas (que sao continuas) de X em Y. Dada u € L (X,Y), definimos

[ull L x vy = sup {llu (@) lly 5 [lofly =1}
Notacao 5.1.10. Usamos a seguinte notagao para o posto de u, onde u € L (X,Y):
posto (u) = dim (u (X)) .

Defini¢ao 5.1.11. Seja u € L(X,Y). Para um k£ € N dado, definimos o k-ésimo

numero de aproxrimacao de u por

ar (u) =1inf{|jv —u||; v € L(X,Y), posto (v) < k}.
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Proposicao 5.1.12. Sejam X, Y e Z espagos de Banach, u,v € L(X,Y) e w €
L(Y,Z). Entao

(a) llull = ax (u) = az (u) = --- = 0.
(b) ars—1 (wou) < a(w)a (u), Vk,l € N.

(¢) ari—1 (u+v) <ag(u)+a (v), Yk, 1 € N.

5.1.3. Naimeros de Entropia

Consideremos um espago de Banach X com norma |-||.

Definigao 5.1.13. Dado A C X, o k-ésimo nimero de entropia de A é definido por
er (A) = ey (A, X) =inf {e > 0; N. (A) < 2"},
Para v € L (X,Y), definimos o k-ésimo numero de entropia de u pondo
ex (u) = e (u(Bx [0,1]), X).

Observagao 5.1.14. O conjunto {5 > 0; N (A) < 2’“*1} é sempre um intervalo da

forma (ey (A),00) ou [ex (A),00) por consequéncia de 5.1.3(c).

Proposigao 5.1.15. Suponha que X € um subespaco de Y, A C B C X e a € R.
Entao, para cadan € N,

(@) enr1 (A, X) < e (A, X)),
(b) e, (aA, X) =|ale, (A, X).
(c) en (A, X) < en(B,X).

(@) e (A,Y) < e, (4, X).
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Demonstragdo. (a) segue de N, (A) <21 = N_(A) <2". Agora
en (@A, X) = inf {e > 0; N. (ad) < 2"}

2n71
:inf{8>0; aA C U By [zi,e]; 21, ..., xon— GX}

i=1
2n71
T; €
=inf<e>0;, AC UBX =i a1 €X
o Leldl

2n—1
:inf{(ﬂa\ >0; AC U Bx [Yi,0]; Y1, -+, Yon—1 EX}

i=1

= |Oé| €n (A7X) )
donde segue (b). (c¢) vem de N, (A) < N, (B). Finalmente, Bx [z, | C By [z, €] implica
(d). O

Proposicao 5.1.16. Dados X, Y e Z espagos de Banach, u,v € L(X,Y) e w €
L(Y,Z), temos

(@) l[ull = ex (w) > e () >+ > 0.

(b) €11 (wou) (w)

(% (&)
(c) ey (u+v) <ep(u)+e

IN

(u), Vk,l € N.
1 (v), VEk,l € N.
Definigao 5.1.17. Seja u € L(X,Y). Dizemos que u é uma fungao linear compacta

se u (Bx [0,1]) é compacto.

Devido a similaridade entre as caracteristicas dos niimeros de entropia e dos
nameros de aproximagao (comparar proposi¢oes 5.1.12 e 5.1.16), podemos indagar se

existe uma relagao entre eles. A resposta parcialmente afirmativa é dada em seguida.

Teorema 5.1.18. Considere uma fungao linear compacta w € L(X,Y) onde X e Y

sao espacos de Banach.

(a) Se, para algum ¢ > 0,
agi (u) < cagi+ (u), Vj € N

entao existe C' > 0 tal que

e; (u) < Caj(u), VjeN.
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(b) Considere uma sequéncia decrescente (o) de nimeros positivos e ¢ > 0 tal

neN
que

Qgi+1 < cagj, V7 € N.

Nessas condigoes, existe C' > 0 tal que

sup aje; (u) < C sup aja;(u).
1<j<n 1<j<n

Finalmente, temos um resultado que relaciona e-entropia com ntmeros de entro-
pia. Uma comparacao entre as duas defini¢oes nos leva a pensar que elas sao aproxima-
damente uma inversa da outra, de forma que H. (A) é aproximadamente n — 1 sempre
que e, (A) é aproximadamente ¢, e vice-versa. O teorema a seguir coloca esta relagao

em termos mais precisos.
Teorema 5.1.19. Para A C X wvalem as implicagcoes

n—1<H.(A) <n = e1(4) <e<e,(4), (5.1)
eni1(A) <e<e,(A) = n—1<H.(A) <n. (5.2)

Demonstra¢ao. Vamos mostrar (5.1). Por hipotese, temos que n — 1 < H. (A) < n, o
que significa que 2"7! < N, (A) < 2". Por um lado, N, (A) < 2" implica que

ent1 (A) =1inf {6 > 0; N5 (A) < 2"} <e.

Por outro lado, 2"' < N.(A) implica que & nao pertence ao conjunto
{6 > 0; Ns (A) < 2"} ou seja, € < e, (A).

Agora  verifiquemos  (5.2). Como e, (A) > £ segue que
e ¢ {0>0; Ns(A) < 2" '} (por ser menor que o infimo deste conjunto) donde N, (A) >
2"~ e portanto H.(A) > n — 1. Por outro lado, e, (A) < e implica que ¢ €
{6 > 0; N5 (A) <27}, logo H. (A) < n. O

5.2. Estimativas para s-Entropias

Nesta secao apresentaremos varios resultados com respeito as entropias de mul-

tiplicadores. Primeiramente estudaremos estimativas de multiplicadores em espacos
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de Banach quaisquer e entao aplicaremos estes resultados para estimar entropias de

multiplicadores de séries de Walsh.

5.2.1. Multiplicadores em Espacos de Banach

Fixemos para esta subse¢do uma sequéncia o = (ay,) keNo de niimeros reais nao

nulos. Definimos o multiplicador T'av : X — X associado a esta sequéncia por
o0
Ta(zx) = Z 0T LCL-
k=0

Além disso, vamos supor que T« estda bem definido, isto é, a série acima converge em
X para cada = € X e, ainda mais, vamos supor que T'a € L (X, X). Vamos considerar

o problema de estimar a s-entropia de T'av.

Uma referéncia para os resultados desta subsecao é [16].

Notagao 5.2.1. Suponha que X possua uma base (base de Schauder) enumerével
(ék)pen, fixa e, para cada z € X, escolhamos (zp),cy, € R de forma que z =
Y peoZreg. Fixemos m € N. Denotemos por X, = [eo,...,€n_1] 0 subespago li-
near gerado por €g,...,€n_1, Pm : X — X, a proje¢ao canonica p,, (z) = ZZL;OI TLek
e, por simplicidade, B,, [z,r] = By, [z,r]. Identificamos X, com o espago R™ através

da aplicacao ¥, : R™ — X, definida por

3
L

¢m (:L‘oaxla-'wxm—l) = TCk -
0

B
Il

Em X, consideramos a medida \,, (medida imagem) induzida pela medida \,,, de Lebes-
gue em R™. Para um conjunto A boreliano em X,,, definimos A, (4) = A, (¢! (A)).

No que segue, denotamos \,, por An,.

Notagao 5.2.2. Fixado m € N, denotamos por 7™« (ou simplesmente T'«) o operador
de R™ em R™ definido em = € R™ por

T"a (x) = v, (Ta (U () = (Zo, - - -, W1 Tm—1) -
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Definicao 5.2.3. Para cada m € N, definimos as sequéncias

0 se0<n<m, () a;l se0<n<m,
al™m™) =

o, sem<n. 0 se m < n.

ozglm’“ =

Lema 5.2.4. Dado um conjunto B C R™ \,,-mensurdvel (onde \,, é a medida de

Lebesque em R™ ),

m—1
Am (Ta(B)) = A (B) [ lewl -
k=0
Demonstracao. Pela formula de mudanca de variavel em R™,

Am (Ta(B)) = /m XTa(B) (%) dAy ()

_ / xrags) (Ta(y)) [det (J (Ta))| dh (y)

Como T« é fungao linear, J (T'«) é a propria matriz associada a Ta, isto &,

[ ap 0 - 0 |
0 :
J (TO[) = . “ )
: 0
0 -+ 0 a1
ou seja, det (J (Ta)) =[] ax. Substituindo na equagio acima, temos

An (T (B)) = (ﬂ |ak|) [ (Ta ) dn )

k=0

- (ﬂ |ak|) [ xn () dxn )

k=0

m—1
A (B) T lew! - O
k=0

Teorema 5.2.5. Dado € > 0,

m—1
H. (Ta) > sup (—m loge + Z log |ak|) :

meN E—0
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Demonstragao. Se A C B, entdao H. (A) < H.(B). Logo
M. (Ta) = H. (Ta (Bx [0,1]) > He (Ta (B, 0, 1))

e assim basta mostrar que H, (Ta (B,, [0,1])) > —mloge 4+ Y27 log |au|.

Considere uma e-rede minimal {y"), ..., y®} de Ta (B, [0,1]) (isto é, com p =
N, (T (B, [0,1]))). Neste caso, Tae (B, [0,1]) € Uy, Bm [y, €]. Pelo Lema 5.2.4,

m—1

A (B [0,1]) [T el = A (Tax (B 0,1]))

< Z Am (B [y(k), e]) = pe" A (B [0, 1])

e portanto

N (Ta (B [0.1) =p 2 = ] ] loul.

Extraindo o logaritmo dos dois lados da equacgao, obtemos

m—1

He (Ta (B, [0,1])) > —mloge—i—Zlog\ak\. O

k=0

Teorema 5.2.6. Supondo que oy, # 0 para cada k € Ny, temos que, para cada m € N,

Alpmll -
Ho, (To)rem(Ta) (Ta) < m log ——— + log |a|
N (T'a)+Cm (Te) nm (T)) kz:%
onde ,
Cm (TO() = ||T()é(m’+) ) T (TOZ) = HT()((m’_)|X ‘
Demonstragao. Usemos a notagdo A,, = Ta o p, (Bx[0,1]). Vamos mostrar que

B [0,m,] C A,,. Primeiramente observamos que, para x € By, [0, 7,,], temos que

[Tat™ ) @)|| < |Tat™ 2| lzll = n5," ]l < 1,
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e assim Ta(™7) (z) € Bx[0,1]. Como Tal™) (z) € X,,, entdo p,, (Ta™) (z)) =
Ta™7) (z). De x € X,, segue que Ta!™ ™) (x) = Ta~! (). Portanto,

v=Ta(Ta " () =Ta (pm (Ta(m”) (2))) € Tavo pr, (Bx [0,1])
e a relagdo B, [0,m,,] C A, fica estabelecida.
Consideremos agora a 1,,-casca de A,, em X,,, isto é, o conjunto

[Am]nm = U B [y 1]

yeAnL

e tome z € [A,], . Entao existe y € Ay, tal que z € By, [y, ), isto &, ||z — y[| < npm.
Tome x = z — y. Entao ||z| <y, ou seja, © € By, [0,1m,] C A,,. Por outro lado, A, é

convexo, donde segue que

z x+y
- = € A,
2 2
e portanto z € 2A4,,. Em outras palavras, acabamos de mostrar que [Am]nm C 24,,.
Finalmente, tomemos um conjunto 7,,-separado P = {y(l), e ,y(Q)} maximal

em A,,. Em particular, este conjunto é uma 7,,-rede de A,,. Pelo que acabamos de

mostrar, temos que

LqJ B, [y(j), n_m} C [Am],, C 2An.

Agora, as bolas B,, [y(j) "m] sao duas a duas disjuntas; de fato, se existisse w €

B,, [y(i)7 %r] NnB,, [y(j), Im | para i # j, teriamos

°F,
o

99 =59 < 0 = wl] + o = 2] < 2% =,

o que contradiz P ser um conjunto 7,,-separado. Entao, pelo Lema 5.2.4, temos que

o 5ul0)= 3 (5 19 25]) 2o (U o0, 2]

< A (2T 0 pyy (B [0, 1)) = 2" (9 (B [0.1])) T Jo
< 2™ ™ A (B [0.1) T leve]-
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A ultima desigualdade segue da relacao p,, (Bx [0,1]) C By, [0, ||pm||]. Logo,

mml

4HpmH
H e

e assim

Mnm<Am>=1ogq3m(1og ”p’””) Zlog|ak|

Escolha um ¢ € Tar (Bx [0,1]), t = Ta (u). Entéo

donde segue que ||t — py, (8)]] < || Tat™D|| |Jull = n |l < Gn. Como pr, () € Ay e P

¢ uma 7,,-rede de A, tomando y@ tal que ||py, (t) — y|| < 1, temos
[t =y <1t = po Ol + [P (&) = || < G + D1

ou seja, P é uma (¢, + nm)-rede de Ta (Bx [0, 1]), donde segue que

m—1

Hip(Ta)+¢m(Ta) (Tar) < log g < m log n”ﬂ + Z log || - O

(Ter)

Observacgao 5.2.7. O célculo da e-entropia de um multiplicador somente é relevante
quando pudermos fazé-lo para e arbitrariamente pequeno. Entao, para o teorema acima,
devemos supor que 1, (T'a) + ¢, (Ta) — 0 quando m — oo. Isto implica em particular

que «,, — 0 quando m — oo, pois

(n (Ta) = HToz(m”L)H > ‘Toz(m’ﬂ ()| = |oum] -

5.2.2. Multiplicadores de Séries de Walsh

Nesta subsecao, estudaremos o problema de estimar a entropia dos multiplica-

dores estudados no Capitulo 4.

Os resultados desta se¢@o foram obtidos de uma adaptacao de [1].
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

Defini¢ao 5.2.8. Considere uma sequéncia o = () ap, # 0 e m € N. Definimos

n€eNp?
2k 1 2k—1
Br = Z |Anal, Ve = Z Ay,
n=2k—1 n=9k—1
2k 1 2k 1
D S I P D
n=2k—-1 n=2k—1

1

onde A, = g — ay, Apa™ = &;Jlrl — 04;1 e as sequéncias am) e a(™=) 30 como

na Definigao 5.2.3.

Notagao 5.2.9. Por simplicidade, usamos as notagoes LP = LP[0,1) e
v ={reriifl, <1} =B 0]

No que segue, a = (ozn)nENO serd uma sequéncia satisfazendo as hipdteses do
Teorema 4.3.3 tal que «,, # 0, ¥n € Ny e também tal que «,, — 0 quando n — oo (ver
Observagao 5.2.7).

Teorema 5.2.10. Seja 1 < p < oco. Entao, para quaisquer m € N e C, &, > 0,

m—1
Qp
He-1e, (Ta (UP), LP) > m logC + Z log ’5—‘
n=0 m
Além disso, supondo que existe N > 1 tal que
sup 3" < Nsup ||, supy™ <N sup o, '], (5.3)
i€Np n>m i€Ng 0<n<m-—1

entao existem constantes A, > 0 e B, > 0 tais que, para m € N,

m—1

Hotysupyoslond (T (UP) LP) Sm B, + Y log-
n=0

lnf(]gngm—l |an| .

|O‘n|

106
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Demonstracao. A partir do Teorema 5.2.5 com € = C~1&,,, obtemos

m—1
Heg, (Ta(UP),LP) > —m log (C7'¢n) + Z log ||
k=0
m—1
=m logC —m log (&n) + Z log | oy
k=0

m—1
=m logC + Zlogf—“.

n=0
Para a estimativa superior, considere, como no Teorema 5.2.6,

-1

(m (Ta) = || Tal™")

;o m (Ta) = HT@(m’_)|x ’

onde X, é o espago linear gerado por {wy, ..., wn_1} e ||T|| denota a norma de T como

operador de LP em LP.

Por hipoétese, valem as desigualdades

|| < sup || < N sup |ay,
n>m n>m

2k 1
Z ’Ana(m’”’ < sup Bi(m) < N sup |a,|, Vk € N.
k1 i€Ng n>m

Assim, podemos aplicar o Teorema 4.3.3 & sequéncia o™ com M = Nsup,,, |ax|
para concluir que
C(n (Ta) = HTa(m’J“)H < ND, sup |ay| . (5.4)
n>m

Observamos também que

\a;mv‘)\g sup !a;WSN sup ’a;ll

Y

0<n<m-—1 0<n<m—1
2k—1
Z ‘Ana(m’_)‘ < sup %(m) < N sup |oz;1{ , Vk e N.
n—ok—1 i€Np 0<n<m-—1
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

e aplicando novamente o Teorema de Multiplicadores & sequéncia a(™~) com M =

N SUPg<p<pm—1 |0y, '], concluimos que

mat (Ta) = || Ta™ )| || < |[Ta™ || < ND, sup a3,
m 0<n<m-—1

Mas, para cada 0 < n < m — 1, temos que w, € X,, e HTa(m”) (wn)Hp =
e, wnll, = |y, '] Logo supge,<m—1 lay | < HTO‘(m7_)|XmH' Portanto,

1
| ) |
ND, ociih,y [0nl St (Te) < inf  fan]. (5.5)

Segue de (5.4) e (5.5) que
Nm (Ta) + (o (Ta) < NDpsup || +  inf oy,
n>m 0<n<m-—1
< ND, sup |ay| + [atm-1]
n>m

< A, sup |ay|

n>m—1

onde A, = ND, + 1. Portanto, pelo Teorema 5.2.6 e por (5.5),
Hayoup,zp sl (L (UP), L) < Hyp (a4 gu(ra) (T0)
S
m log ( [ S > Z log |a|
Mim

m log (AN D, ||Si||) —m log < inf ]an|>

0<n<m—1
m—1
+ Z log |ay|
k=0

m—1

< mB, —i—Zlog

IN

IN

[

lnfO<n<m 1 ’C(n|

onde B, = log (AND,sup,,cy [|Sm]) € [[Sm|l é a norma do operador S, : L?[0,1) —

LP[0,1) que é uniformemente limitada pelo Teorema 3.2.14. O

Corolario 5.2.11. Sejam dados 1 < p < g < oo tais que 1 < p < oo oul < g < o0

oup=1eq=oc. Considere também (O‘n)neNO com o, # 0 para cada n € Ny. Entao,
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5.2. Estimativas para ¢-Entropias

para quaisquer m € N, C' e &, > 0,

m—1
Horg,, (Ta(U7), L) > mlogC + Y log |(§_"|
n=0 m
Além disso, se valem as inequagoes em (5.3), existem constantes Apg > 0 € Bpg > 0

tais que, para todo m € N,

m—1

HAP"? SUPp> -1/ (TO( (Uq) ) Lp) < me,q + Z lOg :
n=0

lnfogngmfl ’an‘ ‘

||

Demonstragdo. Primeiro verificamos que, como p < ¢, temos que ||-||, < ||-||, e portanto
U9 C UP. De fato, sejam f € L9 e r o conjugado de ¢/p. Pela desigualdade de Holder,

Jur < sl Wevly =1 (f10 an) = ([ ar)’

donde obtemos o resultado elevando os dois membros & poténcia %.

Consideremos o caso em que 1 < p < oco. De |[|-[|, < [|-[|, e da Proposi¢do 5.1.8
segue que

Here, (To(UP), L) > Horg, (Ta (UP), LP) .

Por outro lado, U? C UP e a mesma proposigao implica que

Hapsup,s_slonl (T (U?), LP) < Haysup,s_ylan) (T (UP), LP) .

Agora, no caso em que 1 < ¢ < oo el <p<gq, usando que U? C UP temos que
He-1e,, (Ta (UP), L) > He-1e,, (Ta (U?), L7)
e por |||, < ||-]l, temos também que
Ha

(Ta (UT),LP) < Hy (Ta (UT), L7).

a4 SUPp>m—1an] aSUPy>m—1an]
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Finalmente, para p = 1 e ¢ = 00, temos que

He-e,, (Ta (UY),L®) > Hemrg,, (Ta (UY), L?)
> Heg, (Ta (U?),L?),

HA2 SUPp>m—10n] (Ta (UOO) le) < HAz SUPy, >y — 1] n| (TOé (U2) ’Ll)
< HA2 SUD,, > —1 || (TO( (UQ) ’LQ) :

Para concluir, basta aplicar o teorema anterior. O

O resultado a seguir é 1til para limitar as sequéncias B,gm) e y,im) como é necessario

para aplicar o corolario anterior.

Proposicao 5.2.12. Fizem € N e escrevam =27 +r, 0 <r < 2/. Para cada k € Ny,

B < o] + sup B, (5.6)
i>j+1
y,gm) < ‘oc;f,l‘ + sup ;. (5.7)
1<i<j+1

Se a sequéncia o = (o) for positiva e nao-crescente, entao, para cada k € Ny,

n€eNg

B < 20, (5.8)
%(fm) < 204;1_1. (5.9)

Demonstracio. Se k < j, paran < 28 — 1 temos n +1 < 28 < 27 < m, donde
Apamt) = aﬁjﬁ’f) —a!™ =0-0=0. Por outro lado, se k > j+1en > 28! temos

n > 281 > 27+ > 97 4 = m, ou seja, Apal™) = a1 — ay, = Ano. Portanto

2k 1 .
0 sek<y,
B = 3 |Ana™)| = / (5.10)
n—2h-1 B sek>j+1

Suponha que r = 0. Observamos que n > 2/ = m implica que A,a™1) = A, «, donde

segue que
20+1_1

B = Y 1Al = B, (5.11)

n=27
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Por outro lado,

211

B = D" [Anatm )|

n=2J-1
27 -2
= Z }Ana(m’H} + ‘Agj,la(m’+)|
n=27—1
—0+ ‘ag,gnvﬂ — ™D =l (5.12)

Agora o caso r > 0. Paran <2/ — 1, temos n + 1 < 2/ < m, ou seja,

27 -1
B = 3" | A =0, (5.13)
n=27—1
Também temos que
20+l 1
J+1 - Z |Anam+
n=27
m—2 27411
= Z |Ana(m’+)‘ + |Am_1a(m’+)| + Z ‘Ana(m’Jr)‘
n=2J n=m
] 21+l 1
=0+ |am|+ Y 1Ana] < || + B (5.14)

Observe que, em qualquer caso, a desigualdade (5.6) segue de (5.10) a (5.14).

No caso particular em que « for positiva e nao-crescente, temos que

2/+1 1
=3 |Anal™?|
nT:jJ 20+1_1
= Z ’Ana(m’ﬂl + |Am_1a(m’+)| + Z ‘Ana(m’”‘
n=2J . n=m
=04 a, + Z — 1) = 20 — i1 < 20, (5.15)
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e
2k 1 2k 1
Br = Z |Aya] = Z (Cn — Qpy1) = Qor—1 — Qg1 < Qg1
n=2k—1 n=2k—1

Aplicando esta desigualdade nas inequagoes (5.10) a (5.13) e (5.15), obtemos (5.8).

Se k < j, paran < 28 —1 temos n + 1 < 2F < 27 < m, donde A, am") =

all) —alm ) = ol —agt = Ayamt. Por outro lado, se k> j+1 e n > 2871 temos
n > 281 > 27+ > 97 4 = m, ou seja, A, M=) = afﬁ’f) — oz,(qm’_) = 0. Portanto
2l Ve sek <]
= 3 fatn = | 510
n—ok—1 0 sek>j+1.
No caso r = 0, para n > 2/ = m, temos que A,a(™™) =0, ou seja
27+t
%(Ti = Z }Ana(m’_)} =0. (5.17)
n=27

Também temos que

271

W= 3 [Awatm)|

n=2J-1
27 -2
= Z | A, 2™ ] 4 [Agi_yal™)|
n=2i-1
21 -2
= > A+ 00ty | <+ gy (5.18)
n=2J—1

Se, por outro lado, » > 0, quando n < 2/ — 1, temos que n+1 < 2/ < m, o que implica

que
271 -1

R N PN (5.19)

n=27-1
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Além disso,

2711
SR S

n=2J
m—2 2711

= 3 18] [Apaa I+ Y A
7:)1:_2; n=m

= JAna + oty | +0 < i+ onty |- (5.20)
n=27

A desigualdade (5.7) segue das inequagoes (5.16) a (5.20).

Agora, para o caso em que « ¢é positiva nao-crescente, temos que

27411
W=D (At
n=27
m—2 9i+1_1
_ Z 20|+ | Ay 0™ + Z |Apalmo)|
n=2J n=m
m—2
- Z (i —o ) +a +0=0a,' —ay' + o0 <20, (5.21)
n=2J
e também que
2k 1
’yk - Z (O[T:-il-l - a?’:l) = a;kl - a;kl_l S Oé;kl.
n=2k-1

Finalmente, a inequagao (5.9) segue desta tltima desigualdade, das desigualdades (5.16)
a (5.19) e de (5.21). O

Observagao 5.2.13. A proposicao anterior sugere que, no Coroléario 5.2.11, as condi-
coes
sup Bi(m) < N sup |a,|, sup %(m) <N sup ‘a;l‘

i€Ng n>m i€Ng 0<n<m-—1

podem ser substituidas por

sup B; < N sup |ay sup % <N sup o'
1>2j+1 n>m 1<i<j+1 0<n<m-—1
ou ainda por
-1
Br < N o, e < N |agd].
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Suponha que « seja positiva e nao-crescente. Neste caso, as condi¢oes do Corolério
5.2.11 sao satisfeitas por consequéncia das desigualdades (5.8) e (5.9). Ainda mais,

tomando &,, = |Qm—1|(= sup,>,, 1 |axs|), obtemos o resultado a seguir.

Corolario 5.2.14. Sejam dados 1 < p < g < o0 tais que 1 <p < oo ou 1l < g < o0 ou
p=1eq=o00. Sea, for positiva e nao-crescente em n, entdo, para quaisquer m € N
e C'>0,

m—1

Herq,, , (Ta(UP), L) > mlogC + nz_; log o:i: (5.22)
e existem constantes A,, > 0 e B, 4 > 0 tais que, para todo m € N,
m—1
Haygom (T (UY), LP) <mB,, + Z log Oé(:énnf (5.23)

n=0
5.2.3. Estimativas Inferiores para Entropia de Multiplicadores

Ja estudamos estimativas inferiores para a entropia de um multiplicador T'ar de
LP em L9 quando 1 < p < ¢ < oo (exceto p =g =1 e p =g = o0) na subsegdo prece-
dente. Nesta subsecao, iremos estudar, a partir do raciocinio usado em [1], estimativas
inferiores para o caso geral, isto é, para quaisquer 1 < p,q < oo. Para isso, bastara
obter estimativas inferiores para p = co e ¢ = 1 e aplicar a Proposicao 5.1.8 para obter

0S outros casos.

Observagao 5.2.15. Identificaremos o seguinte espago linear

n—1
Fn = [W07- .. ,wn_l] = {ij+1wj; (fL‘l,. .. ,fL’n) S Rn}
j=0

com o R™ a partir da fungao J, : R” — F,, onde J, (x1,...,2,) = Z’;& Tjw;. Para

cada 1 < p < oo ex e R” definimos

[l gy = I In ()],

Observe que ||| 4 = [ll;, (ou seja, [|-[|5) ¢ a norma euclidiana). Denotamos por

simplicidade By, (a,7) = B(Rn ) (a,r) = {x R |lz —all, < 7"} e analogamente
Il (p

B, la,r] = B(R",H-Il(p)) [a,7]. B (a,r) denotam as bolas em R" com respeito & norma

L.

114



5.2. Estimativas para ¢-Entropias

Definicao 5.2.16. Sendo E um espago vetorial de dimensao n e u : R* — E um
isomorfismo linear, o subconjunto u (B{; [0, 1]) de E ¢é dito um elipsoide. Dado V C R"
convexo, denominamos por elipsdide de John o elipséide &y, de volume maximo contido

em V.

Lema 5.2.17. Paran e N el <p <2,
SB&)[OJ] = By [0,1]. (5.24)

Demonstragao. Seja © = (xg,...,x,_1) € R" e fixe k € {0,...,n — 1}. Entao
n—1

1 1
||37||(1):/ Z%’Wj d)‘:/
0 5% 0
1n—1
/ijijkd)\
(—

n—1

E T W Wy,
=0

dX

> = |z

pois as fungoes de Walsh sdo ortonormais e portanto ||z > maxo<r<n [zx], 0 que
implica que
By [0,1] C [-1,1]".

Sabe-se, entretanto, que &y 1» = BJ [0, 1] = B}

(5 [0,1] (ver [7, p. 75]) e assim

Exy 0] C Err = By [0,1]. (5.25)
Por outro lado, para 1 < p < 2, temos que H.H@) > H.H(p) > ”.H(l)7 ou seja,
By [0,1] C B, [0,1] C B [0,1].
Logo, como B, [0,1] ¢ um elipsoide,
(& [0,1] C EBZ‘Q) 0,1] & 53&) 0,1 C 53?1)[0,1]- (5.26)

O resultado segue por (5.25) e (5.26). O
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Definicao 5.2.18. Seja X um espago de Banach e seja p > 2. Se existe uma constante

C, (X) > 0 tal que, para quaisquer m € N e () € X™ temos que

0<j<m

1

(Z_: H%H’S()p <G (X)/O irj () zy]| dA(t)

onde 7 sao as funcoes de Rademacher, dizemos que X tem cotipo p com constante

Cp (X).

Observagao 5.2.19. Se 1 < g < 2 entao L%[0,1) tem cotipo 2 com constante
Cy (L9]0,1)) < 22 (ver [11, p. 73]).

Lema 5.2.20 (Teorema 2 em |2, p. 321]). Seja K um conjunto convezo, centralmente
simétrico, limitado e absorvente em R". Seja ||-|| a norma definida pelo funcional de
Minkowski de K (ver Defini¢io 1.5.4). Se X = (R™,||-||x) tem cotipo 2 e C' = C5 (X),

entao existe uma constante B absoluta tal que

< (BC (logC)")" . (5.27)

Lema 5.2.21 (Teorema 1 em [2, p. 320]). Seja K um conjunto convexo, centralmente
simétrico, limitado e absorvente em R™. Nessas condicoes, existe uma constante abso-
luta d tal que

Ao (K) - Ay (K°) > d" A2 (B&) [0, 1]) : (5.28)

Lema 5.2.22. FExiste uma constante ¢ > 0 tal que, para todo n € N,

(B 0.1])) .
(B 0.1])

Demonstragao. Pela Observacao 5.2.19, L'[0,1) tem cotipo 2 e assim pela definicdo

de cotipo segue que (F,, ||-||;) e também (Jn_l (Fh), H'H(1)> tém cotipo 2. Tomamos
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K = B}

(1) [0,1] e temos que ||-[|;x = [|-[|4)- Por (5.28), (5.24) e (5.27), obtemos

(B 0.11)) M (Bp,[0.1) )
A (Bg) 0, 1]) N

A (B, 0,1))

o n/\n<gK) d "
N 7 (Bcaogc)“) | -

Lema 5.2.23 (|9, p. 14]). Seja X um espago vetorial normado e A um subespaco de

X. FEntao, para cada x € X, temos que

inf [z — ully =sup { £ (2); £ € A%, |l <1}

onde X* € o dual de X, isto €, o espacgo vetorial dos funcionais lineares continuos com
a norma usual e A+ = {f € X*; f(z) =0, Vx € A}.

Lema 5.2.24. Paran € N et € F},,
inf ||t — ol = ||t :
¢1€r}% H (bH H ”J((BZLI)[O’H) )

onde F- = {¢ € LL[0,1); [l ptdr =0, Yt e Fn}.

Demonstragdo. Sejam k € N tal que n < 2¥ e 9, a o-élgebra gerada pela familia
{Ik,i; 0<i< 2’“}. Dada f € Fy, temos que E[f|Qk] = Sorf = f q.t.p. (ver demons-
tragao do Teorema 3.2.6), e assim Fy: é o conjunto das fungdes Qp-mensuraveis. Seja
isto ¢, X = L*([0,1), Qx, ). O espago
dual X* de X & um espaco vetorial com a mesma dimensao que X, isto &, 2¥. Pelo
Teorema 1.4.6, a operagao de L' ([0,1), O, A) em X* dada por g — &, € X* onde

X o expaco vetorial Fye com a norma |||,

& (f) —/0 fgd

¢ um monomorfismo (isto é, um homomorfismo injetivo) isométrico. Como
LY([0,1), O, \) e X* tém ambos dimensdo 2¥, este monomorfismo ¢ um isomorfismo.
Entao podemos identificar L' ([0,1), O, A) com X*.
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Seja A= X NF+ = |w,,...,wy_4]. Temos que A & subespaco vetorial de X e

1
AL={£€X*;€(f):0,vfeA}:{geFZR;/ gfd)\:O,erA}:Fn,
0

Pelo lema anterior, temos que

1
/ tz d)\‘ . (5.29)
0

inf ||t — = su
¢€A|I Ol S

Por outro lado, dada ¢ € F-, pela Desigualdade de Hélder,

1
/ tzd/\‘ =
0

para toda z € F,, N U Por (5.29) e (5.30), segue que

/ <t—¢>sz] < - ol (5.30)

1
inf ||t — < inf ||t — = su tzd\| < inf ||t — .
It~ oll < inf = oll = sup | [ 2r| < int e ol

pEF: 2€F,NU!

Pela Formula de Plancherel, para qualquer y € R”, f% I (y) dX = <J*1 (3) ,y>.

1
/ tzd)\‘
0

= inf {7’ > (0; sup

zeF,NU1

Portanto,

inf [t —¢|. = sup
S | I 2EF,NUY

1
/ t~zd)\‘ < 7’}
0
Lt
/ - Jn(y) d)\‘ <1
A
(5 (7)) <1
yeBy,[0.1] r
) IR’ n o
= inf {7’ >0; J,! (;) € (B(l) [0, 1]) }

A (C) .

ye€BR,[0,1]

= inf {r >(0; sup
(1)

= inf {7“ >0; sup

Teorema 5.2.25. Suponha que o = (Qn),cp, € RN com oy, # 0 Vn e que existam

ue {-1,1} es €[0,1) tais que 0 () = 2% = u - wy, (s) para cada n. Entdo existe

lan |
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uma constante A > 0 (independente de «) tal que, para m € N e quaisquer C,§,, > 0,
Hac2¢, (Ta(U®), L") >mlogC + = Zl

Demonstracao. Considere um ¢ > 0 a ser escolhido posteriormente. Seja K C R™
um conjunto qualquer e {xl, o TNL(K) } C R™ uma e-rede minimal de K quando
N.(K) B

consideramos R™ com a norma euclidiana ||-[|,). Entdo K C J;5," B, [, €], ou seja,

A (K) < N2 (K) €™\ (B 0,1))

e portanto

1
N (K) > (5.31)

o (B )

Tomemos K =T |oz\% ((B("f) 0, 1]) > onde
1k 1 1 1
T )2 (21, ... 2p) = (]&0\2 xy, | |? e, .o |t |? :L‘m> :
isto &, J, (Tm |oz|% (:L‘)) = T|a|% (Jm (x)) onde T|0z|% ¢ o multiplicador associado a

sequéncia |oz|% = <|ozn]%> . Pelo Lema 5.2.4,
n€eNg

An (T ol (B 0,1))°)) = H\az i (0.1)%).

Usando essa relagao na desigualdade (5.31) e aplicando o Lema 5.2.22

1w (Tl (B 0.)))

N (Tl (B 0.1)7)) = A (Bg”) 0, 1])

I s ST << 0.1]))
“E R ()

c\™ 1
> (&) ot
=0
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

Tomando N = M. (K), temos que, pela Proposi¢ao 5.1.7,

N =M. (K) > N. (K) > (g)mﬁ\ai\?

Pela definicao de N, existe um conjunto {Tm |a|% (y1) ..., T™ |a|% (yN)} e-
separado maximal em K onde y; € (BE’{‘) [0, 1]) para ¢ = 1,...,N. Tomemos V =

Jm<<B("f) [O,l]) ) CF.,0<60<let;,=0J,(y) parai =1,...,N. Para cada
i=1,...,N, temos que t;/0 € V, ou seja,

||ti||v =py (t;) <6 <1.
Além disso, para i # j, temos que

|7 1?8~ 1)

|, = 0|7 lot® (5 — )

> fe. 5.32
" (532)
Como ||t;]l;, < 1, pelo Lema 5.2.24 existe ¢; € F- tal que [[t; — ¢;]|,, < 1 e assim
tl' — (bl c UOO Deﬁnindo fz = TOé (tz — gbz) (§] SO@J' = %(tl — ¢z) — %(t] — ¢j)7 temos
fi € Ta(U®) e llpijll < 51t = dilloo + 5 11t — il < 1.

Agora, considerando oo = (o,) para q.t.p. = € [0,1) temos que

Toa(pig) (2)] = Do () Pig (k) wi (2)

= > s (k) w () wa ()

=D % (k)w (s + )

= |pij (s +2)] <l <1,
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ou seja, T'oa (p; ;) € U™. Pela Desigualdade de Holder e pela Observagao 3.2.16,

1= £l = s — £l T (@) (o)l
1
z/(ﬂ—ﬁ%TamH%ﬁdk
0

— /0 Ta(2p;;) - To(a) () dX

=23 g (B) o (o)) 7 ()
=23 (I} 7 ()

Temos que t;,t; € F,, e ¢;,¢; € F- donde t; —t; € F,, e ¢ — ¢; € Far. Logo,
T|oz|% (ti—tj) € F, e T|Oz|% (¢; — ¢;) € F;: e consequentemente T|0z|% (ti —t;) e

T |oz|% (¢; — ¢;) s@o ortogonais. Portanto, usando a inequacao (5.32),

=il =5 [ (Tt -6)) arve g [ (Tlalt 6= 0)

1 1 2 1
= HT|a|2 (ti—t3)| > 50%*.

Definindo § = %10252, as fungoes f1,..., fn € Ta (U™) sao 2(-separadas na norma de

L']0,1). Isto, juntamente com a Proposi¢ao 5.1.7, implica que

Ny (Ta(U®),L'[0,1)) > Myg (T (U*),L'[0,1)) > N > (g)m H ] .

1

Escolhendo e = &£ e A = 16°¢?, obtemos 8 = 102¢*C ¢, = AC 2, e dai

m—1 % m—1 4 %
=0 67—2,1 i—0 S™
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

Portanto,
||

En

m—1
. 1
Hac-2e, (Ta(U®), L") > mlogC + 3 HZ:O log
O

Corolario 5.2.26. Para quaisquer 1 < p,q < 00, nas condi¢oes do teorema anterior,

m—1
1 ||
Hac—2e, (Ta(UP), L) > mlogC + 5 nEO log e (5.33)

Demonstragao. De ||||; < ||-[|,, U> C U? e da Proposigao 5.1.8 segue que
HAC—ng (TO( (Up) y Lq) > ,HAC—%m (TOé (Up) s Ll) > /HAC’—%m (TOé (Uoo) ,Ll) .

Para completar, basta aplicar o teorema precedente. O

5.3. Aplicacoes

Daremos em seguida uma motivacao para os exemplos que serao apresentados

nesta secao. A derivada usual de uma uma funcao pode ser dada em termos de sua

série de Fourier. Mais especificamente, se f (z) = >, °° _ aze™™® é de classe C™ 1 [0, 2rr),
onde n € N, entao
o0
J @)=Y (k) are™
k=—o00

Fixado um 1 < p < oo, definimos a n-ésima derivada diddica (ver [15, p. 39]) de uma

fungao f € LP[0,1) de forma analoga, pondo
a"f=> k'f (k)w
k=0

quando a série acima convergir ao menos em ¢.t.p. Supondo que f (0)=0ed"f €
LP0,1), tomando g = d" f temos que

F=Y kT (k)wy = kg (k)w, =Tv™"g
k=1 k=1
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5.3. Aplicagoes

onde definimos v~ = (k V)keNo para qualquer v € R. Assim, o conjunto Tv~" (U?)

¢ formado pelas funcées f € LP[0,1) que sao n-diferenciaveis com [|d"f|, < 1. Ao

n

estimar a entropia do operador Tv~", estaremos estimando a entropia do conjunto

Tv="(UP).

Fixemosy > 0e (0 < r < 1. Como o primeiro termo da sequéncia v~ é nulo, para
4 (2) — (9—7k"
keNg © também p'v = (2 )keNo'

Vamos aplicar as estimativas para e-entropia obtidas nas subsecoes anteriores para estas

o resto desta se¢do consideramos Y = ((k+1)77)

sequéncias.

Notagao 5.3.1. Dadas f,g: X — [0,00) onde X é um conjunto qualquer, denotamos
f(z) < g(z) (respectivamente, f (z) > ¢g(z)) quando existir uma constante C' > 0
tal que f(z) < Cg(x) (respectivamente, f (z) > Cyg(x)) para todo x € X. Também
denotamos f (x) < g (z) quando f (z) < g(z) e f(z) > g(x).

5.3.1. Estimativas para o Multiplicador 7 p("

Lema 5.3.2. Para cada n € N seja

Co = An—i—BZlog (F) :
k=1
onde A e B sdo constantes positivas. Entao
G <X .

Demonstracao. Temos que

n L=

= An—i—B’yZ(logn—logk)

k=1

= An + By (nlogn—Zlogk) )

k=1
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

As somas de Riemann inferior s, e superior S,, da funcao log relativamente & partigao

{1,2,...,n} sdo dadas por

n—1 n—1 n
= (logk) (k+1—k) =) logk =) logk—logn
k=1 k=1 k=1

1
Sp=> (log(k+1)(k+1—k Zlogk-Zlogk

1

3
|

e
Il

respectivamente. Assim, como

v 1 v Inx 1 1
logtdt = — Intdt = —_— = — 1 - —
/1 o8 1112/1 " x(m 1n2> (gw 12)
temos que
1 " -
n(logn——) —/ logtdtSZlogk
In 2 1 pt
n 1
§/ logtdt—l—logn:n<logn—ﬁ>+logn.
1

Logo, multiplicando a desigualdade acima por —1 e somando nlogn,

n
— —1 <nl — 1
o ogn < nlogn Z oghk < — 1112

e assim, como logn < n/2In2 para todo n > 1, temos que

nlogn — S 1
21 nilogn Zogk_ln2

Portanto, (nlogn — Y ,_, logk) < n o que demonstra o resultado. O

Teorema 5.3.3. Se 1 <p<qg< o0 sao tais quel <p<oocoul<g<oooup=1e
q = 00, temos que
Ho (T (U9), 1) < 73 (5.34)

ex (TpW (U9, LF) < k7. (5.35)
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Ainda mais, para quaisquer 1 < p,q < 00

H (T (UP), L9) > >

e (T,u(l) (UP),L9) > k™.

(5.36)

(5.37)

Em particular, se 1 < p < q < 00 satisfazem 1 < p< oo oul <g<oooup=1e

q = 00, temos que

er (T (U, LP) < k7.

Demonstracao. Suponha que p e g satisfazem as condi¢oes da primeira parte do teo-

rema. Aplicando o Corolario 5.2.14 & sequéncia "), obtemos, por (5.23), que

n_'y

%Ap’qm*”/ (Tlu(l) (UQ) ) Lp) S me,q + Z lOg
n=1

m=
Pelo Lema 5.3.2 segue que

Ha, m— (T (U9), LP) < Cym
e, tomando € = A, ;m™7, obtemos

Ho (T (U9, L) < Ce™n

para todo 0 < ¢ < A,, (o maior valor possivel para ¢ é dado quando m

1),

e (5.34) fica demonstrado. Tomemos k € N e seja ¢ = C7 (k—1)""7. Temos que

H. (TpV (U?), LP) < k — 1. Portanto, por (5.1) temos que
ex (TuM (U, LP) < epin (T (UY), LP) < ¢,

onde n é tal que n — 1 < H. (Tp) (U?), LP) < n, e assim obtemos (5.35).

Suponha, agora, que 1 < p,q < co. Tomando &,, = m~" no Corolério 5.2.26,

temos que
n_fy

1 m
Hoac—2m (Tp™ (UP), L) > mlogC + 3 ﬂ; log

m=7
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

e assim, pelo Lema 5.3.2, segue que existe ¢ > 0 tal que
H (Tp® (UP), L9) > ce™>

para todo 0 < ¢ < AC™2. Fixemos um k € N e seja e = ¢ (k —1)"". Por (5.1), como
H. (T (UP), L) > k — 1, obtemos

€k (Tﬂ(l) (UP),L9) > ¢

donde segue (5.37). O

5.3.2. Estimativas para o Multiplicador 7'p(%

Lema 5.3.4. Para cada n € N, seja

n 2—’Ykr
6= an s 5 o (G )
k=0

onde A >0 e B > 0 sdao constantes. Tomando € = C277" com C > 0 constante, temos
que existem uma constante d > 0 (que depende somente de A, B, C, v er) eng € N

tais que, para todo n > ny,

_1 _ 1+l
< r ! v ,
& < By (r—i—l) (logg —i—d) (5.38)
e
_1 r _ 1+1
£ > By v <r+ 1) (loge™ +1logC) 7. (5.39)

Demonstracao. Vamos mostrar que para constantes a > 0, b > 0 e ¢ > 0 temos que

L b4\t
ar'™r +brr +cx <a <x + il C) (5.40)
a

para qualquer z > 1. E claro que podemos considerar a = 1. Como 0 < r < 1 e

1+ (b+c)at > 1,

1
(1+(b+c) x_1)1+7' >1+br " +ex ' >1+br ' +exr,
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5.3. Aplicagoes

1+1/r

donde, multiplicando por = , segue a desigualdade desejada.

Temos que

n 2_,7191”
&= An+ BZIog (2wr)

k=0

:An+sz(nT—kr)

k=0
= An + By (n”l =Y k) . (5.41)
k=0

Considere as somas inferior s,, e superior S,, da funcédo g (t) = " relativamente a partigao

{0,1,...,n}. Como g (t) é crescente, temos que
n—1 n
Sn= > K (k+1—k) =) K —n
k=0 k=0
e
n—1 n n
Sp=> (k+1) (k+1-k) =) kK => K
k=0 k=1 k=0
Logo,
nr—H n n
= t"dt < S, = k"
n nrJrl
—sn+nT§/ trdt+n" = +n".
0 r+1

Multiplicando a desigualdade acima por —1 e somando n", obtemos

nr+1 n n7‘+1

7‘> ro_ k,r>_ .
T+1+n >n kz:; 2

Substituindo em (5.41), obtemos

An + By ((#) n“rl) <&, < An+ By ((T—T——l) 4 n”) .
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

Seja n = log (C/¢), ou seja, n = v~ Y/™n/". Entdo

_1 r 1 _1 1
By™r <r+ 1) Nt 4+ Ay <&, (5.42)
€
_1 1 _1 1
& < By (r+ 1) n e+ Ay + B, (5.43)

Por (5.42) e por A > 0, temos que

1 r C H—%
B~yr log — <&,
) () s

Escolhendo a = By~ /" (%), b= Ay™'/" e ¢ = B em (5.40) e substituindo em (5.43),

r+1
obtemos o
1 r C b\
< By log =
< By <r+1)(0g5+ a)
e a desigualdade 5.38 segue com d = logC' + (b + ¢) /a. O

Teorema 5.3.5. Sejam 1 <p<g< oo taisquel <p<owoul<qg<ocooup=1e

q = oo. Entao

S =

H (Tp® (UP), L) >y~ (Ti 1) (loge™")"* (5.44)

T

ex (Tu® (UP), L) > 27kt (5.45)

onde F, , = 7?11 (1 + %) . Além disso, existe D,,, > 0 (dependendo somente de p, g,
v er) tal que, para todo m € N,

He (Tu® (U), 1) <5~ (T+ ;

) (loge™ + DM)H% (5.46)

T

ex (Tu® (U7, LP) < 27 i, (5.47)

Em particular, temos estimativa exata para a ordem dos niumeros de entropia quando

1<p=gqg< o0, isto €,

e (Tu® (UP), LP) < 27k,
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Ainda mais, existe constante D > 0 absoluta tal que, para quaisquer 1 < p,q < 00,

1 .
(Tu® (UP), L9) >~~~
He (T (U7), L) 2 57 <T+1

) (loge™ — D) R (5.48)

ex (Tu® (UP), L) > 27277 Fr k7T (5.49)

Demonstra¢ao. As estimativas para e-entropia dadas por (5.22) (com C' = 1), (5.23) e
(5.33) (com C' = 1) sdo da forma

n 2_,Ykr
Aln + Bl Z IOg (Q’YnT)

k=0

para € = 1277 onde A,, By e C, sao constantes positivas. Aplicando o Lema 5.3.4,
obtemos (5.44), (5.46) e (5.48) (tomando D = log A onde A é a constante de (5.33)),
respectivamente. Sejam fz : (0,00) — (0,00) e gz : (0,00) — (0,00) dadas por

_1 r _ 141
fz(e)=Byr (r—i—l) (loge 1+Z) tr

1 1

gz (k) =272 [B=1(1+1)x]

.
T
Y

com Z € R fixo. Fazendo k = f (¢), vemos que
. 1+1 g1 1
(loge —Z) T =By <1+—> K,
r

ou seja,

r

1 r+1
loge™ =y <B_1 (1 + ;) /@') + 7

r

£ = 2722_7m(371(1+%)'{) rH =gy (/ﬂ'/) .

—_

e assim

Portanto, gz o fz (¢) = ¢. Analogamente, vemos que fz o gz (k) = x, donde gz = f, .

Tomemos B =1e Z =0. Sejam k € N e e = gy (k). Pela desigualdade (5.44)
para B =1,
He (Tu® (UP), L) > fole) =k >k — L.
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Capitulo 5. Entropia de Multiplicadores

Seja n € N tal que n — 1 < H. (Tu® (U?),L?) < n. Entdo k —1 < n—1. Por (5.1),
temos que

ex (Tp® (U?), L) > e, (T (U?), L) > € = go (),

donde obtemos (5.45). Analogamente, tomando B =1, Z = D,,, A = A,, e ¢ =
9p,, (k — 1), pela desigualdade (5.46) temos que

H. (Tp® (U9, LF) < fp,, () <k —1.

Assim,
er (Tu® (UY), I¥) <& = gp,, (k)

e portanto obtemos (5.47). Finalmente, para B = 1/2e Z = —D, segue da desigualdade
(5.48) com € = g_p (k) e de (5.1) que

e (Tp® (UP), 1Y) <& =g p (k)

e assim obtemos (5.49). O
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