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Introducao

Quando consideramos uma variedade riemanniana (M, g) com uma estrutura
Spin podemos definir naturalmente o fibrado de spinores S e o operador de Dirac
D sobre este fibrado. Um resultado bastante importante, originalmente obtido
por Bochner, é a relacao existente entre o operador de Dirac e o laplaciano,
V*V, de S. Esta relagdo é conhecida como férmula de Weitzenbock, e envolve
a curvatura escalar R de (M, g),

1

Esta expressao nos mostra que, para variedades com curvatura escalar sem-
pre positiva, os auto-valores do operador de Dirac nao podem ser totalmente
arbitrarios. Se R > 0 para todo ponto de M, podemos usar o fato de que V*V
é um operador positivo para concluirmos que se A é um auto-valor do operador
de Dirac, entao A deve satisfazer

1
2> -

onde Ry denota o minimo de R sobre M.

Porém esta cota inferior ndo é étima. Friedrich [7] mostrou que é possivel
encontrarmos uma cota inferior melhor. A idéia para refinarmos a cota dada
pela formula de Weitzenbock é considerar uma deformacao da conexao de S
usando a estrutura natural de médulo de S sobre a dlgebra de Clifford de M,
Cl(M). A partir desta deformacao consideramos os operadores associados a
conexao deformada e as relagoes entre os mesmos, o que permite obtermos a
estimativa

sl o p (3)
4n—1

onde n é a dimensao de M. Esta cota inferior é 6tima no sentido de existir uma

classe bastante grande de variedades para as quais a mesma ¢é atingida.

A cota inferior acima é obtida apenas supondo que (M, g) seja uma variedade
riemanniana compacta com curvatura escalar positiva. Porém quando consider-
amos uma classe mais restrita de variedades esta cota inferior pode deixar de ser
6tima. Por exemplo, se consideramos apenas variedades de Kahler, é possivel
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mostrar’ como faremos na se¢ao (2.3), que a cota inferior obtida por Friedrich
nao pode ser atingida.

Para obtermos uma cota inferior para variedades de Kéhler, devemos mod-
ificar a deformagao da conexao considerada por Friedrich de modo a levarmos
em conta a estrutura complexa da variedade (M, g). Este tipo de deformagao
foi abordada por Kirchberg [12], que obteve a seguinte estimativa

In+2

A2 > Ro (4)
Para a classe das variedades Kéahler quaternionicas, Kramer et al. [18,
19], usando a caracterizacao do espago de spinores para variedades de Kéhler

quaterniénicas de Hijazi [10], obtiveram a estimativa

A2 > In+3 . (5)
dn+2

De modo geral, sempre que consideramos uma propriedade geométrica es-
pecifica de (M, g) é possivel olharmos para uma estimativa especifica. Existe
uma vasta literatura neste sentido. Por exemplo, quando olhamos para uma
estimativa que seja conformemente invariante temos o resultado de Hijazi [11]
e de Amman [2]; para o operador de Dirac de uma subvariedade lagrangiana de
uma variedade de Kéahler temos o resultado de Ginoux [8] etc.

Porém todas estas estimativas s6 levam em consideragao o operador de Dirac
livre. Em teoria fisicas nem sempre é possivel descrevermos o modelo em questao
por secoes de S, aparecendo a necessidade de considerarmos fibrados da forma
S® E, onde E é um fibrado vetorial munido de uma conexdao V4. Para este
tipo de spinor, podemos definir o chamado operador de Dirac acoplado D 4.

Apesar da importancia do operador de Dirac acoplado para teorias fisicas,
existem poucos resultados na literatura a respeito do seu espectro. Um dos
poucos resultados neste sentido, originalmente encontrado por Witten [26], diz
respeito a uma cota superior para o primeiro auto-valor do operador de Dirac
acoplado.

O objetivo desta tese é estudar possiveis cotas inferiores para os auto-valores
do operador de Dirac acoplado. Para isto, no Capitulo 1, damos uma breve in-
troducao aos conceitos e ferramentas usadas no estudo do espectro do operador
de Dirac. Ja no Capitulo 2 apresentamos os principais resultados sobre o espec-
tro do operador de Dirac. Séo eles: a cota superior de Vafa e Witten [26], onde
seguimos a demonstracao de Atiyah [3]; a cota inferior para o caso de variedades
riemannianas de Friedrich, onde mostramos ser possivel usar o mesmo tipo de
argumento para situagoes um pouco mais gerais do que o fibrado de spinores
associado a variedades riemannianas com estrutura Spin; e por fim a cota in-
ferior no caso de variedades de Kéhler, um resultado conhecido para o qual
apresentaremos uma demonstragdo original em termos de algebras de Clifford
que acreditamos ser mais transparente.

No Capitulo 3 comegamos a investigagao propriamente dita sobre cotas in-
feriores para os auto-valores do operador de Dirac acoplado. Primeiramente

LA demonstracio, originalmente, foi feita por O. Hijazi em sua tese de doutorado.
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mostramos que em certos fibrados vetoriais podemos encontrar uma familia de
conexdes VAt tais que o primeiro auto-valor do operador de Dirac associado é
tao pequeno quanto se queira. Isto nos mostra que sem impor nenhum tipo de
restricao sobre as possiveis conexoes de F/, pode nao ser possivel encontrar uma
cota inferior para os auto-valores do operador de Dirac. Em seguida mostramos
por meio de um exemplo, que se considerarmos uma classe restrita de conexoes
pode ser possivel encontrar uma cota inferior para os auto-valores nao nulos do
operador de Dirac acoplado.

No Capitulo 4 passamos a estudar um problema um pouco diferente mas
ainda relacionado com operadores de Dirac. Para um fibrado F hermitiano com
estrutura holomorfa podemos considerar o chamado laplaciano de Dolbeault,
que sob certas circunstancias nao possui nicleo, de modo que faz sentido procu-
rarmos por cotas inferiores para os auto-valores do mesmo. Inicialmente uma
cota inferior pode ser obtida a partir das identidades de Kéhler para a conexao
VA de E. Entretanto esta cota inferior ndo é 6tima. Mostraremos como as
técnicas de operador de Dirac podem ser empregadas para obtermos uma es-
timativa mais fina para esta cota inferior. Além disso mostraremos como o
resultado para o laplaciano de Dolbeault pode ser usado para encontrarmos
uma cota inferior para os auto-valores nao nulos do operador de Dirac acoplado
complexo? sobre uma superficie de Riemann.

2Usamos a nomenclatura de operador complexo para designar o operador de Dirac associ-
ado a uma estrutura Spin®.
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Capitulo 1

Operadores de Dirac

A teoria dos operadores de Dirac estd intimamente relacionada a teoria das
algebras de Clifford e das estruturas Spin. Neste capitulo faremos uma breve
introdugao as algebras de Clifford e as estruturas Spin. Maiores detalhes podem
ser encontrados em [20].

Faremos também uma discussao um pouco mais detalhada sobre operadores
de Dirac, abordando também os operadores de Dirac sobre variedades Kéhler,
bem como a relagao dos mesmos com outros operadores diferenciais natural-
mente definidos sobres estas variedades.

1.1 Algebras de Clifford e os Grupos Spin

Nesta secao iremos dar as definicoes e propriedades béasicas das &dlgebras de
Clifford, e iremos mostrar como as mesmas podem ser usadas para dar uma
descricao natural do grupo Spin, que terd grande importancia na defini¢do dos
operadores de Dirac.

1.1.1 Algebras de Clifford e Representacoes

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo comutativo K munido de uma forma
quadratical gq. A algebra de Clifford, C/(V, q) é definida em termos da algebra
tensorial de V' da seguinte forma: seja

T(V) = i "V, (1.2)
n=0

IDada uma forma quadrética g, satisfazendo a regra do paralelogramo, podemos definir
uma forma bilinear simétrica pela relacao

9(u,) = 3 (a(u+v) — a(w) — q(v)). (L

Sempre que nos referirmos a g(u, v) estaremos subentendendo que g é a forma bilinear obtida
da forma quadrética desta maneira.



a dlgebra tensorial de V. Definamos o ideal T, (V'), de T'(V'), como sendo o ideal
gerado pelos elementos da forma v ® v 4 ¢(v)I. A dlgebra de Clifford associada
¢ definida como sendo o quociente

CLV,q) =T(V)/Ty(V). (1.3)

Temos uma inclusdo natural V < Cl(V, q) dada pela projegéo

7:T(V)— CUV,q). (1.4)

Nao é dificil verificarmos que esta inclusao € injetiva em V', e que o quadrado
de um vetor satisfaz

v-v=—qv)L (1.5)

No caso de K nao ter caracteristica 2 a relagao acima também pode ser escrita
na forma

voutu-v=—2qv,u)l (1.6)

Desse modo, podemos entender a dlgebra de Clifford C4(V, ¢) como sendo a
algebra associativa gerada por V e pela identidade I, juntamente com a relagao
dada por 1.6.

A propriedade acima pode ser vista como a propriedade que de fato carac-
teriza as algebras de Clifford, pois vale

Proposigao 1. Seja f : V. — A um mapa linear de V' para wma K-dlgebra
associativa A que satisfaca a propriedade

f)f(u) + f(u) f(v) = =2q(v,u)L, (L.7)

quaisquer que sejam v,u € V. Entao [ se estende de modo tinico a um ho-
momorfismo entre K-dlgebras f : CL(V,q) — A. Além disso CL(V,q) € a tinica
K-dlgebra associativa com esta propriedade?.

Como resultado desta proposi¢ao, vemos que todo mapa linear T : (V, q) —
(V',q") que preserva a forma quadratica, q(v) = ¢'(Tv), se estende para um
homomorfismo entre as respectivas dlgebras de Clifford T : C4(V, q) — CL(V',q").
Em particular, todo elemento de O(V') dé origem a um automorfismo de C4(V, q).

Dentre os automorfismos de C4(V,q) provenientes de elementos de O(V)
existe um de particular importancia, o automorfismo gerado por menos a iden-
tidade, —I, o qual chamaremos® de . Por ser uma extensao de —I é facil vermos
que « é uma involucao, ou seja, &® = 1, de modo a induzir uma decomposicio

na algebra de Clifford

CUV,q) =ClH(V,q) & CL™ (V. q), (1.8)

2Neste sentido as 4lgebras de Clifford séo universais.
3Esta involucdo também é conhecida como operador de paridade.



onde C£* denota o auto-espaco de o com auto-valor 1 e C£~ o de auto-valor —1.
Com esta decomposigao, C£(V, q) torna-se uma dlgebra Zs-graduada.

E interessante notarmos que as algebras de Clifford possuem uma relagao
bastante préxima com as algebras exteriores. Para entendermos um pouco
melhor esta relagdo, consideremos o mapa do r-produto cartesiano f : V X
-V — Cl(V,q) definido por

1 )
flor,...,0p) = ] Z 5igN(0)Va(1) = Vo (r) (1.9)

onde o denota uma permutagao de r elementos e a soma é tomada sobre todas
as permutagoes possiveis de r elementos. Em outras palavras, dada uma r-upla
de vetores vy, . .., v, tomamos o produto alternado dentro de C4(V, ¢) associado
a esta r-upla.

Lembrando que a algebra exterior de V' pode ser identificada como a dlgebra
dos tensores anti-simétricos, ou seja,

1 .
V1A AU, = ﬁZszgn(a)vU(l) ®+++ ® Vo (r), (1.10)
g
fica imediato vermos que o mapa f acima induz um mapa

f:NV = ClV,q). (1.11)

Nao é dificil mostrarmos que este mapa é um isomorfismo entre espagos

lineares. Desse modo, como espago vetorial, a algebra de Clifford pode ser

identificada com a &dlgebra exterior. Além disso, podemos usar a propriedade

1.7 para entendermos o produto dentro da &dlgebra de Clifford como sendo uma

combinacao entre o produto interno e o produto exterior. Para o caso mais
simples de dois vetores, temos que

flunv) = %(uv—vu), (1.12)

usando a propriedade 1.7 podemos escrever uv — vu = 2uv + 2¢g(u, v), de modo
que podemos escrever o produto de u com v dentro de C/(V,q) como sendo*
wo = f(uAv) — g(u,v). (1.13)
Esta interpretacao nos mostra que se a forma quadratica ¢ for nula entao
C(V,q) nada mais é do que a algebra exterior de V', A*V.
Seja V um K-espaco vetorial e A um corpo contendo K.

Definicao 1. Uma A-representacdo para CL(V,q) é um K-homomorfismo de
dlgebras
p: CLUV,q) — Homu (W, W) (1.14)

onde W € um A-espaco vetorial de dimensao finita. O espago vetorial W é
chamado de CU(V, q)-mddulo sobre A.

4% comum os textos de dlgebras de Clifford omitirem o mapa f da expressao e escreverem
apenas uv = u A v — g(u,v)



Embora exista a classificagdo das representagoes tanto para as algebras de
Clifford reais como para as complexas, podemos dar uma descricao bastante
elegante para as representagoes irredutiveis, sobre os complexos, das dlgebras
de Clifford complexas com dimensao par, Cls,, descrigao que serd bastante ttil
ao lidarmos com variedades complexas.

Primeiramente observemos que, da teoria geral de representacoes de algebras
de Clifford, segue que algebras de Clifford complexas sobre espacos de dimensao
par, ou seja, as algebras da forma C/s,, possuem apenas uma representagao
irredutivel, e que a dimensao do moédulo, W, que carrega esta representagao,
deve ser 27, [20].

Tendo isto em mente, consideremos C™ com a métrica hermitiana usual e
definamos a aplicacao

pu(@) =vAp—vaip, YoeC", Ve A"C" (1.15)

onde vi¢ denota a contracao por v segundo a métrica hermitiana de C”

p
va(vr A Ap) =Y (D) v v)or A AT A Ay, (1.16)
=1

Como estamos usando a métrica hermitiana canénica de C" para definir a
contragao, p, pode ser vista como uma transformacao linear em Homg (A*C™, A*C"™),
porém a aplicagao v — p, € apenas R-linear.

Identificando C"™ com R?" munido de uma estrutura complexa .J, obtemos
um mapa R-linear

p: R*" — Homgc(A*C™, A*C™). (1.17)

Usando as propriedades da contracao e do produto cunha, A, é facil verifi-
carmos que este mapa tem a propriedade

popo =~ lv|?, (1.18)

onde || - || denota a norma candnica do R?".

Mas como vimos anteriormente, devido a universalidade das algebras de
Clifford, a aplicagao p : R?” — Homg(A*C™, A*C") se estende para um homo-
morfismo de algebras sobre R

p : Clyy, — Homg (A*C™, A*C™) (1.19)

ou seja, uma representacao de Cly, em A*C". Estendendo esta representagao
por linearidade sobre C obtemos uma representacao de Cls,. Sendo dim A*C™ =
2™, vemos que esta deve ser a representagao irredutivel de C/lo,,.



1.1.2 Grupos Spin

Vamos considerar dentro de C4(V, ¢) o grupo dos elementos inversiveis

C(Voq) ={p € Cl(V,q) |3 ¢7" com ¢~ ¢ =go" =1} (1.20)

Notemos que, como vv = —¢q(v), todos os elementos v € V tais que g(v) # 0
pertencem a Cl*(V, q).

O grupo dos elementos inversiveis pode ser olhado como um subgrupo do
grupo dos automorfismos de C{(V, q) através da representacao adjunta, Ad, ou
da representacdo adjunta contorcida?®, Ad. A representacao adjunta é definida
por

Ady(z) = prop™?, (1.21)

onde ¢ € C¢*(V,q), ex € CL(V,q). A representagao adjunta contorcida é definida
de maneira similar a representacao adjunta, mas leva em conta a involugao «
presente nas algebras de Clifford

Ady(w) = a(@)zg™". (1.22)

Notemos que vetores v € V tais que ¢(v) # 0 pertencem a C£*(V,q), logo
faz sentido considerarmos o caso particular em que ambos ¢ e x nas equagoes
acima sao vetores. Para dois vetores u,v € V com ¢(u) # 0 temos que

2
Ady(v) = uwvu™! = uv S (v - MU) ) (1.23)
—q(u) q(u)
onde usamos a propriedade uv +vu = —2g(u, v), e fato de que se g(u) # 0 entao
u Tl = ﬁ. Com isso vemos que, para dois vetores, Ad, (v) nada mais é do que

menos a reflexao pelo subespago ortogonal a u. De modo andlogo verificamos
que

_29(u,v)

Adu() = q(u)

(1.24)
Logo ;rdu(v) ¢é a reflexao pelo subespaco ortogonal a u. Com estas ob-
servagoes temos a proposicao:

Proposicao 2. Sejau € V.C CUV,q) com q(u) # 0. Entdo Ad, (V) =V e
Ad,(V)=V.

Pelo visto acima, Ad,, e Ad, sao reflexdes ou menos reflexoes para vetores u €
V tais que g(u) # 0. Em ambos os casos temos transformagoes que preservam a
forma quadrética® q. Com base nesta observacao definimos o grupo P(V, ¢) como
sendo o subgrupo de C¢*(V, q) gerado por vetores u € V tais que ¢(u) # 0. Tanto
a representagao adjunta como a adjunta contorcida nas fornecem representagoes

5Na literatura encontramos o termo twisted adjoint para denominar Ad.
SConsequentemente estas transformacées também preservam a forma bilinear associada.



de P(V,q) dentro de O(V,q), o grupo ortogonal de V com relagdo a forma
quadratica q:

Ad:P(V,q) — O(V,q)

— (1.25)
Ad :P(V,q) — O(V,q).

Pelas definigdes das representagdes vemos que se ¢(u) # 0 a norma de u com
relacao a g é totalmente irrelevante. Pois como pode ser facilmente visto temos

Ady, = Ady
e (1.26)
Ad)\u = Adu7

qualquer que seja \ # 0.
Com base nesta redundéncia, definimos

Definicao 2. O grupo Pin de (V, q) é definido como sendo o subgrupo Pin(V, q)
de P(V,q) C C*(V,q) gerado por vetoresu € V com q(u) = £1. O grupo Spin
associado € definido como sendo

Spin(V,q) = Pin(V,q) NCLT(V, q). (1.27)

Em outras palavras

Pin(V,q) ={v1---v, € P(V,q) | q(vj) = £1 para todo j}

1.28
Spin(V,q) = {v1---v, € Pin(V,q) | r par}. (1.28)

Se q(u) # 0 vimos que ;l?lu é a reflexao pelo subespaco ortogonal a u. Desse
modo, como Ad é um homomorfismo, vemos que se ¢ € Pin(V,q) entdo Ad,
vai ser o produto de reflexdes. Este resultado implica que a representagao

Ad : Pin(V,q) — O(V,q), (1.29)

é sobrejetora no caso de V ter dimensao finita e ¢ ser nao degenerada. Esta
conclusao decorre do fato classico

Teorema 1. (Cartan-Diudonné) Seja q uma forma quadrdtica nao degenerada
em um espago V de dimensao finita. Entdo todo elemento g € O(V,q) pode ser
escrito como um produto de reflexdes

9= Pvy ©° "0 Pu,, (130)
onder <dimV.

Além disso sabemos que reflexdes por subespagos ortogonais a um dado

vetor u sao transformacoes de determinante —1. Sabemos também que o grupo
SO(V, q) é definido como



SO(V.q) = {g € O(V,q) | det(g) = 1}, (1.31)

ou seja, é o subgrupo de O(V, q) cujos elementos podem ser escritos como pro-
duto de um numero par de reflexoes. Dessa forma a representagao Ad restrita ao
grupo Spin é de fato uma representacao de Spin(V,q) — SO(V,q), claramente
sobrejetiva.

Um outro resultado que deixa mais clara a natureza das representacoes Ad :
Pin(V,q) — O(V,q) e Ad Spin(V,q) — SO(V, q), cuja demonstragao pode ser
encontrada em [20], é

Proposigao 3. Se V' for um espago vetorial de dimensao finita e q for nao
degenerada entdo o nicleo das representacoes

Ad : Pin(V,q) — O(V,q)

— (1.32)

Ad : Spin(V,q) — SO(V, q)
é exatamente {1, —1}; de modo que as aplicag¢ées acima sio de fato recobrimento
duplos.

Este resultado, juntamente com o resultado cldssico de que Spin(V,q) é
simplesmente conexo no caso de dim V' > 3, nos mostra que neste caso Spin(V, q)
¢ o recobrimento universal de SO(V, ¢).

Um grupo que aparece naturalmente no contexto de geometria complexa
é o grupo Spinc. Consideremos a &lgebra de Clifford de R™, com a métrica
euclidiana, C¢,, e seja Spin,, o grupo spin desta dlgebra.

Definicao 3. O grupo Sping € o grupo definido por
Spin® = Spin x U(1)/{(-1,-1)} (1.33)
onde U(1) denota o grupo dos complexos unitdrios.

Este grupo pode ser melhor entendido dentro das dlgebras de Clifford com-
plexificadas. Seja C¢,, = Cl,, ® C = C{(C™). Tanto Spin como U* sdo subgrupos
do grupo dos elementos inversiveis desta algebra. Além disso, temos que

SpinNU(1) = {1, -1} (1.34)

De forma que podemos entender Spin® como sendo dado pelas classes de
equivaléncia do produto direto Spin x U (1) pela relagao de equivaléncia (g, z) ~
(—g,—%), obtida a partir de —1 dentro de C¥,,.

1.2 Operadores de Dirac e Spinores

Dada uma variedade riemanniana (M, g) de dimensao n, sabemos que o fibrado
de referenciais ortonormais forma um fibrado SO,, principal, usualmente de-
notado por Pso. Muitos fibrados relacionados a M podem ser construidos a



partir deste fibrado usando a construcao classica de fibrado associado. Em par-
ticular podemos construir o fibrado de Clifford. Considerando a agao usual
p: SO, — GL(R"), j& vimos que esta, por preservar a forma quadrética de R™,
se estende para uma agdo sobre Cl,, p : SO, — Hom(C¢,,Ct,). Usando esta
acao podemos construir o fibrado associado com fibra C¥¢,,

Definicao 4. O fibrado de Clifford € o fibrado vetorial, com fibra CL,,, associado
a Pso através da agdo natural de p : SO, — Hom(Cl,,Cl,)

CZ(M) = PSO XPCEn (1.35)

A maneira intuitiva de olharmos para o fibrado de Clifford é lembrando que
em uma variedade Riemanniana (M, g), o espago tangente T, M em um ponto
p € M, possui uma métrica dada por g, com isso podemos olhar para a dlgebra
de Clifford desta fibra C4(T, M, g). Entao o fibrado de Clifford é obtido como o
fibrado que sobre o ponto p € M possui a fibra C¢(T,M).

Além disso, como estamos considerando uma variedade riemanniana, pode-
mos considerar a conexao de Levi-Civita de (M, g), que pode ser vista como
uma conexao no fibrado principal Pso. Uma vez que Pgo possui uma conexao,
podemos induzir conexdes nos seus fibrados associados, de modo a dotar C£(M)
de uma conexao, proveniente da conexao de Levi-Civita de (M, g).

Seja M uma variedade riemanniana e seja S um fibrado de médulos sobre
Cl(M), ou seja, um fibrado vetorial complexo cujas as fibras S, sdo mddulos
sobre as fibras C4(M),, qualquer que seja o ponto p € M. Assuma que S
possui uma estrutura riemanniana, isto é, uma métrica positiva definida que
varia suavemente com o ponto p € M, e também que S possua uma conexao
compativel com esta estrutura riemanniana. Com estes dados podemos definir
o operador de Dirac.

Definicao 5. Com relagio a um referencial ortonormal {e;} de T, definimos o
operador’

D:T(S) —I'(S)

" 1.37

Dy =Y e Vet (1.37)
i=1

onde - denota a agdo de CL(M) em S proveniente da estrutura de mddulo de S.

Embora nesta definicao possamos definir o operador de Dirac para qualquer

fibrado de médulos S, na pratica usamos uma classe mais restrita de fibrados.
Como S é provido de uma estrutura riemanniana, é natural esperarmos que

7“Como estamos considerando um referencial ortonormal o operador de Dirac pode ser
definido de maneira equivalente como sendo

n
D= e Vet (1.36)
i=1
onde {e’} é a base dual de {e;}.



a acao por elementos de CL(M) tenha alguma compatibilidade. Além disso
podemos esperar que a conexao V de S também tenha alguma compatibilidade
com as estruturas envolvidas, em particular as de M.

Definigao 6. Um fibrado riemanniano de mdédulos com conexao, S, € dito um
fibrado de Dirac, se as sequintes condi¢des sao satisfeitas

1. Para campos vetores unitdrios u € TM, a a¢ao dos mesmos, vistos como
elementos de CL(M), deve ser ortogonal, i.e.

(wih, ug) = (v, 9) (1.38)
2. A conexao V deve se comportar como uma deriva¢ao de modulos
Vis-¢)=(Vs) - v+s- (V) (1.39)

onde Vs denota a conexao de CL(M) sobre s.

Uma maneira natural de construirmos fibrados de Dirac ocorre quando a
variedade M possui uma estrutura Spin. Seja M uma variedade diferenciavel e
@ — M um fibrado SO,,-principal sobre M.

Definicao 7. Uma estrutura Spin em um fibrado SO, -principal Q@ consiste de
um fibrado Spin,,-principal P e de um recobrimento duplo A : P — @ tais que
o sequinte diagrama seja comutativo

P x Spin,, P—"—M
[
Q x SO, Q —— M

onde a igualdade vertical denota a identidade e A denota o recobrimento A :
Spin,, — SO,,.

Em particular dizemos que M possui uma estrutura Spin se o fibrado de bases
Pso possui uma estrutura Spin, usualmente denotada por PSpin' E interessante
notar que se Psp possui uma conexao, podemos induzir uma conexao em PSpin=
uma vez que as algebras de Lie dos grupos Spin,, e SO,, sao iguais. Dessa forma
podemos induzir uma conexao em fibrados associados a PSpin'

Nao sao todas as variedades M que admitem uma estrutura Spin. A ex-
isténcia de uma estrutura Spin estd ligada a topologia de M no seguinte sentido

Proposicao 4. Uma variedade riemanniana orientdvel (M, g) possui uma es-
trutura Spin se a sequnda classe de Stiefel-Witney do fibrado tangente for nula,

Notemos que no caso de M possuir uma estrutura Spin, ela pode nao ser
Unica, no sentido de existirem duas ou mais estruturas nao equivalentes. E
possivel caracterizarmos o nimero de estruturas nao equivalentes a partir da



cohomologia do fibrado principal das bases Pgo. Porém quando falarmos de um
determinado fibrado de spinores estaremos subentendendo que a estrutura é fixa,
de modo que nao precisaremos considerar variacoes da mesma. Uma forma de
olharmos para estruturas Spin que deixa um pouco mais claro como as mesmas
se comportam é através das fungoes de transigao dos fibrados envolvidos. Se U,
é uma boa cobertura de M, com as funcoes de transicao do fibrado T'M dadas
por

9ap : Uap — SO, (1.40)

onde Uyg = Uy NUg. Uma estrutura Spin consiste consiste de um levantamento

gaﬁ : Uaﬁ - Spinn (1.41)

tal que gog — gap através da aplicacao de recobrimento Spin, — SO,,. Satis-
fazendo a condigao de cociclo

gaﬁgﬁvgwa =1 (142)

Ja vimos que nem toda variedade admite uma estrutura Spin. Se notarmos
que todo mapa g,g, individualmente, possui um levantamento g.g, a obstrugao
estd em se podemos ou nao levantar os mapas de modo que g.g satisfacam a
condigao de cociclo. Definindo wagy = §agJsyJya, vemos que este elemento esta
no nicleo da aplicacao de recobrimento Spin,, — SO,,, pois como as fungdes g, s
sao as fungoes de transicao do fibrado tangente, elas necessariamente satisfazem
a condicao de cociclo. Isto nos mostra que os elementos w,g, definem um 2-
cociclo no cohomologia de Cech de M, cociclo que representa exatamente a
segunda classe de Stiefel-Witney de M.

Para uma variedade M com estrutura Spin podemos construir o fibrado de
spinores propriamente dito

Definicao 8. O fibrado de spinores de uma variedade riemanniana com es-
trutura Spin € o fibrado associado

S = Pgpin %o W (1.43)

onde W é um CL(M) mddulo irredutivel, e p € a representaciao de Spin em W
induzida pela ag¢ao de CL(M) e pela inclusdo Spin C CL(M).

Esta forma de construirmos fibrados de médulos sobre C{(M) é particular-
mente interessante por causa da propriedade

Proposicao 5. Se considerarmos S como acima, munido com a conerao in-
duzida pela conexao Levi-Civita em Pso. Entao S € um fibrado de Dirac.

Da definigao de Sping vemos que podemos considerar o mapa de projecao
na primeira componente Sping — Spin, além disso se considerarmos o recobri-
mento Spin,, — SO, obtemos um mapa A : Sping — SO,,. Usando este mapa
definimos
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Definicdo 9. Uma estrutura Spin® em um fibrado SO,,-principal Q — M,
consiste de um fibrado Spin® -principal P — M e de um mapa A : P — Q tal
que o diagrama abaizo seja comutativo

P x Sping P> M
[ ]
Q x SO, Q " M

Para uma estrutura Spin(C também existem obstrugoes, embora estas sejam
menos restritivas. Como Spin® = Spin x S* /{—1,—1}. Um levantamento §ng :
Uap — Spin(C é equivalente a dois levantamentos

hag : Uyag — Spin
g P P (1.44)
2ag : Uag — S

tal que hog — gog pela aplicacdo de recobrimento SpinC — S0O. Neste caso a
condicao de cociclo se escreve como

(haﬁhﬁ’yh“/CH Zaﬁzﬁ‘rz’ya) €{(-1,-1), (L, 1)} (1.45)

Se definirmos Aag = 275, ¢ imediato ver que se as condiges acima sio sat-

isfeitas, entao \,p satisfaz as condigoes de cociclo, de modo que as fungoes Ao g

definem um S*'-fibrado principal sobre M, ou equivalentemente, um fibrado de

linha complexo £. Usando que wagy = haghpgyhya € um cociclo que representa

wg(TZCM ), podemos mostrar que a condi¢do para a existéncia de uma estrutura
Spin~ é

Proposicao 6. Uma variedade M possui uma estrutura Spin® se existe um
fibrado de linha complexo L tal que

L) = mod 2 wo(TM) (1.46)
onde c*(L) é a primeira classe de chern do fibrado L.
Usando a inclusdo Spin$ ¢ C¢,, = C{(TM) ® C, podemos definir

Definicao 10. O fibrado de spinores complexos de uma variedade rieman-
niana (M, g) € o fibrado associado

Sc = Pgyie %o W (1.47)

onde W é um mddulo irredutivel sobre Cl, = CL(TM)® C, e p € a acao de
Sping em W dada pela inclusao discutida acima.

Ao contrério de estruturas Spin, somente a conexao Levi-Civita de M nao
¢é suficiente para definirmos uma conexao em PSpinC' Alem da conexao Levi-

Civita de M precisamos fixar uma conexao U(1), A, no fibrado determinante
£ da estrutura Spin®. Desse modo a conexao induzida no fibrado de spinores S¢
depende de uma conexao arbitrdaria Ayg. Embora exista esta dependéncia temos

11



Proposigao 7. S¢ com a conexao induzida a partir da conexao Levi-Civita
de M e de Ay em L € um fibrado de Dirac para qualquer escolha de conexdo
hermitiana Ag.

Existe uma classe bastante importante de variedades que possuem natural-
mente uma estrutura Spin(c, a classe das variedades quase-complexas. Uma
variedade M é dita quase-complexa se existe um endomorfismo J : TM — T'M,
no espaco tangente de M tal que J? = —1. Claramente toda variedade quase-
complexa deve ter dimensdo par®. Toda variedade quase-complexa possui uma
estrutura Spin® canénica, embora possam nao possuir uma estrutura Spin. Ol-
hando para C™ como R?™ é facil ver que existe um morfismo natural U, — SOq;.
Além disso existe um morfismo candnico

¢ : Uy — SpinS, (1.48)

No caso de uma variedade quase-complexa M , o fibrado TM pode ser
definido através de fungoes de transicao com valores em Uy

Gap = Ua,@ — Uy (149)

Agora consideremos as fungoes

hag : Uyg — Spin
g T P (1.50)
2ag : Uag — S

obtidas a partir de £(gag) = (Rag;Zap). O morfismo £ é construido de tal
forma que se as funcoes g, satisfazem a condicao de cociclo entdo as fungoes
haghgyhya = +I satisfazem as condigdes de cociclo complexas (1.45). Além
disso as fungoes A\op = sz sao explicitamente dadas por A,g = det go3, de
modo que o fibrado de linha associado a esta estrutura Spin<C é exatamente o
fibrado anti-canonico® de M, ky! = dete TH0 = An,oM ~ Ao

Além de possuirem uma estrutura Spin® natural, as variedades quase-complexas
sao interessantes pois podemos descrever explicitamente o fibrado de spinores
complexos. Considerando uma variedade quase complexa M com dimensao 2n
e lembrando que o médulo irredutivel para Clsy, é A*C™, eq.(1.19), néo é dificil
vermos que S¢ pode ser identificado com S¢ ~ A*Te M, onde Te M é o fibrado
tangente de M com as fibras sendo identificadas com C" através da estrutura
complexa J.

Considerando a complexificagdo do fibrado tangente de M com as fibras
vistas como R?", Tk M ® C, podemos olhar para os auto espacos da estrutura

8Note que nem todas as variedades de dimensdo par possuem tal estrutura, um exemplo
disto é S*.

9No caso de variedades complexas podemos usar este fato para definir uma conexao
canOnica em PSpinC a partir da conexdao de M. Isto é possivel pois a conexdo de M se
estende de maneira natural para as formas diferenciais sobre M, em particular ela define uma
conexao em A% M, e consequentemente uma conexao em PSpinC'
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quase complexa J. Denotando 77 o auto-fibrado associado ao auto-valor ¢ e
por T 1 o auto-fibrado associado a —%, e sendo T' L0 e TO.1 o5 respectivos duais,
podemos mostrar que TecM ~ Tj g =~ 791, Este isomorfismo juntamente com a
caracterizacao acima de S¢ nos permitem concluir que

Sc = A*TOL = A% 0 (1.51)

Esta caracterizagao para os spinores complexos é particularmente interes-
sante pois também temos uma descrigao explicita da acao de Tg M ® C = Cls,,.
Se {e?, Je'} é uma base ortonormal para Tj; M, podemos considerar a base para
TrM ® C dada por auto-estados de J

&=—(e"+1iJe"),

-5

B 4 ‘ (1.52)
&= ﬁ(e —iJe')

Em termos desta base podemos dar uma forma bastante simples para a agao
de Cly,. Sendo ¢ € T'(S¢) temos

(€)= —V219
c(§)¢=V2A N
onde ¢(v) denota a multiplicagdo de Clifford pelo vetor v.

Como esta acao vale qualquer que seja ¢ € I'(Sc) é comum denotarmos a
mesma simplesmente por

(1.53)

e(€') = —V2i(g),
o(€) = Vae(E)
onde e denota a multiplicacao exterior e i a contragao a esquerda.
No caso de uma variedade riemanniana (M, g) com estrutura Spin possuir
também uma estrutura quase-complexa, podemos considerar a estrutura Spin(C

associada. Dessa forma podemos construir o fibrado de spinores S e o fibrado
de spinores complexos S¢, sendo ambos conectados pela relagao

(1.54)

Proposicao 8. Seja M wma variedade riemanniana com estrutura Spin e es-
trutura Spin(C proveniente de uma estrutura quase-compleza, e sejam S e S¢ 0s
fibrados de spinores associados a estas estruturas. Entao vale a relagdo

Sc=S® k2, (1.55)
onde kp; denota o fibrado canoénico de M.

A seguir descreveremos duas ferramentas importantes para lidarmos com
operadores de Dirac. A férmula de Weitzenbock que nos permite comparar o
operador de Dirac com o Laplaciano. E o teorema do indice que muitas vezes
nos fornece informagodes a respeito do nicleo do operador de Dirac.
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1.2.1 Férmula de Weitzenbock

Para falarmos da férmula de Weitzenbock, precisamos definir o laplaciano em
um fibrado de Dirac. Embora sé precisemos desta definicao para fibrados de
Dirac, a mesma pode ser feita de modo geral para qualquer fibrado riemanniano
E com conexdo riemanniana'®.

Seja E um fibrado vetorial sobre M, com uma estrutura riemanniana e
com uma conexao V compativel com esta estrutura. Para campos vetoriais

u,v € TM e ¢ € T'(F) definimos a seguinte derivada de segunda ordem

vi,v¢ =V.Vy0 — vvuv(b (156)

onde V,v é calculado em termos da conexao Levi-Civita de M.
Usando esta derivada definimos o laplaciano como sendo

V*V : T(E) — [(E)

V*V¢ = —tr(V2.¢) (157)

Em termos de um referencial local ortonormal {e;} de TM podemos escrever
o laplaciano como sendo

n

VVo == Vi .6

i=1

- . (1.58)
== Ve Ve,d— Y div(e;)Ve,0
i=1 i=1
onde o divergente, div(e;), é definido pela expressao
n
div(e;) = Y g(Ve,eire;) (1.59)
j=1

O elemento que falta para podermos comparar o laplaciano com o operador
de Dirac é o operador de curvatura de FE. Existem duas formas equivalentes
para definirmos a curvatura de um fibrado . Podemos definir diretamente o
tensor de curvatura como sendo

R(u,0)¢ = V.,V — VoV — Vi) (1.60)

Ou podemos pensar na 2-forma de curvatura. Para isto lembremos que a
conexao pode ser vista como um mapa

V:I'(E)— QYE) (1.61)

10Todas as afirmacdes feitas para fibrados com estrutura riemanniana também séo validas
para fibrados com estruturas hermitianas.

14



onde QP(FE) denota as se¢oes do fibrado AP M ® E. Usando a regra de Leibniz
podemos estender este mapa para QP(E). Usando esta extensao podemos falar
do operador V2 = VV : Q°E) — Q%(FE). Este operador pode ser entendido
como sendo um 2-forma com valores nos endomorfismos de F, esta é a 2-forma
de curvatura F = V? € A2M ® End(E). Para relacionarmos as duas defini¢oes
notemos que se contrairmos a 2-forma de curvatura por dois vetores obtemos
um endomorfismo do fibrado F, tendo isso em mente nao é dificil vermos que

R(u,v) = va(ulF) (1.62)

No caso de E ser um fibrado de Dirac, podemos considerar a acao de ele-
mentos de C4(M) em secOes de E, em particular considerar a agao de 2-formas
de M em secoes de E através da identificacao de 2-formas com elementos na
algebra de Clifford

anB s %(aﬁfﬂa) (1.63)

Com isso podemos pensar que F' é um operador que age nas segoes de F,
que pela identificagao acima pode ser descrito como

1
F¢ = Q;ei.ej-RMqﬁ (1.64)
i£j

onde - denota a multiplicacdo de Clifford em E e R;; é o endomorfismo de E
dado por R(e;,e;).

Com estas informagoes podemos comparar o operador de Dirac com o lapla-
ciano

Proposicao 9. Para qualquer fibrado de Dirac E, o laplaciano V*V e o oper-
ador de Dirac D satisfazem a relagao

D? =V*V + Fg (1.65)
onde Fg € a curvatura de S.

Esta expressao é conhecida como a forma geral da férmula de Weitzenbock.
No caso de M possuir uma estrutura Spin e de E ser o fibrado de spinores a
expressao acima se simplifica

Proposic¢ao 10. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com estrutura Spin e
S o fibrado de spinores associado a esta estrutura com a conexdo induzida pela
conezxao Levi-Civita de M. entdo a formula de Weitzenbock para este caso é

1
D? =V*V + 1B (1.66)

onde R denota a curvatura escalar de M.

Para o caso do fibrado de spinores complexos a situacao é analoga
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Proposicao 11. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com estrutura Spin(c
com uma conexdao hermitiana A fixa no fibrado de linha associado a esta estru-
tura L. E seja Sc o fibrado de spinores complexos associado a esta estrutura
com a conexao induzida pela conexdo Levi-Civita de M e pela conexdo A em L.
Nestas circunstancias a formula de Weitzenbock se escreve como

L
D*=V'V+ R+ %Q (1.67)

onde R denota a curvatura escalar de M e Q a 2-forma de curvatura de A vista
como um operador nos Spinores.

1.2.2 Teorema do Indice

O operador de Dirac é um operador diferencial que age nas segoes de um fibrado
de Dirac. Pode-se mostrar que o operador de Dirac é um operador diferencial
do tipo eliptico. A teoria de operadores elipticos é bastante extensa, [20, 22],
de onde varias propriedades satisfeitas pelos operadores sao deduzidas, mas
para a teoria do indice existe uma propriedade em particular que é de grande
importancia

Proposigao 12. Sejam Ey e Ey dois fibrados vetoriais com métrica sobre uma
variedade compacta M, e seja L : T'(Ey) — T'(E3) um operador diferencial
eliptico. Entao o adjunto formal L* também € um operador eliptico e tanto o
nucleo de L como de L* possuem dimensao finita.

Neste caso o co-ntcleo de L, que é dado pelo niicleo de L*, também tem
dimensao finita. Usando isto definimos o indice analitico de um operador eliptico
L

ind(L) = dimker L — dim cokerL (1.68)

que pela proposigao acima é um numero inteiro.

O fato surpreendente que o teorema do indice nos traz é que este indice é
na verdade uma grandeza topoldgica. Ele pode ser calculado através de classes
caracteristicas. No caso particular do operador de Dirac podemos dar férmulas
explicitas para o calculo do mesmo.

No calculo do indice do operador de Dirac a primeira coisa a ser notada é
que o {ndice é sempre nulo no caso de M ter dimensao {mpar [22]. A partir de
agora iremos supor que M tem dimensao 2n. Neste caso, usando o elemento de
volume de M, podemos decompor o fibrado de spinores como

S=StT®S™ (1.69)

e com relagao a esta decomposi¢ao o operador de Dirac se escreve na forma
0 D~
b (8 7) o
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onde temos

Dt :T(ST) - T(S7)
_ B (1.71)
D™ :I(S7) = I(S*)

Nesta situacao obtemos uma expressao para calcular indice de DT, que ana-
liticamente é dado pela expressao inAd(D*‘) = dimker DT — dimker D~. Lem-
brando que a classe caracteristica A(M) é definida em termos das classes de
Pontrjagin

AM) =1~ oy (M)

temos a expressao para o indice

+%(7p%(M)—p2(M))+'“ (1.72)

A(M) se dim M =0 mod 4

. +y
ind(D™) = { 0 caso contrdrio (1.73)

1.2.3 Operadores Acoplados

Seja S um fibrado de Dirac e consideremos um fibrado hermitiano arbitrario
E com uma conexao V4 compativel com a estrutura hermitiana. Sendo S um
fibrado de médulos sobre a dlgebra de Clifford de M, C¢(M), podemos definir
uma estrutura de modulo em S ® E. Para isto basta definirmos a a¢ao de um
elemento o € C4(M) por

a(s®t)=(as)®t (1.74)

Além disso no fibrado podemos munir S ® E com uma conexao, V4. Esta
conexao é chamada de conexao produto e é definida por

VA = vIigl4+ 1 VA (1.75)
Com estas definigoes nao ¢ dificil concluirmos que

Proposicao 13. Seja S um fibrado de Dirac e (E,V4) um fibrado hermitiano

)

com conexdo compativel. Entio S ® E com a conexdo produto V54 é um
fibrado de Dirac.

Sendo S ® F com a conexao Vo®4 um fibrado de Dirac podemos definir o
operador de Dirac D4 pela expressao usual

Dt = Zeivi@Aw
i (1.76)
Dy:T(S®E)—-T(S®E)

Usualmente o operador de Dirac D 4 é chamado de operador de Dirac acoplado
com a conexdo VA. Para este operador também existe uma férmula do indice.
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Da mesma forma que no caso usual, iremos considerar que M tem dimensao
2n, pois no caso de dimensao impar o indice é nulo. Neste caso, usando a
decomposicao S = ST @ S~, podemos escrever

SRE=(STQE)® (S”®E) (1.77)

Com relagao a esta decomposicao o operador e Dirac acoplado se escreve como
Dy = DX + D, de forma totalmente andloga com o que ocorre no caso sem
acoplamento.

Proposicao 14. Seja D4 o operador de Dirac acoplado a conexio V4 no fi-
brado E. Sendo ch(E) o caracter de Chern do fibrado E temos

ind(D}) = (—1)" /M ch(E) N A(M) (1.78)

E interessante notar que esta expressao para o indice permite que o operador
de Dirac acoplado D 4 possua indice nao nulo mesmo no caso em que a dimensao
de M nao é multipla de 4.

Além do teorema do indice podemos generalizar a férmula de Weitzenbock
para os operadores acoplados.

Proposicdao 15. Sendo F, a 2-forma de curvatura da conexdo V4 em E,
pensada como um endomorfismo do fibrado S ® E através da acao de Clifford,
temos

1
D2 = AS®4 ¢ TR+ Fa (1.79)

onde AS®4 denota o Laplaciano em S ® E associado a conexdo obtida a partir
da conexio V° em S e VA em E.

1.2.4 Operadores de Dirac em Variedades Kahler

Variedades Kéahler possuem naturalmente duas estruturas geométricas impor-
tantes. Elas sao ao mesmo tempo variedades complexas e simpléticas.

Definicao 11. Uma wvariedade riemanniana (M?",g,J) com uma estrutura
quase-complexa J € uma variedade Kdhler se J satisfaz
o J?2=—1.

o g(Jx,Jy) = g(z,y), ou seja, J € ortogonal com respeito a g.

o VJ =0, onde V € conexio Levi-Civita de (M, g) (Integrabilidade).
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Usando a estrutura complexa J e a métrica g definimos o seguinte tensor

w(z,y) = g(Jz,y) (1.80)

Usando a ortogonalidade de J podemos mostrar que w(z,y) = —w(y,x) de
onde concluimos que w é de fato uma 2-forma. Além disso podemos usar que
que VJ = 0 juntamente com a identidade de Bianchi para mostrarmos que w é
fechada. Desse modo w define uma estrutura simplética em M. A forma w em
geral é denominada de forma de Ké&hler.

Nos casos em que a condicao VJ = 0 nao é satisfeita, isto é, J nao é
integravel, dizemos que (M, g, J) é quase-Kéahler.

Estendendo g e J por linearidade complexa para 7'M ® C, e usando que 717 o
e Tp,1 sao os respectivos auto-espagos de J podemos ver facilmente que w é uma
(1,1)-forma. Se {e;} é um referencial local ortonormal de (M, g), com base dual
{e'}, e se definimos

. 1 . _
T = —(ed +iJel),
3 \/5( )
. (1.81)
= —(ed —iJe’
3 ﬁ( )
podemos escrever a forma de Kéahler como sendo
w=iy N (1.82)
J

Por se tratar de uma variedade complexa, podemos descrever o fibrado de
spinores de M associado a estrutura Spin(C canonica como sendo S¢ = A%* M.
Porém no caso de variedades Kahler esta descricao pode ser levada mais adiante
com uma descrigao do operador de Dirac em termos de operadores envolvendo
a estrutura complexa.

Usando a estrutura complexa .J podemos escrever as formas diferenciais de
M como sendo

ANM®C = @pyger, AT M (1.83)

Dado um fibrado hermitiano £ — M sobre M como uma conexiao V4 deno-

tamos por Q2% (E) o espaco das se¢des suaves do fibrado (A*M @ C)® E. Usando
a decomposicao das formas diferenciais descrita acima podemos escrever

O (E) = @44k 2 (E) (1.84)

onde QP9(F) denota o espago das segoes suaves de APYM ® E. Dessa forma
podemos pensar na conexao de E como sendo um mapa entre os espagos

vA:QUE) - QY(E) (1.85)

Usando a decomposicao das formas diferenciais podemos escrever a conexao
da seguinte forma
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VA =04 + 5,4
da: QVUE) — QM(E) (1.86)
5',4 : QO’O(E) — QO’I(E)

Qualquer que seja o fibrado E sempre é possivel estendermos a conexao para
um mapa

Va:QNE) = QMYE) (1.87)

Mas de modo geral nao temos uma decomposicao da forma

VA QPI(E) — QPTL(E) @ QP (E) (1.88)
As situagbes para as quais este fato é verdade é dada por

Proposigao 16. Dado um fibrado E — M sobre uma variedade complera M
munido de conexdo VA. A mesma se decompée como

VA =044 04 : QPYE) — QPTHYE) @ QPIH(E) (1.89)

se, e somente se, E tiver uma estrutura holomorfa, e V4 for compativel com
esta estrutura. Onde entendemos compatibilidade no sequinte sentido: usando
a decomposicio NV = 04 + 04 para elementos de QO(E), VA ¢é dita compativel
com a estrutura holomorfa de E se uma uma secdo s € Q°(E) for holomorfa,
se e somente se, a5 = 0.

Para fibrados em geral este resultado é bastante importante, mas para os
nossos interesses basta sabermos que se (M, g,J) for uma variedade Kéhler,
entao S¢ possui uma estrutura holomorfa e a conexao induzida em Sc¢ inteira-
mente pela conexio de Chern'! em M é compativel com esta estrutura, de modo
que em S¢ podemos escrever

VS =g + s : QP9(S¢) — QPHLI(Se) @ QP I (Se)
ds : OPI(S¢) — QPHLI(Se) (1.90)
ds : QP(Sc) — QP 1T (Se)

Agora usando a métrica naturalmente presente em S¢ podemos definir os
adjuntos formais

9% 1 QP9(Sc) — QP 19(Se)

i ) (1.91)
o : Qp’q(Sc) — QP (S@)

1 De fato se considerarmos (M, g, J) como uma variedade complexa, podemos considerar o
fibrado tangente T'M como sendo um fibrado holomorfo sobre M com uma estrutura hermi-
tiana induzida a partir da estrutura riemanniana g. Dessa forma a conexao e Chern é a tnica
conexao sem torgao compativel com a estrutura holomorfa e com a estrutura hermitiana de
TM, [14].
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Quando identificamos S¢ com as formas diferenciais A®*M a conexao V*
induzida em S¢ se identifica com a propria conexdao de Chern de M estendida
para as formas diferenciais. Além disso podemos considerar o operador

O+ 0" : APIM — APITIM @ AP0 (1.92)

que quando restrito a A»*M = S¢ pode ser pensado como um operador de
SE — Sg eS¢ — S{E . O fato surpreendente é que este operador se identifica
com o operador de Dirac.

Teorema 2. Seja (M,g,J) uma variedade Kdhler, e seja S¢ o fibrado de
spinores associado a estrutura Spin(C canonica de (M, g, J) co a conexao induzida
inteiramente? pela conexdo de Chern de M. Com a identificacio Sc = A%* M
podemos escrever o operador de Dirac como sendo

D=2 (0+09) (1.93)

Se estivermos considerando o operador de Dirac acoplado a um fibrado her-
mitiano e holomorfo E — M com uma conexdo V4 compativel com a estrutura
holomorfa e com a hermitiana. A identificacdo de S¢ com A%*M nos permite
identificar S¢ ® E' com

['(Sc® E) = Q"*(E) (1.94)

Neste espaco podemos considerar os operadores determinados pela conexao
vA

Op: QPYE) — QPITHE)

- ) (1.95)
7 QPI(E) — Qral(B)

Teorema 3. Seja (M,g,J) uma variedade Kihler, E — M um fibrado holo-
morfo hermitiano com uma conexdo compativel V2. Identificando Sc¢ ® E com
Q%*(E) o operador de Dirac pode ser identificado com

Dy =204+ 03) (1.96)

12No caso da estrutura SpinC canénica podemos considerar a conexao induzida no fibrado
determinante pela conexdao de Chern de M, desta forma a conexdo de S¢ é inteiramente
determinada pela conexao de Chern de M.
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Capitulo 2

Estimativas Classicas

Neste capitulo faremos uma exposicao das trés principais estimativas para o
primeiro auto-valor do operador de Dirac. Embora estes resultados sejam
cldssicos, algumas demonstracoes feitas sao originais, sendo que algumas sao
feitas no sentido de generalizarmos os resultados para operadores de Dirac
acoplados.

2.1 Cota Superior

Uma cota superior para o primeiro auto-valor da operador de Dirac foi original-
mente encontrada por Vafa e Witten, [26]. Nesta se¢io iremos expor a elegante
demonstragdo dada por Atiyah [3].

Consideremos uma variedade riemanniana (M, g) compacta e um fibrado E
sobre M com métrica e com uma conexao A compativel com esta métrica. Seja
D4 o operador de Dirac acoplado a (F, A) e seja A1 o primeiro auto-valor de
D 4, entao temos

Teorema 4. Ezxiste uma constante C, dependendo de M mas ndo de E ou da

conexao A, tal que
A< C (2.1)

Dem. dim M par:

Usando que

ind(D}) = dimker D" — dimker D~ (2.2)

vemos que se ind(D7) # 0 entdo D4 possui nticleo, de modo que a cota superior
é trivialmente satisfeita. Dessa forma o resultado sé possui algum sentido para
os casos em que ind(D¥) = 0.

Para os casos em que ind(D}) = 0 a idéia é procurar uma conexao Ay em E
para a qual D4, possua nucleo nao trivial e tal que seja possivel compararmos
Dy com D 4, no sentido que
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| Da—Da, [<C (2.3)

pois neste caso teremos A < C.

Ocorre que em E pode nao ser possivel encontrarmos uma conexao com esta
propriedade, porém sempre serd possivel encontrarmos uma conexao dessas em
um fibrado da forma E ® CV, onde C denota o fibrado trivial de posto N.
Considerando a conexao flat padrao em E®CY é imediato vermos que o espectro
do operador de Dirac em E® CY é 0 mesmo que o de D4, desse modo podemos
usar £ ® CV para fazermos a comparacdo entre os operadores de Dirac.

Primeiramente, usando a expressdo para o indice (1.78), sempre podemos
encontrar um fibrado W com conexao B tal que no fibrado S® EQW o operador
DX® g Possui indice nao nulo, e consequentemente D 4o p possui nucleo. Agora,
como estamos considerando M compacta, existe um fibrado W’ tal que

waow' =cV (2.4)
Fixando uma conexao B’ em W’ podemos considerar o operador de Dirac
D a¢Bep’ no fibrado

SRERCN~(S®EW)® (SR E W) (2.5)
Como D4 ® B possui nicleo, é claro que Dagpgp’ também possui nicleo.

Desse modo podemos comparar D4, entendido como operador em S ® CN. A
diferenca de ambos os operadores é

Dagpep —Da = Zei -B® B'(e;) (2.6)
onde B ® B’ é a matriz de 1-formas da conexao em W ® W’. Com isso temos
que

| Dagpen —Dal=| Y ¢ B B(e) | (2.7)

Como a norma de Y, e' - B® B'(e;) é independente de V e de A podemos

tomar C'=|> . €' - B® B'(e;) |.
0O

Dem. dim M impar:

Trocando M por M x S' os auto-valores do operador de Dirac passam a
ser dados +1/A; + m, onde \; sao os autovalores do operador de Dirac original
sobre M, e m € Z, [13]. Com isto vemos que o menor auto-valor é o mesmo
em ambos os casos, de modo que se M tem dimensao impar podemos aplicar a
demonstracio do caso par para M x S! obtendo o resultado para M.

O
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2.2 Cota Inferior: Variedades Riemannianas

Originalmente este resultado foi obtido por Friedrich. Nesta segao iremos dar
uma demonstracao que deixa explicito que tais tipos de argumento podem,
eventualmente, ser estendidos para o caso de operadores de Dirac acoplados.

Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta e seja (E, V4) um fibrado
de Dirac sobre M. Para os casos nos quais existe alguma forma de controlarmos
a 2-forma de curvatura de V4, vista como um operador em I'(E) podemos usar
a férmula de Weitzenboch para encontrarmos uma cota inferior para o médulo
do menor auto-valor do operador de Dirac em F.

Para que esta cota inferior seja 6tima, no sentido de existirem exemplos
nos quais a cota inferior é de fato o moédulo do primeiro auto-valor, devemos
considerar uma conexao deformada em E ao invés de considerarmos a conexao
V4. Usando V4 juntamente com a agio de C/(M) em I'(E) podemos definir a
seguinte conexao

Viy =V + fo- (2.8)

onde ¢ € I'(E) v € TM age em v através da multiplicacdo de Clifford. Nesta
expressao, a principio, f pode ser uma fungao de M.

Usando a estrutura de médulo de E com relagao a dlgebra de Clifford C4(M)
podemos considerar um elemento a @ v € T*M ® T M como sendo uma 1-forma
com valores em End(F). Usando esta identificacdo ¢ ficil concluirmos que

Lema 1. Em termos de um referencial local {e;} de TM, com dual {e‘}, a
conezxao deformada descrita acima pode ser escrita da sequinte maneira

vi=vA+B (2.9)

onde B € a 1-forma com valores em End(E) dada por
B=fY e®e (2.10)

Sendo E é um fibrado de Dirac sabemos a acao de Clifford é unitéria. Usando
este fato é imediato vermos que a conexdo V7 é uma conexdo métrica, de modo
que E com a conexo V/ continua sendo um fibrado de Dirac.

O operador de Dirac associado a conexdo V7 é definido da forma usual. Mas
em termos de um referencial local ortonormal {e;} podemos relaciona-lo com o
operador de Dirac proveniente da conexao nao deformada de E
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Df = Z ein
%

= Z GZV? + ZezB(el)

D11y e (211)
=D-f) 1
=D-—nf

onde n é a dimensdo de M. Dessa forma que DI e D diferem por um termo de
ordem zero.

Definicao 12. O Laplaciano em E relativo a conexio VA € definido por

Ap == VAV = div(e;) Vit (2.12)

7

onde div(e;) € dado por
div(e;) = > g(Vjei ;) (2.13)

e V denota a conexdo Levi-Civita de (M, g).

No caso de estarmos lidando com uma base ortonormal {e;} temos a identi-
dade

Z Vie; = Zg(vieiv ej)ej
i ij
==Y 9(Viej,eie; (2.14)
ij
=- Zdiv(ej)ej
J

onde na primeira passagem foi usada a compatibilidade de V com a métrica.
O Laplaciano da conexio deformada A7 se relaciona com o laplaciano usual
da seguinte maneira

Lema 2. Sendo Af o laplaciano da conexio V7 temos a relagdo
A=A —2fD — grad(f) + nf? (2.15)

onde A e D sao o laplaciano e o operador de Dirac associados a conexdo usual
em S.
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Dem.

Da definicao de Laplaciano temos

Ay = =S VIVIp = div(e) VY (2.16)

K3

O termo ), Vlf V{ 1) pode ser simplificado

7

SOVIVIp =3 (V4 fe) (VA + fei)y
= ST (VAVAY + VI (fer) + fei(Vi) — f20)

= (VAVAY + ei(Vif ) + [(Vie)t + 2fe; (Vi) — nf)
=Y ViVt f (Z viez) o+ grad(f)y + 2f Dy — nf>y

=> ViV f (Z dz‘v(ej)ej) ¥ + grad(f)¢ + 2f Dy — nfp
i j
(2.17)

Por outro lado o termo ), div(e;)VI1p pode ser escrito como
Z div(e;) Vi = Z div(e))Viy + f Z div(e;)e;p (2.18)
Combinando as ultimas trés equagoes concluimos que

Af = A —2fD — grad(f) + nf? (2.19)

Lema 3. Se f € uma funcao de M, vale a relacao

D(f4) = grad(f)y + fDy (2.20)

Dem.

Basta usarmos a propriedade que V4 é uma derivacio e notarmos que

grad(f) = 3 eV f =3 eilfes (2.21)
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Com estas identidades podemos encontrar um analogo da férmula de Weitzenbock
para a conexao deformada

Lema 4. Para a conexio deformada VI vale a expressio de Weitzenbick

(D—f)?=AF + Fa+(1—n)f? (2.22)

Dem.

Usando o lema 3 é imediato vermos que

(D — f)* =D*=2fD — grad(f) + f? (2.23)
Combinado a equagao (2.19) com a equagao (2.23)

(D—f)?=AF +(D* —A) + (1 —n)f? (2.24)

Usando a Formula de Weitzenbock obtemos a relagao
(D—f)?=AT + Fa+ (1—n)f? (2.25)
O

Teorema 5. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com estrutura
Spin e dimensao n.Seja A um auto-valor do operador de Dirac associado. Entdo
temos que -
2
ATz dn—1

onde Ry denota o minimo da curvatura escalar de (M, g).

Além disso, se existe uma auto-se¢ao P € S, Dip = M), tal que A = %ﬁRO,
entao a curvatura escalar R € constante e v satisfaz a equag¢do

Ry (2.26)

1 Ry

Vet =% 2 (2.27)

para qualquer que seja x € TM.

Dem.

Sendo (M, g) uma variedade riemanniana com estrutura Spin e S o fibrado
e spinores associado, munido com a conexao induzida pela conexao Levi-Civita
de (M, g), a expressao do lema 4 pode ser escrita como
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(D—f)?=A"+ iR + (1 —n)f? (2.28)

Seja 1 tal que Dy = Aip. Tomando o pardmetro da deformagao, f, com
sendo constante e igual a % a equagao (2.28) pode ser escrita como

A2<”_1)¢Aﬁw+iw (2.29)

n

Tomando o produto interno desta equagao com 1 e integrando em M obte-
mos que

n—1 A 1
() I BRI g [ RIGE a0
n 4 M
Usando que || V2 |7,> 0 e majorando R > Ry concluimos que
1 n
N> R 2.31
“4n—-1"7 ( )

No caso da igualdade ser satisfeita, ou seja, A = iﬁRo devemos ter

R=Ry
A (2.32)
Ve =0
De onde concluimos o restante das afirmacoes.
O

A equagdo (2.27), satisfeita no caso da cota ser atingida, pode ser vista de
uma forma mais geral.

Definicao 13. Um spinor € dito spinor de Killing se satisfaz a equacao

Vot = - (2.33)
qualquer que seja x € TM.

A presenga de um spinor de Killing nao identicamente nulo em uma variedade
(M, g) implica em algumas propriedades geométricas para M.

Proposicao 17. Seja (M, g) uma variedade riemanniana com estrutura spin e
seja ¥ um spinor satisfazendo a equagao (2.33). Entdo (M,g) € uma variedade

Finstein® e vale a relacdo

21 1
4n(n-—1)

7 R (2.34)

1Uma variedade é dita Einstein se o tensor de Ricci for multiplo da métrica.
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Dem.

Primeiramente notemos que se considerarmos a restricao de um spinor de
Killing, %, a uma curva -, com | 4 |= 1, ¢ deve satisfazer a equagao

Lap(e) = i) (1) (23)

De forma que se ¥(0) = 0 implica em ¥ = 0. Logo se ¥ nao é identicamente
nulo entao 1 nao se anula em nenhum ponto.

Usando que a conexao em S se comporta como uma derivagao, a propriedade
V4 = px -1 implica que

VaoVyth = 1 (Vay) -9 + ply -z -1 (2.36)

Como estamos usando a conexao Levi-Civita em M sabemos que [z,y] =
Vzy — Vyx, o que implica que

(VaVy =V Vo = Vi) ¥ = 1y -z — 2 y)0 (2.37)

Usando esta relacao podemos calcular

Z ejR(z,e;)p = p? Z ejlejr —xej)h = 2(1 —n)p’z -9 (2.38)
J J
Mas é possivel mostrarmos, [7, 20|, que
1.
Z ejR(x,ej) = _§RIC($> ) (2.39)
J

de onde concluimos que

Ric(z) -9 = 4(n — )Pz - (2.40)

Como 3 nao se anula em nenhum ponto podemos concluir que vale a iden-
tidade

Ric(x) = 4(n — 1)’z (2.41)

Dessa forma, se considerarmos o tensor de ricci propriamente dito, Rice(z, y) =
g(Ric(x),y), vemos imediatamente que

Rice(z,y) = 4(n — 1)p?g(z, ) (2.42)

o que caracteriza (M,g) como uma variedade Einstein de curvatura escalar
R=4n(n—1)u?.
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2.3 Cota Inferior: Variedades Kahler

A busca de uma estimativa melhor para o caso de variedades Kéhler vem do fato
de que a estimativa obtida na segao anterior para variedades riemannianas nao
pode ter a igualdade satisfeita no caso de variedades Kéahler. Para vermos isto
consideremos uma variedade Kéhler (M?2",g,.J) com estrutura Spin. Seja S o
respectivo fibrado de spinores e D o operador de Dirac neste fibrado. Se 9 é um
spinor que satisfaz a equagao de Killing, V1 = px - 9, é imediato vermos que
1 é uma auto-se¢ao de D com auto-valor —2nu. Nesta situagdo podemos usar
a forma de Kéhler de M para construirmos outra auto-secao, que em alguns
casos mostra que a igualdade na estimativa riemanniana nao pode ser satisfeita.
Para isto lembremos que em termos de um referencial unitario local, {¢%,£%}, a
forma de Kéahler pode ser escrita como

n
w=1iy &NE (2.43)
i=1
Consideremos a seguinte se¢do de S

oc=w-Y (2.44)

Proposigao 18. A secdo o é uma auto-se¢ao do operador de Dirac com auto-
valor %/\

Dem

Usando que em termos da base {¢%,£7} o operador de Dirac pode ser escrito
como

D= ¢V +> €V (2.45)
i=1 i=1

temos que, para um spinor ¥ que satisfaz a equagao de Killing, V9 = px - 1,
vale a identidade

D(wih) = &'Ve, (w)) + Y &'V, (wi)
=1

i=1

— Y GV + Y EuVen + S E(Vew+ S Ewvey
=1 =1 =1 =1
- n (2.46)
= E 5iwv5i¢+ E é@‘wv&w

i=1 i=1

= p (Z f”wfi> P+ p (Z Eiwf") 0
i=1

i=1
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Mas temos a seguinte relagao

> fwgt =i Y (@)
=1 =1 j5=1
LI L
= ¢Ey-go)
2;; ( ) (2.47)

O |

'S - mEE - 8e)
- (2J—: ln)w
Dessa forma temos que

D () = (4~ 2m)prs 219

Usando que o auto-valor associado a ¢ é —2nu temos o resultado.

Dessa forma se M tem dimenséao diferente de 2, a estimativa para variedades
riemannianas nao pode ser atingida. Pois se isto ocorresse ¢ seria um Killing
spinor, e pelo argumento acima wi) seria outro auto-estado com auto-valor
menor do que o permitido pela estimativa.

Para podermos usar a estrutura Kahler de modo a obtermos uma estimativa
mais fina para o primeiro auto-valor do operador de Dirac, precisamos entender
como relacionar esta estrutura com os spinores. Seja (M, g,J) uma variedade
Kahler, sabemos que o fibrado de spinores pode ser descrito por

S=A*M kL2 (2.49)

sendo a agdo de Clifford dada pela multiplicagdo exterior e pela contragdo nos
elementos de A%*M. Usando esta descricio podemos encontrar os auto-espacos
da forma de Kéahler, vista como operador em S.

Proposigao 19. Seja w a forma de Kahler de M vista como operador em S.
. 1
Para um spinor ¢, € ANOPM @ k™2 temos que

Wity = i(2p = n)y (2.50)
Dessa forma o fibrado de spinores pode ser decomposto em auto-fibrados de w
S = @S, (2.51)

onde S, = \"PM @ k2
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*

Dem™.

Localmente, um spinor homogéneo de grau p, em S, pode ser descrito por

_ _ _1
Yp= ("N NEP) @Ky (2.52)
Dessa forma para sabermos como a agao de w se comporta em spinor deste
tipo temos que saber como ¥ A £F age em elementos da forma £ A --- A E'r.

Temos que analisar dois casos. Primeiramente se £¢ € €1 A -+ A €%, Neste
caso temos que

o 1 _ _
NN g = (e - ) AN
= (_i(fk)e(gk) + e(gk)i(fk)) A NE (2.53)
= e(EM)i(EM)En AN L
=N AL
De forma ansloga podemos concluir que se ¥ ¢ £ A - A £ temos que
EENEEEN NG = E A NE (2.54)

Usando estas relagoes temos que

W'wp:i<Z§iAi> “p

i=1
=iy (&A1) (2.55)
1=1
=1 (pwp —(n— p)"/}p)
=i(2p —n)Y,
A decomposicio S = @Sy, é imediata.
O

Na decomposicao S = @S, podemos considerar os operadores de projecao
pr de S em Si. Usando os operadores de projecao podemos construir o seguinte
operador

=3 0)m (2.56)

0
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Proposigao 20. O quadrado de T € relacionado com o operador de paridade
T’ =a (2.57)
Além disso temos que o adjunto, T*, também satisfaz esta relacdo, isto €,

(I*)? =a (2.58)

Com isto vemos que I? = (I*)?

Dem.

Basta notarmos que os espagos Si sdo ortogonais, de modo que

n

=Y (-)'p=a (2.59)

k=0
Para a segunda afirmacéo basta notarmos que o adjunto, Z*, é dado por

=Y (-i)m (2.60)

k
O
Coroldrio 1. O operador I? anti comuta com o operador de Dirac.
DI? = -1°D (2.61)
Corolario 2. O operador de Dirac ao quadrado comuta com T.
D?*7 =1ID? (2.62)

Observagao 1. Os resultados acima continuam vdlidos se ao invés de consid-
erarmos I considerarmos o seu adjunto formal T*

Usando este operador podemos considerar a seguinte deformagao da conexao

Vo) = Vop 4 azx - +ibJ () - a(v)) (2.63)

O primeiro termo da deformacao é exatamente a deformagao proposta por
Friedrich, a mesma que foi usada na segao anterior. J& o segundo termo envolve
a estrutura complexa da variedade (M, g, J). Como feito no caso riemanniano,
a estratégia para encontrarmos uma cota inferior para D consiste em encontrar
o laplaciano associado a conexao deformada. Para tal precisamos definir o op-
erador de Dirac modificado. Usando um referencial ortonormal {e’} definimos

D= J()V; (2.64)



Teorema 6. O laplaciano associado a conexdo V* se escreve como

A%Yeh = Ap + n(a® + b2) — 2aDyp — 2ibDa(1p) 4 diabwo(v)) (2.65)

Antes de mostrarmos o teorema precisamos de dois lemas preliminares

Lema 5. Se « for uma 1-forma temos a relagdo

oaw — wa = 2J(a) (2.66)

Dem.
Como « é uma 1-forma temos a identidade
ow — wa = —20.w (2.67)

Por outro lado temos que

aw(y) =w(a’,y) = g(a, J(y))

2.68
=—g(J("),y) = —J(a)(y) =

Lema 6. A forma de Kdhler pode ser escrita dentro da dlgebra de Clifford como
sendo

i J(ehe! = 2w (2.69)

Dem.
Usando o lema anterior obtemos

<
—
o
.
N
s
-
Il
| =
=
9]
.
S
|
€
®
-
N
s
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N
Il
_
o
Il
—

(2.70)

N = N
— .
Ingb
ms.
€
m@.
_|_
3
&
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Dem. Teorema

Usando a definigdo (12) para o laplaciano e desenvolvendo os termos cheg-
amos na seguinte expressao

A®ep = A% — Z bV (J(e)a()) = Y ibJ(e)a(Vir)
g | o (2.71)
+ Z b2 J(eM)e (J(eh)a()) — Z div(e?)ibJ (e?) (1))

J

Agora basta simplificarmos os termos do laplaciano acima. Isto serd feito
separadamente.

Lema 7. Temos a simplificacao

ZbQJ(ej)oz (J(e)a(y)) = nb*p (2.72)

Dem.
Como a acao de um vetor troca a paridade de um spinor, vemos facilmente
que « anti comuta com a multiplicacao de Clifford de um vetor. Por isso temos

v J(e)a (J(e)a(y)) = =b*J(e))J () = by (2.73)

Com isso temos que
S pI(e)a (J(e)a(y)) =D 0P = nb*y (2.74)
J J

O

Lema 8. Temos a simplificacdo

ib Z Ve (J(e!)o())) = ibDa(v)) — Z div(e?)J(e?)a(y) — 2ibw - a(h) (2.75)

Dem.
Precisamos lembrar da propriedade de que a conexao em um fibrado de Dirac

é uma derivagdo com relagao as segoes de C¢(M). Usando esta propriedade mais
o lema (6) temos
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v (7 ZV +GZ€” (¢)a
:Z V;J(eh)) —|—ZJ (e)V a(y) + awa(z))

— Z (Vi J(eh)) a(y) + Da(w) — 2aw - a(v)

(2.76)
Por outro lado temos que
D Vil(e) = g (Vid(e), J(e)) J(¢)
i i,
:—Zg(viJ el D) J(e)
(2.77)
= - Z g zej )
=— Z div(e’)
J
Juntando as duas ultimas equagoes concluimos o desejado.
O
Lema 9. Temos a simplificacdo
by J(e)a(Viv) = ibDa() — 2iabw - a(t)) (2.78)

Dem.

Notemos que, como V; preserva a paridade de ¢, V; comuta com o operador
de paridade «. sando este fato, mais a definicao de V¢, podemos escrever

zbZJe] (V9 + ae’y)

_zbZJeJ (V,9) +meJeJ (7))

= zbZJ eV a(v) —iabz J(e?)ela(r)
J

J

= ibDa(v)) — 2iabw - a(v))

(2.79)
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Usando estes resultados podemos escrever para o laplaciano

A%l = A% + nb®h — 2ibDa() + diabw - (1)) (2.80)

Usando a equagdo (2.19) concluimos o desejado.

Para que seja possivel controlarmos os termos envolvendo D e w no laplaciano
acima, precisamos entender um pouco mais a relacio entre os operadores D e D.
Para isso usaremos um artificio para decompor os auto-espagos de D, E)(D),
de uma forma que seja possivel analisarmos a acao dos termos desejados.

Lema 10. O operador I tem as sequintes propriedades

V=0

J(@)T = T (281)

Dem.

A primeira propriedade segue naturalmente do fato de que Vw = 0, que nos
diz que em um fibrado de Dirac V respeita a decomposicao S = Gy Sk.
A segunda identidade segue da identificagao

1
& = \? (v+iJv) s
& = 7 (v —1iJv)
juntamente com a agao descrita na equagao 1.54.
O

Usando este lema podemos relacionar o operador D com o operador D

Proposigao 21. Os operadores D e D se relacionam através de T da sequinte
forma

D=-IDI*=1*DI (2.83)
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Dem.

Como VI = 0, usando o lema anterior temos

IDI* = Te'V;(I*1))

= Te'T'Viy)
' (2.84)

=3 J(NIT Vi

— Z J(e)Vp = Dy

Neste desenvolvimento usamos o fato imediato de que ZZ* = 1. Mas pode-
mos fazer a seguinte manipulacao

—IDI* = -IDI3

=7°DT (2.85)
=1"DT
Estabelecendo a segunda igualdade.
O
Proposigao 22. Temos as relagoes
DIDTI =1IDID
(2.86)

IDI =-I*DT*

Dem.

Usando a proposicao anterior temos que

IDID = —DI?D

= DDT?
- (2.87)
= -DDT?
=DIDT
Neste desenvolvimento usamos o fato de que DD = —DD. A demonstracio

deste fato é bastante técnica e nao nos traz nenhum beneficio de entendimento.
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Por isso omitiremos a demonstragao da mesma, que pode ser encontrada em
[12].
Da mesma forma temos

IDT = (-DZ) T
= —D71?
= -7I*(IDI*)
= _73DT*

Mas da definicdo de Z vemos que Z° = Z*.

Proposicao 23. Se ¢ € E\(D) a expressao

exty = (D + NI*yY (2.89)
define um endomorfismo ey : Ex(D) — Ex(D) tal queine um endomorfismo

ex: Ex(D) — E\(D) tal que

ey +4Xt =0 (2.90)

Dem.

Tomando ¢ € Ey(D) e usando que D? comuta com Z* temos

D(extp) = D*T*y) + \DI*¢
= \2T*¢ + ADT¥ (2.91)
=A(A+D)I*y

Com isso vemos que ey é de fato um endomorfismo de Ey(D). Por outro
lado, usando a proposi¢ao (22) e supondo que ¥ € Ey (D), podemos calcular

e3h = (DI* + \I*)(DI* + \I*)y
= DI*DI*) + A\D(T*)*y + \T*DI*) + \2(T*)*
= —DIDTIvp) — N(T*)?>Dip — NXIDIvp + A(T*)?e)
= —DIDTIvy — \XIDTv
= —IDIDvy — NIDIv
= —2\IDTy

(2.92)
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De modo andlogo podemos desenvolver os termos ef{w e e‘/{w obtendo

es = -2 3(D + \)Iy

2.93

exy = —4\yp (2.93)

O

Em particular a expressao e‘)f = —4)* nos diz que os possiveis auto-valores

de ey em E)(D) sé podem ser um dos nimeros complexos +(1 & ¢)\. Baseado
nisto definimos

EX(D) = {4 € EA(D) [ ext = i" (1 + )M} (2.94)

Corolario 3. Seja A\ um auto-valor de D. Entdo existe k € {0,1,2,3} e ¢ €
EX(D), com 1 # 0. Além disso v satisfaz

D= —A(iF(1+4)T 1) (2.95)

Dem.

A existéncia de ¢ é um fato imediato. Supondo que ¥ € E’; (D) e usando a
proposicao (21) concluimos que

Dy = —IDT*y
=T (exy — \I™Y) (2.96)
= —i*(1 4+ )Ny + N
=-A(FA+)T-1)y
O

Proposigdo 24. Seja A\ # 0 um auto-valor de D, e seja ¢ € EX(D). Entdo
os operadores de projecdo p; referentes a decomposicdo S = ®;S; satisfazem as
relagoes

|| Par—k—1% ||=]| Par—r? ||

2.97
Dal—k+1Y = Pai—k+2¥ =0 (2.97)

Dem.

Usando a agdo explicita em termos da base {¢%,£%} é possivel mostrarmos
que os operadores p; satisfazem a relagao

40



pjJ(z) = J(x)pj—1 = i(pjx — xpj_1) (2.98)

Esta relacao implica que os operadores D e D satisfazem

pjD = Dpj—1 = i(p;D — Dp;1) (2.99)

Podemos mostrar que D é auto-adjunto da mesma forma que mostramos que

D é auto-adjunto. Usando isto mais a relagao acima podemos concluir, para
Y € EX(D), que

(p; DY | ¥) — (¥ | pj—1 DY) =

i((pjD — Dpj—1)¢ [

- S

i(p; D | ) +ilpj—19 | DY) = (2.100)
iMpith | ¥) +iXpj—1¢ | ¥) =
A (Il pjeo 112 = I pj—at [17)
Com esta relagéo e o coroldrio (3) concluimos que
i+ ) I pj = (i + (=0)*) [ -1 |7 (2.101)

Substituindo o valores apropriados para j obtemos a relacao desejada.

Proposigao 25. Se A # 0 € um auto-valor de D, e se ¢ € E’j(D) Temos que

(—=iDy | T%Y) = (=) || ¢ |?

2.102
(—iwyy | T) = (=1)F || | (2102)

Dem.

Como Z? = « anti-comuta com D vemos imediatamente que se A # 0 ento
(¢ | Z%¢) = 0. Dessa forma temos que

(—iDy | TPp) = —iF (1 — i)\ (e | To)) (2.103)

Usando a defini¢ao de Z mais as relagdes da proposi¢ao (24) temos

W Tg) =Y (=) || pje |I?

J

= 2T bk 12+ 30 I pat 1P g 409
J

J

1
i*(1 +z‘>§jj [l paj—it0 |P= (1 +3) [0 |
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Combinando estas duas equagoes obtemos

(—iDy | T%¢) = (=) A || ¢ |]? (2.105)

Escrevendo

w = iZ(2j —n)p; (2.106)

temos que

(—iwyp | T2) = O (25 —n)ps | Y (=1) prt))
k

J

= (=1)7(2j —n) || pj |2

J

= "(=1)*"*(8p — 2k — n) || payp—i¥ |2 (2.107)
p
+3 (1) 8y — 2k — 2 — ) || papr1t) |2
p
=2(=1)" > || pap—rt |[P= (=D)F [| ¢ ||?
’ O

Com estas relacoes podemos usar o laplaciano deformado para encontrar
uma cota inferior para o operador de Dirac em variedades Kéahler.

Teorema 7. Seja M uma variedade Kdhler com estrutura Spin e seja D o
operador de Dirac associado. Entao se A for um auto-valor de D, temos que

In+2

> Ry (2.108)

onde Ry denota o minimo da curvatura escalar e M.

Dem.

Usando o teorema (6) juntamente com a férmula de Weitzenbock podemos
escrever

1 _
AP 4 JR= D? + n(a® 4+ b?) — 2aD + 2ibaD + diabwo (2.109)

Sendo A um auto-valor de D podemos escolher ¢ € E¥(D). Aplicando esta
equacao a 1 e tomando o produto interno com 1) obtemos que
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aby 2 1 2 _ ()2 2 2) _ 2
|| V& || +4/MR|1/;| ()\ +n(a” +b°) 23)\)”1/’” (2.110)
— 2b(—iDwy | T29) — dab(—iwt) | T21)

Usando que || V&1 ||> 0 e os resultados da proposigao (25) temos que

iRo 14 P< (A2 + n(a® + %) — 207+ 2b(— 1) (<A +2a)) || ¢ |7 (2.111)

Escolhendo
A
T2
”J; (2.112)
b= (-1t
(=1) n+2
obtemos que
1 n 1 1
—Ry < ()\2—1—2 SA2 — Ao —— (=1 + ))
411 (n+2) 2 2 n+ 2 (2.113)
n
“Ry <\
470 ="
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Capitulo 3

Operadores Acoplados

Tendo em mente as estimativas existentes para o primeiro auto-valor do op-
erador de Dirac sobre variedades com curvatura escalar positiva, e tendo visto
que a presenca de uma estrutura geométrica como a estrutura Kéhler afeta estas
estimativas, uma pergunta natural que podemos fazer é de como o primeiro auto-
valor do operador de Dirac se comporta com o acoplamento de uma conexao
externa V4 em um fibrado E.

Esta pergunta € particularmente relevante pois em Fisica o operador de Dirac
no fibrado de spinores S aparece na equagao que descreve uma particula livre.
Se desejarmos considerar uma particula que interage com uma forgca externa
devemos considerar S ® E, onde F é um fibrado que modela as simetrias da
particula, e a conexao VA em E representa a forga externa.

Desse modo é bastante natural considerarmos o problema de como o primeiro
auto-valor do operador de Dirac acoplado se comporta. Em um primeiro mo-
mento podemos pensar que a generalizacao da férmula de Weitzenbock para o
caso acoplado nos de alguma informagao. Mas como veremos adiante, o primeiro
auto-valor do operador de Dirac acoplado depende de uma forma sutil do acopla-
mento, de modo que s6 podemos esperar obter informagoes em casos especificos.

3.1 Dependéncia Geométrica

O resultado a seguir nos mostra que o primeiro auto-valor do operador de Dirac
sente até mesmo perturbagoes na conexao do fibrado E.

Teorema 8. Seja (M, g) uma variedade riemanniana compacta com estrutura
Spin e com curvatura escalar R > 0. Entdo podemos encontrar um fibrado
trivial CV, para N suficientemente grande e uma familia de conexdes VA em
CY, tais que o primeiro auto-valor do operador de Dirac acoplado D4, seja nao
nulo e tao pequeno quanto se queira.

Dem.: dim M par
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Primeiramente consideraremos o caso em que a dimensao de M é 2n. Como
(M, g) tem curvatura escalar maior do que zero, concluimos que o operador
de Dirac em S, Dg, nao possui nucleo. Porém, se considerarmos o operador
acoplado a um fibrado F o indice do operador acoplado é dado por

n@(pg):(_1yi/ ch(E) A A(M) (3.1)
M

Escolhendo E como sendo o pullback de um fibrado gerador de S?" através
de uma mapa de grau 1 M — S?" vemos que a unica classe de Chern de E
que nao é nula é precisamente ¢, (FE). Além disso ¢,(F) é um gerador para
a cohomologia H™(M,Z). Dessa forma, usando que o operador nio acoplado
possui indice nulo podemos concluir que o indice de DE é £+ o posto de E.
Tendo indice nao nulo Dg, e consequentemente Dpg, possuem nucleo.

Com isso encontramos um fibrado E tal que D4 possui nicleo. Como M é
uma variedade compacta, podemos encontrar um segundo fibrado E’ tal que

EoFE =CV (3.2)

Tomando qualquer conexdo VB em E’ podemos definir o operador de Dirac
Da—pep em S ® QN. Como Dp possui nicleo é imediato vermos que D 4
também possui nicleo.

Por outro lado podemos considerar a conexao trivial, d, em CcV. Con-
siderando esta conexio definimos em S ® CV o operador de Dirac Dy. Neste
caso se escrevermos uma seciao de S ® CV como sendo

(G}
(G
v=| (3.3)
YN
o operador Dy se escreve como

Dg
Ds
Dy=1 . (3.4)
Ds
Com isso vemos que a menos de multiplicidade o espectro de Dy coincide

com o espectro do operador nao acoplado Dg.
Consideremos a diferenga entre as conexoes

a=V4—d (3.5)

e a familia continua de conexdes definida por

VA = d + ta (3.6)
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Com esta familia de conexdes podemos definir uma familia continua de op-
eradores de Dirac associados as conexdes VAt

Dy, =Y €'V (3.7)
2
Seja A(t) o primeiro auto-valor do operador de Dirac D4,. Como a familia
Dy, é continua temos que A(t) é uma fungdo continua de t. Mas o operador
D 4, = Dy nao possui ntcleo, enquanto que D4, = D4 possui niicleo. Com isso
vemos que no intervalo [0, 1] A(t) varia continuamente de A\(0) # 0 até A\(1) = 0,
sendo tao pequeno quanto se queira.

O

Dem.: dim M impar

Da mesma forma que foi feito no caso da dimensao de M ser par, precisamos
encontrar um fibrado E tal que o operador acoplado D 4 possua nicleo. Se isto
for possivel todos os demais passos da demonstragao sao 0s mesmos.

No caso da dimensao de M ser impar o teorema do indice nao nos fornece
nenhuma informagao, pois o mesmo sempre é nulo. Desse modo consideremos o
produto cartesiano M x S'. Como M x S! tem dimensao par podemos encon-
trar E/ como feito anteriormente de modo que D4 possua nicleo. Sendo A; os
auto-valores do operador de Dirac da restrigdo S ® E |p; sabemos que, [13], o

espectro de D4 é dado por +, /)\? +m?2 com m € Z. Dessa forma para que D 4

tenha nicleo, a sua restricio a S ® F |p; também precisa ter nicleo. Com isto
encontramos um fibrado E | tal que o operador de Dirac em S® E |yy— M
possui nicleo.

3.2 Operadores Acoplados em S?

Como vimos na secao anterior, para situagoes muito gerais, pode nao ser possivel
encontrarmos uma cota inferior para o primeiro auto-valor do operador de Dirac
acoplada. Porém se tomarmos uma variedade em particular e se restringirmos
a classe das conexdes V4 em E pode ser possivel encontrarmos tais cotas infe-
riores. Este fato ocorre se M = S? e se pedirmos que a conexido V4 no fibrado
FE satisfaga a condigao Hermitian-Einstein.

Definigao 14. Uma conexio VA em um fibrado E sobre uma variedade Kdhler
M ¢é Hermitian-Einstein se satisfaz a condi¢do

AFA == wJFA =cl (38)
onde Fy € a 2-forma de curvatura da conexdo V2, w € a forma de Kdihler de

M el o endomorfismo identidade de E.
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Superficies de Riemann, em particular S?, sdo naturalmente variedades
Kahler, com forma de Kéahler dada por
w=1iENE (3.9)

Dessa forma a condi¢gdo Hermitian-Einstein é bem definida para fibrados
sobre as mesmas. A condigao da conexao de E ser Hermitian-Einstein pode
ser entendida como uma condicdo de compatibilidade da conexdo V4 com a
estrutura geométrica de M.

Para superficies de Riemann, em virtude da caracterizacao explicada na
secdo (1.2.4), o fibrado de spinores associado a estrutura Spin(C canonica é bas-
tante simples

Sc = A"'M @ A% M (3.10)

de forma que o fibrado de spinores propriamente dito é dado por

S=(A""Mo A" M) kg (3.11)

Neste caso a agdo da algebra de Clifford C£(M) em S se simplifica. A agdo
de Clifford em termos da base {¢%, £} é dada por

C(gj) = _\/ii(fj)7
_ _. 3.12
(&) = vV2e(&) (312

Proposicao 26. A acdo de uma (1,1)-forma v em um spinor @ pode ser ex-
pressa como

v = i(Ay)a(y) (3.13)

onde Ay = wy € a contragao pela forma de Kdahler e a(v) € o operador de
paridade.

Dem.

Em uma superficie de Riemann toda (1,1)-forma pode ser escrita como
y=hENE (3.14)

e como vimos acima o spinor ¥ pode ser escrito na forma

¢ =f+g¢ (3.15)

A acdo de £ A € em uma funcdo é dada por
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(En8)-E= (6~ E0)
= (<i(E)e(€) + e(£)i(6)) €
= c(©)i(6)¢
=e(¢)1
=£

Desse modo temos que
v = h(=f + g€)
Notando que

a(y) = f—g€

h = —ily

temos o resultado.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

Corolario 4. Seja E — M um fibrado hermitiano sobre uma superficie de
Riemann M. Entao a agao da 2-forma de curvatura Fa em spinores de S® E

€ dada por
Fap = i(AFa)a(y)

(3.20)

Teorema 9. Seja E — S? um fibrado munido de wma conexdo V4 que satisfaca
a condi¢ao Hermitian-Einstein. Seja Dy o operador de Dirac acoplado em SQE.

Entao, para auto-valores nao nulos, temos a estimativa

N> Ry

N | =
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Dem.

O passo fundamental é entendermos como o termo || v {Fav | ), da férmula
de weitzenbdck para o operador acoplado, se comporta. Pelos resultados acima
sabemos que Fat) = i(AF4)a(v)), e como estamos supondo que V4 é Hermitian-
Einstein temos que AF4 = cl, de forma que

Fap=ci a(y) (3.22)

Por outro lado é facil de vermos que o operador de paridade e o operador de
Dirac anti-comutam

Da(¢) = —a(Dy) (3.23)

Desse modo se

Dip = Ay (3.24)

com A # 0, podemos concluir que

Da(y) = ~a (DY)
= —a(\) (3.25)
— —Xa(¥)

ou seja, a(1)) também é auto-estado do operador de Dirac s6 que com auto-valor
—A. Sendo A # 0 e usando que o operador de Dirac é auto-adjunto concluimos
que

(Fav |9) =0 (3.26)

Dessa forma o termo envolvendo F4 na férmula de weitzenbock é nulo. Agora
um argumento to tipo Friedrich, andlogo ao usado na estimativa para variedades
riemannianas, pode ser usado para encontrarmos o fator de % presente na esti-
mativa.

Observagao 2. Usando a formula do indice para o caso acoplado podemos ver
que em muitas situagoes o acoplamento faz com que o operador de Dirac tenha

niucleo. Dessa forma, para fazermos a estimativa acima € essencial supormos
que X # 0.

Observagao 3. E interessante notarmos que os resultados da primeira e da
sequnda secao nao sao contraditorios entre si. Usando que a primeira classe
de chern ¢y € aditiva com relagdo a soma de Witney, e usando que no caso de
uma conexao ser Hermitian-Finstein a constante ¢ depende essencialmente de
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c1 do fibrado, é facil mostrarmos que a conexao B @® B’ ndo pode ser Hermitian-
Einstein. Logo a familia de conexdes VAt ndo satisfaz as hipdteses do teorema

(9).

Observagao 4. Outro caso em que temos controle sobre o termo de curvatura
F4 € o caso em que tomamos E como sendo o fibrado trivial C™* e consideramos
a conexao flat em E. Para este caso Fa = 0 e a estimativa obtida € exatamente
a estimativa cldssica de Friedrich. Este resultado € bastante razodvel, uma vez
que, se considerarmos a conexao trivial d em E, jd sabemos que o espectro do
operador de Dirac nao € alterado.
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Capitulo 4

Laplaciano de Dolbeault

Seja M uma variedade Kéhler, e seja F um fibrado holomorfo hermitiano.
Consideremos a conexao de Chern! V4 em E, que pode ser escrita na forma
VA = 04 + 04. Usando esta expressdo para escrevermos a conexao podemos
considerar o laplaciano de Dolbeault definido por

Ay =00+ 05 (4.1)

De modo geral podemos ver este laplaciano como um mapa entre os espagos
AZT QPUE) — QP9(E). Quando nos restringimos a segoes de F, isto é,
A% : QUE) — Q°(E), podemos garantir, para certos fibrados E, que A% nao
possui nucleo. Uma classe de fibrados para a qual podemos garantir isto é a
dos fibrados com grau? negativo que possuem uma conexao Hermitian-Einstein.
Para vermos isto, notemos que se ¢ € Q°(E) estd no micleo de A% entao ¢ é
uma se¢ao holomorfa de FE.

Por outro lado sabemos que, [14], um fibrado estdvel® com grau negativo nao
possui segoes holomorfas nao identicamente nulas. Dessa forma se E for um fi-
brado estavel, com grau negativo, entao A% nao possui ntcleo. Entretanto, pela
correspondéncia Hitchin-Kobayashi, sabemos que fibrados estaveis correspon-
dem a fibrados que admitem uma conexao de tipo Hermitian-Einstein. Logo
se F admite uma conexao Hermitian-Einstein, e possui grau negativo, A%, nao
possui ntcleo, [14], fazendo sentido nos perguntarmos qual seria o seu menor
auto-valor.

LA conexdo de Chern é a tnica conexdo compativel simultaneamente com a estrutura
hermitiana e com a estrutura holomorfa de E.
2Para um fibrado E sobre uma variedade Kihler M, de dimensdo complexa n, definimos
o grau como sendo
deg(E) = — / c1(E) Aw™t (4.2)
27 Sy

onde w é a forma de Kahler de M.

3De maneira simplificada, dizemos que um fibrado E é estével se ndo possui sub fibrado
com inclinagdo menor do que a de E, onde definimos a inclinagdo de um fibrado como sendo
o grau do fibrado dividido por seu posto.
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Para fibrados (F,V#) com conexdo Hermitian-Einstein podemos usar as
identidades de Kéahler para obtermos uma cota inferior para os auto-valores de
A%. As identidades de Kihler para (E,V4) podem ser escritas como

_ 1 ;
A} =304 = 504 - %AFA (4.3)

Como estamos assumindo que (E, V4) é Hermitian-Einstein, ji vimos que
AF, é um miltiplo da identidade e vale

27 deg(E)
(n — 1)Irk(E)vol(M)
Esta expressao juntamente com a anterior nos permite obter a seguinte es-

timativa: se A é um auto-valor de Ay restrito a segoes de F, entao \ satisfaz a
desigualdade?

iNFy = Ig (4.4)

S —mdeg(FE)
~ (n—1)Itk(E)vol(M)
Porém, o fato de existir uma auto-segao v tal que A satisfaga a igualdade

A = —n deg(E)
(n—1)1rk(E)vol(M)
A = 0 o que implica que 949 = 0 de modo que deverfamos ter A = 0, uma
contradigao. Isto nos mostra que esta estimativa nao é étima, no sentido de que
nao existem fibrados para os quais a igualdade é satisfeita. Para obtermos uma
estimativa mais fina precisamos considerar o fibrado de spinores S¢ associado
com a estrutura Spin(C canonica da variedade complexa M, juntamente com o
fato de que o laplaciano de Dolbeault pode ser escrito em termos do operador

de Dirac acoplado D4 em S¢ ® E.

(4.5)

nos leva a uma contradigao: neste caso devemos ter

4.1 Generalizacao das Identidades de Kahler

Seja M uma variedade Kéahler de dimensao real m = 2n e seja F um fibrado
holomorfo hermitiano munido com a conexdo V4 compativel com estas estru-
turas. Sabemos que o fibrado de spinores de M associado a estrutura Spin(C
canonica ¢ identificado com S¢ = A%* M, de modo que S¢ ® E = Q%*(E). Além
disso se {£7, £} for uma base unitaria, temos que a acio de C/(M)®C em Sc® F
¢é dada por

c()s@t = (\/ﬁéhs) ®t
(st = (—\/55_1 A s) ®t

onde s €I'(S¢) et € T'(E).

4Na estimativa abaixo vemos a necessidade de considerarmos fibrados com grau negativo.
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Ja vimos que com estas identificagoes o operador de Dirac acoplado D 4 pode
ser escrito como

Dy =04+ 0% (4.7)

e que a féormula de Weitzenbdck para este caso se escreve como

1 1
D = AS®A 4 Bt 5Fs+ Fa (4.8)

onde A%®4 denota o laplaciano de S¢ ® E associado a conexao produto VS®4 =
Ve @1Ig +1Ig ® VA, Fg denota a 2-forma de curvatura de uma conexdo® no
fibrado de linha associado a estrutura Spin(C de M e Fy a 2-forma de curvatura
da conexdo V4.

Para que possamos entender esta férmula de Weitzenbock como uma gen-
eralizagao das identidades de Kéahler precisamos saber explicitamente como as

2-formas de curvatura, Fs e Fu, agem em secoes de E, ou seja, em QUC(E).

Proposicao 27. A a¢do de uma (1,1)-forma o em uma se¢ao g de E é dada
explicitamente por

a- o = —i(Aa)o (4.9)

onde Ao = woa € a contracdo de o pela forma de Kdhler w.

Dem.

Para entendermos a agao de uma 2-forma « A 3 precisamos identifica-la com
o seguinte elemento na dlgebra de Clifford

aNf= % (aff — Ba) (4.10)

Toda forma do tipo (1,1) pode ser escrita como o = apg&P A €9. Com
isto, para sabermos como o age, basta sabermos como os termos &P A £9 agem.
Usando a identificagao acima juntamente com a agao explicita para os elementos
{&7,67} temos que, para um elemento geral ¢ € Q0*(E),

eEneg -y (§§l £'er) v

"le(€') +e(€)i(€")) v

Para elementos gerais de Q%*(E) esta agdo pode nio se simplificar muito
mais. Porém quando nos restringimos a elementos de Q%°(E), ou seja, a segoes
de E, a mesma se simplifica. Se ¢y € Q%Y(E) é imediato vermos que i(£)1)o = 0,
dessa forma temos que

1
T2 (4.11)
= (-

5Mais adiante mostraremos que para a estrutura Spin® canonica existe uma escolha privi-
legiada de conexdo tal que Fg fica dada em termos de grandezas de M.
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P NET - aho = (—i(EP)e(€7) + e(€D)i(EP)) tho
= —i(€7) (e(€7)t0)
= (—i(€)€") o
= —0pq¥o

Com isso se ¢ € Q%0(E) vale que

a- Py = <Zakk> o
k

Agora notemos que
Aa = (’LZSk /\fk>J Zaijfi /\gj
k ij

:ika_l ngZozi]fi/\gj
k ij

=iy oY and
k J

= iZakk
k

De onde concluimos que

Z ALl — —iA«
k

e finalmente que

o+ o = —i(Aa)dy

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Usando esta caracterizagao, podemos escrever a restricao da féormula de

Weitzenbock a secoes de E como sendo

o 1 ;
D} = 9304 = A4 + 2R - %AFS —iAF,

(4.17)

Em principio a conexdo no fibrado determinante da estrutura Spin® é ar-
bitraria. Mas no caso de estarmos considerando a estrutura Spin(C canonica
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de uma variedade complexa, vimos que o fibrado determinante da estrutura
se identifica com o fibrado anti-candnico da variedade. Desta forma podemos
escolher uma conexdo privilegiada no fibrado determinante da estrutura Spin®
canonica. Considerando a conexao de Chern da variedade M, é um fato usual
que esta conexao se estende para uma conexao nas poténcias exteriores do fi-
brado cotangente, AP¢T*M. Em particular a conexao de Chern induz uma
conexao no fibrado anti-canénico k‘&l = A0 M.

No caso de uma variedade complexa esta construgao nos da uma forma
canonica de escolhermos a conexao em k:;j a partir da conexao da prépria
variedade M. Com esta escolha de conexao para k;j podemos determinar o
termo AFs em termos da geometria de M.

Proposigao 28. Seja M uma variedade Kdhler. Consideremos a conexao in-
duzida pela conexdo de Chern de M no fibrado anti-candnico k;/ll e a respectiva
2-forma de curvatura Fg. Nestas condicoes temos que

AFg = %R (4.18)

onde R € a curvatura escalar de M wvista como variedade riemanniana.

Dem.

Podemos olhar para a variedade Kahler M como sendo uma variedade Rie-
manniana com estrutura complexa (M, g, J), tal que

g(Ju, Jv) = g(u,v)

4.19
VJ=0 (4.19)

onde V é a conexéo Levi-Civita de (M, g).

Usando a estrutura riemanniana de (M, g) definimos o tensor de Ricci da
maneira usual, porém as condicoes de compatibilidade acima para J impli-
cam que o tensor de curvatura possui propriedades extras. Se denotarmos
R(u,v, z,w) = g(R(u,v)z, w) temos as identidades

R(u,v,Jz, Jw) = R(u,v, z, w)
R(Ju, Jv, z,w) = R(u,v, z,w)
R(Ju,v,z,w) = —R(u,v, z,w)
R(u,v,Jz,w) = —R(u,v, z,w),

(4.20)

A principio, quando definimos o tensor de curvatura usando a estrutura
riemanniana de M, o mesmo esta definido em Tr M, mas podemos estendé-lo
para a complexificacdo Tk M ® C por C-linearidade. Uma vez que a conexao de
Chern de M é a extensdo da conexao de Levi-Civita de M para Tg M ® C por
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C-linearidade vemos imediatamente que a extensao de R por C-linearidade é de
fato o tensor de curvatura da conexao de Chern de M.
Para olharmos o comportamento de R em Tg M @ C podemos escrever TR M ®
C=Tip®Tp,1, e usar que TrM e T o sao isomorfos através da aplicacao
i L a—isa) (4.21)
w—u=—(u—1iJu .
V2
com @ € Tg M. Como estendemos R por C-linearidade para Tk M ® C, e usando
as propriedades (4.20), vemos que em Tr M ® C, os tnicos termos nao nulos de
R sao da forma

R(z,, z, ), (4.22)

para campos de vetores x,y, z,w € T} .
Tendo isso em mente definimos o tensor de Ricci para uma variedade Kéahler
de uma das seguintes formas equivalentes

T(.I, g) = ZR(.’IJ,Q, fivgi)
i=1
=1

?"(.’,E,g) = ZR(%&,&@)
1=1

Embora esta definigao envolva explicitamente a estrutura complexa, a defini¢ao
Riemanniana de tensor de Ricci para (M, g) pode ser recuperada. Para isto, da-
dos dois vetores u,v € Ty oM escrevamos os mesmos na forma

u (@i — iJit)

1
Vf (4.24)

v=—(0—iJD)

V2

para vetores u,v € TR M. Usando estes vetores e lembrando que R é a extensao
C-linear do tensor de curvatura riemanniano obtemos que

r(u,v) = Ricc(,v) + iRice(, JD) (4.25)

onde Ricc é o tensor de Ricci riemanniano de (M, g).
Com esta relagao é imediato vermos que se definirmos a curvatura escalar
para o caso Kéhler como sendo

R=2) r(&&). (4.26)
i=1
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a mesma coincide com a curvatura escalar Riemanniana de (M, g).
A 2-forma de curvatura da conexao de Chern de M pode ser escrita como

F =0k @& (4.27)

onde Q& sdo 2-formas em M.
Pensando em R(u,v) como um operador em T} ¢ a relacdo entre R e F' pode
ser escrita como

R(u,v) = v (usF) (4.28)
Usando a base unitdria {¢;,&;} podemos concluir que

OF = R(&p g &k En)EP N ET = Rygyp? N7 (4.29)

pq

Lema 11. A 2-forma de curvatura Fs € dada pelo traco da 2-forma de curvatura
F de M.

Mas o trago de F' é dado por
trF = Z Q
=y (Z Ryqia” A §q> (4.30)

% pq

=D Bugi” A€

ipq

Dessa forma temos que
A (trF) = wa(trF)

=i (Z & A 5"“>J > Rygiit? A
k

ipq

=13 R0t
el (4.31)
Sy (z R)
ki k %
= i;r(gkvgk) = %3
O
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Usando a férmula de Weitzenbock e as proposicoes (27) e (28) obtemos a
generalizagao

Proposigao 29. Seja E um fibrado holomorfo hermitiano sobre uma variedade
Kdhler. Entao para secoes de E vale a expressao
- 1, 504 1 i
0404 = =A +-R—-AF4 (4.32)
2 4 2
que generaliza a expressao obtida a partir das identidades de Kdhler para E.

Observagao 5. As expressoes

. .
ada = 5A* - %AFA
ghds = sasea L lp Iap )

ATAT Y 42

nao sao contraditorias entre si, pois os laplacianos que aparecem nos sequndos
membros sao associados a conexdes distintas.

4.2 A Estimativa

Nesta segao usaremos as generalizacoes obtidas na se¢ao anterior para encon-
trarmos uma cota inferior para os auto-valores do laplaciano de Dolbeault.

Teorema 10. Seja E um fibrado holomorfo hermitiano sobre uma variedade
Kdhler M. Suponhamos que a conexao VA de E seja Hermitian-Einstein e que
A seja um auto-valor de 0304 restrito a segoes de E. Entao \ satisfaz

1 7 deg(E)
Az R - (n — 1)!rk(E)vol(M)

(4.34)

Dem.

Basta notarmos que no caso Hermitian-Einstein ¢AF4 é constante e vale

27 deg(E)

iANFy = (n — 1)ltk(E)vol (M)

(4.35)

substituindo este valor na identidade da proposigao (4.32) obtemos o resultado.

O

No caso de superficies de Riemann, ¥, este resultado pode ser usado para
encontrar uma estimativa para o primeiro auto-valor nao-nulo do operador de
Dirac acoplado relativo a estrutura Spin® de X.
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Lema 12. Seja b um auto-estado de D 4 associado a um auto-valor ndo-nulo A
sobre uma superficie de riemann X. Identificando I'(Sc® E) ~ Q%*(E) podemos
considerar o operador de projecdo pg : QU*(E) — QVO(E). Entdo temos que

pop = tpo # 0 (4.36)

Dem.

Em uma superficie de Riemann, devido a dimensao real da mesma ser 2,
temos que

Sc® E = Q"(E) @ Q*(E) (4.37)

Mas agora como 1) é auto-estado de D4 com auto-valor nao-nulo é imediato
vermos que 1 nao pode ter paridade definida. Mas com a identificagao acima a
unica forma disto ocorrer é se 1y # 0.

Teorema 11. Sobre uma superficie de Riemann 3, os auto-valores nao-nulos
do operador de Dirac complexo acoplado D 4 satisfazem

27 deg(FE)

X "~ rk(E)vol(M)

Y

Ry (4.38)

1
2
Dem.

Pela proposicao anterior temos que 1y # 0, o que nos leva a concluir que

Do = N (4.39)

Dessa forma 19 é um auto-estado para 52&1 restrito a segbes de E com
auto-valor %)\2. Agora o resultado segue do Teorema 10.

Observagao 6. Este resultado se assemelha ao resultado obtido por Prieto &
Almoroz em [1]para o operador de Dirac associado a uma estrutura Spin, real,
sobre superficies de Riemann.
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Capitulo 5

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese estudamos basicamente como o acoplamento por uma conexao ar-
bitraria influencia o comportamento do espectro do operador de Dirac, real e
complexo. Através dos resultados classicos da literatura, e destes resultados
vemos que, de modo geral, estruturas geométricas influenciam o espectro do
operador de Dirac, acoplado ou nao. Embora exista uma grande literatura a
respeito de estruturas geométricas e o operador de Dirac, sobretudo para o oper-
ador nao acoplado, existem alguns casos, possivelmente bastante interessantes,
que nao foram considerados.

Com o recente desenvolvimento de geometria complexa generalizada, pode-
mos nos perguntar sobre a possibilidade de definirmos operadores de Dirac neste
contexto e se isto traz resultados novos ou entendimento sobre resultados ji con-
hecidos.

Por se tratar de uma &area recente existem varios problemas envolvidos na
tentativa de estudarmos operadores de Dirac sobre variedades com estruturas
complexas generalizadas. O préprio conceito de conexao para este tipo de ge-
ometria ainda nao é muito claro, uma vez que nao assumimos a priori uma
métrica na variedade base nao podemos considerar a conexao Levi-Civita, fi-
cando a pergunta que se neste contexto existe alguma conexao natural analoga
a conexao de Levi-Civita.

Outra questdo importante é com relagdo ao fibrado de spinores. No caso
de variedades riemannianas a maneira mais usual de construirmos fibrados de
Dirac é através de uma estrutura Spin na variedade base. Porém este tipo de
estrutura também é definida em termos de uma métrica ficando a pergunta de
como poderiamos construir fibrados de Dirac de maneira natural sobre uma
variedade complexa generalizada.

Caso seja possivel respondermos estas questoes podemos falar em operadores
de Dirac sobre variedades complexas generalizadas. Podendo, a partir dai, inves-
tigar féormulas do tipo Weitzenbock e o comportamento do espectro do operador
de Dirac. Além disso podemos nos perguntar se este tipo de operador é de
fato um objeto totalmente novo ou se o mesmo se relaciona com operadores
conhecidos da variedade base.
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Outro situagao pouco explorada na literatura é a de operadores de Dirac
sobre variedades algébricas imersas em CP™. Na literatura existem artigos,
[5, 16], que exploram sobretudo estruturas Spin e spinores. Mas nao existe
tentativas de usar explicitamente que certas variedades podem ser consideradas
como variedades algébricas imersas em CP"™ para tentar obter estimativas mais
finas para o espectro do operador de Dirac, como por exemplo é feito para
subvariedades Lagrangianas em [8].

Para considerarmos este problema devemos entender como considerar ex-
plicitamente que estamos lidando com variedades algébricas imersas em CP™.
E possivel que existam duas formas de fazermos isto. A primeira e aparente-
mente mais direta é considerar a imersao em si, na linha do que foi feito com
subvariedades Lagrangianas em [8], e estudar propriedades da mesma. Para
fazermos isto é possivel que tenhamos que restringir a classe de variedades em
questdo. A segunda forma, que parece ser um pouco mais delicada, é tentar
escrever o operador de Dirac de forma a levar em consideragao a estrutura
algébrica da variedade. Pode ser possivel que escrevendo o operador de Dirac
na linguagem algébrica obtenhamos informacgoes que nos permitirao encontrar
estimativas para o espectro do mesmo.
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