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Resumo

Neste trabalho estamos interessados em estudar o teorema limite para fluxos estocas-
ticos. Apresentamos a teoria de semimartingales de H. Kunita e algumas nogoes relativas
a fluxos de aplicagoes mensuraveis. O Teorema do Limite de Kunita afirma que: con-
siderando certas condigoes sobre as caracteristicas locais (média e covariancia infinitesi-

mal) do fluxo estocéstico ®F (¢ > 0) gerado pelo semimartingale X; no sentido que
dd;(x) = X°(Pf(x),dt),

entdo a familia de leis associada a familia de processos {(®$, X;)}.~o visto como fluxo
estocastico convergem fracamente quando € — 0. Além disso, se X; converge fortemente

(quando £ — 0) entao ®§ também converge fortemente.

vi



Abstract

In this work we are interested in studying the limit theorem for stochastic flows. We
present the theory of semimartingales given by H. Kunita and some notions related to
flow of measurable applications. Kunita’s limit theorem states that : considering certain
conditions on the local characteristics (mean and covariance infinitesimal) of stochastic

flow @5 (¢ > 0) generated by semimartingale X7 in the sense that
d®i(z) = 2°(®;(w), dt),

then the family of laws associated with the family of processes {(®$, X5)}.~o viewed as
stochastic flow converge weakly as ¢ — 0. Also, if X7 converges strongly (when ¢ — 0)

then @7 also converges strongly.
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Introducao

No presente trabalho apresentaremos nocoes fundamentais referentes a fluxos estocas-
ticos de aplicacoes mensuraveis. Para ter uma idéia disto, vamos a considerar uma
equacdo diferencial ordinaria sobre R?, a qual esta dada por,

dx

% = f(l’, t)v
onde f(x,t) é continua em (z,t) e Lipschitz continua em xz. Agora denotemos a solugao
da equagao de acima por ®,;(z) com condigao inicial z(s) = z. A Teoria cldssica de

equagoes diferenciais ordinarias (EDO) prova que
(a) @,4(z) é continua em s, t, z,
(b) ®;u(Pst(z)) = Py, (x) para qualquer s,t,u e qualquer x,
(c) ®;s(x) = x para qualquer s,
(d) A aplicagdo ®,; : R? — R? ¢ um homeomorfismo para qualquer s, ¢.

A aplicacao @5, com as propriedades de acima é chamada de fluxo de homeomorfismos.
Agora um fluxo estocdstico de homeomorfismos é um campo aleatério @, ;(x) que assume
valores em R% onde 0 < s < t < T, z € R? e o qual estd definido num espaco de
probabilidade (€2, §,P) tal que, para quase todo w as propriedades (a) — (d) se cumprem.
Em particular, se ®;,;,.,,2 = 0,1...,n — 1 sao independentes para qualquer 0 <ty < ; <

. <t, <T, entao ®s; é chamado de fluxo Browniano. Observamos também que as
solucoes das equagoes diferenciais estocasticas de Ito sao fluxos Brownianos. Por uma

equacao diferencial estocéastica de It6 entendemos

dr(t) = Z Fiulk, t)dBy(t) + Fo(z, t)dt, (1)

k=1
onde Fy(z,t), Fi(z,t),..., F.(x,t) sdo continuas em (x,t) e Lipschitz continuas em z, e

(By(t), ..., B.(t)) ¢ um movimento Browniano "standard”. Se ®,;(z,w) ¢ solucdo da
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equagao com a condigao inicial z(s) = z, considerando uma modificagdo conveniente
sobre as condigoes temos um fluxo Browniano.

O trabalho esta direcionado a estudar o teorema do limite de Kunita o qual afirma que
de acordo com certas condigoes ((A2), e (A3), das paginas 62—63) sobre as caracteristicas
locais (média e covariancia infinitesimal) do fluxo estocéstico ®5 (¢ > 0) gerado pelo

semimartingale X; no sentido que
Ao (r) = X°(P(2), dt),

entdo a lei do par (®%, X7), vista como fluxo estocéstico converge fracamente quando
e — 0. Além disso, se X; converge fortemente (quando ¢ — 0) entdo P também
converge fortemente.

Para o desenvolvimento do resultado anterior (resultado principal) dividimos este tra-
balho em quatro capitulos que em seguida passaremos a explicar. No primeiro capitulo,
desenvolvemos os preliminares necessarios, onde discutimos sobre os critérios de Kol-
mogorov assim como algumas nocoes de convergéncia. No capitulo 2, caracterizamos
fluxos Brownianos através de suas caracteristicas locais:

o1
b(l‘, t) = ;llli%ﬁ E[q)t,t-l-h(x) - ZEL

o, y. 1) = I & El(@pen(x) — 2)(Beean(v) —v)'),

onde * é a transposta do vetor coluna. Aqui b(z, t),a(z, y, t) sdo chamados a média
e covariancia infinitesimal respectivamente. Por outra lado, também estudamos fluxos
Brownianos de homeomorfismos e mostramos que se as caracteristicas locais de um fluxo
estocastico satisfazem certas condicoes de Lipschitz entao esse fluxo é chamado fluxo de
homeomorfismos. Por tltimo, mostraremos que se as caracteristicas locais de um fluxo
cumprem certas condicoes de diferenciabilidade entao dito fluxo é um fluxo de difeomor-
fismo. No capitulo 3, estudamos as semimartingales continuas com parametros espaciais
e desenvolvemos o calculo estocastico referente a eles. Aqui também consideramos as
equagoes diferenciais estocdsticas baseadas sobre semimartingales continuas X (x,t) que

tomam valores em C = C'(R¢,R?), dadas por
da(t) = X (x(t), di),

e mostraremos que esta equacao tem solucao unica, sempre que suas caracteristicas lo-

cais sejam Lipschitz continuas. Além disso, provamos que dita solucao define um fluxo



estocastico. Por ultimo, no capitulo 4 desenvolvemos o resultado central deste trabalho
referente ao teorema limite de H. Kunita para fluxos fluxos estocasticos. Esta convergen-
cia estd no sentido de que considerando certas condigoes sobre as caracteristicas locais
do fluxo estocastico entao conseguimos a convergéncia da lei de probabilidade associada

ao fluxo.



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo estudaremos as nocoes de calculo estocastico necesséarios para o desen-
volvimento dos resultados principais deste trabalho. Para mais detalhes ver H. Kunita
2], P. Catuogno [11] e P. Billingsley [10].

1.1 Processos Estocasticos e Tipos de Convergéncia

Iniciamos esta se¢ao lembrando as defini¢oes que consideramos ao longo do trabalho

sem especificar.

Definigao 1.1. Chamaremos de espago de probabilidade d tripla (2,5, P) onde Q2 € um
conjunto, § € uma o-dlgebra de subconjuntos de €2 e P € uma medida para § tal que

P(Q) = 1. Os elementos de § sao chamados de eventos.

Definicao 1.2. Uma colecao de varidaveis aleatorias X;, t € T com wvalores num espago
métrico S separavel e completo onde T é o conjunto tempo é chamado de processo es-
tocastico com espaco de estado S. Agora, se T € um intervalo, dizemos que X; € processo

estocdstico com parametro continuo.

Lembremos também, que dentro dos processos estocasticos usuais temos os movimen-
tos Brownianos, martingales e os processos de Markov os quais utilizaremos no desen-
volvimento do trabalho.

Considere uma seqiiéncia X1, X, ..., X de variaveis aleatorias. Introduzimos trés tipos

de convergencia.

(a) {X,} converge quase certamente se para quase todo w, {X,(w)} converge a X (w).
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(b) Seja p > 1. Denotemos por LP o espago de todas as varidveis aleatdrias Y tais que
E[|Y|?] < oo, e definimos a LP-norma por ||Y ||, = E[[Y|?]7. Se X1, Xa,.., X € LP e

li X, —X|, =
Jim X5 = Xl =0,
entao dizemos que {X,} converge a X em L”.
(c) Dizemos que {X,} converge a X em probabilidade se para qualquer ¢ > 0

lim P(|X,, — X| >¢) = 0.

n—o0

Consideramos P e P,,,n = 1,2, ..., uma seqiiéncia de probabilidades sobre o espaco
mensuravel (S, B(S)).

Definigao 1.3. A seqiiéncia {P,} converge fracamente a P se para qualquer fun¢ao con-

i f 1. f 1

Definicao 1.4. Seja X : Q0 — S uma varidvel aleatoria. A lei de probabilidade Px €

tinua limitada f sobre S,

definida por
Px(B)=P(X € B), para qualquer B € B(S5).

Dizemos que uma seqiiéncia { X, } de varidveis aleatérias que assumem valores em S
converge fracamente se a correspondente seqiiéncia de leis associadas a ditas variaveis
aleatorias converge fracamente.

A seguir apresentamos algumas propriedades basicas respeito da convergéncia fraca.

Para as provas dos teoremas que enunciaremos a seguir ver [10] (paginas 5 até 40).

Teorema 1.5. Seja {P, :n =1,2,...,P} a seqiéncia de probabilidades sobre (S, B(S5)).

As sequintes afirmacoes sao equivalentes.

(i) {P,} converge fracamente a P.

(ii) limsup,,_,. Pn(F) < P(F) se verifica para qualquer subconjunto fechado F de S.
(iii) liminf, . P,(G) > P(G) se verifica para qualquer subconjunto aberto G de S.

Definicao 1.6. A familia {Py : A € A} de probabilidades sobre (S,B(S)) € dita relativa-
mente compacta se qualquer subconjunto de {Py : X € A} contém uma subseqiiéncia que

converge fracamente.



Capitulo 1 e Preliminares 6

Um critério 1til para a compacidade relativa das medidas é a tightness.

Definigao 1.7. Uma familia {Py : A € A} de probabilidades é tight se para qualquer
e > 0 existe um subconjunto compacto K. de S tal que Py(K.) > 1 — ¢ se cumpre para
todo A € A.

Teorema 1.8. A familia de probabilidades {Py : A € A} sobre (S,B(S)) € relativamente

compacta se e somente se € tight.

1.2 Critério de Continuidade de Kolmogorov para

Campos Aleatorios

Comecamos esta secao definindo a nogao de campo aleatério.

Definigao 1.9. Seja D um dominio em R:. Uma colegio de varidveis aleatorias X (z)

que tomam valores em S com x € D € chamada de campo aleatorio com parametro D.

Definicao 1.10. Sejam {X(x) : © € D} e Y = {Y(x) : * € D} campos aleatdrios.
Dizemos que Y € uma modificagio de X se P(X(x) =Y (x)) =1 para todo x € D.

De maneira andloga, definimos campos aleatérios mensuraveis e campos aleatorios
continuos. Agora introduzimos o critério de Kolmogorov para campos aleatérios para

obter uma modificagao de um campo aleatério continuo.

Teorema 1.11. Seja X(z), * € D um campo aleatdrio com wvalores num espago de
Banach B onde D é um dominio em R?. Assumimos que existem constantes positivas v,

Cea,i=1,2,..,d com Zle a; ' < 1 satisfazendo

E[|X (@) - X)) < O( X It~y

onde || || é a norma do espago de Banach e x = (z',...,2%),y = (y*,...,y%). Entao X (z)

‘ a") para cada x,y € D, (1.1)

tem modificagcdo continua )A(/(x)

Sejam fB;,i € {1, ...,d} nimeros positivos arbitrdrios menores que a;(ag — d) /gy, i €
{1,...,d} respectivamente, onde aq € definido por ag'd = Z?Zl a; . Entdo para qualquer
hipercubo I contido em D, existe uma varidvel aleatoria positiva K(w) com E[K7] < oo

tal que

1X (2, w) — X (y,0)|| < K(w (Zu

5") para cada x,y €1, (1.2)
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se cumpre para quase todo w. Ademais se temos E[|| X (z0)]|"] < oo para algum xq, entdo
E supu)?(x)w] < 00 (1.3)
zeK
se verifica para qualquer subconjunto compacto K € .

Antes de fazer a prova desse teorema precisamos de algumas desigualdades com re-
speito a moédulos de continuidade de uma funcao que assume valores num espaco de
Banach definido sobre o hipercubo I = [0, 1]%.

Consideramos a seguinte notagao: seja ¢ € N com ¢ > 1, entdo qualquer z € [0, 1]
tem uma representacao g-adica » -, apg ¥ onde 0 < aj, < q,ar, € N,k =1,2,.... Agora,
denotamos por zy a soma parcial finita E,]f:l apq~ " da expansdo g-adica. Se z = zy se
verifica para algum N, z é chamado um racional g-adico. Seja ¢ = (¢i, ..., qq) um vetor
de inteiros maiores que um. Entdo um ponto z = (z!,...,2%) € 1 é chamado racional
g-adico se cada x' é um racional g;-adico. O conjunto de todos os racionais g-adicos x de
comprimento N, isto é, x* = x%; para qualquer ¢ = 1,...,d é denotado por Ay. O ntimero
de elementos de Ay é ao mais Hz—l ¢V. Assim pondo A = |Jy Ay, vemos que ele é

um subconjunto denso enumeravel de I. Dai se 5 = (S, ..., f4) é um vetor de nimeros

positivos tais que g— = iﬁ—? se cumpre para qualquer 7,5 = 1,...,d, entdao se verifica
' i
@ = =g =0.

SeJa f A — B. Definimos para cada inteiro positivo N o modulo de continuidade
An(f) e o modulo de continuidade 5 = (B, ..., 34)-Holder A% (f) por

An(f) = max 1 () = FW)ll,

has
TYEAN, |t~y <q; 7 i=1,....d

AR (f) = NAN () = An(f)/ (g ™)
Lema 1.12. A desigualdade
1£@) = Foll < 4lal (30 A% (max |2 — ')
N=1
se cumpre para qualquer aplicacdo f: A — B, onde |q| = Z?:l qi-

Demonstragio. Basta mostrar o caso quando S%_ A% (f) < oo. Paracadaz = (2!, ...,2%) €
I denotemos por zy = (24, ..., %) o racional ¢g-adico associado de comprimento N. Agora

definindo a fungao gy por gn(z) = f(xy), obtemos que

lgn+1(2) — gn ()|l < [g[An11(f),
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para cada x € I. Assim, tem-se

Z lgn+1(z) — gn ()] < gl Z Ant1(f) <l Z AN+1
N=1

Entao {gn} converge uniformemente em I. Denotemos por g(z) a funcdo limite. Desta
maneira, temos que f(x) = g(z) para qualquer x € A.
Agora, no que segue mostramos o lema para a funcao g. Sejam x,y € A quaisquer.

Existe & > 0 tal que 6~ **) < max; |27 —¢'|% < 6% desde que > 1. Assim, resulta que

lg(x) = grsa ()] < gl Z ARir (f) < gl Z A%(f) < o0

=k+1 N=k+1
< Jal( Y- AR < o0) (maxla’ — y|*).
N=1 ’
Como |z° — y| < 07%/% = ¢7% parai = 1,...,d, temos
lgrs1(z) = ger @) < 2lgl Apir (f) < 2lglsFFVALL (f)

< 24 (3 4(1) < o0) (mas e’
N=1

Bi>.

Portanto obtemos

lg(z) — gl < llg(x) = grrr (@) + llgrr1(x) = g W) + lge+1(y) — 9(»)]|
< 4lal (30 A% () < o0) (max ' — ')

Deste modo concluimos a prova. O

Lema 1.13. Suponha que X(z) satisfaz (1.1). Se Bi,..., Bq satisfazem 5; < a;(y +
Zle BN i =1,..,d, entdo resulta

EHiAfV(x !

Demonstracao. Inicialmente consideramos o caso v < 1. Para a,b € R* sabemos que

(a+0b)Y < a”+b7. Assim temos

E| iAim

< S BAL (0

N=1
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Agora, observamos que

Xy <y I1X(@) - X ()]s,

onde o somatério é considerado para todo z,y € Ay tal que |28 — 3| < ¢; N, i=1,...,d.

. . : d
Ademais, observemos que a soma é menor ou igual que 2¢([]7_, ¢/"). Portanto

E[AR (X)) < 2/( [T 0") maxE[|X (2) - X(5)[5".

Devido a (1.1), a desigualdade anterior é limitada por

d d d
Qd(HqZ]V)C(Z q;NOéj)é‘NV < 2d0{ Z (SN(ZlefB;l*@j,B;lJr'y)}‘
i=1 = o

Desta maneira temos que

0o d ~
B[ 3 aken[ ] < Z 3 N et ),

N=t j=1 N=1
onde C" = 2¢C. Dai deduz-se que a soma é finita se e somente se 2?21 5{1—041'5;1—1-7 < 0.

Para o caso v > 1, observamos que

EH i A?\f(X)H " < ZE[AJ@(X)]W

d 0o
C’ 1/72 Z 51/7 N(Z, B =By +“/)

j=1 N=1

~ . , . d _ _ .
Portanto, a expressdo anterior é finita se e somente se > ;_, ;' — o B3; 14~ < 0. Assim

completamos a prova. O
Podemos agora demonstrar o teorema inicial desta secao.

Demonstragao. (Teoremal.11) Sejam [;,7 = 1,...,d ntimeros arbitrarios menores que
a;i(ag — d) /agy, respectivamente, e € > 0 tal que 3; < a;(ag —d) x {apy(1+ag'de)} ! se

B; _ log q;.

cumpre todo i. Assim podemos escolher f1, ..., 8 de modo que 3, > f;, 7 = Togg DA
J 1

alguns inteiros positivos ¢i, ..., ¢, maiores que 1 e com f4, ..., 8, verificando

a;(ag — d) , a;(ag — d)
apy(1+¢) ~ 7" " apy(1+aqp'de)’
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Portanto f, ..., 8 satisfaz a condigdo do Lema 1.13. De fato, basta observar que

Oéj Oéj . Oéj(OéQ — d) > ﬁ/
YT AT ~ yag+de) T

Conseqiientemente > x_, Ajﬁ\; (X) < oo se cumpre a.s. pelo Lema 1.13. Agora se ] > ;.

Entao
1X(0) = X )l < 41 (32 AV ) (ke = 1),

onde ¢ = (qy,...,q;). Portanto X(x),x € A tem uma extensado continua X(z),z €1
B-Holder. Observamos que X (z) ¢ X(z) com z € I sdo continuas em probabilidade e
que P(X (z) = X(z)) = 1 se cumpre para qualquer z € A. Entdo resulta que a mesma
propriedade se verifica para todo x € I. Assim X (x) é uma modificagdo continua de
X(x) a qual satisfaz a desigualdade (1.2).

Por dltimo observamos que o dominio D é coberto por um ntimero enumeravel de
hipercubos em . Daqui que X (z),z € D tem modificagao continua. Agora a propriedade
(1.3) resulta imediatamente de (1.2) pois a varidvel aleatéria K(w) em (1.2) cumpre que
E[K"] < 0. O

1.3 Convergéncia Fraca de Campos Aleatorios Con-

tinuos

Seja { X, (z) : « € I} uma seqiiéncia de campos aleatérios continuos com valores em
um espaco métrico S separavel e completo, onde I é um hipercubo em R?. Definimos dois
tipos de lei e discutimos suas convergéncias fracas. A primeira é a convergéncia fraca de
campos aleatérios e a outra é a convergencia fraca de distribuicoes finito dimensionais.

Seja W = C(I, S) o conjunto de todas as aplicagoes continuas de I em S. Denotemos
seus elementos por X e sua projecao em x € I por X(z). Introduzimos a métrica

d(‘X? Y) = sup d(X(ZL’), Y(y))

z€el

onde d é a métrica sobre S. Vemos que W é um espaco separavel e completo. A lei do

campo aleatério continuo X é
Px(A) =P{w: X(-,w) € A}), Ae B(W),

onde B(W) é a o-algebra de Borel de W.
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As distribuigdes finito dimensionais do campo aleatério X, {P,, . ., } sdo definidos do

seguinte modo: para z1,...x; € I a lei de (X (1), ..., X (%)) é dado por
Pay,.own (A) = P({w : (X(21), ..., X(22)) € A}), A€ F(5F).

Definigao 1.14. Seja {X,,} uma seqiiéncia de campos aleatorios continuos com valores
em S, e P" a lei de X,, no espago (W,B(W)). Dizemos que a seqiiéncia {X,} converge
fracamente sempre que {P"} converge fracamente. De maneira similar dizemos que {X,,}

é tight se {P"} € tight.

Da defini¢ao acima, observamos que se { X, } converge fracamente, entao a distribuigao
finito dimensional {lexk} converge fracamente para quaisquer xq, ..., 5. Em seguida

enunciamos um resultado necessario para a tightness de medidas.

Teorema 1.15. A seqiéncia {X,} converge fracamente se e somente se as sequintes

duas condigoes sao satisfeitas.
(a) A seqiiéncia € tight.

(b) A seqiiéncia de distribuicoes finito dimensionais {Py .} converge fracamente

para quaisquer x1,...,x, € R onde k € N.

Demonstragao. (=) Como W é um espago métrico completo e separavel entao cada
medida de probabilidade é tight. Assim se cumpre (7). Agora observamos que as dis-
tribuigdes finito dimensionais {P,  } podem ser vistas como IP”W‘;I{WM onde Ty, 4, :
W — S* é a aplicagao projegao é definida por 7y, ., (X) = (X (21), ..., X (z1)), as quais

sao claramente continuas. Assim como P" = P entao para toda funcao f continua e

/S fdP" —s /S fdP.

Dai, considerando a continuidade de 7,

limitada temos

., Observamos que

/fdPanll,,zk = / f(ﬂ-l'ly,mk>d]P)n — / f(ﬂ—wl:ywk)d]? = / fdpﬂ‘;ll,,mk
S w w S

Portanto IP’"W;ll’_. = Pr!

Tk 1oy, COMO queriamos.

(<) Sejam xq,...,7, € R? quaisquer. Dado que a seqiiéncia {P"} é tight resulta que
ela é relativamente compacta, entdo cada subseqiiéncia P* de P" contém ademais uma
subseqiiéncia P que converge fracamente para alguma medida medida de probabili-

= Qm ! «, bela continuidade de m,, .. Agora, como

T1yeeey k*
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{P*r; 11“} converge fracamente, existe uma medida de probabilidade P,, ., sobre S*

n,——1 ¢ -1 _ e
tal que P"m. " . = Py ... Dai, deduz-se que Qm, , = P ., e como os cilindros

k
formam uma classe determinante (isto é, uma familia de conjuntos de W tais que quais-
quer duas medidas de probabilidades sobre W coincidem sobre dita familia) a medida de
probabilidade ) é tnica. Portanto, pela arbitrariedade da subseqiiéncia P" resulta que

P* = P. [l

Para verificar a tightness das medidas {IP"} temos que encontrar para qualquer ¢ > 0
um subconjunto compacto K de W satisfazendo P"(K) > 1 — ¢ para todo n. Para isso,
precisamos de alguma caracterizacao dos subconjuntos compactos de W. O seguinte

teorema é uma conseqiiéncia direta do teorema de Ascoli-Arzela.

Teorema 1.16. Um subconjunto K de W = C(I : S) € relativamente compacto se e sd

se as sequintes propriedades sao verificadas.
(i) Para cada x € 1. existe um subconjunto compacto Iy de S tal que X (z) € T,

(ii) O conjunto K € equicontinuo, isto é, para qualquer € > 0 existe § > 0 tal que

SUP|,_y<s A(X (1), X(y)) < & se verifica para todo X em K.

1.4 Critério de Kolmogorov para Tightness

Nesta secao provamos o critério de Kolmogorov para Tightness de uma seqiiéncia de

campos aleatérios continuos que assumem valores em um espaco de Banach.

Teorema 1.17. Seja {X,,(z) : © € I} uma seqiiéncia de campos aleatérios continuos com
valores num espago S Banach. Assumimos que para cada N existem constantes positivas

v, C eaq,...,aq com Zle 04;1 < 1 tais que para todon € N,

d
E[l[Xa(2) = Xa@)I}) < C( Xl = 4/1*)  para cada 2,y €1,
E[|| X, (2)|IN] < C, para cada z €L

Entao {X,} € tight com respeito a topologia fraca de W = C(L,.5).

Demonstragdo. Sejam os vetores ¢ = (qi,...,qq) € N com ¢; > 1,i = 1,....d, e B =

(B1,...,84) € R com B; > 0,i = 1,...,d tais que g—] = igig e > Bt — ozjﬁj_l +v<0

se cumpre para qualquer 7 e j. A existéncia de ¢ e  é mostrada na prova do Teorema
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1.11. Sejam M € N e A%, (X,) o modulo de continuidade §-Hélder de X, (z). Entdo

pelos Lemas 1.12 e 1.13 resulta que

d

X)Xl < el 32 A% (50) (Sl = o

M=1 i=1

supEH i AY (X q < 00
" M=1

Utilizando a desigualdade de Chebyschev, temos que para qualquer € > 0 existe a > 0

)

tal que

]P’( A (X)) > a) < g P(| X, (0)] > a) < <. (1.4)

M=1 2
Seja P,,n =1,2,... as lei de X,,. Consideramos o subconjunto K de W definido por

K= {X Y AL(X)<a e [IX(O) < a}.

M=1

Resulta que P, (K) > 1 — ¢ se verifica para qualquer n devido a (1.4). Além disso, o

conjunto K é relativamente compacto em W respeito da topologia fraca. Na verdade,

)

se cumpre para qualquer X € K. Desta maneira a propriedade (a) do Teorema 1.16 é

dado que

X (@) < [ X (@) + [ X (z) = X(O)]] < a+4a|6ﬂ( ‘

verificada. Agora, do fato que

)

temos que K ¢ equicontinuo. Portanto pelos Teoremas 1.16 e 1.1.4 obtemos o resultado.
O

d
1 (2) = X )| < algl( 3 la* — o'



Capitulo 2
Fluxos Brownianos

Este capitulo tem quatro se¢oes nos quais desenvolveremos aspectos relacionados a
fluxos estocasticos de aplicacoes mensuraveis. Para uma abordagem mais abrangente que
desenvolve estas idéias ver H. Kunita [2], P. Baxendale [9], Le Jan [14] e T. E. Harris
[13].

Na primeira secao consideramos fluxos estocasticos de aplicagoes mensuraveis, em
particular fluxos Brownianos os quais sao continuas com respeito a variavel ¢ e além
disso, tém incrementos independentes. A seguir descrevemos o movimento de N-pontos
do fluxo Browniano, o qual mostraremos que é um processo de Markov. Na secao 2.2,
introduzimos a nocao de caracteristicas locais de um fluxo Browniano, e mostraremos
que ditas caracteristicas locais determinam completamente o gerador infinitesimal do
processo de N-pontos associado ao fluxo. Na secao 2.3, estudamos os fluxos estocasticos
de homeomorfismos. Por ltimo, na se¢ao 2.4 realizamos o estudo dos fluxos estocésticos
de difeomorfismos, os quais provém de fluxos Brownianos com algumas hipdteses de

diferenciabilidade sobre suas caracteristicas locais.

2.1 Fluxos Estocasticos e Processo de N-pontos

Seja (2, T, P) um espaco de probabilidade, e T' > 0 fixo. Para 0 < s <t < T, z € R?,
seja @, ;(x, w) um campo aleatério que toma valores em R? tal que para s, t fixos, s < t,

D, 4(-, w): R? — R? 6 uma aplicagao mensuravel.

Definigao 2.1. Um campo ® = {®,; : R4 x Q — R?: 0 < s <t < T} € chamado
de fluzo estocdstico de aplicagoes mensurdveis se existe um conjunto N de ) de medida

nula tal que para qualquer w € N€ verifica:

14
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(i) D, 4(-, w): RT — R? € mensurdvel.

(ii) @5 (x, ) € continua em probabilidade com respeito a (s, t, x).
(iii) @ s(w) = Id, para todo s.
(iv) & u(w) = Dy y(w) o Py ¢(w) para cada s <t < u.

De agora em diante consideraremos fluxo estocastico como um fluxo estocastico de

aplicacoes mensuraveis.

Definigao 2.2. Sejam {0 <ty < t; < ... < t, < T}, z; € R}, 0<i <n—1 arbi-
trdrios. Um processo @, € chamado de fluxo estocdstico com incrementos independentes
se @y v (1), parai =0,1,...,n—1 sdo varidveis aleatorias independentes para qualquer
{t;,x;}. Além disso, se ®s(x,w) € continua com respeito a t em quase todo ponto para

cada s,x, entao g, € dito fluro Browniano.
A seguir apresentamos alguns exemplos de fluxos estocasticos.

Exemplo 2.3. Sejam {B;}: uma familia de movimentos Brownianos em R e seja Oy

QxR —= R o campo aleatorio definido por

Entdao vemos claramente que:

o O, i(z,-) € continua em probabilidade respeito de (s,t,x).

o O, (z,w) =z, para todo w e s.

o O, (v,w)=B,— B+ B — Bs+1=;,0P,,(r,w), para todo w e s <t < u.
Portanto da Definicao 2.1 & = {®;} € um fluzo estocdstico.

Exemplo 2.4. Consideramos a aplicagio de valor inicial @5, : Q x R? — R? dada por

t
D, (z,y) = "I (2, y)! + 794 / (—e=4)(17,42)"dW,,

onde A é uma matriz real de ordem 2x2 e W, é um movimento Browniano 2-dimensional.
Se verifica facilmente que ® = {®,} satisfaz as propriedades da Defini¢ao 2.1. Portanto

® € um fluxo estocdstico.
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Agora estudamos o movimento de N-pontos de um fluxo estocastico com incrementos

independentes.

Definicao 2.5. Seja ®5; um fluzo estocdstico com incrementos independentes e seja
e = (21, ...,2x) € RN onde z; € RY. Escrevemos @, ,(z™N)) = (@, (1), ..., Py s(7y)).
Assim para cada s, x™N), fizos, CIDS,t(m(N)) € um processo que toma valores em o espaco

RNY. Dito processo é chamado movimento de N-pontos do fluzo ®s,.

Da defini¢ao acima observemos que ®,,(z™)) tem a propriedade de Markov com

respeito a Fsy = 0(Py,(2) : s <u <wv <t,r €R?, com probabilidade de transigao
PY (2, E) = P (®,, («™)) € E).

De fato, basta ver que E [f (<I> x(N) }S } N) (f (@57,5 (x(N)))), onde f: RYY R

é Borel limitada e
™ (5 / £ (Y B (™) dy™)

Notemos que devido a propriedade de que ®,, = ®;,, o ®,;, junto com a propriedade de

incrementos independentes de ®,,, obtemos que ®;,, ¢ independente de §;,;. Resulta que

T f =N o T,

Com efeito,

T o TV f (#) =B [TDf (@0 (2))]
=[5 (7 090 ()]
=E|E|f o, (@s (2! ))H
:E:E ° Py (3! )”(N) @M(mm))]
~E[E[f (@ ) 5]

—E f( u (2 (N)))]
=TUDf (=)

2.2 Meédia e Covariancia Infinitesimal. Gerador do

movimento de N-pontos

Ao longo desta secao, com o objetivo de obter os geradores infinitesimais da familia

. N L . .
de semigrupos Ts(ﬂf ), apresentamos as caracteristicas locais de um fluxo Browniano.
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Para comegar, supomos as seguintes condigoes, as quais definem a média e covariancia

infinitesimal, assim como algumas propriedades referentes a estas.

Condicao I. &, ,(z, -) é quadrado integravel e os seguintes limites existem:

. .1
(i) b, 1) = lim 5 By (x) — 2],

(i) a(r, v, 0) =l 1 E[(@00(r) — 2) (@eron(y) )],

onde z* ¢é a transposta do vetor z € R? O par (a, b) é chamado de caracteristicas
locais do fluxo @, . Observe claramente que a matriz a(z,y,t) = (a;;(z,y,t)) cumpre as

seguintes condicoes:
e Simetria: (ai]’(l’, Y, t)) = (aji(ya Z, t))

e Definida nao-negativa: > a5 (xp, 24, 1)€1E) > 0 para quaisquer (zy,...,2x) e

4,J,P,q

& =( ;, ...,fg),p =1,2,...,N.
Condigao II. Existe K > 0, independente de s, t, x tal que
(D) [E[®ypn(z) — ]| < K1+ [z])(t - s)
(if) [E[(@se(z) — 2) (Psry) —9) ]| < K1+ [z (1 + [y))(E - 5).
Das condicoes dadas acima se obtém facilmente que:
[b(z, )] < K(1 4 [z]),

la(z, y, )] < K1+ [z)(1 + [y])-

Veremos mais para frente que o par (a,b) determina a lei do fluxo Browniano. E
por isso que mostramos que o gerador infinitesimal do processo de difusao de N-pontos
(Ds4(x1), ..., Psi(xn)), t € [s,T] é completamente caracterizado pela média e covariancia
infinitesimal. Para fazer isto precisamos dos seguintes lemas referentes a propriedades de
semimartingales dos processos estocdsticos @4, t € [s,T.

Antes de enunciar o lema, definimos M, ,(z) como segue:

M, o(z) = @y o(z) — 2 — / b(®, . (x), r)dr.

Lema 2.6. Para cada s, t, Mg(z) é uma L*-martingale continua e

(M (), M () = / a1y (®,,(2), Do (), r)dr,

onde (-, -) representa a notagdo para o processo de varia¢ao quadrdtica.
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Demonstracao. Para s < t definimos

msi(z) = E[®s4(2)].

Entao
0
oMt (%) = Tim = (mpin(@) — ms,(@))
= }lllir(l) (B[t i4n(Psi(z))] — E[Py(2)])
= }]Lg% %(E[mt,t-‘,—h(@s,t(x)) - (I)s,t(x)])'

Agora devido & condic¢ao (II) temos que

%|mt,t+h(®87t($)) — Oy (7)] < K(1+ [D,4(2)]).

Daf como K(1+ |®,,(z)|) é integravel, obtemos que,

0
am&t(l’) = E[b(q)s,t(x)a t)]
Portanto,
t
msy(r) — = / E[b(®s (), r)]dr.
Assim,

]E[Ms,t(x)] =0.

Da definicao de M,;, temos que para s < t < u,
M () = Mgy (z) + My (Dsi(x)).
Calculando a esperanca condicional, resulta que
EM;u(2)[Tss] = Mas(2) + E[Myu(Y)]y=0. @) = Mss(2).

Assim, M,,; é martingale, e portanto se prova nossa primeira afirmacao.

Para estabelecer a segunda afirmacao definimos,

‘/s,t(x7 y) = E[Ms,t(x)(Ms,t(y))*]'

Entao

Varsn(@,y) = Viu(, y) = B[(My gy (2) — My o(2)) (Mo (y) — Mi(y))]-
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Portanto
Vs, ) = Vaa(m,9)] = LMy 00 (@5 (0) (Mo (@ (2)))']

LRV (@), Do (1))

T h
Desta forma, fazendo h — 0 na equacao de acima obtemos
0
‘/s,t(xa y) = E[a(q)s,t(x)’ (I)s,t(y)7 t)]

ot

Vieloa) = [ Blal@os(2), Bu0ly), .

Assim
Pondo .
Ns,t(mvy) = Ms,t(x)Ms,t(y)* - / a’((I)S,T(x)a (ps,r(y)?T)dr
resulta que
E[N,(z,y)] = 0.

Também, para s < t < u temos
Ns,u(xy y) = Ns,t('r’ y) + Nt,u(q)s,t(x)7 qDS,t(y))
+ Ms,t@)Mt,U(@s,t(y)) + Ms,t(Z/)Mt,U((I)s,t(x)

Portanto
]E[Ns,u(xa y) |{§S,t] = NS,t('r’ y)
OJ

Ou seja, Ny (z,y) é um martingale. Assim obtemos o resultado procurado.
A seguir provaremos que o gerador infinitesimal de Ts(ftv) ¢ dado por um operador

eliptico de segundo ordem. Assim, para cada N € N definimos operador diferencial

linear de segundo ordem sobre RV com parametro ¢ € [0, 7] como

onde 7, € R4 k=1,..,N, z = (v}, ...,2¢) e f é uma fungao de classe C? sobre RV?

Aqui LEN) é o gerador infinitesimal do processo de N-pontos @, ,(z™))
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Teorema 2.7. Seja f uma funcao de classe C? sobre RN? tal que f e suas derivadas se

desenvolvem polinémialmente. Entdo se cumpre para qualquer s, t, ™),

01 ) = ) = [T )

Em particular

tim (T8, — )= L

h—0 h
Demonstracdo. A prova esta essencialmente baseada na férmula de It6. Assim, pelo lema
2.6 temos que para (s,z) fixos, ®,(z) é um semimartingale continua com a seguinte
decomposicao,

Oy 4(x) =2+ My () + / b(Ds (), r)dr.

Agora, aplicando a féormula de It6 a funcao f temos que

F(@ (™)) = f(2W)) = (g4 (21), ..., Pus(n)) — fla1, ooy TN)
—Z/ )+§/g g—ébi(és,T(xk),r)dr
32 [ Gt o). s

Desta maneira reduzindo termos na expressao anterior obtemos,
F(@uala™) = 1) = [ L (00 @)
t
0 .
=3 [ S @i, .

'3
oz},

Se &, ; tem momentos finitos de todas as ordens (ver préximo lema) e aplicando esperanca

a expressao acima temos,

t
T f (™) = f (a™) — / TN LM f (2™ dr = 0,
0 que prova o teorema. O

O seguinte lema ¢ um resultado que nos mostra LP-estimativas do fluxo P ;.

Lema 2.8. O fluro ® = {®,,(x)} tem momentos finitos de qualquer ordem. Além disso,

para qualquer p real e € > 0, existe uma constante positiva C = C(p,€) tal que
E[(e + |Ps(2)]*)7] < Cle + [2f*)7,

para qualquer s, t, x.
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Demonstragdo. Para a prova basta considerar as aplicagoes g(z) = e+|z|* e f(z) = g(2)?,
e o operador eliptico L, = Lg). Assim, aplicando a formula de Ito para o processo de
1-ponto resulta
Lr‘f = 2pg(x)p—1 Z bz(xa t)f[,‘l + pg(x)p—l Z aii(xv xz, t)
+2p(p — 1) g(x)P2 Z aij(z, z, t)z;x;.
2%
Daf usando a condicao (II) obtemos que |L,f(z)| < C'f(x) onde a constante C’ é inde-

pendente de x, 7. A seguir definimos o tempo de parada

inf{t > s: |Ds(x)| > n}

oo , se o conjunto de acima é vazio

Tn = Tp(x,8) = {

Denotando o processo parado ®g -, por ®,; obtemos que

(@) - / Lo f (B (x))dr

¢ um martingale. Portanto

E[f(B0s(0))] = f(2) + / E[L, (3., (x))]dr
< fla) 1 C / ELf(Bs, (x))]dr-

Agora, usando a desigualdade de Gronwall tem-se

E[f(®su(x))] < f(z)e” .
Dai fazemos n — oo e entao
E[f(®y(2))] < fla)e” ).
Portanto por definicao de f temos
E[(e +[®s(2)[*)] < Cle + |2*)",
como desejamos. O

A prova do seguinte teorema sai do contexto do resultado principal e assim a omitire-

mos(uma prova deste teorema pode ser vista em [2], Teorema 4.2.5).

Teorema 2.9. Seja b(z,t) uma fungdo continua limitada e a(z,y,t) uma matriz d x d
a qual € definida nao-negativa e simétrica. Suponha que a e b sejam duas vezes diferen-
ciaveis e que suas derivadas sejam limitadas. Entdo existe um fluro Browniano com

caracteristicas locais (a, b). Além disso, dita lei € unica.
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2.3 Fluxos Brownianos de Homeomorfismos

Nesta secao estudaremos os fluxos Brownianos de homeomorfismos.

Definicao 2.10. Seja @ = {®;, : RixQ—RI:0<s<t< T} um fluxo Browniano
de aplicagoes mensurdveis. Dizemos que ® = {®,,} é um fluro Browniano de homeo-
morfismos se existe um conjunto N de  de medida nula tal que para qualquer w € N€

verifica:
(i) @s¢(z,w) € continua em (s,t, )

(ii) D44(-, w): RY — R € um homeomorfismo para qualquer s < t
Além disso, se

s

(iii) ®,,(-, w): R — R € um Ck-difeomorfismo para qualquer s < t

dizemos que ® = {®,,} é um fluro Browniano de C*-difeomorfismos.

Em seguida afirmamos a condigao de Lipschitz para as caracteristicas locais (a,b) de

um fAuxo Browniano.

Condicao III. Existe uma constante L tal que
[b(x, 1) = bly, t)] < Llz —y|

la(z, z, t) — 2a(x, y, t) + aly, y, t)| < Lz — y|?

A condigao (IIT) confirma que um fluxo Browniano é um fluxo Browniano de homeomor-

fismos.

Teorema 2.11. Seja O, um fluro Browniano satisfazendo as condigoes (I), (II) da se¢do

anterior, e a condi¢ao (III). Entao ®s; € um fluro Browniano de homeomorfismos.

A prova do teorema de acima é baseada em varias estimativas que iremos a obter nos

lemas seguintes. Assim para simplificar nossa escrita assumimos as condigoes (I), (IT), (IIT).

Lema 2.12. Para qualquer p, ezxiste uma constante positiva C' = C(p) tal que para

qualquer € > 0, z,y € RY

E [(6 + [@44(x) — CDS,t(y)lQ)p] <C (6 + |z — y|2)p.
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Demonstragdo. Definimos g(x,y) = e+ |[x —y|* e f(x,y) = g(x,y)P. Podemos escrever o

gerador infinitesimal do processo de 2-pontos L,SQ), como
L f(w,y) = 2pg(a, y) ) = By ) (e — i)}
+pg(z,y)" 21> (92, 9)655 + 2(p — D@ — y:) () — y;))
i,J
X (a2, z,t) — 2a;5(2, ¥, 1) + ai;(y, ¥, 1)) }-
Pela condicao (III), temos as seguintes estimativas,

| Z(bi(ﬂ% t) = 0y, ) (s — ;)| = [(b(z, 1) = b(y, 1)) (= — y)l

< [ (b, 1) = by, ))[[(z — )]
< Li(z -yl

< L(e+ |z —yl?)

= Cig(z,y),

onde C'; = L. Assim, também temos,
| Z(Q(% Y)0ig +2(p — 1) (i — i) (w5 — y5)) (@i (2, 2, t) — 20, 5(z,y,1) + ai;(y,y,1))]
2

< (2(p—1)+ Lg(z,y)|z — y|
S ng(af,y)2,

onde Cy = (2p — 1) L. Substituindo as estimativas de acima, na expressao obtida de L§2),

teremos que existe uma constante C' = 2p C; + p (s, tal que
(2) /
Aplicando a férmula de Ito, obtemos
t
BIf(Bus(2), 0ua()] = ) + [ BILE (@), ()
t
< f@0) + O [ Elf(@unla), sl

Dai, pela desigualdade de Gronwall, temos

E[f(®s(x), Pes(y))] < fl,y) e,
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Deste modo, existe uma constante C' = ¢“"#=%) tal que
E [(€ + |®s(z) = Pos(y)])"] < C (e + o —y[*)",
como queriamos. |

Outra LP-estimativa do fluxo ®,; que nos ajudard a mostrar o Teorema 2.11 é o

seguinte.

Lema 2.13. Para qualquer inteiro positivo p eziste uma constante C' = C(p) tal que para

qualquer xo € R?, temos
E [|®s (o) — xo|™] < CJt = s|P(1+ [ao] ).

Demonstragio. Fixamos 7o € R? e definimos g(z) = |z — 20|? e f(z) = g(x)?. Entdo
utilizando as condigoes (I), (II) da segdo anterior, e a condigao (IIT) achamos constantes

C1,Cy e C5 tais que
|Lof (2)] < Cif(x) + Cogl@)P~2 (1 4 |o]) + Cg ()"~ (1 + |o])*,
Pela formula de Tt6, temos
B @) < o) +Cr [ L@t
# 01+ ) [ Blg(@up o)
+Cal1 + of?) [ Blo(@a o)

Assim, aplicando a desigualdade de Gronwall, concluimos que existem constantes Cy, Cj

tais que
B[ (Bus(e0))] < Call +[aol) [ Elg(®ur(an))?Hdr
+ C5(1 + o) / E[g(®, , (x0))"]dr- 2.1)

Para o caso p = %, 1, a estimativa desejada se cumpre como uma aplicagao direta da
condicao (II). Usando (2.1) a estimativa se cumpre quando p = 2. Daf considerando os
casos acima e a ultima expressao obtida obtemos o caso p = 2. Desta maneira continua-

mos o processo por indugao e assim concluimos o resultado para qualquer p. O]
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Antes de enunciar o préximo lema, observe que por aplicacao do lema acima temos:
se p é um inteiro positivo entdo existe uma constante positiva C' = C(p) tal que para

quaisquer g, 7o € R?
E [|®(20) — 20 — (Pus(yo) — y0)|**] < Clt — s]P|x0 — yo| ™ (2.2)
Para a prova basta considerar g(z,y) = |(z — x0) — (v — vo)|?, f(z,y) = g(z,y)P. Daf
LPf < Cif + Cogh~2 |z — yol + Cs9” Yo — wol>.
Prosseguindo como no lema anterior chegamos a (2.2).
Lema 2.14. Seja p um inteiro positivo. Entao existe uma constante C' = C(p) tal que
E [|®4(z) — @op ()] < C {Jo — 2| + (1 + |2 + [#')*(|t = '[" + |s = 5'") }
se cumpre para qualquer s <t, s’ <t ez, 2’ € R

Demonstracdo. Aqui apenas consideramos o caso quando s’ < s <t < t’ pois os demais

casos sao similares. Separamos o trabalho em trés etapas
(a) Temos em conta que s = s' e z = a’. Além disso faremos uso do Lema 2.13. Assim,
L [|‘I)s,t(x) - q)s,t’(x)’%] =E U(I)s,t(ﬂﬂ) - @t’t,(cbs,t(x))]%}
— [ Bllly ~ @0 )] P(@usle) € )
<Cilt =t [ (4 ) 7P@.u(o) € d)
= Cilt = t'PE(L + |®u(2))*

< Cylt —VIP(1 4+ |z])?.

(b) Agora, consideramos s = s’ e x # a’. Aplicando o Lema 2.12 teremos,

E [[®0:(2) = Do ()*] = 2{E [|@04(x) = Do (2')*] 7 + E [| @, () — By ()]}
< C{lt =P+ ) + | — 2/}
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(c) Por dltimo, utilizando as etapas anteriores temos que
E [|(I>s,t($) - q)S’,t/(x/)lzp] =E Uq)&t(x) - (I>S,t’(q)8’,5<x/))|2p]
— [Bll1@0) - 0o ()] P(Ouale) € )
< Co [t =P+ + fo - Y} P(@uale) € d)

= Cf{|t =t (1 + [2)* + Elz + Dy 5 ()]}
< O{|t = PP (L4 [2))*} + Culw — 2| + Cs|s = '[P (1 + |2'])™
< Co{(lt =17+ [s = S (1 + [al + [ + |2 + 2}

]

Com ajuda do critério de continuidade de Kolmogorov e com os lemas anteriores,

podemos concluir esta secao com a demonstragao do Teorema 2.11.

Demonstracao. (Teorema 2.11) Consideremos p > 2(d + 2). Entao pelos Lemas 2.12,

2.13 e 2.14 temos que se cumpre
E[|®,(2) — Pu(y)[*] < Clo —y|*

Assim, pelo Teorema 1.11 temos que @, ; tem modificacio continua. Portanto @, (-, w): R? —
R? é uma aplicacao continua para qualquer s < t q.t.p.. Agora, para o caso p-negativo,
nés temos

E [|©54(2) = Psu(y)[] < Cla — yl*

E [1 + |<I>S7t(x)|2p} < O(1 + |z|*P)

Mas estas duas tltimas desigualdades implicam que ® (-, w) é um homeomorfismo, como

queriamos. O

2.4 Fluxos Brownianos de Difeomorfismos

Nesta tltima secao estudamos fluxos Brownianos de difeomorfismos e veremos que
se as caracteristicas locais (a,b) de um fluxo Browniano s@o diferencidveis e possuem

derivadas limitadas, entao o fluxo se transforma num fluxo de difeomorfismos. Antes
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de comecar, consideramos a seguinte notacao, a qual sera 1til ao longo desta secao:

denotemos o = (aq, g, ...,aq), onde o; €N i =1,2,....d, |a| =1 + ... +ag e

o\ o \™
D =D% = | — i | — .
r (8951) <8a:d>

Teorema 2.15. Seja ®,; um fluro Browniano com caracteristicas locais (a,b) satis-
fazendo as condig¢oes (I) e (II) da secio (1.2), e a condi¢cao (III) da secdo (1.3).
Suponha que além disso que a(x, y, t) e b(x, t) sejam k-vezes continuamente diferen-
cidveis em x ey, e que DyDla(x, y, t), Dyb(z, t), |a| < K, |B] < K sejam limitadas.

Entao ®,(-, w): R — R? € um difeomorfismo de classe C*~! para qualquer s <t a.s..

Provaremos o teorema no caso k = 2, pois para o caso maior que 2 a prova é similar.
A prova deste teorema estda baseada em varios lemas que enunciamos e demonstramos

em seguida.

Lema 2.16. Sejam v,y € R — {0} e g : R* — R definido por
g(z1, 72, 23, 74) = — (21 — 12) — —,(963 — 1y4).
Y Y
Sejam p € N e f = |g|?. Entdo existem constantes C; = Cy(p),i = 1,2 tais que
1
|L§4)f(551,9627 w3, 24)| < CO1f (21, T2, 23, 24) + O |71 — 23| + |22 _$4|)2p(1+ |?<$3 —954)|2p)-

Demonstracao. Para simplificar nosso trabalho, consideramos o caso d = 1, e dado que
a varidvel t esta fixada, entdo consideramos somente a(z,y) e b(z) em vez de a(x,y,t) e

b(x,t). Desta maneira observamos que

@ £, 20, 13, 24) = lxl—xQ —lx—m xlxgmx42p_1
L flors s, 4) = 200 () = b)) = 5 (b(s) = bla)) Flo(an, 22,5, )]

x sign g(x1, T2, T3, T4)

+p(2p—1) [%{a(xl,xl) — 2a(x1, 2) + alx2, 22) }

2
- w{a('xlv .’L’g) - a(l’l, ZL'4) + a(l‘g, .1:3) — (I(..'L'Q, 334)}

1 2p—2
* ﬁ{a@& 3) — 2a(ws, 24) + a(z, x4)}} |9(331, x279€37$4)| Y
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Aplicando o Teorema do Valor Médio, temos que

2ipzl {(/01 V(21 + Oz — xl))d9> (21 — 29) — (/01 W (25 + 04 — xg,))d@) (s = m)}
x g~ 'sign g
_ (/01 V(21 + 0(xy — a:l))de) 91 + /01 {b’@:1 4 O(zs — 21))) — (s + O(zs — x4))}d6

1 .
X y(l‘g — 4)|g|* 'sign g.

Novamente utilizando o teorema do valor médio, obtemos constantes positivas C5 e Cy
que dependem de p, de modo que I; fica limitado por

1] < Cs)g|* + Cyl|w1 — x3] + |22 — x4|)’y (x5 — z4) g

Assim, considerando a desigualdade ab < % + % ondea,B>1e é%—% = 1, conseguimos

a seguinte limitacao para Iy,
1
1] < Colgl™ + Coller = @l + oo = 2|5 s — 20|, (2.4)

onde Cf5, Cg sao constantes positivas encontradas no procedimento anterior. Em seguida,

para limitar I, observemos que,

a(z;, xp) — a(@;, o) + alz;, xp) — alx;, T,,)

— [ [ i 00, — i+ = 00) s~ ) — ) dO

onde a"(z,y) = a(x,y). Agora considerando

Bxay

Eir(0,7) =a"(x; + 0(x; — x;), 2 + 7(Tm — 1)),
Wi = 2(a - 22), Wy = — (w5 — @)
= — (21 — 29), W5 = — (25 — 24),
1= 2 3= @ o
e usando o fato que [ [&3(0,7)d0dr = [ [ &51(0,7)d0 dr, resulta

Iy

1 1
m:{/ / “”“’”Wf—2&3<9,T>W1W3+533<9,T>W§>d9d7} g2

{// 51197)d0d7}|g|2p
{
{

/ (6010, 7) — E13(0,7) — E01(6,7) + E33(0, 7)) df} g2 ?
0
—I— / 2511 9 T) 513(0,7') — 531(0,7’))d9 dT} |g|2p—29 Wg.
0

+

[e=]
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Assim, vemos que o primeiro termo da igualdade ¢ limitado por C%|g|?*?, onde C7 = C7(p)
é alguma constante positiva. Aplicando o Teorema de Valor Médio, observamos que o
segundo termo da igualdade é limitado por Cs(|zy —z3|+ |72 —z4|)|g|**~ 1| W3], para algum

Cs = Cs(p) > 0. Portanto, a limitagao de I, fica da seguinte maneira
L] < Crf + Cs(|ay — 5] + |z — 24])?|g]*
1
+ Cy(|z1 — @3] + |22 — $4|)|g|2p_1|?($3 — 74))|
< Ciof + Cii(|r1 — m3] + |29 — 24])

1
+ Cra(|21 — 3] +|$2—$4|)2p|g7(933—$4)|2p~ (2.5)

onde Cg = Cg(p) > 0,010 = Cl()(p) > 0, 011 = Cll(p) >0e 012 = 012(])) > 0 sao
constantes.

Agora, substituindo as estimativas (2.4), (2.5) em (2.3) obtemos a estimativa desejada.
[

Lema 2.17. Seja e um vetor unitdrio em RY, y(#£ 0) um nimero real. Ponhamos

1
ns,t(xuy) = g(q)s,t(x + ye) - q)s,t(x))'
Entao para qualquer inteiro positivo p, existe uma constante C' = C(p) tal que

Ellns, (2, y) — nev (2, y)?P] < C{lz — 2/ + |y — /| + (1 + || + || + |y + [y
x ([t =P+ |s —§'|P)}.

Demonstracao. Considerando a notagao do Lema 2.16 observemos que

(@ 1(z 4+ ye), @5 1(2), Py (2" +y'e), @y 1(2)) = [ns,4(2,y) — nsr (2, y/)|2p
Para o que segue, dividimos a prova em duas etapas:

(1) Aqui consideramos t = t', s’ < s. Assim aplicando a férmula de It6 para a fungao

f acima tem-se:

Elf(®s ¢(z + ye), @y 4(x), Py (2" + Y'e), Py 1(27))]
=E[f (x +ye,z, Py (' +¢€), Py s(2))]

t
+E {/ L@f(@svr(x +ye), Py (), Py (' + y'e), Py (a))dr| .

s
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(2)

Deste modo, pelo Lema 2.16, temos

E [l (9) = mw.ofa', )] < B fle = o oo, )7]

+01/ [17s,r (2, y) — e, (2, )] dr
+ 02/ E[|®s, (7 4+ ye) — Py (2’ + y'e)|
1800 (2) — B )PP+ () dr
Observamos que
B ) = € = Bl 1) = (o) =y

e usando a equacao (2.2) obtemos que o primeiro termo do lado direito da desigual-
dade acima cumpre
]E“ns’,s(x/; y') — €|2p] < Cls —§'|P.

Agora vemos que o terceiro termo pode ser limitado por
C'le = '+ Jy = /| + (L + |2 + |2 + [y| + y'])*[s — '],

todo isto devido ao Lema 2.14 e a desigualdade de Schwarz. Uma vez feito isso,

basta aplicar a desigualdade de Gronwall para obter a estimativa desejada.

Sejam s’ < s et’ < t. Para obter a estimativa fazemos uso da propriedade de fluxo.

Assim

E [1s,6(x, y) — 0,0 (2, y)|**]
1
e /E |:|§(q)t/7t(21) — @t“t(ZQ) — 21 + Z2)|2p

X P(®g v (z +ye) € dzy, O v(x) € dzs)

1
< Ct— t’\p|y|2p / |21 — 2| P(Dy ¢ (. + ye) € dzy, Oy p(x) € d23)
1
=C|t — t’]p|y’2p E [|®,,¢(x + ye) — Oy ¢ (x)[*"]
<t -t
Combinando as etapas (1) e (2) conseguimos a desigualdade requerida. ]

Dado que ja temos as ferramentas necessarias para poder desenvolver o teorema prin-

cipal desta secao, a seguir fazemos sua demonstracao.
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Demonstragao. (Teorema 2.15) Pelas propriedades observadas de 7, .(z, y) no lema an-
terior e aplicando o Teorema 1.11, vemos que n,.(z, y), tem uma extensao continua em
y =0, isto é,

lim 1 (Dt + ye;) — Psi(2))) = =—Ps1(2)

y—0y ox;
existe para todo s, t, x e para cadai = 1,2, ...,d, onde ¢; = (0, ...,0,1,0,...0), e é continuo
em (s, t, z). Portanto ®4,(x) é continuamente diferenciavel. Afirmamos que ®,,; é um
difeomorfismo. De fato, como ®,; é um homeomorfismo, basta mostrar que a matriz
Jacobiana 0®,,(x) é nao-singular. Para isso, consideramos a aplicagio R? x R —
R? x RY
(@, 21y ooy 2a) > (Pst(x), Por(x)21, ..., Psi(x)24)

a qual se prova facilmente que é um fluxo Browniano pois para s <t < u
0P () = 0Py (Ps4(2)) 0P (),

de onde a propriedade de fluxo segue imediatamente. Portanto a aplicacao acima define
um fluxo Browniano de homeomorfismo. Desta maneira 0®;,(x) é 1-1 e dai é nao-

singular. n



Capitulo 3

Fluxos Estocasticos e Equacoes

Diferenciais Estocasticas

Este capitulo esta dedicado ao estudo das relagoes entre fluxos estocasticos e equagoes
diferenciais estocasticas. As principais referéncias para este capitulo estao em H. Ku-
nita [2] e Le Jan [14]. Este capitulo sera desenvolvido em cinco se¢bes cujos contetdos
passaremos a explicar em forma breve. Na secao 3.1, estudamos fluxos estocdsticos nao-
Brownianos. Ademais, considerando certas hipdteses sobre as caracteristicas locais do
fluxo nao-Browniano (similar ao caso Browniano) estabelecemos propriedades de homeo-
morfismos e difeomorfismos para os fluxos. Na se¢ao seguinte nos centramos em defini¢oes
tais como: semimartingales que tomam valores em C' = C(R?; R?), assim como suas
caracteristicas locais. Logo na secao 3.3, definimos integrais estocédsticas de processos
progressivamente mensuraveis com respeito a C-semimartingales, as quais sao essencial-
mente uma generalizacao das integrais estocasticas usuais. Por outro lado, dentro da
secao 3.4 introduzimos o conceito de solucao de uma equacao diferencial estocéstica, no
contexto de semimartingales. Além disso, mostramos que a solucao de dita equagao
diferencial estocastica define um fluxo estocastico. Finalmente, na secao 3.5 descreve-
mos a formula generalizada de [t0, as integrais de Stratonovich e as equacoes diferenciais

estocésticas de Stratonovich.

3.1 Fluxos Estocasticos nao-Brownianos

Iniciamos esta secao definindo os espacos que tomaremos em conta ao longo desta

segdo. Desta forma seja (€, §,P) um espago de probabilidade. Considere um fluxo

32
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estocdstico de aplicacoes mensuraveis ®;,(z, w) de modo que seja continua em ¢. Daqui,

denotemos por §; a filtracao natural continua pela direita, do fluxo, isto é,
St = ﬂa(@uvy(-) 0<u<v<t+e).
e>0
De maneira similar ao capitulo 1, consideramos trés condigoes sobre o fluxo.

Condicao I. &, ,(z, -) é quadrado integravel e os seguintes limites existem:

1
(i) b(z,t,w) = ]llin% 7 E[®; t1n(x) — x| §¢](w), quase certamente para cada t € [0, 00).
—

1
() a(r.5.t.0) = lim + B[y 1(0) ) @1 a5) — )" $](), quase certamente para
—
cada t € [0, 00).

Observamos que nas expressoes acima, a esperanca condicional é calculada com respeito
4 versao da distribuicao condicional regular. Também aqui assumimos que b(x,t,w) e
a(x,y,t,w) sdo ambos mensurdveis e progressivamente mensuraveis para cada z (respec-
tivamente z e y).

As caracteristicas locais do fluxo @, ; sdo por defini¢ao o par (a,b).

Observacgao 3.1. Se ®,; ¢ um fluro Browniano entao @, ,1n(x) independe de §; e por-
tanto as caracteristicas locais b(x,t,w) e a(x,y,t,w) sao deterministicas, e desta maneira

a e b coincidem com as caracteristicas locais do fluxo Browniano.

Em seguida enunciamos a segunda condicao do fluxo @, ;, a qual esta relacionada a

hipéteses de crescimento linear.

Condigao II. Existe uma constante positiva K (independente de w) tal que
B[P (2) — 2] | < K(1+ |2])]t — s,
E[(®s,1(2) = 2)(Ps1(y) = 9)"[ )] < K+ 21+ |y[)|t — s,
Resulta das desigualdades anteriores que
b, 8, w)| < K(1+ |z)),

laz, y,t,w)| < K(1+ [z])(1+ |y]).

A diante enunciamos um lema que exibe um L?-martingale associado ao fluxo, o qual
serd muito tutil mais para frente, na construcao de uma familia de semigrupos associado

ao processo de N-pontos.
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Lema 3.2. Para s,x fizros et > s, o processo
t
M (z) = @y 4(x) — 2 — / b(®s, (), r)dr
é um L*-martingale e

<M;7t(x)’ Mg,t(y» :/ aij(q)s,r(m),(I)s7r(y)>r)dr'

Demonstracdo. Seja
ms, () = E[®g ()] Fs](w).

Para s <t < u, temos
E[®s, .(2)| &) = /@S,u(x,w’) Py (w, dw'’)
:/fbt,u(q)&t(x,w'),w’) Py (w, dw'),

onde P;(w, dw’) é distribui¢ao condicional regular dada por §; (ver [6] paginas 146 — 150).
Agora, fixado s,t,w, e considerando a continuidade de ®,;(z,-) em probabilidade com

respeito a (s,t,x) temos que
Py(w, {w' : @y 4(z,0') = Py 4(z,w)}) =1,
para quase todo w. Portanto resultara
B[, u(0)] 5 = [ P(@uslei), o) P, )

N /A (Pt,u(q)s,t(xa w)? w) Pt(w’ dw/)
= E[(Dt,u((ps,t(ma UJ), OJ)‘ St]

= my,u(Ds, (2, w), w).

Agora
ms,u(xv w) = ]E[mt,u<q>s,t(x))’ Ss];

pois
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Assim
1 1
5 M, (2, 0) = Mo (2, w)] = S BIme, en (Do o (@) = Do o(2)] T
Deste modo fazendo h — 0, e aplicando o Teorema de Fubini obtemos que
0
Ems,t(x,w) =E[b(Ps +(x),1)] §s)-
Portanto .
mei(z) — 7 = E [/ b(®, 0 (), 1) dr| Bs|
Dai
E[ M; +(z)| §s] = 0. (3.1)
Logo observe que para s < t < u, tem-se
M o(x) = My o(x) + M o (Py (). (3.2)

Das equagoes (3.1) e (3.2) obtemos

B[ M, ()] ] = E[M;,+(2)| §t] + E[ My, o(Ds,4())] $1]
— s,t(x) +E[Mt,u(y)|gt]|y:<bs,t(m)

= M, ().

Assim M () é¢ um martingale, como queriamos.

Para provar a segunda afirmagao basta considerar

%,t($7 Y, w) = E[Ms,t('x) Ms,t(y)*

8 ().

Agora observemos que

1

1
E[Vs,t-l—h(x? Y, W) - %,t (.27, Y, w)] = EE[‘/;,t-I—h(q)s,t(x)a (I)s,t<y)7 w)lgs]

Assim, fazendo h — 0 tem-se

%VS,t(l’,yaw) = E[a(® (), Ps,4(y),1)Ss]-

Portanto .
Vil y,w) = E[/ a( @, (), Py, (y),7) d?"\&] (w).

Entao, pondo

t
Ns,t($7 y7w) - Ms,t(x)Ms,t<y)* - / a(®s,r<x)7 (Ds,r‘(y)a T) d?",
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temos que
]E[Ns,t(xvy)lgs] =0
Para s <t < u, obtém-se

Now(z,y,w) = Net(z,y,w) + Niw(Psi(2), Pss(y),w)
+ Ms,t(x)Mt,U((Ds,t(y)) + MS,t(y)Mt,u(q)s,t(x))-

Portanto
E[NS,u(xvy? >|gt]: St(x Yy, w )

Mas isto implica que

M, ()M, ((y)" / a(®, ,(2), @, ,(y), ) dr,

¢ um martingale. Dal

t
(M} (@) ML) = [ 5(Bu (@), @ 0). )
como queriamos. O

Agora definimos um operador diferencial aleatorio de segunda ordem que esta rela-
cionado com o processo de N-pontos associado ao fluxo estocdstico. Assim seja V) =

(z1,...,zx) € RN onde 7, € RY, k = 1,..,N, e cada z, = (x},...,2¢). Definimos o

(N

operador aleatério L; ) por

(L N)f) lz ia (g, x tw)az—f (a:(N))
2 Py A 8x28x{
d N of
+ ZZ[)Z :L‘k, ( ) .
i=1 k=1 Oz}

Teorema 3.3. A familia de processos {®s+(x)} tem momentos finitos de qualquer ordem
e se f € uma funcdo de classe C?, e além disso, se suas derivadas tem desenvolvimento

polinomial, entao

¢ um martingale.

Demonstracdo. Do lema anterior temos a seguinte decomposicao do fluxo

t
O, 4(x) =2+ M 4(2) +/ b(®s. (), r)dr,t > s.
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Dai, aplicando a férmula de Ito para f resulta

F(@ar (&™) = fa™) - / L f (@, (z ™)) dr

s

=3 [ SN (),

xr
ki k

Como Mj (x) é um martingale, temos que a integral com respeito ao dito martingale é

também um martingale. Portanto tem-se que

é um martingale. |

Com o objetivo de obter propriedades sobre fluxos de homeomorfismos enunciamos

condicoes de Lipschitz sobre as caracteristicas locais.

Condigao III. Existe uma constante L (independente de (¢,w)) tal que
|b(l‘7taw) - b<y7t7w)| < L|:L‘ - y|7
la(z, z,t,w) = 2a(z,y, t,w) +a(y,y, t,w)| < Ljz —y|*

Teorema 3.4. Seja @5, um fluzo estocdstico continuo de aplicagoes mensurdveis satis-
fazendo as condigoes (I) até (III) deste capitulo. Entao @, admite uma modificacdo

que € um fluxo estocdstico de homeomorfismos.

Demonstracao. Primeiro consideramos as seguintes desigualdades as quais sao conse-

quéncias diretas da aplicagao da formula de 1to e da desigualdade de Gronwall:

(a) Para qualquer p e € > 0 existe uma constante C' = C(p) > 0 tal que para qualquer
t, T
E [(e+ |®s,:(2)]?)"|5s] < C (e+]z]?)",

quase certamente.

(b) Para p real e € > 0 existe C' = C(p) tal que
E [(e+|®se(2) = Dso(y)*)" 8] < C e+ |z —y*)",

se cumpre para todo t,x quase certamente.
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(c) Para qualquer inteiro positivo p existe C' = C(p) tal que
E U(I)s,t<$0) — .To‘zp’ 35] S O‘t — S’p (1 + |$0‘2)p,
se cumpre para qualquer o € R? quase certamente.

Assim, utilizando as limitagoes (a),(b) e (c¢) demonstramos que
E [|®4(x) = @y ()] < C{lo — /| + (L4 | + |2')* (|t = ']" + |s = s'[") } .
Com efeito, basta considerar o caso quando s = ¢, x = 2/,t < . Dal que

E [|Ps,e(2) = Ps,v(2)|7] = E [|@s,4(2) — Pr,(Dse(2))] 7]
=E {H@&t(x) - q’t,t’(@s,t(f))|2p| &]}
=E{[|ly — 0.0 )| Tt] | y=t...(0) }
<SE[Cift =[P (14 |y, 4(2)*)7)]
= Cilt = t'["E[(1 + |s,¢(2)[*)"]
< Ci|t =P Cy(1 + |z]?)P
<= 1P+ 2] 2)7,

onde C" = (C1C5. Daqui em diante, a demonstracdo é analoga & prova do Teorema
2.11. ]

Observagao 3.5. Assumindo condi¢oes adequadas de diferenciabilidade e limitagao sobre
as caracteristicas locais (a,b) de um fluzo podemos estabelecer propriedades de difeomor-

fismos de dito fluro da mesma forma como feito no Capitulo 1.

3.2 Semimartingales a valores vetoriais

Nesta secao definimos e estudamos a nocao referente de C-semimartingales onde C' =
C(R%,R%), assim como 4s caracterfsticas locais associadas a dito C-semimartingale. Todo
este estudo se faz com o objetivo de definir a integral estocédstica com respeito a C-
semimartingales e portanto considerar equacoes diferenciais estocasticas.

Assim, para x € R ¢t € [0, 7] seja X (z,t,w) um campo aleatério continuo que toma
valores no espaco euclidiano R? tal que que para cada z,t é F-mensuravel. Assumimos

que C' é C(R? R%) munido da topologia compacto uniforme.
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Definicao 3.6. O processo X(x,t) é chamado um martingale com valores em C (C'-
martingale) se para cada v € RY é um martingale. Agora, X (z,t) é chamado um martin-
gale com valores em C* (C*-martingale) se DX (z,t) é um C-martingale para qualquer

la| < k. Se X(x,t) € um campo aleatdrio continuo o qual admite a sequinte decomposicao
X(z,t) = X(2,0) + Y(x,t) + V(x,t),

onde Y (x,t) € um C-martingale, V (x,t) um processo de variac¢ao limitada para cada x e
Y (z,0) =0, V(z,0) = 0, dizemos que X(z,t) € um semimartingale com valores em C.
Se Y (z,t) é um Ck-martingale e D2V (z,t), |a| < k € de variacdio limitada, dizemos que

X (x,t) é um C*-semimartingale.

No que segue definimos as caracteristicas locais de um semimartingale que assume

valores em R?. Assim, seja X (z,t) um semimartingale com valores em R? tal que
X(z,t) =Y (x,t) + V(x,t),

onde para cada x, Y(z,t) é um martingale e V(x,t) um processo de varia¢ao limitada.
Assumimos que existe um processo [5(z,t,w) que assume valores vetoriais em R? e um
processo a(z,y,t,w) que toma valores nas matrizes de ordem d x d tais que f e o sejam

progressivamente mensurdaveis respeito da filtracao {§;} e que ademais verifiquem

V(z,t) = /Otﬁ(:c,r) dr,

t
(Y(x,t),Y(y,t)*) = / alz,y,r)dr.
0
Entao o par («, 3) é chamado de caracteristicas locais da semimartingale X (x,t).

Observacao 3.7. Note que a definicao acima, sobre as caracteristicas locais, nao €
exatamente a mesma do fluro descrito na secdo inicial deste capitulo. Na verdade, se

O, ; € o fluvo estocdstico da segao anterior, entdo
t

D, 1(z) = x + My, (x) + / b(Ps, (), 7)dr.
S

Assim @, 4(x) € um C-semimartingale, Ms (x) € a parte martingale e fstb(©57r(m),r) dr

¢ a parte de variacdo limitada. Neste caso temos que

)
oz(x, Y, t) = a(qDS,t(x)’ CI)S,t(y)7 t)'

=
8
N
I
=
KA
\'CIJ
O
~
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Assumimos daqui para frente que as caracteristicas locais « e § sdo integraveis, isto

E Uot ]a(m,y,t)\dr} < 00, E Uot ]B(a:,t)]dr} < .

Com estas hipéteses Y é uma L?-martingale.

Proposigao 3.8. Seja {X(x,t), 7 € R} uma familia de semimartingales continuos que
assumem valores em R com caracteristicas locais (o, 3). Suponhamos que o e B sdo
Lipschitz continuos e que |«(0,0,t)| e |5(0,t)| sdo limitadas, entio X (x,t) tem uma
modificacdo continua como um C-semimartingale continuo. Além disso, se o e [ sdo

k-vezes diferencidaveis em cada x,y e existe K tal que
DS Dja(z,y,t)| < K, |DB(x,t)] < K, |a| <k, 8] < k.
Entio X (x,t) tem modificacdo continua como C*~1-semimartingales.

Demonstracao. A prova deste teorema é essencialmente a aplicagao da desigualdade de

Burkholder, mediante o qual obtém-se facilmente que
E[|X (2, 1) = X(2/, )] < O(jt = 1'% + |z — 2']").

Utilizando o teorema de Kolmogorov (critério de continuidade de Kolmogorov para cam-
pos aleatérios) obtemos a modificagdo continua de X (z,t) a qual é um C-semimartingale

(respectivamente C*~!-semimartingale). O

3.3 Integrais Estocasticas

Nesta secao definimos e estudamos integrais estocasticas de processos progressiva-
mente mensuraveis com respeito a C-semimartingales.
Seja Y (x,t) um C-martingale tal que sua caracteristica local a(z,y,t,w) seja inte-

gravel e continua em (x,y). Além disso, consideramos a seguinte condigao:
Condigao IV. A caracteristica local « verifica
t
| s eyt < s,
0 |z],lyl<K

para qualquer K e t.
Em seguida, seja fi(w) um processo progressivamente mensuravel que toma valores

em R? tal que

/ alfur fors)|ds < oo, (33)
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quase certamente para cada t.

Para definir a integral estocastica fo (fr, dr), consideramos trés casos.

Caso a. f; continua em t. Assim dado N € N consideramos o tempo de parada.

inf{t € [0,T] : supg<,<; |Y (fr,t)| > Nou
Tn(w) = fg SUPg<p<s | (fr, fr,5)|ds > N}

00, se o conjunto de acima é vazio

Observamos que 7y 1T 0o quando N 1 oco. Pondo Yy(z,t) = Y(x,t,t A T7y) resulta
que Yy (z,t) é um C-martingale com caracteristica local an(z,y,t) = a(z,y,t)l,; > (na
verdade ay(z,y,t,w) = a(z,y,t,w)l>(w)). Considerando a particao A = {0 = ¢ty <
t; < ...<t, =T} do intervalo [0, T], definimos para qualquer t € [0, 7T

n—1

LiVA(f) = Z{YN(fti/mtiH At) = Yn(fure, tiAE)}

Desta maneira LY2(f) é uma L%-martingale que assume valores em RY. Com efeito,

fazendo t = t;, s = t, k > i obtemos

E[LYA(f) - LY ()| = E [Z{YN foortisn) = Ye(fus 1)}

- Z{YN(ftzatl+l> = Yn(fo, 1)} 33}
1=0

n—1

B[S Vo) — Vil 01 5]

j=i

E[E[{YN(ftj y tj+1) - YN(ftj7tj)}‘ Stj” SS}

—

n—

(]

I
S

Também observemos que
E[(LNA(J‘) — LYY = L2 ()13

= ZE [(Yn(fe,, tje1) — YN (fe; 6)) (Y (fyy tien) — Y (fe,, 1) S, ]1 Bl

n—1

= ZE[E[/;M an(fi;, fi;,7) dr‘ Stj}

j=i j

:E[/tow( A fﬁ,r)dr|&},
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onde f2 = f, se ty <17 <ty Mas isto implica que

(LYA(f))? / an(F2, f5, ) dr,

0

¢ um martingale. Portanto

(LNA(F), LYA(f)7) = / an(f2, f2. ) dr.

Em seguida, consideramos {A,, : n = 1,2,...} uma seqiiéncia de partigoes do intervalo
0,7] tal que |A,| — 0. Assim temos a seqiiéncia de L*-martingales {LY2"(f),n =
1,2,...} tais que

t

(LS (), LY (f)7) = / o (f57, 30 1) dr.

0

Entao
(LS () — LS () (LY (f) — LY (£)")
- / lan (/3% 20 1) — an(f57, 137 )

—an (P o)+ an (£ £ )] dr

— 0 quando m,n — oo,

quase certamente. Agora, de acordo com a condi¢ao (IV) vemos que a equacdo acima

também converge em L'. Isto nos permite definir:

n—oo

lim LY (f) = LY (f) = / Valfydr).
0

Entdo LY (f) é um L?-martingale. Logo se t < 7(< 7y) € N > M obtemos que
t t t
Liv(f) = / YN(fmd'f’) == / Y(fr,dr/\TN) —/ Y(fmd?"/\TM)
0 0 0

= AtYM(fr,dT)
= L{"(f)-

Portanto definimos
L(f) = LY(f) se t<1w.

Claramente L;(f) é um martingale local continuo. Assim, fica definida a integral estocas-

tica quando f; é continua em ¢, e escrevemos

L) = [ Vi)
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Caso b. f; é uma funcao progressivamente mensuravel e limitada. Iniciamos pondo
N =N ft fsds Deste modo afirmamos que a seqiiéncia {f} é um seqiiéncia de
Pprocessos contlnuos e uniformemente limitados que convergem para f; quase certamente
com respeito da medida produto dt ® dP. De fato, basta considerar |f;| < A, para algum
A > 0 e observar que,

t

M <IN
t

fsds| <N/ |fslds < A,
ﬁ

t

M@ = SN WIS N [ (@) = foly)lds < 24,

-
Agora a convergencia é conseqiiéncia direta da propriedade que

1
m(B) /m(B) deS — ft>

onde m(DB) representa a medida de Lebesgue do conjunto de Borel B. Pelo caso (a)

temos que L;(fV) = fo fN ds). Desta maneira,

(L(FY) = L PO)EFY) = Lo(FM)7)
=/mm%ﬂw—wﬂ¢%m

0
—a(f," £ ) +alfy)! £ )] dv

| 2]

— 0 quando m,n — oo,

quase certamente. Entao a seqiiéncia {L;(f); N = 1,2, ...} converge uniformemente em

probabilidade para cada t. Assim definimos

N—oo

mm:hmuuﬁzéymmm

como queriamos.

Caso c. Como caso geral consideremos f; uma fungao s6 progressivamente mensuravel.
Assim ponhamos f¥ = (f; A N) V (—N). Daqui, observemos que a seqiiéncia {f} é
continua e uniformemente limitada. Além disso, dita seqiiéncia converge para f;. Desse
modo, como no caso (b) achamos uma seqiiéncia {L;(fY); N = 1,2,...} que converge
uniformemente em probabilidade em t. Portanto, definimos

Li(f) = Tim L(fY) = A?mwm

N—oo

como desejamos.



Capitulo 3 e Fluxos Estocdsticos e Equacoes Diferenciais Estocdsticas 44

Observacao 3.9. A definicao de integral estocdstica fo (fr,dr) € uma generalizagdo
da integral estocdstica usual no sequinte sentido: se Y (x,t) = xY;, onde Y; é uma L*-
martingale entdo temos fo (fr,dr) = fot frdY,.

Proposicao 3.10. Sejam f; e g; dois processos progressivamente mensurdveis satis-
fazendo (3.3). Entdo

</0tY(fr,dT’),/OtY(gr,dT)> =/Otoz(fs,g8,s) n

Demonstracao. Com efeito, temos que mostrar

(L), Li(g)) = / o(forgor ) ds.

Agora denotando por h = f¥ e H = ¢" podemos considerar sem perda de generalidade
que f e g possuam saltos em comum, isto é, que existe um particaio A = {0 =ty < t; <

. <tl, =T} de|0,T] tal que f; = fir., g+ = g1, para t € [ty,tgy1). Agora, lembremos que

t
Li(f) = lim L,(f") = / Y (fr,dr).
N—oo 0
Mas se consideramos h = f¥ em vez de f teremos

Li(h) = LM (h) = lim LM2~(h), se t< T,

n—o0

onde M faz a fungdo do N no caso (a). Assim, basta mostrar o resultado para uma certa
particao como acima e dai aplicar resultados de convergéncia. Desta maneira, dada a

particao A e assumindo que s = t;,t =t com k > i temos

E[(Ly"(h) — LI () (L2 (H) = L (H))'| 8]

k1 k1
ZEK (Yar(hu,, tj1) — Yar(hy,, )(Z (Yar(Hy, 1) YM(Htj7tj))) 35]
j=i j=i
= Y ERNYaluytied) = Yar(hey, 00 §0) (Vs (Hyg ta) = Yar(Hyy, ta))*] 3]
i<d<l<k
+ Z El(Yar(hey, tas1) = Yo (hey, ta) ) E[(Yar (Hy, tivr) — Yar(Hyy o 1) S]] S5
i<d<li<k
k1

[E[(Yar(he, s tien) = Yar(he, t5) (Yar (Hyy s tjia) — Yar(Hyy o t5))| St 8]

7

EN

<.

i
L

= > E[E[(Yar(he;s tje1) — Yar(hey, 1) (Yar (Hyy o ty41) — Yar(Hy; o )" S]] 5]

)

<.
Il



Capitulo 3 e Fluxos Estocdsticos e Equacoes Diferenciais Estocdsticas 45

[y

n—

E[E[[M onr(h,, Hy, 1) dr|3’tj} 3

t
/ (W, HE ) dr| 3.,

onde h,,,A =l e HTA = H,, , sety <r <tpy. Dail resulta que

<.
Il

E|

t
LIS WLYH) - [ au(hd 12 r)dr
0

é um martingale. Assim,

T

(L), L ) = [ (B2, H ).

Ou melhor, t
LAY = [ a2 ().
Portanto .
(L) L)) = [ alfgers) s
]

Notemos que se Y(z,t) e Z(z,t) sdio C-martingales continuos com caracteristicas

locais ¥ e a? respectivamente satisfazendo a condigao (IV) e se f; e g; sdo processos

progressivamente mensuraveis tais que fot | oY (fs, fs,8)] ds < 00 f(f | a?(gs, gs, 8)| ds < o0
para todo t quase certamente, entao as integrais fo (fr,dr) fo (gr, dr) fazem sentido.
O interesse agora ¢ calcular ([ Y (f.,dr), ([’ Z(g,,dr))*).

Lema 3.11. Existe um campo aleatdrio continuo o¥?(y,z,t,w) o qual é mensurdvel e

continuo respeito de y, z tal que

Y (. 1), (Z(2, 1)) = / o7 (y, 2, w)dr.

Além disso,
1 1
|37 (y, 2)] < ag; (y)2af;(2)2 , ag;(y) = ag; (y, ),

Y2(y, 2) — a¥(y, )] < ok (y) o (=) — 207 (2, 2') + o ()}
aZ () {ad (y) — 20k (y.y') + ki (v/)}=.

N |=

+
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Demonstracao. Primeiro observemos que se y e z sao fixos, entdao (Y (y,t),(Z(z,t))*)

tem funcio de densidade a¥?(y, z,t,w) com respeito de t. Agora, pela propriedade de

Schwartz para variacao quadratica conjunta temos

|<Yi(y>t)7Zj(th>> - <Yi(y> s)>Zj(Z7S)>|
< ((Yi(y. b)) — (Yi(y, )2 ((Z1(2, 1)) — (Z(2,5)))7.

1 t 3 t 3
< — (/S ag(y,y,r)dr) (/8 aij(z,z,r)dr) :
z

1
‘ az?;Z(yv <, 3)‘ S @Z(% Y, 8)204]-]-

N|=

Portanto obtemos

t
/ agz(y,z,r)dr

Assim fazendo t | s resulta

1=
-

1
t—s

D=

(Z7 Z? 8) Y

Y

para todo y, z quase certamente. Mas como . (y) = o (y,y) entdo obtemos a primeira

desigualdade. Para mostrar a segunda desigualdade ponhamos
Yz _ i j i j

Aij (ya 2, (87 t]) - <Y <y7 t)v ZJ('Z? t)) - <Y (y7 8)7 Z](Z, S)>7t > S.
Agora, por propriedade de variagao quadratica conjunta tem-se

|AYZ (y, 2, (5,1]) — AVZ(y', 2", (5,1)]
< AX(y,y, (5,1])2 (A2 (2, 2, (s5,1]) — 24% (2, 2, (5,1]) + AZ (2, 2, (5,1]))2
+ AZ(Z 2 (s, 10)2 (AN (y,y, (s, 1) — 2A% (o, (s, 1)) + AN (Y, o/, (s, 1])) 2.

Fazendo o mesmo procedimento como na primeira desigualdade, obtemos o desejado. [
No lema acima o¥Z(y, z,t) é chamado a caracteristica local conjunta de Y e Z.

Teorema 3.12. Sejam Y (x,t) e Z(x,t) dois C-martingales continuos com caracteristicas
locais o e a? respectivamente satisfazendo a condicao (IV ). Sejam também f; e g, pro-
cessos progressivamente mensurdveis tais que fot | o (fs, fs,8)| ds < o0, fg | a?(gs, gs, 8)| ds <

oo para todo t quase certamente. Entao

([ vt ([ 2oy = [ "o

Demonstracdo. A prova deste teorema ¢é andloga a prova da Proposi¢ao 3.10. Basta
considerar o lema anterior (que nos indica simplesmente a variacao quadratica conjunta
entre Y e Z ~ variacao quadratica conjunta entre Y e Y) e "mudar uma variavel Y por

Z na demonstracao de dita proposicao. O]
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3.4 Construcao de Fluxos Estocasticos por Equacoes

Diferenciais Estocasticas

Nesta secao introduzimos a nocao de solucao de uma equacao diferencial estocéstica
e mostramos que essa solucao define um fluxo estocastico.
Seja
t
X(z,t) =Y (x,t) —|—/ B(x,r)dr,
0

um C-semimartingale continuo com caracteristicas locais «a,  continuas com respeito a

x,1y e que satisfazem a seguinte condigao.

Condicao V. Suponhamos que as caracteristicas locais verificam

t
/ sup |a(z, y,rw)|dr < o,
0 l|z|, ly|<K

t
| s 13l < .
0

lz|<K

para qualquer K > 0 e qualquer t.
Em seguida, dado f; um processo progressivamente mensuravel satisfazendo (3.3) e
f(f |B(fr,r)|dr < oo, definimos
t t t
| Xt = [ otgniar s [ v(gan.

Uma vez definida a integral estocastica podemos associar a ela uma equacao diferencial

estocdstica e desta maneira discutir sua solugao.

Definicao 3.13. Um processo ®, continuo F;-adaptado e que toma valores em R € dito

solugao da equagao diferencial estocdstica
com condigdo inicial x no tempo s (t > s) se
t
B, = $+/ X(®,, dr),

para todo t > s.

Para entender melhor a defini¢ao acima consideramos o seguinte exemplo.
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Exemplo 3.14. Consideremos (B}, ..., B ) um movimento Browniano "Standard”. Sejam

Fo(z,t), Fi(x,t),..., F.(x,t) fung¢des Lipschitz continuas em x, que assumem valores em
R?. Definimos

¢ Tt
X(z,t) :/ Fy(z,s) ds+Z/ Fy(x,s)dB.
0 = Jo

Claramente vemos que X (x,t) € um C-semimartingale. Além disso, observamos que a

equagao diferencial estocdstica associada ao C-semimartingale X (z,t) reduz-se a
t
d®, = X (®,, dt) = d(/ X(®,, ds))
0
t T t
:d(/ Fo(és,s)ds+2/ Fi(®,, 5) dBf)
0 ey 0

= Fo(®y,t)dt + Y Fy(®y,t) dBy.

k=1

Donde

T

t t
V(x,t):/ Fo(w, s)ds, Y (x,¢) = /Fk(x,s)dBf.
0 “Jo

k=

Abreviadamente, escrevemos EDE em vez de "equacao diferencial estocastica”.

Teorema 3.15. Suponhamos que as caracteristicas locais o, B do semimartingale X (z,t)
sejam Lipschitz e continuas e que possuam crescimento linear, entdo a EDE (3.4) tem
uma unica solugcao para quaisquer x,s. Além disso, se @, € a solugao comegando de x no

tempo s, entao ela tem uma modificagao o qual € um fluxo estocdstico de homeomorfismos.

A prova do teorema anterior esta baseado no método classico de aproximacgoes su-

cessivas (ver [3], Teorema 2.4.3).

3.5 Foérmula Generalizada de Ito, Integral de Strato-
novich e Equacoes Diferenciais Estocasticas de

Stratonovich

Esta ultima se¢ao, descrevemos a férmula generalizada de Ito, definimos a integral
de Stratonovich e associadas a estas consideramos as equagoes diferenciais estocésticas
segundo H. Kunita. Assim, seja X (x,t) um campo aleatério 1-dimensional. Entao ele é

chamado um C*-processo continuo se é k-vezes continuamente diferencidvel em z a.s. e
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D*X(x,t) é continuo em (z,t) a.s. para |a| < k. Do mesmo modo, X (z,t) é chamado
um C*-martingale continuo se D®X (z,t) é um martingale para cada z, |a] < k e é
um C*-processo de variacdo limitada se D*X (z,t) é um processo de variacao limitada
para cada x e |a] < k. Por tltimo, X(z,t) é dito um C*-semimartingale continuo se
X(z,t) = Y(x,t) + V(z,t) onde Y(x,t) é um C*-martingale continuo e V(x,t) é um
C*-processo continuo de variacao limitada.

Condigao VII. As caracteristicas locais a(z,y,t) e b(z,t) sdo k-vezes continuamente
diferencidveis em x e y (respectivamente z) e para |al,|5| < k e para qualquer K > 0
temos

t
/ sup |DyDyja(x,y,r)|dr < oo as.
0

|],|y| <K

t

/ sup |Db(z,r)|dr < oo  a.s.
0 |z|<K

Vamos agora a apresentar uma regra de diferencial para a composicao de dois pro-

CEeSSOos.

Teorema 3.16. (Férmula Generalizada de Ito I) Seja F(z,t) um C?-processo 1-dimensional

e um Cl-semimartingale com caracteristicas locais satisfazendo a condi¢io (VII) e X,

um semimartingale continuo que toma valores em R?. Entdo

F(X;,t) = F(Xo,0) + / (X, dr) +Z/
d

+Z</ 8iiF(Xr,dr),X§>

i J
-3 Z / PG KL X3 35

Demonstracao. Dada a particio A = {0 =1ty <t; < ... <t, =t}, temos

F(X,,r)dX!

F(X;,t) — F(Xq,0) Z{F Xgotier) — F(Xoo t)}

n—1

+ Y {F (Xt i) — F(Xe b))}

k=0
=1+ 13

Por definicao de integral estocastica resulta que

t
P — / F(X,,dr) quando |A| — 0.
0
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Pelo desenvolvimento de Taylor I5* pode-se escrever como

n—1 d

2= Y (o P tin) - e Pt }OXG = XG)
k=0 z:ld , |

+ 5 F X )X, — X))

i_o"z_l“ 0° | |
#3200 g e teen) (K, = X3 (K, = X)

onde [§ — X, | < |Xy,,, — Xy, |- Agora, consideremos

n—1
5 0
A _ {(%F(th,t,g+1 A 8) = 5 F (Xope, i A 5)}.

0
L, = F(X .
= [ GeFa)

Entdo se observa que L% converge L, uniformemente em s em probabilidade quando

|A| = 0. Além disso, veja que

S
—

(Lo,

LtAk (X}

[

— sz) — (L, X",

e
Il
o

em probabilidade se |A| — 0. De fato, sabemos que

S
—

A
(Ltk+1

- L@)(Xz

lkt1

- X5) = (L7, X0)™.

i
o

Como L& — L; uniformemente em ¢ em probabilidade quando |[A| — 0, temos

<LtAv‘X1ti>A — <Lt7Xti> = <L’Xi>t7

se |A| = 0, como querfamos. Assim, tem-se

N S VA A
J1—>,z;</08xlF(

Logo, por definicao de integral

Xr,dr),Xti> quando |A| — 0.

d t
J —>Z/O ai‘F(Xr,r)dX,f quando  |A] = 0.
i=1 ¢
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Agora observe que se

R . .

=5 22 2 gy Kt X, = X)X, = L) (36)
e pondo

nml g2
AsA = Z axﬁij(th/\s’tk N s)(th;H_l/\s thk/\s)
© s 92 '
Ag = /0 201, F(X,,r)dX,,

temos A2 — A; quando |A| — 0 em probabilidade. Deste modo afirmamos que: se

|A| — 0 resulta (A2, X7)A

onde

— (A, X]) em probabilidade. Com efeito, note que
n—1 A
(AR, XD =D (AR - ADNXT,, — X1, (3.7)
k=0
tk+1 - Z th’ tk)(th+1 XZ;C) (38)

éhclax j

Assim, substituindo (3.8) em (3.7) obtemos o somatoério de (3.6) correspondente a soma

respeito de k. Desta maneira obtemos

2.

2,j=1

d
F(X,,r)dX: X))

(AB XA _>1 i(/t o
toot 2 1 0 8%0%

Z / T, F(X,,r)d(X?, X7).

z]—

Agora, considerando

resulta

pois |§k - th| < |th+1

JA _‘
2B = 3

82
8xi8xj

82

MF(&,%H) -

&k = F(Xy,,t1),

sup ]fljk,\ —0 quando |A| — 0,

— th|. Além disso, note que
n—1

> {3 (5

,j=1 k=0

32
8@0%

- X}

F(&, te) — ——F(Xy,, tk))

Ox;0x

< (X]

tht1

- X)X}

tet1
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d n—1
1 . '
S 5 Z {(Sup ’fz]k ) ‘ Z tk+1 - X (ng-ﬁ»l — ng> }
ij=1 = bk 0
’J
d n—1 1 n—1 1
1 2 . 5
<52 {swledl(X i, - x) (X, - X)) 69
i,j:l 7]7 k=0 =0

Entao, como Y, (X — X} )? converge para (X| ) em probabilidade quando |A] — 0

tkt+1
(com (Xék> < 00) resulta que (3.9) converge a zero em probabilidade. Por outro lado,

veja que J3A pode ser escrito como:

72 = 5 {3 o P 00K, ~ X6, ~ X))

&Eiaxj tet+1 k lt1

0? : ; :
T3 Z { Z ((’3&0 o, P& tin) = axiaij(Xt’“’t’“)) (KXo = X8) (X, = XG) }
Portanto temos que
J& — 12/ a—21?’()( )d(X?, X7)
3 2 i 0 33028% T ’ "

Assim fica mostrado o teorema. O

Observagao 3.17. Se F(x,t) € uma fungao deterministica duas vezes continuamente

diferencidvel em x e continuamente diferencidvel em t, entao

t 8 )
</ F(XT,dr),XZ> =0, para i=1,...d.
0

€

Portanto (3.5) se converte na formula de Ito usual.

3.5.1 Integral de Stratonovich

Consideremos X (z,t) como sendo um C?-processo continuo e um C'-semimartingale
continuo. Assim também, seja f; um semimartingale continuo que toma valores em R
A partir de aqui vamos a definir a integral de Stratonovich de f; respeito a X (z,t). Para
esse consideramos a particdo A = {0 =ty < t; < ... < t, = t}, e definimos

n—1

X s tis) = X (oo b)) + (X i) — X (fo )}

=
>
I

(]

O |
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Lema 3.18. Suponhamos que as caracteristicas locais de X e Er 2 X satisfacam a condicdo
(VII). Entdo lima0 K existe e

i 62 = [ X () +%Z</ 5 X ). 7).

Demonstragdo. Escrevemos K2 como segue

K = {X(foo terr) — X(fo, tr)}
k=0
45 SO s tr2) = X)) = (X fanr ) = X oo}
k=0
= L2 + MA.

Entao observemos que
t
LY — / X(f,dr) quando Al = 0.
0

Agora, pelo desenvolvimento de Taylor

0 : .
ZZ{ X (frpsthr1) — aij(ftkytk)}(fng - f1)

5 ij(ffm — i) = 1),
1,5,k
onde
a_ O X (g, t 62 X (G, t
Eik = Dw:0,; (M thg1) — Dm0, (Ces i),

com |77k - ftk| < |ftk+1 - ftk|7 ’Ck - ftk| < |ftk+1 - ftk‘ Assim observamos que

Sl;p |§§k| —0 quando |A] — 0.

Portanto, vemos que o segundo termo da expressao de M2 (como no caso da férmula

generalizada de It6 I) converge para zero se |A| — 0. Deste modo resulta

a1 Z/—X fovdr), £).

Assim o lema é mostrado. O

O limite de K2 quando |A| — 0 é chamado a integral de Stratonovich de f; respeito
de X(z,t), e é denotado por fo (f,,odr).
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Proposi¢ao 3.19. Seja X(z,t) um C?-processo continuo e um C-semimartingale, e
assuma que as caracteristicas locais de X e %X satisfacam a condi¢ao (VII). Se f; é
um semimartingale continuo que assume valores em R?, entdo a integral de Stratonovich

esta bem definida e estd relacionada a integral de Ito por

t t 1 d t 9 .
| X(Gotn = [ Xrdr) + 53 | s xan. )

Demonstracao. Basta aplicar lema de acima. O]
Para a integral de Stratonovich temos a seguinte férmula de Ito.

Teorema 3.20. (Férmula generalizada de Ité 11) Seja F(x,t) um C3-processo continuo

C2- ’ ngal isticas locat S h jsti-
e semimartingale com caracteristicas locais (a, B). Suponhamos que estas caracteristi
cas locais sejam duas vezes continuamente diferencidveis e que suas derivadas satisfacam

a condi¢ao (VII). Assim se X; é um semimartingale continuo, entdo temos
F(X,t) — F(Xp,0) = X, od —F(X, dX.
- ris0= (v 5 [ o

Seja X (z,t) um C?-processo continuo e um C’-semimartingale com caracteristicas
locais (a,b) satisfazendo a condigao (VII). Dizemos que um semimartingale continuo
®, que toma valores em R? é chamado solucio da equacao diferencial estocastica de

Stratonovich
dd; = X (P4, odt), (3.10)

partindo de z no tempo s se satisfaz
t
O, =x +/ X (D, odr)

_:L‘—I—/ber,dr /8_55])(@ dr), cp{>.

Para as EDE de Stratonovich temos o seguinte teorema de existéncia e unicidade.

Teorema 3.21. Seja X(z,t) um C*-processo continuo e um C'-semimartingale com
caracteristicas locais (a,b) os quais sio continuamente diferencidveis em x,y e suas

derivadas sao limitadas. Suponha ademais que d(x,t) definido como

0
t) = Z a_xjaij<$a Y t)|y=e,
j
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¢ Lipschitz continua. Entdo a equacao diferencial estocdstica de Stratonovich tem solu¢ao
unica a qual define um fluxo de homeomorfismos. Além disso se a,b,d sdo k-vezes conti-
nuamente diferencidveis e suas derivadas sao limitadas entdo a solucdo define um fluxo

estocdstico de C*~L-difeomorfismos.



Capitulo 4

Teorema Limite para Fluxos

Estocasticos

As referéncias para este capitulo final estao em H. Kunita [2], Ikeda-Watanabe [7] e
Kestern-Papanicolau [4]. Este capitulo final, estda dedicado ao estudo do Teorema Limite
de H. Kunita. Ele é dividido em sete secoes as quais passamos a explicar brevemente. Na
secao 4.1, introduzimos a convergéncia fraca e forte de fluxos estocasticos. Em seguida
na se¢ao 4.2 formulamos o Teorema Limite de Kunita o qual desenvolvemos nas secoes
seguintes. Agora dentro da secao 4.3 estudamos a tightness dos processos de (N + M)-
pontos e na segao seguinte discutimos a convergéncia fraca dos processos de (N + M)-
pontos. Depois na secao 4.5 descrevemos a tightness de processos que assumem valores
em espagcos de Sobolev. Logo dentro da segao 4.6 concluimos a demonstragao do Teorema
Limite de Kunita. Por ultimo, na se¢ao 4.7 discutimos sobre um teorema de aproximagao

para a solucao de equagoes diferenciais estocésticas.

4.1 Convergéncia Fraca e Forte de Fluxos Estocasti-

COSs

Sejam {§F; }.~0 uma familia de filtragdes e X; = X°(z,t) uma familia de C-semimar-
tingales continuos adaptados a §; com caracteristicas locais tendo propriedades "boas”.

r ider ux Asti r r isto é
Agora considere ¢ , o fluxo estocastico gerado por X7, isto é,

d@i’t(:z:) :X€(®§,t(x)adt)7 s<t

56
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Escrevemos @ = & ,(r) e dado que o objetivo desta secao é estudar a convergéncia
de (9, X7) como fluxos estocdsticos introduzimos trés nogdes de convergéncia, especi-
ficamente nos referimos a convergéncia fraca, convergéncia forte e a convergéncia de
processos de difusao. Desses tipos de convergéncia a convergéncia fraca possui o papel
mais importante, por isso que estudamos esta convergéncia ao detalhe.

Antes de dar a definicao das varias convergeéncias, introduzimos alguns espacos de
fungoes sobre os quais trabalharemos.

Sejam C™ = C™(R% RY), f € C™ e N um inteiro positivo. Entao

1fllmn =D sup [D*f(2)],  N=1.2,..

o] <m 1=
define uma familia de seminormas, e com esta familia de seminormas C™ é um espago
separdvel e completo. Agora denotemos por W,, = C([0,T],C™) o conjunto de todas
as aplicagoes continuas de [0, 7] em C™. Assim, para ®, X € W,, considere ®;, X, seus
valores para t € [0,7]. Deste modo, definimos

[®@[lm,y = sup [|®[my,  N=12..
t€[0,T]

uma familia de seminormas que faz de W,,, um espaco separavel e completo. Consideramos
W2 =W, x W, e denotamos por B(W?2) seu campo Borel topolégico.

Assumindo que as caracteristicas locais a®, b° do fluxo s@o (m+1)-vezes continuamente
diferencidveis (respeito das varidveis espaciais) e suas derivadas sejam limitadas, obtemos
em vista da observagdo 3.5 que (®°(-,w), X°(-,w)) € W2 quase certamente. Noutras
palavras (®°(-), X¢(-)) é uma varidvel aleatéria que assume valores em W?2. Assim,

definimos
PE(A) =P({w: (P°(w), X7(w)) € A}), A€ B(W2).

Definigao 4.1. Seja P a medida de probabilidade sobre W2 associada a (®;, X;). A
familia (95, X7), € > 0 diz-se que converge fracamente para (P, X;) como fluxo estocds-

tico se a familia {P©), e > 0} converge para P®) fracamente.

Denotamos por (¢y,Y;) o par formado pelo fluxo estocastico 1y gerado por Y; no

sentido que
dipy = Yy (¢y, dt).

Definicao 4.2. Dizemos que (95, X5), € > 0 converge fortemente para (®y, X;) como
fluzo estocdstico se ||| —@|||,n N € ||| X —X]|||mn convergem para zero em probabilidade

para qualquer N = 1,2, ....
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Observacao 4.3. Demonstraremos adiante que se (95, X7) converge fracamente para

(@4, X;), isto é, PE) converge fracamente para a lei conjunta de (®;, X;), ||| X —X|||mn —

0 e algumas outras condigdes sao satisfeitas entdo ||| P —®|||,,. v — 0 e portanto (95, X7)

converge para (P, X;) fortemente.

A seguir definimos a convergéncia do processo de (N + M)-pontos. Para cada r € N
seja Vi = C([0, T]; R™).

Definigao 4.4. Sejam ™) = (zy,...,2x) € RV e y™M) = (y1,...,y0r) € RML. A lei do
processo de (N + M)-pontos

(@F (™), X7 (y™)) = (@5 (1), ooe, ®F (@), X7 (1), ey X7 (y11)),

¢ a medida de probabilidade Qgi)(m 00y €M (Vi x Var, B(Vy x Vi), definida por

)
Qo (A) = P{w : (@.(z), Xe(y™))(w) € A}), A€ B(Viy x Var).

Além disso, se a lei de cada processo de (N + M)-pontos converge fracamente dizemos

que o fluro converge como processo difusao.

Notemos que se (95, X7) converge fracamente como fluxo estocdstico, entao a lei do
processo de (N + M)-pontos converge fracamente. Com efeito, seja f uma funcao real
continua e limitada sobre Vyy x Vj;. Definimos uma funcao real g continua e limitada em
W2 por

9(07, X7) = f(@; (=), X7 (y™7)),
onde V) € RV4 ¢ y(M) ¢ RMd4 g30 fixos. Assim, por hipétese temos
/ gdP® —; gd P,
w2, w2,

Mas isto é equivalente a dizer

/g(@f,Xf)dPH/g(CDt,Xt)dP.
Q Q

Por definicao de g temos

/Q F(@5(2 ™), X2 (yO0))dP —s / F(@:(2), X, (y*))dP.

Entao

(e) (0)
[ 1aQCm oy = [ 540
VNXV]\/I

VN X V]\/[

como desejamos.

A seguir apresentamos uma proposicao que nos mostra a convergencia fraca da familia
{]P)(E)}s>0'
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Proposicao 4.5. A familia de leis {P®)} .o sobre (W2, B(W2)) converge fracamente se

as sequintes dois condi¢oes sao satisfeitas:

(i) {P©)Y.oo € tight, isto é, para qualquer § > 0 existe um subconjunto compacto K

de W2 tal que PO)(Ks) > 1 — 6 para qualquer € > 0.
(ii) {QEZM,MM))}DO converge fracamente para quaisquer ™, yM M N =1,2, ...

Demonstragao. Seja {Y® = (9%, X¢)}.5o uma seqiiéncia de varidveis aleatérias definidas
em W2. Entao dita seqiiéncia é tight, pois por (i) sua lei associada ¢ tight. Por outra
parte, observemos que as distribuicoes finito dimensionais da seqiiéncia dada, é a lei do
processo de (N + M)-pontos de Y. Com efeito, dado A € B(RW+FMd) = B(RM4) x
BRM)) ¢ z,y; ERY i=1,..,N,j=1,.., M quaisquer, com N, M € N, temos que

PE) onrnns (A) = P{w  (2%(21), .00, @ (2n), X (1), s X (yar)) € A})
=P({w: (™), X*(y")(w) € A})
= Q i (N) (M) (A)

Assim, por (ii) a seqiiéncia de distribuigoes finito dimensionais {ngl)z Ny Je>0 CON-
verge fracamente para quaisquer x;,y; € R? i =1,..,N,j =1,...,M. Portanto pelo

Teorema 1.15 obtemos que a familia de leis {P)}..o converge fracamente. O

Algumas vezes é conveniente considerar (9%, X7) como sendo processos assumindo
valores em espacos de Sobolev. Para N € N, By é a bola de R? com centro na origem e
raio N. Dai, para p € N seja a funcao f : R — R? tal que D®f € LP(By) para todo «

tal que |a| < m. Assim introduzimos

1
Wl = (X [ 10°s@)Pae)’,

la|<m

onde as derivadas sao no sentido de distribuigoes. Deste modo definimos
Hlo'3 ={f:R* =R ||fllmpn < 00 para qualquer N}.

Assim a familia de seminormas {|| - |[mpn, N = 1,2, ...} faz de H)% um espago separavel
e completo. Pondo W,,, = C([0,T7; H;gfp) definimos, para ¢ € me, uma familia de

seminormas dadas por

[11@1[]:m

mp,N = Sup Héthm,N? N = 1727"'7

te[0,7
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o qual faz de W,, , um espago separavel e completo. Para o caso p = oo escrevemos W,
em vez de W, 00.

Observamos que se W?2 = W,,, x W,,, e supondo que p > d obtemos
m,p P P
W2 W2 c w2 W2
m—+1,p - m - m,p - m—1

que é uma consequéncia direta do teorema da imersao de Sobolev (ver [12]). Na verdade
temos que

loc m loc
H.$ ., CC™ CHS,

Definicao 4.6. Seja (-, )y a forma bilinear canonica sobre H,l,‘l’; restrito a By. Dizemos
que {®",n = 1,2,...} C W,,, converge fracamente a & € W,,, se (O}, f)n converge a
(D4, YN uniformemente em t para qualquer f € (Hf,‘icp)* O espago Wy, munido com a

topologia fraca é um espago separdvel e completo.

Observagao 4.7. Seja A um subconjunto limitado de H,l,‘jj;, isto €, para qualquer in-
teiro positivo N existe uma constante Ky tal que supey || fllmpn < Ky. Entdo A €

; loc ; \ ;
relativamente compacto em Hm,p com respeito a topologia fraca.

Agora descrevemos um critério de acordo com o qual a familia de medidas {P®)},.,

é tight.

Proposicao 4.8. Seja {P®)}.oo uma familia de medidas de probabilidade sobre Wﬁl’p,
com 1 < p < oco. Suponha que para qualquer inteiro positivo N existem nimeros positivos

a, B e K tais que
(i) EOIDell5n + [ Xell5pn] < K,
(i) EQ[® — 5, v + 11X — Xl pn] < Kt — 57,

se cumpre para quaisquer t,s € [0,T] e para qualquer ¢ > 0. Entdao {P®}.oq € tight em

Wﬁw com respeito a topologia fraca.

Note que, se {Pgﬁ)}oo é definido como uma familia de medidas de probabilidade sobre
W2 entdo ele pode ser estendido a Wﬁ%p da seguinte maneira: consideremos a classe de

conjuntos dados por
{ANW2:AeBW. )} = B(W;p)\w% C B(W2).

Dai definimos
PE(A) =PL(ANW.), AeB(W.,).

m?p
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De maneira analoga podemos estender P a ]P’gill sobre W2 _,. Consequentemente,

podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 4.9. Suponhamos que m > 1 e p > d. Entao {Pﬁill}DO ¢ tight sobre W2 _,

se {ngl?p}wo ¢ tight em W2, com respeito d topologia fraca.

Demonstracao. Pelo teorema de Kondraseev (ver [12], pdgina 74) temos que qualquer
conjunto relativamente compacto em H,lgfp com respeito & topologia fraca é imerso em
C™~! como um conjunto relativamente compacto. Assim, como {]P’ﬁ,i?p}Do é tight resulta
que para todo 7 > 0 existe um compacto A, € B(Wﬁl’p) tal que P(A,) > 1 —1n. Agora

observamos que

Como A, é relativamente compacto em W2 resulta que A, N W2 _, é também relativa-

m,p’?

mente compacto em W2_,. Portanto {P) }..q ¢ tight. O

4.2 Teorema do Limite de Kunita

Na presente secao estabelecemos o Teorema do Limite para fluxos estocasticos. Assim
para cada ¢ > 0 seja X°(x,t) um C* l-semimartingale continuo adaptado a F¢ tal que
X¢(z,0) = 0. Sejam (a°(x,y,t),b°(z,t)) as carateristicas locais de X¢(z,t), e suponha-
mos que a® e b° sao Lipschitz continuos, e a® é k-vezes continuamente diferencidvel em
x,y, e b° é (k + 2)-vezes continuamente diferencidvel em z. Também assumimos que

b*(z,t) é §5-mensuravel. Deste modo podemos escrever X¢(z,t) como
t
Xe(x,t) =Y (x,t) +/ b (x, r)dr,
0
onde Y¢(x,t) ¢ um C*~l-martingale continuo. Em seguida considerando
&; = o (Ye(z,u),b°(z,u) : 0 <u < t,x €RY,

temos que X¢(z,t) é um C* l-semimartingale continuo e &-adaptado.
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Agora introduzimos as seguintes quantidades:
b (x,t) = E[b°(x,1)], b°(x,t) = b(x,t) — b (, 1),
tN
A (. t5) = B / b (o) 6505, ),

Sz, t, ) Z—AE x,y,t, s)’y:x,

t/-v
(o v.ts) = B[ [ B r)ar| 62 aiu(v.9)

No que segue introduzimos duas condigoes. A primeira condigao estd relacionada com a
convergéncia e a segunda com momentos essencialmente necessarios para tightness.

. . . , T —i
Condicao (A2)y. Existem fungdes continuas a = (a;(x,y,t)), b = (b (z,1)), ¢ =
(c'(x,t)), A = (Aij(x,y,t)), os quais sdo k-vezes continuamente diferencidveis em z,y
ou z, segundo como seja o caso, e além disso, satisfazem as seguintes propriedades:

t t
(1) E[ sup ‘E[/ a%(az,y,r)dr‘@i} —/ aij(x,y,r)dru — 0 quando e — 0,

lel<K

t t
(2) sup ‘/ l_)a(x,r)dr—/ b(z,7)dr| — 0 quando & — 0,

lz|<K

i ot .
(3) E| sup |E /nga(x,r)dr‘éi] — 0 para |ao| <k quando ¢ — 0,

x| <K -Js

i ot . t
(4) E| sup |E /A%(:E,y,t,r)dﬂ@i_ —/ Aij(x,y,r)dru — 0 quando e — 0,

-zl <K -Js

}—>0 quando ¢ — 0.

a ot t
(5) E| sup |E /cg(x,t,r)dﬂ@i] —/ c(z,r)dr

- |z[<K
Todas as convergéncias mencionadas sao uniformes em ¢, s para qualquer K > 0.

Condigao (A3)y. Para qualquer K > 0 existe constantes v > 1 e L > 0 tal que para

quaisquer x,y,t, s

(6) E[ sup |DiDJa(w,y,t)]"] <L Ve>0,|al <k |8 <k

|z|<K,|ly|<K

(7) sup |D%"(z,t)] < L paratodo &> 0,|a| <k,
lz|<K

(8) E[ sup |DIDJAS(x,y,t, )] <L Ve>0,|al <k+1,|8] <k+1,

|lz|<K,|ly|<K
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(9) E[  sup [DSDJd5(w,y,t,8)"] <L Ve>0,la] <k+2,|8] <k
|z <Kyl <K
Definigao 4.10. Um processo X (x,t) continuo em t que assume valores em C', € dito um
- Xtii

C-movimento Browniano se para 0 < tq <ty < .. <t, <T tem-se que Xo, Xy,

1=0,1,...,n — 1 sao independentes.
Seja @7 (r) = @ () o fluxo estocdstico gerado por X*(x,t) e considere P m < k—1,
a lei de (®f, X7) definido sobre W?2.

Teorema 4.11. Assumimos as condi¢oes (A2)x e (A3)x para algum k > 2. Entdo
{]P,(f_)Q}DO converge fracamente a PO como fluzo estocdstico. A medida limite PO satis-

faz as sequintes propriedades:

(a) X(z,t) é um C*'-movimento Browniano com caracteristicas locais (a+a,b) onde

aij($a Y, t) = Aij(xv Y, t) + Aji<y7 x, t)
(b) ®; é um fluro de C*~1-difeomorfismos gerado por X (x,t) + fot c(x,r)dr.
Mais ainda, se X; converge fortemente entao ®; também converge fortemente.

A prova do teorema anterior serd feita nas secoes seguintes. Na proxima segao
mostramos a tightness do processo de (N + M)-pontos através de uma condigao adi-
cional (A4). Logo na se¢ao 4.4, primeiro mostramos a convergéncia fraca do processo de
(N + M)-pontos assumindo a condi¢do (A4), e em seguida sem considerar a condi¢ao
(A4) provamos o mesmo, mas no caso geral. Agora dentro da se¢ao 4.5 demonstramos
a tightness de processos que assumem valores em espagos Sobolev. Por ultimo na secao

4.6 concluimos com a prova do Teorema Limite.

4.3 Tightness do Processo de (N+M)-pontos

Sejam ) = (21, ...,2x) € RN e y™) = (y1,...,yar) € RM9. Considere o processo
de (N + M)-pontos (®(z™)), X£(y™M))), e como antes denotemos a lei do dito processo
N) g ()

por QEZ)( N) 4 © qual é definido no espaco Viy x Vj;. Fixados z! escrevemos (Q(¢)

em vez de QEZ(N)@(M)).
Mostraremos a tightness das leis {Q*)}.~( considerando a seguinte condicdo.

Condigao (A4). Existe uma constante K > 0 tal que

a(z,y,t,w) =0 se lz| > K, ly| > K,
b (z,t,w) =0 se |z] > K.
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Claramente vemos que X¢(x,t,w) = 0 se |z| > K; e o fluxo associado ®f(z) satisfaz
|®(z)] < C(K) se |z| < K (onde C(K) é uma constante que depende de K') devido &
continuidade do fluxo, e ®(x) = x se |x| > K. Agora, seja v = v(K) uma constante
positiva como em (A3)y.

Com a finanlidade de mostrar a tightness do processo de (/N + M )-pontos enunciamos

o seguinte lema.

Lema 4.12. Para qualquer p € [2,27] existe uma constante positiva C = C(p) tal que
E[| X} (z) — Xi(z)]P] < C|t — s|27% para todo € >0 e todo .

Demonstracao. Para simplificar o trabalho consideramos o caso quando d = 1. Tam-
bém consideramos X7, a°(t), etc. em vez de X (x),a°(x,x,t), etc. para x fixo. Assim,

aplicando a férmula de It6, para a fungao F'(x,t) = |z — Y|P, temos que
Y7F = YZ)P —p/ [V — YE[Psgn (Y, — YE)dYf
p—1) / VE — VEP2at(r)dr
Como o primeiro termo do lado direito é um martingale de média zero, segue que
v -7 = 22 Ya] [ - vepas o]

Assim, aplicando a desigualdade de Hoélder, e a condigao (A3)(6) resulta

v - ver) < B2 [l - v

gwgﬁﬂ/ﬁmﬁwwﬁ%n (4.1)

onde a ultima des1gualdade provém do fato de que (p — 2) - < p. Agora para qualquer

a > 0 temos que a o<1 + a. Portanto

v - vl < P [ aemqye - veplan)

(21) t—s+/EyY€ ]dr}

Dai, aplicando a desigualdade de Gronwall, obtemos

E[IYy = Y7P] < cft — 5],
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onde ¢ = $p(p — 1)L% exp{sp(p — 1)L%(t —5)} = Cy(p) exp{C1(p)(t — s)}. Substituindo

o anterior em (4.1) temos
B[y = YeP] < cft— s 7. (4.2)

Por outro lado, observemos que

‘/:bf(r)drp:p/:F(T))/be(r)dr r
+p(p 1)/ /ba ’/b yar|”

:[f_‘_[QEv

sign (7)dr

2
do

onde sign(r) = sign(f] b°(r)dr). Desta maneira, pela desigualdade de Holder e pela

condicao (A3)(7) tem-se
E[| 5] <pL/ ’/ b (r)dr

Novamente pela desigualdade de Holder e por (A3)(8) resulta

E[L]| Sp(p‘1)‘/StE[Af(t,a>]/sgbe<r>dr .
<p(p—1)L> /StEH/STbE(r)dT (r-1)527

} " do.
Deste modo, obtemos que

E[‘/stba(r)drp} <e / ‘/ b (r dr ! +IE ’/ b (r dr 2>d0}

Entao :
p / 2-2
IEH/ bs(r)dr‘ ] <t —s|"r. (4.3)

Portanto juntando (4.2) e (4.3) obtemos a desigualdade procurada. O

pl
dr.

2

da)

Novamente, considerando a condi¢do (A4) enunciamos e demonstramos o seguinte

lema.
Lema 4.13. Para qualquer p > 3(2 — %) existe uma constante positiva C' = C(p) tal que
E[|®5(2) — ®5(«)"] < CJt — s (4.4)

para todo € > 0 e todo x.
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Demonstracao. Simplificamos o trabalho fazendo o caso d = 1. Segundo a condigao (A4)
a desigualdade (4.4) é obvio se |z| > K, pois ®f(z) = x. Assim basta mostrar (4.4) para

o caso quando |z| < K. Entao suprimindo a variavel z de ®5(x), temos
t t
O — O :/ lﬂ@i,r)dr%—/ Y (PS5, dr)
St_a y t t
_ / b (@5, r)dr +/ b (@2, r)dr +/ YE(@F, dr).

Usando a férmula de It para a fungao F(x) = |z|P e escrevendo sign(r) = sign(P; — &%),

obtemos
t
8 — 0 = p [ 5°(5,)]5 - &3 sign(r)dr
t
+ p/ be(®,7)| 5 — O P sign(r)dr
t
+ [ 185 - 0 sign(rY (25, dr)
1 S t
45— 1) [ o (850505 - i ar
[+ E+E+IE

Dado que |z] < K resulta que [®2| < C (onde C' = C'(K) é uma constante que depende
de K), e por (A3)(7) obtemos

t
[B(E) < pL | B[ - o5 ldr (4.5)
Como I3 é¢ um martingale temos que
E[I5] = 0. (4.6)
Além disso, considerando (A3)(6) e a desigualdade de Holder temos
¢ -
E[I{]<C / E[®: — 5|25 ]dr. (4.7)

Para a limitagao de I3, aplicamos a féormula de It6 obtendo
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b (5, 7)| @5 — 5P sign(r)
r 1 9%~
= [ (Gt @ @)+ 5 (@ e (2,800
|®° — P~ Lsign(o)do

T - a -
Ho-1) [ B (@5, 0) + 5 B0 e (2,05,0)]
s T
e
1 =
45— D —2) [ B ) (05,05,0)[8; — &3P Ssignlo)do

+ uma martingale com média zero.

Portanto

t 1 82
BlI5) = p | B[(cf(85:t0) + 5 5d°(85, 05,1,0)) [0 - 057 sign(o)do]
s T

t
+p(p - 1)/ E[{A(05, @5, 1,0) + aﬁds(q);, @5, 0)}@5 — @52 do
s i

1 t
4500 D= 2) [ B[d(05,05,1,0)[8; — 63 sign(o)] do
Pela desigualdade de Holder e usando as condigoes (A3)(8) e (A3)(9) resulta
¢ -1
() < 217 [ Bl0g - a0 o
s [ (p-2) 27725
+2p(p - DL [ B0 - 827 7] o
t —
Y p(p—1)(p—2)L} / E[|@5 — oF|*-955] T do.
Assim, somando as estimativas (4.5), (4.6), (4.7) e (4.8) obtemos
t
E[|®; — 057] < pL/ E[|® — &P ] dr
t Y1
2pL / E[|@; - & V7] 7 dr
1 t v =1
+(C+2p(p - 1)Lv)/ E[|®: — @5|P251] 7 dr

t -
plp =D - 2L [ E[j0; - a7 T an

(4.8)
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Tomando C" = max{pL,C + 2p(p — 1)L%,p(p —1(p— 2)L%} resulta
t 4 o=l
Blo; - o5p) < o' [ {B[19; - 03] + B85 - 0507
FE[9; - a5l 2T LB - a0 bar (49)
Como |95 — ®5| < 2C(K), vemos de (4.9) que
1
B[l — 927 < Cilt — |, Vp>3(2— ),
v
Portanto substituindo a desigualdade anterior em (4.9) tem-se
3 y—1 =1 y=1
E[|®; — ®57] < C”/ {C’l|r —s|+Colr —s| 7 +Cslr —s| 7 + Cylr — 3|T}dr
(e tomando C' = max{C}, Cy, C3,C,})
— t y—1
< C’C/ (|r = s|+|r—s|7 )dr
< Oft— s,
como queriamos. O

A seguir, desenvolvemos o resultado principal desta secao.

(N)

Proposicao 4.14. A familia de medidas {QEZ)(N),y(M))}DO é tight para quaisquer ') e
YD),
Demonstracao. Sabemos que a seqiiéncia de variaveis aleatorias cuja lei é QE?( N) 40 é

dada por
(@%(z™), X2 (y™))(w) € Viv x Var.

Observamos que dita familia verifica as hipdteses do critério de Kolmogorov para tight-

ness. Com efeito, basta ver que

E[|(@F (™), X5 (y™)) — (@1(a™), X (™)) |7]
< CLE[||@5 (™) = L") + E[IXF (y") — XZ(UD)IP]).

Dai utilizamos a norma da soma para obter as expressoes dos Lemas 4.12 e 4.13, e desta
maneira obter as hipdteses do critério de Kolmogorov. Portanto a familia {QE?( N) M>)}a>0

é tight para quaisquer z™) e yM), O
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4.4 Convergéncia Fraca do Processo de (N+M)-pontos

Sejam V) = (21, ...,25) € RN e yM) = (3, ..., yp) € RM ¢ QE?(NM;(M)) a lei de
(@5 (™M), X7 (y™))) definido sobre Vi x Vj;. Assim, nesta secio estudamos a convergén-

cia fraca da familia de probabilidades {QE?( ) M>)}5>().

Teorema 4.15. Assumamos as condigoes (A2)x, (A3)x para algum k > 2, e (A4).
Entdo para cada z™V) e y™M o familia {Qgi)(N)7y(1\/f))}5>0 converge fracamente a medida
de probabilidade QEZ)(NLy(M))‘ Ademais seja PO = IP’,(Sl a medida de probabilidade sobre
W2 | satisfazendo (a) e (b) do Teorema 4.11. Entdo a lei de (®5(z™)), X5 (y™))) com

respeito de P coincide com ng)m oy Para quaisquer N, y(M)

)

A prova do teorema anterior serd desenvolvida através de diferentes lemas os quais
enunciaremos e mostraremos adiante. Sabemos, pela Proposicao 4.14, que a familia
{QE?(N)M M))}5>0 é tight, assim ela é relativamente compacta. Portanto temos que se Q)
é ponto de acumulacio de {Q®}..o quando ¢ — 0, entdo {Q©)} converge através de
uma subseqiiéncia ¢, | 0.

Com o objetivo de mostrar resultados que nos permitam obter a convergéncia fraca
do processo de (N + M)-pontos consideramos o seguinte: seja h uma func¢ao continua
limitada sobre RV+Mid onde [ é um inteiro positivo, e para (®, X) € Vy x Vi e para

0<s1<...<8 <s, definimos
U(D, X) = h(Ps,, ..., Ps,s Xopyooey X))

Entao claramente vemos que ¥ é uma fungdo continua limitada sobre (®, X) € Vy x V).

Também definimos uma varidvel aleatdria W€ como
U (w) = h(CI);(x(N),w), o (ID;(x(N),w),XSEI (™) w), ...,le(y(M),w)).

Deste modo W€ é uma fungao mensuravel, pois h é continua, definido sobre o espaco de

probabilidade basico (€2, §,P). Assim temos que

E[(/Stf(d)i,r)dr)qff} :EQ@[(/:f(cbr,r)dr)\p]

para qualquer fungao f na qual a expressdao acima faz sentido (novamente suprimimos
(x(N)7 y(M)) de QEZ)(N)’y(IW)))'

Para mostrar o Teorema 4.15 precisamos do seguinte lema sobre convergéncia.

Lema 4.16. Seja {¢°(x,t,w)}es0 a familia de processos que assumem valores no espago

C' satisfazendo:
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(a) Para qualquer K > 0 existe v > 1 e L > 0 tal que

E[ sup [D*(z,t)["] <L, o <1
2| <K

(b) Eziste uma funcgdao deterministica g(x,t) tal que para qualquer K > 0

t t
IE[ sup ’]E[/ gg(:x,r)dr‘ (’5‘2} —/ g(x,r)drH — 0 quando e — 0.

|lz|<K

Seja e, | 0 uma seqiiéncia tal que {QE;’[}V)’y(M))}DO converge fracamente para QEZ%NW(M)).

Entao
. t
E[(/ gefn((I)in?,r.)d,r,)\Ijan] —>EQ(0)[</ g(CI)r,T)dT’>\I/] quando &, — 0,
onde ®n = ®=n (x(M),

Demonstracao. Pelo Lema 4.13 e aplicando o critério de Kolmogorov para tightness re-
sulta que {®5}.~o é tight. Agora pelo teorema de Arzela-Ascoli temos que para qualquer
0,n > 0 existe ¢ > 0 tal que o conjunto
A%(Cm) =A{w: Sup | @7 — @3] < n},
t—s|<¢

satisfaz
P(A*(¢,n)) > 1 —¢0.

Considerando (a) e utilizando o Teorema de Valor Médio obtemos que para qualquer
0 > 0 existe n > 0 tal que
B[ suwp g, t) — g (5. )] <0

lz—y|<n
|z|<K,|y|<K

Fixado 7 seja A uma partigao de [s,t] dado por A = {s =ty < t; < ... < t, = t}, com
|A| < (. Desta maneira aplicando as desigualdades anteriores, a desigualdade de Jensen,

desigualdade de Holder e o teorema de Fubini obtemos

‘E [(gs(cbi, r)dr — nz—l /tk+1 g° (%5, r)dr) \116]

—0 Ytk

< E[Z ([l - @i < )

n—1

CE[ ([ e — @) e (aeeony]

k=0 b
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n—1

<E| Y (suplg”(9F,7) = g° (@5 )ldr) | 9] - A°(C.m)]

k=0
+E[M (197, — g (@, rar) / ) T ey
k=0 k
<5t — )| + 2L (t — 5)|W)075 .
Também observamos que
n=1l e n—l ety
‘E[(;/tk (B 7 )dr>\p€] Eqo ;/tk 9(®,,,7) )\If”
<| Sl [ vonaler]| Y-l [ owine)e]
+ ‘ :Z;é {E[(/t:kﬂ 9 (D5, r)dr) \115] —Eqo [(/t:k+1 (D, r)dr) \Il} H
=17+ 1

Por (b) resulta que If — 0 quando ¢ — 0, e I — 0 através de uma subseqiiéncia pela

convergéncia fraca de Q9 ao longo de dita subseqiiéncia. Portanto vemos que

hISI:ilOlp E[(/Stgén(éf", )dr> } ]EQ(O)K /tk+1 (Dy,, 7 )dr>\lf”

n—l et
< lim sup (’E[ (@5, T) / g (P57 dr) \Ile}
en—0 =0 / tk
n—1 trt1 n—1 thi1
+ ’E[(Z/ g (@, 7 )dr> 1115] —Eqo [(Z/ g(@tk,r)dr> \I/] D
k=0 tk k=0 7tk

<6t — )| || + 2L (t — )| W]|677

donde pela arbitrariedade de e 6, fazendo § — 0 e 6 — 0, obtemos a afirmacao do

lema. O

Definicao 4.17. se E[f*" V"] — Eqo) [fV] quando € — 0 entdo dizemos que f — f

fracamente.

Lema 4.18. Sejam
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sex € {xy,...,TN}, €
t
Vi) = Xlo) - [ By r)ar
0
sey € {yi,...,ym}. Entdo My(x) e Y(y) sio L*-martingales com respeito a Q).

Demonstracao. Para facilitar o trabalho aqui consideramos unicamente o caso d = 1. Pela
tightness de {Q®)}.-( existe uma subseqiiéncia &, | 0 tal que Q) — Q© fracamente.

Assim temos
t_. t t
]E[(cpgn_cpgn—/ b "(Cbi"(as),r)dr—/ bE"((I)i"(x)m)dr—/ Yo (@5 (), dr) ) wr | = 0.
Entao
t_. t
E|(@ - oy - / b7 (@2 (), r)dr — / ber (@5 (x), r)dr ) U | =0,

pois como P e §Fi-mensuravel resulta

E[(/stYE"(QDi"(x),dr))\IJ‘E"] :E[E[/:Yan@in(x),dr)|3§n}\p£n} —0.

Pelo Lema 4.13 se tera que ;" — P — o, — &, fracamente. Logo, pela condicao (A2)(2)

e o lema anterior obtemos que
b, t
/ b (@ (), r)dr — / b(®,(x),r)dr fracamente.

Por outro lado, usando a férmula de It para a funcao f(z) = fst ben(x,r)dr tem-se

t~ t~ t r . .
/bs"(cbf,”(x),r)dr:/ bE”(CI)in(x),r)dr—l—/ dr(/ agbs"(@f,",r)bsn(d)j",a)da)
S S €

S S

1 t r 82"/
+§/S dr( S @b”(@a",r)a"(q)gn,cba”,a)da)

-+ um martingale.

=17+ Lr+ 150 + I3

Como E[f;gan(z,r)dr\ &%].—¢=» — 0 temos que I;" — 0 fracamente pelo Lema 4.16.

Também, usando (A2)(5), obtemos que
t
BlLy |6 = B[ [ o(85 (a),t,0)d0] o]

t
— c(D,, r)dr,
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fracamente. Além disso, dado que %de” — 0, resulta que

(32 £ ! 82 €. £ 15 €
E[I:"| &¢] :E[ S ﬁdn(Q);’Q)Un’t,J)da‘@S] —0

fracamente. Agora I;" — 0 fracamente devido a que ele é um martingale. Deste jeito

t t
E[(/ ber (D r)dr> \I/En] — Ego [(/ c(P,, r)dr) \Il} :
Portanto combinando os resultados obtidos, temos que
t _ t
Eoo [(@t — 9, —/ b(®,,r)dr —/ c(CIDT,r)dr> \IJ] —0.
Mas isto é equivalente a dizer
t —
Eqm | (@ - / (B(@,7) + (@, 7))dr ) 9|,
0
t
~ Ego [(@s . / B(®,,7) + (@, r))dr) \11] ,
0

o qual indica que M,(z) é um martingale respeito a Q).

Em seguida mostramos que Y;(y) é um martingale. Com efeito, sabemos que

t t_
X~ / B (y, r)dr — / b (y, r)dr = Y7 (y,7),
0 0

onde Y é um martingale. Assim como Ve é F5*-mensuravel resulta

E[(Xf” — X — /tgen(y,r)dr — /tgsn(y,r)dr> \IIE"} = 0.

S S

Pelo Lema 4.12 temos que X;" — X; fracamente. De acordo com a condigao (A2)(2) e

o Lema 4.16 obtemos

t t
/ b (y, r)dr — / b(y,r)dr fracamente.
Também pela condigao (A2)(3) resulta que
t/\/
/ b= (y,r)dr — 0 fracamente.

Portanto .
Ego) [(Xt X, - / 5" (y, r)dr) qf} —0.

Mas isto nos diz que Y;(y) é um martingale. ]
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No lema seguinte calculamos as variagoes quadraticas dos martingales encontrados.
Lema 4.19. Com respeito a Q) temos
(i) (Mi(x), Mi(y)") = [y(a +a) (@ (), D, (y), 7)dr,
(i) (Mi(2),Yi(y)") = fy(a+a)(®(x),y,r)dr,
(iif) (Yi(2), Yi(y)") = fyla +a)(z,y,r)dr

Demonstragao. Consideramos somente o caso quando d = 1 e mostramos unicamente (i)
pois as provas de (ii), (iii) sd@o andlogas. Pela férmula de It6 para a funcao f(z,y) = xy

temos

B ()85 (0) — )8 = [ B()i0) + [ ¥()di)

+(9(x), ¥5(y)) (4.10)

Agora substituindo

t

&% (z) = /0 @), P + /0 (@), )+ / Ve (@ (), r)dr.

0
na equacao inicial, resultara aplicando a proposicao 3.10 que
Vi) ) — 0)00) = [ B @)+ [ W @)
b [ ot @+ [ @),
+ /t a® (P (x), P (x), r)dr + um martingale. (4.11)

Seja e, | 0 a mesma seqiiéncia como no Lema 4.18. Entao aplicando as condigoes (A2)(1)
e (A3)(6), e usando o Lema 4.16 tem-se

/t az (O (x), D (y), r)dr — /t a®(®,(x), ®.(y),r)dr fracamente.
Também pelo Lema 4.13 obtemos
;" (2) P (y) — BL(2) 5 (y) — Pe(2)Pe(y) — Ps(2)Ps(y)  fracamente.
Analogamente vemos que

t
/(Di"('%)gsn(@i"(y),r)dr—>B(Q)r(y),r)dr fracamente.
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Logo consideramos o terceiro termo do lado direito de (4.11). Por aplicacao da férmula
de Ito para a fungao f(z,y) = xgg"(y) e pelo Teorema 3.12 obtemos

B () (07 (0), ) = 0 @ (@5 () 1)+ [ 05 ()T (85 () 107 (85 1), )

+ [ 5@ (@), (@3 (). o

T a "
b [ G @ () r)a (@ (0), 85 (1), 0)do

[ 0? ~
45 [ 0@ (@ (1), 1)0" (@5 (1,25 (1), 0)do

+ um martingale

=I5 (r) + I3"(r) + I3 (r) + 1 (r) + I3 (r) + Ig" ().

Agora observamos que

/ t I (r)dr = & (x) / tzfn(cpgn (), 7)dr.

S S

Entao dado que ®5* e &S"-mensuravel temos que

Bor ) [T ), 6]

= @i”(m)]E[/ b(z,r)dr’ Qii”}

S

2=®5" (y)

— 0.
Portanto pelo Lema 4.16 resulta que I7™ — 0 fracamente. Também, devido a
t t
IE[/ I3 (r)dr| @;u} = E[/ O () (95" (y), £, 0)do]| @ﬂ

temos

t t
/]Sn(r)dr_>/ O, (z)c(P,(y),r)dr fracamente.

De maneira similar, vemos que
¢ ¢
/ I (r)ydr — / A(®S(x), D5 (y), 0)do  fracamente,

€ PpOor sua vez

t
/ I;"(r)dr — 0 fracamente para k =4,5,6.
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Portanto somando as convergéncias anteriores e considerando (4.11) temos que

BU()By) ~ ©u)ly) = [ Bola)b(,(y). i

é um martingale respeito de Q) isto é,
BN (0) = 00 00) — [ ) L0).0) + e,ly). )
-/ B, () (5@, (2), 1) + (@0 (), )
- [ s @000
6 um Q©-martingale. De outro lado, considerando (4.10) vemos claramente que
(@), u(y)) = (Myl), My(y).
Substituindo (4.10) em (4.12) obtemos que
[ @@t + [ aare) - [ @+ @@, 0.0).0d + (i) M)
é um Q©-martingale. Daf

(My(x), Mi(y)") = / (a+a)(®, (z), B, (), r)dr.

como queriamos. O
Em seguida, fazemos a prova do Teorema 4.15 tendo por hipdtese a condi¢ao (A4).

Demonstracao. (Teorema 4.15 com a condicao (A4)). Com efeito, sejam 2V =

W=
(710, ..., x50) € RNY, y(()M) = (Y10, ..., yao) € RM4 dois pontos fixos, e paraT = (21, ..., 7n) €
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RY e 5 = (y1, ..., yar) € RM? definimos o seguinte operador diferencial

82
L0 f (@) Z Z (a+@)ij(2p, Tg, ) ——— f(T. )
pq L5 G:E;ﬁxf]
—i ; o ,_ _
+ D {0 (. 5) + M apy5)} 5 F(7,7)
i,p p

+ % ZZ(G +@)i5 (Ypo, Ygo 5) 0 1(7.7)

7 J
p,q 1,5 8ypayq

+Zb ypo,S ( y)

82
+3 E E a+a ij xpayqows)a ay f(x,y)
P4 4]

onde f é uma funcao real de classe C%. Aplicando a férmula de It6 para f que tem

derivadas limitadas, resultara usando os Lemas 4.18 e 4.19 que

t
(@, X)) — / LY £(@,, X, )ds
0

7y0

¢ um martingale respeito de Q@. Pela arbitrariedade da funcdo f temos que Q© ¢é a

solucao do problema martingale para L M) e portanto ela é unica. Agora se mostra
G g 6.y &
Yo

0 , " : : .
que {QE )(N) (M))}(a:(N) L0y € uma familia de medidas consistente. Portanto existe uma
370 7y0 0 190

tinica medida de probabilidade P(*) sobre W2 ; tal que a lei de ((IDt(a:(()N) ) Xt(y(()M))) com
respeito a P©) ¢ QEOE M) ) Também observamos que o Lema 4.19 é satisfeito respeito
Ty Yo

a P, Portanto do Lema 4.18 temos que

Xi(x) =Y (x) +/0 b(y,r)dr

é um movimento Browniano que toma valores em C*~! com caracteristicas locais (a+a, b)
(Lema 4.19).

Em seguida afirmamos que ®; é gerado por X;(z) +f(; c(x,r)dr. Com efeito, definimos

My(z) = /0 tY(cbs,ds).

Pelo Teorema 3.12 e o Lema 4.19 resulta
(3, (), Mi(y)") = / (a+a)(@,(x), @, (y), r)dr
(M), My (y)") = / (a+3)(®, (z), B, (), r)dr
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Deste modo
(My(z) — My(x), (My(y) — My(y))*) = 0.

Mas isto implica que M,(z) = M,(z). Ou seja ,

Oy(x) — /Ot(l_)@r(:v), r) + (P (z),r))dr = /Ot Y(®,.(z),dr).
Assim . .
@@:AX@mwm+Ad@@ﬂw
Portanto ®,(x) é gerado por X,(x) + fot c(x,r)dr. O
Prosseguimos mostrando o caso geral do Teorema 4.15.

Demonstracio. (Teorema 4.15 sem a condigdo (A4)). Seja P(¥) a medida de probabili-

dade sobre W2 | satisfazendo (a) e (b) do Teorema 4.11. Entao a lei de (@, (2, X, (y8M)

respeito de P é QEO)(N) (o), Afirmamos que Q©®) — Q© fracamente quando € — 0. De
Ty Yo

fato, isto se realizara em duas etapas:

Etapa 1. Aqui consideramos o processo truncado W : R? — R para K > 0 definido

1, selz] <&
Up(x) = ’ -2
x(@) {0 , selzr| > K

por

e < Uy < 1, aqual consideramos como uma fungao diferencidvel. Ponhamos X=¥ (z,t) =
X (2, t) V(). Assim,

XK (2,t) = Y(2, ) Uk (z) +/O b (x, r) Uk (z)dr.

Como
(Ye(z, )k (), (Y(y, ) ¥k (y))") :/0 a*(z,y, )V (2) Vi (y)dr

resulta as caracteristicas locais de X=% sao a®(z,y,t) Uk () Uk (y) e b°(z, 1)Uk (x) o8
quais claramente satisfazem a condigao (A4). Dal, seja <I>§’K o fluxo gerado por X&¥ no
sentido da integral de It6, e denotemos por Q%) a lei do processo de (N + M)-pontos
(CDf’K(x((]N)),Xf’K(yéM))). Entao pelo Teorema 4.15 com a condi¢cao (A4) temos que
QK — QUK fracamente. Agora comparamos as medidas Q%) e Q. Observamos
que se ]a:gN)\ <Ke |y(()M)| < & e AeB(Vy x Vi) entao

QU(an{o ol <} =@ (an{e e <)), @)
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onde [|[| = sup, [|®4].

Etapa 2. Para mostrar a convergéncia fraca de {Q(E)}E>o basta provar que para qualquer

subconjunto fechado S de Viy x V), se verifica

limsup Q(5) < Q(S).

e—0

De fato, pela tightness de {Q®)}.- temos que Q) — Q® fracamente ao longo de uma
subseqiiéncia , | 0. Assim para qualquer § > 0, existe um K > 0 tal que QO (Gg) >
1 -0, onde Gg = {®: ||®|| < £}. Entéo por (4.13)

QUM (Gk) =QV(Gk) >1—4.
Dado que Q&%) — Q) fracamente, temos que
lim inf Q") (Gx) > Q(G).
E—

Utilizando a definicao de liminf resulta que existe €y > 0 tal que para qualquer € < &g,
temos Q&%) (Gx) > 1 — 26. Portanto

QU(S) = QSN Gr) + QIS N GY)
< QSN Gr) + QM (GY)
< QEH(SNGxk) + 2.
Consequentemente,

limsup Q) (S) < limsup QX (SN Gg) + 26

e—0 e—0

<QUKN(SNGk)+20
< QO(S) + 2.
Pela arbitrariedade de § obtemos
limsup Q¥ () < Q(S),
e—0

como queriamos. O

4.5 Tightness de processos a valores em espacos de

Sobolev

Denotemos por P\, a lei de (95, X¢) sobre w2, = (C([0,T); HyS,))? param < k—1.

Nesta secao estudaremos a tightness de {]P’S,i?p}oo. Para o caso m = 0 consideramos o
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processo truncado (@?K,Xf ’K) para algum K > 0, e denotamos a lei de dito processo

por ]P’gﬁ’f,(). Agora, definimos uma funcao diferenciavel Uy : RT — RY por

K
~ r o, selr] <&
0 , selz|>K
Logo ponhamos X;"% = U (X:™) e denotemos por IAFT’(()ZK) a lei de (@, X7™). Deste
modo, temos o seguinte resultado referente a tightness de {I@éfl’oK)}.

Lema 4.20. {@éepk

K>06p>doup>3(2—;1y).

)}5>0 ¢ tight com respeito a topologia fraca de W&p para qualquer

Demonstracao. Inicialmente vemos que pelo Lema 4.13 temos

E[|®5" (z) — &K (2)|P) < L|t — s|2_% para todo =z € RY,

E[|®:" (x)[P] < L paratodo =z € R%.

Assim, integrando as desigualdades de acima com respeito & medida de Lebesgue ())

sobre a bola B, = {x : |x| < n} obtemos:

/ E[|®5" (z) — &5 (2)P]dA < / Lt — 5]2’%60\

n B”l
/ E[| 055 (2)[P]d) < / Ld.
Pelo Teorema de Fubini

E[/ @5 (2)[7d)] < Lvol(B,)|t — s[>~
E[ / |05 (2)[PdN] < Lvol(B,).
BTL

Mas por definicao de seminormas em Hi,‘;cp resulta

E[|&;" — oK |8 1< Lvol(B,)|t — s,

0,p,n

E[[|9F"[15,..) < L vol(By).

0,p,n

De maneira similar, usando o Lema 4.12, temos

E[| X5 — XoK|p 1< Lvol(B,)|t — s|* 73,

0,p,n

E[|| X551 0] < Lvol(Ba).

0,p,n

Portanto, pela proposicao 4.8 tem-se que {IF’(()ZK)}DO é tight respeito da topologia fraca.
]
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Consideremos a medida de probabilidade IP’,E:()_’If) sobre o espago W7_, com caracterfs-
ticas locais a(x,y,t) Vi (2)Uk(y) e b(z,t)Vk(z), onde ¥y : RY — R é uma funcao

diferenciavel definida por
1, selz| <&
0, selz|]>K

e <Py <1 Para0<t <ty <..<ty definimos

]’I\/D]E:O,’Il()(th S A17 "'aXtN S ANaq)tl € Bl? “'7<DtN € BN)
=P (Wic(Xy,) € Av o, Une(Xoy) € An, @y, € By, ..., @y, € By).

(0,K)
k

Como vimos na primeira segao deste capitulo, a medida P, ]’ sobre W?2_, pode ser

(0,K

0.p ) sobre W5, O seguinte lema nos mostra a convergéncia

estendida a uma medida P

fraca de {f”éf;)K)}5>o.

Lema 4.21. A familia de medidas de probabilidades {E”S_’?}DO converge fracamente a
{]IND&K)}DO com respeito da topologia fraca de W§,,.

Demonstracao. Fixamos N e tomamos t; < ty < ... < ty. Da convergéncia fraca do

processo de (N 4+ M )-pontos temos

lim B[y, (1) By ()] = B (@1, (1) @1y ()], (4.14)

onde, @, (z;) =[], ®F (x;), i =1,...,N. Sejam ny(z), ...,nn(x) € LY(B,), onde %4—5 =
1. Assim multiplicando ambos lados de (4.14) e integrando sobre a bola B,,, obtemos
lim B [(@ey, 1) (B 12). (Bry )]
— E](ﬁoill() [(q)h 9 771)@):527 772)"‘<(I)t1\7 ) UN)}
De maneira andloga se mostra que para aq, ...,ay > 0, 81,..., By >0, (1, ... € LY B,,)
que
lli% El(cilf) [(q)h ) nl)al "'((I)tN7 nN)aN (\TIK(XH)’ §1)51’ e ({I;K(XtM)a CM)ﬁM]

= El(eO—Jl()[((I)tp nl)al"'(q)tzva nN)aN(\TjK<Xt1)7 Cl)ﬁlv ey (@K(XtM)7 gM)ﬂM]
= El(coill() [((I)tu 771)0“ "'(CI)tN’ T]N)aN (Xtu Cl)ﬂl "'(XtM7 CM)ﬁM]'

Pela extensao vista antes deste lema, observe que I?P/),(f_’lf) pode ser substituido por I?P/’éfz’,K),

(e,K) N ]TD(()O,K)
P

etc. e portanto obtemos que ﬁ’kgl com respeito a topologia fraca, como

queriamos. [
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Proposigao 4.22. {IP’ }€>0 converge fracamente.

Demonstragao. Inicialmente comparamos IP’(O) com IP’(O X Sejam A € BW§,) e lz] < £

Entao
=(0,K K K
B, (AN {2 [|@lllopy < 5 =Fop(An{®: lI2fllopy < 5. (415)

Para mostrar a convergéncia fraca de {IP’(()E,;}DO basta mostrar que para qualquer fechado

S de W§, temos que
lim sup ]P’((fz),(S) < ]P’S;(S)

e—0
De fato se Gg = {® : |||P|
que IP’((]?I),(S) > 1—4. Agora, devido a (4.15)

opN < %}, entao para qualquer § > 0 existe um K > 0 tal

(Gr) =PY(Gr) > 1 -6

Pelo Lema 4.21 IP)(E K IP’(O 5 fracamente. Assim lim inf IP’(O K)(GK) < ]P’ OK NGg) =
(G k). Por defini¢gao de liminf existe um €5 > 0 tal que para qualquer € < gy temos

B K)(GK) > 1 — 26. Portanto temos que

PY(S) = B (S N Gi) + PSS NGS)
<]P>5K (SmGK)Jr]PEK)(GC)
< PSS NGr) + 26.

Desta forma obtemos que

hmsupIP’()(S) <hmsupIP’ (SN Gg)+26

e—0 e—0

<PPM(SNGr) +20
< PY(S) + 26.

Daqui, se fazemos § convergir para 0 (pois ¢ é arbitrario) temos

llmsup]P’( ,(5) < ]P’(()Z))(S)

e—0
Portanto {IP’E]Z),}DO converge fracamente. O

Com a finalidade de mostrar o Teorema Limite de Kunita enunciamos e mostramos

0 seguinte teorema.
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Teorema 4.23. Assumamos as condi¢oes (A2)y, (A3)x, k > 2. Entao {IP’,&E_)ZP}DO é

tight com respeito a topologia fraca de WkZ—z,p'

Demonstrac¢ao. Consideremos o sistema de equagoes para D*®5, || < k—2, e denotemos

D*®s =* @, e por sua vez consideremos &5 = (05, |o| < k —2),

AdS = X°(95, dt)
d
4P =

i=1

(®F,dt)(“®5)", ol =1,

etc. Com notagao de um vetor temos que
AP = X*(9%, dt)

onde

Xo(x,t) = (X6 x,t) Z—X€ x,t) xﬁ,...>, z = (x,xg,...).

Agora, observamos (por hip6tese) que as coordenadas de ((IDi, X¢) verificam as condigoes
(A2)s e (A3)s. Portanto a lei de (%, X5), ou seja, ]P’ » sobre W ) também verifi-
cam (A2)y e (A3)y. Desta maneira a familia de probablhdades {Pop}oo ¢ tight em
W( ©) » respeito a topologia fraca, mas isto ¢ equivalente a tightness de {IP’k 9 p}5>0, como

queriamos. ]

Observagao 4.24. De acordo com a Proposicao 4.9 a familia de medidas de probabili-
dades {]P)](:_)g}a>0 é tight em W7 .

4.6 Prova do Teorema Limite de Kunita

A convergéncia fraca de {Pﬁﬁ)}oo para (m < k—3) ja esta mostrada, como conseqiién-
cia direta da Proposicao 4.5. Assim, s6 falta mostrar a convergencia forte de ®7 tendo
como hipdtese que X¢ converge fortemente para X;. De fato, consideramos a equacao

diferencial estocastica dado por
dd) = X°(®), dt) + (), t)dt, @) = . (4.16)

Agora denotemos por ®Y(z) & solucao de (4.16). Também, para m < k — 3 denotemos
por P a lei de (95, X5, 89, X0) definido sobre W2 x W2 (onde W2 é o mesmo que
W2). Um elemento de Wn% serd denotado como (®,X). Mostraremos que {ﬁ”ﬁi)}oo
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converge fracamente para algum P, Com efeito, dado que {@7(5)}90 é tight, seja PO

um ponto limite qualquer de {IF’&,?}DO. Daqui resulta que P =P, Agora, pela

[
primeira afirmacao do teorema temos que ®; é gerado por X; —{—mfot c(x,r)dr. Também
que X, = X, a.s. pois X¢ — X fortemente respeito a P, Entdo &, = &, a.s. com
respeito a @2) pela unicidade da solucao, isto €, que Iﬁﬁ’ﬁg) tem suporte no conjunto diagonal
{(CID,X,&),)?) P =0, X = )~(} Em seguida, seja p,, a métrica sobre W2

(®,¥) € C([0,T]; ™) x C([0, T]; C™) B

L1 = ]l
mq)u‘lj: oN ;
(@) =D T T = Wl

isto é, para

a qual é uma fungao continua limitada sobre W2 x Wﬁl Portanto resulta que
Elpn (@7, )] = ER [0 (®, D)) — EQ[pn(®,9)] =0,

devido a que (@, ®) = 0 a.s.. Assim & — ®° fortemente, como querfamos.

4.7 Aproximacao de Equacoes Diferenciais Estocas-

ticas

Seja v°(t,w) = (v§(t,w), ..., v:(t,w)) um processo estocastico continuo e diferencidvel
por partes, r-dimensional tal que E[vf(¢)] = 0 para ¢ = 1,...,7. Agora sejam Fy(x,t), k =
0,1,...,r fungoes continuas , C'*° com respeito a x e com derivadas limitadas. Considera-

mos a equacao diferencial ordinaria estocéstica

r

dz
= > Rzt (t) + Folz,t).
i=1

Denotemos por @< ,(x) sua solugdo comecando em x no tempo s.

Problema 4.25. Se {vf(t)}.~0 converge para um “ruido branco”, ou mais precisamente
se BE(t) = fot ve(s)ds converge para um movimento Browniano B; = (Bi(t),..., B.(t))
fracamente ou fortemente, entao ®;(= ®F,) converge para um fluro Browniano ®; fra-
camente ou fortemente, e o fluxo limite satisfaz a equacao diferencial estocdstica dada
por

db; =Y " Fi(Py,t) 0 dBi(t) + Fo(®,, t)dt. (4.17)

=1
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Observe que a solucao do problema anterior nao é sempre afirmativa, pois em alguns
casos se apresenta um termo adicional no lado direito de (4.17) (um tal exemplo pode
ser achado em [8]). Assim, para dar uma solugao ao problema consideramos a seguinte
condicao.

Condicao Al. Seja &; = o(v°(s): 0 < s <t).

(a) [ |E[v:(r)| ®]|dr — 0 uniformemente em s, ¢ no sentido de L.

(b) E[fst v$(T)dr [ vi(o)do| &5 — f v;;(r)dr uniformemente em s, ¢, onde v;; é uma

funcao mensuravel deterministica.

(c) Existem constantes v > 1 e K > 0 tais que
Bl [ Bl i ) < K

Observacao 4.26. Notemos que:

(i) (a) e (b) mostram que {B;(t) fo (s)ds} converge a um martingale de média
zero e com variag¢ao quadrdtica fs v;;(r)4vji(r))dr. Portanto o limite B(t) serd um

movimento Browniano com média zero e covariancia igual a varia¢ao quadrdtica.

(ii) (c) assegura a tightness da lei (B5(t), ®$(x)). Dado que v°(t) converge ao ruido
branco entao seu momento diverge. A condigdo também (c) indica que a propor¢do
de divergéncia de v°(t) e convergéncia de fst |E[ve(r)| &E]|ds sdo equilibradas no
seguz'nte sentido: se o momento de v¢(t) esta dado por O(g?), entdo o momento de
[HERe(r)| &2]|ds é O(1/€?)

Agora enunciamos o resultado principal desta segao. Seja W,,, = C([0,T];C™),V" =
C([0,T];R") e denotemos por P a lei de (®°, B) definido sobre W,,, x V.

Teorema 4.27. Assumimos a condi¢cdo (Al). Entdo {Pg}i)}oo converge fracamente para

(0

qualquer m > 0. A medida limite IP’m) tem as sequintes propriedades:

(i) B(t) é um movimento Browniano r-dimensional com média zero e covaridincia
S (i (r) + vgi(r)dr.
(i) @, satisfaz

AP, = Fy(®y, 1) 0 dBi(t) + Fo(Py, t)dt

=1

+ Z Slm Ea ((Dtv )d )

1<i<m<r
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onde odB indica a integral de Stratonovich e Sy, = %(vlm — Umt),
[F, Fy, ZFl SL’t Fkxt ZF’ Jct FF(a,t).

Além disso, se {B°(t)} converge fortemente a B(t) entdo {®5} converge fortemente a ®;.
Antes de considerar a prova desse teorema, o ilustramos com alguns exemplos.

Exemplo 4.28. Aproximacao poligonal do movimento Browniano.

Seja B(t) = (Bi(t), ..., By(t)) um movimento Browniano r-dimensional. Consideramos

1
vy (t) = EAZBZ se ek <t<elk+1)
onde
AZBl = Bl(g(k? + 1)) — Bl<€]{3)
Entao

Bla(t):/o v (s)ds

¢ uma fungao poligonal de t e que converge a Bi(t) uniformemente em t quando € — 0.
Pois entao B*(t) — B(t) uniformemente em t quando € — 0.
Em sequida verificamos que se cumpre a condi¢ao (Al). De fato, devido a que v=(t)

e v°(s) sao independentes se |t — s| > ¢ (por defini¢ao), resulta
t
]/ B[of (u)] &][du| < |ASB)| se ek <t<e(k+1).

A variancia de A; By € € por ser By um movimento Browniano. Portanto var(ALB;) con-

verge para zero. Desta forma (a) € satisfeito. Além disso, observamos que var(vs(s)) = %

Assim
\/ Elvf ()| &5]1duPls ()] | < (323

Entao obtemos (c). Mais ainda, vemos que

E[/t vf(T)dT/T U;T(O')do" 62} — /t %dr,

o qual verifica (b). Desta maneira S;,,, = 0. Portanto, o Teorema 4.27 € valido para

qualquer aproximacao poligonal.
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Exemplo 4.29. Aproximacao de Mollifiers(Malliavin).
Sejam B(t) = (By(t), ..., B.(t)) um movimento Browniano r-dimensional e & uma funcao

C* nao-negativa cujo suporte esta contido em [0, 1] fo s)ds = 1. Consideremos

. (t) = 1@(5), e>0

£
€ o0 o
B (t) = / O (s —t)B(s)ds = / O (s)B(s + t)ds.
0 0
Entao
B*(t) — B(t) wuniformemente em t.
Definimos

Deste modo

s+e
/ B[ ()| &2]|du = / D ORAL

desde que v¢(u) € independente de &5 se u > s+ <. Além disso

Portanto temos

W( / " UE(u)du) <e

Assim, como no exemplo anterior, verificamos a condi¢io (A1) (ou seja (a),(b) e (c)

onde para (b) temos vij = 50;;).

Em seguida discutimos a prova do teorema de aproximacao para equacoes diferenciais

estocésticas. Como sabemos

r

d<I>E
ZE q)ia Ul _'_FO((I)fa )

Agora para provar o Teorema 4.27 precisamos do seguinte lema.

Lema 4.30. Assumimos a condi¢io (Al). Entao para fungoes quaisquer f(x,t) e g(x,t)
sobre R? x [0, 7]

B[ .t ar [ ot onsiorio| ] - [ sristu s

uniformemente sobre conjuntos compactos.
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Demonstragao. Sejam f(t) e g(t) fungdes mensuraveis limitadas. Entao

B[ [ sonitir [ gonsione e < Kifllalle—s. @19

Agora por (Al)(c) obtemos

1
< K~ | fIlllgllle = sl.

E| / t ( / B ) &:Jd7) 9(0)vi (0)do | &)

Segundo (4.18) basta provar o caso quando f(z,t) e g(x,t) sdo funcoes escada de . Assim

assumimos que
fat) = f(a,t), gle.t) = gla,t;) para 6, <1< tip.
Desta maneira
E| / 'l ryef () / gy, o) (0)do M
=S s g [ [T o]
;

tr tr

th+1 tg
+ > /@ tE| / v (r)dr / 9(y, o)vi(0)do| &¢]
k tk S
= I+ L.

Entao

15— f(o gy ) / s (r)dr

k tk
t
— [ Hengly. o,
quando € — 0. De maneira similar
lk41 tr
I5 = Zf(x,tk)E []E[/ Uf(T)dT‘ 6;] / g(y,a)v;?(o)da‘ (’52}
k tg s
— 0,
quando ¢ — 0. Portanto

tet1
E[/ Uf(T)dTl@fk} — 0 quando ¢ — 0.

Ly
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Demonstracao. Prova do Teorema de Aproximagao. De acordo com o teorema do

limite de Kunita temos que verificar as condigoes (A2); e (A3),. Assim, observamos que

b (z,t) = Fy(z,t), b( ZFkxt
Agi(,y,t,r) ZE[/ F(z, )i ( )dT‘@i]Fg(y,r)v,‘i(r).
Assim temos
E[/St Ay, t,r)dr| 6?} ZE[/ dr E} (z, 7)vi (1) /ST F,z(y,a)v,i(a)da‘ 952]
=3 / F(w, 7) Fl (g, v (r)dr
kil V¢
m(E)

quando ¢ — 0. Da mesma forma mostramos (A3),. Agora, denotemos por Py, a lei
de (®¢, X¢, BY) definido sobre W2 x V,. Entao como fizemos anteriormente se mostra
que {IF’SZ)}DO converge fracamente a PY. Portanto, pelo teorema 4.11 ((®y, Xy, By), P ))

satisfaz:
(i) X é um C-movimento Browniano com caracteristicas locais
aii(a.y,t) = B (e, ) F} (y, )7, (1)
onde T;; = v;j + vj;, bz, t) = Fy(x,1).

(ii) @, é gerado por X; + f(f c(x,r)dr, onde

- 0
Az, t) = F (z,t)F (2, t)op (t
(1) ;az (@, ) Fg (2, ) (t),
e B(t) é um movimento Browniano com média zero e variancia fg U;;(r)dr. Note

que como em 4.19 se mostra que
(X (z Z/ Fy(z,r)ou(r)dr.

Em seguida consideramos

T

X,(z) = /Ot Fi(z, s)dBy(s) + /Ot Fo(x, s)ds.

k=1
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Dai vemos que (X, — X;) = 0 o que implica X; = X,. Desta maneira
A0, =Y " Fi(®y, 1)dBy(t) + c(y, t)dt
k=1

respeito de Pg,?). Considerando a mudanga de It6 para Stratonovich (no sentido da inte-

gral) temos

0

/o Fi(®s(z),s) o dBg(s) = / Fi(®4(x), s)dBg(s) + % Z/o (,SjiFk(@S(x),s)x
FH(®(), $)Uk(s)ds.

Também observe que

. 1 9 . i ~
d(z,s) — 3 2 axiFﬁ(l‘a $)F} (x, 8)Uk,(s)
1 )
=3 (vri(s) — vin(8)) [Fr, B} (0, 5).
1<k<I<r

Assim combinando os resultados de acima obtemos o resultado. O
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