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THTRODI

Atraves de uma extensa pesquisa bibliografica poderos cbservar que 35
Metodos Numericos mais conhecidos da literatura se limitam a dar informa -
cOes sobre os zeros de polinfmios mediante restricles prévias, isto &, sao
métodos restritos a certas classes de polindmios tais camp  aos que  contém

somente zeros simples, ou contém scmente zercs reais, etc...

0 objetivo desta pesquisa @ desenvolver um Metodo NMumérico que determi-
na qualquer ralz, real ou complexa, de polindmios com coeficientes reals,

resolvendo o maior nimerc de dificuldades possiveis.



COMENTARIO E NOTAS HISTORICAS

Desde tempos muito remotos, os matematicos vinham se interessando por

cbter zeros de polindmios por meio de formilas exatas.

No caso de polindmios de grau 2

P(z)=az?+az+a
2 . 1 2

a formula, para cbtencao das raizes,

-a_ t+7v a - 4a a

Za

2 conhecida ha mais de 2.000 anos.

Entretanto, para polinfmios de graus 3 e 4, sO aparecem fOrmulas
[1, pp 105 3 108] , no Século XVI, e sdo atribufdas aos matemdticos italia -
nos Scipio del Ferro (1515) e Ferrari (1545). Depois destas,sd no Saculo
XIX & que o problema de encontrar zeros de polindmios fica determinado quan-

do Galois (1831) provou o seguinte:

TEOREMA
Se n > 4, existe sempre uma equacao de grau n que nao & soluvel por ra

dicais, [1, pp 421].

Desta forma, para a camputac@o dos zeros de um polindmio, se este &€ de

grau maior que quatro devemos recorrer a Metodos lMuméricos.



Miitos processos fisicos, quimicos, e biolOgicos sdc expressos em ter -
mos de polinfmios, de maneira que o calculo numérico dos zeros de polintmios
tem muitas aplicaces na ergenharia e na ciéncia. A determinacao das condi~
cdes de estabilidade de um circuito eldtrico,Por exemplo,@ analisada atraves
do calculo dos autovalores de um sistema diferencial, os quais s3o zeros do
seu polintmic caracteristico (polindmios contendo zeros multiplos aparecern
freguentemente nestas aplicagdes praticas), e assim, a simulagdo de tal cir

cuito serd tao mais precisa quanto forem os métodos de cilculo empregados.

Objetivarndo a resolucao de tais processos, muitos Métodos Muméricos tem
sido desenvolvidn e, geralmente trazem uma ou diversas sequéncias de nimeros
complexos, | zn} supondo sua convergencia para os zeros dos polindmios. A
escolha do melhor método nao & uma tarefa facil ja que para tal classifica -
cao devemos aralisar muitos fatores, entre os quais: convergencia incondicic
nal, conwvergencia global, crdem de convergencia, quantidade de trabalho, se

gurancga dos resultados, etc...

Para entender os problemas gue surgem freguientemente no calculo numéri-
co de raizes de polindmios, € necessirio conhecer algumas definicfes e tecre
mas basicos, relativos a polindrios, e alguns dos Metodos Muméricos mais  im
portantes, e/ou conhecidos, para observar quando ocorrem dif iculdades em

suas aplicagdes, vide [1],12],{3],[4],[s],[8],[9],[12],(13],[15], etc ...



SUMAR IO

No Capitulo 1, apresentamos algumas definicOes e tecremas basicos relati-

vos a polindmios, e alguns conceitos utilizados no decorrer da pesquisa.

0 Capitulo 2 contem alguns dos Métodos Numéricos mais conhecidos que en

oontram raizes de polindmios.

0 Capitulo 3 desemvolve o Algoritmo Camposto, uma proposta para determi

nac3o de todos os zeros de qualquer polindmio com coeficientes reais.
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CAPTTULO 1

1.1 ~ DEFINICOES BASICAS E TEOREMAS

Definicdo 1:
Seja C o corpo dos nimeros complexos, e n um inteiro positivo.

Entenderemos por polindmio na varidvel z, sobre o corpo C, a toda expres

sao da forma:

n .
Pn(z) = I a, an 1

ondeajeR, aﬁ#ﬁ e z ¢,

Os nimeros 2, sao 0s coeficientes do polinomio e n & o seu grau.

Definicao 2:

Un nimero z ¢ ¢ & uma raiz ou um zero de Pn(z) se e somente se

It

Pn(z} 0.

Teorema 1 - "Teorema Fundamental da Z‘:lqebra"

Um polindmio de grau maior ou igual a um possul pelo menos um zero.

Teorema 2 -~ "Teorema da Fatoracao"

Se Pn(z) & um polindmio de grau n, entdo existe um Gnico conjunto de ni

tal que

1 {z, } "
meros camplexos zy ¥ ia1



"

=¥

=3
N

As quantidades z, nao precisam ser distintas. Se existem r < n zeros distin

tos 2, ... Z temos, para alguns inteiros m , m, ... m, satisfazendo:
1 8 1 2 3

uando alagum mwmy, > 1,0 z_m3 correspondente @ chamado de zero miltiplo ou

nero

de miltinlicidade M Cuando my = 1,0 z, correspondente & charado

e
4

zero simples,

Teorema 3

S I{S‘f‘r‘ {7} ten um zero complexo (o + 2i), de multiplicidade m, entac P_(z)
tem tambdm, como zero, o camplexo conjugade {0~ 81}, com a meama multipli i,

dade m (zeros oo

lexos ocorrem aos pares conjugados em polindmics com coefi-

L

clentes reais) .

Tecrana 4

o~ - P,
Sae Polay

" Tam um zero z, do maltiplicidade mj ; entao

.

7.} =P {z.) = ;.. =P
nood n

'“(:z,uj} =, &



"
}?n (zj) #0

onde P)r(l(zj) indica a k-ésima derivada de Pn {z) calculada no wonto zj

Definicao 4

Dados, o polindmio P (z), e um seu divisor Oy (z) de grau m < n, vale a

relacao:

Pn(z) =0 (2} P {(z).

m nem

O polinomio P

n(2), obtido, & chamado polindmio deflacionado de Pn(z); ohté

lo é deflacionar o polincmio P (z).

Definicao 5

Um polindmio é dito mal-condicionade quando uma pecquena perturbacao em um

ou mais coeficientes resulta em um grande erro em um ou mais zeros.

Zeros multiplos, proximos ou igualmente espacados s3o considerados oamo
una das mais sérias causas de mal-condicionamento. Observamos que, em geral ,
a precisao dos algoritmos para encontrar zeros de polindmios, decresce quando

zeros multiplos ocorrem.
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1.2 = CONCEITDS UTTLIZADOS

1.2=1 = INTERPOIACAO POLINCMIAL

A teoria usada em (3.2-4) , onde um polinomio interrolador & formado, &

baseada no segquinte teoremas

Dacdos {nn + 1) pontos distintos X, X, ... X & {n+ 1) valores
?J 3 A
T, Y , .0 Y n' existe um Unice polinfmio de grav <n, mado Polinomio Inter—
B ! -
polador, tal cque:s
Py =Y, , para 1 =0, 1, ... n

nUi 1 ' ’

além disto, se Y(X) & um polindmio de grau meror ou igual a n, entiao Y(X) &

. - » 3 -~ i3 ” E g i~ T
idéntica ac polinomio que internola seus (n + 1) porntos, [2, ©p 23367,

n
Duando temos X ; =X +ih, isto &, os valores | Xy } iqualmente espa
. = 4= -

rooiador & considerar, como ha

cados, uma maneira de expressar tal polindmic ir

se do espage vetorial dos polindmios de graus menores ou iqueis cue n, o comjun

‘!E:f—\ :
{1, (=2}, (2=X ) {(z=X ),..., {2=X S e )7
8 0 i 1 .
assinm, qualdquer que seja o polinomio Pn{z} , de gran mernor ou igual a n, ele pode

ger escrito como:



Pz2y=C 4C (z=-X)+C(z~-%X){(z~-%X) +
1 0 2 1] 1

7 - X - A
o CE-X)E-X) e (=X )

e os Cj obtidos quando se resolve o sistema formado de (4) cquando fa

zemos Pp(X;) =¥, para 1=0,1, ... n; isto &, 0 sistema AC =Y, onde

1 0 0 s e 0
1 X X 0 st N
1 4
A= 1 X =X X -X )X -X) n
2 ¢ 2 0 2 1
— v TF e 2 % $ X s Y — ___1‘
1 XX (X ) X)) (X ) O X D ee e (R 7K o)
C Y
0 0
C= C e Y o= b4
1 1
“n Yn
donde, com o uso do que chamamos diferencas progressivas:
AYi = fi+l - Yy , para i =90, ... n-1
k, _ k-1 I o v o= 9
A ‘fi Yi+l 4 ]‘Yi p para k=2, ... n

i=np .s e n-'k



temos a formula de internolacac de Newton:

@]
i
.

Ak‘ﬁiﬁihk para k=1,2, ... n,

Ck;

Observe que Py {z), Ccomp expresso em { 4 nao se encontra na forma
usual, como definida em (1} : porem esta & facilmente obtida cuando efe-
tnamos as multiplicecoes e reordenanos os valores assim obtidos.

A vantagem deste processo de intermolacao, alem da formacgado recursiva, &

a simplicidade de aplicacac gque se deve ao pequeno esforco camputacional. Na

pratica, a partir do conjunto de valores dados:

L% y

}.a
b

construimos a tabela das diferencas progressivas:

sy ‘ W:’\Y T "A?”Yj w %

’.J.
aa

-’

A3

Y F =V = AY s 0 !
"y Y-y o ’ i
¥ Y Y o= AY | oAy, AY = A% §
a9 2 1 1 ; 1 2 1) i
: : 1 : E
- - | ¢ ¢
= s
. T s 2 i
Y -3 =AY g - AY = ACY -
s = 3



cujos valores diagonais sao utilizados em ( 5 -
Asij%

A%y
4]

Pn(z) =YO+AYQ(z-xD)+ (z-—xo)(:ﬂ-xi)‘*‘-..

2h*

Ay

o
+ ... (z-—xo)(z—xl) (z—xn_l} .

N
n:h




I geral, a diviszo sintetica & referida a extracac de um fator linear
03 o, 3 x - R
der um polincmio, isto e, quands dividimos Pn(z) oy {z - 2 0) e Obtemos  um
quociente B o1 {z}) ¢ wm resto R(z).

Asgime

A
o~
N
e
it
—~
N
H
]

P o{wy s 2 Y B 7Y+ Rz} G
n o 5)”".1(?) R{zZ o«

orvie B

r-1

.

i

{z} € um polinomio de grau menor ou iqual cue n e R{z} uma cons-

tante., DPodermos entao escrever

4

portanto, desenvolvendo { 6 ) ecom a substituicao de (7] obteros de

=
D, =8
& e

o0

I, =a <+ 2b wmra k=1, 2, ... I
e Mk Q:‘}Q"‘”l” RAIE Ly 25



este algoritmo, conhecido como Ruffini-Horner, fornece os coeficientes

bj, i=0,1, ... =1 de Bn_l(z), e o resto Riz) = bn.

Notamos que, dado um valor Zgr podemos computar Pn(zo) de acordo com

( 8 ) ,3& aque

h2) (za) = (2a - Za) Bn~l(zi) + R{(z) = R(z)

e, em qual calculo gastamos n multiplicagoes somente. Inaloqamente,P) (z.)

rode ser computado quando fazemes:

B =(z-2)C_,Ez)+c 4 10
ja que

p!(z) =8B _,(2) 1
e portanto

Pz ) =c_y 12



- 1L}

De maneira semelhante

de fatores quadraticos de P (2); em particular, vara a
n

quadratios determinado pelo par de nimeros comlexos conjugados

e z, =

Podenos escrever:

(z) + R (=)

onde B
n—!

menor ou imqual que um.
Sedam entio

* ‘bn'-Z

Assim, deservolverdo (

fhrmila recursiva o

podemos obter formulas recursivas para a

extracac do

extracan
fator

z = a4+ 81
e

ot
it

- e N, . ©
~»{z) e un polinomio de grau menor ou igual que 2 e R, {z} de orau

b
L

y  obtemos a



_ll_

( b =a,
blzaI»Sb
bj = aj --:S‘b:.’al--pbj__2 r 32,3, ... n1
\. bn=an-pbn__2 16

Observamos que quando a divisdo sintética & usada para extrair fatores
contendo rafzes do polincmio P_(z), este processo e o ja definido como de -
flacao.

Generalizando o uso da divisdo sintética de um polinamio por outro poli
nomio, a seguinte notacao pode ser usada:

Dado um polindmio "P", o qual sera dividido por outro polindmio "D", nds

s LN, ¥ :
temos como quociente ym polinomio "T" e um resto "R, de modo que, se :

P=Zpkzk, onle P & de grau n

D= % 4 z , onde Dédegrau m<n

temos que:
P =TD + R,

onde

T= T tkzk , orde T & de grau n—-m
k=0



D

w 1P -

t = pn/d.

1

ordde R & de grau m~1

min &k, rn-m)

t = (p, - 5
~m pk ]ﬁt"“f!"’l

min (&, rm)

. tj éwj) / dﬁ .

tj dk“j para k = 0,

oy

® % w IH"‘l.

ii

P

m
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1.2-3 -~ ALGORITMD EUCLIDEANO PARA POLINOMIOS

0 algoritmo euclideano & usualmente descrito camo um pProcesso que encon

tra o maior divisor comum de dois inteiros e sua demonstracao aparece em 1i

vros de Teoria dos Nimeros: [l, pp 15 ]. Poram o algoritmo euclideano pode

ser aplicado a polindmios f(z) e g(z), exatamente como para dois  inteiros

quando formamos as identidades:

f(z) =q (z) g(z) +r (2)

0
—
&

il

a, {z) r (z) + rz(z)
17

r (z}) =q (z) v (z) + v (z)
2 3

T (2) = g (2) n (=)

assim, quando buscamos o M.D.C.{f, g), buscamos o M.D.C. (g, rl) P ou o]

M.D.C.(r , r ) ... ou M.D.C.(r, 4, ). Ja que os graus dos polindmios r.,r,
1" T2 - i

r . ... decrescem, apcs um numero finito de passos, algum W) devera ser nmulo

3
e portanto, ¢ M.D.C. ( LR r},) = I}, & Menos de wma constante, donde:

M.D.C.{f, o) = T ¢

exceto quando 1y, € uma constante, em qual caso temos que f(z) e g(z) sao rela

tivamente primos.



1,2-4 -~ IDMp DELIMITACAD PARA RAIZES DE POLINOMIOS

Seja o nolinc

Se oz £ 0, oodermos

s I
i¥ e s(e)
3

Masg

o de grau n

&3
R

TErens

-

41
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Donde

k=1,2, ... n) =) P_(z) #0 ,

A
2o | e

isto e:

Se Pn(z) =0 , entac existe %k

; (1/%
A TR 1

0

iv

|

Por maior razao:

Se P (z) =0 entac MAX
n )
l_f{}{f_ﬂ A

Se z & um zero de Pn(z} ,  entao

iz <o2MAx ia VK 18

Outra delimitagao para as rafzes de polindmios e a seguinte:

Se z & tal que P_(z) = 0, entdo

[zl < 1+ MEX §ai/aﬁi , [8, pp 71]. 19



CAPTTULD 2

ALGUNS PROCESSOS DE OBTENCAD DE ZERDS DE POLINOMIOS

Neste capitulo, apresentarns almms processos classicos para obtencao dos

zeros de um polinomio.

2.1 = METODOS TTERATIVOS

Intre os processos que calculam zeros de polinfmios, discutimos acul os

metodos iterativos mals irportantes e dog quais faremos uso ro alooritmo oom

POsto.
Definicao:

U funcao de iteracio 4" & definida oo sendo a funcao ocue "leva” 0

Z., Z cee Z, en  z, como s
R i~ i+l

i W&TE

dlz,, =z, vee 9 Z, ) m 2L

SN S B T Tien i+l
onde  z., 2, . sao aproximacoes de uma raiz de P_{(z) = 0.
i Zyr Ty qr r 2y, 530 aproximac de uma re a )

Defina 0 erro relativo na i-ésima iteracac coro

£, =z - 2,
i+l i+l :

onde z & uma raiz de P_(z) = 0. Assuma que a fimcao de iteracac ¢ & conver
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gente, isto &, que ocorre

z = 1im z, 20
{0

se existe um nimero real o > 1, tal que:

oy
1im _.,_E:i-,.];_.,, = C

iveo e, |7

entao n & a ordem de convergencia da fungao & e ¢ & a constante assintdtica
. . - | 1o .
de erro. Isto cuer dizer que © erro relativo esta decrescenrlo de ¢ . Es

L poni

ta definic;?m de ordem de convernencia assume 7 como raiz simples: mando z &

rmaltipla, em geral, as funcoes de iteracdo tem ordem de convergéncia menor.

Un metodo iterativo implica em sucessivas aproximacoes que, sob certas con

dicoes ( Teo. 1), convergem para uma raiz da ecuac#o molinomial. Ouando uma
aproximacac nara uma raiz, z, satisfaz o critério de converméncia, isto 2,

Palziyy)<e » e > 0, o fator linear (z - z;,,) & tirado do polindmio; ou se

) (z -

) e que & tirado, onde

. -2, 2,
i+l i+l i+lce

Zi 10 denota o conjugado camplexo de z, 0 método iterativo € entdc aplicado

i+1°

ao polindmic deflacionado para o calculo da nroxima raiz.

WITKILSON [ 3, pp 56]  discute os erros de arredordamentos que ocorrem
no processo de deflacao e conclui que estes sao menores quando 0S zeros sao ex

traidogs em ordem crescente de magnitude.

Observamos ainda cque quando estamos usando um processo de razoavel esforco
computacicnal, os erros de arredondamentos cometidos apds cada cperacac se pro-

ragam cumilativamente podendo afetar gravemente os resultados finais. Nesses
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agasos, os efeitos dos arredondamentos deverm ser cortrolsdos e minimizados nor

alam Processc.

Unm Teorema sobre Processos Ttevativos

Seja a equacao polincmial

Prlzi = 0. 21

Suponha que {21 ) possa ser oolocada na forma

3
i
e

-

S
]
N

de 1modo  cue cualouer solucas de { 22 ) geda também solucao de (21 ).

Se o valor inlcial, 2

e
8

4 numa vizinhanca de wm zero de P (2) efde ocor

re 9'{(z)| < 1, entdo a iteracdo

converde para Ze.



2.1-1 - 0O METODO DE NEWICH-RAPHSON

0 Método de Newton-Ravhson aproxima P (z) por uma reta, através do desen

volvimento de Taylor para P, (z), o que resulta na sequinte iteracdo:

ja)
{ad

d(z,) ==z, ,, =2, —-P (z 'z,
(l) i+1 i n(yl)/Pn(Zl)
-onde P_(z;) & o valor do polindmio computado em 7y e Pl(z)) & a primeira deri
vada de P (z) oxrwutada em z; ( este método ndo & restrito as funcées polinomi

ais).

O Método de Newton-Raphson & bastante Gtil para a resolucdo de equactes
polinomiais ja que o valor do polindmio e sua derivada para um certo Zir PO =
dem ser calculados por uma simples relacao recursiva, conforme o algoritmo de
divisao sintética. Fste método tem ordem de convergencia dois — convergéncia
quadratica - para zeros sirples e, & menor, em geral, para zeros Mmultiplos.

Uma modificacao de ( 23 ) dada por Schroder, produz a sequinte:

= w7 — ¢ s . d
(b(zi) 25 7z, m Pn‘zi)‘/pn(?‘l) 24

onde m & a multinlicidade exata de um zero, Usando esta funcao de iteracao

( 24 j , @ convergencia permanece quadratica fz,pp 177} Poréam, o conheci-
mento prévio da multinlicidade de um zero, camo requer esta modificacao, € ra
Yo a menos que alqum processo de fatoracao, camo o descrito em ( 3.2-2 ), se-
ja realizado. Este porém produz polindmios contendo zeros simples, o que faz

esta modificacao desnecessaria.



mma vizinhanga pequena daguele zero - de maneira que ocory:

| \ 3t : o b
o' (z) < 1 nesta viziphanca ~ . Portanto, uma hoa aproximecac inicial

& necessiria para o uso deste método. Note que quando trabalhamos com poli

nomios tendo zeros camlexos, a aproximacao inicial deve ser complexa.

A eficiencia mixima pode ser utilizada no Método de Newton-Raphson cuan

do wma hoa arroximacio indcial & produzida e cuando o polinddo tem somente

zeros sirmles ~ arbas as condicoes sao satisfeitas no Algoritmo Composto
o - w - ;
{Capitulo 3) cuando este metodo e usado,
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2.1-2 - O METODO DE RAIRSTOW

Essencialmente, o Método de Bairstow consiste em determinar divisores

quadraticos de polindmios.

Seja

Pn(z)zia.z , a #0 25
um polindmio de grau n.
Considere um fator quadratico
d(z) = z% + gz + p.
Se escravemos
Pn(z) = d(z) Qn_z(z) tr . z+r ,

onde r, er, ,s30, obviamente, funcoes de s e p, entdo determinar um divisor e

xato, quadratico, de Pn(z) , significa determinar s e p de mcdo cue:

it
o

ro(s, n)

26

Il
o}

r (s, p)

- 2
do(z) =z+s8,2+p,
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una aproximacao para d(z).

Desenvolvendo r (s, p) er (s, p) em série de Taylor numa vizinhanca

4]

-
H

de (sq, pﬂ‘;, ternos

5
= ¥ {8 + e— G D 8~ 8 +

p) =x (s, p) (s, p)(s =)
pE:S

a1

= {s ,nip-p)+ ...

, . “a

ap
axr

Vo = do e Y g - g

1} L (8 40 DD) s DO;(« 3
a8

31‘?1

e (54 ;’JG}(D-nQ) + ...

ar

Abandonando as poténcias superiores a um de ( 27 ) e cbservando

( 26 )

ar

nodemos escrever:

Assin, se chamamos

[¢7]

o)

i

14

Hrg
— (5, P -0
ap

Brl

— (s pJP-p)
op

i
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temos uma aproximacao, c%l (z), para d(z):

Repetindo o processo a partir de d (z), obtemos uma sequnda aproximagao

para d(z), e assim por diante ...

Obtencao do Sistema ( 28 )

Efetuando a divisao de Pn(fz) PoOT d‘o(z) , Obtemos o quociente Qg(_z) e O res

to, cujos coeficientes sao r (s, p,) e r, (s, p,).

Diferenciando (25 ) em relacao a p, obtemos:
0=0 _,( +d2) S (@) 4 — 2 — 29
ap I ap

Fazendo em ( 29 ) sepiguaisa s ] e Do respectivamente, obtemos

ar

0=0 () +d (z) — (&) + — (5, D) 2+
o] ap
arl
o —— {
\SOI po) 30
ap
Observando { 30 ) vemos ques
Bro ar -
— (sb, po) e — (sﬁ, pﬁ) sao os coeficientes do resto da divi

ap ap



520 de Qe(z} oY da(z} , om o8 sinals trocados.  Obtivemos assim o ocefi -

cientes de (P - p,) em ( 28 ).

Analogamente, diferenciando { 25 3 em relacac a s, e substituindo

s e P por s, e pﬁ,cbtexms:

3{'1}3 ar
O0=z0q (=) +d (z) ~— {2} + —2 {5 ,n) z+
0 9 N o' Mo

isto €, os opostos dos coeficientes de (s ~ s.) em ( 28 )  sdo obtidos divi

3
L3 . N 5 k3 Q
dindo-se z O {z) por do(z}, ou seija, dividindo-se -— {su, pe) 7%+
W
s
ar, ‘
4 3 ”
+ o — (sa, p,) Z por :ﬁo(z}.
op

O processo continua até atingirmos a precisdo deseijada.

Um critério de parada pode ser:

As raizes do divisor determinado sdo entdo computadas, as quaits sdo rafi
zes do polindmio, que serd em sequida deflacicnado, fornecendo um polindmio
de grau n—2, com o qual re::j;tx%tims' o procedimento até determinarmos todas as

raizes de P, (z).
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._25..

O METODO DE BATLEY

Este método aproxima P_{z) por uma quadratica

de modo que

Y(z) = az®? + bz + ¢

Y(zi) = Pn(zi)
Y! (Zi) = Px'u(zi)

Y''(z) =Pl (z)

0 que resulta na sequinte funcao de iteracao:

cuja ordem de convergéncia & trés [5, pp 92]. Isto porém nio deve ser visto
sempre camo uma vantagem ja que o metodo requer muitos calculos numéricos por

iteracdo, alem disto, n3o ha controle sobre a ordem pela qual as ralzes

encontradas.

2z, = d)(zi) = g, -

Pn (zi)

1 [ - LI R
Pn(zi) Pn(zi) Pn .‘z,.‘)

1

¥
PPn (zi)



...;)ﬁm.

2.1-4 = METONO DE AMROXTMACEO POR PUNCOES RACIONAIS

Funcoes racionals podem ser usadas oomo fungoes de aproximacoes, o que
estabelece um processo lterativo. Esta téonica envolve uma funcéo racional

da formas

v = zZ - & 31
Lo

-1
4 ¥ z west D2+
Dz +h 47 Tteot bz +b,

a qual aproocima ?n{z) ghando, atraves de (m+2) pontos, {zi, Pn(:a_;} = pi> ;

i=mn, nl,... =i, um condunto de (m2) ecuactes simaltineas € produzide,
cuja resolucao produz uma solucac para ( 31 ), donde o valor que nos inte~

"a', e oht

ressa, do e entao usado no lugar de um dos valores z;, COMO uma

aproximagao. O processo iterativo contimiard até que seja realizada conver-—

géncia para um zero de P_{z).

Consideramos, por exemplo, a funcao racional linear:

note que, tendo tres valores iniciais 75 i=nn-1, n~ 2 , formamos um
sistema de trés ecuactes a partir de
A DIVZ e bq‘}; +a

%

[6:0 11 G}
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zZ o=a+ b +
bepn blpnzn

it

a + bopn—l + bxpn—lzn-l

o bnprr-z + blpn—Zzn-Z

donde facilmente cobtemos:

(Zn“zn-l) (zn“zn—Z) Pn (P -1"P -2) !

1

a" =z +
n
D

D= (Zn’zn“l) (prr.?mpn) Pr1 * (Znnzn«‘?) (pn'pn"-l) P2

este valor "a" & entdo tido como uma aproximacio de uma raiz de ( 32 ) e

sera denotada vor 2l

Depois disto, a iteracao continuara descartando-se o valor z__., e repetin

N~ —

do © processo para os pontos: ez g Os calculos terminam quando

ntl’ “n

O que ocorre se contamos com valores iniciais "suficientemente proximos” da raiz

procurada.

A ordem de convergéncia deste método & de 1.84, [ 6, pp 63 ] . lembra-
mos porem que este valor pode ser menor se a raiz procurada tem multiplicidade

maior que um.



i
B
o6

§

No caso em que dois valores da fungao polinomial s3o icuais, por eseem

plo, po =P trocamos (z

y - ok F Y oyrdles
P » Ppoq/ POY {z* ., F’nml?m) , Once:

n~1 ot

z¥ o o= 1/2(z_ + gr«w}_} , e continuamos a iteracac com os valores z_, z¥ ©

-1 n n’ ol
o2

o de convergenc Como

Ouando uma aproximacao z & admitida,
um zero de P_{(z), deflacao explicita & usada para, entan, encontrarmes Os Ou

tros zeros do polindmio.

Ohservamos que mMuito pouco & ganho, em termos de orden de corvergencia,

-

cuando fazemos m > 2 em { 31 ). Para m = 2 temps ordem de convergencia

1.93, [ 6, pp 64 7.

N - . . o . T AU " o .
Esta tecnica iterativa @ discutida tanbem ¢ i, onde as seulintes

funcOes racionais sao usadas para aproximar P L (2) /Pl (Z)

das quais obtemos valores para "a". U terceira aproximacao, aquela que pro
duz o Método de Newton-Raphscn, pode ser usada 2 que este requer poucos cal-

culos. A partir destas trés aproximacoes para um zero de P_(z), aquela Zorl
v ° ik -

aue produz o menor valor absoluto para Pn(:% 1 ¥, tida vortento oomo a melhor,
3 AR A
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étrocada por um dos valores iniciais, donde o processo continua...

Outras fungoes racionais podem ser usadas; por exemplo

Pn {2} 23

P;l (z) 7 24hztc

a qual tem a vantagem de ter ordem de convergencia 1.93, encuanto o nimero

de incHgnitas é tres.

Outros métodos iterativos aparecem em [2, 8, 9, 13, 14 ..-.,j, os quais

nao apresentam vantagens sobre os aqui discutidos.



2.2 - MPTODOS NEO TTERATIVOS

2.2=1 O METOLO DE STURM

Este é o método que permite o cAlculo do nimerc exato de rafzes, em um

intervalo real, de uma dada funcao.

SO S g
Definicao

IR S

. . m - . - e N R . -
Seja | fi} uma sequencia de functes continuas, com f ) ({) diferencia
i=0

r - - s - 5 vyt o3 ey
vel em | a, b _. Tel secuencia ¢ definida cam seqiencia de Sturm se:

() sO contdm zeros simples

X
(i) F_ () nao se anula em (@, b)

(ii1)  Se f‘i

em {g, D).

o) =0, entac £, ; () fj.@h (@) < 0, qualquer que saja o

3

5.t

(iv) Se £ (o) = 0, entao £'(a) £ (o) > 0, qualquer que seja o en {a,b).
¢ 0 1

TEHOREMA ~  "Teorema de Sturm”

Se fn(a} £,y #£0, 0 nimero de raizes reais de fo(x) em (a, b) @ iqual a
Vi) = Vb)), ornde V(X) indica o nimero de variacoes de sinal da segiéncia de

Sturm caloulada om X, (valores milos nao sao contados).

Dewonstracan:

O nimero de variacoes de sinal pode mudar quando X percorre o intervalo

{a, b}, somente quando "alquma” funcao muda de sinal neste intervalo.
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Por (ii) esta funcao nao pode ser £ (x). N

Assuma que para algum X ¢ (@, b), fv(i'é) =0, 0<v<m,< Assim, em umna

vizinhanca de X, temos que os sinais podem ser:

X fv-l (x) fv () f fv+1 (x0)
X=-€ + | * : -
X + | n : -
X+ € + + ’ - ,  ou
x L E, ) £, (0 ‘ £aq (0
X - € - ; * < +
X - § 0 ‘ +
X+ ¢ - g + : + , onde:

1 - Os sinais da linha x = X, sequem de (iii).

2 -~ Os ginais das primeiras e Gltimas colunas seguem da continuidade

dos elementos de seqgliiencia de Stuyrm para um € pPeruenc.

Nos vemos, através das tabelas acima, que quando x passa por X, nao ha mudan

¢ca no nimero de variacoes de sinzl na seqiencia de Sturm.

Examinamos agora os sinais perto de um zero % de fﬂ(x) . Podem ocorrer:



w 3V e

(870}

e

pi

e

we

=
3

(b} % 0 +

ke 4 4+ . onde:

1. As las. colunas representam os dois possivels casos para um zero

simples de £ (x).

%

.

2. O sinal de £ (X) seque de (iv) j =

*

Se {a , entao +

- e portanto £°{x) < 0,

j ]

donde £ (X} < 0,
1

&

» ~ +
Ese (b entio s =y 4 o
e (b)), e portanto £1(x) > £,

%

e,

dondle fz (=) > 0.

3. Os sinails dos outros elementos das Zas. colunas sequem pela continud

dade dos eolementos da sequencia.
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De maneira que agora, como vemos claramente, ha um decréscime de uma mu
danca no nimero de variactes de sinal quando x massa por um zero de f 0(x) .
Portanto, a Unica maneira de ocorrer rudanca de sinal é quando ocorre

um zero de fﬂ(x)s

E facil construir a seqiéncia de Sturm quando fo(x) & um polindmio:

1~ Definimos £, (x}) = £ (x). Assim (iv) ocorre para zeros simples.

2 = Dividimos £ (x) por £, (x) e chamamos o resto da divisao de - f,(x);
dal dividimos f, (x) por £,(x) e chamamos o resto de -f,(x), etc... até que

determinemos o M.D.C. (fo(x), f1 ()} = fm .

Podemos escrever entao:

£,x) =P ()
£,00 = £
fg(x) =aq x) £ x) - £ &

£ =q,x) £ (& ~-f ()

i 2

fn() =q ) £ & - £ X
fm__l(x) = ({m(X) fm(}{)

L]

Este processo ( 33 ) € o conhecido algoritmo euclideano para a determi
nacao do maior divisor comum, £, de £ (x) e f,(x). Se f nao & uma constante
(isto e, f o () tem raizes miltiplas), entdo dividimos todos os fj 's anteriores

por fm (x), donde obtemos uma sequéncia, como definida, de Sturm, na qual £ O(X)



T ¥

tem somente zeros simples e assim satisfaca (1), e con fm constante, © que

garante (1i).

Note também que se fj (%) =N, entao por ( 33 ) , para este ponto,
N g s bt o by E-"3 =) e £ o =] S By e
fjj-l {x) fj+1 %) e, se ‘fj-vl ) =0, entao £ (x) = £ (X) =0 o que contra

diz (i). ILogo (iii) & satisfeita.

Portanto, realmente, ( 33 ) define uma seqliencia de Sturm com qual po

demos determinar o mimero de zeros reais de Pq {x}.
z

Na préticaf usanos 0 Teoraema de Sturme sucessivas vezes nara subinterva -
los divididos ac meio a partir dacquele determinado por ( 1.2-4 ). Ouando uma
raiz e isolada , & mais eficiente empregar uma técnica mais ripida, por exem

rlo a Regra do Sinal:

Quando & determinado que hd uma Onica rairz em um intervalo (¢, d), se es-

ta ralz e simples, temos que fa{x) fr (d} < 0. Podemos entao dividir este in -
g

. - . . ., od ,

tervalo ao meio e fazer o sequinte teste: f (¢} £ {5 ) < 0? se sim, a raiz

’- d I

- . ol - ., Ol , \

procurada esta em {(c. “5— ). B5e nao, teros que f S{ g ) £ o {d) <0 e a raiz
- ot

procurada esta em o dy.

Deste maneira podemos ir dividindo os intexvalos de modo que, a cada passo

precisamos de menos caloulos do Tue guando usamos o Teorema de Sturm,
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2.2=2, O METODO DE LEHMMER~-SCHUR

Dado um polindmio de grau n,

n - F oivees T
C(z) = agz + a,zn 1 %n

considere seu polindmio reciproco:

* = a - 4L 3
C*(z) az +a, 4 0

onde Ei & o conjugado complexo de a;. Note que:

(1) C*(z) = z°c(1/2)
(ii) se |z|= 1, entdo [C*(z)]| = |C(2)] ,

além disto, se C tem zeros w,, para k= 1,2,...n, entaoc C*(z)tem

Zeros l/wk.
Seja
T [C(z}] = En C(z) - a,C*(z), 35
a transformada de Schur para C. Entao, em particular, temos que
- - 2 2
T [C(O)] =a, a - a, a, = !an] - Jag] = ¢ 16

com ¢ € R . Note ainda, que

T [C(z)] nio tem termo em z"’
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de modo gque, se definimos
™ [c(z)] =7 [ [c)]]

temos uma sequéncia de polindmios em ordem decrescente de grau.

O Teorema basico que usamos para a teoria do algoritmo com

posto & o seguinte:

P . . : WK s
TEOREMA ~ Seja k o menor inteiro para o gqual T [C(0)] =0.

Suponha C(0) # 0.

- 5 h o~ -
Se, para algum h, 0< h < k, T [C(0)]< 0, entdo C{z) tem

pelo menes um zero no circule unitdrio. Se, em vez disto,.....

k=1 1

T C(0)] » 0, para 1ls i <k e T [c(z)]= CTE, entdo nac ha

_ ]
. ot

zeros no circulo unitario.

Demonstracao - A demonstracac deste teorema reguer vari-

os resultados elementares da teoria de varidvel complexa, essen

cialmente da aplicacao do seguinte:

Teorema de Rouch&: Sejam f(z) e g(z) analiticas no inte

rior de uma curva fechada - aqui nos interessa I = [z] < 1-,
continua sobre T, e tais que |[f(z)|< |g(z)]|. Entdo, hiz)=f(z)+
g{z}) e g{z) tem o mesmo nimerc de zeros em F,iﬁ,pp,722

Seja Cl(z) contendo m zeros em |z| < 1 e nenhum em |z|=1.

Considerse C*{z) comp definido em (34)
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Temos:

(1) Se T{Cc(0)] # 0= T[C(z2)] #0 em |2z| = 1.
De fato,

H]

T[C(2)] = a_ C(z) - a,C*(z).

se T[C(8)]

1

0, £ ¢ lz|=1 =5 & C(E) = a, C*(£)
donde an C(E) |= |a,C*(g)]| , ou seja [§n§ = la,]|.

Mas, dai | c(0)] = o.

(ii) se T[c(0)]> 0 =r T[C(2)] e C(z) tem o mesmo nimero de

zeros em |z|< 1.

De fato,
em {z| = 1, temos que
Itfctz)]] = e | tla l-la, ) =

=|Cc(z) | T[c(o)]<lc(z)

Logo, pelo Teorema de Rouche, T[C(z)] = a

-

n C(z)—aOC*(z) e,

a -
n C(z) tem o mesmo nimero de zeros em |z|< 1.

(i1ii) Se T[C(0)] < 0=>T[C(2)] e C*(z) tem o mesmo nimero /

de zeros em [z|< 1.

{iv) Deduzimos portanto que, se'TEC(zY] #0 em |z| = 1,en~

tdo T[C(z)] tem m zeros em |z|< 1 se T[C(0)] > 0 e (n-m) zeros /

em |z|< 1 se T[C(z)]< 0.
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{v) Finalmente, por repetidas aplicagoes de (iv) em
i e sy . .
r~ [C{z)] , concluimos o teorema, pois:
Suponha Th{ﬁ{0)3< 0.
Isto implica, que C{z), T[C(2)], Thmzib(z}}.“,Thqlfc(z)}
tem o mesmo nimerc, digamos m, zeros em |zl< 1; Tb {@{z)] tem
= Grau (Thwl‘ : mas

lz] < 1, onde Ih-1

{g, _y~m} zeros em |2
f: se todos

| o x
e s F 4 v g :‘{.m = “ e
9,29 m) (daflu}g&@ de T7), portanto m2 g, 4-9,
k=16 qual

i ~ - . N
T > 4, entao todos tem ¢ mesmo nimero de zeros gue 7T

n&c tem nenhum,

maneira que, para usarmos este Tecorema nds procede-

como O algoritmo descrito abaixo:

mos
1=} Cl0) = 07
Se sim, temos a raiz z = 0; sSe nao va para 2-).
2-)  cCalcule T[(z)]
T[C{0)] < 0? se sim, hd pelo uma raiz de C em
z! < 1, Se nado, V& para 3-)

i

odhor

3= Calcule TﬁfC(z)j ., para j= 1,2... até gque ocorra

uma das 2 alternativas:
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(1) TjEC(O)]< 0 para algum j < k

(11) T®[C(0)]= O.

Se (i) ocorrer, isto &, existe h tal que Th[b(O)] < 0,
ha pelo menos uma raiz de C em |z|< 1. Se (ii) ocorrer, isto &,
se T1[c(0)] > 0 para algum j, 1 < j < k, e Tk_l[b(z)] é uma [/

constante, entdo nao ha raiz em |z| < 1.

Note gque o teorema nac inclui a possibilidade onde

Tk[C(O)] =0 e Tk-l[b(O)] ndo é uma constante. No decorrer da

secio, discutimos uma saida para tal caso.

Para encontrar as raizes de C(z), aplicando este teore-
ma, observamos primeiramente que se C(z) tem zeros em !z| =p ,en
tdo g(z) = C(pz) tem zeros em |z| < 1. Em geral, se C(z) tem ze
ros em |z-c| < p , entdo g(z) = C(pz+c) tem zeros em |z| <1l. De

. n ~ A
fato, se Os zeros de C(z), {z;};_, sao tais que |z;-c| < o+ on

de (z-z,) {(z-22) cn. (z—zn) = C{(z); entao p-n Cl{pz+c) =
} - C an C
e | g 4 (%- 5 e os zeros de C{pz+c),
8i" | ™  s30 tais que |41 S| < P =1,
p i=1 p !

Sendo assim, para encontrar os zeros de C(z), Jevemos /
proceder como o algoritmo descrito abaixo, usando o teorema em

cada passo:



1-) C(z) tem zeros em |z| < 17

Se nao, considere gz} = C(2z); gl{z) tem zeros em
2

2! < 1?; se n3o, considere C(2 z).... continuando neste caminho,

N

mais cedo ou mais tarde encontramos o anel:

i A

b 3

tal que C(z) contenha um zero neste e nenhum em !z!= R{se Clz) /
tem um zero em [z| = 1, nds dividimos ao meio o raio até gue en-
contremos um disco danﬁr@ do gual nao ha zeros, Assim, novamente
temos uma desigualdade da forma (38) gque contém unm zero de C(z))

2-) B facil verificar que este anel pode ser ccberto /

. . . 4
por oito disces sobrepostos, com raios £ R & centros
3 . Tik/4 n . . .
Cp¥ 5 R e / g k= 0, 1,....7. (Veja fig. 1},
Ep™ 4
Para tanto, basta verificarmos gue a interseccao de

dois discos consecutivos DQ e Dl . Por exemplo, ocorre fora do a

nel {ou, no maximo, sobre o anel),
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Uma cobertura mais econdmica. porém, & obtida quando EOMATDS oS

Wik/4

.3 o
discos com centros Ck— TCosT/8 R e conforme figura abaixo :

Q’O:‘ 3 R

2c0s8M/8

- 3 - ikn/4 -
Ck..—. Wa R e # k ly‘oo:7
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Testando cada um destes discos por vez, (usando o teore

ma) nds encontramos pelo menos um que contém uma raiz de C{(z}.

3~} Chamando o centro deste circulo de C; e tomando o
raio % R nos procedemos CoOmo no passo 1, exceto que agora nds di

vidimos o raio para cada estagio.

Finalmente encontramog um anel

Ry = % R 2731 £ lz~c, |< % r 273712 op,

o qual contém um zero de P(z).

Como no passo dois, nds cobrimos este anel e repetimos
o passo 2-~) e 3-) tantas vezes quanto requerer nossa precisao /
pré-fixada, (veja fig. 2 ); note gque o método nao converge nesces
, b

sariamente para «;, aquela raiz que determinou o 19 anel.
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Desde que j;, no passo 3=}, & positivo,

4 < 4 < g
2Ry 5 Ry 2Ry Ry wm R

em geral, depois de k passos, as ralizes de C{z) estdc no circulo

de raio 2&k, onde :
k

< 2 R.
Rk'“ g 40



A Saida para o caso nac incluido no Teorema:

Se,por exemplo, no passo 1, para um raio R, temos que

k Tk“l

T [g(0)]= 0 mas, [g(0)] n3o é constante; a coisa mais sim~-

ples a fazer & escolher um novo raio KR, onde 1/2< 8 < 1, diga -
mos £ = 3/4 & continuar com este valor. 8e isto acontece no pas

s0 3, entao usamos o valor 1< g < 2, {Isto &, fazemos uma trans-

lacao).

Observamos ainda que a velocidade de convergéncia do mé
todo n3oc é afetada pela multiplicidade dos zercs ou guande as /
ralizes estao agrupadas {13, pp.358]; além disso, em qualquer es-
tadgio do método, nds podemos substituir o processo por gqualquer

outro que convirija mails rapidamente.
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2.2-3 - O METODO DE BERNOULLI

Este & um método que calcula, a cada passo, a maior raiz em mddulo, de

un polindmio.
Para tanto, se temos
.
P(z) =2  +az ~+...+a_.z+a_ =9, 41
n 1 n

assumimos que suas rafzes, rj , sao distintas e que, portantc, podem ser orde—
nadas cowmo:
1

R

o

Esta equacac polinomial e suas raizes tem uma relacao com a equacao das dife-

rengas:

9= {alcxv_l + el + angv_n) , v=mn, ntl .... 4z,.a

qa= co , qa =, ees g gn~1 :cn-l' 42,b
Além disto, a solucao de (42, a) & da forma

qv-—*bgrt +b2r‘2’ ..+ bnri s v o=0,1,2 .... 43

(o, pp 98]. O pclindmio ( 41 ) & chamado de polindmio caracteristico da e

quacac (42, a ).
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Entao, para n valores iniciais, c:j , Cotemos facilmente os valores qv*:ﬁ,

a partir de (42, a}, (com n multiplicacoes).
Para v > 1 , temos:

r
2 1 ' pd
bg +bﬂ(~£:--- )V+1+ 4B {m_:;::_ }wl

nor
[ROR—— =4 r z l P
g i r r
it 2.V n.v
b o+ h T D o
. ‘i r; } . { 2 )

44

v «y
N S

1

cquando assumimos que b # 0 e, neste caso
i

9
1im ﬂ, = T

ftN
%4}

- %rks
ja que, ;;wg <1, para k = 2,3, ...

i

Este método consiste em usar {42, a )} vara computar sucessivos valores

de gv e entao computar o raio gv +l/gv até cue este conviria para ¥ .

1
A
i

i

A velocidade de convergencia & determinada pelo raio

Observamos cus para ocorrer corvergenaia do método, assundmos algusas

r i, {45 ) pode

restricoes sobre as rafzes de ( 41 ); quando irli = Ir,

ser verificado quarndo se faz algumas mmir”c’iwag&fm mas, quando r &  com
] X utt

vlexa, ou quando hd vArias raizes de maior maltiplicidade, ( 45 ) pode



n3o oocorrer. O nimerco de casos especiais € muito grande e cada um requer
uma certa modificacao do método, logo, como uma proposta geral, este mé-

todo é pior que ¢ de Lehmer-Schur.
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CaPTIULO 3

O ALGORITMD COMPOSTO

3.1 = INTRODUGED

Apresentamos um algoritmo que calcula todas as rafizes de um polinamio
real. O algoritmo & comgosto de diversos metodos basicos, conhecidos, que
dao informacOes sobre zeros de polindmios e ndo & restrito a uma classe de
polindmios oom caracteristicas particulares se nao a de terem coeficientes
reais, em particular, este algoritmo & eficiente no calculo de zeros de po

lirdmios que contém zeros miiltiplos.

3,2 =~ DESCRICAO

Inicialmente 0s coeficientes do polinfmio dado s3o escalados, de manedi
ra a minimizar suas variactes de ordem de magnitude. O polindamio escalado
e entdo fatorado, através do uso do algoritmo euclideano para obtencdo  do
maior divisor comm do polintmio e sua derivada, em "m" fatores polinomiais;
e assim cada fator polinomial contém somente zeros simples. Se os graus dos
fatores polinomiais s8o menores que trés, os zeros sac encontrados diretamen

te; genao, o sequinte algoritmo & usado:

1 -~ Os zeros reais sac obtidos com o uso do Teorems de Sturm cam ©
cqual é encontrado um intervalo contendo um tinico zero real. © conhecimento
destes intervalos permite o usc do Método de Newton~Raphson para cObtencao }_a_

pida de cada zero.

2 - Usando os valores dos zeros reals, un intervalo @ encontrado
o qual K + 1 pontos sao determinados, X sendn o nimero de zeros complexos a

determinar. Uma interpolagac polinomial, C{z} = P(z) / R(z) & unicamente de



terminada pelos K + 1 pontos, z;» € seus valores associados, Y,i = P{zi)/R(zi}
parai=1,...,K+ 1; onde P(z) representa o fator polinomial cam o qual es-
tamos trabalhando, R({z) representa o polinzxnio contendo ©8 zZeros reais de
P(z) e C(z) serid o polinomio contendo os zeros complexos de P(z). Nio preci
samos nos preocupar can C(z) ocontendo zeros maltiplos porque cada fator poli

ncmial contém zeros simples samente.

3 - O polinamio C(z) pode entdo ter seus zeros calculados pelo uso
de um processo iterativo baseado em aproximacao de funcOes por uma funcao ra

cional que usa valores iniciais produzidos pelo Metodo de Lehmmer-Schur.

4 - Quando todos os zeros de todos os fatores polinomiais sac obti-
dos, eles sao submetidos a um processo de purificacao. Os zeros purificados
sao entao escalados de acordo com o fator de escala usado para os coeficien-

tes originais.

Para maior controle do algoritmo, observe o fluxograma:
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[PRETRINOES R ——.

Entrada dos coeficientes

H
t

Escala dos coeficientes §

|
Calculo dos fatores polinomiais
oom uso do algoritmo euclideano
para ¢ polintmio e sua derivada

¥

[T ——— o

|

Nao | Os fatores polinomiais tem zeros rea:ihs?% ;

CAloulo doszeros reais usando o ’I‘ecrmréf

de Sturm e o Metodo de Newton-Raphson | ;
¢ i

; ‘ Os fatores polinomiais tem zeros | Todos os zeros dos fato '

| complexos? | Nao A i res foram calculados? E

' > s;im } Sim
Calcule os coeficientes do polindmio ‘
interpolador que contém oS zeros com |  Processo de mrificagéo;

| e, A A

Calcule os zeros complexos usando 5:; | Escala dos zeros pu.‘rificgz
proximacgao por funcoes racionais ite | dos |
rativamente, usando valores iniciais > ]
produzidos pelo método de leammer - | ' Saida dos resultados. |

Nag seogﬁes sequintes discutimos detalhadamente cada uma das partes que com-

poem © algoritmo.
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3.2-1 - ESCAIA DOS COEFICIENTES

Obhservamos que uma amla variacao em ordem de magnitude dos coeficientes
de um polindmio, em geral, & uma fonte de problemas nos algoritmos para encon
trar raizes de polinomios. Com o propdsito de diminuir erros de arredondamen
to, consideramos um pré-processamento do polindmio atraves da escala uniforme
de todos os zeros.

Nefina a Variacao do Polindmio P(z),

0 .
n—-i
P(z) = T a, 2 ° 46
i=0
wOT
KNSR
VE(z) = log [ —— 47
M a !

Seia =z = z/5. Fntao, nara alqum s # 0, o polindmio escalado P_(z) = P(sz),

S
tem a variacac:

MAX a s’
—_—n

48
M la_s
n

Podemos entan escolher "s' de modo cue este minimize V (Pg) . Desta maneira.

o programa matematico node ser exmresso como:



MIN /4
8.4 t> la| s
d < ;ang s, u*\?éﬂ
49
d>» 9
s >0
Seja {a_} o conjunto dos coeficientes ndo rulos de P(z).
Y i=1,...M
Se fazemos as transformagoes:
T=logt , D=1logd
50
S=1logs e a, = log fa_ |, 1=121,....M.
!
verificamos que wum programa matematico eqguivalente a ( 49 ) a:
>0
* 51
i=131,... M ,
> (zi

cuja solucao, obtida por técnicas de programagac linear, produz o valor Stimo
para 5 o qual minimiza a variacao de P(z).
Chservames que © problema, tal cow formulado em ( 531 ) tem as seguintes

caracteristicas particulares:
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(1) S6 tem 3 varidveis: T, D e S; e cerca de 2M restrigoes

{ii) Sua funcao dbjetiva é T - D.

Sabemos que © uso do MEtodo Simplex, |10 e 111, & tio mais "complicado™
quanto maior for o numero de restricoes do problema, Assim, se o usamos dire
tamente em { 51 ) precisamos de cerca de 2M - 3 varidveis de folga e da
"fase 1", provavelmente para M variaveis; de modo que a caracteristica (i)
sugere o uso de outras técnicas. Uma primeira idéia seria a aplicagao do Mé
todo Dual - Simplex ; porém isto se torna inviavel sequnde a caracte -
ristica (i1). Portantc, a Unica saida € o uso do Método Simplex ao problema
Dual de ( 51 ) , o qual sb terd trés restricoes de iquaidade e cujo resultado
nos forne~, sem nenhum esforce addcional, a soiugéo de ( 51 } cquando traba-

thamos com o Simplex-Revisado (11, pp 5‘SJ .

Note que, qualdguer cque seia o polindmio de grau n:

n n-1 .
P(z) = az +az + ... +ta : a, R e a #0.
8 1 0 b A 0

rodemos considerar, sem perda de generalidade, que a

b}

i

1. Asgim, da defini~

cao de {aln b temos que n =0 e, portanto. para a formilacdo do problema
1

(51 Js



MIN ¥ ~x
1 2
S.a f x >0
; -
A “n X >0
i 2z 1 2
X -n X >

M ores
ot

i
i
1Y

w3l 30

e A S 91 X4

[ Y]
i
2

-% +nAX »-g

@ 28 &
?
L)
@
&
*»
L]
?

-% +nMW{35~¢M, T=x, D=y abr»*{

s

teros o seu problema dual:

MARK i + S SO y - - ) - e '
@ X, te ¥ Y 7 0w T %, Vs % Lom
54
{ w1
Sga. Y & Y + Y + »es Y{nj T
i 2 3 *
4 + S Yo, = 1
‘i&%l Y}!MZ yﬁM
-n ¥ - =Y, + +..0on, Y, =
n:a Y:«: na‘fgiu nM‘J.M nﬁ?{wz Ty Yog O

que, comc vemos, requer auxilio da fase 1, somente para uma varidvel artificial.

Passando & formulacao por gquadro, temos agora o problemas:
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53
Y Y oeeeenr Yy Yoo Yo ees You Yoo b
Y 1 1 1 0 0 0 0 1l
i
'Mi-l 0 0 0 1 1 1 0 1
YZMfl 0 ~n2 ~Ty 0 ng Ty 1 0
Donde:
(1) B = {1, M+l, ™M1}
| B! Xy
1 1 0 0 1
M1 0 1 0 1
M1 0 0 1 n

% = (0, 0, -1) B! = (0, 0, -1)

r = (0, 0,...0) - (0, 0, -1} I oeeeee 1 0 +.oun. O
0 ... 0 1 ... 1
M, e Ty M. Ty
4,

= (-nz, ee Ty e Ty

Como >'nj para i > 3, Yo sera a variavel indicada a entrar na

base (diminui o valor da funcao cbjetiva).



De 'l

M+l & 1 0

a+1F 0 0 1

determinamos que Yy, deverd salr da base. Entdo cbtemos:

{11} B = {1, w1, oM}
i
B Yo
1 1 0 0 1
M1 0 1 ~I/my | 1
M 0 0 1/11M 0

-

A= {0, 0, 0) B"F = {0, 0, 0)

T . {Q' 0 PP "‘1) bl @ = (G’ Op LI m:{-)

E, como todas as componentes de r sac mencres ou iquais a zerc, ja temos a
solucao Otima para { 57§ , (isto &, temos uma base inicial). Logo, para

resolvermps ( 52 ) temos que resolver:
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Yl Yz cus YM YM+]. YM+2 rees YE.M b
b 1 1 ces 1 0 0 4] 1
1
le 0 nz/nM eee 1 1l J,.--'nz/ﬁqM 0 1
YZM 0 —nz/nM eea=l 0 nz/r)M 1 0

Assim:

£ claro que, dado P(z) e deteminados os valores n; e ‘.

;¢ para

i=1, ... M, encontrar Y}, o otimo de ( 54 ) & tudo o que precisamos para

que { 51 ) seja resolvido, pois Xg =c_ B ',0 &timo de ( 51 ) . Dal, temos

B

-

os valores t, d e s - o valor ¢, B! & o Qltimo valor de A, quando encon -
Ea]

tramos o Otimo. -

Considere o polindmio:
P(z) = z% - 107822 + 10'®

Note que seus coeficientes estao "muito distantes":

Vip) = log =— ) = 26. Facamos entdo uma escala de modo a dimunuir
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Temos:
a =1 = 1
; n,
a = -10"¢ a = ~]10"38-
1 n,
= {0 = is
a2 an3 10
a = 10!®
3
Dorde:
n =0 a =0
1 1
nz =1 e Ctz = -8
n3=3 a3 = 18 M=1, 2,
Assim, nosso problema e:
MAX C = g O, 8, -'18' 0, “'“8, 18 !
Y Y Y Y Y b4
1 2 3 4 5 &
Yx 1 1 1 4] 0 0
Y“ 60 1/3 1 1 2/3 0
Y‘i 0 -1/3 -1 0 1/3 i
(1) B = {l! 4: 6} D= {21 3, 5}
-1
B Y‘B
1 i1 0 0 1
4 g 1 0O 1l




»o= (0, 0, 18) B™* = (0, 0, 18)

r = {8, ~-18, -8} - (0, 0O, 18) 1 1 0
V3 1 2/3
- - iV
Entxa YS /3 -1 13
‘3,‘
= {14, 0, ~14
Y =Y
5 5 .
&B fﬁ
1 1 o 0 1 4]
4 0 1 0 1

[
=
js]
et
-

2/3
@;}, ~+ Saird Y

e ®

Ternos

-3
B YB

1 1 0 0 1

4 0 i -2 1

5 §] 0 3 O

A= {0, 0, -8 10 0 N = (0, 0, ~24)
o0 i1 -2



[

Termos s

{TI1)

é.mJ

-
.

-~ 61

= (8, “lg, 18) ~ {Qr

Entra ¥
3

¥
~ 42, 42)

o, -28)] 1 1 0\

B L S

10 o 1 1

0 1 =2 1 (9 ~ Sai Y

)
5 o 3 0 | -3
p o= {1, 3, 5} . D o= {2, 4, 6}

-}
B Yo

1 -1/3 0 2/3 2/3

0 13 =2/3 1/3

0 1 1 -1
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X = (0, ~-18, -8) 1 ~1/3 2/3\ = (0, ~14, 4)
0 /3 -2/3
0 1 1
r = (8, O, 18) - (O, “14’ 4) l 0 OI =
1/3 1 0
\~1/3 0 1
= (14, 14, 14) » o que indica que ja atingimos o Gtimo.
Portanto:
v¢=2/3
v =1/3 Y* =Y* = ¥* = (
3 2 A 5
=1
e
z¥ = QY - 8Y + 18y + Oy + 8Y -~ 18y v
1 2 3 4 5 6
=6+ 8 =14
alem disto
7l o= /1 -1/3  2/3
0 1/3 =2/3
0 1 1
Donde:

X* = Cy B™! = (0, ~14, 4)
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Wk o= 14

T=0=l1log t

D= =14 = lovg d

wn
i

< 4 = log s

&
|l
&
w0
i

4 = |s=10"!, e P(sz), o polinomio escalado fica °

= 10V 223 w2 4 1028

Re!
[¢2]
—~—
N
Mo
H

oo

’ g menor que 26

Un exemplo que usa este resultado, usando tal fator de escala, & mostra
Y r 3 4 s oy >
do na tabela abaixo, na qual os coeficientes do poliromic wal-cordicionado
discutido em Wilkilson {: 3, oo 41 } sa0 mostrados antes e depois da es

cala.
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EXMPLO DE ESCALS DFE CORFICIENTES

P(z) = (z - 1)(z -2} ... (z - 20)

COEFICIENTES ORIGIIIAIS POTTNCIAS DE 7 COEFICIENTES ESCALADOS
.24329020N8176640 + 019 0 L100N0NNTNARA26232 + D01
~.8752948N36761600 + N19 1 -, 2987694068616923 + NN2
.1380375975364070  + 020 2 L3912780748756267 + (03
~-.1287093124515098 + 020 3 —-.3025732648207197 + NN4
.8037811822645051 + 019 4 L1571225021217127 + 005
-.3599979517947A07 + 019 5 ~.5843954115543346 + 0N5
.1206647803730373  + 019 A L162R647723686615 + NNA
-.31133364316139N6 + 018 7 -, 34A8534NK15756295 + NNG
.63030812n9929489 + N17 B LBR59739597035374 + N0A
-.1014229986551145 + N17 9 -,783N113R39688772 + NOA
.1307535010540395 + 0164 1in LR382839890A16433 + 006
-.1355851828995300 + 015 11 -, 721RAHHNY4ANNTARD + NDA
.11310276995381n0 + 014 12 LSNNNR1A12TA24668 + 006
-.7561111845000000 + 012 13 —-.277614505N337197 + 00HA
.4017177163000000  + 011 C 14 LA1274R852215667345 + N04
-.1672280820000000 4+ 010 15 ~.4234265940941486 + 005
.5332794600000000  + 008 16 .1121321100419947 + 005
-.1256850000000000 + 007 17 —-.2194/47643162539 + 004
. 20615000000000N0  + 005 18 .29893096777513580 + 003
~-.2100000000000000 + N03 19 —-.2528791827178865 + 002
.1000000000000000  + ON1 2N L10nnonnnnonnnann + 001

FATOR DE ESCALA = .830436091033 + N01

Note que os coeficientes do polin&nio original, de crdem de magnitude
maxima e minima sdo 10?° e 10 respectivamente, dando uma variacdo de 19 ,
enquanto no polindmio escalado, os coeficientes de ordem MAX e MIN sao 10
e 10°respectivamente, dando a variacao 5.

Experiencias mmeéricas em [ 15 } mostram que com a escala dos coe

ficientes hi uma consideravel melhora no processo de fatoragao do polindmio.



3,2-2 - FATORACED VIA MAIOR DIVISOR COMM

Nosso objetivo, nesta parte do algoritmo, & fatorar o polintmio determi-
nado na secgdo anterior.

Primeiramente geramos una secuencia de polindmios P, como:

{'
P = Polirdmio que estamos trabalhando

\
P_=MD.C. (P, P')
i i i
55

L

P,o=MD.C.EP, ., B! para L=
i 4.D.CL fmy l"*l} para i = 2,

g‘%
TEOREMA 1

Os zeros de P, que tem multiplicidade maior ou igual a "i" ApArecerac om

P..0s zeros de P, com multiplicidade menor que i nao aparecerid em P, para

L

Demostracac:

. , k . o
eia P cortendo o fator (z - 21) ; k> 1. O malor divisor conum de P,

4
- - k“l :
e P; contera o fator {2 - =z ) . E assim:
&

P = wes o {Z""Z)}:
i 1

s 6w

k1
P = ... {z~2)" " ...
2 1
kit i -
P, = ,..{z - 7} .as a 1=2, (...
i E :

A poténcia, k-i+l deverd ser maior que zero para que (z - z,) n3c seja constan

%e, portanto, k deverd ser maior ou igual a i.
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COROLARIO:

Seja m © menor inteiro para o qual € constante. Entao m & a maior

Pt-1
miltiplicidade de algum zero de P .
i

Seque dal que a sequéncia de polinfmios (55 ) pode terminar em P .

TEOREMA 2

O grau de }?iémj_@rqueoqrau de Pi+ para 1 < 1 < m-]1.

li

Damonstracao:

A demonstragao & obvia ja que o maior divisor comimm de um polinomio e sua

derivada deve ser de grau pelo menos Um a menos que o grau de polinomio .

Exemplo. 1:

 Seja P = z9 - 142% + 8527 - 29425 + 6392°% - 906z% + 83923 -~ 49022 +
- 164z - 24

(p,=z-D° z-2° z-3]

A sequéncia de polinomios gerados por (55 ) , & entd3o gerada:

P, = 2% - 82° +262" - 442> + 4127 - 20z + 4
P3=z“~“523+922—-72+l
Ph=zz--22+l

P =2z ~-1
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o seja

A partiyr do aue rotanos:

O zero 7z = 1 de multiplicidade S aparece em P ,...,P .
H i &

0 zerc z =2 de multiplicidade 3 aparece em P , P e P .
2 . i z 3

0 zevo z = 3 de multiplicidade 1 aparece em P .

O processo de fatoragao termina quando algum P, e sua derivada séo rela

tivamente primos. Usando o algoritme euclideano, P, eP ; sac usados  para

calounlar seu mador divisor oomum, ?i 41’ o e ((oH

= P,
1,0 i

w T2

nh
. . F A, , + o,
i,k-1 1,k By L Ti kL
. I gkc<k

jon =, :
¥i,ki-1 “z-,ki pl,ki ’
onde k & o primeiro inteiro para o qual Pi p4q e milo. © maior divisor

comam de By & p, g, = PByyqr ex¥ceto quando py o € constante, emn qual caso
LAY
i

LK,
3
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Py nac é fatoravel. Assim, a sequéncia de polintmios, Py & calculada

para i =1, ... m,

Depois de gerar ogs P polirﬁnios, pcdemos obter facilmente outra secmég
cia de polinomios:

0 =Py /Py

onde m representa o Indice do Gltimo polinomio da sequéncia dos P polino -

mios e a maior multiplicidade de cualquer zero de Pl .

TEOREMA 3

Cada polindmio Q; conténm samente zeros simples.

Demonstracao:

Cada polindmio Q; & formado dividindo-se o polinomio P, pelo maior divi
sor ‘comi de p.e P!. Este maior divisor comum contem todos os fatores de grau
L
um a menos do grau daqueles fatores que aparecem em P’i. Assim, quando a divi

sao é efetuada, Q. conterad somente fatores lineares, e portanto zeros simples.
1

TEOREMA 4

Os zeros de Q; aparecem em P1 can multiplicidade maior ou igual a i.
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Demonstracao:

Este fato ven diretamente do Teorema 1 e da definicao de 0.

TEOREMA 5

Todos os fatores de Q, sao fatores de Q. para j < i.

Demonstracao:

Idem demonstracac anterior.

Exemplo 2:

Camo no exemplo 1, seda

=

Entao temos:

K
il
R
S
i
56,..&
o
Eainc
™
i

O Teorema 5 sugere a formacao de uma nova sequencia de polinGmios Q como:
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R
li
O
Ui
€20

Qi = Qi/Qi+l para 1 =m1l, ... 1,

[] I3 ”
para os quals obtemos o0s zeros de P: . Dols como cada Qi contem todos os fato
res que aparecem em Qi 17 quando os zeros de Qi +1 sao encontrados, os fatores
de O, sao "tirados" de 0; de maneira que estes mesmos zeros nao sejam en -

contrados outra vez.

Exemplo 3

Continuardo o Exemplo 1, usando os polindmios determinados no exemplo 2

e (58), temos os polindmios

0 = (-1
& =4

.
Q;=(.-2)
0 =1

§ = {z -~ 3)

TEOREMA 6

Qi contera somente aqueles zeros que aparecem em P1 cam multiplicidade 1,

para 1 = 1, ... , m.



Demonstracao:

Caomo mostramos no Teorema 4, 0s zaros de )y aparecem em P, com multiplici
dade maior ou igual que 1. Ouando 05 & dividido por 01 17 todos o8 zeros  de
maltiplicidade maior que i sdo tirados. Portanto, ), conterd somente aqueles

zeros que aparecen em P com rultiplicadade iqual a 1.

Os zeros dos { polindmios seran entao calculados. Se os graus dos O poli

#0mios 830 menores que 3, entao a equacao nolinomial & resolvida diretamente

¢
)

11, pp 105 | sendo, o algoritro descrito nas sequimtes secgCes & usado.

foe

Ixemplo 4

Portanto, para os polindmios determinados no Exemplo 3, conforme o Teore-

ma 6, temos que:

z =1 e zero de mudtiplicidade 5 e P

1 H

E = 2 W i [ " [ 1 an P
2 1

:Z - “% 111 111 33 113 kil 1 m p R
3 1

NOs temos alagumnas vantagens com este processo de fatoracao. Primeiro que,
a partir deste, estaremos trabalhando com nolindmios de graus menores que 3
grau do polindmio dado, e, sejyuxio, encontrando zeros de polinomios que contem

zeros simples somente.
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3.2-3 -~ CAICULO DOS ZEROS REAIS USANDO O THOREMA DE STURM E O

METODO DE NEWTON-RAPHSON.

Apds a fatoragdo do polindmio, estamos interessados em determinar os ze

ros reais de cada fator polinomial Qi'

- : : - : : . : - -
Existem maltos criterios parva delimitar, mum primeiro estagio, as rali -

zes de um polindmio. Agui consideramcs que:

r
Para qualquer raiz z de O;(z) = I ék K ,
k=0

Estamos assim determinando um intervalo real [-a,0] que contém todas as raizes

reais de Qi’ se ha raizes reais.

0O uso do Teorema de Sturm para separar zeros reals nao &, certamente, novo.
E particularmente proprio para ser usado no algoritmo camposto ja que a sequen-
cla de Sturm € gerada na obtencac no maior divisor comum de dois polindmios. A
lém disto permite obtencdo dos zeros reais sem usar deflacao explicita. Zeros

complexos serac considerados separadamente.

Usando Qi e sua derivada geramos tal sequencia de Sturm para o uso dos re-
sultados do Teorema de Sturm (2.2-1). Assim, o eixo real & pesquisado no senti-
1

do de determinarmos quantos zeros Cj}. (z) tem em !-a,al: se & verdade que C’)i(z;

oontem zeros reais, utilizamos o Teorema de Sturm sucessivamente para subinter-



w TE e

valos de comprimento h = 0.1, até determinarmos todos aqueles cue contenham
pelo menos un zero de O, (z); estes intervalos s3o entao divididos ao meio
sucessivamente, para oo O uso do mesmo teorema determinar intervalos "sufi
clentemente pequenos” contendo um Unico zero real - (& claro que podems ado
tar outra politica de pesquisa, porém, esta, de maneira geral, parece ser a

de menos esforge camutacional se o grau do polindmic & grande) .

Determinados estes intervalos, tomamos seus pontos medios, Xoe €
(f)i (X4 # 0, como valor inicial para o Metodo de Newton-Raphson:
b4 ¥ - < /(3 {m( ) 59

que iterage até que convergencia quadratica e realizada.

"suficienterente pequenc” @ impreciso, o que estamps objeti

Notamos gue
vando com tal afirmacio &8 a corwergencia de ( 39 ) que vode nao ocorrver. .
cordicdes necessdrias para que { 59 ) convirja gac dadas em "1z oo 1357,
porém acqui nao fazemos uso das mesmas. Em vez disto, incorporamos ao algorit
mo camosto um teste de proximidade que, a cada passo acusa se a iteracac ob

tida estd contida no intervalo determinado. Quando algqum X computado nao

r+1

o

estiver contide napels intervalo, abandonamos o valor X sl © e decidimoz com
gual dog subintervalos continuamos o metodo, se a esquerda de Xr ou & direita
de X, conforme a Regra do Sinal ... de maneira que se 130 estiverros
nos aproximando da raiz pelo Método de Newton-Raphson estaremos fazendo-o pelo
sempre convergente Método de Bisseccac. Notamos que o teste pode falhar quan-—
do, por exemplo, existe um ¥, nagquele intervalo tal cque ﬁi (XS) # 0 mas

5

OHX) =0, como:
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\,
A <
B
“ e
N, \\“\'«‘
‘ £ S e
Xp \ Xnes -
e I S \\\
I o Xay &1

Convergencia quadratica é realizada ja que cada fator polinomial contém somen

te zeros simples.

Esta parte do algoritmo & rapida apesar de requerer muitas avaliacoes de
sequencia de Sturm mesmo porque estas sao obtidas pelas formulas recursivas

definida em (1.2-2).

Se naoc ha zeros reais em Qi, entao os zeros complexos de ("31 sao calculados

pelo processo iterativo descrito em (2.6).
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3.2-4 - INTERPOLACAO POLIMCMIAL REPRESENTANDO ZEROS COMPLEXOS,

Depois de calculados os zeros reais de O, (z), os seus zeros complexos fal
tam ser calculados. Desde que nao temos informacoes quande as magnitudes dos
mesmos, evitamos usar deflacao explicita para determinar o polindmio que con -
teém os zeros complexos de 0,. Uma técnica diferente - supressao ~ é empregada:
oom oA infoxmagﬁo do nimero de zeros reais e os seus valores, um polindmio C‘i (z)

é construido, o cqual conterd os zeros camplexos de 0.

Ri(z) = (z - rl) (z - rz}... (z ~ rk), ordde os rj's renresentam os m
zeros de 51 60
Seja:
C;(z) = Gi(z)/Ri(z). 61
Se f’}i(z} tem grau n e Ry {z) tem grau m, cy (z) tem arau ¥k = {n - m). Usando

(k + 1) pontos determinamos uma interpolacao polinomial a cual define unicamente
C,; (2},
A

Definimos um intervalo entre o maximo e o minimo valores dos zeros reais e,
com este, (X + 3) pontos, igualmente espacados, sao determinados; os pontos ex-
tremos serao ignorados ja que R, (z)=0 para estes. Os restantes (k + 1) pontos,
Xj, sao usados com seus valores associados zj = éi (X_-‘)/Ri (X-j} , para construir o
polinomic de grau k, como em (1.2-1).

Note porém que Ry (Iij') pode ser nulo para algum dos Xj escolhidos. Camo pre
caugao, portanto, introduzimos um teste que acuse este fato. Quando isto for a
cusado, escolheremns um novo conjunto de Xj 's.

Determinado o polindmio interpolador usamos o processo descrito na secgao

sequinte para calcular os zeros de Cj {z).
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3.2~% - CALCULO DOS ZEROS COMPLEXOS USENDO O METODO DE LEHMMER-

SCHUR E FINCOES ITERATIVAS.

Ui mekodo iterativo DAra encontyar Os Zeros oonplevos & dado, raseado
em aproximacoes de o (z}/ﬂjﬁ {z) por funcoes racionais que sao montadas a par

tir de valores previamente computados.

As trés fungoes racionals usadag no algoritmo composto sao:

Ll {7} 2z - B
i - i

C‘; {2} h + oz

c.iz) 7 - A oLz

‘1 = : i
e s 2 onde T, (2) = B
=g f?} b+ oz 1 WH

i 5 £ : A £

Cada umz destas expressOes contém trés incbunitas: A, b e . Usando tres

ser e

valores indciais z , 2 e z , umcomjunto de trés e
1 2 3 ’

solvido para cada uma das funcOes racionais. B lnica incOonita oue nos in

teressa é A, a qual & uma aproximacac para um zero de C, {2}, para

&

3
=1, 2ed

e g

&

Dutra aproximacao, A , & também usada A que poucos cAloulos sao neces

w

sarios para produzi-la; & a aproximacao obtida pelo MBtodo de Newhon-Raphson.
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Em cada passo do processo iterativo, os calculos sao feitos usando

Z., 2 ) mpara

1 ordenados de modo que C; (z) 2 Cylz,, ) > C1 (z,

i+1’ %i+42 i+2

as sequintes aproximacoes de um zero de C (z); onde

N 5
i

F = Ci(z)/(:‘i(z) :

(z

~F,)

141 %42) (Bpnm2y) (B T

(2407 24p) Wy F+ -2, ) By o Fi )
— i" - 4 ; - k' 2 .y 2
A =g 4 (21723 49) (24725150 | 02y 72 )423F =20 G F
=z
2 i+2 D
onde 63
. — — { 1
D= (2;,17255) | 2iFi=2{ gFipy +(zm2y0) | 28 F 28 Fin
_ !
A7 P P 64
i+2
a o e B ) 7))
% i+2 B
— —— A pa—_
(25 4172547 (237%540) (24 57%5)
+ J
B
65
onde
E o= (25 1072540) B Fy )72 1) i 57Fi4)
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Depois que A , A , A e A sac calculadas, §:’33 (z)! & camutado vara ca
1 Z 3 i )

da uma destas 4 aproximacoes. Aguela A, que produzir O mencr valor absoluto

de C, (Aj} » indicando que esta Aj & a mails proxima de um zero de o (z}, & es

lhida para ser usada na proxima iteragdo, guando trocamos zZ, BOr 2, .

B oSy - E 3 IN'
Zi4q POT Zyio @ Z pela nova aproximacao.

o~

Este rrocesso oontinua ate que uma das aproximagtes satisfaca o seguin-—

o

Erin de convergencias

[{f

te crit

tida, pelo criterio, cono un zero de C, (21,

&

(03}

fuando uma aproximacdo z

o

lagao explicita & usada, isto & C, (z) & dividido por (z-z) (z~z_ ), onde
s Yoo

z., & o conjugado oomplexo de z; e O processo continua apds obtencio de
tres novos valores iniciais ... Até que todos os zeros de C, {2) s3o encontra
i &

Una vantagem deste processo € que, a cada iteragac, a melhor de e

o

alternativas & ssonlhida; além disto as fungOes iteratives néo sao afetadas

quando hi agrupamento de zeros e suas ordens de corwergencia s@o de  1.54

£

para funcees coom fatores lineares no denominador, e 1,93 quarde com fatores

a padraticos

g;

J& cue esta parte do algoritmo camposto usa deflagao explicita, cuida -
dos especiais devenm ser tomados para a selegao dos valares inicials de manei
ra que determinemos zeros em crdem crescente de magnitude., £, & isto o que

faz, aproyimadamente, o Metodo de Lehmmer-Schur, © gqual USENOS Como:

%
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Selecao dos Valores Iniciais

Usando o Metodo de Lehmmer-Schur, o plano complexo & pesquisade no senti
do de procurarmos um anel, R < |z| < 2R, contendo um zerc do fator polinomial
C; (z). Este anel e entdo coberte por discos fechados até que encontremos unm
destes Dk(c:k, 4/5R) contendo um zero de Ci {(z}. Como estamos procurando valo—
res iniciais para o método iterativo descrito anteriormente, logo apds a de
terminacao do primeiro disco contendo um zero, Dy x (ck*, 4/5R), tomamos © seu
centro, Ck*’ como um dos valores inicilais, zi, e, a partir deste, escolhemos
os outros dois valores, z ez, sobre circunferencia do disco, a uma distan—

3
cia Rde z , de maneira que estes fiquem "perto” da origem.
1

Assim, se

3 . ik*Fv/4
Z =Cy = Tt De /
1 2 cos't/R

onde k* representa o Indice para o qual |z - ck? < 4/5R contém um zero de

Ci(z), temos ¢

> = 3 r é.ik /4 ,«
! 2 cosT/8
i (k*n/ b/
. - g U8 e

e Sl
, = Rel(k n/4~1/8)

com os quais iniciamos o metodo iterativo que convergird se aqueles valo -
res estiverem "suficientemente proximos" da raiz procurada (aproximadamente

a mais proxima da origem).
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Se aphs algumas iteragoes o método iterativo nao converge com agqueles Vi
jores iniciais, indicando gue estes nac estavam "suficientemente proximos”
usamos novanente o Metodo de Lehmmer-Schur, agora para o {1ltimo disco determi
nado, e, en seguida voltamos, com os novos valores iniciais, ao metodo itera~
tivo... E assim, sucessivamente, até gue ocorra convergencia, o que & daranti

do, 3a que o MBtodo de Lehmmer~Schur € globalmente convergente.

3.2-6 - PURIFICACAD DOS ZEROS

Ohgervarts (ue por mais eficientes que tenhan sido os métodos utilizados
ne calculo dos zeros de um polindmio, aqueles, por serem metodos numéricos
naoc produzem estes oo precisac absoluta. Visando resultadeos ainda mais pre—

cisos, nesta parte final do algoritmo comosto, submetemos todos o8 zeros .

reals e complexcs, determinados, a um processo de purificacs

o, isto &, consi-
deramo-os oo valores inlcials para © uso do Matexdo de Newton-Raphson, atra-

ves do polindmio original.

Esta purificacao, em geral, nao requer mais que 3 iterecoes, além 49 cue

& compensado pela precisao cohtida.

b

Feito isto resta-se somente usar o fator escala obtido em (3.2=1) para os

4=

zeros purificados. De modo que, se até entao determinamos z,, 1 = 1,2,...,10,

nosso resultado final & dado por

f%'azj R i=1, 2,....1n .
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3.3 - ESTABILIDADE DO ALGORITMO CCMPOSTO

As partes do algoritmo composto usadas no calculo de zeros de polindmios
tem mostrado serem estaveis e seguras. O Método de Newton-Raphson & tido co-
mo um dos mais satisfatOrios entre os algoritmos que encontram raizes, se con
ta com valores iniciais suficientemente proximos dos zeros procurados, 0s
quais sao obtidos pelas aplicagoes do Teorema de Stwrm. Além disto, o proces
so de fatoragao produz polindmios com zeros simples, o que pronorciona conver
gencia quadratica do mesmo.

As iteracoes que usam functes racionais sao estaveis se contam, também ,
ocom valores suficientemente proximos dos zeros procurados, os cuais sao obti-
dos pelo lMetodo de Tehmmer-Schur.

Portanto, a parte mais delicada do algoritmo composto & o nrocesso de fa
toracaoc onde poden aparecer dificuldades quando dividimos polindmios e, por
causa de erros de arredondamente, este processo pode nac terminar normalmen
te.

O pré-processamento do polindmio, descrito em (2.1) € uma precaucao vara
evitar tais errcs de arredordamentc. Além disto, o processo de fatoragéo par
cial, descrito na seccao seguinte, proporciona o maximo de informacoes relati

vas aos zeros de nolinomios.

3.3-1 - FATORACKO PARCTAL

Quando © processo de fatoragao rao termina normalmente, pode ser
observado que algum Qi’ oo definido em { 57 ) nao foi fatorado por alqum
erro de arredondamento no calculo do maior divisor comm de P, e Pi. Isto &

ohservade quando os graus dos sucessivos Qi's tendem a permanecerem O Mesmos



e

ou nao decrescem. Para reconhecer quando isto ocorre, computamos os O‘i lovw

MOSP.

terem sido computados e comparamos © grau de ), oom 0 41t O

i+l
ogran de Qi deve ser maior cu igual que o de Qi_galg casc contrario, & Shvia a
imprecisao no calculo do M.D.C. (P ir P). Infelizmente este teste nem serpre
detecta quando isto ocorre. Porém, quando @ detectado, o cileulo dos zeros

de Qi" para i =k, k-1, ... 1, & contimuado, onde k dernota o Indice para o
qual Q}; falha na fatoracao. Isto tem resultado na determinacao de aproxima-
damente 302 dos zeros, os zeros digtintos de P s30 sempre determinados e os
10% des zeros nao encontrados sac atribuideos a erros cometidos na determina-

~ . vt 2 : mae
cao das multiplicidades dog zeros de SR 15 1.
Ay .

i

n

A determinacao das multiplicidades exatas destes zeros e muitas vezes pe

nosa. Duas técnicas diferentes poden ser usadas:

la.) Cada zero z encontrado em 0, 1 =1, ...k, & tirado do poli~-
nomio original até que o valor absoluto do pelindmio deflatado seija aproxima-
damente zero.

Sejam

o= P
'1 ¥
P,
=
r, = __ms,_;; o= Q{_“.
Py
Z=7
se z & camlexo, o fator T sdratico (z-2) {z~2 3 é que @ tirado do polinomio.
L
Para
(@) | pslzdl <e. , j=1...m e

pwj_(z)g > £y

m representa a multiplicidade de 2, onde ¢_ & uma tolerancia ahsoluta, ou
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- ipj(z) S f% , para algum 7,

j representa a multiplicidade de Z, onde & uma tolerancia relativa.

™
at

2a.) Para cada zero z encontrado em (),

.ll
(1)
;7

i=1, ... k, calculamos su
cessivas derivadas, O z}, até que encontramos ¢ primeiro §, j*%, tal que

TR - - —
Qz {z) #0, donde temos cue i* @ a multiplicidade de z.
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ATLORTTMD COMPOSTO

M.«.,
&
o
gt
-3
G
b-..&

Entrada do PolinOmio R F3 ]

P
N

I

o
=
o
{3
-
O
o=
@]
A

; T - ;
. H
i
{
[ PI + 1 = M.D.C.(PY, PI"}
i i
; r S
; I=1+1
é |
! i
!
! !
!

™2

1
g oene s Ko

Tatorado em QIT, T = 1,

e N—
Yo 2 H

e g L i
H

i

Temes Os fatores OIN, nao constantes, contendo sanents zeros

simples e gue tem multiplicidade IN em P1,



C Calculo dos zercs reais de cada fator

) P ~
Qmchzj«&qu + .. G

——

e A 1 i SR i R \
i

Com o uso do Teorema de Sturm,

0 tem zercs reais |-b, bl ?

ST™

BIN tem zercs em |-b, 01 2 b MAQ

S5IM

i
H
{

 Uso do Teorema de Sturm, sucessiva
mente, para intervalos de compri -

 mento h = 0.1 (para determinar quais

contém pelo menos 1 zero de OIN)

i,
Y
. ¢ -y —
JIN tem zeros em 0, bj 7
51T
r

Mnalogamente

C Até agui temos informagoes quanto ac numero de zeros
reais em subintervalos de [~b, b] , de comprimento

h=0.1;
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Y
Uso do Teorema de Sturm, agora 1

dividindo ao meio cada subin - %
tervalo até encontrar ajqueles ‘
|

INJ contendo um Gnico zero real

;
|
!

Tomamos XNJ0, o ponto médic dos INJ;

se QIN(XNJO) # 0, consideramos agque—

i
i

le como valor inicial para o Método

de Newton-Raphson.

!

1]
1Y

X +

Testar, a cada iteragao, se X1 -

- QIN (xr) / oIt (xr) , estd em INJ. Se

nao estiver, através da Regra de Sinal

determinar com qual subintervalo continuar

Temos RIN = fator de 0IN que contém todos 0s zeros
reais de QIN,

J

3
¥

OIN tem zeros cOMPlexOS? | ey 1

SIM, 2m

Interpolar em [MB\I, MAX‘Q , usando
k + 1 pontos, z,, e k + 1 pontos,

Y, = Qm(?ii) / RIN(z,)




fator de OIN gue contém todos os seus

ZEI0S Complexos,

C Calculo dos zeros complexos

5 Uso do Método de Lehmmer-Schur para

H
i
i

determinar um disco contendo um zero

,
i
A
i
i
&

| de CIN

A partir do centro deste, ¢ =

%

i
:
E
i
|
i

3 o TS :
SRS ~ P °7, fazemos:

; % i {kw /441 /8

- . = ot (n/4T/8)

! ! 2

iflkn/d-n/8)

. 2 =g ot VET/B)

Lo !

i H - N . M M
{ f Donde ohtamos os valores indciais

para o metodo iterativo.

H

; - : v ;
] e Toulo de YA Y , tp w . Haow , e By u g

3 2 3 5 |

i

« e f + -
Apuele A, tal que [CIN (Aj) = 0 & esco
4 -

; P ¥ o ¥ 3
1 lhide para continuar o metedo iterati-

3 vo atd que este conviria para um zero.
-,‘ - 3
Py S8IM

(CTN(z)) = 2m Pl 8y 1

NAO

w

a0 com o fator mmdrétioog
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Todos os zeros de P foram calculados

Determinar as maltiplicidades

de cada zero do polindmio.
' |

Purificacao dos zeros emmtrado%

i
§

Escala dos zeros purificados
o
SATDA

1
i

|

W
Todos os zeros de DIN foram encontrados

\':l/
[ —————— e
PIN = IN + 1 i
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O Algoritmo Comosto apresenta bons resultados

atribuldos aos sequintes fatores:

Preprocessaments do polinfmio original usands uma escala Otima para

nminimizar variagtes de orden de magnitude.

Obtencao de fatores polinomiais, de graus menores que © do polind -
nmio, gue contém somente zercos simples e/ou colhendo tantas informa—

coes quante possivel quando a fatoracao & parcial.

Uso do Metodo de Newton-Raphson Sunto com o Método de Sturm o que -
garante a obten¢dc de todos os zeros reais de todos os fatores poli

s o d ) Pl Wy b
NOMIALS, Sem usar def 1BCA0 @X’Qli(ﬁ'it?.

Computacdo dos zeros camplexos dos fatores polinomiais atraves da
camputacado dos zeros de rolindmios interpoladores - evitando defla-
cdo explicita dos zeros reais - obtidos em aproximacdo por fungoes

racionais que usam informagtes de trés pontos do plano complexo, ob

tidos pelo Metodo de Lehmmer-Schur que € globalmente convergente.

Purificacdo dos zeros encontrados.
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EXEMPLO:

Com o uso do algoritmo composto, calcular todas as raizes do polindmio

P(z) = 2% = 225 + 32" - 423 + 322 - 2z + 1

SOLUCERO:
P F—

A partir do polintmio dado, construfmos uma sequencia de polindmios como
descritoc em ( 55 ) (* uso do algoritmo euclideano para o cdlculo do M.D.C.

de Pe P’ %), Assim, temos:

P o~ Pl(z) = 2% - 225 + 3z - 42% + 322 - 22 + 1
P —‘»‘P;(z) = 62z°% - 10z% + 1222 + 6z ~ 2
p“2=z"-—3z3+322~32+2 (1)
pl’3=z3-zz+z—-1 (2)

p =0 (3)

e, coano P, # CTE, temos que MDC <Px' P;) =p“3 =P2 “

Entac

Pz(z)zza—z2+z—l
e podemos ter P&(z) fatorade como !

P {z) =0Q (2) P (2)

1 1 )

portanto:

f_'}l(z) =23 - 22 +2 -1 (4)



mg}am

p 2® 22343242 4322~ 2241

¢4
> S s b 5 1
~z8 45z -2z 4 2y 3z le gy
3 3
15, » 23
, i B Py F o yey 2
{1) 34" (A VA '1“»&2?: 3Z+l
165 4.2 52,1 1
57 Sy tploy Slog 2isin
I S S S S
2 ; 3
4.0 4 5.4 2 8
o bt P2 Loy oo
5% TEE TRETTRE g
P o=zt -3z ~ 3z + 2
v
{2}
9z %~ 9724 Oz-9
p. =2 =2t 42 -1
bop3

FREC T A X PR U

& 3 2
A A

A A

(H

foile

| 325-52%462° ~62%+32~1

P o2"-32%4322-3242

32 + 4

s
3
£
[
B2
ko
N
i
o

3 z
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P> 2% w275432" 42 4322 22+1 | z23-z%42-1  « p

3

6 5. g o3
~zb 4 25 2% 2
A A = |

Sz =3z 3 3z%-22+1

25__ 2‘04_ 23_, ,-zz

(4)
2422z 4222~ 2z+1
~z 4 2% 224 2
-2 3472241
23z 4zm1
G
i A ]
P 0 =z 2tz -1
.o
Continuando ¢ processo de fatoracao, fazemos a mesma coisa para o fator
P {z):
2
o =P (2) =2 -2 +2 -1
2728 2
D = Pliz) = 322 - 22 + 1 %))
271 2
¥ = e 2
ara (5)
noo=0
T 23

donde, como p & una constante, temos que P (z) e P'(z) sac relativamente
T2r 2 2 2

primos; portanto o processo de fatoracao terminou. Assim  temos:

(i) Pz} = Q (2) Q (z)
1 z



D 2= 2% z-1

23
o
¥

2,4 1
~z 2t~z

—dz24gy1
. 3 3 ‘
(5) 3

1,2.2,.1

34775775

P2y 2 ¥
3 el
w3726
Azl
(&) ~dz+8

OTE ==P & Pf
h = 2 2

z - 2
3z + 4

sao primos

|

el
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onde

»
D
i

3 ?’(z)/pz(z)zz‘nzz+z-1 (4)

0]

i

Q (z) =P (2)
2 2

Alem disso, sabemos que os zeros dos Qi‘s en (i) s3o simples e que 2

é a maior multiplicidade de qualquer zero de P(z).

NOTA:  Na determinagao_de algum Q; pode ocorrer alguma divisac cujo resto

seja ndo nulo; & claro entao que houve erros no processo de fatora
¢ao, na determinacdo do MDC; Nestes casos continuamds a usar o Al-
goritmo Camposto para os Q ;s 1=1,...,K, onde K & o Indice do ul-
timo Q, determinado corretamente.

2p0s a determinacao de (1 )  construfmos uma nova sequéncia éi camo

definida em ( 58 ) donde obtemos

o =0/0 =1

0 =Q = 2 -224+z2-1

Observe, a partir de ( ii ) , que sO precisamos calcular os zeros de

) para determinarmos todos os zeros de P1 e que, alem disso , aqueles ze
2

ros terao multiplicidade 2 em P

Cilculeo dos zeros reais de (3

2

C(z) = 28 =22 +2-1
2



Im vrimeivo ludar det

AT

todas as rafzes reais de O_(2).

Saberos que, qualaquer que seda o,

ol < 2 (lta) M%) = 2 wax

I<k<3

assim, I = (-2, 2).

Soeed

s 1 intervalo

. > 3
calz de O

-+

I &R, o cual conten

Em sequndo lugar, com o uso do Teorema de Sturm, determinamos quantos

zeros de ©3 hi em (=2, 2) para, posteriormente, em caso rositivo, determi-
5 .

narmos subintervalos

formamos a sequencia

de I conterxlo um Unico zero real cada.

3 e g T pr——"
de Sturm para

2
A A A

B iz) =~z + 2,
212
0 Az} = -0
213
e Computamos :
6 (=2) =~11 <N

onde: V{(=-2) =2 ¢

V{-2) - v{2) = 1.

Aagora da mesma m

v{2y = 1. Logo, o numero

Aanaira

3, DeSLsamos

O

de zeros reais de O (z) &

e

i

Para tanto,

2

o semi-eixo real positivo (G,2).



O (0 =1
276
o O =1
2¢} *-.}
4
0 (0) =-2
2¢32
0 (0 =~9

V(0) = 2. E camo V(0)~V{(2)=2-1=1, temos que a unica raiz real de 6,, (z) esta
no intervalo (0,2).

Feito isto, usamos este método sucessivamente para intervalos de compri
mento, h=0.1 a partir do ponto zero, ate encontrarmos algum intervalo conten
do agquela raiz, para, com o ponto médio deste, usarmos o Método de Newton -
Raphson. Neste exemplo, quando nesquisamos o intervalo (0.9, 1.0) encontra-
mos que O (1.0)=0 e, portanto ja determinamos a raiz real de C)z (z). (*écla
ro que podemos pesquisar subintervalos de (0,2) de outras maneiras, por exem-
plo, se tivéssemos adotado o critério de ir dividindo ao meio os intervalos ,
num primeiro passo ja determinariamos que 1.0 & uma raiz de ﬁz (z). Porem, ’em

geral, esta nao & a melhor politica de pesquisa *).

Depois que determinamos todos 0s zeros reais do polintmio, evitando a de

flacao explicita do mesmo fazemos uma:

Interpolacac para determinar ¢ polindmio contendo os zeros complexos de (',"_}2 (2)

Sabemos que:
Q(z) =R (2) C (2),
2 1 2

onde R (z)=2~1 e C (z) seréd o polindmio contende todos os zeros camlexos de
1 2
Q (2).
2

Para determinammos C2 (z) precisamos de 3 pontos equidistantes 24, em uma



vizirhanca de 1, e ¥, =0 (zi)fziwl para 1 =.1, 2, 1 {de mancira
2

1
R(zi}#ﬁ,v =1, 2, 3)

Tomamos h = 1 e

z = =01, z =0.9 e z =109
H 2 ¥

donde temos:

Y =-1.11, ¥ = -n,181 e
1 2

Assim, formamos a tabela das diferencas progressivas

, ,
Y. | AY, | A%Y,
Yo M ATy
T i
I
-1.8L 0 a0
i i
| !
-1 boosr o0
é |
~1.81 | -n.81 | -1.A2
para obter o polintmic interpolador:
Ay
Cz) =Y 4+ AY (z=-2) 4+ - (z ~
2 5 o 0 ,
h
isto é

Co(z) =z%+ 1 .

C (z) = 2% + 1
2
entao
Cx(z) = z% + 1
2
e

cnae
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De acordo com © teorema (.o 36 ), este € o caso recisa de cuidados
P que p

especiais.
-
'I\:manms!3=3 e consideramos o anel
3 3 _
R =8R =B=7<|z|l < 53=28=28R =2R
1 o 0 1

0 qual contem um zero de C_(z) -

3 3 » 4 oy
Este anel pode ser completamente coberto por oito discos com raios g R

&

ikn/4 -
e centros 4 = —t e "/ para k =0,1,...,7 : isto e:
ZeosT/8
com raios:
dp - 43_.3
51 54 5
e centros:
¢, = 1.2176905 (coskl + i sen%ﬁ ) : k=0,1,...,7 .

: 3 ~ fm
Desta maneira, ze Cg(z) tem um zero em |z - C‘ki < p=23%5 , entao OC (z; =
La Fa

=C (pz + q) tem um zero em lz| <1, para algum Q.

Consideremos © = 1.2176905 1 .
2

Entao
CC?(Z) = Cz( % Z 4+ 1,2176905 1 ) = 2.25 z? + 3.6530715 i z ~ 0,4827701

cc:(z) = ~0,4827701 z% - 3.6530715 i z + 2.25



~0.4827701 | 2.25 z? + 3.6520715 1 z ~ 0.4827701 | +

]

T [ o= ]

-2.25 | ~0.4827701 2z - 3.6530715 1 z + 2,25 | =

i

= 6,4558172 i =z -~ 4.8294331

donde

T Q@ ] =-4.82 ... <0

e, portanto, de acordo com o teorema ( gp 34 ) existe uma railz de C (z) em
2

- vide figura abaixo.

i

9]

~
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Determinado um disco contendo um zero de Cz {z), fazemos:

z1 z c2 = 1.2176905 i
21 = 1.2176905 (cos n/2 + 1 sen 7/2)
z = 1.2176905 e /2

e tomamos 22 e z os pontos de interseccac daguele disco com o disco de raio
4 3

R:

. =33 . , =323
2 s 4

2

para comecar o processo iterativo que usa, em cada passo, a melhor de 4 aproxima

coes por funcOes racionais.

Temos z = 1.2176905 et /2
7 = 3 o1 /3
2 4
. =3 213
. 4
C (z) = -0.4827701
C_(z) = 0.7243588 + 0.4838902 1
C (z ) = 0.7243588 - 0.4838902 i
donde:
fcz(zl)! = 0.4827701
Ilc (z )] = |C (z)]| = 0.7588453
4 2 2 3

o

'S ® m
LIS A PR

FENTY

e
e
P

g
fe=a

trSe
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Assim , como

icz)| <jczylgic (z ]
2 1 2 2 2 3

fazemos uma reordenagdo dos {z,}? de modo que
I N I P
e,z 20,z )] 2 [c (2 )]

isto €, trocamos os valores de ;31 e z , demodo que agora temos

= (1,375 + 0.645187 i

™
i

0.375 + 0.645187 i

N
i

= 1,2176905 1

N
i

0.7243588 - 0.4838902 i

fi

C (z}
2 1

0.7243588 + 0,.4838902 1

i

C (z }
2 2z

C (z ) = -0.4827701
23

para, entdo, CONpUtArmos as aproximacoes:

fcitzy C'iz )|
i 2 2 2 1 :

i
!
e i
|
]

|
=z + ) zbz(zz) Cﬁmx):z
oo Cz ) C'iz 7 [z C'z
(z ~z)| 2P i b b (2 -z ) | Rd - 22
L i 13
P2 e (z) € (z)) oot ic(z) C(z))
L2 2 2 1 L2 2z
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s ™

[erz)] [ee)] |
(z -z )(z -z ) |2(z -z W+ 2% | =t | - z? |22
R R S 2 1 e (z) 2 ez )|
A = 2z + 21 Tt
2 3
D
orde
(et jcwz)”‘; ’
D= (z -z)%zt -z, { +
2 * lLc(zl)J C(z) |
~ L "oy Wi
g [c'(z)f fcrez )]
+(21_22)%2§“23i— zi{—-—z-*-z—;
w ‘_CZ (23) 2 L 2(22) JJ
€ (z)
A = 7 —.2 3_
3 3 Cl<7)
2 3
gwc'(z) C'(z )
(z -z )| 2l .2 2 (z~=2) + (z -z }(z -z )z ~z )
2 3;C(Z) C(Z) 1 3 2 3 2 1 i 3
L2y 2 2 |
A =2 +
L 3
P
one
[oiz) c'(z) | [cz) cle )
Fz(z:-—:z).““l-22 + {z -z ) Z - 2 ;
2 *lc@z) C(z) 2[C(z) C {z )
o2 1 2 2 2 3 2 AN

Aquela aproximacao Aj que resultar no menor valor de §C2 (2‘%} |, indicando
que esta Aj & a mais proxima de um zero de C (z) , & escolhida para ser usada
4
ra proxima iteracdo quando trocamos z1 por z , 2 por 2z & z nela nova
2z 2 3 3

aproximacao ...



Este processo continua até que

e o om0 ve

teste exemplo, j& sabemos, pois & evidente, que a raiz a determinar &

z = 1i, cawograude C (z) & 2, apds a determinacac deste, temos tambén

a outra raiz :«.:2 = ~1 i, BAgui o processe termina visto que jA encontramos

todas as rafzes de P(z), a saber:

[
i

Lr ocommaltiplicidade 2 em Plz)

[A]
)
=1
2o
oy,

z = 13, com mltiplicidade

z = -1i com moltiplicidade 2 an P(z)
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