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/',través de urna extensa pesquisa bibliográfica que os 

.r'létcdos N1.rrnér1cos mais conhecidos da litera·tura se a ~j_ar irtfonn.a 

méto:Jos restrib:)S a certas classes de polinâni.os tats c.urv-:1 'lOS que contôn 

sorrente zeros simples, ou contém somente ze:ros reais, et.c ••• 

na. qualquer raiz, real ou ccmple.:xa, de rolinânios cx:r:1 ccx::ficü:~nte.s reais,. 

resolvendo o maior nl'mero de dificuldades 



Desde tempos mui to remotos, os matenáticos vinham se interessando por 

obter zeros de polinânios por meio de fórrrulas exatas. 

I:b caso de polinânios de grau 2 

P (z) = ~ ? 2 + a z + a 
2 o 1 2 

a fórmula, p:rra obtenção das raizes, 

z. = 
~ 

-a 
1 

+ /a 2 - -4a a--
1 o 2 

2a 
o 

é conhecida há mais de 2. 000 anos. 

Entretanto, para polinâ:nios de graus 3 e 4, 
.. 

so apa:r.ecen fónnulas 

[1, pp 105 à 108] , no século XVI, e são atribuÍdas aos mateináticos italia -

nos Scipio del Ferro (1515) e Ferrari (1545). Depois destas, só no século 

XIX é que o prob1ena de encontrar zeros de !XJlinÔ:nios fica determinado quan-

do Galois (1831) provou o seguinte: 

Se n > 4, existe sempre uma equação de grau n que não é sol1.Ne1 por ra 

dicais, [1, pp 42i]. 

r:x=sta forma, para a canputação dos zeros de um polinânio, se este é de 

grau maior que quatro devenos recorrer a r·létodos !Jurnériros. 



~11itos prcx:es~,os fÍsicos, quimiaJs, e biolÓjicos &lO expressos m• tc:r -

rros de polinâ~ios, de mE~nelra que o cálcv,lo numérico dos zeros dt::o p:>linâ:nios 

ta'Tl mui. tas apliC'lÇ'C.lE!S na en:]"enlk-rria e na ciência. A determlnação das conJi-

ções de est.abil.idade de um circ."''.úto elétrico,Pür exe:nplo,é êmalisada atxavés 

do cálculo dos autovalores de um sistana diferencial, os quais são zeros 

seu polinê.rnio caractE:x-:fstico (p::>linânios contendo zeros mÚltiplos apan: .. 'CEYtr 

fr·a-1lJentanente :nestas a.r?lica:ções prát.icas), e assim, a, slmulaçã<J de ta.l cir 

cuito será tão m'lis precisa quant_o forem os métodos de cálculo errpregadrJ!::::. 

Objetivando ·:'i resolução de t..ais processos, muitos l\iêtoeios Nurnéricos tc!l:n 

sido desernlCllvi.do e, qeralr"!ertb~ traze:n tlrra ou d.iversas seqüÉ;nc1as de 

canple..xos, { zn} supcxndo sua convergência :r;ara os zeros dos p:::>linânios. .A 

escoll'...::1 do melhor rnétcdo nao é uma tarefa fácil já que para tal r.::J;:t.ssifica 

ção devEmos ar.alisar muitos fatores, entre os quais: convers;rê.ncia incondici~ 

nal, convergência qlobal, o:rdan de convergência, quantidade de trabalho, se 

gura..'1ça dos resultados, etc ••• 

Para t=nterder os problanas <Jlle su:r:·gem freqüentement.e no cál!.::ulo 

ro de raize~s de polinêmios, é necessário crJnh~er algumas de:finições e teor,~ 

rnas básic::os, rela ti .. vos a r:olinânios 1 e alc)Uils dos Mêtcdos Numéricos mais irn 

portantes, e/ou conhecidos, p..::!ra observar qtléUldo ocorrem dificuldades €1r< 

" ""'' . -suas apl:tcaçoes, v.tcie r 1 - 1 r 1 l 1 [ J !.. J i- 1 r ·1 - l v!2J,[3Jr[4.1, 5_,, _8, 9, _12_,,L13~,f.15Jt etc 



SlJM'illiO 

No CapÍtulo ~apresentamos algumas definições e teoremas básicos relati

vos a p:::>li.nânios, e alguns conceitos utilizados no decorrer da pesquisa. 

o Canitulo 2 contán alguns dos Mét.crlos Numéricos ma.is conhecidos que en 
k -

rontram raízes de polinânios. 

O CapÍtulo 3 desenvolve o Algoritmo Composto, uma proposta para det~ 

nação de todos os zeros de qualquer polinânio can coeficientes reais. 
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CAP!TOW 1 

l.l - DEFINIQjES Pl\siCAS E TIDREMAS 

I:efiníção ~: 

~ 

Seja C o corpo dos numeras comple..xos, e n um inteiro oosi ti vo. 

Entendererros }X) r ~linÔir.io n:"'l variável z, sobre o corpo C, a trx1a p_xpres 

sao da forma.: 

n n-j 
Pn(z) - [; a. z l ., 

j=0 .1 

onde a. e: H, a f O e z t: C. 
J o 

~ - ~ 

Os nurreros aj sao os coefi~entes do rxüinomio e n e o seu .P'~2:· 

Definição 2: 

Um núm::~ro z t: C e urna ra_i z ou um zero de P n ( z) se e scrnente se 

Teore.ma 1 "Teorem:l Furda.rnental da lllgebra" 

Um polinômio de grau r11:1.ior ou i qual a 1.1rn possui pelo 1\E'nos um zero. 

Teorema 2 "Teore."Ua da Fatoração" 

Se P (z) é um r:olinÔmio de qrau n, então existe um único conjunto de nu n 

neros complexos 
n 

{ 2 i } i=l tal que 



··- a (z 
o 

2 

z ) (z - z ) 
2 

(z ... z ) 
n 2 

As quantt.dad(~:S ser distintas. St~ e..xj_st.em r < n z~~n:::>Fl distin 

t.os z 
1

, ••• :zr' h:rrv)S, r:ara alguns .i.ntfüros 

m +m + •.• +mr=~n 
2 

P_, (z 
.:J 

. ., 
zero S:L'<.1P.lf~s. 

'I'eorena J 

> l,o 

,m 
z } 

). 
( )m 
z - z " 2 

2 

conjugado 

m , m , satlsfazenf1o : 
1 2 

dade. m cx-:x;:;·;l,cry,:os ocorrer'1 El()S Jk:'1res conjuqados e.m r:olinâ:nics com 

'ü:?orema 4 

p 
r1 

- p! (z_.) -
n J 

3 



m. 
P J {z. ) 'f: 0 

n J 
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onde Jc (zJ.) indica a k-ési.ma derivada de P {z) calculada no ronto z .• 
n n J 

Definição 4 

Dados, o polinêmio P n ( z) , e rnn seu divisor Om ( z) de qrau rn ~ n , vale a 

relacão: 
;, 

O p:>linânio P n-rn (z), obtido, é charnc1.do tnlinôrni.o _?eflacionado de P n (z) i obtê 

lo é deflacionar o poli.nêm:lo P n (z). 

Definição 5 

Um p::>linêmio é di to r'lc""ll-ronclicionado quando t:l!Tlé1 pequena perturbação em um 

ou mais CCEficientes resulta eiTi um grande erro em um ou mais zeros. 

Zeros múl ti.plos, próximos ou igualmente espaçados são considerados o:::mo 

una das mais sérias causas de mal-condicionamento. Observamos que, en geral , 

a precisão dos algori trros :para encontrar zeros de polinânios, decresce quando 

zeros múltiplos ocorrem. 



1. 2 ... C0l'K:1.;;I'l't:l_S lrriLI?J\IDS 

1. 2~·1 

J\ teoria usad.a em (3. 2-4) , onde um polinE:mü) é form:l.d<), é 

baseada no SE!(JU:inte teorf511il ; 

Dados (n + l) pontos distintos ~\li~'\, 
o 1 

I "' ..,. ,. c:::h.a .. mado Polinânio Intf~r-

p (X.) = y, 
n .1 J. 

para i -- rJ 1 1 f • • • li. 

além disto, se Y (X) é um r:olinêrnto de qr_·au menor ou Zl. n, r?nt...ão Y (X) e 

idêntica ao polinÔrnio que interrxüa seus (n + 

n 
+ ih, isto e, os igualmcmte e~ 

çados , urna mctneJra 

se do es-paço vetorial dos }XÜinêrnios 

t.o: 

(z-X ) (z-X ) , .... , (z-X ) ) } 
Q I O 

assim, qur..üquer CJ1J(~ ,'::l. n, ele pode 

ser escrito ccn1o: 
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P (z) = C + C (z - X ) + C (z - X ) (z - X ) + 
n o 1. o 2 o 1 

+ ... + C (Z - X ) (z - X ) • • • (Z - X ] ) 
n o 1 n-. 

4 

e os Cj obtidos quando se resolve o sisterrlêl formado de ( 4 ) quando f~ 

zerros Pn (X1 ) == Yi para i = O, 1, ••• n; ist.o Á, o sistema AC = Y, onde 

o o . . . o 

X -X o . . . () 
1 o 

.A = X -X (X -X ) (X --X ) () 
2 o 2 o 2 1 

(X -X ) (X -X ) 
'n o n 1 

• • • (X -X ) (X -X ) ••• (X -X 
1

) n 0 n 1 n n-.. 

c y 
o o 

c :::: c e y = y 

cn y 
n 

donde, oom o uso do qr1e charrk.1J110S diferenças proqr~ssi vas: 

AY \r 'y" 
LI i = ~i+l - i Dc'lra i = O , • • • n-1 

t:,ky, ::::; 1\k-ly 
" ... + 1 l l -

k-~ 
li i para k = 2, n 

i = o, n-k 
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taros a fórmula de: 

c ·- y 
!) o 

~ - ttY /k!hk para k = 1, 2, ... n, 

Observe qll?.': Pn {z), cc:rno r:>:xpresso E'111 4 nao se enoontra na fo:;"111c"1 

u..c::;ual, caro de:Einid.:1. e.m ( l ) ; porem f~sta e f:=acilmente ohti..da quando pfp-

tuanK'JS as mult.ip1icaçê~E:s e 1:eorden.arnos os valores assim obtidos. 

h vantagem deste nrocesso dP interpolação, alérn da forrnaç..ão recursiva, e 

a sirnpl.ic.idade de aplic<-~.ção que se deve ao r:e:1ueno esforrv;o canputacion..r:il. 1Ja 

prática, a p::":lrti:r· do conjunto ele valores dados: 

v y .._"·t.., 

i 1. 

X o 
~{ 

o 

X y 
1 

'{ ·n. 

construf..m::s a t . .::lbela das diferenças proqressi v as: 

ny *~ (1.AV n 
... i ' ,:i ... i 

-----·--·---·------....l---------·---·--- --~------------ ! 

y (1 () 
o 

v y -··Y = ~v ~- 1 .. o L}.>. o o 

"'! Y, _.,. 
, .. _.,. 0." 

2 "-
.;. 1 ~ .l l AY 

o 

-Y =-i\Y • 
n--1 n-l tN - 6Yn_2= ~ 2

Y -~> n-1 - n··· 
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cujos valores cliaqonais são utilizados em ( 5 ) , 

tJ.2.y 
P (z) = Y + b.Y (z- x) + --0 

(z- x
0

) (z- x
1

) + ..• 
n o o o 2h 2 

+ ..• (z - x ) (z - x ) • • • (z - x 1 ) 
o 1 n-
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1.2-2 

ün (jeral, a Bintétlca é referida à. 1J1tl linear 
... 

c'le t..'!ffi poHnonlio, istD e, qu.::mdo dividirnos P n (z) ror (z - z 
0

) e obtemos um 

quoc:ient.e B 
1 

( z) e um resto R ( z) • 
n-

}\.ss.im: 

l~ 

n 
,_ {z- zff.) J1 

1
(z) ~fm F~(z) , 

v n·-
6 

cruP n e H (z) urr..._-, cons-

H (z) --

rx:Jrta.nto' desenvolvendo 

n a
0
z "'4--- a 

( 6 ccrn a. suhsti tnição de· { 7 

n-1 
7, ·+· • • • + a 1z p- +a n 

+b ,)+·b 
n-.L n 

par-a k ··- 1, 2, .•. n 

7 

obterros de 

B 
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este almritrno, conhecido caro Ruffini -Horner, fornece os r.::neficientes 

b. f 

J 
j =O, l, ... n-1 Bn-l (z), e o resto R{z) = h . 

n 

Notarros que , dado um valor z, , p::rlerros cx:rnputar P n ( z 
0

) de acordo ca:n 

8 , já que 

P (z) - (z - z) B 1 {z
1
.) + R(z) = R(z) n o o o n-

isto é 

- }-. - ~-' n 

r:ode ser mnputado quando fazemos: 

B 1 (z) = (z- z ) C 2 (z ) +c 1 n- o n-- o n-

. ~ 
Ja que 

n•(z)=B 
1

(z) ... n n-

e portanto 

P' (z ) = c l . n o n--

9 

11 

12 
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!J.2 mtmeira BE:.'lT!f':]Jumte rx:x1emos obter fÓ11Tll1la:.:; rec::urstva.s para a 

de fatore!:; qu;::![Jrátic:os de P (z); em particular, para a 
n 

do fator 

quadrático det.P.:rrninado rxüo P<::II de números ca:nnlexos conjuqados = {l, + 01 

e z 0 = ct - fi: 
c 

z2 + Sz + r; 

! 
s 

;xxJcsrros escrever: 

p 
"n - (z 2 + Sz + p) B 2 (z) +R (z) n-. r 

onde B 11 _:~ (z) é urn polinÔrnio àe qrau menor ou iq1.1'1l t.JUe 

Sr'"'joJ:~ então 

! R (z} -~ 

n-2 -- }) z 
o 

b 1z + b n- n 

i'\ssim, ck~sen:vo 1 verr1o 14 ) cc:rn a. s1Jbsti.tuiçfío (lf'~ 

fEn::mula D2ctrrsi va 

14 

R (z) ele crrau 
1 

15 
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b = ao o 

b :::: a - Sh 
1 1 o 

b. = a. - Sh. 1 - pbj-2 j = 2, 3, ... n-1 
J J J-

bn = a - pbn-2 16 
n 

Observamos que quando a divisão sintética é usada para extrair fatores 

oontendo raízes do rolinâ:u.o P n (z), este pr<x::esso é o já definido o:::xro de -

flação. 

Generalizanclo o uso da di vi são sintéti.ca de um rx:üinânio ror outro roli 

nômio, a seguinte nota~o r.x:rle ser usada: 

Dado um polinânio "P", o qual será dividido por Otltro polinômio "D", nós 

terros cx::m:) quociente um :r:olinêmio "T" e um resto ''R", de roc:xio que, se : 

temos que: 

onde 

p 
n k 
z:: f\ z 

k=o 

P = TD + R, 

n-m 
T = L 

k=o 

onde P é de grau n 

onde D é de grau r.1 < n 

onde T é de qrau n-m 
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m-1 
zk R ·- 'I" rk '--

k=:o 
orrle H é de qrau m-1 

e 

{ 

t := p /d 
n-m ·n m 

min(k,n-m) 
tk-m = (1\: - r 

j=k-n-1 
t. d ) 

.J k-j 1<\n k = n-1, .•. m 

min(k,n-m) 
r =n.- 2: 

k 'K . 
k ·- n, ••tt m-1. 

]==<) 
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1. 2-3 - AI.IDlllTM) EUCLIDI:AN) PARA POLn01IOS 

O algori trro euclideano é usualrrente descri to cr:no um processo que enm.!2. 

tra o maior divisor canum de dois intBiros e sua dem:mstração aparece em li 

vros de Teoria dos Nlll11er0s, [ 1, pp 15 ] • Porém o algori t:rro euclideano pode 

ser aplicado a poli.nânios f (z) e g (z), exatamente o:::mo para dois inteiros 

quando fonnamos as identidades: 

g(z) = q (z) r (z) +r (z) 
. l l 2 

17 
r {z) = q (z) r (z) + r (z) 

1 2 2 3 

assim, quando buscarros o ~,LD.C. (f, q), buscarros o H.D.C. (g, r 
1
), ou o 

M.D.C. (r 
1

, r 
2

) ••• ou r-1.D.C. (rk-l' rk). .Já que os qraus dos oolinâ:nios r , r " .. . 1 2 

r 
3 
•••• decrescem, apÓs um núme...ro finito de pc"lssos, alqum rk+l deverá. ser nulo 

e portanto, o H.D.C. ( rk-l' rk) = rk' a rrenos de uma constante, donde: 

H.D.C. (f, q) = rk 

exceto quando rk é uma constante, E'Jn qual caso terros que f ( z) e g ( z) sao rela 

ti varrv:mte priríos . 



It:YjO 

l\1as 

P (z) 
n 

D I c•) ...... n. \,.r.~' 

~ .. ··.::: ·~ 

n 
.... 

*~"' 

' !z 

- 14 -

qrau n 

n n-1 n-2 z +a z +a z + ... +a .1z + an 
1 2. n-. 

( n "\' 
l + L -E) \ z 

' 

< 

l 
< (k .. _ 1, 2 , • • • n) , t.erc-:rnos 

1 
~!..- 1 1 l 1 

<' + + + + 1 - < 1 . . . ·-· 
') ?2. 23 '>n 2n 

"-
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Donde 

1 

lz! 
; I 2 

(k = 1, 2, • • • n) ~ P (z) ~ O n 
< 

isto é: 

ou: 

Se Pn (z) == O , ent.ão e:'dste Y.:
0

, 1 < k 
0 

< n , t-1.l que 

1 11/k 
:~ . o 1 

'.o 

z 

Por ma.ior razão: 

Se P (z) == O n então 

> 
2 

I :1/k 
~~ 

I i 
;Z 

Se z e um ze....">"'Q de P n {z} , então 

\z) < 2MAX I 1l/k 
i~ 

l<k<n 

1 
> 

2 

18 

OUtra delimitação para as raízes de polinânios é a seguinte: 

Se z é tal que Pn (z) -- O, então 

lz\ < 1 + ~ !a./a I , 
:1 í) 

[8, pp 71]. 19 
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C\P1:TIJIO 2 

Neste r..apí tulo, apresE>Iltamos alrruns p:n)();'~ssos para CXke..nçâo (ÍOS 

zeros de um rx-11inêrn.:io. 

2. l •• M1?ror:.oS ITft::.PATIVOS 

Entre os nrocessos que calcula':! zr'!ros clr' pcJlinôrnio~3, rUscutilXJS aq;.ü os 

rriit.od:::>s i teratJ \70S rrais ÍJ'<r:o:rtantes e cmaJs ll'>O no nlqori t.mo CCll'n 

posto. 

1Jn"k'1 funcão de iteracão "c!>'' ~ de::'inida 0~')!1'() ~-;enrl.o a func~o que "leva" os 
--~~------·----·-·· -

z. ' l 

on:.1e 

z. 
J.-·n 

em z.+l J. .. 

dJ ( z.
1
. , z . 

1 
, . . . , 

l:·-

z. J.-n 

corno: 

·-n 
) ~--

p (z) - (). 
n 

Defina o erro relativo n..:1. j_.--ésilTli~ COJT)('J 

ondP z é uma. raiz dE~ Pn(z) == n. ?\, f - '! . t -n.Sst:trra cn1e a . unçao ce 1. ·eracao 
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gente, isto c, que ocorre 

z =o 11m z1 1-!KX> 

- 17 -

~ 

se c>..'i.ste um numero real n ~ 1, tal que: 

lim 
i-4<:0 

IE:i+ll 

lei la 
=c 

20 

entc~o n. e a on1eJTt de o:mverqência da função r)l e c e a const .. ante assintótica 

de erro. I<.oto c:uer c1iz<?r que o erro relativo estii <iecrescencl.o de Es 

ta (k:finicã0 de orden dP converqência assume z CX!Tn raiz simpler-;; rrJando z e 

rc1Últinla, e.r:~ crer<ü, as funcôes de iteração tem ordem 0C": cnnw,rqência :-renor. 

Un rvétodo iterativo irlpliC"...a errt sucessivas aproximações que, sob certas oon 

dicões ( Teo. l), Ojnverrrem para uma raiz da pquacão oolü1or:rLal. r~Jando uma 

aproxim:":lcâo nara uma ratz, z, satisfaz o critério de conveméncia, isto 
~ 

e, 

1Pn(zi+l) 1 <c , E> o, o fator linear (z- zi+l) é tirado do ]X)]J.nôrüo; ou se 

~ 'l F dr- ' ( ) ( ) ~ - ' ~ d z. +l e cxr'!lJ exo, o -'-ator qua at1co z - z .. +l z - z. +l e q110 e tiraco, on e 1._ .. 1 .1 c 

z., 1 denota o o:mjuqado a::::rrrr:üexo de z~+l. O método iterativo é então anlicado 
1.-r_,_c ~ 

ao palinÔ!:lio deflacionado para o ec=ilculo da nróxima raiz. 

NILKILSON [ 3, pp 56 J discute os erros de arre:dondarne.ntos que ocorrem 

no Processo de deflacão e conclui que estes sao rrenores rruando os zeros são ex 

traidos ein ordE>..m crescente de magnitude. 

Observarros ainda que quando estarros usando um processo de razoave 1 esforço 

<X~T~putacional, os erros de arredond.a.roc:!ntos o:::&tetidos após cada oneraçao se pro-

p(1qam cumulativamf'mte pcd.endo afetar qraverrente os ~sultados finais. Nesses 
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alqum processo. 

Iterativos 

Seja a equaçao poli.N::rrtial 

21 

z = \-h 

de r~mo crue qualquer 

re 

TI:DREl'1l\. 1 

! 1 (• ) i ·r)) z : < 

converae para z. 

r;, 21 

::;er co locarla Th."l fo:rrnr1. 

22 

dt? ( 22 21 ). 

urn zero de P n ( z) OfiGle ocur 

k o 1 1, ... 
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2.1-l - O ~ DE NEVllON-RAPII..cnN 

O tlêtoio de Nevlton-Raohson aproxima. P n (z) oor urna reta, através do desen 

volvim2nto de Taylor para Pn (z), o que resulta na sequinte iteração: 

cb(z.) = 
1. 

= z
1
. - P ( z . ) /P ' ( z . ) 

n 1 n 1 
23 

e P' (z.) é a primeira deri 
n 1 

vada de Pn (z) o:::mJPutada eiTt zi ( este método não é restrito as funcões oolinani 

ais). 

O f'~tcx'lo de nevlton-RJ.nhson é restante Útil para a resolução de equações 

r:olinomiais já que o valor do p::üinêxnio e sua derivada p<rra um certo z1 , po -

deJTI ser calculados ror uma simples relação recursiva, oonfonre o alqoribno de 

di visão sintética. Este método tem ordem ôe converqência dois - converqência 

quadrática - ]'.X'lra zeros sir10les e 1 é menor, e.rn qeral, para zeros mÚltiplos. 

Uma ~~~f' - .::! ( _ _ ll'-.Au. 1caçao c te , 23 ) rtada por Schroder, produz a seguinte: 

z.+1 -- z
1
.- m P (z.),IP' (z.) 

1 _ n 1 n 1. 24 

oncte m é a mul tinlicifi..arlP. P.xata de um zero. Usando esta funcão de i teracão 

( 24 , a o._")nverrrêncié"l ~rmnece quadrática [2 1 pp 177] Poré.Jn, o conheci-

rrento prévio da mltin.Uci.dade de um zero, caro requer estc1. m:xlificacão, é r~ 

ro a rronos que algum p:roc.esso de fatoração, cano o descri to em ( 3. 2-2 ) , se-

ja realizado. Este oorém produz TXJlinômios contendo zeros s:inples, o que faz 

esta rrOOificação desnecessári.a. 
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A 

gência p:-i.ra o zero do r.x.)linâ:nio dado 1 oc:orre sa'*:mt.e quan:io a arnroximaçao 

inicial r~stá num;J vi.zinha:nç:a r.ecruen'1 daquelE~ zero - de maneira CJ1.1C ocorra 

/ Q' (z) < 1 .•. lY~s·ta vizinhança - • Por tanto, tJma txJa. aproxi.•·riiJ.<çi"io .ini c:i.a l 

é r1E'~cessária r .. ara o uso dest.1:: rrétodo. ·Note que quar,do traba.lhaYTIC~> corn 

rü:ni.os tendo Zf~rDs cx"l'nnlexos 1 a aproxilUêtçao inicial dAve sE:r cx::>mplexa. 

1\. eficiê~ncia~ mEudJ"a nade ser utilizada no ~J!étodo 

(t::apltulo 3) quaJ1do este métcdo é tl.sado. 
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2.1·2 - O ~ DE ~ 

Essencialmente, o Hétodo de Bairstow oonsiste em dete..rminar divisores 

quadráticos de polinômios. 

um r:oHnânio de grau n. 

n 
~ 

j=o 

n-j a. z 
J 

Considere um fator quadrátio:J 

d(z) = z 2 + sz + P. 

Se escrevemos 

25 

ond.e r 
0 

e r 
1 

, sao, obviamente, funcões de s e p, então determinar um divisor e 

xato, quadrático, de P n (z), significa determinar s e P de modo oue: 

Seja: 

{ 

r (s, p) = I) 

r~ (s, p) ~ n 

2 =z:.f-s 0 z+p 0 

26 
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llffi'l aproxiinixÇão paxa d ( z) • 

Desenvolvc~ndo r 
0 

( s , p) e r 
1 

( s , p) em sé.rif·~ df:! Taylor m1~na vi zinhan<;a 

de (s , p ) • tr.::l•los: 
I) " o ' 

r 
0 

(s , p) ·- r (s , p ) + 
o o o 

ar 
0 

+ 

ar . o 
(s , n ) (p - p ) + o . o . (l 

3P 

p) = r (s o ) + 
l ' 0 I " 0 

(s , o ) (s - s ) + o . o o 

+ 

Aha.ndonanrlo as potÊncias superiores a um de ( 27 ) e observando 

26 rx:xl.e .. mos escreve_r: 

;:Jr rir o 
(s o' p ()) (s s ()) 

( o 
(s O' p o) (p no) r fc: p c) -- + - -· "- o .. .:J (i ,!1 

8:3 6p 

"r ór
1 o 1 

(s o' (s s o) (s o' P o) {p T) ) p ~) P o) - + - ·- rl u' ' ll c as êlp 

n = P + (p - o ) 1 () . . o 

27 
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terros uma aproxinaç:ão, d ( z} , para d ( z) : 
1 

d (z) - z2 + s z + n 
1 1 1 

Repetindo o processo a r:x1rtir de d 
1 

( z) , obtemos urna sequnCia aproximação 

P.'lra d ( z) , e assim por diante 

Obtenção do Sistf>Jr.a ( 28 

Efetuando a di visão de P n ( z) oor d 
0 

( z) , ohter.ns o quociente 0 
0 

( z) e o res 

to, cujos <Xleficientes são r 
0 

(s 
0

, p 
0

) e r 
1 

(s 
0

, p 
0
). 

DifP...renciancto ( 25 em relação a p, ohtf"Jros: 

O = 0
11

_
2 

(z) + d (z) (z) 
ar o 

+ -- z + 
ap 3p 

Fazendo em ( 29 ) s e p i quais a s e p respect.i vamente, obtemos 
o o 

dQ 
O = Q {z) + d (z) 

o o é)p 

+ 
ar 

l 
(s , p ) 

o o 
âp 

o 

Observando ( 30 verros que; 

(z) + 
ar o 

(so, Po) z + 
ap 

29 

30 

(s , p ) e o . o sao os coeficientes do resto da di vi 
ap 
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sao ele Q 
0 

(z) per d 
0 
{z}, cem os t..rocaiios . Obt.i verros 2lSs.irn os coe fi -

cientes dt"! (p - p 
0

) em 28 ) • 

Analcgarnente, diferenciando { 25 ) em relação a s ,. e substituindo 

s e p por s
0 

e p 
0 

, obterros: 

+ 
d!:' 

l 

dS 
(s ' P ) ' o . o 

rlr 
(z) + 

as ds 
{ 'I so, no·' z + 

isto é, os or:ost.os dos coeficientes dP. (s - s 
0

) em ( 
ar o 

Q 
0 

(z) nor d 
0 
(z), ou seja, dividin~1o-se 

28 } são obtidos 

di.ndo-se z 
êls 

óp 
(s , p ) z o . o tXJr d (z). 

o + 

O processo continua até atinqi:rrnos a precisão dese!:íada. 

tJrn cri t.é.rio de parac1""1 pede ser: 

+ 

+ 

·- pk: 
··------------------ < E 

I- ! 
!Pk+l· 

di vi 

JJ;S ri.'lÍZes do divtsor deb3rrn.t.nado sao ent:ão canpu<tada.s, as quais sao raí 

zes do fJOlinômío, que será em sequida deflacionado, fornea.:mdo um polinÔmio 

d.e grau n-2 , aJrrl o qual n"r:~etirros o prccedimento até dete.rminai:rnos todas as 

raizes de P (z). n 
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2.1-3 

Este rrét:.c:rlo apr:oxima P ·{z) por uma quadrática n . 

de rx:do que 

Y(z) = az 2 + bz + c 

Y ( z
1
. } = P ( z . ) 

n 1 

Y I (z. ) = P' (z. ) 
1 n 1 

Y' I (z.) = P' I (z.) 
1 n 1 ) 

o que resulta na seguinte função de iteração: 

z. -
1 

P (z.) 
n 1 

P'(z.)- P (z.) P"<z.) 
n 1 n 1 n · 1 

?.P'(z.) 
n 1 

cuja ordem de convergência é três [s, pp 92]. Ist.o porém não deve ser visto 

sanpre cano urna vantagen já que o método req,uer muitos cálculos numéricos por 

iteração, além disto, não há controle sobre a ordem pela qual as raizes sao 

encontradas. 
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2.1-·4 

Ftmç(Je!s racionais rx:rlt:?fll ser usada'5 cx:r.:o funções de ap:roxirnaÇÕE>..s , o Cjl.le 

e:3tabelece t:mi proc:.r;se-,c> .tt:erat.l.vo. Esta técnica envolve uma funçã.o racional 

da fonna: 

y -

a qual t:tnroxi.ma P (z) 
n 

i -· li''>, n-1, . . . n-r::"· 

ressa, na!!, é 

gência p<crra um z;:.:~J::D 

Cbnsidera:nO>os, 

~{ ···~ 

note que, h:mdo três 

sistema dt~ três 

z -- a 

,_m m t m-·1 b 'h 
D z + .. i 1z + ••• + .. 

1
z ·1- .u

0 m-.. 

, at.ravés dE.~ (m+ 2) pontos, 

1.1m con~)lmto de (rn+~) lX.pmçces 

31 

(z., P 
.~ n 

) = p.) 
.~ 

é pnx1uz:i.do, 

UlTtE!. rx1ra ( 31 ) , donde~ o valor CfllF? nos :i nte-

usado :no luqar de um dos valor'::'s , cerro umt:l 

i.terati"~lC) continuaJ:á. até que seja realizada cnnver-

racional lin-::.ar: 

:z; - a. 
32 

+b o 

ini.ciais i = n, n - 1,, n - 2 , fOl'Tfll:'UTOS urn 

a pr-1rtir d.e 

+a .• 
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z = a + bnp + blp z n vn -nn 

z =a+bo +bp z n-1 o' n-1 1- n-1 n-1 

z 2 = a + b p 2 + b p 2z 2 n-- o n-. I·n- n-

donde facilrnent.e obterros: 

"a" 
(z -z 1) (z -z 2) P (p 1-p 2) n n- n n- n n- n-

= zn + ---------------------------------
0 

este valor "a" é então tido caro uma aproximação de uma raiz de { 32 e 

será denotada JX)r zn+ 1. 

Der:ois disto" a iteração continuará descartando-se o valor z ? e repetin n-,_ -

do o processo para os pcmtos: zn+ 1, zn e zn-l. Os cálculos tenninam quan:1o 

t 1 . . . . "suf. . .t....-~-t ~ . " d . o que ocorre se con amos cem va ores llll.Cl.étl.S l.Cl.enl..t:":'!'tt::.u e prox:uros a raJ.z 

procurada. 

A orde.rn de convergência deste método é de 1. A4, [ 6, PP 6 3 ] IPJnbra-

mos porém que este valor pode ser rrenor se a raiz procurada tem mult.iplicidadf, 

rraior que um. 
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Nb c~Ei.SO em crut~ dois valores da função pt?.lincxnial s<:lo iquais, rx)r P ... x:r::m-

por (z* .
1

, 
n··- . . .. 

P. 

OlJanl-'10 ·=~a anrr.:v'"'""·Ç"-"0· -z ;.; ~.:.;....li-1..1' ..::la r""'. -... _l_C'.J cr.l.' t~ .. ;_;.t.:}'c·' ; •. C. .... . Lil toe; t--' . "--"'-'-H"'-< çK-< , •C- ClUl.l L. U< f ..... co . • _. •- _--' 1 C'Gf!lO 

u1:n zero de P n (z), deflação H-x:plícita é usada. para, Pntão, ''~ncontr;::rrmos os ou 

tros zero~;: do r:o Unêmio. 

cruando fazerros m > 2 em ( 31 ) • 

1.93, 

Esta técnica :L t_erativa é ci .. iscutida em [ 7] , onck: as secruint.es 

funçé3es racionais &l:o usad:ts pc:rra anr:ox].m:.rr P (z) /P' {z): n n 

p ( "'"t \ n L.t z-a 
, __ , __ ,,. = 
P' (z) 

n b+cz 

P (z) Z-?l. 
n f5 1•7 \ -·--- ·-· 

P' b+cz 
.~... :n . ,~..," 

n 

rla.s crc1ais obtemos valorc~s para "'a" .. 

c1uz o ~'létooo de N~~rton-Raph.son, :ro::le ser usada. 

p ( 7) ---
11 

"'Pro"'' m·,c--,=r, c~t -~.. . ~·>~~~.... ,K;"~ .:: d. íY aquela que P:rs!. 

ctüos . l'l. partJ.r destas t.rês ap:rox.i.maçã::s rxu·a um zero dn P n ( z) , acruela. zn+l 

o:Jma a melhor, 
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é trocadc'1 j'X}r um dos valores inicials, dOIXle o processo oontinua ... 

Outras funções racionais pcx1em ser usadas; por exemplo 

P (z) z-a 
n 

P' (z) 
n 

= 

a qual tsn a vantagem de ter ordem de oonverrrência 1. q J, en:JU.anto o nÚfrlero 

de incógni:ta.s é três. 

Outros métodos iterativos aparecem em [2, 8, 9, 13, 14 • "J, os quais 

não anresentam vantagens sobre os aqui discutidos. 
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2.2-l 

Este é o método que pennl te o c·.cÍ.lculo do número exato de raízes, em um 

intervalo re:ü, de tltl'.n dada fu:n.ç;Ê.Ío. 

Defini cão 
----~· --

1.JJTt<'1 sequencia de funç(Y;;;s cont.Inuas, cc:::rn f (X) clifc':n::nciá 
o -

velem Tal se:::pJÊ~ncia é definida 

(i) so contE~n zeros sünnles 

U.:L) f, (X) não se anula PJ<l (a, b) 
id 

(Ui) St.~ (a) I), então f:j-l (a.} fj+l (ct) < O, qualcp.1er que seja a 

ern {(it, b). 

(iv) Se f {c~) ·- n, ent-i:io f' (ex) f (o:) > O, qualquer L"]Ue seja a em (a,b). 
o o l 

TEDR.EMi\ -- "Teorema de Sb1nn" 

SE~ f 
0 

(a) f c (h) f: O, o m:rrne.r:o de raízes reais de f 
0 

(X) em (a, b) é iqual a 

V (a) - V (b), onde V (X) indic"""1 o ní:rmero de variações de sir ... ·:ü da sequencia 

Sturm c .. alcu1ada. c~m X. (wüor~?-s nulos nao sao cont:ados). 

f)erronstração: 
------~ .. -

O nu:rreX"' dE! variações de sinal yx.xje mudar qua'1do X r;ercorre o intervalo 

(a 1 b), &'".liT!e.n.te quan.do "alqurna'' função rnuil.a de sinal neste :Lnte:r.valo. 
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Por (ii) esta função não pcx1e ser fm(x ). 

A..ssurna que para algum x E: (a, b), fv(x) =O, O< v< m. Assün, em uma 

vizin~Lnça de x, temos que os sinais podem ser: 

X fv-1 (x) fv(x) fv+l (X) 

A 

X- E: + ± 

X + o 
A 

X + E: + ± ou 

X fv-1 (x) fv(x) fv+l (x) 

X - E ± + 

-X o + 

x+ E ± + on<ie: 

1 Os sinais da linha x = x, sequem de (iii). 

2 - Os sinais das orimeiras e Últimas colunas sequem da continuidade 

r'!os elementos de seqüêo..ncia de Sturm para um E pecrueno. 

NÓs verrns, através das tabelas acima,que quando x nassa p.'Jr x, nao há mudan 

ça no número de variações de sinal na seqüência de Stunn. 

E.'{aJ'ninamos agora os sinais perto de um zero x de f (x). Palen cx._"'rrer: 
o 
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(a) ou 

(b) 

onde:: 

l. As las. coltmas renresent,:nn os dois mssíveLs casos para um zero 

simples de f 
0 
(x). 

2. o sinal de f (x) seque de {i v) j-3. que 
l 

f)r~(a} 
' 

, enúio 

donde f (x) < o. 
l 

donde' f 
1 

(x) > o. 

~---~------:~ 
---~~ 

e pc>rt.anto f ~ 

3. Os s:~.nan.s dc>s out..ros ele.IDE'..ntos dac; 2as. colunas sequem nela con.tinui 
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De rnaneira. cp...1e aqora, (X'Jl"' v~rros claranlf'_nte, há um decréscimo de 1.ll'l\2l. ~ 

dança no núrrero de varia.ções de sinal quando x pac;sa por um zero de f 
0 

(x) . 

Portanto, a Única rraneira de ocorrer mudança d~ sinal é quando <XXJrre 

um zero de f 
0 

(x) • 

~ fácil construir a swiência dr> Sturn rn1i'lJ1do f (x) Á um r:xüinânio: • "l' o 

1 - Definirros f 1 (x) = f~ (x). Assim (i v) ocorre P<"1ra zeros simples. 

2 - Dividirros f 
0 

(x} nor f 
1 

(x} e chamarros o resto na divisão él.e - f 
2 

(x); 

dâi di vidirros f 1 (x) ror f 2 (x) e chc1JT"tarOC>s o resto de -f 
3 

(x) , etc ••. at.é que 

detenninerros o H.D.C. (f (x), f (x)) = frn o 1 . 

Podenns escrever então: 

f 
0 

(x) = Pn(x) 

f (x) = f~ (x) 
1 

f (x) = ql (x) f , (x) - f
2

(x) o .L 

33 
f (x) = q~ (x) f (x) - f 

3 
(x) 

1 .:. 2 . 

f ?(x) = q 1 (x) f , (x) -f (x) m-.. m- m-..1. m 

.. 
Este processo ( 33 ) e o conhecido alqoritmo euclideano para a deterrni 

nação do maior divisor ca:num, fm, de f 0 (x) e f 1 (x). Se frn não é urna a::mstantF...'! 

(isto é, f 
0 

{x) tE>.111 raízes múltiplas), ent.:~o divi.dirros todos os fj 's anteriores 

por fm (x), donàe obterros urna seqiiência, cnno d~finida, de Sturm, na qüal f 
0 

(x) 
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tr!m S<.:lm"'...nt.:.e zeros s:i.rrples e assirn ~x"'lt.is:faca (:L) , e ccnt fm o::mst:mt:e, o que 

qarante (ii) e 

~ f A Note t.arrib€!m que se · j {x) == fl, então r:JOr , r:x:1ra este ponto, 

fj-l{x) = -fj+l(x) e, se fj-1 (x) = n, 

diz {i} • Iogo (iii) é sa.tisfei.ta. .. 

f;ntã.o f ex) = f 'x) == n í) l \ . 

Portanto, realmente, 33 define urna 

derros deter.min."'lr o número de zeros reais de P {x). n . 

o qu.e contra 

Na prátic.ay usamos o Teorema. <'k~ .Stttnn sucessiv:-as w~zes Yx"lra subinterva -

los divididos ao meio à partir daquele dr~terminado Dor ( L 2-4 ) . O.U;.mdo UI'!1.':1 

raiz e isolada , é m:"1is eficientE' empn?Z1ar uma técnica mais rápida, r:or e."Ce.m 

Q\J.c""lJ'ldo é deb~:rrninado que há tmk-=t L'mica rai7 em 1Jm tntervalo (ct d), se es·-

ta raiz é siroples, t:.enc>s qllf-; f (x) f (d) < O. PcrdP'l"YlOf> então di·,.!'idír esb:.. in -' o o 

b:~rvalo ao ITI1:-':!io E:~ fazer o sequinte ·testE~: 
I :~ 

f'" (1,"_,".';· ·f. r, I C'-"Ct ) < "?. • -J. '·' ·' ,,\ . IJ se Slffi; a rc:u.Z 

pro..·-::urad.a. está e.-rn t ctd ) ,c. . Se não, 1:r~r'l:):": qu~>. :f 
0 

( c+d ) f 
0 

(d) < (\ 

procurada. está f.!ln ( c:+d , d). 

Deste :maneira poc1EmJS ir dividin<1o os intr.:'!.t:'llalos ck~ rnccto que, a cada passo 

prc~isanns de rne:rtJs d':iJ.G"t.<los do :::J:UC' qo...-:u1do m::a!T\Os o 'I'eorem3 de Sturm. 
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2. 2-2. O M2TODO DE LEHMMER-SCHUR 

Dado um polinômio de grau n, 

C (z) . . . . . 

considere seu polinômio recíproco: 

+ a 
n 

-C*(z) - n - n-1 = a z + a 1z n n- + ••• + ao , 

onde ai é o conjugado complexo de ai. Note que: 

{ii) se lzl= 1, então !C*(z) I= !C(z) I 

34 

além disto, se C tem zeros wk, para k= 1,2, ..• n, então C*(z)tem 

zeros 1/wk. 

Seja 

35 

a transformada de Schur para C. Então, em particular, temos que 

2 2 

= lanl - lao I = c 36 

com c € R • Note ainda, que 

T [c(z)] não tem termo em zn, 
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dü modo que, se definimos 

temos uma seqüência. de polinômios em ordem decresc12!nte de grau. 

o Teorema básiGo que usamos para a teoria do algorit.mo com 

posto ~ o seguinte: 

TEOREf1A - Seja k o menor inteiro para o qual con =0. 

Suponha C(O) f O. 

SE~,. p.::tra algum h, h ·- -. O< h < k, 'I' 1 c (O) 1 < O , en tã.o c ( z) t.em .... -' 

pelo menos um zero no circulo unitirio. Se, em vez disto, ..... 

j ,.. ... k-1 l- l .. 
·r· L_C(O)j >O, para ls: i< k e T _C(z)J= CTB, entao nãD t1ã. 

zeros no circulo unitário. 

_Demonstr~::-~o - ~~ demonstração deste teorema requ<-:!r vari.-

os resultados elementares da teoria de variável comple~.;:a, essen 

cialmente da aplicação do seguinte: 

:!~~ore.ma de Rouché: Sejam f(z) e g(z) analiticas no int.e 

rior de uma curva fechada r- aqui nos interessa r ~ !z! < 1-, 

contínua sobre r, e tais que !f(z) I< lg(z) i. Entiio, h(z)=f(z)+ 

g {z) e g (z) tem o mesmo número de zeros em r, [8,pp. 72] 

S - J. ···· c·, r~ ) ront· endo m zeros em I z 1 " 1 e Il<·-·"nl"'\•.nl em I z !, = 1 ... e <:t "\'"' .••. . " J - 1 "' ·•- • 

Considere C*(z) como definido em (34) 
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Temos: 

(i) Se T [c (O)] F o -=:, T [c ( z)] ;f o em I z I = 1 • 

De fato, 

T[C(z)] = ãn C(z) - a
0
C*(z). 

Se T[C(~}] = O, ~ f: !z I= 1 -> ãn C(O = a
0 

C*(~) 

donde jãn C(~) I= !a 0 C*(~)l , ou seja iãnl = la 0 1. 
Mas, daí jT [ C (O)] = O. 

(ii) Se T[C{O)]> O-)' T[C(z)] e C(z) tem o mesmo número de 

zeros em lzl< 1. 

De fato, 

em iz! = 1, temos que 

I T [c ( z)] I == I C ( z) I ( I ãn i -! a 0 I ) = 

=!c< z) 1 T [c< o)]< I c< z )I 

Logo, pelo Teorema de Rouché, T[C(z)] = an C(z)-a
0
C*(z) e, 

-
an C(z) tem o mesmo número de zeros em lzl< 1. 

(iii) Se 'I' [c (O)] < O-> 'I' [c (z)] e C* (z) tem o mesmo número I 

de zeros em jz!< 1. 

(iv) Deduzimos portanto que, se T[C(z)] -F- O em !zJ = 1,en

tão T[C(z>] tem m zeros em izl< 1 se T[C(O)] >O e (n-m) zeros I 

em I z ! < 1 se T [c { z) J < o . 
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(v} F1nalmente, por repet.:ldas aplicações de (iv) em 

'I' i , conclu!mos o t.eorema, pois: 

Suponha. 

rt ] h-2 -~ l h-1. I Isto im:pl.:i.ca, que C(z), TLC(z)_, T LC(z),; .... T !C(z). 

tem o mesmo númt~ro, digamos m, zeros em !zl< 1,; Th [c(z)] tem 

( o·l -, ··m) 
-',)- .... zeros em lzl < 1, onde gh-l =Grau (Th-1 ) 

k 
g 11 ,:_ ( gh·-l ~-rn) (defin.ição de T ) , portanto m> gh-l-gh > O: 

mas 

se todos 

, .. ,h > !) t - j ~ t ~ - 'l'k-1 1 1 , , en :ao :.oo.os em o mesmo numero ae zeros que . 1 o qua 

não tem nenhum .. 

De maneira que, para usarmos est.e Teorerna nos procede--

mos como o algoritmo descrito abaixo: 

1-) C(O) = O? 

Se sim, b:~mos a ra].z z - o; se nao vá para 2-·) 

2-) Calcule T[(z)] 

< 0? se sim, há pelo uma :r.a.iz: de C em 

\z! < 1. Se não, vá para 3-) 

3-·} Calcule Tj [c (z)] , para j= 1,2 .... até quí;; ocorra 

uma das 2 alternativas: 
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(i) Tj[C(O)]< O para algum j < k 

(i i) rrk [c ( o } 1 = o • 

Se (i) ocorrer, isto é, existe h tal que ThLC(O)] < O, 

há pelo menos uma raiz de C em !zl< 1. Se (ii) ocorrer, isto é, 

se Tj [c(O)} > O para algum j, 1 < j < k, e Tk-l[c<z>] é uma I 

constante, então não há raiz em !z! < 1. 

Note que o teorema não inclui a possibilidade onde 
k [ 1 k-1 r. ] - - d d T C (O) = O e T L.c (O) nao e urna constante. No ecorrer a 

seção, discutimos uma saída para tal caso. 

Para encontrar as raízes de C(z), aplicando este teore-

ma, observamos primeiramente que se C(z) tem zeros em !zl =p ,e~ 

tão g(z) = C(pz) tem zeros em Jzl < 1. Em geral, se C(z) tem ze 

ros em lz-cl < p , então g(z) = C(pz+c) tem zeros em !zl <1. De 

n 
fato, se ó's zeros de C(z), {zi}i=l são tais que lz.-c! < p, 

]_ 

de ( z-z 1 ) 
- -n (z-z 2 ) •••• (z-zn) = C(z); entao p C(pz+c) = 

on 

- z- ---- ...... z-~ z 1
- c ) ( z2 -c) ( ~n- c 
P p p 

e os zeros de C(pz+c), 

f zi- c l ~ são tal.s que 2
:i - cl < _P_ = 1. 

fPJ J.=l p I p 

Sendo assim, para encontrar os zeros de C(z), Jevemos I 

proceder como o algoritmo descrito abaixo, usando o teorema em 

cada passo: 



- 40 -

1-) C(z) tem zeros em lzi < l? 
' ' 

Se nao, considere g(z) ~ C(2z); g(z) tem zeros em 
2. 

I z ! < 1?; se na o, cons.idere C ( 2 z) •• e • con tlnuando nes ·te caminho, 

mai.s cedo ou mais ·tarde encontramos o anel: 

38 

tal que C ( z) contenha um zero neste e nenhu:rn em ! z! = H (se C ( z) I 

tem um zero em l z ! = 1, nós dividimos ao me.io o raio que en-· 

centremos um disco dentro do qual não há zeros. Asslrn ,, novamente 

ternos uma desigualdade da forma { 38) que cont:érn um zero de C ( z) ) 

2-) e ficil verificar que este anel pode ser coberto I 

por oito discos sobrepostos, com raios ~ R e centros 

ck= ~R e nik/ 4 , k= O, 1, ...• 7. (Veja fig. 

Para tanto, basta verificarmos que a intersecção de 

do . .is discos consecut~ivos n0 e o1 , por ex.en:tplo 1 oco:rre: fora do a 

nel (ou, no máximo, sobre o ant~l) . 



co = f R 

ct = ! R 
2 

ck = 3 
R 

~ 
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e irr/4 

eikrr/4 

FIG. 1 

I 

\~--· ~-

' 
' 

) 
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Uma cobertura mais econêmica porém, é obtida quandc> 

3 'ITik/4 
discos com cei)t.ros Ck= lcoswlS" R e conforme 

Co= 

1 

3 
iéõsn/8-- R 

C 3 R eikn/4
1 ~k= 2cosrr7S-

' r ........ , '"\.'> 
,,'!).. 

\, 

\, 

k=l !f ••• 7 

tanaroos os 

fjLgura abaixo : 
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Testando cada um destes discos por vez, (usando o teor~ 

ma) nós encontramos pelo menos um que contém uma raiz de C(z). 

3-) Chamando o centro deste círculo de C1 e tomando o 

raio ~ R nós procedemos como no passo 1, exceto que agora nós di 

vidi~os o raio para cada estágio. 

Finalmente encontramos um anel 

o qual contém um zero de P(z). 

Como no passo dois, nós cobrimos este anel e repetimos 

o passo 2-) e 3-) tantas vezes quanto requerer nossa precisão I 

pré-fixada, (veja fig. 2 ) ; note que o método não converge nesces 
~ 

sariamente para a1, aquela ra1z que determinou o 19 anel. 
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FIG. 2 

Desde que j 1 , no passo 3-), 

4 
2R < R l- 5 , 

\ 

/ 

~ 

e positivo, 

\ 
\ 
I 
j 

! 

em geral, depois de k passos, as raizes de C(z) estio no circulo 

de raio 2~, onde: 

2 
-5-

k 
R. 

40 
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Se,por exemplo, no passo 1, para um rato R, temos que 

Tk [g(O)]= O mas, Tk-l [g(O)] não é constante; a coisa mais sim-

ples a fazer é escolher um novo raio BR, onde 1/2< 8 < 1, diga -

mos (3 = 3/4 e continuar com est:e valor. Se isto acontece no pa.ê_ 

so 3, en·tão usarn.os o valor 1< f'l < 2. (Isto é, fazemos uma trans-

1 ·- . ... açao). 

Observamos ainda que a velocidade de convergência do mé 

todo nao é afetada pela multiplicidade dos zeros ou quando as I 

raizes estão agrupadas ~3, pp.358]; além disso, em qualquer es-

tágio do mét.odo, nós podemos substituir o processo por qualquer 

outro que convirja mais rapidamente. 
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2. 2-3 - O M1m:nJ DB BEFNJUILI 

Este é um nétodo que calcula, a cada oasso, a maior raiz an módulo, de 

um rx:>linêmio. 

Para tanto, se temos 

P (z) = zn + a zn-1 + ... +a 1z +a = 0, n ~ n 
41 

asm.rrrt.irros que suas raízes, r j , são distintas e que, portanto, po:ie.m ser orde

nada.c;; corro: 

lr
1
1 > Ir i > • .. > Ir j. 

2 n 

Esta Equação polinomial e suas raizes tem Ulllô. relação com a equação das dife-

renças: 

q 1 +···+a g ) , v= n, n+l .... 1·v-_ n v-n 

q =C g =C f ••• I g 1 =C 1" ·· o o ' ·· 1 1 · n- ~ 

A.L~m disto, a solução de ( 42, a) é da fonna 

v 
g = b r 
v l l 

+ ••• + v -O, 1, 2 .... 

42,a 

42,b 

43 

[9, pp 98]. O polinômio { 41 ) é chamado de polinÔmio característico da~ 

quaçao ( 42, a ) • 
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Então, para n valores inicia.i.s, c . , ct::rtt:"!ll.\'Js fac:il~~nt!:" os valort:~s 9v' s, 
J 

a. partir ele: ( 42, a ) , {ccrn n nvJ.tiplici.'iÇÕes) • 

Para v > 1 , tet"TTS: 

r2 v+l r v+l n 
gv+l b + b { ) + ... + ) 

1 2 r t' 
l i 

- r ...... _.."""_.......,..., ______ ..._ ______ 
-· 

(J rz ·'v ,v 
b + b ( i + ... + 

i 2 r 
1 

r + o(~ :· I} 
l I 

qu.ando assurr.ino.s que b f o e, neste Cc1.:SO 

lim 
gv+l 

= r 
'\!-+<:>') gv l. 

r 
.~ k < l, para k 2,3, Ja que, -- ... 

r 
l 

Este rrétc..rlo cons:is te E>lTI us.:~r 2, <1 

de rr e ent3io ca:nou. tar o raio c:r /q Jv ·'v+l' v 

Obse:rvamos c]Ue nara cx::orrer do 

restrições ·sObre as raízes de ( 41 ) ; quando Ir I 
l 

ser verificooo quan.1.o se faz algurras rrod.i.ficações 

ole~x.."!.H ou quando há várias raízes de maior 

r 
n )v 

r. 
l 

r , 
. .J... I 
r l • 

1 

v ( 45 

ruas, quando r 
1 

44 

45 

valores 

pode 

.. 
e ca:n 
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nao ocorrer. O núnero de ca.<;OS especiais é nui to grande e cada um requer 

uma certa nodificação do método, logo, cc:no uma prOJ:X)sta ~:rral I' este mé

to:io é pior que o de l'..el'noor-Schur. 
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Apresen:tanvs um algor::i:tm;) que (".alcula tOOas as raizes de um polinânio 

real. O algor±tlro é carpost-...o de diversos méttx1os básicos , conhe--cidos , que 

dão infonrações sobre zeros de polinômios e não é rest.:ri to a urna classe de 

p::>liríânios oan ca.racteristicas partic:ulares se não a de tE>..reJn coeficientes 

reais, em partictllar, este algori trn.o é eficiente oo cálculo de zeros de J:X) 

~ - -1 . , linOmios que contem zeros nu t.1J)J.os. 

3 .. 2 - D&COU520 

Inicialment.e os coe.ficientes do r:.o.linêmuo dado sao escalados, de mane.i. 

ra a minimizar suas vari . .a.çõP..s de ordem de maqni tude. o polinÔnio escalado 

é então fat.orado, através do uso do alqori t:Ino ~:~uclideano para Obten.ção do 

maior divisor canum do polinânio e sua d.erivada, em "m" fatores polinomiais i 

e assim cada fator. polincnd.al contém somente ze:ros simples. f:.e os qraus dos 

fatores p:>li:ncmiais são I'!P..nores que três, os zm."''s sã.o eno::.mtratios direta.'nen 

te; leMo, o seguinte algori trro é usado: 

1 - Os ZE> • .I:os reais são obti.dos cem o uso do Teoran.:'1 de St.Ul'lll com o 

qual é erxxmtrado um inte.rvalo contendo urn i:inico zero real. O conhec:imento 

destes intervalos pé,'!rrni te o uso do }·Êtcx.lo de Newt:on-:Raphson para obtenção :r:a 

pida de cada zero. 

2 - Usando os valores dos zE>.ros reais, um intervalo é encontrado 

m <.llJ.al K + 1 pont..os são determinados, K sendo o ni'Ím?.xo de za"''s canplexos a 

determi.n.:lr. Uma inte:qx>lação J.JOli.nanial, C ( z) = P ( z) I :R ( z) é unicarocmte de 
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t.e.rn1inada pelos K + 1 pontos , z i , e seus valores associados, Y' i = P ( z i) /R ( z i) 

para i = 1, ... ,K + 1; onde P ( z) representa o fator polincmial cem o qual es-

-tarros trarelhando" R (z) representa o polinanio <.."'ntendo os :zeros reais de 

P (z) e C (z) será o polinêmio contendo os zeros canplexos de P (z). Não prec!_ 

sarros ms pre<:>cup:rr oan C (z) contendo zeros múltiplos porqu19 cada fator pol!_ 

n::mial contán zeros simples S'CI1ente. 

3 - O fX>li~;mo C (z} pode então ter seus zeros: cal<::!Ulados pelo uso 

de um processo iterativo baseado em aprOY.imação de funções :oor uma função ra 

cional que usa valores iniciais produzidos pelo M:?todo de Lehrrrrer-Schur. 

4 - Quando todos os zeros de todos os fatores polincmiais são obti-

dos, eles são sul:::fretidos a um processo de purificação. Os zeros purificados 

são então escalados de acordo com o fator de escala usado para os ooeficien-

tes originais. 

Para maior cnntrole do algori tno, observe o fluxogrrama.: 



l .. ~txada dos coeficientes I 
I 

/._ E~ dos coeficient.P..s -~ 

I 
cálculo dos fatores polincrniais 

a:rn u..c;o do algori t.:rro euclideano 

para o pc:lliriinio e sua derivada 
ti 

l':Jão · Os fatores p:1li.ncrniais tem zeros re.a1s'.? 

sim 
i 

cálculo dos zeros reais usando o Teor€'111a.! 

de St.u-'1'!\\ e o Método de Newton.-Raphsorl 

Os fatores _polinaniais tem zeros 
f·-····-····----··--·······-··-.;} 

Não -A:-

calcule os coeficientes do poll.nânio i 

intE>.IfJOlador que contém os zeros 

plexos. 

calcule os ze.ros ccmple.xos usando ~ 

proximação por funçÕes racionais i t~ 

rati varrent.e, usando valores iniclais 

produzidos pelo método de I..eanroer -

Schur 

Todos os zeros dos fato 

res foram calculados? 

Sim 

P~sso de purificação, 
•· ... - -·. .. . - ........• .! 

Escala dos 

dos 

Nas secções seguintes discut:.i..nos detalli'ldamente cad:"l untt"'l. das partes que ccrn

r..i5em o algo:ritm:> .. 
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3.2-1 ESCAlA OOS COEFICIENI'ES 

Observal"'Ds qtlr:~ 1JI"'t-'l amnla variação em ordem de maqnJtude dos CXJeftcientes 

de um rx:üinôm.io, E!Tl qeral, é 1..:rrna fonte de problem:"ls nos alcrori trros nara enCO!!_ 

trar raízes de poli:nÕM.ios. Cem o propÓsito de diminuir erros de arredoncl.amen 

to, considerarros UT'1 pré-nrcx:essamento do nolinânio atravF;s da escala tmifonre 

n n-i p (Z) !: a. z 46 
i=o 

1. 

\T (1? (z) ) = 10<1 47 

Então, oora al<11:un s =I (), o oolinômio esec"llado P (7.) = P (sz) , s 

tem a variaóio: 

48 

Podernos ent~o Psmlher "s" dP J:"lO<'lo crue P:Ste ITlinLmize V(P ) . Dest_"'i JTiéU)eira, s 

o nnxrr.::nn.._q materréitic..."'' rxx-1P ser e..xnresso corro: 
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~ t:/d 

s.a t > la i !1'\ 
sll 

d < la ! :q· 
s!\ .. a 

r\ 
"I o 

d > o 

s > o 

Seja {a, } o ronjunto dos c:oeficientes não nulos de P (z). 
ll1· 1." 1 M = , ••• 

Se faze'tOS as transfonna.ções: 

T=logt. D::::: log d 

"Verificamos que um prograrna matEmático equivalente a ( 

MINT-D 

s.a •r-ns> .,i -

-D + n,s > - a. •t:t - l 

.. 
e: 

49 

50 

51 

cuja solução, obtida por técnicas de p:roJra.:nação li:1ear, pro:fuz o valor Õtirro 

para s o qual minim.:lza a variação de P (z). 

Observarros que o problema, tal a::1no fo:r.mulado em. ( 51 } tem as seguintes 

ca:racter.ístic.as parti<.."Ulares: 
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(i) só tem 3 variáveis: T, D e S; e rerca 2~·1 restriÇÕ3s 

(ii) Sua função oojetiva é 'I' - O. 

Saberros que o uso do f\€todo Sirrplex, l)o e 11], é tão rrais "complicado" 

quanto maior for o núrrero de restrições do problema. A!:;sim, se o usarros di.re 

tarrente em ( 51 ) precisarros de ~rca de 2M - 3 variáreis de folga e da 

"fase 1", provavelrrente pa.ra M variáveis; de rrodo que a característica (i) 

sugere o uso de outras técnicas. Uma primeira idéia seria a aplicação do Mé 

to:lo Dual -. Simplex perérn isto se torna .i nviáwü SE!gundo a caracte -

rístio-:1 (ii.). Portanto, a única saída é o uso do véb.-xlo Sinplex ao problema 

Dual de ( 51 ) , o qual só terá três restrir,_'Úes de igualdade e cuio resultado 

nos forncrv:., sem nenhum esforço adicional, a solução de ( 51 ) quando traba

lharros oom o Sirrplex-Revisado [ll, pp 55]. 

Note que, qualquer que seia o polinôrnio de qrau n: 

P(z) = n n-1 a z +a z + ... +a 
o 1 n 

a. E R 
l 

rx:demos considerar, sem nerda de qeneralidade, que a = L Assim, da defini-

ção de 

( 51 ) ' 

{a 1 
!\i 

o 

terros que e, portanto, para a formulaç~io do problem:"l 
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MIN X - .X 
1 2 

S. a .:IC > o 
l -

X -n X > a 
l 2 3 - 2 

X -n X > a 
1 a 3 - 3 

xl .. ~~3 > ~ 

-x > O 
2 

-x + n X > -CL 
2 2 3 - 2 

-x + n x > -a 
2 3 3 - 3 

temos o seu prob1Brre dual: 

MÃX o; y + a y + ... ~ YM -
2 2 3 3 

r y + Yr.,1 S,;a. y + y + ... 
2 3 

yf'.!I+l ··!-

- n y - n y ... -n~l + 
2 "' 3 3 . M 

" 

T ~· -- X , 
1 

Ct. yMt_' -
2 . L. 

yl-1+2 + 

nzY:M:+-2 + 

O- X 

a Y~ .. r-1 ) '1..,, 

r~V! 

que , o:::mo vemos , requer auxílio da fase 1, s.om?>.nt.e para \:h'"Ylà 

Passando à formulaç-,ão f.JC>r quadro r tenlOS agora o problema.; 

e S =X. 

. .. -·c~llí x2r-1 

54 

·- l 
• .1. 

··- 1 

= o 
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rmJ c= I'" n, n, -, 
I . "' .. , n, -1 -

53 

y y . . . . . . YM YM+l YM+2 ... y2M y2M+l b 
l 2 

y 1 1 1 o o o o 1 
1 

y 
M+l o o o 1 1 1 o 1 

y2M+1 o -n -IM o n ~ 
1 o 

2 2 

Donéle: 

(I) B - {1, H+l, 2MH} 

1 1 o o 1 

o 1 o 1 

2M·H o o 1 o 

-
À = (O, O, -1) B- 1 = (0, O, -1) 

r == (O, 0, ••• 0) - (O, O, -1) ~ 1 o ... o ..L • o ,.. • "' 

o o 1 1 

-n --1\.i I\ 
2 2 

+ 
= IM) 

l1:i > 11· J 
para i > j , Y 2M será a variável indicada a entrar na 

base (diminui o valor da função objetiva). 

= 



Dt: 

(II) 
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-1 B I 

-~---

1 ... 
l. o o 

11tl o 1 o 
:.!íi+l o o 1 

12M 
I 

I 

B - h, M+1, 2M} 

r:-~1 
I 

o 

1 -1/llr-1 
l 

~-
o 1~ 

À = (O , O , O) B- 1 -· 

r ·- (O, O •• , -1) -

YB y2M 

I 1 o 
I 1 1 

o @ .,. 

YB 

1 

1 

o 

{0, o, 0) 

D ::::: (O I o, 

"'"~-'~-~ d - '., E, <JOrOC) u..A.= as cc:mponentes e r sao menores ou iquais a ZE~ro, Ja tenos a. 

solução Ótima para ( 51 J , (ist.o é, t:.eroos UIUc'1. basi'~ inicial) . L::::go, p;:'lra 

resolvermos ( 52 } temos que resolver: 
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MAX C lO, • • • -a.,_-1 f o , a , I = -a -a (l , • • • ~I 2' 3, . 2 3 

54 
y y YM YM+l YM+2 y2Mit_b __ -W-1 2 

Y, 11 1 
1 1 o o o I 1 

Tl./1\.1 1 1 1"'1l2~ o l 1 YM+l O 
I 

y2r4 ' o -q/~ ... -1 o 11/~ 1 I o I 
I' I 

Assim: 

t: claro que, dado P ( z) e determinados os valores ni e r 'i, para 

i 1, ••• M, encontrar YB, o Ótirro de ( 54 ) é tudo o que precisamos para 

que ( 51 ) seja resolvido, pois XB = cB B- 1 ,o Ót.irro de ( 51 ) . DaL terros 

os valores t, d e s - o valor 

tranos o Ótilro. -

Considere o polinânio: 

-1 CnR 
j_) 

é o Úl tirro valor de \, quando encon -

lbte que seus coeficientes estão "muito distantes": 

V(p) = log = 26. Façarros então tm1a escala de rocldo a dimunuir 

V(p). 



Tãnos: 

Dorrle: 

a = 1 
o 

a = -lo-e 
1 

:'a =O 
2 

a = 1018 
3 

n == o 
1 

T\ = 1 
2 

113 = 3 

e 
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~~ 
== 1 

a = -lo-a 
1'\2 

~3 
= 1018 

a =o 
1 

a = -8 
2 

a = 18 
3 

M = 1, 2, 3 • 

Assim, nosso problema é: 

y 
1 

y 
lt 

y 
6 

(I) 

1 

4 

6 

MAX C = O, 8, -18, O, -8, 18 

y y y y y b 
1 3 lt 

1 1 1 o o o 1 

o 1/3 1 1 2/3 o 1 

o -1/3 -1 o 1/3 l o 

B = {1, 4, 6} D = {2, 3, S} 

1 o o 1 

o 1 o 1 

o o 1 o 
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À -:::: (0, O, 18) B-1 :::: (O, O, 18) 

r = (8~ -18, -8) - (0, O, 18) 1 1 o = 

1/3 1 2/3 

Entra Y 
-1/3 -1 1/3 

5 
4-

- (14, OI -14) 

y =Y 
5 5 

y y 
B ___ 2._ 

1 1 o o 1 () 

4 o 1 o 1 I 2;3 

6 o o 1 o ltv~ ··+ c ' ~ v . ..Ja:tra •.. 
6 

""'~-

Taros: 

(II) B = {1, 4, 5} D = {2, .3, 6} 

1 

4 

5 

À. = (O, O, -8) ( 1 o o 

) 
:::: (0, O, -24) 

o 1 -2 

o o 3 \ 



'I'f-:!fúS ! 

(III) 

r~ - (8, -18, 18) - (O, O, -24) 1 1 

1/3 1 

Entra y -1/3 -·1 
3 

+ 
-· (O, - 42, 42) 

)_P ••-o (1 o 0\(1) (1\ 3 I 
I o l 

-: j \ -~ I ~ \ _: ) \ 
\O o 

B = {1, 3, 5} 

1 11 -1/3 2/3 

3 I o 1/3 -2/3 ~ 

5 l __ _: _____ l~ _____ 1_! 
2/3 

1/3 

1 

~-~-- Sal Y 

D -- {2, 4, 6} 

o \ ·-· 

(l \ 
i 

1 / 
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À = (0, -18, -8) 1 -1/3 2/3\ - (0, -14, 4) 

-2~3) o 1/3 

o 1 

r = (8, O, 18) - (O, -14, 4) ( 1 o o 

1/3 1 o 

,-l/3 o 1 

= (14' 14, 14) -+ o que indica que já ating:i.rros o Ótimo. 

Portanto: 

f 
Y! = 2/3 

Y* = 1/3 
3 

X1 = 1 

= Y* - O 
6 

e 

z* = OY - 8Y + 18Y + OY + 8Y - 18Y 

além disto 

Ibnde: 

l 2 3 lj 5 6 

:::: 6 + 8 = 14 

1 -1/3 2/3 

o 1/3 -2/3 

o 1 l 

X* = c B- 1 = (O, -14, 4) 
B 
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Isto 
~ 

e 

/ X* - o 

l 
1 

X* '"'- -1.4 
2 

X* ::: 4 
3 

W* ·- 14 

Fi:r..alnEnte 

T -· o .,_ log t 

D -- -14 -· lcx; d 

s - 4 -· log s 

De log s = 4 e P (sz} , o polincmio e~.calado 

c.urn 

V(P 
5

} ·- 10] ( .+ol:')· 
1 

i 

·- 18 

tJrn e.xempl.o cr-1e tJ.sa ·este resultado, u&1.!1do tal fator 
,, 

do na. tabela ahüxo, na qUcli os coefic:i.entes do polincl.n.io rnzü -conci:i.cionado 

diSC'lltid'J em t>J:ilkilson [ 3, pp 41 J são rrost...rad<)s anb,.!S e depois da es 

cala. 
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EXE:MPIJ) DE ESCl\IA DI~ CDI~'ICJl:JITES 

P(z) = (z - 1) (z - í') ••• (z - ?0) 

CDEFICD..::NTES ORIGD1AIS PCYI'ÊNCIAS DE z COEPICIENI'ES &9CAI.J\l::üS 

.243290~00817~640 + ()19 () .10000()070~~2~732 + 001 
-.875294Rn3~7~l~on + ()19 1 -.?9~7hg4Q686ln9/3 + ()1)2 

.1380375975364070 + 020 :? .l9127R074875~2n7 + oo3 
-.1287093124515098 + 020 3 -.302Q732~4R?07197 + nn4 

.8037811822f>4505l + 019 !j .1S71225021?17127 + 005 
-.3599979517947n07 + ()19 5 -.5843954115543346 + nos 

.1206647803780373 + 019 h .162~~47723686615 + ()I) f) 

-.3113336431613906 + 018 7 -.l4R5340Rl575F295 + 006 
.6303081209929489 + 017 8 .5R5Q73Q597035374 + 0()(-j 

-.1014229986551145 + 017 q -.783nll3A3qn88772 + 1)06 

.1307535010540395 + 016 lO .A3R2R39890hl64l3 + 006 
-.1355851R2A9953nn + 015 11 -.721R~SSn940014R2 + ()()(, 

.113102769953Rl00 + 014 1:'. .snnnr.1Gl27424r.r,R + nnr, 
-.7561111~45000000 + 012 13 -.277r.l4S050337lq7 + Oilf; 

.4017177163000000 + 011 14 .12~48522156~73~5 + 0()6 

-.16722A0820000000 + 010 15 -.4234265940941486 + 005 
.5332794~00000000 + 008 lfi .1121321100419947 + 005 

-.1256850000000000 + 007 17 -.2194~47643162539 + 004 
.20615oooooonnnon + 005 18 .2989309677751350 + 003 

-.2100000000000000 + 003 19 -.2528791A2717RR65 + 002 
.loonoonooonoooon + 001 20 .1nnononnnnnnnnnn + nn1 

"---" 

FATOR DE ESCJ~ = .830436091033 + 001 

Note que oo coeficientes do polinÔmio original, de ordem de magnitude 

máxima e mín:irra são 10 2 0 e 10 respectivamente, dando uma variação de 19 

•erqt.Ianto no p:>linômio escalado, os coeficientes de ordem HÃX E! MIN são 10 

e 10 6 re~vamente, darrlo a variação 5. 

Experiencias nurréricas em [ 15 ] mostram que com a escala dos coe 

ficientes há uma consideravel melhora no processo de fatoração do poli:nêrnio. 
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3. 

NOsso objetivo, nesta parte do algorit:rro, é fatorar o f,JOlinânio deternli-· 

nado na secx.,::ao anteri.or. 

P = Floli.rân.io que e&tarocJS traba.lharrlo 
l 

P = H. D. C. (P , P ' ) 
1: l l 

P ·- !'1.D.C. · ·L~ P~ l) para i -- 2, ••• 
.l 1.-. ~-

TEOPJ~1l\ l 

Os zer·os P 1 CJ1le tem multiplicidade maior ou igual a "i" apc"l:n:~rao em 

P i. Os zeros P 
1 

CXIn multipUcldade ITPJJ.Or que i não apan'!<::~erão em P
1 

!Jemostraçào~ 

p k contendo o fator (z - z
1

) , k > 1. 

e P' 
l 

conter"<'l o t~ator 1z -· z )k-l. -'- . . \ 1 E assim: 

p (z 
}·· - z l) • ... 

1 

k-, 
p ·-· (z - z ) :;. 

2 1 

~· ., .... (z 
J • '' 

) 
(.-l."t'L 

-· ? "l para i = 2, 

O m.a.ior divisor cc.rnrrrn de P 
1 

deverá ser maior que zero p<:tra que (z - z 1) n3.o seja c::on..stan 

te., t:XJrt"...anto 1 k deverá ser maior ou. igual a i .. 
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mroiAA:Io: 

Seja. m o :meJY)r inteiro para o qual P mt·l é constante. Então m é a maior 

multiplicidade de algum zero de P • 
l 

Segue da{ que a sequência de polinêrnios (55 ) pode tenninar em Pm. 

'I'EX)REMA 2 

O grau de P i é maior que o grau de P i+ 
1

, para 1 < i ~ rn-1. 

_DEmonstração: 

A. derronstração é Óbvia já que o maior divisor ca:nurn de um polinêmio e sua 

derivada deve ser de grau pelo menos um a menos que o grau de polinânio . 

Se-ja P = z 9 - 14z 8 + 8Sz 7 - 294z6 + 639z 5 - 906z~ + 839z 3 - 490z 2 + 
1 

- 164z - 24 

(P
1

= (z-1) 5 (z-2) 3 (z-3)] 

A sequência de polinêmios gerados por { 55 ) , é então g~?..ra.da: 

p. = z6 - 8z 5 +26z 4 - 44z 3 + 4lz 2 - 20z + 4 
2 

p -- z~+ - 5z 3 + 9z 2 - 7z + 1 
3 

p = z2 -· 2z + 1 .. 
p = z - 1 

5 
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ou 

p •e• (z- 1)lfi 2) z 
2 

p - 1) l (z - 2) 
:1 

p -· (z 1)2 
I; 

p 
~~"" (z - 1) 

5 

o 7_,().:t"0 z ·- 1 mul tiplicíd<.::tde 5 aparece f! •.. m p f) 
v ~ 11 *' 1 ,!.., 

! 5 

() zt:~ro z - 2 mul.tipl.icidade 3 apc1..rece em p 
' 

p e p 
2 1 2 3 

o zero z -· 3 de m:u.ltipli.cidade 1 a.pç-rrece e.m p . 
3 l 

O processo t.E'.ll'.T!lina quando algum P m e sua 

ti.vamerrte primc1s. lJsa:ndo o algoritlro E!Uc.lideano, e P! sao 
1. 

c.alcular SE;U nk"'l.io:r· 

onde k 

= pi ,o 

-· p~ 
' 1 ~t 

D. k - :::::: Cf. 
' l., --l 'l. 

-
,ki--1 

~ 

e o 

oarnum, Pi+l' como: 

p, 1e + 
J. ·'r~ 

k pl. k 
I I ' i 

int..eiro 

,k+l 

para o 

1 < k < ki-1 

qual 
~ 

,k+l e nulo., C' ·' 

de P. 
, 

pi+l' exceto quando con.stant:E:~ f Cl""lilUJli e ·-
,ki 

e 
·l 

sao 

para. 

divisor 

em qual ca.so 
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P1 não é fatorável. Assim, a sequência de polinânios, P1 , é calculada 

para i = 1, ... m. 

Depois de gerar os P polinÔnios, pcrleru.:> obt:P..r facilmente outra sequ.êg 

cia de polinÔmios: 

{ 

º1 == Pi I Pi+l 

ºm = P m para i ·- 1., 2 , •.• , m-1 

57 

orrle m represent.a o Írrlice do Último po15.nânio da sequêncía dos P }.X) li~ -

rrrtos e a maior multiplicidade de qualquer zero de P . 
1 

TEOREMA 3 

Cada J=Olinêmio Q. contém sanente zeros simples. . l 

Derronstração: 

Cada polinÔ:nio Qi é fonnado dividindo-se o J.)()lin<:mi.o P í pelo maior di V!_ 

sor ·Ccrnum de P. e P ~ • E.ste maior divisor ccinum contán todos os fc:ttores de grau 
l l . 

um a menos do grau daqueles fatores que aparecem em P i. Assim, quando a di v.!_ 

são é efetuada, Qi conte..rá sanente fatores lineares, e portanto zeros simples. 

TEDRFJ1A 4 

Os ze.ros de Qi aparecem em P 
1 

can multiplicidade maior ou igual a L 
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Este fato vem di.ret..ament.e .. ~ 1 d d -Fini - d Ieore>I'flt3 . c-!! .l.C"l e... . çao J:~ 

Tcdos os fatores de Q1 sao faton.:::s de 

Idem. de:nons tração 

Cerro no exerrplo 1, 

P = (z -· 
l 

Ql -- (z ~ 

Q2 - (z -

Q -- (z _ .. 
3 

Q -·· {z .. 
lt 

Q -·· -~ 

5 

5 

1} 

1} 

1) 

l} 

1) 

- 2) 3 (z - 3) 

(z -- 2:) 

(z -· 

(z ·-

para j < i. 

O Teorema 5 sugere a form..'lçao de uma '!1('JV'a sequên.cia de polinê:rnios Q caro: 
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58 

para i = m-1, ••• 1, 

; 

para os quais obte."TTs os Zt~ros de P 1 , JX)is o:::m:J cada 0
1 

a:mt:elll tcx1os os fato 

res que anarecem em Q1 + 1 , quando os 7.eros de Qi + 1 são encontrados, os fatores 

de Qi+l são "ttrados" dr:~ Qi de maneira que estes mesrms zeros não sejam en -

cnntrados out.ra vez. 

Exemplo 3 

Continu,:otndo o Exemplo 1, usando os p:::>linânios determinados no exernplo 2 

e (58), tenos os .r:-olinânios 

Q == (z - 1) 
5 

õ = 4 
4 

Q {z - 2) 

fj -- 1 

() - (z - 3) 

oi oonterã somente aqueles zeros que aparecen em p 1 can mu1tiplicidadt:~ i, 

para i= 1, ••• , m. 
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COrrn rrostramo..s no Teorern<:1 4 , os zer·os 

dade na.ior ou i qual que i. 01 é dividido por Q . ..._1 , tx:xlos os zeros 
.1. ' 

de 

n:ul tiplicidade I"'k:lior que 1 sao ·tirados. Port..:mt.o, ('li conterá semente acr,teles 

iqual a i. 

Os zeros dos () p::üirixnio::-; seri:io então calculados. E':e os crraus dos õ reli 

ronios sao lTIE>nores que 3 ' 

, pp 105 J senão, o 
~ 

nas secp.lirrtes secçces e usado. 

Portanto, para os p:üinôrrü.os determinados no E:x"anplo 3, conforme o 'I'eore-

ma 6, tEmOs que: 

z l E:: zero ' (1(:::: mult.iplicidade 5 cem p 
1 

z 2 li 11 " 11 u ~ 6Tl p -·- ·-' 
2 l 

z :;:;;: 3 " " " " " l 6Tl p 
3 

NÓs ternos algumas vantc1.qens can este processo de fatoração. Primeiro que, 

a partir deste, est.,::rremo::; COJTl Ot'Jl1nômios graus menores qmC? 

grau do polinânio dado, e, secrun.do, enccmtrando zaus de polimmios que o:mtérn 

zeros siw.ples somE'.nte. 
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3.2-3 cAr.aJr.o OOS ZER)S REAIS USANOO O TIDREMA DE SlURM E O 

Ap)s a fatoração do poliri.rnío, est.arco:; interessados em determinar os ze 

ros reais de cada fator polinanial õ.1 • 

LXistem muitos critérios para delimitar, num prirre:Lro E>stágio, as ra1 -

zes de um r-olinânio. Aqui. consideramos que: 

Para qualquer raiz z de Qi (z) 

te-n-se: 

I -i 

:z 2 ..«v { I - ! ljk ) < :fl·u-:..A .q J ·k 
l5k5r 

r- ' , Estarros assim detenninando um int.ervalo real ca,a.J que contém tcx'las as raízes 

reais de Qi, se há raí.zes reais. 

O uso do Teon~ de Stunn pc-tra separar zeros reais nao e, c:ertamente, novo. 

~ particula:rrnente próprio para ser usado no algoritrro o:::rnposto já que a sequên-

ci.a de Sturm é gerada na obtenção no maior di 'ilisor comcrrn de dois polinêrnios. l\ 

lém disto permite obtenção dos zeros reais sem usar deflação e.xplÍcita. Zeros 

complexos serão considerados separadamente. 

Usando Qi e sua derivada geramos t.B.l sequência de Stunn para o uso dos re

sultados do Teorema de Sturm (2.2-1) •. Zl,ssim, o eixo real é j:)eSqu.isado no senti

do de deterrninanros quantos zeros Qj_ ( z) te'Tl eJTI ·-a , a ! : se ~~ verdade que õ1 ( z) 

o:-mtem zeros reais, utilizamos o Teorema de Stunn sucessivament:e para subinter-
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det..ermina:rrnos todos aqt.lt~ 1es qu:1: conte..nham 

pelo menos t.rrn Zt"3ro (z); estes intervalos são ent.ão dtvididos ao mEüo 

sucessi varr!E' .. nt.e , para ccn1 o u..so do rnesno b:•,orerna determ.:tr> .. Etr intervalos "sun. 

cientemente J.:eqtienos'' <xmtendo UM (mico z.ero real - (é claro que :rxx'lerros ado 

r:x:>rém, est.."'l, de ma.I'112ira geral ( 

de menos esforço eannuta.cional SE:=! o qrau de; polinânio é qra.nde) • 

Detürnü.nados estc:s i.nu~:tva1os, t..aramos seus pont.os rnécU.os, X 
0

, se 

õ1 (X 0 ) 1 n, COTtO valor inicial para o .Método de Ne:~rton-R:"lphson: 

59 

que i te:raqe ate que c:onverqência CJ11at'lrát .. ica é realizada. 

Notarros que '' pe:rueno" é impreciso, o que est.a'TOs ohjr~t.~.: 

vando 0.:1\'11 tal -qu.e rx:x:'k~ nao ocor:r·r~'r ... 

condições p:rra que ( 59 convirja são da.&1.S ern ~ 12 , pp 1 

porem aqui nao uso das !11'F'!sma.s • Em vez dist.o, inc:orporarros ao 

no cc:mr:osto \.rr:t teste de~ proximidade que, a cada JXiSSO acusa se a iteraçtio ob-· 

t.ida está contida no int:ervalo determinado. Quando algum X +l ccrnputaf'lo nào r 

estiver C..'\"Jntido :ncKruele intervalo, abandona.rros o valor Xr+ 1 e dc~idimos can 

qual dos subintErrvalos cont.i.nualTIO:":< o método, se à E~squerda de~ Xr ou à ta 

de Xr, conforme a do Sinal ••• de maneira que 
.. 

F~:~ 1,at) esti \Jr~rP:08 

oos aproxink.-::rrldo ra.i.z f)E'lo Mét.oc1o de Newton-Raphson estarerros fazendo·-o pelo 

sempre converqente de Bissecç.ão. Not.:"'lmOS que o teste pode faThar quan-

do, JX>r ~~E.·rnplo, ex.:iste tml X5 naquele i.ntervalo tal que õ1 (X8
) ;" O mas 

Õ! (X ) = O r (X1!11()~ 
··~1 s 
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Os critérios de convergência são: 

ou 

Convergência quadrática é realizada já que cada fator r:olin:::rnia1 contém sanen 

te zeros simples. 

Esta parte do algori t:rro é rápida apesar de n~querE~ f!11li tas avaliações de 

sEquência ele Sturm mesmo porque estas são obtidas pela.c;: fórmulas recursivas 

de.finida em (L 2-2). 

Se não há zeros reais em õ.i, então os zeros complE~xos de Qi sao calculados 

pelo processo iterativo descrito em (2.6). 
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3.2-4 INI'ERPOIAÇJ\o POLIN::MIAL REPRESEN'l"ANN ZEroS o::Mi?LEXOS. 

Dernis de calculados os zeros reais de Oi (z), os St'?US zeros OJrnplexos fal 

tam ser calculados. Desde que não terros informações quando às rna.qni tucl.es dos 

rresrros, evite-mos usar deflação P..xplÍcita para deterro.:tnar o f.X)linâmio que con -

tém os ze..ros OJmple.xos de õ.1 • Uma técnica diferente - supressão - é empregada: 

cx:rn a infonnaçilo do número de zerc.Js reais e os seus valores, urn nolinânio c1 (z) 

~ ... 1 - õ e constnn.do, o qua contera os zeros caTiple>..xos de ( i . 

Seja: 

R. (z) = (z - r ) (z 
l 1 

r
2

) ••• (z- rk), onde os rj 's renresentam os m 

' õ zeros ne .. i . 

Seja: 

61 

Se (}i (z) tem qrau n e R1 (z) teJn qrau m, Ci (z) t.em qrau k == (n - m). Usando 

(k + 1) pontos detenninarros uma interp:üação polina:nial a qual define unicamente 

Def.inirros um intervalo entre o máximo e o mínirro valores dos zeros reais e, 

com este, (K + 3) pontos, igualrnE>..nte espaçados, são detenn.inados; os pontos ex-

treJros secão ignorados já que R~ (z)=O para estes. Os rest:mtes (k + 1) 'fX)ntos, 
..L 

Xj , são usados cem seus valores associados zj = õ1 ('S) /R1 (X~j) , nara construir o 

polinânio de grau k, corro em (1.2-1). 

Note p:xrém. que Ri (~) pode ser nulo para algum dos Xj escolhidos. Cano pr§_ 

cauçao, JJOrtanto, introduzirros um teste que acuse este fat.o. Quando isto for a 

cusado, escolheremos um ncJVO conjunto de Xj 's. 

-retenninado o polinêmio int.erp:Jlador usamos o processo descri to na secçao 

seguinte para calcular os zeros de C i (z) . 
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U:n 1:iitodo .i t.erat.ivo pa:r:-a eno-:mtrar os 7.eros 

f':rn apr:uxilt~i::ies de c~ (z}/C' (z) J-X'>r funçci:!s racionais 
··- i. 

ti.r dE.:: valores previa.m<:mte ccroputa.dos. 

1"\_c; trÉ~s r:aci.onzrl.s usadas no alqori trro 

c ':L 
z _, l>. 
_"' __ !, 

' (z) b + cz 

ê~ 
. .l.. 

c. 
l 

z- A 
-----2- , ondE'~ 

b +· cz 

z - A 
__________ ___!!' __ _ 

z 2 + hz + c 

(i:?J.cb Ur:li3. dostas Pxp:res~,oes ccmtém 

(z) = 

inc:i'xrni t1s : 

va1ores iPJ.i.cíais z , z e z , urn conjunto 
2 3 

!:;olvido pErra cada. uma nas funçCX?s racionai.s. l\ 

sa.o rrontad:15 a par 

S~lO: 

ser re 

teressa \:;, l':,j , a qual é th'na aprox:i..maçao nara urn ze.ro de C i f z) , 

j = J, 2 e 4. 

()'utra aproximaçao, A , é t..a:rri!-xS:m usada já 
3 

f'k=irios para p:r:oduzí -la; é a aprox:im:"'lçao oht.idc"l 
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Em cada pa.:;so do processo i tE>.rati vo, os cálculos são feitos usando 

zi' zi+l' zi+2 ordp_nados de rrodo que ci (zi) ~ ci (zi+l) ~ cl (zi+2) para 

as· seguintes aproximaçCes de um ?:8ro. de C, ( z) ; orrle 
l 

F = Ci_ (z)/Ci (z): 

(z.-z.+2) (z.+1-z.+?) ! n(z.+ 1 -z.)+z~F.-z~+lF'+l 
A 

11 1. l .... ~ 1 111 1 
= z. ') + -----

2 1+ ... 

onde 

A = 
3 

A :::: 
4 

onde 

'7 -
~i+2 

z. 2 + 1+ 

+ 

D 

E 

(z. +l-z. +-:> (z. -z '+?) (z ....... 1-z.) 
1 1 ~ 1 1 ~ l~ l 

E 

+ 

) 

62 

63 

64 

65 
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Der:ois que A , l1. , l>.. t:"" 
1 :?. 3 

A sa.o c.alc·tlladas, 
'• 

( z ) i' é cx::rq::u tado p::rr a c~~ 

da uma. destas 4 aproxil'rl:é.lÇOOS. ~ela A; c:rue produzir o menor valor absoluto 
... 

de C:t (Aj), :l.ndicand!) ·que est.:"l Aj é a m.rns próxima de um zf.~r.o de c1 (z), é es 

colhida para ser usad.-"1 na próxima iteraç.ão, tJUalldo troca:mos z1 p.:rr zi+l 

z.+l rx:>r zi+'' e z.~ . ., pc~la nova aproximação. 
1 . ~ l~k 

Kste r)n~esso cont1nua até que urra das aproximaçoos &.:it:isf aça o seguin-

t.e cri t..:.ér i c) convergênc:ia: 

< s ou 

) I < s 

()tlélndo uma. aprox:im::lçao :z é tida, pelo 

,., 
zc e o conjuqado cx:mp1exo de z; e o processo cont.inu.1. 

trÊê'l nervo::; •.;•.:üor.·(~::; iniciais . . . A'tê que todos os zeros 

cx111C> íJm ze:ro de C . 
~ 

"' 

\ 
J F 

de 

C, {z) &"lo encontra _.. 

t.tna va.ntaqem dest.e pnx:::esso é cr..:te, a c,ada ite .. ray::io, a. rrt=~11JlJr 

alternativas É· '"'scnlhida; além. disto as funçx)es 

quanck; há aqn:r;:.1ame:n.to de zeros e suas orden.s ::-:~ac1 de Li34 

y.:.Bra hmqÕ":s cc:m fatDn~s line>-<:.-rres no dencrn..i.nador, e L cem tc>res 

Já c:;:up esta pr.rrt.e do algoritruo ccrnposto usa E:?Xp1i~cit.a~ cuida -

de manel 

ra qm:! dete:n[d.rv=xnos zeros an ordan c..-re!",cente de E, e isto o que 

faz, aproxima(iaJrente, o ~1\ét.cdo de I.ebn:mer-Schn:r.:·, o 
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Seleção dos Valores Iniciais 

Usando o !VIétodo de Le:tmrne.r-Schur, o plano oomplexo é :pesquisado no sent±_ 

do de procuramos um anel, R < I z I < 2R, contendo um zero do fator p:::>li.ronial 

Ci (z). F..ste anel é então o:>bE!rto por discos fechados até que encontrenos um 

destes ~ (~, 4/SR) contendo t:m zero de c1 (z). caro estamos procurando valo

res iniciais para o método itE!rativo descrito anteriormente, logo apÓs a de 

terminação do primeiro d.isoo conte..11do um zero, Dk* (~*' 4/SR), t.anamos o seu 

centro, 'lc*, cano um dos valores iniciais, z 
1 

, e, a. r.ertir deste, esco.lherros 

os outros dois valores, z e 2: , sobn:! circunferê11Cia do disoo, a urna distân-
2 3 

cia R de z , de maneira que estes f i quem "perto" da or igan. 
1 

Assim, se 
r,:·,· ik *;r/ ti - e 

onde k* representa o Índice para o qual I z - ~i < 4/SR contém um ze.ro de 

ci (z), terros: 

Z· = 
1 

z = 
2 

z = 
3 

3 

2 OOS'ITIR 

:ik*r;/4 Rê 

R ei (k*11/L~+'J1'/8) e 

R e i (k*'IT/L!-n/8) 

can os quais iniciamos o método iterativo que conw?:rgirã se aqueles valo -

res estiveran "suficientenente próximos" àa raiz prcx:urada (aproximadarnP...nte 

a mais prÓXima da origem). 
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alg-umas itE~rações o f!"'étodo iterativo nao o::;mre.rge ccn1 ac1ueles Vd 

lores tnlciais, in::licanc1o que estes na.o E:stavarn "suficientf3l1,ente 

usanos nc;~vamente o ~'!étcdo de I..ehnmer-&-:::hur, agora p3ra o Últ.i.mo disco d.etermi 

r'lr:tdo, e, em seguiJ::Ja voltanns, can os OCJV'os valores lniciais, ao it:P ... ra-

t.ivo ••• E assirn, sua::ssivamente, até que ocorra conve.r(:jênciac, o que !~: garanti 

do, já que o r-lét.odo de I.el:mer-Schur é global!nemte convc~Je:nte • 

.3.2-C 

Observar-os que 'fXJr mais eficientes que trmhaEI sido os rréto1os 

no câ1cu1o dos zeros de urn polinômio, aquf~les, por serem método;s 

nno prcrluzP.r'l estes ca:n prc~cisão absolut-..a. Visando resultados ainda mais TJr:e·-

cisos, nestr1. na.rt:e final do alqoritno a::xnposto, su};meternos to-Jos os z'i:;ros 

reais o cor-rp1f.!XOS, detenninados, a um processo dP nurif]_aê!ç?o, isto C()r1Si-

de:ramo-os o:;r~u valores iniciais p::tra o uso do Mét.C(lO de 

w~~::; do p·)linômio original. 

Esta purificacã.o, t'1n geral, nao requer mais que 3 i terél(;:t:)es r aJ.ér1 d 'i oue 

e c:ompe.nsado pela precisão oht.ü1a. 

Feito i.sto resta-se SOIT\f:~nte usar o fator escala obt:ido c~m (3. :?-1) os 

ze:~~os purificado~;. f)e m::x'lo quP, sc~ até tmtão determinar[!Qs 

nosso resultado fjna1 é dado r::10r 

s z. 
]. 

i= 1, 2, •... n. 
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3. 3 ESI'ABILI'DADE DO AI.roRI'IID o:MroSID 

As partes do algori t:n'o c:al'lfX'Sto usadas no o3.lculo de zE>.ros de polinêrnios 

têm rrostrado serem estáveis e seguras. O ~~tOOo de Newton-Raphson é tido co-

rro um dos m.:.ns satisfatórios entre os algoritrros que encontram raízes, se con 

ta ccrn valores iniciais suficientemente próx.ilros dos zeros p:rocurados, os 

quais são oht:idos r....elas aplicações ô.o Teorema de Stt:u:m. Além disto f o proc:es 

so de fatoração prcduz polinânios cc.rn zeros simples, o que pronorciona conver 

gência quadrática do rteSITD. 

l'>l> i ter ações que usam funçCcs rncionc"ÜS sao estcl.veis SP cnnt.a:n, t....amhÓ'Tl f 

CXJm valores suficientemente próxirros dos ze.ros nrocuraoos f os f!lkl.is são obti-

dos r:elo i tétcx3o de JebJT1l"l1er'-Schur. 

Porta."'1to, a ::arte mis delicê!.dc-:t do alqori tmo comrx:>sto é o processo de f a 

toraçãoonde rx:xlem aparecer dificuldades quando dividirros rolinômios e, por 

causa de erros de arreclOJ1liarnente, este processo poje nao tPnninar norm;=1L"1en 

te. 

Ü pré-orOCCSSafíiE'...JJ.tO dO polirX'JniO 1 descri tO em n .J.) é ll.r:la preC..aUÇ0.0 para 

evitar tais erros de arredondamento. Além disto, o procEsso de fatoração P<"lE., 

cial f descri to na secçã.o seguinte, prc>y:x:)rciona o máx.:im::> de inforrnac:êi0.s re lati 

vas aos zeros de rx:üi.rx:rnios • 

3.~ -1 FA'IO~ PARCIAL 

Quando o processo de fatoração na o termina normalmente, JXY1e ser 

observado que algum Qi, o:::rno definido an 57 não foi fatorado y:or al<JUID 

er:ro de arredondarrento no cálculo do mai.or divisor cxmJm de P . e P ~ . Isto e 
l l 

obf."",ervado q'Jru""ldo os graus dos sucessivos Qi 's tendem a p?_nnanecerem os mesrros 
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-
Otl nao decrescx:m. Para reconhecer quando isto ooorre, ccrnputarnos os (\ 

... 
a;p::>s os P. +l tf.:!rern sido c(:rnnutados e canrx3Xam:Js o grau de O; can 0, +J • o 

.1. -- ..... • 

qrau de Qi deve ser maior ou igual que o Qi+l' caso contrá.rio, ~Óbvia a 

irtlJrecisão no cálculo elo M.D.C. (P
1
., P~). Infelizmente E:!.ste teste r..ern sempn:~ 

1. 

detecta quando .isto OCC>:rTe. Porém, cn.x:mdo ~ detectador o c2Llcu1o dos ze..ros 

de Qi, r:.ara i == k 1 k--1, . . . 1, é continuado, onde k denota o índice para o 

qual Qk falha n:::; fatoracão. Isto tem resultado na determinação de a:prox..i.ma-

élarnf:~nte 90% dos zeros , os ze:tos distintos il.e P sno sempre determinados e os 

lO'% dos zeros nãr.J encr)nt:rados são atribuídos a e.rros CCll~;tidos na ck~t.ennina-

-çao das mult:lplicida.de.s dos zeros dt~ 

.~ 

z·e:ros e mui tas w~zes DE'! 

nosa. Duas técnicas diferentes porler:~ ser usadas: 

la.) C.::tda zero z encontrac1o em 01 , i '= 1, ... k, é tirado do rJOli~ 

nêmio original até que o valor absoluto do TX."lli .. nôrnio deflat'ido seja aproxiJTiii-

damente zero. 

n - p 
' l 

z-z 

se z é complexo, o 

Para 

(a) < 

n representa a mult.iplicidadE~ 

• • • rn 

e CpJ.E:! c-: tiradO do f::Olinomio. 

e 

r.· e UITB. ·tolerânc:La ahsolub'l, ou 
~a 
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(b) 'I < E 
r para algum j , 

j representa a multiplicidade de z, onde e uma tolerância relativa. 

2a. ) Para cada zero z encnntrado exll ü1 , i = 1, • • • k, calcularros su 

. de . d (' (j) (-' cesslVds ~1va as, ~i- ZJ, ab~ que encontranos o pr:imeiro j, j*, tal que 

j* -
Q-i ( z ) f' () 1 dome t::.eYKJs qtlP i* é a rm11Uolicidade de z. 



Ent..ra&1. do Polinêmo 

Obtencão dos 

Pl --· P 

PI' Derivada c3e PT 

PI + 1 -- ~".D.C. 

PI 
QI = --------- + FI 

PI ..... 1 

RI-0'? 
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{a.} 
1. 

n+l 

SIYl 

n+l 

i=l 

r1 

i=l 

I-- L 2, 

C 'l"em:::s os fatores QIN, nao constantes , contendo somente :zero::; 

simples e que t.êm rnultiplicida.-.le 1N E>..m PL 



c 

2 

cálculo dos zeros 

""' - r - r-1 1.!1N = q 0z + q z + .•. 

Qllite.m 

l 

I 
SD1 

QIN tem zeros em 

SI:v! 

cada fator 

NÃO 

NÃO 

Uso do rreore!'(),3_ <.'ie Sturm., sucessiva 

rrente , para inter:valos de compr:t -

rnento h = O .1 Coar.:'!. determinar quais 

rrenos 1 zero de QIN) 
'---------·---~-------·-----· ---

contkirn 

NÃO 1 

bi QIN' tem zeros 

3 

C Até a:::1ui temos i.nformaç~s qua."'lto ao núner·o de zeros 

reais em subintervalos de r- h b-1 
~--k..i I . .. J. I 

h= 0.1; 
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------·-------------· 'l 

Uso do Teorema de Sturm, agora i 

dividindo ao neio cada stibtn -

tervalo até encontrar a:rueles 

:rnJ contendo um únioo zero real L. _T __________________ __, 
I 

l Tomàircs XNJO, o ponto rrédio dos oo-;-1 
I se OIN (XNJO) :I O , considerarros aque-

le oorro valor inicial para o ~tcx:lo 

---·----·-··----------------·--·--------~ 

Testar, a cada iteração, se Xr+l == X r +- ~ 

- ÕIN (X ) I QIN' (X ) , está e.'TI INJ. Se ! 
r r 1 

não estl ver, através da Regra de Sinal I 

detemd.nar can qual subintervalo continuar I 
-----·---·-·---

C Terros RIN = fator de QIN que contém todos os zeros 

reais de QIN. 
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C 'I'ernr.)f; CTI\i: fator de QIN qtle contém. todos os seus 

C cãlC'u.1o dos u~ros c::mplexos 

Uso do fl~?t.odo de Lehntner··Sdlur 

um disco contendo um 

A pa:r:tir do centro 

fa.zemos: 

·~ L. ·-· <=}; 

R 
i ('K'l"l/4+·rr./8) 

z ·-· e 
2. 

:z. R 
i. (k:rr /4-n/8) 

-· e 
:~ 

])(Jnde obtr~.)s os valores iniciais 

iterativo. 

de "A ", "A "1 "l'1. ", e ~.A " 
-··- ·-·-·-···- _________________ .. __ 1 ____ ~------ .. ··--Z·------··-----~--~------·---··---~---~------

A. t.al que I CIN (A.) 11:::: O J . . J 
~ 

e esco 

oora contJ.nuar o rrétoc1o i terati-

urn :z.erc.i. 

gr:: 1 
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C 1bcbs t1s zeros de P foram calculaoos 

r--~-----------------------~-, 

I Dete:rr.:'inar as rrul tip __ li..;..c_i_d_a_d_e_s 

I • 
1 de ?ada zero do polinOmio. 

I 

~Purificação dos ~ encontr~ 

~~~~~~-la dos ~ purificados ·1 
: ____ - ..... ·----·----·------···------·-·----------..! 

\ 
v 

SAIDA 

1 
l 

J 
C 'l'odos os zeros de OIN foram encontrados 

i 
\Jl 

~----- ... -----·-·-----, 

i __ IN=IN+~j 
' I 

"' 2 



sto a-oresenta tons resultados 

atribuídos aos 5e::']Ui.ntes fatores: 

1} Prepxxx::essamento do polixlÔmio u&:1..~'io 1.:ll1B escala Ótima para 

minimizar variações de ordem de 

2) Obtenção de fatores p:üinantais f qraus menores que o do p:::üinô -

mio, que contém 5C.Ifl'll3nte zeros simples e/ou colhendo tant.z:ts informa-

çoes quanto possi ve l quando a 

3) Uso do f;'létodo de NeHton-Raphson jun.tc> cem. o Método de Sturm o que -

qarante a obtenção de todos os zeros n::ais de os fatores pol!_ 

d .f' -ncmiais, sem usar .e .... J.açao 

4) C'.crrputação dos zeros canplexos 

ccrrrputação dos zeros de 

fatores poHnaniais atr-avés da 

inte .. rpoladores -- evitarrlo defla-

ção e .. ::-cpl!cita dos zeros re.::ús - obtidos e.m aprox:imaç:ão por funções 

racionais que usarn do plano complexo, ob 

tidos ]:)elo Métoc:lo "" L.e:hrnmer-S::::hur que e glol::;l(..i.lrne..nte convergente. 

5) Purificação zE:ros enoontr ados. 
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EXEMPW: 

a:xn o uso do algort trro a::rrposto, calcular todas as raí'zes do polinânio 

SOI..t.JCÃO: 

"" - ~ A. partir do polinanio dado, construí:mos urna sequencia de JX)lina:nios cano 

descrito em ( 55 ) (* uso do algoritno euclideano para o cálculo do M.D.C. 

de P e P' ·f~). Assim, tenos: 

p = P (z) = z6 
- 2z 5 + 3z~ - 4z 3 + 3z 2 - 2z + 1 

1 f o 1 

p = P' {z) = 6z 5 - lOz~ + 12z 2 + 6z - 2 
l ' 1 l 

p = zit - 3z 3 + 3z 2 - 3z + 2 (1) 
1• 2 

p = z3 - z2 + z - 1 (2) 
1 I 3 

p = o (3) 
1 , 4 

e, c..uno p 'I CTE, terros que MDC (P , P') = p = P 
lt3 l 1 lt3 2 

:tntão 

P (z) = z 3 
- z 2 + z - 1 

2 

e p:xierros t.er P (z) fatorado caro: 
l 

P (z) = Q (z) P (z) 
1 1 2 

portanto: 

n (z) - z 3 
- z 2 + z - 1 

l 
(4) 



p 
l t Q 

-2z 

·+ 

{l} 

2+3z-l 

3z + 4 

4z 

-4z 3-l2z 2 -:-l2z-8 
{2) 

9z 3
- 9z 9z-9 

z - 2 

o 
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,;- D 
.'! 2 

--·--·-··---·-------

(4} 

-z 3+z 2-z+l 

z 3 -z 2+z-l 

o 

O::mtinuanào o processe; de fatoração, fazemos a mesma coisa para o fator 

P (z): 
2 

p - P (z) - z 3 
- z 2 + z - 1 

2' !; 2 

p - P 1 (z) - 3z 2 - 2z + 1 
2 ,if! 2 

n c-:: 1 
2 f 3 

(6) 

donde, cerro p t.~ uma COl"-qtante, tenns que P {z} e P' 1(z) sao relativamente 
2 f 2 2 2 

pr:i.lros; p::>rtanto o pl:'OCesso de fatoração ter:minou. As!:;im tanos: 

P(z) = Q (z) Q (z) 
1 2 
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p 
2 t o 

z-1 
P,. l 
"' -·z 

4 8 --z-
9 9 

3z''--2z+l z - 2 

3z + 4 

4z+1 

-4z+8 

9 

-· C'I'E ··~ P e P' 
2 2 

são primos 
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onde 

Q (z) = P (z) I P (z) = z 3 
- z 2 + z - 1 

l 1 2 
(4) 

e 

Q (z) = P (z) 
2 2 

Além disso, sabemos que as zeros dos Qi 's a:n ( i sao simples e que 2 

é a rna.ior multiplicidade de qualquer zero de P (z). 

KOTI\: Na .det~j_nação_de algum Qi p:x]e ocorrer aJguma divisão cujo resto 
seJa nao nulo; e claro entao que houve erros no pro:;esso de fatora 
ção, na determ.tnação do .MLC: Nestes casos continuarros a uf'xrr o Al= 
qori tmo camx>sto para os Q. , i = 1, ••• , K, onde K é o Ind.ice do üT
tino Qi dete...'lllinado corretknte. 

Ap5s a detenninação de ( i ) constru!:rros uma nova se::ruência Qi CO'IO 

definida E!ll ( 58 ) donde obtemos 

= o I Q == 1 
l 2 

(i. i ) 

-
Q = Q = z 3 

- z 2 + z - 1 
2 2 

Observe, a 1xrrtir de ( i i ) , que só precisarros calcular os zeros de 

Q para dete.xminarmos todos os zeros de P e que, alÉ;m disso , aqueles ze 
2 l 

ros terão multlplicidade 2 em P 
I 

-Cálculo dos ze-ros reais de Q 
2 

-· Q (z) 
2 



t.cxlas as ra.Ízes re<:üs ) . 

., 2 ,rlf,X f ' 1'' '1... 1/2 J ::: • !Vlt-'J...o ~ l f - ~ 1 ~ 1--1! l/3 f 
I o 

assim, I - (-2, 2). 

Em secp.mdo luqar 1 o::rn o u.so do 'rc'Crema. Sturm, deterrnJ.narrus qur:~.nt_os 

ZE'.XOS de Q 
2 

em (-2, 2) para, postF:~riorrrent.P, ~'~ cas.o r:;osi tivo, deter1ni-

na:rTIDs subintervalos I contk">.TKlo um fínico zero real cada.. Para tanto, 

formarros a sEquênc:La de Stu:rr1 (! : 

0 = 7:3 -
2. f o 

r·. -,,t = ]zz -
2 f l 

õ (z) ·- --;.:: + 
2 I 2 

(1 (z) (' --· - ·} 

2 1 3 

F: ccmput.anus : 

õ (--2) = .,.'il 
-l~L 

2 Jf o 

Q (--? \ 
'• 4 • .,, -- 17 >· 

2 f l 

0 (-2) ·- 4 > 
2t2 

(\ (-2) - ..• g < 
2 ' 3 

r:.cnde: V(·-2) = 2 

V(-2) - V(2) = 1. 

2 

z2 ··I- z - 1 
f 

~7 + 1 ' 

2 1 

< n 

(\ 

() 

n 

=L 

Q (:'!} ·- 5 > I) 
2, () 

Q P' -· q > () .. ; 
'· 2 I 1 

0 (2) ·- 11 - o 
2t2 

;.,;. 

Q -- -9 < n 
2 I 3 

, o numero c1e zeros rea..i.s de Q (z) 
2 

e 
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Q (O) = 1 
2' () 

Q (O) = 1 
2, 1 ~ 

Q 
i!.' 

(O) = -2 
2f2 

Q (O) = -9 
2, 3 

V (O) = 2. E ccrno V (O) -V ( 2) =2-1 == 1, tems nue a Única raiz real de Q ( z) está 
2 

no intervalo (0,2). 

Feito isto I usarrns este método suo:::.ssi vamente para inb~rvalos de ccmpri_ 

rrento, h=O. 1 a partir do jX)nto zero, até enc..'Onttarmos algum intr~rvalo conten 

do aquela raiz, pa.ra, can o pJnto mt...~.io deste, usarrros o Hétodo de Newton 

Raphson. Neste exemplo, qua."lrlo neSCl'llisamos o intervalo (O. 9, 1. n) encontra-

nns que Q ( 1. O) =O e 1 )X)rtanto já detennina'TIOs a raiz real de Q ( z) . ( * é c la 
2 2 

ro que pcrlerros pesquisar subin~..rvalos de ( n, 2) de outras maneiras, por exem-

plo, se ti vésserros adotado o critério de ir cli vidindo ao meio os intervalos , 

num pri.rreiro passo já determinariarros que 1. n é uma raiz de Q (:z). Porém, em 
2 

gE~rall esta não é a melhor TXJli tica ne pescp.üsa *) • 

f'..epois que determinarros talos os zeros reais do polinômio, evitando a de 

flação explícita do m.=!smo fazerros urrB: 

InterpJlação para determinar o polinânio contendo os zeros complexos de Q (z) 

Sa.benns que: 

Q (z) =R (z) C (z), 
2 l 2 

onde R (z)=z-1 e c (z) será o rnlinêmio contendo t.orlos os zeros canplexos de 
1 2 

Õ (z). 
2 

Para determinamos C 
2 

(z) precisarros de 3 pont...os equid.tstantes zi, en1 uma 
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vi z in.l1iuK::'<'l r.jf'· 1 , e v ' ~i == Q (z~)/z 1 -1 para i= 1, 2, 3 (dP maneira que 
2 J, 

R (z.) ~O, V i- 1, 2, 3) 
l .l. 

Tanamos h .... 1 e: 

z - --0.1, 
l 

donde temos: 

y -- -1. 

z = 0.9 
2 

e 

Y ··- -() .lRl 
2 

Z :::= 1.9 I 
3 

e y ·- 4.l4C!. 
3 

Assim, form::-:uros a tabela das difE>..renças progressivas 

Y 
1 

AV Í \2y 
i I D-'i I L. i. 

~----t----·---r-----

-l.Al I 0 o 

-1 o. () 

-L I -0.81 -l.fi? 

para obter o ·polinânio intr~.rpolador: 

isto e 

C (z) = Y + 
2. o 

C (z) - z 2 + 1 , 
2 

cálculo dos zeros erinple.xos de C (z) , 
------------·--·-·-----------2 __ 

então 

e 

c (z) c::;: z 2 +· l 
2 

C*(z) - z 2 + 1 
2 

j 
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De acordo can o teorema ( pp 3 6 ) , este é o caso que precisa de cuidados 

e::.--peciais • 

3 
'I'ananns ~j = 4 e consideranos o arel 

R = BR 
1 o 

3 3 
=8=4< lzl < 2=2B=2BR

0
=2R

1 

o qual a:mtén um zero de C (z) 
2 

Este anel rxxle ser ccrnplet.am:> .. nte coberto por oi to cUscos can raios ~ R 

e centros ("' --'1<.-
ikTI/4 e para k = 0,1, •.. ,7 

can raios: 

e centros: 

4 
-R = 
5 1 

2cosTI/8 

c -- 1.2176905 (co#+ i ~ 
k ~ 4 

Desta maneira, se c (z) ten um zero em 
2 

k = 0,1, ... ,7 . 

3 lz- c;~!< p=-::; 
1\. 1.. 

= C 
2 

(pz + '1<) tem um zero em I z I < 1, pc."lra algum ~· 

Consideremos c = 1. 2176905 i 
2 

Então 

isto e: 

então CC 

0:::
2 

(z) = C
2 

( ~ z + 1.2176905 i } - 2.25 z 2 + 3.65307115 i z- 0,4827701 

CC*(z) - -0.4827701 z 2
- 3.6530715 i z + 2.25 

2 

2 



'l' [ Q(z) ·] - -0.4827701 l 2.25 z 2 + 3.6530715 i z - 0.4827701 I + 

-2.2s ! -o.4B277ol z 2 - 3.6s3o71s 1 z + 2.2s 1 

= 6.4558172 i z - 4.8294331 

dorrle 

'I' [ 0 (O) ] = -4.82 • • • < O 

e, portanto, de acordo can o t'.aJre.ma { cp :SL ) e..xiste lnP.a raiz de C (z) E'ffi 
J;. 2 

-c 
2 

1 3 
i < 2 - v.l.de figura abai..xo. 

/ 

DI ONDE P( 2 
TEM UM ZERO 

ZERO 
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Detf'_rminado um disco conterrlo um zero de C ( z) , fazanos: 
2 

z = c = 1.2176905 i 
l 2 

z -- 1.2176905 (CX>S n/2 + i sen n/2) 
1 

z = 1.2176905 ei n/2 
l 

e t:omarros z e z os txmtos de intersecção daquele disco cem o disco de raio 
2 3 

R: 

3 i n/3 z = - e e 3 i 2n/3 
z3 = 4 e 2 4 

para ccrneçar o processo iterativo que usa, em cada passo, a ro.elhor de 4 aproxi~ 

ÇÕes por funçÕes racionais. 

Temos 

e 

donde: 

z = 1.2176905 ei n/2 
1 

C (z ) = -0.4827701 
2 1 

c (z ) = 0.7243588 + 0.4838902 i 
2 2 

C (z ) = 0.7243588- 0.4838902 i 
2 3 

Jc (z ) I = 0.4827701 
2 l 

lc (z ) I = lc (z ) I = 0.7588453 
I 2 2 , 2 3 
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Assim , cano 

lc (z ) í < !c (z ) I ~ lc {z ) I 
.2 l' 2 2' '2 3) 

fazartOS uma reordE>.nação dos { z1 } 3 de mr.i.lo que 
1=1 

lc (z } l > !c (z ) I > !c (z ) i 
:! 1 2 2 '2 3 

isto é, tr'ocan"os os valores de z e z , de modo que aqora. tern.::.)s 
l ::1 

e 

z = -0.375 + 0.645187 i 
1 

z = 0.375 + 0.645187 i 
2 

z - l. 2176905 i 
3 

C (z } = 0.7243588- O. i 
2 l 

C (z ) = 0.7243588 + 0.4838902 i 
2 2 

C (z ) = -0.4827701 
2 3 

para, então, canputannos as apro:xJ.JTta.ções ~ 

Jl. = z + 
1 3 

(z 
? 

(z: 
3 
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2(z -z )+ z2 I 2 l - z2 -2.~ (z -z } (z -z ) 
l 3 2 3 

A -
2 

z 
l- Í c' (z ) -~ ~-c' (z ) 

2 1 1 J C (z ) 2 I C (z ) 
+ -------------------------------~2--~1 ___________ 2 ___ 2 ___ 

A = z 

3 

D = (z 

r- rc'(z )l 
z ) I z2 I 2 1 t 

3 L 1 L C 2 (z 1) J 2 

+ (z 
l 

3 

- z ) 
2 

c (:z. ) 
2 3 

C 1 (z ) 
? 3 

rc• (z ) .,1 
2 2 1- 2 3 _ 

3 I C (z ) I 
- 2 3 -l. 

D 

2 z 
~ 

rc I (z ) i l I 

I i 2 2 I+ lc (z ) 
l 

I 
l 

.. 2 2 J 

r- C' (z ) 'l I 
Z

2 1
1 

2 2 I ! 
--11 

2 l C (z ) I ' 
~ 2 2 .JJ 

{z -z ) i 2 1 _ 2 2 
rC'{z) C'(z )1 

2 3 I C (z ) C (z ) 
(z -z ) + (z -z ) (z -2: ) (z -z ) 

13 23 2113 

i_ 2 l 2 2 -
A -- z + 

... 3 

F 

orne 

r c; (z } c• (z ) 

J 

1-
C' (z ) C' (z ) l 

F = (z -z ) ~--1-- 2 2 + (z -z ) I 2 3 2 2 ! 

l 
-----i 

2 3 l C (Z ) c (z ) 1 2 c (z ) c (z ' I I 
!_ 2 1 2 2 2 3 2 z I 

.) 

A::juela aprox:llna.qão A. que resultar no rrenor valor dE! í c (1\ . ) I 
J . 2 ] ' 

que E!st.a A. é a mais próxima de um zero de C {z) , é escolhida ., J 2 

na próxima iteração quando trocam::>s 

aproximação .•. 

z 
1 

por z , ~ 

2 2 
z e 

3 
z 

3 

.incH. cando 

ser usada 

nova 
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Est..e p:r:DCE~sso a::mt.írrtL."l que 

OU\ !c 
2 

pa.:ra. c :: O , 

Neste E'...XE!t!plO, já ~, pois é evidente, que a. a det.e.:rnttnar é 

z = 1 i, cano o grau de c ( z) é 2 , 
l 2 

a outxa ratz z = -1 i. Aqui. o processo terrnina v.i.sto cp . .:te já encontramos 
2 

toc13.s as raízes de P (z), a sal:er: 

z ·- ]., cem rrul tipl:i.cidadr~ 2 E~m p (z) 
o 

z ,_ 

1 
li, Cf'Jn n:tultipUcidade ..... ;.; em l? 

z -li can multiplicidade •"'\, 
t?!>'TI p -· L 

2 

e 

P(z) = (z- 1) 2 (z- i) 2 (z + i) 2 
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