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Murmura o mar

Responde o ar

Gargalha o dia.

O criador e a obra

viajam ao irreal da fantasia.

(Mazinho, Ambrosio e Renatinho)
Unidos da Ponte - 1983
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Resumo

Neste trabalho sdo apresentadas abordagens do problema isoperimétrico que podem
ser utilizadas no ensino médio ou ensino universitario. Estas incluem: 1) aspectos historicos,
i1) deducdes formais do problema (dentre as curvas de perimetro fixo, a circunferéncia ¢ a
que engloba a maior area) utilizando apenas geometria euclidiana ou via calculo diferencial,
1i1) contextualizacdo em problemas de otimizacdo a serem abordados também utilizando
recursos computacionais e iv) descri¢do detalhada de material audiovisual produzido para o

ensino médio, com a participagao do autor, para um projeto com suporte MEC - UNICAMP.



Abstract

This dissertation presents approaches to the isoperimetric problem that can be
used in high school or university education. These include: 1)historical aspects, i1) formal
deductions of the problem (among the curves of fixed perimeter, the circle encompasses
most area) using only Euclidean geometry or calculus iii) contextualization in optimization
problems to be also addressed using computational resources 1v) detailed description of

audiovisual material produced for the high school, with the participation of the author.
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Introducao

“E como eu vou utilizar isso na minha vida?” — Esta ¢ talvez uma das perguntas
mais ouvidas pelos professores de matematica dos diversos niveis de ensino. Pela estrutura
da propria ciéncia, muitas vezes os alunos entram em contato com conceitos bastante
abstratos, que podem se constituir em uma barreira para a motivagao do estudo da
disciplina.

Neste contexto, neste trabalho preocupamo-nos em explorar diversas abordagens
para um problema classico da matematica — o problema isoperimétrico. A escolha por este
tema deu-se em fun¢do de que problemas envolvendo otimizagao tem grande proximidade
com o cotidiano dos alunos, sejam eles de ensino médio ou superior. A busca pela resposta
para um problema de natureza isoperimétrica possibilita ao professor mostrar a necessidade
e a relevancia da constru¢do de alguns resultados prévios, possibilitando ao aluno
compreender melhor a estruturagdo da matemadtica envolvida.

Este tema foi também objeto de um programa de video e programas computacionais
de matemadtica que integram o Projeto M3 — parceria da UNICAMP com o MEC — para o
desenvolvimento de material multimidia voltado para alunos do ensino médio. O mestrando
e a orientadora integraram a equipe deste projeto. O trabalho aqui desenvolvido discute e
aprofunda o conteudo de alguns destes programas, propondo extensdes que podem ser
utilizadas também por professores de calculo no ensino universitario.

Esta dissertacdo esta organizada em trés capitulos assim distribuidos:

No Capitulo 1 sdo apresentadas algumas referéncias histéricas e vdrias
demonstragdes do problema isoperimétrico classico. Em duas delas utilizam-se apenas
conceitos de matematica no nivel de ensino médio, em outra utiliza-se conceitos
introdutérios de calculo diferencial ¢ em outra ainda tem-se a demonstracao usual do
problema do ponto de vista da geometria diferencial. No Capitulo 2 sdo abordados
problemas isoperimétricos em contextos especificos, a partir da andlise de dois programas
computacionais do Projeto M3. Embora os programas computacionais sejam destinados a
alunos de ensino médio, os problemas propostos neles, seus aprofundamentos e extensdes
sdo discutidos também com a utilizacdo de célculo diferencial, tanto de uma, quanto de

varias variaveis. No Capitulo 3 ¢ realizada a andlise do roteiro audiovisual “A lenda de



Dido”, cuja produgdo contou com a participagao do autor deste trabalho, tanto do ponto de
vista da matematica envolvida na sua constru¢do, quanto do ponto de vista da teoria de
roteiros.

O proposito ¢ que este material possa ser utilizado por professores dos diferentes
niveis de ensino, possibilitando que aulas e atividades complementares sejam propostas a
partir da utilizagdo de diferentes recursos didaticos, que motivem e propiciem a

incorporacdo de conceitos e a resolugdo de problemas do cotidiano.



Capitulo 1

O problema isoperimétrico classico

Neste primeiro capitulo abordaremos alguns aspectos historicos do problema
1soperimétrico, a partir da referéncia [1]. Serdo apresentadas algumas demonstra¢des para o
Teorema Isoperimétrico, ou Desigualdade Isoperimétrica, utilizando somente elementos da
geometria plana, com base nas referéncias [2] e [3] e também utilizando o célculo

diferencial, com base nas referéncias [4] e [5].

1.1 Aspectos historicos

O problema isoperimétrico aparece em escritos gregos, de Zenddor e Pappus. Embora o
resultado (a solugdo) do problema fosse aceito, ndo é conhecida desta época nenhuma
demonstragdo formal para o fato de que a circunferéncia ¢ a curva que maximiza a area
para um perimetro fixo. O épico Eneida, do poeta romano Virgilio [1] faz referéncia a
solugdo do problema, através de um de seus personagens. O poema, escrito por encomenda
do Imperador Augusto, retrata o poder a gloria de Roma e tinha como fungdo também a
propaganda politica, narrando indiretamente a grandeza do Imperador Augusto.

A obra ¢ dividida em doze cantos, sendo que os seis primeiros formam um poema de
viagem, para rivalizar com a Odisséia, do grego Homero, e os seis Gltimos formam um
poema bélico, no qual sdo encontrados coédigos de guerra dos romanos, neste caso

rivalizando com a Iliada, também de Homero.

Figura 1

ilustragdo do século VI d.C., que retrata Dido e Enéias e se encontra na Biblioteca Apostolica Romana



A rainha de Cartago, Dido, também conhecida como Elisa, ¢ personagem dos seis
primeiros cantos, para a qual Eneias relata suas aventuras (nos trés primeiros cantos), uma
vez que o texto ¢ iniciado com a saga do herdi ja em andamento. Por obra de Vénus, mae
do heroi Eneias, apds ouvir as aventuras por ele relatadas, Dido apaixona-se por ele (canto
IV). Entretanto a missdo do heroi ¢ fundar uma nova cidade, e ele abandona Cartago e a
Rainha Dido, que ao sentir-se abandonada, suicida-se. Na descri¢ao de Virgilio, Eneias, que
estava partindo com os navios ainda pode observar a fumaca da pira funeraria saindo do
palécio. Dido ainda aparece no canto VI, quando Eneias desce ao Mundo dos Mortos e vé o

espectro da rainha, sem, no entanto, estabelecer qualquer comunicacao com ela.

Figura 2

imagem de Dido e seu povo, cortando o couro de um boi
A referéncia ao problema isoperimétrico no classico Eneida surge justamente na
historia da Rainha Dido. Abaixo ¢ reproduzido um trecho do canto I da obra, no qual se
evidencia o problema. Embora haja varias tradugdes do latim, a op¢ao foi pela tradugdo em

verso, realizada por Manuel Odorico Mendes, no século XIX [1].

“E longa a injuria, tem rodeios longos,

Mas tragarei seu curso em breve suma.

Siqueu, fenicio em lavras opulento,

Foi da misera esposo, e muito amado:
Com bom pressdgio o pai lhe dera intacta.
Pigmalido, faganhoso entre os malvados,
Barbaro irmdo, do estado se empossara.

Interveio o furor: de fome de ouro



Cego, e a paixdo fraterna sem respeito,
Pérfido, impio, a Siqueu nas aras mata;,
O fato encobre, e a crédula esperanca
Da amante aflita largo espago ilude

Com mil simulacoes. Mas do inumado
Consorte, com esgares espantosos,
Palida em sonhos lhe aparece a imagem:
Da casa o crime e trama desenleia;

A ara homicida, os retalhados peitos
Desnuda, e a patria intima-lhe que fuja:
Prata imensa e ouro velho, soterrados,
Para o exilio descobre. Ela, inquieta,
Apressa a fuga, e atrai os descontentes
Que ou rancor ao tirano ou medo instiga;
Acaso prestes naus, manda assalta-las;
Dos tesouros do avaro carregadas
Empegam-se: a mulher conduz a empresa!
Chegam d’alta Cartago onde o castelo
Veras medrando agora e ingentes muros:
Mercam solo (do feito o alcunham Birsa)

Quanto um coiro taurino abranja em tiras.”

Apos ter o marido assassinado por seu irmao, ela precisou fugir com seguidores para
fundar uma nova cidade. Encontrando um lugar adequado ela negociou com o Rei Jarbas a
compra das terras. Ficou acertado que ela poderia comprar apenas a quantidade de terra que
conseguisse cercar com a pele de um touro. Ela e seu séqiiito decidem entdo cortar a pele
em tiras muito finas, e emenda-las formando uma corda bastante comprida. Assim, eles
puderam cercar uma grande quantidade de terras para construir a nova cidade. Como a
regido a ser escolhida ficava na beira do mar eles decidiram que o formato do terreno seria

um semicirculo a ser contornado por esta corda. A cidade fundada por Dido recebeu o



nome de Cartago (inicialmente Birsa, que significa couro) e ficava no norte da Africa, na
regido onde hoje ¢ a Tunisia.

Entretanto as referéncias historicas para a solugdo do problema nao se restringem
apenas a literatura. Durante a idade média era comum a constru¢ao de muros de protegao
para as cidades. Ao consultar alguns mapas disponiveis na época, ndo por acaso,
encontramos muros no formato circular, ou semicircular. Como os muros eram feitos de
pedras, sua construgdo era cara e trabalhosa. Utilizar o resultado do problema
1soperimétrico, ja conhecido na €época, otimizava a area cercada, para uma quantidade fixa
de material. Abaixo apresentamos os mapas das cidades de Paris - Franga, Colonia -
Alemanha e Braga — Portugal, que tinha formatos circulares (Braga) ou semicirculares

(Paris e Colonia), quando as cidades eram banhadas por rios.

Figura 3

mapa de Paris

Figura 4

mapa de Colonia



Figura 5

mapa de Braga

Apesar dos fatos acima expostos, uma demonstracdo formal amplamente aceita
surgiu apenas em 1870, com Weierstrass, época em que houve maior apego dos
matematicos ao conceito de ‘prova rigorosa’. Ela aparece como corolario nos estudos da
teoria de “Célculo das Variagdes”, sendo o problema isoperimétrico, um dos problemas
abordados. Outros matematicos, apds Weierstrass obtiveram provas mais concisas do
problema, como o alemao Erhard Schmidt, em 1939. Esta demonstracao ¢ justamente a
apresentada neste trabalho [5], porém uma outra demonstragdo, proposta por Adolf Hurwitz,
em 1902, faz uso essencial das séries de Fourier e pode ser encontrada na referéncia [12].

As demonstragdes existentes antes da apresentada por Weierstrass partiam do
principio de que existia uma curva que maximizava a area, sendo em seguida apresentados
argumentos para mostrar que esta curva era a circunferéncia. Para um estudo mais
aprofundado do problema isoperimétrico como um problema variacional e sem assumir a

existéncia de valor maximo sugere-se a leitura do primeiro capitulo de [6].

1.2 Demonstracoes utilizando apenas geometria plana

Sdo apresentadas a seguir, duas diferentes demonstracdes para o problema
isoperimétrico sem o uso de célculo diferencial. Embora as duas demonstracdes utilizem
apenas conceitos de geometria plana, apresentam construgdes bastante distintas, que podem
auxiliar na resolucdo de problemas derivados do problema principal do isoperimétrico,
apresentados ao final do Capitulo 2 deste trabalho. A primeira demonstragao foi extraida

da referéncia [2] enquanto a segunda foi extraida da referéncia [3].



1.2.1 Primeira demonstracio utilizando geometria plana

A constru¢do da demonstragdo baseia-se no fato de que dentre os tridngulos
retangulos que possuem dois lados com medidas fixas, o retdngulo ¢ o que possui maior
area. A partir deste resultado mostra-se que a semicircunferéncia ¢ a curva plana aberta,
com extremos em dois pontos de uma reta que engloba a maior area, assumindo o segmento
de reta como fechamento do contorno. Conclui-se a partir dai que a circunferéncia ¢ a curva

plana fechada que possui a maior area. Iniciamos com duas proposicdes bastante intuitivas.

Proposicao 1.2.1.1: Seja F, uma figura plana limitada, ndo convexa, cuja fronteira seja
uma curva plana simples e fechada, C,. Entdo é possivel encontrar uma figura plana F,
de drea maior que F; tal que sua fronteira C, seja uma curva plana, simples e fechada de
mesmo comprimento de C,.

Sabemos que se F; ndo € convexa, entdo existem pontos P e Q pertencentes a F,
tais que o segmento PQ ndo esteja contido em F,. Tomamos os pontos, 4 ¢ B, de
intersec¢do do segmento PO com C,, de modo que ABNC, ={4,B}. Refletimos uma das
partes de C, com extremos em 4 e B na reta que contém P(Q, obtendo-se uma nova figura
F, com fronteira C,, de mesmo comprimento que C,, porém com 4rea maior do que F,.

Se F, ainda ndo for convexa, repetimos o procedimento até a obtengio de uma

figura plana convexa, de mesmo perimetro e area maior do que F.

Proposic¢ao 1.2.1.2: Seja uma curva C, plana, simples e aberta, situada de um mesmo lado
de uma reta r, com extremos A e B em r. Suponhamos que a curva fechada C, U AB seja
fronteira de uma figura limitada F, ndo convexa. Entdo existe uma curva C, de mesma
natureza de C, com os mesmos extremos A e B em r, tal que C, U AB seja fronteira de uma

curva convexa com darea maior que F;.



Consideramos a figura C,UAB e aplicamos o procedimento descrito na
demonstra¢do da Proposi¢do 1.2.1.1. A figura obtida serd C, U 4B, uma vez que o

segmento AB permanece inalterado na seqiiéncia de figuras obtidas.

Proposicao 1.2.1.3: Dentre todos os triangulos com dois lados com medidas fixas, o de
maior drea é o tridngulo retdangulo que possui esses lados por catetos.

Consideramos todos os tridngulos ABC com lados 4B e AC de medidas fixas. A area

S deste triangulo pode ser calculada por S :AB.Azﬂ. O valor maximo da area sera

obtido justamente quando send for méaximo, ou seja, quando send=1, o que implica

a=z
2

Proposicao 1.2.1.4: Seja uma figura plana convexa F,, cuja fronteira seja composta por
uma curva C, plana, simples, aberta, de extremos A e B e de comprimento p, unida com o
segmento AB. Suponhamos que, nessas condigoes F, tenha a maior darea possivel. Entdo,
F, é um semi-disco.

Vamos supor que F; ndo ¢ um semi-disco. Entdo existe um ponto C e C, tal que
ABC nao ¢ um tridngulo retangulo, uma vez que, se ABC fosse retangulo para todo C e C,,
F, seria um semi-disco.

Como F, ¢ convexa, os segmentos AC e CB estdo contidos em F;, isto &, o
tridngulo ABC esta contido em F|. Sejam F, e F; as figuras sobre AC e CB de tal modo
que F,=F, UABCUF;.

Consideramos agora o triangulo 4°B’C’, retangulo em C, de tal modo que

A'C'= AC e B'C'= BC . Pela Proposicao 1.2.1.3 a area de A’B’C’ é maior que a area de

ABC. Consideramos entdo a figura F, = F, UA4'B'C'UF, e denomine sua fronteira de

C,UA'B'. Temos, portanto, que F, tem fronteira composta por uma curva C, plana,
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simples, aberta de extremos A’ ¢ B’ e comprimento p unida com o segmento A’B’. No

entanto a area de F; € maior que a area de F;, o que contraria a hipotese.
Entretanto, ha ainda a possibilidade da figura /| ndo ser convexa. E possivel, pela
Proposi¢do 1.2.1.2, tomar F, convexa, com fronteira C, U A'B'e é4rea maior que F, .

Contrariando as condi¢des da hipdtese. Temos, portanto, que F; é um semi-disco.

Teorema 1.2.1.5 (Teorema isoperimétrico): Dado um comprimento fixo, dentre todas as
figuras planas, fechadas, convexas e de perimetro igual a esse comprimento, o disco é a
que possui maior drea.

Vamos supor que a figura de maior area ndo seja um disco. Denominamos essa

figura de F; e de p o comprimento da sua fronteira C,. Tomamos os pontos 4 ¢ Bem C, de

modo que o comprimento da curva em C, de 4 até B seja igual a § O segmento AB

dividird a figura em duas outras, F, e F, (obviamente F,=F, UF;), com fronteiras
C,UAB e C, U AB, respectivamente, ambas com area maxima. Assim, F, ou F; ndo ¢

um semi-disco e possui area méaxima, contradizendo a Proposicao 1.2.1.4 demonstrada.

Esta demonstragdo demanda menos opera¢des matematicas do que a apresentada na
préxima se¢do, entretanto sua constru¢do nao permite resolver problemas de otimizagdo
que envolvam mourdes, como o apresentado no video que deu origem a este trabalho e cujo

roteiro encontra-se integralmente no Capitulo 3.
1.2.2 Segunda demonstracio utilizando geometria plana

A demonstracdo que segue ¢ extraida de [3] e utiliza-se inicialmente da prova de
que entre todos os poligonos com mesmo nimero de lados e perimetro fixo, o que tem mais
area ¢ o regular. Além disto, ha um complemento com relacdo ao apresentado em [3] no

que diz respeito a formula de Bretschneider, baseada na referéncia [7].
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Proposicao 1.2.2.1: Dentre todos os tridngulos ABC de base AB com medida fixa e

perimetro dado, aquele de maior area é o isosceles.

Pela formula de Heron temos que a area 4 de um triangulo de lados a, b e ¢ ¢ dada

por A=\/§(§—a}(§—bj(§—cj naqual p=a+b+c.

Supomos a fixo, para maximizar a area, o produto Pz(g—bj(g—cj deve ser

maximo. Temos que b+c=p-—a , isolando b e substituindo em P, chega-se a

2
P=—c"+( p—a)c+§a—p7. Tem-se entdo uma fun¢do quadrética para o produto, que
, . —(p—a . -a . ,
terd valor méximo para C=M , ou seja, para c:pT , assim o produto serd

maximo quando b =c, ou seja, quando o triangulo for isosceles.

Proposicao 1.2.2.2: Dados dois tridngulos ABC e ABC’, com mesmo perimetro e

]AC—BC]<]AC'—BC'

, a area de ABC serd maior que a area de ABC".

Utilizando o resultado obtido com a Proposi¢do 1.2.2.1, sabemos que o produto P ¢
uma fungdo quadratica que atinge o valor maximo quando a diferenca entre os lados ¢ igual
a zero. Portanto, quanto maior for a diferenga entre os lados, menor sera o produto P,

conseqiientemente, menor o valor da area do triangulo.

Proposicao 1.2.2.3 (Formula de Bretschneider): A drea S de um quadrildatero convexo

ABCD de lados a=AB, b=BC, c=CD e d=DA e angulos A, B, C e D é dada por

S:\/(B—aj(g—bj[ﬁ—cj(g—dj—%abcd[l+cos(;l+é)], naqual p=a+b+c+d.

2 2 2 2

Inicialmente vamos dividir o quadriladtero em dois tridngulos, a partir da diagonal

BD. Portanto sua area sera S = %ad send+ %cb.sené .
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Entdo 4S° = a’d*.sen* A+ b*c* sen*B + 2abcd send.senC (D).
Pela Lei dos Co-senos para o célculo da diagonal BD, verificamos que
a*+d*-2ad.cosA=b*+c* —2bc.cosC~ que  pode  ser  reescrita  como

a’+d>-b*-¢’
2

=ad.cos A—bc.cos C . Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado,

temos:

(aZ +d2 _b2 _CZ)Z
4

= a*d*.cos’ A+b*c?.cos® C —2abcd.cos A.cos C (I1).

Somando os lados correspondentes nas equacdes (I) e (I):
S2 . (aZ +d2 _bZ _c2)2
4

4 =a’d® +b*c* —2abed.cos(A+C)

Isolando S, empregando a fatoracao conveniente e substituindo p podemos escrever:

1652 = 16(£—aj(£—bj[£—cj(£—dj—8abcd[1+cos(21+é)]
2 2 2 2

Da qual resulta:
s=[2_g|[2op|[2oc)[2oa)-Labeapi+cos(i+ O
2 2 2 2 2

A Formula de Bretschneider também pode ser reescrita como:

S = \/(g—aj(g—bj(g—cj(%—dj—abcd.cosz(fl+é)

Basta para tanto reescrever a expressao 1+cos(A4+C) como cosO+cos(A+C)e

aplicar a fatoragdo de expressodes trigonométricas.

Proposicao 1.2.2.4: Dentre todos os quadrilateros com comprimentos de lados fixados,
aquele de maior area é o inscritivel.

Da formula deduzida acima, concluimos que o valor de S serd maximizado somente

quando 1+ COS(za + é) for minimizado. Sabemos que o menor valor atingido pela fungdo co-

seno ¢ -1, que sera obtido quando A+C=r.
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J4

Por definigdo, um quadrilatero € inscritivel, se, e somente se, possui um par de

angulos opostos suplementares [11], o que encerra a demonstragao.

Proposicao 1.2.2.5: Dados dois quadrilateros ABCD e A’B’C’D’ com lados

A A

correspondentes iguais, se |A+C — 72" <

A+C'- 72" entdo a area de ABCD é maior que a
darea de A’B’C’D".
Sabemos que o valor méximo ¢ dado quando A+C=r.Pelo grafico da fungao co-

seno, para o dominio [0,27]constatamos que quanto maior for a distdncia de um angulo

(neste caso a soma A+C) com relacdo a 7, maior sera o valor de seu co-seno, o que

minimizaria o valor da area S, pela expressdo encontrada na Proposi¢do 1.2.2.3.

Proposi¢ao 1.2.2.6: Dado um poligono ndo convexo, temos outro poligono com numero de
lados menor, perimetro menor e drea maior.

Para demonstrar esta proposi¢do, ¢ necessario obter dois vértices ndo consecutivos,
tais que a reta determinada por eles, tem o poligono inteiramente contido em um dos
semiplanos por ela determinados. O poligono buscado, de menor numero de lados, menor
perimetro e maior area sera justamente o poligono obtido substituindo a parte interior da

poligonal que liga estes dois pontos, pelo segmento, contido na reta, que os liga.

Figura 6

Para encontrar estes vértices, consideramos o poligono inteiramente contido no
primeiro quadrante do plano cartesiano e chame o vértice de maior coordenada em x de F,.
A reta vertical (perpendicular ao eixo x) que passa por este ponto tem todo o poligono em
um dos semiplanos por ela determinados. Giramos a reta no sentido anti-horario ao redor
deste ponto até encontrar outro vértice. Se o vértice encontrado ndo for um vértice

consecutivo ao vértice F,, temos os dois vértices procurados.
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Entretanto se com a rotagdo da reta, ela interceptar um vértice consecutivo ao

vértice F,, tem-se que a intersec¢do da reta com o poligono sera um de seus lados.
Denominamos esse lado de FF,. Prosseguimos girando essa reta suporte no sentido anti-
horario, agora ao redor de P, até encontrar um novo vértice do poligono. Caso o vértice
encontrado ndo seja consecutivo do vértice P, tem-se os dois vértices procurados. Se o
veértice encontrado por sua vez for consecutivo a P, tem-se novamente a intersec¢do da reta

com o poligono resultando em um de seus lados. Neste caso nomeamos o vértice

consecutivo a P encontrado de P, e giramos a reta suporte no sentido anti-horario, ao
redor de P, até encontrar um novo vértice do poligono.

Realizamos o procedimento acima descrito até obter os dois vértices procurados.

Caso a repeticdo do procedimento retorne ao vértice F,, concluimos que o poligono

analisado ¢ convexo, o que contraria a nossa hipdtese.

Proposicao 1.2.2.7: Dado qualquer poligono ndo regular, existe um poligono regular com
numero de lados menor ou igual, perimetro menor ou igual e drea maior do que a do
poligono original.

Esta demonstragao ¢ realizada por indug¢do sobre o niumero de lados. Inicialmente
realizamos um processo para obter um poligono eqiiilatero e depois um poligono regular,
com o mesmo nimero de lados do poligono inicial. Realizaremos este processo enquanto o
poligono for convexo, caso em algum momento o poligono nao for convexo, a Proposicao
1.2.2.6 fornece um poligono com niimero de lados menor, perimetro menor e area maior.

Para tornar o poligono eqiiilatero, tomamos a média ¢ de todos os lados do poligono.
Vamos supor que existam dois lados adjacentes 4B e BC, um maior e outro menor que /.

Com o uso das Proposigdoes 1.2.2.1 e 1.2.2.2, podemos encontrar um ponto B’ para

substituir B de modo que o perimetro seja mantido e a 4rea aumentada, tornando 4B' igual
al.
Caso ndo existam tais dois lados vizinhos e o poligono ndo seja eqiiilatero,

permutamos os lados de forma a obter essa situagdo. De fato, dados dois lados vizinhos AB

e BC, podemos substituir B por B’ de forma que AB'=BC, B'C = AB, escolhendo B’ do
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mesmo lado que B em relagdo a reta AC. A area e o perimetro ficam, neste caso, inalterados.
Apods uma seqiiéncia finita de tais permutagdes, chegamos a situagdo descrita acima.

Assim, conseguimos aumentar o numero de lados iguais a /¢, até que o poligono se
torne equilatero, sempre aumentando sua area.

Se o poligono eqiiilatero obtido no processo anterior ndo for eqiiidngulo, utiliza-se o
processo descrito abaixo, para tornar seus angulos iguais, sempre aumentando a area. Neste
processo utilizaremos a mesma nomenclatura que consta em [3]: denominamos angulos
bons os angulos do poligono que possuirem a mesma medida que o angulo interno do
poligono regular, e maus aqueles que possuirem medida diferente.

Uma observagdo importante ¢ que, ja trabalhando com o poligono regular, nao
podera haver menos do que quatro angulos maus, sem que o poligono seja regular. Vamos

supor um poligono A4 4,...4, que possui apenas os vértices 4,, 4, e A4, supostamente maus.

Consideramos um poligono B,B,...B, regular de mesmo lado ¢. Os poligonos A4 A4,

i+1°

A e
B/B,,,...B; sdo congruentes. Também A4, 4,,,...4;, ¢ congruente a BB, ,..B, ¢ 4.4, .4, ¢
congruente a B, B,,,...B, . Além disso, os tridngulos 44,4, e BB B, sdo congruentes.
Assim o poligono 4,4, ...4, € regular, contrariando a suposi¢do inicial.

Retorando ao poligono eqiiilatero, porém ndo regular, consideramos o conjunto dos
vértices maus e tome nesse conjunto dois vértices 4 e B, sendo 4 muito grande e B muito
pequeno, consecutivos no conjunto dos vértices maus. Consideramos o quadrilatero ABCD,

formado por quatro vértices maus deste poligono, sendo C consecutivo de B e A4
consecutivo de D. Deformamos este quadrilatero, diminuindo A e C e aumentando B e

D, até 4 ou B tornar-se um vértice bom. Ao deformar o quadrilatero, deformamos também
o poligono, mantendo rigidos os arcos entre dois vértices consecutivos do quadrilatero.
Resta verificar que este processo aumenta a area do quadrilatero e portanto, do
poligono. Para isto bastam as Proposi¢des 1.2.2.4 e 1.2.2.5, quando A for grande ¢ B
pequeno, tem-se A+C > 7.
Tomamos uma circunferéncia, que contém A e B, com raio igual ao da

circunferéncia circunscrita ao poligono regular de lado /. Sejam C’ e D’ as intersecc¢des de

CD com a circunferéncia. Portanto BAD > BAD' ¢ BCD > BC 'D, de onde conclui-se
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BAD + BCD > BAD'+ BC'D = . Com isso ¢é mostrado que sempre ¢ possivel aumentar o
numero de vértices bons do poligono, até torna-lo regular, concluindo a demonstracao da

Proposicao 1.2.2.7.

Proposicao 1.2.2.8: Se n <ma area de um poligono regular de n lados é menor do que a
darea de um poligono regular de m lados de mesmo perimetro. Além disso, a area do
circulo é maior do que a darea de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.

A demonstragdo da primeira parte da proposi¢do serd por indugdo sobre m. Supondo

a afirmacdo correta para n <m <m,, basta provar que a area de um poligono de m, +1
lados ¢ maior que a 4area do poligono de m, lados e mesmo perimetro. Tomamos um
poligono regular de m, lados, porém interprete-o como um poligono de m, +1 lados,

possuindo um de seus lados com medida igual a zero. Pela Proposi¢ao 1.2.2.7, podemos
encontrar um poligono regular de perimetro igual, drea maior e nimero de lados menor ou

igual a m,+1. Na primeira etapa da constru¢do, o lado de tamanho zero, serd tornado
positivo. Este nimero de lados s6 pode ser igual a m,+1 pois sendo estariamos

contradizendo a hipétese de indugao.

Para a segunda parte, observamos que as areas dos poligonos de n lados e perimetro
dado tendem para a area do circulo, quando » cresce. Isto segue do fato de que o poligono
regular de perimetro ¢/ tem lado maior que o poligono do mesmo tipo inscrito no circulo de

circunferéncia /e menor do que o do poligono circunscrito a este circulo.

Teorema 1.2.2.9 (Desigualdade Isoperimétrica): Toda curva fechada de comprimento

2

l engloba uma area menor ou igual a e Além disso, este valor so é alcancado para o
V4

, . L
circulo de raio —.
27

Vamos supor uma curva de comprimento ¢ englobando uma area S. Tomamos um
nimero inteiro positivo n e marca-se n pontos ao longo da curva, igualmente espacados em
termos do comprimento do arco de curva entre eles. Ligamos estes pontos por segmentos

de reta de modo a obter um poligono de » lados e perimetro menor do que /. Tomamos o



17

fecho convexo deste poligono, que tera perimetro menor do que ¢ e sua area A € menor do

2

que e Consideremos o numero de pontos que ou estdo dentro deste fecho convexo ou,
V4

f g 1 .
caso contrario, distam menos de > de algum dos n pontos originais. Temos, portanto, que
n

a curva original estard totalmente contida nesta regido, pois qualquer ponto da curva dista

l . i~ ,
menos do que > de algum destes n pontos. Por outro lado, a area desta regido serd menor
n

2
) l . , . ox . .
ouigual a A4+nx| — | pois estd contida na unido do fecho convexo com n circulos de raio

2n
/ A
— e centros nos n pontos. Assim, S < A+nr| — | <—+——. Como essa estimativa ¢
2n 2n 47 4n
2
valida para qualquer n, temos que S < e
V4
2
Por fim, consideramos uma curva de comprimento ¢ englobando a area — . O

4
objetivo € provar que ela € um circulo. Primeiro observamos que ela ¢ convexa. De fato,
para uma curva ndo convexa sempre existe um segmento de reta ligando dois pontos da
curva e contido inteiramente no exterior da mesma. Este segmento divide a parte do plano
fora da curva em duas regides, uma limitada e outra ndo. Tomando a por¢do da curva que
toca a regido ilimitada mais o segmento de reta, temos uma nova curva fechada de
perimetro menor e 4rea maior, contradizendo a primeira parte, j& demonstrada.

Agora, para uma curva convexa distinta do circulo, tomamos quatro pontos ndo co-
circulares. Se o quadrilatero, com estes quatro vértices, for deformado, mantendo rigidos os
arcos de curva entre dois pontos até o quadrilatero tornar-se inscritivel, a area estard sendo
aumentada, sem alterar o perimetro, contradizendo novamente a primeira parte, ja

demonstrada.

Com os resultados obtidos nesta demonstragdo, é possivel resolver problemas que
envolvem a maximizagdo de dareas envolvendo um perimetro fixo e também uma
quantidade limitada de mourdes. Entretanto este resultado, de todos os poligonos regulares

de perimetro fixo o que possui maior area ¢ aquele com maior nimero de lados, ¢ obtido
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mais facilmente com a utilizagdo de calculo diferencial, o que realizaremos na proxima

secao.
1.3 Demonstracoes utilizando calculo diferencial

Nesta secdo detalharemos a demonstragdo utilizando a geometria diferencial,
baseada na referéncia [5]. Também serd apresentada outra maneira de demonstrar a
primeira parte da Proposicao 1.2.2.8, através da utilizagdo do conceito de limite,

apresentada na referéncia [4].
1.3.1 A desigualdade isoperimétrica para poligonos

Um resultado importante obtido na Secao 1.2.2, o da desigualdade isoperimétrica
para poligonos, pode ser também demonstrado utilizando elementos de célculo diferencial e
algumas formulas trigonométricas. A demonstragdo envolve conceitos de calculo

normalmente ensinados no primeiro ano de cursos superiores.

Proposicao 1.3.1.1: Se i < j, i e inteiros positivos, entdo a drea de um poligono regular

de i lados é menor do que a darea de um poligono regular de j lados de mesmo perimetro.
Além disso, a area do circulo é maior do que a drea de qualquer poligono regular de
mesmo perimetro.

Seja p o perimetro de um poligono regular de n lados. Desta forma, tem-se que o

lado ¢ do poligono é /= 2

n
Podemos dividir o poligono regular em 7 tridngulos isosceles de base /¢ e altura a,

b

1 :
a= > . Assim, a area S deste poligono ¢ dada por:

SR

g
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la , : 21 . C e
S =n.—, que ¢ equivalente a § = p—.—ﬁ, que, apos a multiplicagdo do numerador e do
2 4n g
n
/4
r P
denominador da fragao por —, pode ser reescrita como S = —Lﬂ
n 4 g
n

, . T ~
Para ver o modo como a area § varia, fazemos x=— ¢ estuda-se a fungao
n

f(x)= ti para x € (0, %) , uma vez que isto fornecera informagdes sobre S para n > 2.
gx

Tem-se que |ym/f(*)=1¢e |ym/f(x)=0. Além disto, /' é continua em (0,%) e

x—=0 N
2

1gx — x.sec’ x

lgzx

neste intervalo f'(x) <0, sendo f'(x)=
Concluimos entdo que a area S € estritamente crescente, quando # cresce. Logo, se

i < jaérea do poligono regular de i lados serda menor do que a area do poligono regular de j

lados.

Além disto, como [y f(x) =1, temos que a area S de um poligono regular de »

x—0

2

lados satisfaz S < p_'

47

Para demonstrar a segunda parte da proposi¢do, tomamos um circulo de perimetro p.

2

Neste caso seu raio r serd r = ﬁ, e sua 4rea S sera S =2 Temos, portanto, que a area

27 4

do circulo ¢ maior do que a area de qualquer poligono regular de mesmo perimetro.
1.3.2 O problema isoperimétrico do ponto de vista da geometria diferencial
Os fundamentos da geometria diferencial partem do estudo de propriedades locais

de curvas e superficies, ou seja, do comportamento da curva ou da superficie nas

proximidades de um ponto. Para este estudo, os métodos utilizados sdo os métodos do
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calculo diferencial. Neste contexto, curvas e superficies sdo definidas por fungdes que
possam ser derivadas um certo nimero de vezes.
Para a demonstracdo da desigualdade isoperimétrica, como ¢ feita em [5] serdo

necessarias algumas definigdes e resultados prévios.

Definiciio 1.3.2.1: Uma curva plana suave parametrizada é uma aplicacdo a1 — R*de

um intervalo aberto I = (a,b) da reta real R em R*.

A partir da definicdo acima, para ¢t € [ tal que a'(t) # 0, hd uma reta bem definida
contendo o ponto a(¢) com direcdo dada pelo vetor «'(#). Denomina-se esta reta como a

reta tangente a a emt.

Se para algum te/, a'(t)=0, t é denominado ponto singular de « . Entretanto,

para o desenvolvimento da geometria diferencial das curvas € essencial a existéncia de uma
reta tangente em todos os pontos, sendo consideradas a partir de agora apenas as curvas

sem pontos singulares, fazendo-se necessaria a defini¢ao abaixo.

Definicdo 1.3.2.2: Uma curva suave parametrizada o : 1 — R*é chamada regular quando

a'(t)#0paratodo tel.

Dado ¢, e/ , partindo de aproximagdo por poligonais, pode-se mostrar que o

comprimento de arco de uma curva suave parametrizada regular a: 1 — R*, a partir do

ponto ¢, ¢ dado pors(f) = .[: |a '(t)|a’t , onde |a '(t)| = \/ (x'(t))> +(»'(t))* é o comprimento do

vetor a'(t).

Uma observagdo que se faz necessaria ¢ quanto a orientagdo da curva. Dada uma
curva a parametrizada pelo comprimento de arco s € (a,b), pode-se considerar a curva f
definida em (—b,—a) por S(—s)=a(s), que possui mesmo trago que a primeira, percorrido
em sentido contrario. Pode-se dizer entdo, que estas duas curvas diferem por uma mudanga

de orientacado.
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Curvas suaves regulares podem ser reparametrizadas por seu comprimento de arco,
ds . . . .
como d—(t) = |a (t)| >0 , s ¢& crescente e portanto invertivel, t=F(s) e
4

at)=a(F(s))=y(s), 0<s< /! (¢ comprimento total da curva). Considerando uma curva
a(s) ja parametrizada por seu comprimento de arco, temos que |a '(s)| =1 e portanto a"(s)

¢ perpendicular a curva para todo s. Consideremos 7(s) o vetor unitario perpendicular a

curva que ¢ o rotacionado de By de a'(s) no sentido anti-horario.

Definicdo 1.3.2.3: Seja a:1 — R’uma curva suave parametrizada pelo comprimento de

arco s € 1. O numero k(s)=a"(s)n(s) é chamado curvatura de o em s.

Definicdo 1.3.2.4: Uma curva plana suave fechada é uma curva suave parametrizada
regular o :[a,b] = R*tal que o e todas as suas derivadas coincidam em a e b, isto é,

a(a)=ab), a'(a)=a'(b), a"(a)=a"(b) ...

Definicao 1.3.2.5: Seja o uma curva plana suave fechada, dizemos que « é uma curva

simples quando ndo possuir outras auto-intersecgoes; isto é, se t,t, €[a,b), com t, #t,,

entdo a(t)#a(t,).

A regido Q limitada do plano, delimitada por uma curva suave simples fechada C ¢é
denominada interior de C. O resultado a seguir ¢ uma conseqiiéncia do classico Teorema de

Green para funcdes de duas varidveis, que afirma que se existem fungdes P(x,y) e O(x,y)

com derivadas parciais continuas em uma regido que contém € , entdo
0Q oP
'[Cde+Qdy—'UQ(a—5dedy.

Aplicando o Teorema de Green ao campo (P,Q)=(y,0) temos que a area limitada

por uma curva simples fechada com orientacdo positiva a(¢) = (x(¢), y(¢)) onde t € (a,b] ¢é

b
um parametro arbitrario ¢ dada por 4 =— _[ y(t)x'(¢)dt . Se aplicarmos o Teorema de Green
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ao campo (P,Q)=(0,x) também podemos escrever a drea A como A= J.bx(t) y'(t)dt, ou

. 1o
ainda 4= EI (xy'—yx")dt .

A partir das definigdes e resultados ja fornecidos podemos realizar a demonstragao
da Desigualdade Isoperimétrica, sob a otica da geometria diferencial. A demonstracio

apresentada ¢ de Erhard Schmidt [5].

Teorema 1.3.2.6 (Desigualdade Isoperimétrica): Seja C uma curva plana simples e

fechada com comprimento I, e seja A a drea da regido limitada por C. Entdo 1> =47 A>0,
e verifica-se a igualdade se, e somente se, C é uma circunferéncia.

Sejam E e E’ duas retas paralelas que ndo interceptam a curva fechada C. A partir
do movimento destas duas retas, encontramos as retas L e L’, obtidas quando o movimento
das retas faz com que elas toquem C pela primeira vez. Temos assim um par de retas
paralelas L e L’, tangentes a C, de forma que C esta totalmente contida na faixa limitada por

elas.
Vamos considerar também uma circunferéncia S' que seja tangente a L ¢ L’ e ndo

tenha intersec¢io com C. Tomamos o centro de S', O, e introduzimos o sistema de

coordenadas cartesianas com a origem em O e o eixo Ox perpendiculara L e L’.

E L E

Figura 7

Parametrizamos C pelo comprimento de arco, a(s)=(x(s),y(s)), de modo que C
tenha orientagdo positiva e os pontos de tangéncia com as retas L e L’ ocorram

respectivamente, s=0¢e s =s,.
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Tomando a parametrizagio de S' como &(s)=(X(s),y(s)) = (x(s), ¥(s)) ,
— — !
coms €[0,/] e denotando sua 4rea por A4, temos A =71’ =— JO yx'ds , onde 2r ¢ a distancia
entre Le L.

Sabendo que a area A de C ¢ dada por 4 = Ll xy'ds , temos:

A+7xr’ :J.(j(xy'— yx")ds :J.(j[(x',y').(—)_/,x)]ds < J.Ol|a'||&|ds :J.;|&|ds =[lr , uma vez que
|&|=r e |a'|=1.
Acima foi utilizada a desigualdade de Cauchy-Schwarz, sendo que a igualdade ¢

. , s — . , 1 _
verificada se e somente se 'é um multiplo de &, isto €, se e somente se «'=—(-y,x),
r

L o 1
ou seja, a igualdade implica que y'=—x.
r

Utilizando o fato de que a média geométrica de dois nimeros positivos ¢ menor ou

igual a média aritmética destes dois numeros, € que a igualdade ¢ valida apenas quando os

. 1 1 . ,
niimeros sdo iguais, temos que /A~ 7’ SE(A+7rr2)SElr. Logo 4zAr’ <I’r*, isto é

I’—474>0.

Vamos supor que seja valida a igualdade acima, ou seja, /> =47 4. Neste caso serdo

. . 1 1 , .
validas também as igualdades v A~/ 7r? = E(A +zrt ) = Elr, de onde 4 =7zr*. Além disto,
como explicitado acima y'= lx. Como 7 ndo depende da direcdo de L, pode-se efetuar a

r

< . : , 1
mesma construgdo com retas perpendiculares a L, de onde verificariamos que x'=—y.
r

1 . . . . «
Portanto 1=(x")*+(y")> =—(x* +»°) e C é um circulo, concluindo assim a demonstragéo.
r

No ambito da geometria diferencial o problema isoperimétrico pode ser abordado de

maneira mais geral.
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1.3.2.1 A desigualdade isoperimétrica para curvas sobre uma esfera

Se quisermos ser um pouco mais rigorosos, podemos assumir que a superficie da
Terra ¢ aproximadamente uma esfera e o problema isoperimétrico de Dido deveria ser
resolvido sobre uma superficie esférica, neste caso a solugdo ¢ a mesma!

A desigualdade isoperimétrica para curvas fechadas sobre uma esfera foi resolvida
em 1919 por Paul Lévy [18] que também a estendeu para dimensdes mais altas e
superficies mais gerais consideradas em geometria diferencial.

Para uma curva fechada de comprimento L, englobando uma area 4, sobre uma

esfera de raio um no espago usual ele mostrou que L’ > 4 (47— 4,), sendo que a

igualdade so se verifica se a curva do contorno for uma circunferéncia.

Se a esfera tiver raio R, podemos escrever esta desigualdade, para curvas fechadas

de comprimento L, como I’ 2A(4ﬂ—%). De fato, dada uma curva fechada de

comprimento L sobre a esfera de raio R englobando uma area 4, consideramos uma fator de

escala I/R e a curva C, correspondente na esfera de raio um que engloba uma area 4.

Como ao expandirmos ou contrairmos de um fator k£ as medidas de comprimento sdo
afetadas por este fator & € as de drea por k°, temos que L=RL, e A=R4,.

Assim, se considerarmos o contorno do mar na regido de demarcagdao como parte de
um circulo maximo da superficie da Terra, Dido teria mesmo que optar por uma
semicircunferéncia.

E se o comprimento da corda feita de couro fosse L qual seria a area englobada
por esta semicircunferéncia sobre a superficie terrestre ?

A éarea A de uma calota esférica de altura # numa esfera de raio R ¢ A=27Rh e
isto pode ser verificado como uma conseqiiéncia do Teorema de Pappus para areas de

superficies de revolugao (calculo integral de uma ou varias variaveis).

Como L =rr e ainda R* =r>+(R—h)*, podemos escrever a area da semi-calota

esférica como A=7R| R—
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Considerando o raio da Terra como 6400 km e imaginando que o grupo de Dido

tenha conseguido obter uma corda de § km, por esta expressao obtemos que a area cercada

por eles foi 10,185917 km*, enquanto que pela expressio da area de um semi-circulo no
plano obtemos /0,185916 (1 m? a menos). Naturalmente a diferenca entre se calcular a area
contornada no plano, ou em uma esfera por uma circunferéncia aumenta conforme o
tamanho do contorno. Por exemplo, um contorno por uma circunferéncia de comprimento
2000 km sobre a superficie da Terra englobard uma area cerca de 3160 km? a mais que o

disco plano correspondente de mesmo perimetro.
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Capitulo 2

O problema isoperimétrico com restricoes - Aplicacoes

Problemas envolvendo maximiza¢do de 4reas para perimetros fixos podem ser
muito motivadores tanto no ensino médio quanto no ensino superior.

Neste capitulo abordaremos alguns problemas desta natureza tanto para ensino
médio, como para ensino superior. Para o ensino médio o foco serdo os programas
computacionais desenvolvidos para o Projeto M3, parceria do MEC-UNICAMP para a
producao de material didatico de matematica para o ensino médio. As atividades propostas
pelos programas analisados também serdo abordadas de forma mais abrangente através do

calculo diferencial, utilizando as referéncias [8], [9] e [10].

2.1 Analise de programas computacionais do Projeto M3

Alguns dos programas computacionais para o ensino de matematica no nivel médio
desenvolvidos dentro do Projeto M3 abordam especificamente problemas de otimizagdo de
areas a partir de perimetros fixos. Os programas computacionais sao de livre uso e

atualmente disponiveis para utilizacio no endereco http://m3.mat.br, estardo também

disponiveis no portal do MEC (Ministério da Educagdo). Nesta se¢do estudaremos
detalhadamente os programas computacionais Otimiza¢do de Janelas e Otimizagdo de
Janelas com Topo Triangular e comentaremos também sobre outro programa semelhante

do Projeto M3, Arco Romano.

2.1.1 Otimizacao de janelas

O programa permite experimentar o classico problema de otimiza¢do da area de
uma janela retangular com restricdo de perimetro. O objetivo naturalmente ¢ levar o
aluno/usudrio a “modelar” corretamente o problema por uma fun¢ao que ¢ um polinomio de
segundo grau, com dominio restrito a um intervalo. O problema de se encontrar a maior
area sera entdo traduzido como determinar os valores maximos ¢ minimos que esta funcao

assume.


http://m3.mat.br/

Otimizacao de Janelas

Neste software, é abordado um exemplo de problema de
otimizacio E3- dada uma janela com perimetro fixo, deve-
se determinar as dimensdes que ela deve ter para que sua
4rea seja a maior possivel.

Problemas envolvendo a otimizacdo de dreas de figuras
geomeétricas com perimetros fixos sio chamados de

tipo de problema, como  lenda de Dido! -], relatada no livio
“Eneida’ de Virgilio (Século | .C.).

Figura 8

print da tela de apresentacdo do programa

Na tela inicial além da apresentacdo e resumo do programa, hé ainda possibilidades

de utilizacdo de recursos hipermidia para complementar informagdes sobre os termos:

‘problemas de otimizagdo’, ‘problemas isoperimétricos’ e ‘a lenda de Dido’. Ao clicar

sobre um dos termos, as informagdes complementares surgem na tela, ou entdo o usuario ¢

levado a outra tela onde elas sdo exibidas.

Otimizacao de Janelas

Neste | pizemos que certas figuras sdo e
otmiz| jgoperimétricas se, ao compara-las, Jve-
se det| observamos que apresentam o mesma valor
areas| de perimetro, embora suas éreas ¢ formatos
possam ser diferentes.

Probi
geométricas Yom perimetros fixos sio chamados de
probler éricos. Ha referéncias histdricas a esse

> a lenda de Didol7, relatada no livre
(Século 1 a.C.).

tipo de
"Eneida” de Vir

Figura 9

exemplo de informagées complementares sobre os termos

Apbs clicar em comegar, ¢ exibido na tela o mapa de atividades. Neste programa

temos trés icones, sendo que um deles representa curiosidades acerca do problema, no caso

‘A Lenda de Dido’, e os outros dois, numerados, as atividades. Embora ndo seja regra o

programa recomenda que a atividade 2 seja realizada apenas apds a realiza¢do da atividade

1.
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Otimizacao de janelas —+ Mapa de atividades

N

O

Figura 10

mapa de atividades

Para iniciar a atividade, basta posicionar o mouse sobre o icone do niimero da
atividade escolhida e clicar em ‘fazer atividade’. E importante destacar aqui que o
computador armazena os dados referentes a realizacdo das atividades, entretanto no canto
superior direito ha a opcao ‘limpar dados’.

A atividade 1, chamada ‘Janelas retangulares’, tem como subtitulo a pergunta ‘Qual
¢ a janela retangular de maior area?’. O objetivo da atividade ¢ justamente descobrir entre
todas as janelas retangulares de perimetro fixo, qual é a que possui a maior area. Os
perimetros escolhidos para os retangulos sdo fixos em 400 cm, com altura e base varidveis.
A questdo 1 da atividade propde ao usudrio descobrir o que acontece com a altura do

retangulo quando o valor da base ¢ aumentado.

@

Otimizacao de Janelas -+ Janelas Retangulares trod

f
L

1 Area e perimetro de um retingulo

2 Pensando em janelas retangulares, a questio a ser estudada
nesta atividade & descobrir, dentre todas as janelas com
este formato e com perimetro (contomo) fixo, a que tem a
maior &rea. Nas ques Bes a se quir, assumiremos sem| pre
que os retangulos tém um perimetro fixo de 400 cm, com
as medidas da base e da altura variaveis.

4
H
c

Questio 1 Base = 12908 cm
Altura = 70.92 cm
Perimetro =400 cm

“ Se wocé aumentar o valor de x (base do retangulo), h
© que acontece com h ( al tingulo)?
Area=9154.17 cm?

) Aumenta X
> Diminui

Figura 11

O vértice em azul destacado no retangulo é mdvel e permite ao usuario variar o
tamanho da base. Os valores indicados ao lado, exceto o perimetro que sempre ¢ fixo, sdo
alterados de acordo com a movimentagdo do vértice pelo usudrio. O usudrio precisa acertar

a resposta para que possa clicar no botdo continuar.
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Pode-se formalizar o que ¢ proposto neste primeiro momento supondo um retangulo

com perimetro p, base x e altura 4. Desta forma, 2x + 2k = p ou ainda x + & = 0,5p.

Como o valor de p ¢ fixo, evidentemente ao aumentar o valor de x o valor de 4 diminui.
Na questao 2 ¢ apresentada ao usuario uma tabela que ele deve preencher, movendo
o vértice em destaque do retangulo e anotando os valores de base e altura que o programa

computacional indica.

Questdo 2

Agora, movimente o ponta azul no canto inferior
direito da janela no quadro ao lado e preencha a
tabela abaixo com as medidas da base e da altura
de 10 retdngulos diferentes,

Corrigir item

Figura 12
O valor da area ¢ calculado automaticamente pelo programa e a tinica possibilidade
de erro neste item ¢ na digitacdo de nliimeros. A questdo 3 disponivel na mesma pagina ¢é
uma seqiiéncia do item 2, na qual o usudrio deve anotar o maior € o menor valor que pode
ser atribuido a base da janela (base do retangulo), ou seja, determinar o intervalo de

dominio da fungao.

Questio 3
Ainda utilizando a ferramenta ao lado, responda:

Qual é o maior valor que vocé pode atribuir para a
base da janela?

x= ‘ cm

Corrigir item

E qual € o menor valor que se pode atribuir paraa
base da janela?

x= ‘ cim

Corrigir item

Figura 13
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Voltando a equagdo obtida anteriormente, x + 7 = 0,5p, ¢ tomando x e y nao
negativos, percebe-se que o valor minimo que pode ser atribuido a x ¢ 0 e o valor maximo
atribuido a x ¢ 0,5p, justamente quando /4 vale 0.

A questdo 4 depende dos valores escolhidos pelo usuédrio na questdo 2, e que o
programa disponibiliza no icone referente ao bloco de notas no canto inferior esquerdo da

tela.

Questdo 4

Dentre os valores que vocg preencheu na tabela da
questdo 2, responda:

Quais sdo as dimensdes do retdngulo com a maior E Qual é o valor dessa area?
drea?

base (x) = l:l cm altura (h) = l:l cm

Corrigir item Carrigir item

area = cm?

Figura 14

Para resolver corretamente esta questdo basta o usudrio observar atentamente os

valores que constam do bloco de notas.

W nuaic cdn ac dimanchac da ratinonin rom a mainr q C
Tabela da Questio 2 ]
Perimetro  |Base (¥) Altura (W) |Area
400 124,08 70.92 915435
<00 13454 6546 £806.99
400 140.00 &0.00 8<00.00
400 142,90 5630 2072.79
400 147.02 5298 778432
400 15270  |48.30 7327.3%
400 15872  |+1.28 655196 ues
<00 16028 3472 636632
400 36574 3426 567825 L
400 173.20 28.80 4920.56 4
E
s
Fechar
(0 8 a)
Figura 15

exemplo de informagoes no bloco de notas

Ha ainda nesta pagina duas perguntas para que o usudrio responda ‘no caderno’. A
primeira delas aborda a descri¢do da variagdo do valor da drea a medida que a base aumenta.
E importante ressaltar que embora remota, existe a possibilidade de que um usuério utilize
para a base apenas valores menores do que /00 c¢m, assim, fica a falsa impressdo de que
quanto maior a base, maior a area. Portanto a segunda pergunta se faz extremamente
relevante, visto que aborda a possibilidade de dois retangulos de bases de medidas
diferentes, terem a mesma area. Assim, caso o usuario tenha usado apenas valores menores
do que 7100 cm ou apenas valores maiores do que /00 cm, ele obrigatoriamente terd que

buscar valores em outro intervalo para a resposta.



31

Apo6s as atividades empiricas, na questdo 5 o usuario deve formalizar uma

expressao para o perimetro p em fun¢do de base x e da altura 4.

Questdo 5

I Se h é a medida da altura e x é a medida da base,
escreva a expressdo do perimetro, p, em termos
dexeh.

Corrigir item

Figura 16
O ponto de interrogacdo ao lado explica de que maneira o usuério deve digitar as
expressOes matematicas nos campos indicados. A questdo 6 sugere que o usudrio substitua

o valor do perimetro por 400 e escreva uma expressao da altura h em fun¢ado da base x.

Questdo 6

H Se o perimetro € igual a 400cm, expresse h em
termos desse perimetro e de x (medida da base).

Corrigir itemn

Figura 17

E por fim a questdo 7 solicita a expressdao da area em fun¢do apenas da base x da

janela.

Questio 7

A partir da expressdo de h obtida na questio &,
expresse a drea do retdngulo em termos de x.

area =

Corrigir item

Figura 18

O programa considera corretas as respostas x(200 — x) ou ainda 200x — x?, além de
levar em conta a comutatividade da adi¢@o e da multiplica¢do. Hé possibilidade de corrigir
cada questdo individualmente, clicando em corrigir item, ou entdo corrigir todas as questoes,
clicando nesse texto no canto inferior esquerdo. Ao continuar, antes da questdo 8, ¢
apresentado ao usudrio um pequeno texto sobre a expressdo obtida anteriormente. Neste
texto ¢ introduzida a fungdo éarea, dada por A(x) = -x? + 200x e também ¢ ressaltado aquilo
que foi respondido na questdo 3, ou seja, que x pertence ao intervalo /0;200]. Neste ponto ¢é

apresentado um novo grafico, com um plano cartesiano (sem escala) que permite ao usuario
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marcar os pontos obtidos na tabela da questao 2, e a partir dos pontos tragar o grafico da
fungdo quadratica correspondente. Também ha no grafico um retangulo semelhante ao que
havia anteriormente, com um vértice destacado, que permite movimentagdo por parte do

usuario.

yosn | Areafem?)
12000
11500
11000 4
105004
10000

85004

o000+

8500
8000
75004
70004
8500

50004
55004
5000
4500
40004
35004
3000
25004
20004
1500 -
1000

50§

JOom 100em  200sm  300em  400sm  &OOcm  BO00sm  700em  B00sm

Tragar o Crafico Marcar Pontos da Tabela |

Figura 19
Antes de responder a questdo 8 o usudrio deve marcar os pontos e tragar o grafico,

clicando nos botdes correspondentes.

12500 Area(om?)
12000
11500 -
11000
10500
10000
0500+
0000+ %
8500 :
8000
7500
s [
6500+
6000 /
6500
soo0 | %I"- 175 58 4287 30
a0 | = (17558, 4267.39)
4000 /
3500 |
3000 i
2500 / il
2000 p
1500 ;1
10004| b
| il
Jocm 100em  200em  300cm  400cm  600cm  spdem  700cm  godem |

TragaroCréfico | | Marcar Pontos da Tabela |

Figura 20

exemplo de pontos marcados na tabela e grafico construido
Neste grafico o ponto P é movel, e sua variagdo depende da movimentagdo do
vértice destacado no retangulo. As coordenadas (x,y) de P correspondem, respectivamente,
a dimensdo da base e o valor da area. A questdo 8 consiste em movimentar o vértice do

retangulo até obter uma area de 7500 cm?.
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Questio 8

Utilizando a ferramenta ao lado, observe gue existem
dois retdngulos que possuem 4rea de 7500 cm?®.

Determine no seu caderno as medidas exatas desses
retdngulos e preencha as respostas dos itens A) e B).

n Retdngulo 1:

] I s P

Corrigir item

Retangulo 2:
base = l:l om altura = l:l om

Carrigir item

Figura 21

A determinacao das medidas solicitadas na questdao nao se da via grafico, embora
uma analise cuidadosa dos valores constantes no grafico possibilita a dedugdo das medidas
sem ser necessaria a resolugdo da equacao de segundo grau —x? +200x = 7500, que consiste
na outra maneira de se resolver a questdo proposta. A questdo 9 também ¢ baseada na
observagao do grafico, embora os valores exatos nao sejam obtidos a partir dele.

Questio 9

Analisando visualmente o grafico, responda:

Qual é a maior area possivel?

area = cm?

Corrigir item

n Quais sdo as dimensdes do retdngulo com essa
area?

Corrigir ftem

Figura 22

A questdo 9 determina o ponto 6timo da solugdo, e a questdo 10 que segue reforca a

idéia de que o ponto € tnico.
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Questdo 10

Urilizando o grafico ao lado, responda: quantas janelas
diferentes vocé pode construir com as areas dadas a
sequir?

11.000 cm?

Caorrigir item

B 10.000 cm?
|

Corrigir item

8.000 cm?

Corrigir item

BY 6.000 cm?

Corrigir item

Figura 23

Apds a questdo 10 a atividade 1 ¢ encerrada com informagdes sobre funcdes
quadraticas e o fato de que o ponto 6timo corresponde justamente ao vértice da parabola.

A atividade deixa uma questdo em aberto: como calcular o ponto de maximo sem
explorar o grafico da funcdo. O fato de que algebricamente podemos determinar as
coordenadas do vértice do grafico de uma funcdo quadratica, sem precisarmos explorar seu
grafico, serd introduzido de forma geométrica na atividade 2.

Como a atividade leva o aluno a perceber que a area méaxima ¢ obtida justamente
quando todas as dimensdes do retangulo sdo iguais, ou seja, quando a figura ¢ um quadrado,
a conclusao “de todos os retangulos de mesmo perimetro, o quadrado ¢ aquele que tem a
maior area” serve na verdade como introducao para a segunda atividade do programa.

Ao clicar em continuar o usudrio ¢ levado novamente ao mapa de atividades, sendo
que as atividades ja realizadas aparecem em destaque. Para iniciar a atividade 2 o usuario
deve assistir uma animagao, que compara, de maneira muito clara, a area de um quadrado e
de um retdngulo de mesmo perimetro, fazendo-o observar que a diferenca entre estas duas

areas ¢ a area de um quadradinho.
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Figura 24
frames da animagdo

Ao contrario da primeira atividade, na qual o usudrio trabalhava prioritariamente
com numeros, na segunda o usuario ja inicia, na questao 1, a trabalhar com expressdes.

Questdo 1

FN Considere gue o comprimento do segmento
(metade do perimetro) que deu origem ao
quadrado e ao retdngulo € igual a p/2. Se o lado
menor desse retangulo for chamado de “b", qual
serd a drea do guadradinho em termos de p e b?

Area= cm

Corrigir item

Figura 25

Aqui o aluno deverd perceber que o quadrado formado tera entdo lado %, e o

quadradinho pretendido ¢ o destacado em azul na animag¢do. Neste caso teremos que cada
2
lado do quadradinho medira %—b e sua area serd igual a (%—bj , que € a expressao

solicitada.

A partir desta constatagdo, todas as atividades do programa s3o concluidas, com
refor¢o para o fato de que entre um quadrado e um retangulo de mesmo perimetro, o
quadrado tera area maior.

O objetivo ¢ de que o aluno possa, com o auxilio do professor, traduzir

algebricamente a geometricamente apresentada na animacdo. A area 4 do retangulo sera

2 2
A= b(%—b) = gb —b* = (%) — (%—bj . E esta area assume entdo seu valor maximo

2
quando (%—bj , que ¢ quando a area do quadradinho azul, for minima, ou seja, zero.
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Aqui também deve ser ressaltado que em b =§ a paradbola, que ¢ o grafico da fungdo

descrita na atividade 1, tem seu vértice.

2.1.2 Otimizag¢ao de Janelas com Topo Triangular

Neste programa computacional o problema de otimizacdo envolve a maximizagao

da area de janelas com topo triangular e perimetro fixo, sendo um modelo destas janelas

apresentado ja na inicializa¢do do programa.

Otimizacdo de Janelas com Topo Triangular

Nas atividades deste software, & abordado um exemplo de
problema de otimizagdo EJ: dada uma janela com perimetro
fixo, deve-se determinar as dimensdes que ela deve ter para
que sua drea seja a maior possivel.

Neste software, vocé podera investigar esse problema
aplicado ao caso de uma janela com topo triangular, como
mostrado na figura ao lado.

Voc poderd escolher o valor do angulo que determina este
topo &, entdo, encontrar as dimensdes que resultam na
janela com a maior drea possivel.

Se desejar, nos softwares Otimizagdo de Janelas, Otimizagdo
do Arco Romano e Otimizagdo do Arco Ferradura, vocé
poder investigar o mesmo problema aplicado a outros.
formatos.

Figura 26

O perimetro fixo novamente ¢ determinado em 400 cm e para o inicio da atividade ¢

necessaria a escolha de um angulo, que sera utilizado em toda a atividade.

A questdo que vocé ird estudar nessa atividade € a seguinte:
para janelas com topo triangular e perimetro fixo de 400
cm, como na figura ao lado, que proporgdes da janela

determinam a maior area?

Nesta atividade, vocé deverd inicialmente escolher o dngulo
gue determinard o topo triangular da sua janela.

Escolha o dngulo

n Movimente o séletor no canto superior direito do
quadro 2o {ado para verificar as possibilidades.
Quando tiver escolfide o dngulo, clique "Definir

dngulo” ou "Alterar

Esse valor serd usado em toda essa atividade,

dnguio”.

Definir dngqulo

Figura 27

alpha = 30°
e e e

Perimetro = 400cm

Altura do triangule = 31.91cm
Altura total da janela = 112.83cm
Altura do retangulo =80 92cm
Base = 110.53cm

Area = 10707 48cm?

Os valores disponiveis para a escolha dos angulos variam de 5°a 60°, em intervalos

de 5°. A partir do momento que o angulo ¢ escolhido, a questdo 1 pode ser iniciada.

Escolhemos para desenvolver a atividade um angulo de 45°.
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Questdo 1

Se aumentar o valor de x (base da janela), o que
acontece com a altura da janela?

~) Aumenta
Diminui

Corrigir item

Figura 28
Para que o aluno responda a primeira atividade ¢ permitido que ele movimente a
base da janela, e a partir dos valores indicados na caixa possa concluir adequadamente o
que ocorre com a altura da mesma quando aumentamos o valor da base. Na questdo 2 ¢
apresentada uma tabela, que deve ser preenchida a partir da observagdo dos nimeros que
aparecem na caixa quando alteramos o valor da base. O campo correspondente a area ¢é
preenchido pelo programa, porém seu valor também ¢ informado na tabela, o que facilita

para o aluno verificar se as informacdes fornecidas estdo corretas.

Questdo 2

I Agora, movimente o ponto azul no canto inferior (;)
direito da janela de topo triangular. Ao fazé-lo,
preencha a tabela abaixo com as medidas de 10
Jjanelas que sejam bastante diferentes entre si.

9678 7 10390.78

400 [99.56 7282 [7o.40 [49.78 10424.93
400 [102.69 J|[78.04 [72.62 [51.35 10445.11
400 (10896 |[e8.47 [77.05 |[54.28 10428.56
400 ‘IZWSIEI. 'Hssas - [85.52 'Hsm?s o108
Corrigir item
Figura 29

Para responder a questdo 3 o aluno deve consultar o bloco de notas e observar qual
foi a maior area obtida na atividade 2, ou seja, € uma simples questdo de observagdo dos

valores ja calculados.

Questio 3

Cbservando a tabela no Bloco de Notas (a mesma que
vocé preencheu na parte anterior), responda:

1 e , < ' 5 "
: Quais sdo as medidas da janela com a maior area? = n Qual é o valor dessa area?

Corrigir item Corrigir item
Figura 30

Para responder a questdo 4 se faz necessario o uso dos valores de algumas fungdes

trigonométricas no angulo escolhido. Para isso, o programa apresenta os valores de seno,
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co-seno e tangente do angulo escolhido pelo aluno. Neste item, o aluno devera responder a
expressdo para o valor das medidas das alturas do retangulo e do tridngulo, do lado do

triangulo e também da area, em funcdo da base x da janela.

Questio 4

Considerando a figura ao lado e sabendo que a medida
do perimetro € 400 cm, encontre as expressdes abaixo
em termos da medida da base (x).

10%)
|
Corrigir iterm
B -
|
Corrigir item
hix)
|
Corrigir item
Alx)
|
Corrigir item

Figura 31

Para o lado / do triangulo, utiliza-se o fato de que cosa ==, o que implica que

X
%
[
X . s « . :
I=2—. Para a altura H do retangulo, utiliza-se a expressdo do perimetro da janela

.cosx

2H +2/+x=400, assim, tem-se que H =200—l—§ e como o valor de I é conhecido,

pode-se escrever H =2OO—2L—£. No calculo da altura /# do tridngulo pode-se
.cos

b
7

. . A . A . x.h
janela, soma-se a area do retangulo com a éarea do triangulo, ou seja, 4 =x.H +7 . Como

xrgo

utilizar o fato de que /ga =—, de onde h= . Por fim, para o calculo da area da

s

os valores de H e h ja sdao dados em fungdo da base x, tem-se

A=x|200-—F _X| X xEa)
2.cosa 2 2 2



39

No desenvolvimento das expressdes acima nao foram utilizados os valores dados
para seno, co-seno e tangente, uma vez que a escolha de « fica a critério do aluno. Para a

questdo 5, ¢ apresentado um grafico da fun¢do quadratica obtida pelo aluno no final da

questao 4.

13500 1 Area (em?)
130004
125004

120004
115004
110004
10500 -
10000 4
3533_ (B2 B \8791 9)

base = 62.88cm

eso0
sooo+ |
75004 | \
woo0] |
esoa{ |
aooo- |
oo |
5000
a0 |
40004 #
3500
3000 |
25004 |
2000 |
1500 4|
10004
50f 1

"200cm | 300cm | 400em | 500cm | 60Bem | 700cm | 800cm | S00cm

g 0em 108em

Figura 32

Como o ponto ¢ moével, o aluno pode aumentar ou diminuir a base, movendo assim

o ponto sobre o grafico de forma a obter os valores solicitados para a resposta da questdo 5.

Questdo 5

utilizando a ferramenta ao lado, responda:

M Qual ¢ a maior medida que vocg pode atribuir para
a base da janela?

*= cm

Corrigir item

E qual é a menor medida que pode ser atribuida
para a base?

cm

X=

Corrigir item

Figura 33
Ao mover o ponto o aluno encontrard o menor valor para a base, zero, e também o
maior valor possivel, que ¢ justamente quando a figura que forma a janela fica igual a um
tridangulo, quando a altura H do retangulo fica igual a zero. Apenas na questdo 6 ¢ que

efetivamente o aluno responde sobre a solugao 6tima do problema apresentado.

Questio 6

u Volte ao quadro ao lado ¢, analisando visualmente
o grafico, encontre as dimensdes da janela de

maior area.
O P — P
Corrigir item

Figura 34



40

A questdao 7 indaga quantas janelas podem ser construidas com uma area dada. Esta
questdo reforca a constatacdo de que a maior area ¢ realmente a que foi encontrada na
questdo 6, além de reforcar o conceito do dominio da funcdo, explorado na questao 5.

Questio 7

Utilizando o grafico ao lado, responda: guantas janelas
diferentes vocé pode construir com as areas dadas a
seguir?

B 12.000 cm:

‘ Corrigir item
B 552

‘ Corrigir item
3880cm?

‘ Corrigir item

Figura 35
Concluida a questdo 7 retornamos ao mapa das atividades, para prosseguir com a
atividade 2. A questdo 1 desta atividade ja propde uma interagdo entre os alunos, de modo
que eles utilizem também resultados obtidos pelos colegas para o preenchimento da tabela.

Questdo 1

n Preencha as linhas da tabela com os valores que
vocé obteve na primeira atividade e alguns valores
obtidos pelos seus colegas (caso eles tenham
escolhido um valor de o diferente do seu).

Nome do . .
o Area Maxima
Gru

Caorrigir item

Figura 36
Embora o programa permita refazer a atividade considerando apenas um angulo, ¢é
interessante que o professor estimule a comparagdo de varios resultados para angulos
diferentes da atividade 1. E proposta inclusive a questio, para ser respondida no caderno,
sobre qual angulo escolhido retornaria a maior area possivel. Uma vez que escolhemos as
janelas Otimas para certo angulo, qual angulo proporcionaria a janela 6tima entre todas as

otimas?
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2.2 Aprofundamento e extensdes utilizando calculo diferencial

Abaixo apresentaremos exemplos de atividades a serem propostas envolvendo
otimizacgdo de areas utilizando para sua resolugao elementos de calculo diferencial, presente
nos curriculos para o ensino de matematica em cursos superiores. Os programas discutidos
em 2.1 podem ser utilizados como motivadores iniciais para uma abordagem mais
aprofundada de problemas de otimizacdo utilizando calculo diferencial de uma ou vérias
variaveis. Resumimos inicialmente conceitos e resultados necessarios para obtencao de
maximos e minimos. As principais referéncias utilizadas foram [8], [9], [10] e [16]. O

desenvolvimento da segunda atividade ¢ baseado na referéncia [9].

2.2.1 Abordagem utilizando calculo diferencial de funcées de uma variavel

Depois de introduzidos os conceitos de limite, continuidade e derivada de fungdes
reais de uma varidvel, resumimos a seguir as principais defini¢des e resultados essenciais
para a abordagem de problemas de maximo e minimo deste tipo de fun¢do, como € o caso

dos propostos nos dois programas computacionais analisados na se¢ao 2.1.

Defini¢do 2.2.1.1: Uma fungdo f:1 < R—> R é crescente num ponto x,, quando existe
um intervalo aberto I = (a,b) contendo x, tal que f(x)< f(x,), paraxem I a esquerda de
x, e f(x))<f(x), para x em I a direita de x,. A funcdo f é decrescente em x, se

f(x)> f(x,), para x em I a esquerda de x,, e f(x,)> f(x), parax em I a direita de x,.

Teorema 2.2.1.2: Se a derivada f'(x,) existe e é positiva, a fun¢do f:IcR—>R é

crescente em Xx,. Se a derivada é negativa, entdo, f é decrescente em x,.
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Defini¢do 2.2.1.3: Uma fungdo f:I < R— R tem um mdaximo relativo em x,, quando
f(x)< f(x,) para todo x no intervalo aberto I, que contém x,. A fung¢do tem um minimo

relativo em x,, quando f(x)2= f(x,) para todo x no intervalo aberto I, que contém x,.

Defini¢ao 2.2.1.4: O ponto x, é dito ponto critico de uma fungdo f:1 < R—> R, quando

x,el e f'(x,) ézero ou ndo existe.

Teorema 2.2.1.5: Se uma fungdo f é continua num intervalo limitado e fechado , entdo ela

tem um valor maximo e um valor minimo neste intervalo.

Teorema 2.2.1.6: Se f tem um mdximo ou um minimo relativo em x,, entdo x, é um ponto
critico de f.

(Suponha que x, ndo seja um ponto critico de f, neste caso a derivada f'(x,) existe
e ndo ¢ nula. Pelo Teorema 2.2.1.2, f € crescente ou decrescente em x, e ndo pode ter ai

um maximo ou minimo relativo).
Desta seqiiéncia concluimos entdo o resultado central para os nossos propositos:

Teorema 2.2.1.7: Se uma fungdo f é continua definida num intervalo limitado fechado,
entdo, seus valores maximo e minimo no intervalo ocorrem em pontos criticos da fun¢dao no

intervalo ou nos pontos extremos no intervalo.

Assim, via célculo de uma varidvel, o programa de otimizagdo de janelas pode ser
concluido com uma aplicagdo do Teorema 2.2.1.7.

QL. Qual é a fungao a ser analisada?

Funcdo area de um retangulo com um perimetro fixo p. Assumindo a medida x para a base,

temos A(x) = x(ﬁ—xJ e
2 2
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Q2. Qual o dominio desta fun¢do?

O dominio dado pelas restri¢des do problema € o intervalo 7 = [0,%} .

Q3. Quais os pontos criticos para a fung¢dao?

A'(x)=0 para §—2x =0, ouseja x =§ ¢ 0 ponto critico.

Q4. Quais os valores da fungdo nos pontos criticos e nos extremos do intervalo do dominio?

A oo (5

QS. Quais os valores maximos e minimos segundo o Teorema 2.2.1.7?

O valor minimo assumido para a area ¢ 0, quando x =0oux zg e o valor maximo para a

2
area sera (fj quando x = % , Ou seja,

Corolario 2.2.1.8: De todos os retdngulos de mesmo perimetro, o de maior drea é o

quadrado.

Para o problema proposto no segundo programa computacional tratado em 2.1, de

janelas com topo triangular de angulo fixo a, as questdes Q1 a Q5 ficam assim respondidas:

Ql.

A funcdo area, obtida pela soma das areas de um retangulo e um triangulo. Denominando

1 1
por x a base do retangulo temos A(x) = Ex[p —x(1+sec a)] +Zx2tga . O angulo a ¢ fixo.

Q2.
O dominio dessa funcdo expressa a variacdo possivel de x, de modo a ainda obtermos

janelas triangulares. Temos, portanto, que x deve ser positivo e seu valor maximo ocorre

. .. , cosa
quando a altura da parte retangular se anula. Assim sendo, o dominio serd / = {0,]9—} .

1+cosa

Q3.
p

2(1+seca—tgaj
2

O ponto critico da fung¢do ¢ obtido quando A4'(x) =0, ou seja, x =
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Q4.
Inicialmente temos que A4(0) =0, mas também que A P > A(wj .
tga I+cosa
2| I+seca——=—
2
Qs.

O valor minimo para a d4rea serd zero, € o valor mdximo sera dado por

y p

2(1+seca—tg2aj

2.2.2 Abordagem utilizando calculo diferencial de funcées de varias variaveis

Como comentado durante a exploragdo do programa computacional Janelas de
Topo Triangular, ao ndo fixarmos o angulo o , podemos abordar este problema com duas
varidveis, a base da janela e o angulo envolvido. Com a utilizagdo de um angulo fixo,
caimos em um problema de uma uUnica varidvel como descrito acima. Como feito
anteriormente resumimos algumas defini¢des e teoremas do calculo diferencial de duas e
trés variaveis, centrais para esta abordagem.

Analogamente ao caso de func¢des de uma variavel, temos também aqui os teoremas
para valores extremos, entretanto ndo mais lidamos com extremos dos intervalos, mas sim
com as fronteiras de conjuntos fechados, conjuntos abertos ou interiores de conjuntos no
plano.

A seqiiéncia de conceitos e resultados a seguir pressupde as nogdes de limite,

continuidade e derivadas parciais de fun¢des de duas ou mais variaveis a valores reais.

Definicdo 2.2.2.1: Um ponto (x,,y,) estd na fronteira de um conjunto D do plano R?,
quando cada disco ,B((xo,yo),5) dado por (x—x,)" +(y—y,)’ <&, (6 >0), com centro
em (x,,Y,), ndo importa qudo pequeno ele seja, contém pelo menos um ponto de D e um

ponto que ndo esta em D.
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Teorema 2.2.2.2: Se uma funcdo f:Ac R* — R é continua num conjunto fechado e

. 2 ~ . ’ . .
limitado do plano R”, entdo ela tem um valor mdximo e um valor minimo neste conjunto.

Teorema 2.2.2.3: Se uma fungdo f de duas ou mais variaveis, tem um mdximo ou um
minimo relativo em um ponto P, entdo P é um ponto critico de f.

Observamos que este resultado ¢ uma conseqiiéncia direta do Teorema 2.2.1.7, pois

se f(x,y) tem um maximo ou minimo relativo em (x,,y,), entdo a fungdo f(x,y,), de
um varidvel, a saber, x, tem um maximo ou um minimo relativo em x,. Como também a
funcdo f(x,,y) de y tem um maximo ou minimo relativo em y,. Pelo teste da derivada
primeira para fun¢des de uma variavel, as derivadas f.(x,,1,) € f,(x,,),) ou ndo existem

ou sdo zero, assim, (x,,y,) ¢ um ponto critico de f(x,y).

Os resultados anteriores conduzem ao seguinte teorema:

Teorema 2.2.2.4: Os valores madximo e minimo de uma fung¢do continua, definida num
conjunto fechado e limitado do plano sdo assumidos ou em um ponto critico desta fun¢do
ou na fronteira deste conjunto.

Os problemas de maximo e minimo também podem ser abordados através dos

multiplicadores de Lagrange, e para tanto sao necessarios os conceitos resumidos abaixo.

Defini¢io 2.2.2.5: Uma curva de nivel de uma fungdo de duas variaveis f: A< R* — R
consiste dos pontos (x,y) de seu dominio onde a fungdo tem o valor c, ce R.
Para uma fungdo de trés variaveis f: 4c R’ — R, temos o conceito de superficie

de nivel, que consiste dos pontos do dominio onde a fung¢do assume o valorc, ce R .

Defini¢io 2.2.2.6: O gradiente de uma fungdo f:Ac R* — R com derivadas parciais no

ponto (x,y) é o vetor cujas coordenadas sdo as derivadas parciais de f:
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grad f(x,y)=f.(x,y)i+ f,(x,y)j . Para uma fungdo de trés variaveis o gradiente é

definido como g;ad Sy,2)= 1.0, 2)i+ [ (x,,2) ]+ [.(8, 9, 2)k .

Teorema 2.2.2.7: Suponhamos que S seja uma superficie de nivel de uma fun¢do g(x,y,z),
com gradiente ndo nulo, e que f(x,y,z) e g(x,y,z) tenham derivadas parciais continuas
num conjunto aberto contendo S. Se f(x,y,z) tem um valor mdximo ou minimo em

(x,y,z) em S, entdo, este valor extremo ocorre em um ponto onde

grad f(x,y,z)=Agrad g(x,y,z), para algum numero A .
Observe que geometricamente, isto significa que os valores maximo e minimo da
funcdo f(x,y,z) em uma superficie de nivel g(x,y,z) =c de outra funcdo, se existirem,

ocorrem em pontos onde a superficie de nivel de f ¢ tangente a superficie de nivel de g.

- -
Como grad f e grad g sao perpendiculares as suas respectivas superficies de nivel, o valor

extremo ocorre quando grad f e grad g sdo paralelos e, portanto, grad f =Agrad g .

A partir destas consideragdes podemos abordar o problema proposto do programa
computacional. A redacao a seguir ¢ baseada em [9].
Consideramos uma janela de topo triangular com base b, com altura da parte

retangular 4, o angulo que cada lado do tridngulo isdsceles faz com a horizontal igual a a.

Desta forma temos que o perimetro p da janela é dado por p=b+2h+

cosa

Podemos isolar a altura h, de modo a ter 4 = %{p —b(l + ﬂ . E como a area 4

coSa

1 o
da figura ¢ da por A4 :bh+Zb2tga, substituindo h, obtemos uma fun¢do area, de duas

variaveis, a saber, a e b. Ou seja, termos A= f(a,b) = %b[p —b(1+bsec a)] +%b2tga .
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Inicialmente observam-se as restricdes para as variaveis da fungdo, b € a. A primeira

.~ , . A~ T
restri¢ao ¢ fisica sobre a base b € o angulo a, 0<h Sg e0<ax< 5 Entretanto 2>0, 0

que cria um vinculo entre as variagdes maximas de a e b dado por cosa >

p—b
Com as condigdes postas, temos a regido que ¢ o dominio desta funcao e lembramos

que os pontos 6timos podem estar na fronteira desta regido. Primeiramente determinamos a

curva de nivel 4= f(a,b)=0, ou seja, 0=%b[p—b(l+bseca)]+ib2tga. Isolando b,

T

2

b

1 o .
temos b = ZCOS a (2 —tga+ \/4 +16p.seca —4tga+1g’a ) . Utilizando a restricdo 0 <a <

obtemos a seguinte regiao:

=]
T

Figura 37

exemplo de grdfico da restri¢do sobre b, para p = 10

Entretanto ainda ha a restricdo cosa > . Isolando b e utilizando fatoracao de

p—>b

~ . R 2 a1 o~
expressoes trigonométricas, obtemos b=§cosasec a . Utilizando novamente a restri¢cao

sobre a, tem-se a seguinte regiao:
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Figura 38

exemplo de grafico da restri¢do sobre a, parap = 10

Portanto o dominio da fungdo area ¢ a superficie delimitada pelos eixos e contida

. 1
abaixo das curvas b=Zcosa(2—tga+\/4+16p.seca—4tga+tg2a) e b=Lcosasec’a.

10

Figura 39

exemplo grdfico dominio da fungdo, parap = 10
Inicialmente a procura pelo(s) ponto(s) critico(s) da funcao sera através do Teorema
2.2.2.3, ou seja, calculando suas derivadas parciais e igualando-as a zero. Neste caso tem-se

que f,(a,b)= %( p—2b+3b’seca+btga) , igualando a zero e isolando b, obtém-se

_ 4
—2—-2seca+tga

Ainda, f (a,b)= —%bz sec’ a(—1+2sena) , igualando a zero

obtemos b=0 ou —1+2sena=0 . Para b=0 a drea também serd nula, e para

p

2+\/§’

T . o
—1+2sena=0, tem-se a = o e b= que sdo as coordenadas de um ponto critico da
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funcdo. Entretanto a drea maxima pode ainda ocorrer em algum trecho da fronteira,

tornando necessdria a comparagdo entre o valor da area obtida para este ponto critico com o

valor que a area atinge na fronteira.
p2
No ponto critico encontrado, o valor da area sera 4 =———. O trecho da fronteira
8+44/3
——, da qual decorre que

em que a area nao ¢ zero ¢ dado pela relacdo cosa= 5
p_

Substituindo o valor da tangente e do co-seno encontrado em

(p—b) -b’
tgq =———7—.
g b

1 1 1
A= Eb[p —b(l+bseca)] +Zb2tga , resulta 4= walp(—2b+p) , que ¢ uma funcio de

2
£. Neste caso, o valor da area sera P .
1243

uma variavel, cujo maximo sera dado por b =
Comparando o valor maximo da 4rea na fronteira com o valor da area no ponto

critico encontrado, verifica-se que o valor da area no ponto interior ¢ maior do que o valor

2 2

da area na fronteira, isto € P > P .
8+43 123
Utilizando-se programas que tragam graficos de superficies parametrizadas, tais

como Matemathica, Winplot e Maxima, podemos plotar o grafico da funcao area:

:
S
27

Figura 40

exemplo de grdfico da fungdo area, parap = 10)
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E também destacar o ponto 6timo dentro da regido que ¢ dominio da fungao:

10

Figura 41

grafico com ponto critico destacado no dominio da fungdo, para p = 10

Uma outra forma de resolver este problema ¢ pelo Teorema 2.2.2.7, obtendo os
pontos criticos da fungdo através dos multiplicadores de Lagrange para fungdes de trés

variaveis. Neste caso tem-se a restrigdo do perimetro dada por p=b+2h+bseca , que

pode ser interpretada como uma curva de nivel p da funcdo G=b+2h+bseca . A érea ¢

dada por 4 =bh+ ibztga .

. - 1 1
Tomando as derivadas parciais A4, :sz sec’a , A, = h+5btga , A,=b

2

G,=bsecatga, G, =1+seca e G, =2, obtemos o seguinte sistema:
b=24

h+ %btga = A(1+seca)

1
sz sec’ a = Absecatga

b+2h+bseca=p

Resolvendo o sistema sdo obtidos mais de um valor para a, entretanto, apenas
T . _— T . . .
a= o satisfaz a condi¢do 0<a < bR E a solugao coincide com a obtida anteriormente.

Como o trabalho desenvolvido trata do problema isoperimétrico, sdo relevantes os

valores da base e da altura do retdngulo e também o valor do lado do tridngulo que forma o
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topo da janela. Para a=% , a base do retangulo ¢ b= o lado do tridngulo ¢

_pP
2+\/§’
P Como h—p(3+\/§)

Be+B) 6(2+4/3)

de um hexédgono regular encaixada sobre meio quadrado (cujo lado coincide com a

b

diagonal menor do hexdgono), uma vez que 4 = é+ 5

, percebe-se que a area maxima ¢ formada por metade

2.3 Outros problemas a serem propostos

Nesta se¢do sdo propostos outros problemas que aplicam os conceitos envolvidos no
problema isoperimétrico, os quais podem ser utilizados no ensino médio e universitario.
Além de outro programa computacional do Projeto M3, também serdo abordados dois

outros problemas, nas referéncias [9] e [2].

2.3.1 O problema isoperimétrico com restri¢cio de extremidade

Dados dois pontos A e B, de modo que d seja o comprimento do segmento AB, qual
a curva aberta de comprimento (, { >d, com extremidade em A e B, que delimita a drea
mdxima?

De acordo com o que foi desenvolvido no capitulo 1, sabemos que se / =7zd , a
solucdo serd uma semi-circunferéncia. Entretanto o problema fica mais interessante se
considerarmos / # zd . Poderiamos pensar que a solu¢do fosse uma elipse, por exemplo,
neste caso utiliza-se argumentacdo semelhante a utilizada na Se¢do 1.2.1 para mostrar que a

area serda maxima para uma curva igual a um arco de uma circunferéncia.
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Figura 42

Podemos determinar o angulo « deste arco de circunferéncia utilizando o fato de

d
a
que /=ar e que sen(5j=—.

2.3.2 O problema da divisdo do barbante

Considere um barbante de comprimento (. Como deve ser realizada a divisdo deste
barbante, de modo que com os dois pedagos possam ser construidos um quadrado e um
triangulo eqiiilatero, cuja soma das areas seja maxima?

Embora o problema seja simples na elaboracdo, ao ser solucionado como um

problema de uma varidvel, um fato interessante ¢ que a solugdo ndo estd em um ponto
. . . o , . , f
critico e sim na fronteira. A solugdo para a drea maxima, ¢ formar um quadrado de lado 2

e um tridngulo de lado zero, ou seja, utilizar todo o barbante para construir o quadrado.
Entretanto a solucdo para a area minima nao sera a utilizacdo de todo o barbante para

construir o tridngulo eqiiilatero.

2.3.4 Um programa computacional com varia¢ao do problema isoperimétrico
O programa computacional Janelas em Arco Romano, disponivel para utilizagdo no

site  http://www.m3.mat.br, propde uma abordagem diferenciada do problema

isoperimétrico, uma vez que nele a busca pela otimizagdo ndo ¢ apenas para a area, mas

também para a luminosidade.


http://www.m3.mat.br/
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O processo de otimizagdo da area ¢ semelhante ao que foi desenvolvido nas Segdes
2.1.1 e 2.1.2, entretanto este programa usa o conceito de luminosidade de janelas no estilo
vitral, dividida em partes que podem ter cores variadas, com diferentes coeficientes de
luminosidade, a escolha do aluno.

Ap6s definir de que modo sera o vitral e suas cores, forma-se uma fungdo de
segundo grau, a qual descreve a luminosidade total da janela de perimetro fixo, tendo como
variavel o valor da base. O objetivo do aluno ¢ encontrar as medidas da janela que tera

luminosidade maxima.

Figura 43

A importancia deste programa ¢ justamente a utilizagdo de outros elementos, de
modo que a solugdo do problema para a drea maxima ndo seja a mesma a partir do
momento que outra condi¢do, no caso a luminosidade, ¢ introduzida. Este programa
também pode motivar outros problemas de vérias varidveis, considerando variagcdes da

medida da base e também da luminosidade das regides.

2.3.5 Otimizacao de areas com restricio quanto ao nimero de mouroes

Um fazendeiro possui { metros de tela, e decide fazer um cercado que tera como um
dos limites a margem de um rio. Qual serd o contorno que maximiza a drea, se 0
fazendeiro dispoe de n mourdes para a constru¢do da cerca?

Este problema permite uma generalizacdo do apresentado no roteiro que originou
este trabalho, qual a poligonal com (n-7) lados com dois vértices (mourdes) na beira do rio
que delimita a maior area. Na resolugdo, inicialmente ¢ necessario que sejam discutidas as

restrigdes sobre n. Para n = 3 a melhor solug@o seria justamente um triangulo retangulo
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1sosceles, que ¢ metade de um quadrado. Para n = 4 a solugdo ¢ apresentada no video, ou
seja, meio hexagono. E importante ressaltar, que usando a simetria, como na Segio 1.2.1, e
também o teorema para poligonos apresentado tanto na Se¢do 1.2.2 quanto na Secdo 1.3.1,
qualquer que seja o nimero de mourdes, a solugdo Otima sera sempre a metade de um
poligono regular com numero par de lados. E possivel neste caso, inclusive, deduzir uma
expressdo para este problema geral, ou seja, a area maxima serd obtida quando o cercado

for a metade de um poligono de 2(n —1) lados.

2.3.6 O problema das janelas e o fator de escala
Um aprofundamento do problema das janelas pode ser feito a partir da utilizagdo

dos fatores de escala, na redagdo abaixo utilizamos a referéncia [17].

Figura 44

O fato fundamental ¢ que em janelas com parte superior de formato fixo, existe
proporcionalidade entre o comprimento da base e do contorno da parte superior da janela.
Isto ¢, se a medida da base ¢ x, a do contorno da parte superior serd kx, este fato ¢
decorrente de que a0 ampliarmos ou reduzirmos a base utilizando um certo fator de escala’,

produziremos figuras semelhantes para o topo da janela. Portanto a altura # da parte

retangular serd 4 :@.
No problema envolvendo janela retangular temos que k& = I, no problema

. : ., . seca
envolvendo janelas com topo triangular isosceles, com angulo da base o temos k = 5

Podemos ainda encontrar uma expressao geral para a area de janelas com topo de
qualquer formato fixo, como o da figura apresentada acima. Inicialmente tomamos para a

base o valor x =1, e chamamos de 4, o valor da 4area do topo da janela (sem considerar o

1 ’ . .

Sobre fatores de escala recomendamos os videos “Um certo fator de escala” e “Criador e Criatura”,
disponiveis no site do Projeto M3, cujo roteiro ¢ de autoria do autor deste trabalho ¢ que abordam os fatores
de escala e algumas de suas conseqiiéncias, respectivamente.
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) .

retangulo. Como existe proporcionalidade entre a base x e o topo, temos que —=
X

Assim a area 4, ¢ obtida para /(1). A 4rea do poligono em funcdo da medida x da base,

pode ser escrita como a soma da area do retdngulo mais a area do topo, ou seja,

A(x) = h(x).x+ x4, , substituindo / temos a fungio A(x) = x’ (Al —% —%) +§x, que é um

polindmio de segundo grau, cujo maximo sera dado por x = S
44, -2k-2
Assim, podemos encontrar, para um topo dado, a janela 6tima. Por exemplo, para a

janela cujo contorno do topo ¢ uma semi-circunferéncia, temos que a solugdo 6tima serd

justamente quando a base x = L, que € um semi-circulo sobre um meio quadrado.
V4
2+—
2

2.3.7 A extensio do isoperimétrico para dimensdes maiores

A extensdo do problema isoperimétrico para dimensdes maiores pode ser colocada
como: dentre as regides fechadas e limitadas do R" cuja fronteira tem medida ¢, qual o
formato da regido que possui a maior medida de volume possivel?

No espaco R’ a solucdo para este problema é uma esfera. Este problema, com
restri¢gdes, aparece na pratica, por exemplo, em embalagens. Alguns exemplos cléssicos:
dentre as caixas paralelepipedas de mesma area lateral, qual tem maior volume? Se a caixa
tiver um formato de prisma hexagonal, este volume ¢ otimizado? E se o formato for
cilindrico?

No espago R’, trocamos comprimento por area da superficie de contorno e area da

regido por volume do sélido.
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Capitulo 3

O roteiro audiovisual ‘A lenda de Dido’

Neste capitulo apresentaremos questdes relativas ao roteiro audiovisual “A lenda de
Dido”, realizado dentro do Projeto M3, uma parceria MEC — UNICAMP, que visa a
producao de material didatico de matematica para o ensino médio. O roteiro, desenvolvido
pelo autor deste trabalho, ¢ apresentado integralmente ao final da Se¢do 2 deste capitulo.
Aqui sdo utilizadas indiretamente as referéncias [2] e [3], j4 que foram utilizadas para a
construg¢do do roteiro e também as referéncias [13] e [14], que dizem respeito a teoria de
roteiros.

Além da realizagdo de material audiovisual, o Projeto M3 produziu guias para a
utilizacdo dos videos em sala da aula. O guia do professor, cuja autoria conta com a
participagdo do autor deste trabalho, ¢ apresentado como anexo.

Para melhor compreensdo deste capitulo, recomendamos assistir previamente ao

video “A lenda de Dido”, disponibilizado atualmente no endereg¢o http://m3.mat.br e

futuramente no portal do MEC.

3.1 Inserc¢des de conceitos matematicos no roteiro - Opcoes

Nesta secdo apresentaremos algumas opg¢des para a introducdo dos conceitos
matematicos tomadas no desenvolvimento do roteiro.

A primeira etapa consistia em apresentar o problema que deveria ser resolvido com o
desencadeamento das agdes do filme. Esta apresentacdo ¢ feita diretamente pela

protagonista, Elisa, ao narrar um fato passado:

ELISA (OFF)

A historia que eu vou contar aconteceu de verdade. Foi na época em que eu precisei
cercar uma area pra colocar minha criagdo de ovelhas.

Meu nome é Elisa e essa ai sou eu conferindo a tela que eu comprei pra fazer o
cercado.

O problema era saber como cercar a maior drea possivel com os oitenta metros de
tela que eu tinha.


http://m3.mat.br/
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Fiquei imaginando se fazia um cercado triangular... Quadrado... Retangular...
Pensei até em fazer uma figura assim toda diferente...

O importante era que do lado de dentro tivesse o maior espaco possivel para a minha
criacdo de ovelhas.

J& na apresentacdo do problema pela personagem, foi propositalmente inserido um
poligono ndo regular, que ela descreve como “uma figura assim toda diferente”. Entretanto
o valor do perimetro para o cercado em questdo s6 ¢ fornecido apds o inicio do dialogo com

Dido, a outra personagem do filme.

ELISA

O nosso problema é parecido mesmo! Eu tenho oitenta metros de tela e quero fazer o
maior cercado que eu puder.

ApOs esta apresentagdo, a personagem Dido, que ao longo do roteiro auxiliara Elisa,

destaca uma frase importante quando apresentado o problema isoperimétrico.

DIDO

Muito bem. O perimetro do seu cercado vai ser sempre o mesmo, os oitenta metros
de tela. Mas dependendo da figura que vocé formar com esses oitenta metros de tela,
a area interna do cercado pode ficar maior ou menor.

Esta observagdo feita pela personagem visa ressaltar o fato de que para um mesmo
perimetro dado, figuras diferentes delimitam areas diferentes. Na seqii€éncia, Dido mostra
para Elisa que dado um poligono ndo convexo, ¢ possivel obter um poligono convexo com

mesmo perimetro e area maior.

DIDO

Vamos comegar por esse formato irregular que vocé pensou. Esse tipo de figura é
chamado de poligono ndo convexo. Ele tem esse nome porque pelo menos um dos
seus veértices — que sdo as quinas da figura — esta voltado para dentro e ndo pra fora
como oS outros.

Agora, olha so: se a gente virar esse vértice para fora sem alterar o tamanho dos
lados, o perimetro da figura vai continuar o mesmo, mas a drea interna vai aumentar
um pouco.
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A defini¢do de poligono nao convexo utilizada no didlogo de Dido visa propiciar o
desenvolvimento do roteiro, sem que toda hora haja interrupgdes para tratar de definigdes
formais da matematica. Estas defini¢des formais podem ser realizadas pelo professor em
sala de aula, ap6s a exibi¢do do video, utilizando as idéias nele contidas como uma
introdu¢do ao assunto.

Logo apds a explicacdo de que € possivel obter um poligono convexo com area
maior do que o ndo convexo, Dido conta para Elisa que de todos os poligonos convexos
com o mesmo numero de lados e mesmo perimetro, os poligonos regulares sdo os que
possuem a maior area. A demonstracao formal deste fato ¢ realizada no Capitulo 1 deste

trabalho.

DIDO

Bom Elisa, tem uma coisa importante que vocé precisa saber sobre os poligonos pra
entender melhor a solug¢do desse problema:

De todos os poligonos com o mesmo numero de lados e o mesmo perimetro, o
poligono regular é o que tem maior drea.

Para criar uma maior dinamismo no video, a defini¢do de poligono regular ¢

realizada por Elisa.

ELISA

Poligono regular eu sei o que é! E aquele que tem todos os lados e todos os dngulos
iguais. Que nem o quadrado, por exemplo.

O exemplo do quadrado dado por Elisa serve para mostrar a comparagdo entre areas
de um retangulo de dimensdes 30 m e 10 m e um quadrado de lado igual a 20 m. Os valores

das dimensdes e da area surgem na tela com a conclusao de Dido.

DIDO OFF

Entre um quadrado e um retangulo, com o mesmo perimetro, o quadrado é que tem
drea maior.

Ja com o resultado que os poligonos regulares sdo os que possuem maior area, o
passo seguinte seria comparar a area de varios poligonos regulares de mesmo perimetro,

mas com namero diferente de lados.
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DIDO

Vamos pensar em varios poligonos regulares como possibilidades para o seu
cercado, comegando pelo quadrado.

A medida que se aumenta o numero de lados da figura, passando pelo pentagono,
hexdagono, heptigono e assim por diante a gente percebe que a drea também
aumenta, mesmo mantendo-se o perimetro.

A fala de Dido é acompanhada por uma seqiiéncia de imagens dos poligonos que ela
vai descrevendo, obtidas a partir do programa computacional Otimizando Formas de
Trajetorias [15]. O perimetro € fixo para todas as figuras, entretanto o valor da éarea, que o
programa computacional calcula, vai aumentando. Inicialmente o numero de lados das
figuras que se sucedem aumentam muito pouco, enquanto a diferenga entre os valores de
sua drea aumenta consideravelmente. Entretanto para um grande numero de lados, quando

aumentamos este nimero ainda mais, a area aumentara menos.

ELISA

Quer dizer, entdo, que, para um perimetro fixo, quanto maior o numero de lados de
um poligono regular, maior é a drea interna dele, e a figura fica cada vez mais
parecida com um circulo.

DIDO

E verdade, e tem mais ... A drea vai aumentando cada vez menos a medida que ela
vai se aproximando da drea do circulo.

DIDO (OFF)

Por exemplo, quando a gente passa de um quadrado para um pentagono, a drea
aumenta bastante. Agora, se a gente passa de um poligono com cingiienta lados para
um com sessenta, o aumento nao é muito grande.

Essa seqiiéncia de didlogos trabalha o fato de que a area do circulo ¢ o limite do
valor da area para um perimetro fixo. Este fato ¢ demonstrado no Capitulo 1 deste trabalho
e também abordado no guia do professor em anexo com maiores detalhes.

Com a solucdo do problema isoperimétrico propriamente dito, se faz necessario
voltar as condig¢des iniciais do problema de Elisa, no qual ela precisava construir um

cercado na beira de um rio. Este retorno ¢ feito a partir de uma fala de Dido.

DIDO
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Mas acontece que o local onde eu queria construir a cidade ficava na beira da praia.
Entdo deu pra fazer um truquezinho. Eu usei o mar como um dos lados do terreno. E
como a parte voltada pro mar ndo precisava ser cercada, a forma final foi um grande
semicirculo, conseguindo assim uma quantidade de terra muito maior.

ELISA

Mas esse é justamente o meu caso, tem um rio que passa dentro do meu sitio. O rio é
como uma linha que divide a figura ao meio, que nem o mar no seu caso. Entdo, com
0s meus oitenta metros de arame, eu posso contornar a metade de um circulo que é a
figura que possui a maior area para um perimetro fixo.

A linha divisoria formada pelo mar ou pelo rio, que foi utilizada pelas duas na
resolucao do problema, ndo faz parte do perimetro da figura, por isto ¢ utilizado o fato de
que ‘meia’ circunferéncia resulta no contorno de maior area. A demonstracdo formal do
fato encontra-se na Secdo 1.2.1 deste trabalho. Entretanto como o problema de Elisa deve
ser um problema mais proximo possivel da realidade, ela teria que utilizar uma quantidade

pré-definida de mourdes para concluir o cercado.

ELISA

Puxa! Eu nunca pensei que um problema aqui do sitio pudesse ter tanta relacdo com
a matemdtica e até com a historia de tantos lugares!

Ih, Dido! Eu esqueci de um detalhe. Eu so comprei quatro mourdes e com isso ndo
da pra fazer uma figura que tenha muitos lados... Muito menos um semicirculo.

DIDO

Nao se preocupe. O que estava valendo antes continua valendo nesse caso também.
Quer dizer: se usando o rio como divisa vocé precisava fazer a metade de um circulo
para ter a maior darea possivel, agora, o que vocé tem de fazer é a metade de um
poligono regular usando os seus quatro mourdoes.

Neste caso o problema estd realmente proximo de um problema real. O que faz com
que a personagem tenha que buscar metade de uma figura que ela possa construir com os

quatro mourdes. Um problema mais geral ¢ discutido na se¢ao 2.3.5 deste trabalho.

ELISA

Ah, deixa eu ver entdo... dois mourdes vao ficar perto da beira do rio e os outros dois
afastados. A primeira figura que impulsivamente eu penso em fazer é um quadrado,
com lados medindo um tergo dos oitenta metros, ja que o outro lado sera o proprio
rio. Porém, neste caso a area que eu vou conseguir cercar é de aproximadamente
setecentos e onze metros quadrados..
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DIDO

Porém, como eu disse, continua valendo o que valia para o circulo. Como o rio é
uma linha divisoria, a melhor solug¢do seria justamente um retangulo que fosse a
metade de um quadrado,com quarenta metros no lado maior e vinte metros no lado
menor.

Essa discussdo sobre o quadrado ser a melhor solugdo foi inserida justamente
porque o senso comum conduz rapidamente a associagdo de quatro mourdes com os quatro
vértices de um quadrado. E a melhor maneira de mostrar que o quadrado nao seria a melhor
solugdo foi explicitar o valor de sua area claramente no roteiro.

Entretanto a solu¢do otima do problema inicial, com a restricdo dos mourdes
apresentada no final do video pela personagem Elisa, surge na fala de Dido, com elementos

que reforgam alguns resultados abordados no video.

DIDO

Mas Elisa, existe uma solugdo melhor ainda! Como a gente ja viu, quanto maior o
numero de lados do poligono regular maior é a sua area, certo? Entdo com os quatro
mouroes que vocé tem da pra fazer a metade de um outro poligono regular. Olha so:
se vocé fizer um hexagono regular e dividi-lo ao meio, também vai usar quatro
mourdes e conseguir uma drea ainda maior do que a do meio quadrado.

ELISA

Entdo estd tudo resolvido! Dentro das condig¢oes do meu problema, o formato da
metade de um hexagono regular é o que vai me dar a maior drea possivel para o
cercado das minhas ovelhas!

3.2 Aspectos técnicos do roteiro

Aqui sdo apresentados alguns aspectos técnicos referentes a teoria de roteiro. A
principal referéncia para este capitulo ¢ [13]. Pode-se comparar a acdo de escrever um
roteiro a resolver um problema envolvendo sistemas de equacdo. Para resolver o problema
inicialmente identificam-se as incdgnitas e organizam-se as equagdes. Na arte de escrever
um roteiro, isto € correspondente a determinar os personagens e escrever a sinopse. Depois,
utilizando-se de um método pré-estabelecido, resolve-se o sistema. Para o roteiro, este
método estabelecido ¢ utilizado para desenvolver a histéria. Por fim, temos a apresentacao

do conjunto solugdo ou a formatagao do roteiro pronto.
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3.2.1 Condicoes iniciais de forma e conteudo

Um roteiro ¢ “a forma escrita de qualquer projeto audiovisual” [13]. Para os
roteiros desenvolvidos no Projeto M3 havia condi¢des prévias de desenvolvimento, visando
um conjunto coeso de obras audiovisuais. Todos os roteiros da série Matematica na Escola
contemplavam algum conteudo do ensino médio, ou alguma aplicacdo de conteudos do
ensino médio. Também era comum a todos os roteiros o numero de personagens: dois. Por
questdes envolvendo a producdo e a gravacao dos episodios, os personagens deveriam
interagir sem, no entanto, ocupar o mesmo cendrio. Além disto, os videos produzidos
teriam em média 10 minutos, tempo este que corresponderia em média a 10 paginas escritas
utilizando a formatagdo audio/video escolhida para os roteiros do projeto.

De acordo com o tema abordado, também poderia ser enviado a produgcdo um
arquivo anexo com observagdes especificas, sugestdes de figuras e imagens ou textos
relevantes.

As condicdes de forma e algumas condi¢des de conteudo eram pré-definidas antes
do inicio do desenvolvimento do roteiro. O primeiro passo para a construcao dos roteiros,
era uma reunido entre o conteidista e o roteirista para que pudesse ser apresentado o
assunto (contetido) a ser abordado e algumas possibilidades de desenvolvimento. Logo apds
o roteirista enviava uma sinopse para a coordenadora do projeto e apds sua aprovagao
iniciava o trabalho. No caso do roteiro A Lenda de Dido, dada a familiaridade do roteirista
com aspectos matematicos, a coordenadora do projeto participou da reunido com a

conteudista, focando na sinopse a ser desenvolvida pelo roteirista.

3.2.2 Identificando incognitas e escrevendo as equacdes: os personagens e a sinopse

Com o assunto do roteiro pré-definido, muitas eram as opgdes para o
desenvolvimento da historia. Para evitar videos pouco dindmicos, ndo era recomendado que
o conteudo fosse desenvolvido dentro de um contexto de aula de matematica, e ainda que

os personagens nao fossem professores de matematica ou matematicos.
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Pela propria natureza do problema isoperimétrico, a sinopse, em linhas gerais ja
estava pronta: um personagem teria uma quantidade limitada de material para realizar um
contorno, de modo que a area obtida fosse maxima. Este tipo de problema inclusive tem
consideravel freqiiéncia em questdes de vestibulares ou concursos, sendo em geral restritos
a retangulos.

O drama basico da historia estava criado, incluindo ai os trés atos da historia, que de
acordo com [13] consistem em: apresentar o problema, desenvolver de acordo com o tipo
de personagem escolhida e criar a solugdo deste problema. Desta forma, j& estava inclusive
determinado quem seria o protagonista da histéria, ou seja, a personagem basica do drama
que seria desenvolvido. Faltava ainda definir as caracteristicas deste protagonista, bem
como o outro personagem, responsavel por auxiliar o protagonista a resolver o problema
em questao.

Para a escolha dos personagens pesam as qualidades do conflito, que para [13] sdo
duas: correspondéncia e motivagdo. A correspondéncia consiste no fato de que o
“problema da personagem deve também “‘surgir” na figura do espectador, que entrara em
cumplicidade” [13] e a motivacdo no fato de que “o conflito tenha sua razdo de ser” [13].
Como nao sdo estranhos, mas também sdao parte freqiiente do cotidiano das pessoas
problemas envolvendo maximizagdo de areas a partir de um contorno dado, a escolha da
personagem principal tinha também por objetivo a ‘transferéncia’ de seu problema para os
espectadores, isto €, despertar a curiosidade e o interesse na obtengdo da resposta. Desta
forma, o problema enfrentado pela personagem principal deveria ser um problema real,
para que despertasse também a vontade de resolvé-lo por parte do espectador. Um
fazendeiro que dispunha de uma quantidade fixa de tela para fazer um cercado para seus
animais foi escolhido para ser a personagem principal da historia, j& que a situacdo ¢
bastante provavel e agregaria ao produto audiovisual o principio de plausibilidade, ou seja,
a escolha desta personagem, com um problema real, auxiliaria a reforcar a correspondéncia
e a motivacdo do conflito. Pelo grande niimero de videos produzidos dentro do Projeto M3,
os roteiristas deveriam variar bastante as caracteristicas dos personagens, inclusive de
género, motivo pela qual foi escolhida uma mulher para ser a fazendeira.

No teatro grego era muito comum a presen¢a de um deus que surgia justamente para

amarrar as histérias e interceder pelos humanos, essa invengdo, denominada deus ex
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machina * [14]. A estreita relacdo do problema isoperimétrico com a mitologia,
especificamente com a princesa Dido, personagem do épico Eneida, de Virgilio, fez com
que Dido fosse justamente a personagem escolhida para auxiliar a fazendeira na resolucao
de seu problema, ja que na obra ela resolve um problema semelhante. Ha portanto, a
utilizagcdo do deus ex machina no desenvolvimento do roteiro como forma de explicitar a
relevancia histérica do contetido por ele abordado.

A segunda personagem ja estava escolhida, e obviamente, ja tinha nome, Dido,
entretanto faltava a escolha do nome da personagem principal, que para [13], tem muita
importancia, ja que revela caracteristicas especificas, como classe, carater e tipologia da
personagem. A princesa Dido também ¢é conhecida como Elisa, que foi justamente o nome
escolhido para a personagem principal, reforcando as semelhancas entre as duas
personagens, ndao s6 um problema matematico semelhante, mas também por serem
mulheres fortes e lideres a seu modo: Dido governava seu povo e Elisa administrava uma

fazenda.

3.2.3 A utilizacdo de um método na resolucio: o desenvolvimento do roteiro

Com a sinopse pronta e os personagens devidamente escolhidos passa-se a uma
nova etapa, o desenvolvimento do roteiro. Tal qual os métodos existentes para resolugdo de
sistemas de equacdes, também existem métodos para o desenvolvimento de roteiros, que
tem como base de sua estrutura partes denominadas cenas. De acordo com [13] “cena ¢ a
base, a unidade dramatica do roteiro” e a organiza¢do, em seqiiéncia das cenas ¢ “o
fundamento para a construgdo da estrutura”.

Dada a especificidade dos roteiros desenvolvidos dentro do projeto, a estrutura da
seqiiéncia das cenas ¢ desenvolvida préximo do defendido por [14] para quem “a cena
dramatica mostra um aspecto do conflito maior mas, no fim, ndo resolve esse conflito
maior. Se uma cena chegar a uma resolugdo total e completa, detera a for¢ca que impele

uma historia para a frente, o que significa que sera preciso gastar um tempo precioso da

tela para por a historia em movimento outra vez”. Ou seja, uma vez resolvido o problema

2 ~ . . , .
Expressao latina que significa “o deus que vem da maquina”.
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de Elisa, necessariamente a historia precisa encaminhar-se para o final, uma vez que este ¢
0 objetivo do filme.
Em [13] ¢ apresenta uma classificagdo de cenas divididas em cinco tipos:
“* cenas de exposi¢do: adequadas para expor um motivo, um problema,
uma informagdo;
* cenas de preparagdo: informam das complicag¢oes que virdo mais tarde;
* cenas de complicagdo: ilustram o desenrolar da complicagdo;
* cenas de climax: o ponto mais alto do drama,
* cenas de resolucdo: terminais ou de conclusdo.”

No inicio do roteiro A Lenda de Dido era necessario apresentar a personagem
principal, para que o espectador soubesse de quem se tratava e qual problema ela teria que
resolver. Temos, portanto, duas classificagdes ja nas cenas iniciais do roteiro: de exposicao,
para apresentar Elisa e de preparagdo, para apresentar o problema. Com a apari¢ao de Dido,
também seria necessdria uma estratégia para sua apresentacdo. A solucdo mais simples
seria Elisa prosseguir a narracdo e contar quem era a princesa fenicia. Entretanto, nos
roteiros desenvolvidos dentro do Projeto M3, havia a possibilidade de utilizar um insert,
chamado “Olha o Curta”, que tratava de assuntos relacionados com o video que estava
sendo exibido, complementando informagdes. Apds a apari¢do de Dido, o insert “Olha o
Curta” foi utilizado justamente para apresentar a personagem e trazer novas informagoes
para os espectadores.

Apos ser apresentada, Dido inicia o didlogo com Elisa, recordando do problema
parecido que teve, em uma cena de preparacdo. A resposta de Elisa d4 inicio a uma
seqiiéncia de cenas de exposi¢do, complicacdo e preparacdo. As cenas intercalam-se uma
vez que a resolucdo do problema de Elisa envolve uma série de etapas, que sao resolvidas,
uma a uma, ao longo da agao.

Esta especificidade surge de dois pontos: o problema isoperimétrico ndo possui
uma resolugdo direta, em geral as resolu¢des (principalmente para o ensino médio) sdo
divididas em varias etapas, e segundo, o problema de Elisa, se apresentado integralmente
no comeco do roteiro faria com que o didlogo criado para o personagem soasse como a

declamagdo de um enunciado de um problema de livro de matematica, sendo portanto,
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muito mais interessante para o ritmo da narrativa, a apresentacdo gradual das restrigdes do
problema da personagem.

Durante o desenvolvimento das cenas, ndo s6 os didlogos entre os personagens
intercalam-se, evitando as falas excessivamente grandes, como também se alteram as
posigdes a respeito do conhecimento dos assuntos que vao sendo abordados.

Mesmo que em varias situagdes a narrativa pareca atingir seu climax, ¢ quando
Elisa apresenta a ultima restricdo — o nimero de mourdes — que as agdes seguem para o
desfecho da historia. Isto ocorre porque esta ultima restricio completa e integraliza o
problema de Elisa, cujas partes sdo apresentadas ao longo da narrativa. A solucdo
apresentada por Dido, com o refor¢o de alguns conceitos desenvolvidos ao longo da

historia, encerra o ‘encontro’ das duas, bem como o roteiro.

3.2.4 O conjunto solucio: o roteiro pronto

Apods a resolugdo de um problema, através de um sistema linear, as solugdes
encontradas precisam ser analisadas antes de serem incluidas no conjunto solugdo. No
desenvolvimento de roteiros, essa revisao para a adequagdo com as condi¢des iniciais do
problema, sdo as diversas revisdes pelas quais os roteiros passam. A apresentacdo das
solugdes corresponde ao que seria o roteiro completo obedecendo, no caso do problema,
uma notagao especifica e no caso do roteiro uma apresentacao especifica.

Os roteiros do Projeto M3 foram desenvolvidos dentro do formato 4dudio/video, ou
seja, as paginas do roteiro sdo como tabelas de duas colunas, onde a da esquerda descreve a
acdo e a da direita os didlogos ou efeitos sonoros. Cada linha desta tabela corresponde a
uma cena do roteiro. No caso especifico dos roteiros a utilizagdo de uma formatacio
especifica ¢ importante, uma vez que com sua correta utilizagdo, temos em média uma
pagina de roteiro para cada minuto de filme.

Abaixo ¢ apresentada a Gltima versao do roteiro.

VIDEO AUDIO

1. VINHETA DE ABERTURA Trilha sonora da vinheta.

2. EXT/DIA — Imagens do Sitio de Trilha estilo rasqueado.
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Elisa

Clipe curto de introdugao.

Imagens gerais de um sitio, com criagdao de
ovelhas ou carneiros.

3. INT/DIA - Galpao do Sitio

Dentro do galpao existem alguns rolos de tela
de arame, com etiquetas penduradas.

Elisa verifica as etiquetas, perto das telas, e
confere com uma lista.

Elisa apo6s conferir as etiquetas pega uma
prancheta e comeca a desenhar nela (nio
vemos o que ela desenha)

ELISA (OFF)

A historia que eu vou contar aconteceu
de verdade. Foi na época em que eu
precisei cercar uma darea pra colocar
minha criagdo de ovelhas.

Meu nome ¢ Elisa e essa ai sou eu
conferindo a tela que eu comprei pra
fazer o cercado.

O problema era saber como cercar a
maior area possivel com os oitenta
metros de tela que eu tinha.

4. INT/DIA — Galpao do Sitio /
Computacgio grafica — 2D

Efeito animagdo 2-D puxa os desenhos da
prancheta e tomam a tela. Alternando o
aparecimento dos desenhos com imagem dela

desenhando (um de cada vez conforme a
fala).

A personagem Dido aparece em pé (gravada
em chroma e se sobrepondo ao lado de Elisa,
que desenha na prancheta).

Camera passeia pela figura de Dido.

ELISA (OFF)
Fiquei imaginando se fazia um cercado
triangular... Quadrado... Retangular...

Pensei até em fazer uma figura assim
toda diferente...

O importante era que do lado de dentro
tivesse 0 maior espaco possivel para a
minha criagao de ovelhas.

Foi ai que a assombracdo apareceu. Nao
era uma assombracdo dessas comuns,
que nem saci e mula sem cabec¢a nao.

Ela chamava Dido e disse que era uma
princesa fenicia.

5. VINHETA OLHA O CURTA

Apresentador em Chroma-Key.

O apresentador fala enquanto que ao fundo
aparecem imagens:

- de arquivo de Virgilio, César Augusto,
Eneias, rei Jarbas

VINHETA OLHA O CURTA

APRESENTADOR

A princesa Dido, também conhecida
como FElisa, ¢ personagem do épico
Eneida escrito pelo poeta Virgilio no
século I antes de Cristo. A obra conta a
saga de Enéias, que foi o ancestral do
pOVO romano.
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- colagem com varias capas de Eneida em
suas diversas edigdes

- imagens de manuscritos de Eneida

Animacio 2D - animar imagem abaixo

Dido e seu povo cortando o couro
Fotos das ruinas de Cartago:

Mapa da regido do mediterrdneo onde se
destaca a Tunisia identificada pelo

GC: TUNISIA

ora

uuuuuu

FECHA VINHETA

Segundo a lenda, depois do assassinato
do seu marido, Dido precisou fugir com
varios seguidores para fundar uma nova
cidade.

Ao encontrar um lugar apropriado ela
negociou com o rei Jarbas, a compra das
terras. Ficou acertado que ela poderia
comprar apenas a quantidade de terra
que conseguisse cercar usando a pele de
um touro.

A princesa Dido e seu séquito
decidiram, entdo, cortar a pele em tiras
muito finas e depois emenda-las
formando uma corda comprida. Assim,
eles poderiam cercar uma grande
quantidade de terras para a construgdo
da nova cidade.

A cidade fundada por Dido recebeu o
nome de Cartago e ficava no norte da
Africa na regido onde hoje ¢ a Tunisia

Sobe som: Aria “o lamento de Dido”, (Dido e
Enéias, de Henry Purcell).

6. INT/DIA — Computagio grafica —
2D/ Locacio de Dido

Dido estd sentada em um cendrio (em
chroma) inspirado no quadro “Dido

DIDO

Oi Elisa. Acho que eu posso te ajudar.
Como vocé acabou de ver, o assunto que
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contemplando o mar” (ela estd sozinha)

voce esta tratando ¢ muito parecido com
a decisdo que eu tive que tomar ha
muitos séculos atras.

Eu tinha uma corda muito fina feita com
as tiras do couro de um boi e precisava
cercar a maior area possivel com essa
corda, para construir a minha nova
cidade.

7. INT/DIA - Galpao do Sitio

Elisa comega a conversar com Dido ainda um

pouco ressabiada.

ELISA

O nosso problema ¢ parecido mesmo!
Eu tenho oitenta metros de tela e quero
fazer o maior cercado que eu puder.

8. INT/DIA - Locacao de
Dido/Computacio grafica — 2D
Dido em cena.
GC: Perimetro = 80 m
Animacao 2-D vai modificando figuras:

Vemos o poligono nio convexo desenhado
por Elisa: - Anexo 2

gnuy

Animagao 2-D muda a cor desses dois
veértices conforme a fala:

gnw

Animagao 2-D - Sem que seu tamanho mude,
os vértices que mudaram de cor sdo “virados”
para o lado de fora formando a figura com
area maior.

enyy

A area acrescentada a figura ganha cor.

DIDO

Muito bem. O perimetro do seu cercado
val ser sempre O mesmo, oS oitenta
metros de sua tela. Mas dependendo da
figura que vocé formar com esses
oitenta metros de tela, a area interna do
cercado pode ficar maior ou menor.

DIDO (OFF)

Vamos comecar por esse formato
irregular que vocé pensou. Esse tipo de
figura ¢ chamado de poligono nao
convexo. Ele tem esse nome porque pelo
menos um dos seus vértices — que sao as
quinas da figura — estd voltado para
dentro e ndo pra fora como os outros.

Agora, olha so: se a gente virar esse
vértice para fora sem alterar o tamanho
dos lados, o perimetro da figura vai
continuar 0 mesmo, mas a area interna
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=

val aumentar um pouco.

9. INT/DIA - Galpao do Sitio

Elisa em cena.

ELISA

E mesmo! Eu vou continuar gastando os
mesmos oitenta metros de tela, mas vou
ganhar um pouco mais de terreno do
lado de dentro do cercado!

Mas sera essa a minha melhor opc¢ao?

10. INT/DIA - Locacao de Dido

Dido em cena.

DIDO

Bom Elisa, tem uma coisa importante
que vocé precisa saber sobre os
poligonos pra entender melhor a solugao
desse problema:

DIDO (OFF)

De todos os poligonos com o mesmo
nimero de lados e 0 mesmo perimetro, o
poligono regular € o que tem maior area.

11. INT/DIA - Galpao do Sitio

Elisa em cena.

Animag¢ao mostra quadrado:

GC: Poligono Regular

ELISA
Poligono regular eu sei o que ¢!

E aquele que tem todos os lados e todos
os angulos iguais.

ELISA (OFF)

Que nem o quadrado, por exemplo.

12. INT/DIA - Locacio de Dido
Dido em cena.

Animacio 2D — vai construindo as imagens

DIDO
Exatamente.
DIDO OFF

Se a gente comparar um quadrado e um
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conforme fala.

perimetro = 30 m

20 m frea = 400 m*

20 m 30m

Dido em cena

retangulo, com o mesmo perimetro, vai
ver que o quadrado ¢ que tem 4rea
maior.

DIDO

Vamos pensar em vdarios poligonos
regulares como possibilidades para o seu
cercado, comegando pelo quadrado.

13. Computacio Grafica — 2D

A tela ¢ preenchida por algumas imagens do
programa computacional da professora Sueli
Costa (em anexo).

- usar somente as imagens das figuras
geométricas indicadas abaixo, sem a borda do
programa. (deve-se usar as figuras do
programa pois elas sdo feitas com medidas
precisas de perimetro).

Os valores da area que devem aparecer ao lado
de cada figura sdo os seguintes:

GC:

Perimetro = 80 m

Area = 400 m?

Quadrado

Perimetro = 80 m

Area =~ 440,44 m?

DIDO (OFF)

A medida que se aumenta o numero de
lados da figura, passando pelo
pentagono... hexagono... heptagono... e
assim por diante, a gente percebe que a
area da figura aumenta, mesmo
mantendo-se o perimetro.

SOBE SOM




72

s Pentagono

Perimetro = 80 m

Area = 461,88 m>

Perimetro = 80 m

Area = 474,63 m?
=

J heptagono

Perimetro = 80 m

Area = 497,60 m?
=8} - |
. B
Fess s Dodecagono

14. INT/DIA — Galpao do Sitio

Elisa em cena.

ELISA

Se eu estou entendendo bem, entdo, para
um perimetro fixo, quanto maior o
nimero de lados de um poligono
regular, maior ¢ a area interna dele, e a
figura fica cada vez mais parecida com
um circulo.




73

15. INT/DIA — Locacao de Dido

Dido em cena.

DIDO
E verdade, e tem mais ...

A area vai aumentando cada vez menos
a medida que ela vai se aproximando da
area do circulo.

16. Computacio Grafica — 2D

Imagens do programa computacional da
professora Sueli Costa (em anexo).

A vpartir de print screen de imagens do
programa computacional, como na cena 13,
aparece a 1imagem do quadrado, do
pentagono, do poligono de 50 lados e do
poligono de 60 lados. Com destaque no
campo de mudanca no valor da area.

Em todas as telas aparece GC:
GC:
Perimetro = 80 m

Area = 400 m?

- quadrado

Perimetro = 80m

Area =~ 440,44 m?

1
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Perimetro = 80 m

Area = 508,62 m?

DIDO (OFF)

Por exemplo, quando a gente passa de
um quadrado para um pentagono, a area
aumenta bastante. Agora, se a gente
passa de um poligono com cinqilienta
lados para um com sessenta, o aumento
nao ¢ muito grande.
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Poligono 50 lados

Perimetro = 80 m

Area = 508,83 m?

Poligono 60 lados

17. INT/DIA — Galpao do Sitio

Elisa em cena.

ELISA

Quer dizer entdo que de todas as figuras
com o mesmo perimetro, o circulo ¢ a
que tem a maior area possivel!

E foi assim que vocé demarcou a area
para a construcdo da sua cidade?
Fazendo um grande circulo com aquela
corda de couro de boi?

18. INT/DIA - Locacio de Dido

Dido em cena.

DIDO

Essa realmente seria a melhor forma de
resolver o problema.

Mas acontece que o local onde eu queria
construir a cidade ficava na beira da
praia. Entdo deu pra fazer um
truquezinho.

Eu usei o mar como um dos lados do
terreno. E como a parte voltada pro mar
ndo precisava ser cercada, a forma final
foi um grande semicirculo, e assim eu
consegui uma area ainda maior.

19. INT/DIA - Galpao do Sitio

Elisa em cena.

ELISA

Mas ¢ este também o meu caso, tem um
rio que passa dentro do meu sitio. O rio
¢ como uma linha que divide a figura ao
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Animagcao 2D: Desenha o seguinte esquema.
(imagem de referéncia)

meio, que n€ém O mar no seu caso.
ELISA (OFF)

Ent3o, com meus oitenta metros de arame,
eu posso contornar a metade de um
circulo, que € a figura que possui a maior
area para um perimetro fixo.

20. INT/DIA - Locacao de Dido /
Imagens de mapas de cidades

Dido em cena. Fala olhando para a CAM.

De acordo com a fala de Dido, entram os
mapas e ressalta-se os contornos das cidades.

Imagem do mapa de Paris na idade média.
GC: Paris - Franca

Imagem do mapa de Colonia.

GC: Colonia - Alemanha

Imagem do mapa da cidade de Braga.

GC: Braga — Portugal

DIDO

Isso mesmo! Alias essa mesma 1déia foi
usada muitas vezes ao longo da historia.

DIDO (OFF)

Esse ¢ o mapa de Paris, na idade média.
Naquela €época as cidades tinham muros
de protecdo. Como construir oS muros
era caro e trabalhoso, esse era um jeito
de cercar toda a cidade com um muro o
menos extenso possivel.

A mesma coisa se repetiu na cidade de
Colodnia, na Alemanha.

E as cidades que ndo eram banhadas por
um rio, tinham quase a forma de um
circulo, como ¢ o caso de Braga, em
Portugal.

21. INT/DIA - Galpao do Sitio

Elisa em cena.

Olha para a camera

ELISA

Puxa! Eu nunca pensei que um problema
aqui do sitio pudesse ter tanta relagdo
com a matematica e até com a historia
de tantos lugares!

Ih, Dido! Eu esqueci de um detalhe. Eu
sO comprei quatro mourdes € com isso
ndo da pra fazer uma figura que tenha
muitos lados... Muito menos um
semicirculo.

22. INT/DIA - Locacao de Dido

Dido em cena.

DIDO

Nao se preocupe. O que estava valendo
antes continua valendo nesse caso
também. Quer dizer:

Se usando o rio como divisa vocé
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precisava fazer a metade de um circulo
para ter a maior area possivel, agora, o
que vocé tem de fazer ¢ a metade de um
poligono regular usando os seus quatro
mourdes.

23. ANIMACAO 2D

Animagdo 2-D — Perto do rio, dois pontos
representando os mourdes e outros dois mais
afastados. Unindo esses pontos ela forma um
quadrado. Conforme Elisa fala as medidas
vao aparecendo na tela.

RIO

Area = 711,11 m®

ELISA (OFF)

Ah, deixa eu ver entdo... dois mourdes
vao ficar perto da beira do rio e os
outros dois afastados.

A primeira figura que impulsivamente
eu penso em fazer ¢ um quadrado, com
lados medindo um ter¢o dos oitenta
metros, ja que o outro lado sera o
proprio rio. Porém, neste caso a 4rea que
eu vou conseguir cercar ¢ de
aproximadamente setecentos e onze
metros quadrados.

Sobe som.

24. INT/DIA - Locacao de Dido

Dido em cena.

Animagao 2D

Animagdo forma um retangulo (a metade de
um quadrado). A outra metade ¢ formada
com linhas pontilhadas do outro lado do rio.

DIDO

Porém, como eu disse, continua valendo
o que valia para o circulo. Como o rio ¢
uma linha divisoéria, a melhor solugao...

DIDO(OFF)

. seria justamente um retangulo que
fosse a metade de um quadrado, com
quarenta metros no lado maior e vinte
metros no lado menor.

25. INT/DIA - Galpao da Fazenda

Elisa em cena.

ELISA

Puxa, ¢ mesmo! Assim eu consigo uma
area de oitocentos metros quadrados.

26. INT/DIA — Locacao de Dido

Dido em cena.

DIDO

Mas Elisa, existe uma solugdo melhor
ainda. Como a gente ja viu, quanto
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maior o numero de lados do poligono
regular, maior ¢ sua area, certo? Entdo
com os quatro mourdes que vocé tem da
pra fazer a metade de um outro poligono
regular. Olha so:

27. Computacio grafica2 — D

Imagem de um hexagono regular. Ele ¢
dividido ao meio por um rio azul. Uma das
metades da figura desaparece. Na outra,
surgem 4 pontos coloridos - 2 junto ao rio e 2
sobre os vértices — representando os mourdes.

DIDO (OFF)

Se vocé fizer um hexagono regular e
dividi-lo ao meio, também vai usar
quatro mourdes € conseguir uma area
ainda maior do que a do meio quadrado.

28. INT/DIA — Galpao da Fazenda/
Computacao grafica2 -D

Elisa em cena.

ELISA

Entdo esta tudo resolvido! Dentro das
condi¢des do meu problema, o formato
da metade de um hexagono regular ¢ o
que vai me dar a maior area para o
cercado das minhas ovelhas!

Puxa, Dido! Vocé é uma assombracgdo
muito simpatica e me ajudou muito.
Obrigada, viu!

29. INT/DIA — Locacgao de
Dido/Imagem de Dido

Apods agradecer, Dido volta para a posi¢ao
que estava na imagem inicial. A imagem
congela, um efeito de contorno de desenho se
sobrepde a imagem, transformando-a numa
ilustragdo.

A pintura toma conta da tela.

DIDO

De nada, Elisa!

Foi um prazer!

30. VINHETA DE ENCERRAMENTO

VINHETA DE ENCERRAMENTO
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Consideracgoes finais

Neste trabalho foram desenvolvidas diversas abordagens do problema
isoperimétrico, focando em especial, a utilizacdo deste problema para contextualizar
conceitos do ensino de matematica, tanto para ensino médio, como para ensino superior.

Para isto, diversos recursos didaticos foram apresentados ao longo deste texto. Na
abordagem formal do problema, as diversas demonstragdes apresentadas buscam
possibilitar sua utilizacdo de acordo com a familiaridade do estudante ou do professor com
os conceitos apresentados. Ja nas aplicacdes do problema contextualizado, com utilizacao
de programas computacionais € video buscou possibilitar que o presente trabalho seja
utilizado pelos docentes para a implementacdo de aulas com recursos mais proximos do
cotidiano de seus alunos.

No desenvolvimento aqui apresentado foi possivel ainda realizar um paralelo entre o
raciocinio matematico e os parametros para a elaboracdo de roteiros, com o intuito de
observar que os conhecimentos e as diferentes ci€ncias ou manifestacdes artisticas nao sao
conjuntos disjuntos.

O desenvolvimento do roteiro “A Lenda de Dido” e do manual do professor,
encontrado no anexo, fez parte efetiva da realizagdo deste trabalho. A expectativa ¢ a de
que esta dissertacdo, que discute e aprofunda este tema e estard disponivel no portal da
Unicamp, possa ser usada por professores no ensino médio e na universidade como
estimulo ndo s6 a incorporagdo de recursos multimidia, mas principalmente a proposi¢ao
de outras atividades que visem a “incorporacdo” dos conceitos levem o aluno a “modelar”

e procurar solucdes para problemas reais.



79

Referéncias bibliograficas

[1] Virgilio, P. Eneida. Traducdo de Manuel Odorico Mendes. Disponivel em
http://www.ebooksbrasil.org/eLibris/eneida.html acessado em 13/02/2011.

[2] Agustini, E.; Rodrigues, L.B., Vieira, F.B.P. O Teorema Isoperimétrico e o Problema
da Cerca em FAMAT em Revista — Revista Cientifica Eletronica de Inicia¢dao Cientifica da
Faculdade de Matematica, Universidade Federal de Uberlandia, Uberlandia — MG, 2005.

[3] Moreira, C.G.T.A e Saldanha, N. C. 4 desigualdade Isoperimétrica em Matematica
Universitaria, n° 15, 1993.

[4] Figueiredo, D.G. Problemas de Maiximo e Minimo na Geometria Euclidiana em
Matematica Universitaria, n° 9/10, 1989.

[5] Carmo, M.P. Geometria Diferencial de Curvas e Superficies. Textos Universitarios
Sociedade Brasileira de Matematica, 3 edi¢do, 2008.

[6] Cavalcanti, G.R. Problemas variacionais geométricos. Dissertacdo de mestrado,
UNICAMP, 2000.

[7] Weisstein, E.W. Bretschneider's Formula de MathWorld — A Wolfram Web Resource

http://mathworld.wolfram.com/BretschneidersFormula.html acessado em 26/01/2011.

[8] Shenk, A. Cdlculo e Geometria Analitica: volume I. Tradugdo Anna Amalia Feijo
Barroso, 2° edi¢do, Campus, 1985.

[9] Costa, S.I.R. Notas de aula, Campinas, 2005.

[10] Shenk, A. Cdlculo e Geometria Analitica: volume 2. Traducdo Anna Amadlia Feijo
Barroso, 3" edi¢do, Campus, 1984.

[11] Rezende, E.Q.F., Queiroz, M.L.B. Geometria Euclidiana Plana e construgoes
geométricas. 2° edigdo, Editora de Unicamp, 2008.

[12] Aratjo, P. V. Geometria Diferencial. 2* edi¢do, Cole¢do Matematica Universitaria,
IMPA, 2008.

[13] Comparato, D. Da Criagdo ao Roteiro. Rocco, 1995.

[14] Howard, D. e Mabley, E. Teoria e Prdtica do Roteiro. Tradugdo Beth Vieira, 3 edigdo,
Globo, 2002.

[15] Costa, S.ILR e Grou, A. (coordenagdo) Otimizando Formas e Trajetorias. Programa

Computacional, IMECC — UNICAMP, 2000.


http://www.ebooksbrasil.org/eLibris/eneida.html
http://mathworld.wolfram.com/BretschneidersFormula.html

80

[16] Lima, E.L. Analise Real: volume 1. 9* edi¢do, Cole¢io Matematica Universitaria,
IMPA, 2007.

[17] Costa, S.I.LR Exposicao oral, 2010.

[18] Gromov, M. Paul Levy’s isoperimetric inequality em Metric structures for Riemannian

and non-Riemannian spaces. Birkhauser Boston, MA, 1999.



81

ANEXO

Guia do professor (versiao texto) para o video “A Lenda de Dido”

Série

Matematica na Escola

Conteudo

O problema isoperimétrico

Duraciao

Aproximadamente 10 minutos

Objetivos
1. Apresentar o problema isoperimétrico;
2. Apresentar aspectos historicos relativos ao problema;

3. Aplicar as solugdes do problema em situacdes reais, com restrigdes.

Sinopse
A fazendeira Elisa comprou tela para fazer um cercado para as ovelhas na sua fazenda e na
busca para encontrar o melhor formato para o cercado ela acaba conhecendo a princesa

Dido . As duas descobrem que possuem algumas coisas em comum.

Material relacionado
Videos: Naturalmente
Programas computacionais: Otimiza¢do de Janelas, Otimiza¢do de Janelas com Topo

Triangular, Arco Ferradura, Arco Romano.
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INTRODUCAO

Sobre a série

A série Matematica na Escola aborda o conteudo de matematica do ensino médio através de
situagdes, ficcdes e contextualizagdes. Os programas desta série usualmente sdo
informativos e introdutorios de um assunto a ser estudado em sala de aula pelo professor.
Os programas sdo ricos em representagdes graficas para dar suporte ao conteido mais

matematico e pequenos documentarios trazem informagdes interdisciplinares.

Sobre o programa

O programa aborda um problema isoperimétrico em uma situagdo real. A fazendeira Elisa
tem oitenta metros de tela e pretende fazer um cercado para suas ovelhas. A princesa Dido
surge para ajuda-la a escolher o melhor formato para esta cerca.

A apresentacdo da Lenda de Dido, presente no épico Eneida do poeta Virgilio, escrito no
séc. I A. C. ilustra que a solugdo do problema isoperimétrico ja era conhecida ha muito
tempo atrés, aparecendo em escritos dos gregos Zenddoro e Pappus[1].

O primeiro resultado apresentado no programa ¢ que, dado um poligono ndo convexo, ¢

possivel encontrar um poligono convexo de mesmo perimetro e com area maior.

Poligono
convexo

Poligono néo
convexo

Neste caso, utiliza-se uma reflexdo do vértice V que caracteriza o poligono como nao
convexo através da reta definida pelos dois vértices adjacentes a este. Como pode ser
também observado, se considerarmos o poligono onde as duas arestas que partem de V sdo
substituidas por uma tUnica aresta que liga os dois vértices adjacentes a V, obtemos um

poligono convexo com nimero de lados menor, perimetro menor e area maior[3].
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Entre todos os poligonos convexos com o mesmo numero de lados e mesmo perimetros, o
poligono regular € o que possui maior area. Uma demonstragdo para este fato pode ser feita
por indugdo sobre o numero de lados [2]. A partir de um poligono qualquer, constroi-se
inicialmente um poligono eqiiilatero e depois um regular (com angulos também iguais),
mantendo o nimero de lados e aumentando a area a cada passo.

No programa ¢ realizada uma comparagao entre dois quadrilateros: um quadrado de lados
medindo 20 metros e um retangulo de lados medindo 10 metros e 30 metros. Mantendo
fixo o perimetro de 80 metros ¢ possivel utilizar maximos e minimos de uma funcio de
segundo grau para mostrar que entre todos os retangulos, o quadrado possui maior area.
Sejam a e b os lados do retangulo, desta forma teremos 2a + 2b = 80, ou seja, a + b =40 (I).
A fungdo area ¢ dada por A = a.b, isolando b em (I) e substituindo teremos A = a.(40 — a)
ou ainda A = -a’ + 40a , com a variando de zero a quarenta . O grafico da fungio area sera
portanto uma parabola com a concavidade voltada para baixo. Esta fun¢dao assume seu valor
maximo quando a = 20, que ¢ associado no grafico ao vértice da pardbola (20, 400).
Quando se comparam apenas poligonos regulares com o mesmo perimetro, verifica-se que
o de maior area ¢ justamente aquele com maior numero de lados. A verificacdo desta
afirmacgao pode ser realizada deduzindo-se a expressdo geral para o célculo da area de um

poligono regular de n lados:

2

gy =_P

n = —7[
n.tg(j
n

na qual p representa o semi-perimetro € n o nimero de lados da figura. Como a seqiiéncia
de areas (A,) € crescente, temos que a area cresce em fungdo do nimero de lados n. A partir
de uma consideragdo de poligonos regulares de n lados, inscritos e circunscritos a uma
circunferéncia pode-se concluir que a area do poligono de n lados e perimetro fixo
converge para a area de um circulo de mesmo perimetro. (A dedugdo de Arquimedes para a

area do circulo usa esta aproximagao)

Isto significa que o limite da seqiiéncia n.tg (—j ¢ o niimero que foi denominado como 7,
n

2

e temos portanto que a sequéncia (A,) converge para A4, = L
T
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A prova de que para um perimetro fixo, a circunferéncia é, de fato, a Gnica curva que
contorna a maior area possivel ¢ estabelecida no cldssico teorema da desigualdade

isoperimétrica:

Teorema (desigualdade isoperimétrica)

2

Toda curva fechada de comprimento | cerca uma darea menor ou igual a o e este valor
T

L ~ , 1
50 é atingido se a curva em questdo for um circulo de raio Py
T

Ha diversas demonstracdes desta desigualdade, utilizando geometria plana ou mesmo
calculo diferencial. Uma referéncia ¢€ o artigo [2].

No programa, entretanto, o problema isoperimétrico ¢ abordado com algumas restricdes. A
primeira delas ¢ construir um cercado com maior area possivel, tendo um dos lados
definidos, a saber, a margem de um rio. Neste caso, a demonstragcdo do resultado ¢ feita por
absurdo, utilizando o teorema acima. Como na margem do rio ndo serd utilizada nenhuma
cerca, a solugdo para este problema isoperimétrico tem que ser um semi-circulo. De fato, se
a solucdo fosse uma outra curva C, ao considerarmos a curva fechada onde adicionamos a
curva C a reflexdo dela através da reta associada a margem do rio, obteriamos uma solugao
que ndo o circulo para a curva fechada de maior area e perimetro igual ao dobro do
comprimento da curva C.

A outra restri¢do diz respeito ao uso de mourdes para a construcdo das cercas. No programa
a restri¢do ¢ de quatro mourdes, € neste caso, um argumento semelhante ao utilizado acima
mostra que a solu¢do do problema isoperimétrico ¢ a metade de um hexagono regular. Uma
tentativa de solu¢do, que ¢ a metade de um quadrado ¢ explorada no video, contrastando
com a solugdo de fato, que ¢ a metade de um hexagono regular. No caso geral, que pode ser
discutido com os alunos, a solugdo para o uso de n mourdes serd o poligono de 2.(n-1)

lados.
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SUGESTOES DE ATIVIDADES

Antes da execucio

Solicitar aos alunos que calculem a area de diversos poligonos de mesmo perimetro, para
que verifiquem que figuras com mesmo perimetro podem ter areas diferentes. Por exemplo,
dado um perimetro de 120 cm, calcular as areas de retangulos diversos, quadrado,

tridngulos, inclusive o eqiiilatero e hexagono regular.

Depois de execugio
Sugestdo de atividades para os alunos:
Poligonos ndo convexos

A partir de um poligono nao convexo fornecido, o professor pode solicitar aos alunos que
encontrem um poligono convexo com maior area. Se os alunos apresentarem como
resultado um poligono convexo de mesmo numero de lados, propor entdo que eles
encontrem um com menor nimero de lados, maior area € menor perimetro.

Retangulos de mesmo perimetro
Propor que os alunos demonstrem que de todos os retingulos de mesmo perimetro, o
quadrado € o que possui maior area.

Formula da darea de um poligono regular de n lados

Deduzir, a partir da decomposicdo em tridngulos e expressoes trigonométricas, a expressao
2

4=—"r _ , para o célculo da area de um poligono regular de n lados.

! T
ntg (j
n

Construgdo de Grafico

O professor pode solicitar aos alunos que calculem o valor das 4reas de diversos poligonos
regulares, com o uso de uma calculadora cientifica ou programas computacionais, e depois
facam a representagdo grafica dos valores. Apds a apresentacdo dos graficos o professor
pode explorar a idéia de limite, que serd justamente a area do circulo.

Problemas semelhantes
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Solicitar aos alunos que resolvam problemas semelhantes ao apresentado no programa,
alterando o numero de mourdes, ou ainda colocando outras restrigoes.
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