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RESUMO

Neste trabalho sdo propostos trés algoritmos de regido de confianga para minimizagao
com restrigbes: RCARB, RCMRI e BOX, desenvolvidos, respectivamente, para problemas
com conjuntos arbitrarios, restrigées de igualdade e varidveis canalizadas. Para RCARB
sao provados resultados de convergéncia global (12 ordem) e € analisada especialmente a
minimizagdo em bolas euclidianas, com a apresentagdo de um conjunto de experimentos
numéricos. Para RCMRI sdo demonstrados resultados de convergéncia local e global (12
e 22 ordens) e é feita uma aplicagio para minimizagio em esferas euclidianas objetivando
resolver o Problema do Vetor Inicial em Codificagio, sendo apresentados experimentos
numéricos., Para o algoritmo BOX séo provados resultados de convergéncia global e iden-
tificacio das restrigbes ativas. E feita uma analise detalhada do algoritmo utilizado na
resolugdo do subproblema (QUACAN), destinado a minimizar quadraticas com varidvels
canalizadas. B apresentada ainda uma estratégia para minimizar fungdes convexas com
TestrigBes lineares, baseada na utilizagdo de BOX.
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ABSTRACT

Three trust region algorithms for constrained minimization are proposed in this
work: RCARB, RCMRI and BOX, developed for dealing with arbitrary domains, equality
constraints and simple bounds, respectively. Focusing on the algorithm RCARB, global
convergence results (1% order) are proved and it is analysed with details the minimization
in Euclidean balls, validated by a set of numerical experiments. As regards the algorithm
RCMRI, local and global convergence results are proved (1% and 2" order). It is applied
for minimization in Euclidean spheres, particularly intending to solve the Initial Vector
Problem in codification theory. Numerical experiments are included. When it comes to
the algorithm BOX, both global convergence and identification of the active constraints
are proved. It is made a thorough analysis of the algorithm in charge for the resolution
of the subproblem (QUACAN), implemented to minimize general quadratics with bound
constrained variables and especially developed for large scale problems. Finally, it is
presented a strategy for minimizing convex functions with linear constraints, based on
using the algorithm BOX.
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INTRODUCAO

Neste trabalho sdo apresentados e desenvolvidos métodos de regido de confianga sob
a optica de programacdo matematica. Sao propostos trés algoritmos principals, acompa-
nhados dos respectivos resultados de convergéncia global: RCARB para mintmizagéo em
conjuntos arbitrarios, RCMRI para minimiza¢io com restri¢des de igualdade e BOX para
minimizac¢do com varidveis canalizadas.

E feita uma analise especifica do algoritmo RCARB aplicado a problemas em que
o conjunto factivel é uma bola euclidiana, para os quais sio apresentados experimentos
numéricos (problemas-testes classicos, problemas de regularizagdo e um problema de em-
pacotamento).

Para o algoritmo RCMRI, além dos resultados de convergéncia global de primeira
e segunda ordens, também sio apresentados resultados de convergéncia local. E anali-
sada a aplicacdo de RCMRI para problemas com restri¢des do tipo esferas euclidianas,
O problema-teste considerado para tal aplicacio é o Problema do Vetor Inicial em codi-
ficacdo.

Para o algoritmo BOX é provada a identificacio das restri¢des ativas. Devido ao
subproblema especifico de BOX, a minimiza¢io de uma quadratica geral com restrigées
de canalizacdo, este algoritmo estd fortemente apoiado no algoritmo QUACAN, desenvol-
vido especialmente para problemas de grande porte. Neste sentido, sfo analisadas com
detalhes as propriedades tedricas de QUACAN hem como s@o descritas as caracteristicas
importantes relativas a implementacdo computacional.

Baseada na utilizagdo do algoritmo BOX, ¢é proposta uma estratégia para minimi-
zar funcdes convexas com restricées lineares, validada com experimentos numéricos para



problemas de estimativa de pardmetros.

Cada capitulo esta estruturado, tanto quanto possivel, de forma independente dos
demais. Maiores detalhes relativos aos contelidos dos capitulos podem ser obtidos nas
respectivas introdugdes, onde € feito um panorama de cada tépico.

A organizagdo deste trabalho é a seguinte: nos Capitulos 1, 2 e 3 apresentamos
os métodos de regido de conflanga para minimizagao, respectivamente, em conjuntos ar-
bitrdrios (RCARB), com restri¢des de igualdade (RCMRI) e com varidveis canalizadas
(BOX). O Capitulo 4 contém a estratégia para minimizar fun¢des convexas com restrigdes
lineares. No Capitulo 5, a resolugao do Problema do Vetor Inicial em codificacgdo € tratada
como uma aplicagio do algoritmo para minimizacio em esferas. Finalmente, sdo apre-
sentadas algumas conclusdes e sugestdes de trabalhos futuros bem como as referéncias
utilizadas ao longo deste trabalho.



CAPITULO 1

METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA PARA
MINIMIZAGCAO EM CONJUNTOS
ARBITRARIOS

1.1 INTRODUCAO

O problema tratado neste capitulo consiste em minimizar uma fungao diferencidvel f
em um conjunto fechado arbitrario D € IR™. Introduzimos um método de regido de con-
fianca (Sorensen [1982], Moré e Sorensen [1983}, Moré {1978, 1983], Fletcher [1987], Dennis
e Schnabel {1983]) para resolver este problema. Contrariamente as abordagens existentes
(Vardi [1985], Celis, Dennis ¢ Tapia [1984], Powell e Yuan {1991]), nosso método nio
utiliza aproximacdes lineares para D. Desta forma, nossos subproblemas consistem na
minimiza¢do de uma quadritica na interse¢io de D com uma bhola {regido de confianca
definida pela norma euclidiana).

Em muitos casos, ndo existem algoritmos adequados para resolver estes subproble-
mas. Apesar disso, sabemos tratar com subproblemas em algumas situagdes relevantes:
quando D é uma bola euclidiana, uma esfera, o complemento de uma bola euclidiana ou
ainda alguma intersecdo destes conjuntos.

O caso em que D é uma bola euclidiana foi considerado por Heikenschloss [1990], no
~contexto de problemas de identificacdo de parametros, e por Vogel [1990] na resolugdo de
equagdes integrais ndo lineares. Nesses dois trabalhos, a restricio z € D tem um papel



regularizador (Tikhonov e Arsenin [1977]), com algumas vantagens priticas. Heikens-
chloss e Vogel usam a estratégia de Gauss—Newton para definir 0 modelo quadritico a
cada iteracdo. Neste sentido nossa abordagem é mais geral pois admitimos aproximacSes
nao convexas. Além disso, o caso em que uma restrigao do tipo bola euclidiana é usada
para regularizar problemas mal postos pode ser reduzido a um problema em que a regiio
factivel é uma esfera, pois a solugio estard obviamente na fronteira. Naturalmente, neste
caso o dominio ndo é convexo, como costuma acontecer na maioria dos problemas em que
a regido factivel é definida por igualdades.

Uma outra situacio em que o dominio ndo é convexo mas é possivel resolver os sub-
problemas associados ao método de regido de confianga ocorre quando o conjunto factivel
é o complemento de uma bola, ou 0 complemento da uniao finita de bolas disjuntas. Estes
problemas aparecem quando se quer excluir vizinhangas de pontos indesejdveis de uma
lista de possiveis solugdes de um problema de otimizagdo, visando encontrar minimizado-
res globais.

No caso convexo em que o dominio € um politopo tambeém é possivel resolver comple-
tamente o subproblema de regido de confianga usando a norma infinito {Vavasis [1991]).

De acordo com a filosofia atual dos métodos de regido de confianga, nado é preciso
resolver o subproblema exatamente para se obter convergéncia do algoritmo principal.
Em nosso caso, exigimos que o subproblema produza um decréscimo suficiente no mo-
delo, em termos da solugdo do que chamamos de subproblema “fdeil”. A solucgdo deste
subproblema auxiliar desempenha o papel do classico ponto de Cauchy, usado em muitos
métodos de regido de confianga (Conn, Gould e Toint [1988a, 1988b], Toint [1988], Burke,
Moré e Toraldo [1990}). '

Uma caracteristica adicional do nosso métode ¢ a de que o primeiro raio de confianga
utilizado a cada iteracao € sempre maior que um parametro fixo A, > 0. Com isso,
permitimos passos grandes quando se estd longe de solugdo e eliminamos passos artifici-
almente pequenos, herdados de iteragoes anteriores.

Pelo que sabemos, esta é a primeira vez que um algoritmo de regido de confianga
é analisado no contexto de dominios arbitrarios. A abordagem que mais se aproxima
da nossa foi feita por Toint [1988], mas ele trabalha com dominios convexos. Conn,
Gould and Toint {1988a, 1988b, 1989, 1990] popularizaram a idéia de que restri¢Ses de
canalizagio podem ser incorporadas naturalmente em algoritmos de regiso de confianga
usando-se a norma infinito. Eles desenvolveram uma implementacio computacional para
resolver problemas gerais de programagio nao linear (LANCELOT) usando Lagrangiano
Aumentado, e portanto incorporando as restrigbes nao lineares na fungio objetivo. Uma



outra maneira de se tratar problemas gerais de programagio matematica é usar métodos
de regido de confianga para definir algoritmos baseados em programagio quadrética se-
quencial e globalmente convergentes (Celis, Dennis e Tapia [1984], Powell e Yuan {1990],
Vardi {1985], Williamson [1990], etc), mas neste caso as restrigdes sao linearizadas.

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: na Se¢do 1.2 apresentamos al-
gumas defini¢bes, hipdteses e lemas basicos utilizados nos resultados de convergéncia.
Introduzimos uma hipétese de regularidade mais fraca que a hipétese cldssica utilizada
em programacao ndo linear (Luenberger [1984]). Na Secao 1.3 introduzimos o algoritmo
principal (RCARB) e provamos que estd bem definido. A Secdo 1.4 contém a prova de
que todo ponto de acumulagdo de RCARB é estacionario. Na Se¢do 1.5 consideramos D
como sendo uma bola euclidiana e apresentamos os algoritmos utilizados para resolver os
subproblemas neste caso. A implementagao computacional e os experimentos numeéricos
sio descritos, respectivamente, nas Segbes 1.6 e 1.7. Algumas observagdes finais séo feitas
na Secao 1.8.

1.2 DEFINICOES, HIPOTESES E RESULTADOS BASICOS.

Vamos considerar o seguinte problema:

min f(z) _
o zED (1.2.1)

onde D C JR’"" é fechado, f € C{A)e Aéum COI]Jlll’ltO aberto que contém D. Usaremos
a notagdo g = V f.

DEFINICAO 1.2.1. Dados ¢ € D,b > 0, dizemos que a : [0,b] — IR é uma curna
factivel partindo de z se:

a) a(t) € D para todo ¢ € [0, 8],
b) a € CY{[0,4]),

¢} a(0) =z, '(0) #0.



TEOREMA 1.2.2. Se z, é um minimizador local de (1.2.1) entio para toda curva
factivel partindo de . temos g{.)¥a/(0) = (f 0 &)'(0) > 0.

Demonstragdo. Trivial pois 0 é um minimizador local de foa:[0,0] - R. O

O Teorema 1.2.2 motiva a seguinte definicdo.

DEFINI(;AO 1.2.3. Dizemos que =, € D é um ponto estaciondrio de (1.2.1) se para
toda curva factivel a partindo de z. temos g(z.)7a/(0) > 0.

DEFINIC}AO 1.2.4. Dado « : [0,0] — R*,a € CY[0,5]),a'(0) #£ O, pata A > 0
definimos

T(a, A) = min{t € [0,8] | ||a(t) — a(0)|| = A} (1.2.2)

onde || - || é uma norma arbitrdria em R™.

O lema a seguir estabelece algumas propriedades para v(a, A).
LEMA 1.2.5. Assumindo-se que & > 0,ar : [0,8] — R*,«a : [0, — R ar,a €
C*([0,3]) para todo k € IV, o/(0) # O e

kh'm oy — &llec =0 (1.2.3)

onde |8l = max {||S(¢)|| | t € [0,8]}, entdo existem ¢1,¢3, A > 0,k € IV tais que
(e, A) e 7(a, A) estdo bem definidos e

61A
CIA

T(O.’;;,A)

<
< (e, 4)

c2 } (1.2.4)

FANIFAN
Ny
[

para todo A € [0,A],k > k.

Demonstragio. Como o'(0) # 0, existe ¢ € {1,...,n} tal que &f(0) # 0. Vamos supor,
sem perda de generalidade, que o4(0) > 0. Seja b € (0,5] tal que &i(¢) > 2¢ > 0 para



todo ¢t € {0,b,]. Pela convergéncia uniforme de o}, existe ky € IV tal que (o} );(t) 2 ¢

para todo t € {0, ], k > ko.

Temos agora, para t € [0, 5] e para algum ¢ > 0 (que depende apenas de || - ||}, que

Jout) = estOl 2 eln)(t) = (@0l =
[(etitwdn| = e [ (ahtw)dw > et

C

Analogamente, para todo ¢ € [0, 5],

|a(t) = a(Q)]| = 2eet > cet.

Pela convergéncia uniforme de o), existe & > 0 tal que

llak(Of < A

le' @l < &

para todo t € [0, 8], k > ko.

Assim, se t € [0,b,], k >-ko,

lee(t) = e (O)]l = | /0 " (w)du]] < ]D et () ldeo < e,

Analogamente, para todo ¢ € [0, 4],

la(t) — a(0)|] < At

(1.2.6)

(1.2.7)

Definimos A = ceby. Por (1.2.5) e {1.2.6}, ||ar(b)—ar (O] > A e ||alb)—a(0)] > A.
Entdo, para todo A € [0, A] existem ¢ € [0, b] tal que Jlax(ty) — ar(0)|| = A et € [0,4)
tal que ||a(t) — @(0)]] = A. Por continuidade, concluimos que 7(ay,A) € [0,0] e
(e, A) € [0,b1] estdo bem definidos para todo A € [0,A]. Portanto, (1.2.4) segue de
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(1.2.5), (1.2.6), (1.2.7) e (1L.2.8). DO

Definimos a seguir a hipdtese de regularidade utilizada neste capitulo, tendo em vista
o grau de generalidade que estamos assumindo.

DEFINICAO 1.2.6. Dizemos que & € D é fracamente regular se para toda curva factivel
a : [0,8] = D partindo de z e para toda seqiéncia {z;} C D que converge para z, existem
¥ e (0,b) e ap:[0,0] — D (k€ IN) seqiiéncia de curvas factiveis partindo de z; tal que

Jim flag, — o[ =0 (1.2.9)

onde |80 = max{}|A)] | £ € [0,]).

Apresentamos a seguir o resultado que relaciona a Defini¢do 1.2.6 com a definigao
cléssica de regularidade (Luenberger [1984], p. 314).

TEOREMA 1.2.7. Suponhamos que
D={zeR"|Mz)=0,clz) <0}
onde h: R* — R™,c: IR* — R, f,h,c € C'(JR"). Se ¥ é um ponto regular entdo T é

fracamente regular.

Demonstragdo. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que p; < p € tal que

a@) =0, i=1,...,p (1.2.10)

() <0, i=p+1,...,p (1.2.11)

Entao, VA(Z),...,Vha(T), Va(T),..., Ve, (F) sio linearmente independentes.
Definimeos



[ Va(E)T ]

Vo (7)T
VC] (?C")T

L Vep, (E)T i

Sem perda de generalidade, vamos supor que as primeiras m + p; colunas de A(T)
sao linearmente independentes. Assim, a matriz B(Z) € R™ ™ é nio singular, onde

B(7) = (1.2.13)

0 In—(m+m }

Seja a fungio @ : R® — IR® dada por:

T h(z)

hm'(a;]
61(3:)
o(z) = : . (1.2.14)

ey ()

Tontpr41

Entde ®{7) = B(T) e

7=0F) = . (1.2.15)




Pelo Teorema da Funcio lnversa existe A vizinhanca aberta de T tal que
& : N — ®N) é uma bijecio e 7! € C' Sem perda de generalidade assumimos
que

a(z) <0 (1.2.16)

paratodoz € N,i =p; +1,...,p. Entdo

(871 (y)) < 0 (1.2.17)

para todoy € ®(N),i=p1 +1,...,p.

Sejam a : [0,5] — D uma curva factivel partindo de T e b, € [0, 8] tal que aft) € N
para todo t € {0, by].

Definimos @ : [0, 4] — ®(N) por
a(t) = ¢(a(?)) (1.2.18)
para todo £ € [0,5]. Agora, como h(a(t)) = 0 para todo t € [0,b;], por (1.2.14) segue que

a;(t)=0 (1.2.19)

para j = 1,...,m, t € {0,5]. Além disso, como ¢;{a(t)) < 0 para todo ¢t € [0,b],
t=1,...,p, temos -

a;(t) <0 (1.2.20)

para J = m+ 1,...,m+ p;, ¢ € [0,b;]). Finalmente, como ¢(a(t)) < 0 para todo
i=p+1,...,p, t€f0,d) temos

c(®1(@E(t)) < 0 (1.2.21)
parat=p; +1,...,p, t€[0,b].

Definimos

Di={yed®WN)|y; =0,7=1....m 33 <0, j=m+1,...,m+p
e ¢(®'y) <0,i=p+1,...,p} (1.2.22)
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Por (1.2.18) - (1.2.21), @ : {0, 5] — D; é uma curva factivel partindo de %.

Tomamos {z;} uma seqiiéncia em [ tal que llm xp = T. Seja kg € IV tal que

zx € N para todo k > kg. Definimos, para todo & > kg,

yr = ©(zr). (1.2.23)

Definimos também, para &k > kg e t € [0, 5],

() = o — T+ () (1.2.24)

Sejam k; € IN e by € [0, by] tals que

(@1 @(t) < 0 (1.2.25)

paratodo t € [0,b),i=p1 + 1,...,p, k> k.

Claramente, @ e @) convergem uniformemente para @ e @', respectivamente, para
t € [0,b;]. Desta forma, definindo

ap(t) = &7 (& (1)) (1.2.26)

para t € [0,b2),k > k;, as seqiiéncias o e «} convergem uniformemente para o e o,
respectivamente.

Finalmente, é ficil ver que para : = 1,...,m,
(ar(t)); =0 (1.2.27)

ecomoy; =0parat=m+1,...,m+ p, entdo
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(@(t)): <0 (1.2.28)

parai=m+1,...,m+ p;. Entdo, por (1.2.27) e (1.2.28), &~ (@,(t)) € D para todo
k> k,tel0,by).

Logo, ax € uma curva factivel para todo k 2 k. Como a defini¢io de a; para k < k& é
irrelevante, a prova esta completa. O

A hipotese a seguir serd usada no resultado de convergéncia global.

HIPOTESE 1.2.8. Assumimos que existe uma funcio continua ¢ : [0, 00) — [0,00) tal
que p(0)=0e

1f(z) = f(2) — g(2) (2 — )] Seelllz — 2l - 2]] (1.2.29)

para todo z,z € D.

A condigdo (1.2.29) garante uma certa uniformidade a funcio f, mais forte que a
existéncia de plano tangente para todo ponto x € D, assegurada por f ser de classe C*.
E mais exigente que pedir a diferenciabilidade de f segundo Fréchet pois a fungio © é a
mesma em todo o dominio, porém mais fraca que supor uma condigdo tipo Lipschitz para
g = V£, pois entdo teriamos ¢(||z — 2|} = Lljz — z|| onde L é a constante de Lipschitz
(Ortega e Rheinboldt [1970], cap. 3). Cabe observar que a Hipdtese 1.2.8 é satisfeita
quando f é continuamente diferenciavel em um conjunto convexo {Ortega e Rheinboldt
[1970], p.74). Assim, quando D é uma bola euclidiana ou uma caixa, esta hipdtese se
verifica automaticamente.

1.3 O ALGORITMO RCARB

Nesta se¢do introduzimos o algoritmo RCARB, cwja sigla significa Regides de
Conflanca em conjuntos Arbitrarios. Denotamos por |f - || wma norma arbitrdria em R™
e a norma matricial correspondente. A cada iteracdo k£ do algoritmo a seguir, chamamos
de A* o primeiro raio de confianga testado e de A; o raio efetivamente aceito.

12



Algoritmo 1.3.1. (RCARB)

Sejam 71, 72,8, Apin, M,y tais que 0 < 7 < 7 < 1,8 € (0,1],Apmin > 0,M > 0
e v € (0,1]. Sejam zg € D um ponto inicial factivel, By uma matriz simétrica tal que
|Boll € M e um raio inicial A® > A_;.. Dados 2, € D,B, = Bf ¢ R™™ tal que
| Bell < M e A* > A, 05 passos para se obter Ay € 241 s30 0s seguintes:

Passo 0. Faca A « AF

Passo 1. Calcule s2(A) solugdo global de
min  Qi(s) = M| s|l* +gfs

sfa =, +s€D (1.3.1)
Isl <A

onde g = g(zx). Se Qx(s¥(A)) = 0, parar.

Passo 2. Calcule 5 (A) tal que
Pe(Fk(A)) < 7Qu(s7(A))
Tk +5(A) €D (1.3.2)
[s:(A)]| < A
onde ¢}, é definida por
1.

Yr(s) = §ser3 + s (1.3.3)
para todo s € IR™. (Observe que existe 5x(A) pois sf(A) é uma escolha
possivel).

Passo 3. Se
flan +3:(A)) < flax) + 0i(5(D)) (1.3.4)

entdo zpyr = 25 + Si(4A)
Ap=A
escolha AM > A e By € RM ™ simétrica tal que N Brprl] < M
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retorne
senio A+ A0, onde

Anovg € [Tlllgk(A)”,TgA] (13.5)

volte para o Passo 1.

TEOREMA 1.3.2. Se o Algoritmo 1.3.1 péra no Passo 1 (Q4(sZ(A)) = 0), entdo x4 é
um ponto estaciondrio do problema (1.2.1).

Demonstracio. Se Qr(s¥(A)) = 0 entdo 0 € R™ é uma solucdo de (1.3.1). Portanto 0 é
um ponto estacionario de (1.3.1), seguindo facilmente que z; € um ponto estacionario de
(1.2.1). O

TEOREMA 1.3.3. Se z; ndo é um ponto estacionario de (1.2.1) entédo ;41 estd bem
definido pelo Algoritmo 1.3.1.

Demonstragdo. Como z; ndo € um ponto estaciondrio, existe uma curva factivel
a: [0,8] — D partindo de z;, tal que

(f 0 a)(0) = glax)Te(0) < 0. (1.3.6)

Seja A > 0 tal que 7{A) = 7{a, A) dado por {1.2.2) estd bem definido e sejam

1, > 0 tais que a segunda parte de {1.2.4) valha para todo A € [0,A]. Entéo, para
A € [0,A], temos

iA

Qu(a(r(A)) - )
= IMla(r(a)) ~ o) +gfla(r(A)) ~ (D). (13.)

Qu(sE (1))

Entdo, por (1.2.4) e (1.3.7),

Q(2(8) _ | QulsFA)

A = 2Ty

7(A}

14



Mas, por (1.2.4),

lim fla(r(4)) ~ a(0)]| = 0.

Portanto, por {1.3.8) - {1.3.10) e (1.3.6),

limsup QL(S?(A))

Assim, por (1.3.2),
fi(Se(A))

Py
limsup
H—0

Logo, existe A > 0 tal que para todo A € (0, A],

%b_k(%&) = %ngfa'(o) =<0

Definimos, para A > 0,

 Flan+5(A)) - fla)
PO === Sy

Entéo, se A € (0, A], por (1.3.11) temos que

13

< gt (0) < 0.

< veagtd(0) < 0.

(1.3.9)

(1.3.10)

(1.3.11)



sy -] = [t

— flzx) — %L‘k(?k(ﬁ))‘

Pe(3(A))

— f(zi) — gfs(A)

e : : ‘_1-

Flax +36(A)) — flaw) - gfgk(ﬂ). MA
ca|3 (AN 2les|’

gk(A)TB;_..?k(A)
2C3A

flzr +5:(4))

[FAN

AN

Desta forma, pela diferenciabilidade de f,

lim p(A)=1. (1.3.12)

Devido a (1.3.12), apés um nimero finito de redugdes (1.3.5), a condigao (1.3.4) se
verifica. Portanto @5y, estd bem definido. O

1.4 CONVERGENCIA GLOBAL

Nesta se¢do apresentamos a prova de que todo ponto limite de uma seqiiéncia gerada
pelo Algoritmo 1.3.1 é estaciondrio. Introduzimos a notagao x\lil}] para denotar ;{im, que
el (309

koo

serd usada ao longo deste trabalho.

TEOREMA 1.4.1. Sejam {z;} uma seqiéncia gerada pelo Algoritmo 1.3.1, z. € D

fracamente regular e kli%} zy = z,, onde M{; é um subconjunto infinito de N. Entio z. é
CELE
um ponto estaciondrio do problema (1.2.1).

Demonstragdo. Esta prova estd dividida em duas partes, de acordo com o comportamento
do raio de conflanca aceito Ay. Em linhas gerais, as duas possibilidades consideradas sao
as segnintes: no primeiro caso {A} tem uma subseqiiéncia que converge para zero, € no
segundo caso {A,} estd suficientemente longe do zero, isto é,

kiel}rgl' A,=0 (1.4.1)
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ou

kgiffq Ar > 0. (1.4.2)

Se . ndo € estaciondrio, a idéia no primeiro caso é mostrar que existe uma seqiiéncia
de ralos de confianca rejeitados que vai para zero, o que implica numa contradicdo. De
fato, vamos supor a validade de (1.4.1). Ent3o existe i, um subconjunto infinito de KK,
tal que

kleilj}:’lg Ap=0. (1.4.3)

Assim, existe ky € IV tal que Ay < Ay para todo & > &y, k € JK,. Mas, a cada

iteracio k tentamos inicialmente o raio AF > A,;,. Portanto, para todo & € K3 =

{k € Iy | k> ky} existem Ay, sf(&),sk(&) tals que sf(&k) ¢ uma solugao de

min - Q(s)
sfa x,+s€D (1.4.4)
sl < A,
Pr(Fk(B%)) < 7Qu(sF (B%)), (1.4.5)
fler +35(B%)) > flar) + 0 (3(D4)) (1.4.6)
e por {1.3.5),
Ay 2 n[se(A4)]- - (147
Logo, por (1.4.3) e (1.4.7),
lin [ (&0l = 0. (143)

Suponhamos que z, nio seja estaciondrio. Entdo existem b > 0, : [0,8] — D uma
curva factivel partindo de 2, tal que

g(z.) a'(0) < 0. (1.4.9)

17



Como z. é fracamente regular e J‘1€i11}1 Tr = &, existem O’ € (0,8],0p: [0,8] — D,k €
ety
IK,, sequiéncia de curvas factiveis partindo de xy, tal que

Jim flaj - o/l =0. (1.4.10)

Por (1.4.10) e pelo Lema 1.2.5 existem ko € IV, A > 0 tais que 7(ar, A) e 7(x, A)
estio bem definidos para todo k € Iy = {k € I | k > ko},A € [0,A]. Além disso,
(1.2.4) vale para todo k € IKy, A € [0, A]. Seja ks € IV tal que

[Se{de)]| < A (1.4.11)

para todo k € IKs = {k € JK; | k > k;}. Definimos

te = (e, [Se (D)) (1.4.12)

para todo k € IK5. Entdo, ¢ estd bem definido e, pelo Lema 1.2.5,

allse(dr)] <t < ealfsi (AL (1.4-13)

para todo k € I;.

Agora, por (1.3.2}, (1.4.12) e (1.3.1),

e(E(Br) 1Qu(s2(B1) < 1@xlen(ty) — ai)

ts - ty - iy
-zl lat) a0y,

para todo k € Ji;.

18



Mas, por {1.4.10),

n Ofk(fk)t'; ax(0) as(o)u

o (w) — o{0)]dw
23 ”

1 i ,
< EL o, = flecdo = flo = &/l - 0.

Portanto,

lim {lors(tx) — ax(0)]} = 0.

Por (1.4.14), (1.4.16) - (1.4.18) e (1.4.9) temos:

limsup %’E_E_A_L]_) < vg(z)Te'(0) < 0.

keI,

Logo, por (1.4.13) e (1.4.19),

limsup ———=—=-—
cenes © [E(B)]

Assim, existe ks € IN tal que para todo k € s = {k € IKs | k > ks} temos

M@_@ ) = cryg{a,) o' (0)
B 2 <0

19
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Definimos, para k ¢ K,

A WAL (1.4.22)
Entéo, por (1.4.21),
5, — 1) = Mt Ek(&iﬁc(—g i %3)[— 1 (5:(A4))| (1.4.23)
< If(:ck+§k(A)|)c4—|”J;(;g5Hg(n) Si (M)l é_M "F]’;Efk)'ll' (1.4.24)
Desta forma, por (1.2.29), (1.4.24) e (14.8),
lim (7, — 1] < lim w(lEBal) _ (1.4.25)

k€K ke ley]

Como (1.4.25) contradiz (1.4.6), concluimos a primeira parte da prova. Em outras
palavras, 2 € estaciondrio quando vale (1.4.1).

Vamos agora analisar o caso em que os raios Ay estdo suficientemente longe de zero,
assumindo que (1.4.2) se verifica.

Como ﬁ.lei%’l xr =, e {f{zy)]} é estritamente decrescente, temos que
g 1

klei?;'ll flag) — flae) = 0. (1.4.26)

Mas, por (1.3.2) e (1.3.4),

Flar) € flme) + 081 (5:(AR)) < Flor) + 87Qu(sF(AL)). (1.4.27)

Entao,
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) 1 .
dim g1 sP(Ax) + SM|sF (A" = Jim Qu(sF(A4) = 0. (1.4.28)

Definimos A = inf Ag > 0. Seja s, uma solucio de

kER;
min g(z.)Ts + M| s?
sfa z.+s€D (1.4.29)
sl < A/2.
Seja kg € IK; tal que
|z — =]l < A2 (1.4.30)

paratodo k € I; = {k € K1 | k > ke}.

Definimos, para k € I{-,

Sk = T, + 8. — Th (1.4.31)
Por (1.4.29) e (1.4.30) temos
ISl < A< A (1.4.32)
para todo k € ;. Além disso,
T+ S =z, +s, €D, (1.4.33)

Por (1.4.32), (1.4.33) e (1.3.1) temos que

Qu(s7(Ak)) < QulS) (1.4.34)
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para todo k& € I7. Entdo, por (1.4.28}, (1.4.31) e (1.4.34),

1 o 1. . |
ol s+ EMs.P = Jim FSu(A) + M 2 im Qus2(A) = 0. (1435

Portanto, 0 é um minimizador de (1.4.29) e pelo Teorema 1.3.2, x, € estacionario, o
que completa a prova. O

1.5 REGIOES DE CONFIANCA EM BOLAS EUCLIDIANAS

Nesta segfo estudamos o caso em que

D={z€R ||z <R} (1.5.1)

onde R >0 e | é a norma euclidiana em R".

Assim, o subproblema (1.3.1) fica

min  Qxs)
sfa |s+a]| <R (1.5.2)
lslf < 45

Os trés problemas a seguir estdo relacionados com (1.5.2):

min  Qx(s) |
sfa fls+al <R, (1.5.3)
min  {x(s
T e 2a (1.5.4)

min  Qr(s)
sfa |s+a] =R (1.5.5)
el = A
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Chamemos de s; o minimizador irrestrito de Qi(s). Entéo,

sp=—gi/M. (1.5.6)

Claramente, como Qi(s) é estritamente convexa e a regifo factivel de (1.5.2) é con-
vexa e compacta, o problema (1.5.2) tem solugdo dnica. Além disso, qualquer solugdo
local de (1.5.2) é necessariamente global. Portanto, se a solugdo de (1.5.3) {ou (1.5.4)) é
factivel para (1.5.2), entéo ela é solugdo de (1.5.2). Se tanto a solugao de (1.5.3) quanto a
de (1.5.4) néo forem factiveis para (1.5.2), entado as duas restrigbes de (1.5.2) sdo ativas na
solugéo global de (1.5.2), ou seja, esta solugdo é o minimizador de (1.5.5). Desta forma,
o algoritmo a seguir pode ser usado para calcular &5 (A),

ALGORITMO 1.5.1.

Passo 1. Se [jlzx| + A <R,
defina SE(A) = minimizador global de (1.5.4) e pare.
Se ||apll + R < A,

defina SE(A) = minimizador global de {1.5.3) e pare,

Passo 2. Calcule s' = minimizador global de (1.5.3).
ne

sl < A (1.5.7)

faca s?(A) = s! e pare.

Passo 3. Calcule s* = minimizador global de (1.5.4).

Se

Is* + 2l < B (1.5.8)

faga s¥(A) = s? e pare.



Passo 4. Defina s¥(A) = minimizador global de (1.5.5) e pare.

Os resultados que se seguem mostram que o custo computacional do Algoritmo 1.5.1
é bastante pequeno. No Teorema 1.5.2 provamos que as solugdes globais de (1.3.3) e
(1.5.4) sdao simplesmente as proje¢tes do minimizador irrestrito s; nas respectivas regides
factiveis, e neste caso o cdlculo destas projegdes é trivial.

TEOREMA 1.5.2. Se ||z, 4 s;]| < R ent3o s; é a solugdo global de (1.5.3). Caso
contrério, a solugdo global de (1.5.3) é dada por:

+ z4) -
= gyt RALEEE, 159
S s el 4:59)
Analogamente, o minimizador global de {1.5.4) é s; se |ls7]] £ A, on é dado por
A
§* = ——sp (1.5.10)
Izl
se ||s;|| > A.
Demonstragio, Temos
hs —srl® = [ls]|* = 2875 + [fssf?
= 2l e = ) el (51)
M M
Portanto, {1.5.3) é equivalente a
min s — s7||? (1.5.12)

S/EL “S + ;L‘;;H < k.

A solucdo de (1.5.12) é a projegdo ortogonal de sy na hola ||s + 24l € R. Logo, a
primeira parte do teorema segue facilmente. A expressdo {1.5.10) é obtida de maneira
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analoga. 0O

No lema a seguir comegamos a considerar o problema (1.5.3), que consiste na mini-
mizacio de Q(s) na intersecdo de duas esferas. Provamos que os pontos factiveis deste
problema pertencem a um determinado hiperplano.

LEMA 1.5.3. Sejam s um ponto factivel de (1.5.5) e 2, # 0. Entéo

’c{(:ck +s—y)=0 (1.5.13)
onde
RP_A%T 1
= =+ = | 7. 1.5.14
v (mmm2+2)“ a14)

Demonstragdo. Como [|s + z||* = R?, temos que

leell” + 257 2 + ||s]|* = R™. (1.5.15)

Mas ||s||* = A? e entdo de (1.5.13) segue que

v o B A= o

3 X = 5 (1 5.16)
Acrescentando [|z4]|? nos dois membros de {1.5.16),
R — A? ||z
l{(3+’fk) — > ” LH
R?— A% 1 s T 3
= —_——— — g = k. 1 17
(B +3) el = (15,17

Logo, (1.5.13) segue de (1.5.17). O



Completamos a caracterizagio do conjunto factivel de (1.5.5) no lema a seguir, onde
provamos que este conjunto é uma esfera contida no hiperplano definido no Lema 1.5.3.
LEMA 1.5.4. Seja z; # 0. Definimos

H={s€ R"|2f(zx +s —y,) = 0} (1.5.18)
onde y, é dado por (1.5.14) e

F={se R ||ls+z] = R |isf = A}. (1.5.19)

Entao
F={seH]||ve+s—vy] =5} (1.5.20)

onde
EEE e

Demonstragio. No Lema 1.5.3 provamos que F, o conjunto dos pontos factiveis do pro-
blema (1.5.5), estd contido no hiperplano H. Tomemos s € F. Por (1.5.18), x; é ortogonal
a z; + 8 — y.. Entdo, pelo teorema de Pitagoras e por (1.5.14), temos

lzs + 5 —wll® = llze+sl” = llgell® = B = |y
R — A i|9~‘kl|)2
= R2 - | = 2,
( Mol 2 ) "
Porta,.nto,
Fol{seH | lox+s—yll = B} (1.5.22)

Reciprocamente, vamos supor que s € H e |jzx + 5 — g = 8. Entdo, por (1.5.13),
(1.5.14) e {1.5.21),
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s + sll” = Nl + 8 = gell* + llyell* = 87 + Il * = B*. (1.5.23)

Além disso,

RR—A? 1)
R N |G e
2 _ A2 1y 2 2 _ A2 1y ?
B L
T Ml 2
2 (R? - A?) ) 2] — A2
= B S =AY (1.5.24)

Logo, (1.5.20) segue de (1.5.22) — (1.5.24). O

O Lema 1.5.5 a seguir estabelece que o interior da hola de dimensdo n — 1 cuja fron-
teira é o conjunto factivel de (1.5.5) contém apenas pontos interiores da regiao factivel de

(1.5.2).
LEMA 1.5.5. Sejam 2 # 0,5 € He ||zx + s —y.|| < 8. Entao ||zx + 3| < Re ||Js]| < A.

Demonstragdo. Trivial, usando os mesmos calculos utilizados para obter (1.5.23) e
(1.5.24). O

No préximo teorema completamos a caracterizagao do minimizador de (1.5.5).

TEOREMA 1.5.6. Se a direcdo SE(A) é calculada no Passo 4 do Algoritino 1.5.1, entédo

SUA) = -y 4 pE TP V) 1.5.25
E R FA 102

onde

()
-3



xfyc ﬁ ||3:L”2 — :ELTSI

[l

sp =81+ Tk {1.5.26)

e 81,Ye, B sdo dados, respectivamente, por (1.5.6), (1.5.14) e (1.5.21).

Demonstra¢do. Claramente, se o Algoritmo 1.5.1 ndo péara nos trés primeiros passos, a
solugdo global de {1.5.12) pertence a F. Vamos considerar o seguinte problema:

min  Qx(s)
sfa seH (1.5.27)
e +s —yell < 8,

onde H,y. e B sdo definidos por (1.5.18), {1.5.14) e (1.5.21), respectivamente.

Pela analise anterior e pelo Lema 1.5.4, o minimizador global de (1.5.2) também é
minimizador global de:

min  x(s)
sfa s€H (1.5.28)
lex+5 - vell = 5.

Mas, pelo Lema 1.5.5, os pontos factiveis de (1.5.27) também sdo factiveis para
(1.5.2). Portanto, um minimizador global de {1.5.28) também tem que ser um minimizador
global de (1.5.27). Logo, o minimizador global de {1.5.2) é o (Wnico) minimizador global
de (1.5.27) e sabemos que a restricio de desigualdade é ativa neste minimizador. Agora,
por (1.5.11}, {1.5.27) é equivalente a

min |fs — s/
sfa seH (1.5.29)
“1L+3_'yc” Sﬁ

Além disso, pelo teorema de Pitégoras, (1.5.29) € equivalente a

min |{s - sp[}*

s/a ”'Lk 45— ycH <B. (1530)
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onde sp é a projecio de ¢y em H, dada por (1.5.26).
Pelas consideragoes acima, ||zx + sp — y || = B, e entéo a solucao de (1.5.30) é dada por

(:Ek + 8p — yc)
et sp— gl

Sg(A):yc*-Tk‘i‘?B

o que completa a demonstracdo. D

QOs Teoremas 1.5.2 e 1.5.6 mostram que o custo computacional de Algoritmo 1.5.1 é
bastante pequeno. De fato, por (1.5.25) vemos que sf(A) pode ser calculada no Passo 4
do Algoritmo 1.5.1 usando 8n+0O(1) flops e duas raizes quadradas. Além disso, por (1.5.9)
e (1.5.10), vemos que o custo computacional de se calcular os minimizadores globais de
(1.5.3) e (1.5.4) também é pequeno.

Para calcularmos 3, (A) no Passo 2 do Algoritmo 1.3.1, vamos considerar o seguinte

problema:
min  ¥y(s)
sfa s+ 2| R (1.5.31)
sl <A

Claramente, uma solucéo de (1.5.31) satisfaz (1.3.2). As condiges (1.3.2), (1.3.4)
e o resultado de convergéncia estabelecido pelo Teorema 1.4.1, no entanto, nos mostram
que ndo é preciso resolver {1.5.31) de maneira precisa para se obter a convergéncia do
algoritmo. De qualquer forma, se By é uma hoa aproximacio para a matriz Hesslana,
uma solucdo exata para (1.5.31) certamente melhora o desempenho do Algoritmmo 1.3.1.
Contrariamente a (1.5.2), (1.5.31) ndo é um problema convexc pois By ndo € necessaria-
mente semi-definida positiva. Assim, (1.5.31) é um problema bem mais dificil de resolver
que (1.5.2}). Analogamente ao que fizemos para (1.5.2), vamos considerar os seguintes
subprohlemas relacionados com (1.5.31):

min  t(s) 5
s/a s 4wl < R, (1.5.32)



min  i(s) (1.5.33)

sfa [lsf <A
e
min  Pr(s)
sfa jls+all=R (1.5.34)
lls]| = A

Tomando-se (1.5.32) — (1.5.34}, a solugdo 3i(A) de (1.3.31) pode ser calculada
usando-se o algoritmo a seguir, que essencialmente computa solugdes globais e locais
de (1.5.32), (1.5.33) e a solugdo global de (1.5.34). Celis, Dennis e Tapia [1984}, Zhang
[1988] e Williamson [1990] estudaram um problema semelhante a (1.5.31), onde ao invés
da restrigao {Is 4 z4|| € R, uma restrigdo quadratica convexa geral é considerada. Zhang
introduz um algoritmo para resolver este problema, mas trabalha com algumas hipéteses
restritivas. A téenica introduzida aqui para resolver (1.5.31) fundamenta-se principal-
mente na caracterizacdo de minimizadores locais-ndo globais de quachdticas em esferas,
apresentada por Martinez [1994] e acreditamos ser inédita.

Algoritmo 1.5.7

Passo 1. Se lap|| + A < R,
defina 3;(A) = minimizador global de (1.5.33) e pare.
Se | + R < A,
defina §;(A) = minimizador global de (1.5.32) e pare.

Passo 2. Defina sf; a solugdo global de (1.5.32) que minimiza ||s]|.
Se |lsgl] < A, defina §.(A) = sk, e pare.

Passo 3. Defina s% a solugio global de (1.5.33) que minimiza ||s + 24]|.
Se ||s + z4}] < R, defina 3, (A) = s e pare.

Passo 4. Faga C = ¢. _
Se existe s} solugdo local-ndo global de (1.5.32) e ||s;]] < A, faca

C={s1}.

Passo 5. Se existe s} solugio local-nao global de {1.5.33) e ||s + ]| < R, faca
C e CiU{sil.
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Passo 6. Calcule s* solugdo global de (1.5.34).
Faca C « CU{s%}.

Passo 7. Defina,

Sp(A) = argmin{y(s) | s € C}. (1.5.33)

Encerramos esta se¢io mostrando que o Algoritmo 1.5.7 calcula um minimizador

global de (1.5.31).

TEOREMA 1.5.8. O Algoritmo 1.5.7 esta bem definido e calcula um minimizador glo-
bal 5;(A) de (1.5.31).

Demonstragdo. Definimos

Br={s€ R*||s + 2| < R} (1.5.36)

Ba={s€ R"||s|| < A}. (1.5.37)

Se ||zx]]+A < Rentdo By C Bg eportanto, qualquer minimizador global de (1.5.33)
¢ minimizador global de (1.5.31). Se [jax]| + B < A entdo Bp C B, e portanto resolver
(1.5.32) é equivalente a resolver (1.5.31). Logo, se a diregio §,{A) é calculada no Passo
1, entdo 3,(A) é solugio de (1.5.31).

O conjunto G das solugdes globais de (1.5.32) é Gr = Vr () Br, onde Vi é uma va-
riedade afim (ver Gay [1981], Moré e Sorensen [1983], Sorensen [1982]). Frequentemente,
Vr € um dnico ponto, mas deve-se considerar o caso geral. O caso em que Vi é uma
variedade afim nao-trivial é conhecido na literatura de regido de confianga como “hard

case’”.

O problema

min ||s]]
sfa s€ (Gp
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considerado no Passo 2 do Algoritmo 1.5.7 é resolvido facilmente. Basta encontrar o ponto
em Vg de norma minima e entdo projeta-lo em Bg. Claramente, se existe s € Gp tal que
lsil <A, a solucdo de (1.5.38) tem que satisfazer estas mesmas condicdes. Este ponto é,
portanto, uma solugio global de (1.5.31) neste caso. Por argumentos andlogos mostra-se
que 5x(A) é uma solucdo global de (1.5.33) se for calculada pelo Passo 3.

Se as solugdes globais tanto de (1.5.32) quanto de (1.5.33) forem infactiveis para
(1.5.31) entdo a solugdo global de (1.5.31) deve ser uma solucdo local nao-global de {1.5.32)
ou de (1.5.33) ou ainda, uma solugdo global de (1.3.34). Solugdes locais nao-globals sao
caracterizadas por Martinez [1994], que mostra a existéncia de no maxime uma solucio
local-nio global e apresenta um algoritmo para calculd-la ou detectar a inexisténcia de
solugdo. Se € calculada uma solugao local-ndo global de (1.5.32) (respectivamente (1.5.33))
que é factivel para (1.5.31), esta solugio é armazenada no Passo 4 (resp. 5), sendo uma
candidata a solugdo global de (1.5.31).

A 1ltima possibilidade é a de que as duas restricdes de (1.5.31) sejam ativas na
solucdo. Neste caso, encontramos a solugdo global de (1.5.34). Agora, pelos Lemas 1.5.3
~ 1.5.5, o problema (1.5.34) é equivalente a

min  Pi(s)
sfa seH (1.5.39)
l2x+3—yell = 5.

Apds uma mudanga de varidveis conveniente, (1.5.39) se reduz & minimizacao de uma
quadratica (geral) numa esfera. Portanto, podemos encontrar um minimizador global de
(1.5.39) através da caracterizacao de Gay [1981], Sorensen [1982] e Moré e Sorensen [1983],
bastando armazenar uma solugdo global de (1.5.39).

No Passo 7 do algoritmo comparamos os valores de ti(s) nos pontos candidatos
(no maximo trés). Claramente ao menor destes t1és valores corresponde um minimizador

global de {1.5.31). O

OBSERVAGAO. Usando-se a caracterizagio para minimizadores globais de fungdes
guadraticas em bolas euclidianas dada por Gay [1981] e Sorensen {1982], é possivel definir
varios algoritmos para se executar os Passos 1, 2 e 3 do Algoritmo 1.5.7. A maneira
mais direta é usar a decomposicio espectral de By, seguida pela resolugiao de wmna tnica
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equacio nao-linear. E necessario definir tolerancias adequadas para se detectar “hard-
case” e para se decidir pela parada no processo iterativo nao-linear. Moré e Sorensen
[1983], no entanto, desenvolveram um algoritmo em que, ao invés da decomposicio espec-
tral, sao necessarias apenas algumas fatora¢des de Cholesky de modificagdes diagonais de
Br. A decomposi¢io espectral de By é essencialmente tudo o que se precisa para o célculo
de minimizadores locais ndo globais (Martinez [1994]), embora também seja possivel de-
senvolver algoritmos alternativos baseados em fatoragdes de Cholesky.

1.6 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Escrevemos um programa baseado no Algoritmo 1.3.1 para resolver o problema
(1.2.1) quando D é dado por (1.5.1) e f € C%. Vamos detalhar algumas caracteristicas
desta implementacéo.

(i) O raio inicial A*. Optamos por usar A, grande de modo que o algoritmo possa
dar passos grandes quando longe da solucio. Assim, tomamos

AF = Apim = 2R (1.6.1)

como raio inicial para todo k& &€ IV. Também efetuamos testes com as escolhas
Amip = 107% e AF = max{Amin,48;_1}. Com estas escolhas, economizamos algumas
avaliaches de fungdo em casos criticos. Apesar disto, detectamos que a probabilidade
de se obter minimizadores globals aumenta quando usamos (1.6.1).

(ii) Os pardmetros M e . Usamos M grande (M > max{||[V2f(z)| | = € D,10*} e v
pequeno (y = 0.1), de forma que a condigdo (1.3.2) fosse facilmente satisfeita quando
3k(A) € uma solugdo aproximada para {1.5.31).

(iii) O parametro de decréscimo suficiente §. Usamos § = 10~

[3:(A)]

(iv) A escolha de A,,,,, (ver 1.3.3). Escolhemos A, = em (1.3.5), de maneira

que (1.3.5) vale se p = 75 = 1/2.
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(v) Célculo de s7(A). O subproblema (1.3.1) é resolvido pelo Algoritmo 1.5.1, usando-se
as férmulas (1.5.6}, {1.5.9), (1.5.10}, {1.5.26) e (1.5.25).

(vi) Calculo de 3;(A). Conforme j4 mencionamos, decidimos obter & (A) como uma
solucéo aproximada de (1.5.31). Para tanto, minimizadores locais e globais de (1.5.32),
(1.5.33) e (1.5.34) devem ser considerados, como vimos na Secdo 1.5. Pelo Algoritmo
1.5.7 e pelo Teorema 1.5.8, estes problemas tém a forma

min ¢(s)

s/a |ls| < A (1.6:2)

onde ¢ é uma quadrética. Obtemos minimizadores globais de (1.6.2) usando a decom-
posicio espectral de Vg, a caracterizagio de Gay—Moré-Sorensen para minimizadores
globais e o procedimento iterativo de Hebden e Moré (Hebden [1973], Moré {1978,
1983]). A obten¢do de minimizadores locais-ndo globais de (1.6.2) é feita usando-se o
algoritmo de Martinez [1994]. Nestes algoritmos utilizamos tolerancias pequenas como
critérios de parada, de forma que 530 obtidas solugdes praticamente exatas de (1.5,32),
(1.5.33) e (1.5.34). Vamos chamar de 5,(A) a solugdo aproximada de (1.5.31) obtida
por este procedimento. Se, devido a erros das aproximagoOes, §x(A) é ligeiramente
infactivel para (1.5.31}, projetamos §;(A) na regido factivel usando uma variagdo do
Algoritmo 1.5.1 que consiste em usar ||s—3,(A)||2
esta projecdo de 3,(A). Finalmente, testamos a salvaguarda ¢ (3,(A)) < Qr(sZ(A)).
Se esta desigualdade ndo é satisfeita, substituimos &;(A). Isto nunca aconteceu nos
experimentos numéricos.,

como fungdo objetivo. Denominamos

(vii) Escolha de By. Testamos diferentes escolhas para 3y
(a) (NULL): By = 0 para todo k € IN.

{(b) (HESS): By é uma aproximagdo para Vf(zx) usando diferencas finitas, conforme
sugerido em Dennis e Schnabel [1983], pp. 104-106.

(¢} (BFGS0): By =0 e Bgy € gerada pela fdrmula BFGS para todo £ € IV (Dennis e
Schnabel {1983], pp. 198-203). Assim, usando a convencio 0/0 = 0,

T T
yye  Brsksy By .
By = By, — 1.6.3
k41 it yTsy, si Bpsy ( )
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onde
S = Tky1 — Tk (164)

vk = g(ap1) — gxi). {1.6.5)

Se fyf sk < 1078||yxll||sx]| ou |sf Brsi| < 1078|sk|||| Brssll deixamos Byyy = By.
(d) (BFGS1): Idéntico a (c), exceto que By = 1.

(e) (SRO0): By =0 e By € gerada pela corre¢do simétrica de posto um, para k € IV
(Dennis e Schnabel [1983], p. 211; Conn. Gould e Toint [1988b]}. Entéo,

(yx — Bise)(yx — Besy)T

1.6.6
(yx — Brsk)Tsi ( )

By = B+

Se |(yx — Brsi)Tsi] < 1078y — Brsell]se]l, deixamos Biyr = By
(f} (SRO1): Idéntico a (e), exceto que By = I.

{g) (PSBO): By = 0 e By € gerada pela férmula Powell-Symmetric-Broyden para
k € IN (Dennis e Schnabel [1983] pp. 195-198).

(h) (PSBI): Idéntico a (g), exceto que By = I.

Nos casos (b) — (h}, se Ay < 107%, fazemos By = 0.

1.7 EXPERIMENTOS NUMERICOS.

Desenvolvemos um programa em FORTRAN 77 usando precisdo dupla, baseado na
implementagio descrita na Segao 1.6. Os testes foram feitos num VAX 785 com sistema
operacional VMS. Trabalhamos com irés conjuntos de experimentos: problemas-testes
cldssicos, problemas de regulariza¢do e um problema de empacotamento.

35



(a) Problemas-testes cldssicos. Utilizamos como fungdes testes o conjunto sugerido
por Moré, Garbow e Hillstrom [1981]. Estas func¢es sdo da forma f(z) = 30, f2(2),
onde f; : JA* — IR. Para cada fung¢do consideramos o problema (1.2.1), onde D é dado
por {1.5.1}, com dois valores diferentes para R. O raio “grande” é dado por 4|z.| e o
“pequeno”, por 0.25||z.||, onde =, é um minimizador irrestrito de f. Na Tabela 1.7.1 sdo
dados os raios efetivamente usados em cada teste. Os numeros das fungdes correspondem
4 numeragido de Moré, Garbow e Hillstrom.

Nimero | “Nome” | n m R grande R pequeno
1 ROS2 2 2 5.7 0.35
2 FR 2 2 25.6 1.6
7 HV 3 4. 0.25
18 EXP6 6 13 15. 1.

9 GAUSS | 3 15 2. 0.125
3 POW 2 2 10. 2.5
12 BOX 3 10 4, 0.25
25 VD 10 12 1265  0.79
20 WAT 6 31 4 0.25
23 PEN I 4 5 4 0.25
24 PEN 11 4 8 4. 0.25
4 BROWN | 2 3 10° 10
16 BD 4 20 20. 4
26 TRIG 10 10 12. 1.
21 ROS10 16 16 12.65 0.79
22 EPOW |12 12 8. 0.3
) BEALE 2 3 12.16 0.76
14 WOOD | 4 6 8. 0.5

Tabela 1.7.1 : Problemas-testes classicos

Para cada problema usamos dois pontos iniciais, um no interior da bola (origem, guando
f estd bem definida neste ponto ou {0.01,...,0.01)T caso contrério) e outro na fronteira,

2o = (1,—=1,..., (=)™ R/ /n.
Utilizamos os seguintes critérios de parada:

max{1, [jz [}
max{l,!f(zt)|}

Y -

<107

[

V()
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i V. f{xx) _
Tzrl[V Fla = T099%%

022

o — I < 107 e

('} é o critério de convergéncia sugerido por Dennis e Schnabel [1983] para minimizacéo
sem restrigoes. ('y estabelece que o ponto z; estd proximo da fronteira e o cosseno do
angulo entre o gradiente da funcédo e o gradiente da restrigao esta proximo de —1. Em um
pequeno numero de casos, observamos que para pontos préximos de solugdes do problema,
s0 foi possivel obter decréscimo em f com valores muito pequenos para Ay, onde nem C
nem (; foram satisfeitos.

Nestes casos, fizemos uma iteragdo adicional substitwindo By pela matriz nula n x n.
Se, com esta modificagio, Ay continua muito pequeno, também declaramos convergéncia.
Chamamos de C; este critério de convergéncia:

Ca:Br=0e Ap <1074

E importante notar que quando ocorre Cy, estamos num ponto em que nio consegui-
mos decréscimo da fungio quando minimizamos sua aproximacao linear em uma regiao
de confianca muito pequena, o que é um sinal muite provavel da proximidade de um
mintmizador local.

Finalmente, também paramos quando num niumero grande de avaliaces de funcao
ndo € suficiente para se obter convergéncia:

E : atingiu-se o limite de 200 avaliacdes de {ungdo.

Nos casos C1, Cs e Cs, 7, esta certamente préximo a um ponto estacionario. Assim,
declaramos convergéncia quando qualquer destes critérios é satisteito.

Os resultados sao apresentados nas Tabelas 1.7.2 - 1.7.5 e estdo organizados da se-
guinte maneira:

Tabela 1.7.2: R pequeno e x4 no interior.

Tabela 1.7.3: R pequeno e 2y na fronteira.
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Tabela 1.7.4: R grande e x4 no interior.
Tabela 1.7.5: R grande e zg na fronteira.

Nestas tabelas indicamos por C'P o critério de parada (Cy,C,,Cs ou E) e por IT e
AF, respectivamente, o numero de iteragdes e avaliagbes de funcio efetuadas.
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M Escolhas paia 13

T NULI, § LSS | BFGSO BFGSI | SRO0 | SROI [ TSRO PSI3
Fungao |CP|IT{AF |CPNT]AFJCPIT]AF|CPITIAF||CP[ITIAFCP{IT]AF|CPIT]AF|CP[ITIAR
ROS2 1C2(20102] ¢ty 6 Je2fale Ja2fale [J2lalo Jeajal o fCelsl3]jcais]i3
FR C2l1ales 2l 3[4 fC2)s s CofslalcayssCoai7iCela]8)C2]5]09
HYV C2l12041 | C2 3 (22 C216 ] 9 1 C2l61 9 ([C2l6 12 C2i5 1 802161 7 402|167
EXP6  [C2{2a| 93 fC2ra|12|C2]n i 7 [C2]5| 7 C2y5 | 7{C2]a ] 7 0C2i517 1C2{5]7
GAUSS [ C2[ 611 §C2 1 1[5 [C2[4 [ 5 [[C2[d[5 (C2[4 )5 |C2[d15 [C2ld]|5{C2[1}|5
POW C2 51701022056 [[C2 4211820 C3l e 48 [ C31 7 137316 [ 18 | C3117{128[jC3 1 ¢ 118
BOX Cc3j20]192)Cil 2] 3 [[CctitotmjcCi|4] 9 [[Cris15]|CL]31 8 1C15115CL{3]9
VD Calita il 2celrl ezl elcafri2c2lil2 ]zt 2(cCca2ti]2
WAT c2lel o NC2i2lalC2la]5s [C2iays C2lals[C2ld] 5 C2ia] 5 {C2Ta{5
PENTI [C2(1]2Calri2lceit)lafcalalgllc2li]alcele]s|lczli)2fjcelz2] 3
PENII 1C2i1| 2 0Cet1|2fC2i1italceii]l2dcaiiya2fceiii2|c2el1l2c2i1]2
BROWN|C2l11 2 {Cafitz2{c2itl2|cCej1]2lC2|lija2fcC2ii|2C2]1]2C2]1]2
BD c2l1] 2 |C2[213 [[C2jr|2C2[1|2(C2f1i2]C2{1|2{C2{1]2|C2]1i]2
TRIG [C2i7] 8 HC2l2|3fc2i3l4lcC2/3]41lcC2i3]4C2([3]4]C2[3]4]|[C2i37]4
ROS10 1C2)23]119)C214 |6 ||C2/a |6 [ C2i416 [[C2[4]|6 ||C2l4]6 ||C2{9]565](C2{5]13
EPOW [C2|213 (C2l1i210C2(213|C2i1]2!C2/213C2i2]13 1C2|2]3 [C2(2]3
BEALE [C2|4| 5 |C2[3]4 |C213141C20314C2]3]|4(C2l3]4]C2(3!]4]C2l3]4
(WOOD [C2{23]62 |[C2[2]3 [[C2)12[39 || C2[11/26 ] C2] 9|19/ C2/8)13)C2)8]11]C2]8]11

Tabela 1.7.2: Resultados numeéricos. R pequeno, xo no interior.



Escolhas parva £y,

NULL | HESS BIFGS0 [ BFGSI SRO0 || SROI | PSBO PSBI
Fungio |CP[IT|AF[CPTTIAF|CPUTIAF[CP[ITIAF|CPITAF| CPIIT[AFCPIT]AT|CPITIALR
ROS2  [C2i15]67 iC2[ 3 4 JC2]8 |15 [JC2J13] 19 [ C2113] 17 [fC2l13j 17 JC2tui] 4| czlir] i3
FR Calidfer Jealsa JC2la ] 5 [[C2fda [ p Calda |5 Jeafa] s Jcais]l0]C2|s5]10
oYV calm3las 2yl o fC2lal s Jo2f4 5 33 0 3]s o [fcalstiefoz]s5]16
EXP6 E]41]200)C2| 6 ;11 [ C2][33]104] C2{37[L20] C:2]1d |36 | C2] 5 {33 [ C2iis5] 19 [[C2]i1] 18
IGAUSS JC2]3] 6 Jcalal3 fc2)3)4 1Cofsi4 JC2[3i4]C2]3] 1 C3[3190C2[1]6
POW 103 6[720C3]317931C3]7 (20 C3]7]20 37720 C3] 7120 C3]7120]C3[7]20]
BOX JC3le]4as]ci]3 )4 Ja3fuo]s2)Cife] 7 JCi[s] 9 Ctls]e6 [Cr[6{10]C1|6]7
VD caivl2fcalatafeai] ajeofrlafcafrya |2 fcair]2calile
WAT TC2ls] s iCcal213fC2l4] 5 ||Calda] 5 JC2l4]5 [ C2l4]5 |[C2]5]6[C2i5]6
PENI [C2/1|2 [C2f1]2{C2j1}2C2ft|2|C2i1}2]cC2j1]2|cC2l1]2|cC2|1]2
PENII |C2ji1]12)C2)213 JC2]6 ] 7 |C2j6] 7 ||C2{5]8 |C2{5!18 |C2[6]|7/C2/6]7
BROWNI|C2| 1|2 G212 [[Ccaf1] 2 ffC2]r|2 ffC2j1|2|cali]2fc2l1il2|c2|i]2
BD Caj2] 3 fcel2 3 )c2lal 3 [Cef23lcefalsf[cajal 3 C2|2]3 |C2[2]3
TRIG [C2[13|14(C2/ 213 |[C2]4 |5 | C2]4| 5 [|[C2l4a]5 |C2[4]5 |[C2[4]|5[C2{4]5
ROS10 |C2)16]74 [ C2) 3] 4 [[C2]9 |17 C2]9 |16 | C2|23|119| C2]24|63 | C2|15]|27 || C2]|22| 93
EPOW [C2{2] 3 jC2|2]3 |C2]2]3 [[C2l2]3 C2l2|3 [C2/2]3 [lCe[2]3 [C2{2]3
BEALE |C2/3] 4 1C2]/2]3 jC2[3]4 ||[C2]1]2 |C2/3)4lC2l1]2]C2!3}4](C2]1]2
WOOD [ C2[23]62C2|2[3 [C2|8|22{C2|6[11|C2|8|10|C2]8]10]C2|6[10]C2[6]10

Tabela 1.7.3: Resultades numeéricos. R pequeno, zp na fronteira.




Fucollias para 2,

© NULL [ HESS [ BFGSO BFGS! | SROO SRO| PSBO PSBI
Francao |CPIT|AF | CPIT] AR [CPIT|AR|[CPIT| AR CPITIAT[CPITT| AT ICT 1T |AF[[CP T [AlR
ROS2 | Ej22[200l|C113| 19 [|Criwgf 83 [ cijtol 3o ffCcilirido fCil20] 48 TCiT20 8t Cil23 1119
FR C Bj20j200fiC3 s 3 C3tafre|e3l a8 fcystac i osliatar|osltiaar
HV ' E[22]200)1C'1 [10] 88 [CL|20[154] C1[24[35 1 C1122]59 | Ci]23] 54 1 FI177[200] €1 1148]159
EXP6 | E|63[200] E [60]200) C3]19|113]] C3]10] 13 FCriss[rada cilo Tro ) Crp20 [ 41 [CU[ 1314
GAUSS | B[31]200[]C1| 7] 13 [C1[21]138] CL[11] 16 | CLil2]25 | CLiLol 21 || ¢l G2 |67 [ CL| 20 | 24
POW '3[ 6 |99 EJ61200] E [s2]200] C3] 6 1av 3l 7[67 [ C3l6 28 1318 148 03] 6 |28
BOX | E[16[200[C1i{4 8 [C3[11[156][CL[4 19 fCr s 27| Civs 8 T |saCi] 3519
VD C3|5 55 C3{18|87 fCL|16|113[ CL|15] 18 | C¢3iis|21 || Cj1sf 21 || El17i{200[ C3] 29 [157
WAT El281200( Ciliol 11 ) E |24]200( C1|33} 50 | 112550 [ Ctles] 46 | 1[161]12000 & [ 64 |200
PENT [C3{1{21||C3}1 |7 #C3[1{220C3{3 [19{C3l1]22[C3[3]ohcC3]1 [22]C3]3 19
PENII |[C3j9|117||C1i8 16| E [22[200f Ci|6 |12} CL1[19]|61 [ C1]6 |12 || CL] 14 |57 [Cl 12
BROWN|C1] 1| 2 |C1|20f27|C1|1 |2 Ct[1] 2 {[CL[1]2|Ci{1|2ffci]ji]2]ct]1]z2
BD E{271200(C3| 6 | 11 ||C3|15[144| C3|18| 731 C3|9 117 C3{ 9|17 C3]13]25(C3]|25]28
TRIG E|201200{C1 |10} 11 | B {21]200| C1i{17]28 | C1[31]108] C1[32;94 | E(140(200| E [180{200
ROS10 El15200[{C1 (13| 19 | E |20(200| C1|39(168]] E|25(200] C1|42{134] E|24 [200] E ] 26 [200
EPOW | E[27[2001C1{12{ 14 || E [24|200] C1|33| 95 || C1{35{171| C1]29] 79 | 12|44 [200][C1[ 28 ]114
BEALE | E[18[200C1| 7 [16|C1|11{71 || C1{8 |18 || C1]14(30 | C1|14|30[[CL|14 [42[C1]14]39
WOOD | E[23[200||C1) 710§ E |23|200f C3[15| 74 |[C1(25|70 | C1|20| 53| C1]19|651CL|19]66

Tabela 1.7.4: Resultados numéricos. R grande, zg no interior.




Escolbas para By

NULL TIESS BFGSO BFGSI | SROU SRO PS130 PSBI
Fancao |CPUITIAF|CP[ITIAF|[[CPIIT]AF|[CPIT[AF|CPUT]AFJCPIITIAF|CP] (T [AF|CP]IT [AF
ROS2 1191200 C1]19] 24 ¥ C'L{36] 69 [ Cil31i 37 J Cajat] ol J C13s| 72 CU[ 38 |64 [[C1l a6 [153
FR o200 Crlis) a6 Calial a2 ity wlctin s lacalllciler Tes [Crlel |63
HV 211200 CLliet is [C3taolissl i1z 26 [ Cilis23 W C1its) 26 JCal 17 137 [ €31 13 139
FXP6 Bl66]200] C1tr2] 85 W3 520179 Crl6’] 70 1 C1lea]102] C1|741136] =[199|200[ E i199[200
GAUSS | B[30[2000C1{13| 27 {[C1(23140 [ C1(22{95 [[C1{13131 [C1{15(30 [ C1l12}52/C1]12] 34
POW C31s110liC3l3stise [C3lol23fCaig|32]a3iai23fCaliois32|cal 9o 23(C31¢ 132
BOX Ll24l200][Cil1o] 40 el 88 [ Cilie] 17l CLlis]36 [ C1lisl 23] C1l29 [30|Cil2s |29
VD C3le6|e6 [C3l1g] 76 {|C1]16]91 {C1i20] 25 [ C3]i6] 28 || C3[19] 33 | C3[181133 {C3] 15[ 27
WAT E[3212000C1[6 | 7 || E [30]200] C1138| 57 [[C132] 78 [ C1{33] 77 | E[135]200] E |142[200
PENI [C3l2723fCijasles|C3fal2aliCcafatatfcCsl2laallcalalaiflCa] 2 l2a]C3] a2
PENTII | E[21[200fCilwo] 11 C3l1al129] Cil1al ot I Cij15[42 | C1|15| 37 | C1l19 43 || E [182]200
IBROWN|C3[ 2|38 | E [35[200] C1[27]125] C3a [33 | €314 [33 || C3[4 |33 C3] 4 |33 C3] 4 [33
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Tabhela 1.7.5: Resultados numéricaos.

R grande, zo na {ronteira.



Na atual implementacio de nosso método, encontramoes uma solu¢do exata para o
problema (1.5.31). Por se tratar de um problema relativamente caro, o método se torna
atraente apenas quando a avaliagdo da fungdo f € muito cara. Por esta razdo, o principal
critério para se avaliar a eficiéncia das diferentes escolhas para B) deve ser o nimero
efetuado de avaliaces de fungao.

Através destes experimentos numéricos, concluimos o seguinte:

(a) Para R pequeno, obtivemos minimizadores na fronteira da bola na grande maio-
ria dos testes. Quando zg ¢ interior, observamos pouca diferenga entre o desempenho de
HESS e dos melhores métodos secantes (BFGS1 ou SRO1). De fato, neste caso, os pontos
estacionarios irrestritos estdo afastados da regifo de interesse e portanto a aproximagao
linear de f domina amplamente o comportamento da fuangdo. Apesar disto, a curvatura
na diregéo de V f é suficientemente importante para fazer com que BFGS1 e SRO1 sejam
mais eficientes que a implementagio onde By = 0. Um monitoramento mais cuidadoso
de By, (ver Contreras e Tapia [1991], Oren e Luenberger [1974], Oren e Spedicato [1974],
Shanno e Phua [1978)) deve proporcionar um desempenho ainda melhor para BEGS e

SRO.

() Quando R é pequeno mas 2 esta na fronteira, o desempenho de HESS é superior
ao dos melhores métodos secantes. Neste caso, a maioria das itera¢des gera pontos na
fronteira e termos de segunda ordem verdadeiros tornam-se mats importantes. Em outras
palavras, a informacao contida na aproximagao diagonal By = I ¢ muito pobre neste caso.

(c) Os casos em que R é grande nido sdo muito relevantes para o nosso estudo. Nes-
tes casos, como a solucdo estd no interior da bola, o comportamento geral dos algoritmeos
tende a ser 0 mesmo que no caso irrestrito.

Com o objetivo de colocar nossos resultados computacionais num contexto, re-
solvemos o mesmo conjunto de testes usando o algoritmo de Programacio Quadrética
Seqiiencial (PQS), com Lagrangiano Aumentado como fungdo de mérito, de Gill, Murray,
Saunders e Wright [1992]. Na implementacio do algoritme PQS usamos as verdadei-
ras Hessianas do Lagrangiano, com uma fatoragdo de Cholesky modificada para garantir
matrizes definidas positivas. Os resultados sdo apresentados na Tabela 1.7.6. Para o
algoritmo PQS o critério de convergéncia (' significa:

()il +1
[fze)] +1

parai =1,...,n onde A é a estimativa final para o multiplicador de Lagrange. O critério

[(V f(xr))i + 2A(24)i] <10~
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de convergéncia C* significa:

max{i(mk)fl?t?’p ‘r‘-} < 10—4

max{|f(zy)},tep f}1 7

para ¢ = 1,2, onde tip z = (10%,1076)7 e tip f = 10°.

[(VH(z))i + 2A(2x)i]

Observamos que o algoritmo de regido de conflanga tem um desempenho claramente
superior ao do PQS quando R é pequeno (solugio na fronteira). Para R grande, em que
a solugao € irrestrita, os desempenhos sdo semelhantes.
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HV (55221 C 1518551419 ! Cleg) 71088 C I3 14 ¢ 101181 Cj10] §1
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BOX (C1(2131C {4 7THC314/C1211301C, 14181 C |5} 7 4C/10/40] C |36]40
VD Col1]12(C122138|C5]1121C 125161 (C31181871C 118{201C5(18;76 ] C 15|16
WAT (Co(2131C61201C,;2:3/CH631 1011 CI1L123C 1617 |1C|617
PENI [Co|t |2 (CI16 1 TIC 112 1C1112C3|147 1C 13 1404C,145]68 | C 152|388
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BROWN{C, (112 |C*181210C,1 L1 2 1C*{ 8|15 |C11201127|C* |15|112|| E i35[{200{ C*153{129
BD |Cyl2]3[cifielc,l2)slchinir]|[Csla]11]Cl7]8 |Cs|8]11][Cs8]9
TRIG [C212(3[C |69 (Ce2|31C|6|8||Ci{10111|CI10J11[[C,18110¢C [51]58
ROSIO [Col4{6 1 Cia!{81C]13141Ci4]5 jC)13/119]C [13]19[C118122]1C {2128
EPOW {12 | CI110123)1C, 1213 |1 C 191131112114 | C |11]21 |C,115(16| C |15(16
BEALE|C, 3141 C1TI1011C312131CI536 C]7]116)C 19144 )1C,413[32|C [23]40
WOOD [C.12]13 [Cl5|7[Cl2]3|Cl5[6[Ci]7]10]C[8]10}Ci[10}11]C 11|12

Tabela 1.7.6: Resultados comparativos: nosso algoritmo de regiao de confianga — RC (usando Hessianas
verdadeiras) X o algoritmo PQS de Gill, Murray, Saunders e Wright.



(b) Problemas de regularizagdo. Um outro conjunto de problemas-testes foi gerado
como se segue (ver Vogel [1990]). Consideramos a equagao integral

o t— )2 +0.04 - |
F(x)(t) = fo log [(t T (08 = o) dr = y(t), (1.7.1)

com as condigées de fronteira 2(0) = z(1) = 0. Tomamos como solu¢do verdadeira a
fungio:
2(t) = ¢ exp(dy{t — p1)?) + coexp(d(t — p2)?) + cst + ¢4,

onde ¢; = —0.1, ¢ = —0.075, dy = —40, d, = —060, p1 = 0.4, p; = 0.67, e c3 € ¢4
sao0 escolhidos de forma que z(0) = z(1) = 0. Dado y, o problema de encontrar z(t)
que satisfaga (1.7.1) aproximadamente é mal-posto e para ser resolvido é preciso usar
regularizagio (ver Tikhonov e Arsenin [1977}). A abordagem adotada por Vogel para
resolver (1.7.1) consiste em substituir esta equagdo por

sfa |af? < 67 o
onde |z|? = f5 '(t)2dt.

Apés discretizagdo, (1.7.2) se converte num problema de dimensdo finita do tipo
(1.2.1). Além disso, fazendo-se uma mudanca ébvia de varidvels, (1.7.2) se transforma
num problema do tipo

min f(2)
sfa |lz||* < 2.

Vogel usou um algoritmo de regido de confianga para resolver (1.7.3) com a apro-
ximagdo F'(zy)T F'(z;) (Gauss-Newton) para a matriz Hessiana. Assim, seus subproble-
mas sido convexocs. Usamos nosso algoritmo para resolver (1.7.3), tomando a Hessiana
verdadeira do problema. Desta forma, os subproblemas ndo sdo necessariamente conve-
x0s e precisamos utilizar o Algoritmo 1.5.7 para resolvé-los. Na Tabela 1.7.7 comparamos
os resultados do nosso algoritmo de regido de conflanca usando Hessianas verdadeiras
com a aproximacido de Vogel. IT e AF denotam, respectivamente, o niimero de iteragdes
e avaliacbes de funcdo efetuados. Observamos que, em geral, o algoritmo de regido de
confianga com subproblemas convexos utilizou o dobro do mimero de iteragées demanda-
das pelo nosso algoritmo com Hessianas verdadeiras. Portanto, parece vantajoso permitir

(1.7.3)

subproblemas ndo convexos em métodos de regifo de confianga para resolver problemas
com restrigbes do tipo bolas, originadas de regularizacao.
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B Hessianas 1 Aproximagao
e verdadeiras de Vogel
(GAUSS-NEWTON)

IT AF IT | AF
0.200 3 6 13 14
0.250 8 9 14 15
0.275 3 9 14 15
0.300 9 10 14 15
0.325 10 11 15 16
0.400 10 13 15 16
0.500 18 23 16 17

Tabela 1.7.7: Resultados comparativos do algoritmo de regifo de confianga:
usando Hessianas verdadeiras e usando a aproximacao de Vogel.

(c) Um problema de empacotamento. Um problema aberto classico em Geometria
Combinatéria é o seguinte (ver Conway e Sloane [1988], Capitulo 1): existem 25 pontos
na esfera unitaria de IR? tais que a distincia entre qualquer par deles é malor ou igual
a 1?7 Esta pergunta pode ser formulada como um problema continmo de otimizagdo global
que consiste na minimizagao de

Flys--yas) = D20 = w4 DI = Mg — g4

' i#1

onde zy = max{0,2}. Chamamos de z o vetor em R cujas componentes sio
(yf,. .. y35)F - IX natural impor a restrigio ||z||? < 25 para a minimizacio de f. Fi-
zemos uma série de testes com diferentes pontos iniciais, gerados aleatoriamente de modo
que ||y = 1,72 = 1,...,25 e comparamos o desempenho do nosso método de regiao de
confianga com o algoritmo PQS. Os resultados sdo apresentados na Tabela 1.7.8, onde
IT, AF e DIST indicam, respectivamente, o nlumero de iteracbes efetuadas, o nimero
de avaliagdes de funcido e a menor distancia entre dois pontos cistintos obtidos como
aproximacdo final pelos métodos.
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Regido de Confianca PQS
semente [IT[AF | f(z,)| DIST | IT [AF | f(z.) DISTI
2 [22]78]0.33] 0.92 [500/500] 8.1 ] 0.30
3 [35/89]0.31 0.91 1500]500] 9.9 ] 0.29
7 [44]149] 0.27 | 0.91 |500]500] 16.1 [ 0.25
9 [31]75]0.287 0.92 ]500]500] 7.3 ] 0.26
11 ]62]313] 1.03 | 0.67 }500)500] 8.1 |0.23
13 ]27)73]0.27] 0.91 [500}500] 9.1 | 0.17
17 ]38]118] 0.27 | 0.91 1500|500] 13.7 | 0.30
19 }32]88]0.27] 0.91 |500{500] 14. | 0.27
67 146]153] 0.27 | 0.91 |500]500] 10. | 0.14

991 127]70]0.31 ] 0.91 |500]500] 7.3 | 0.27
1001 [26]9212.27] 0.92 |500(500{ 11. [0.35

Tabela 1.7.8: Resultados comparativos com o problema das 25 esferas.

1.8 OBSERVACOES FINAIS

A implementacio de algoritmos para resolver problemas como (1.2.1) sem linea-
rizagio das restricdes depende da possibilidade de se resolver eficientemente subproble-
mas ndo triviais. Por muito tempo, os tnicos subproblemas considerados em otimizagao
pratica foram os sistemas de equagdes lineares. Fsta situaciao comegou a mudar com a
introducéo dos métodos de regido de conflanca nos anos 80. Celis, Dennis e Tapia [1984]
e Powell e Yuan {1990] introduziram algoritmos de programagao nao-linear baseados num
subproblema dificil para o qual ainda n&o se conseguin uma solugao completamente satis-
fatéria {Zhang [1988], Dennis, Martinez, Tapia e Williamson [1990], Williamson {1990]).
O subproblema considerado neste Capitulo, no caso em que I é uma bola euclidiana,
nao é tio dificil quanto o de Celis-Dennis-Tapia, mas tem claramente um custo com-
putacional bem maior que o de se resolver um sistema linear. Assim, no atual estagio
de desenvolvimento, nosso método deve ser usado apenas se o tempo computacional das
avaliacoes de fun¢do domina os calculos.

Vamos discutir brevemente a dificuldade de se resolver o subproblema de regizo de
confianga associacdlo & minimizagdo de uma quadritica arbitrdria i em dominios diferen-
tes de bolas euclidianas. Quando D é uma esfera, a dificuldade de se minimizar ¥ na
intersegdo de IJ com uma bola é essencialmente a mesma que a do Algoritmo 1.5.7, mas
menos casos precisam ser considerados, conforme veremos na Se¢ao 2.4. Quando D §
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o complemento de uma bola euclidiana, a complexidade do subproblema de regido de
confianga é exatamente a mesma da do Algoritmo 1.5.7, e 0s mesmos casos devem ser
considerados. Deve-se fazer adaptacdes naturais deste algoritmo para se lidar com o caso
em que 0 dominio ) é o complemento da unido finita de bolas disjuntas. Pesquisas re-
centes {Stern ¢ Wolkowicz [1993), Moré [1993]) parecem indicar um aumento no nimero
de casos em que seremos capazes de minimizar quadraticas em dominios nao lineares.
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CAPITULO 2

METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA PARA

MINIMIZACAO COM RESTRICOES DE
IGUALDADE

2.1 INTRODUCAO

A minimiza¢io de uma funcio diferencidvel com restrigdes nao lineares de igualdade
(MRI} é um problema clissico em programagdo ndo-linear (ver, por exemplo, Fletcher
[1987], Luenberger [1984], Gill, Murray e Wright [1981]). Existem duas maneiras tradici-
onais de se lidar com este problema: os métodos de Penalizagdo (e Lagrangiano Aumen-
tado) e Programacdo Quadratica Sequencial (PQS). Em Penalizacdo, as restri¢bes sdo
incorporadas na fungio objetivo, de tal forma que a resolucio do problema original se
converte na resolucdo de uma seqiéncia de subproblemas de minimizacdo irrestrita. Na
abordagem PQS, as restri¢ées ndo lineares sdo substituidas por aproximagoes lineares e
também se regsolve uma seqiiéncia de subproblemas onde cada um consiste em minimizar
uma funcéo quadratica com restrigdes lineares (ver Dennis, El- Alem e Maciel [1992], El-
Alem [1991), Celis, Dennis e Tapia [1984], Powell e Yuan [1991], etc.).

Tanto Penalizagio quanto PQS pressupdem a impossibilidade de se lidar com as res-
trigdes ndo lineares em sua forma original. Existem hoas razées para considerarmos as
restrigdes nao linearcs como algo intratavel e portanto optarmos pela linearizacio ou pela
incorporagio destas na funcdo objetivo. De fato, métodos de busca linear, em geral, néo
se aplicam diretamente em sua {orma mais simples, pois o conjunto factivel ndo precisa
obrigatoriamente conter semi-retas. Além disso, os subproblemas de regido de confianga
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(Moré {1983]) podem se tornar mais dificeis que o problema original.

Por outro lado, pesquisas recentes na resolucdo de problemas de minimizacdo com
fungio objetivo quadritica e com uma tinica restri¢do quadratica vem ampliando a possi-
bilidade de se resolver eficientemente os subproblemas de regido de confianca associados
ao problema MRI sem nenhuma modificagio nas restrigdes originais. Gay [1981], Sorensen
[1982] e Moré e Sorensen {1983] resolveram o problema de se encontrar um minimizador
global de uma quadratica geral com uma restrigio quadratica convexa. Mais recente-
mente, Martinez [1994] caracterizou os minimizadores locais deste mesmo problema. Esta
caracteriza¢do € importante porque quando o conjunto factivel é a intersecio de duas
regides, os minimizadores locals da funcio objetivo em cada uma destas duas regides
séo candidatos naturais a minimizadores globais do problema original. Tanto Stern e
Wolkowicz [1993] quanto Moré [1993] caracterizaram os minimizadores globais de uma
quadratica geral com uma restrigio quadratica ndo necessariamente convexa. Além disso,
uma pesquisa intensa tem sido dedicada ao problema de se minimizar uma quadratica
geral na intersecdo de uma bola com um cilindro, conhecido como problema CDT (Celis,
Dennis e Tapia [1934]).

As consideragbes acima em conjunto com as chservagdes do Capitulo 1 nos fazem
acreditar que em breve seremos capazes de resolver efetivamente problemas de mini-
mizagao com fungdo objetivo quadrética e regido factivel dada pela interse¢io de uma hi-
persuperficie quadratica com uma bola euclidiana. De fato, usando os resultados cldssicos
de Gay, Moré e Sorensen e a caracterizacio de Martinez, podemos resolver satisfatoria-
mente o problema de minimizar uma quadréatica na intersecdo de uma esfera com uma
bola. Este subproblema de regidao de conflanga aparece na minimizacio de uma funcio
ndo-linear arbitraria com uma restrigdo de igualdade quadritica e estritamente convexa.
Acreditamos, portanto, na viabilidade de se considerar métodos de regido de confianga
para problemas com restri¢Bes gerais, que devem ser preservadas sem modificacdo, e de tal
maneira que o formato da regido de conflanga também seja independente das restrigdes.

Neste capitulo provamos convergéncia superlinear para uma subclasse dos métodos
introduzidos no Capitulo 1 para o problema MRI. Apresentamos também resultados de
convergéncia global de segunda ordem e convergéncia quadratica local quando se trabalha
com Hessianas verdadeiras no algoritmo. Descrevemos ainda algoritmos especificos para
o caso em que a regiao factivel é uma esfera. Uma aplicagio para este caso é detalhada
no Capitulo 5, onde consideramos o Problema do Vetor Inicial em codificagio.

A organizagao deste capitulo é a seguinte: na Segdo 2.2 introduzimos um algoritmo

local para resolver o problema MRI, que estd bem definido numa vizinhanga de um ponto
que satisfaz as condi¢fes suficientes de segunda ordem para um minimizador local. Pro-
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vamos convergéncia local e convergéncia superlinear se as aproximagfes para a Hessiana
satisfazem uma condi¢do do tipo Dennis-Moré (Dennis e Moré, [1974]). Finalmente, sob
as hipdteses de Dennis-Moré, também mostramos que as iteragdes do algoritmo local po-
duzem descenso suficiente na funcdo ohjetivo. O ingrediente principal para as provas desta
secdo € a teoria dos métodos quase-Newton de ponto fixo, introduzida recentemente por
Martinez [1992]. Na Segio 2.3 apresentamos o algoritmo de regido de confianca RCMRI,
cuja convergéncia global para pontos estaciondrios de primeira ordem segue dos resul-
tados apresentados no Capitulo 1. Com o uso de matrizes Hessianas verdadeiras neste
algoritmo, provamos que todo ponto de acumulagio é estaciondrio de segunda ordem.
Finalmente, mostramos que numa vizinhanga de um ponto que satisfaz condigdes sufici-
entes de segunda ordem os algoritmos local e RCMRI coincidem, e portanto o algeritmo
RCMRI também tem propriedades de convergéncia local. Na Secdo 2.4 definimos uma
implementacéo do algoritmo RCMRI para o caso de uma restrigio esférica. Para encerrar,
a Segdo 2.5 € destinada a algumas observacdes finais.

2.2 O METODO LOCAL.

‘Nesta secdo definimos uma algoritmo local para resolver o problema de minimizagao
com restrigées de igualdade (MRI). Em outras palavras, introduzimos um métedo que
estd bem definido numa vizinhanga de uma sclugdo apropriada, provamos convergéncia
do método para pontos iniciajs suficientemente préximos desta solugédo e apresentamos
condi¢des para a obtengdo de convergencia superlinear.

Definimos o problema MRI como se segue:

;1;:1 ;:((i)) 0 (2.2.1)

onde f: R* = R,h: IR* — R™ e f,h € C*([R"). Denotamos por k'(z) € R™" a
matriz Jacobiana de h(z) e definimos § = {2 € IR" | h{(z) = 0}. || - || denota uma norma
arbitriria em IR”.

0 método local para resolver (2.2.1) é definido pelo Algoritmo 2.2.1 a seguir:

Algoritmo 2.2.1 (Local)

Seja zg € 5 uma aproximacio inicial para a solugdo de (2.2.1).
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Dados z; € R*, By € R**", By = BF, calculamos 24, como a solugdo y de:

min %(y - Cﬂk)TBk(y —z) + 9?(9’ — o) i
sfa h{y)=0 L (222)

onde gr = glex) e g =V /.

A solugdo de (2.2.2) existe e é tinica apenas sob circunstancias especiails, que serao
estudadas posteriormente. O Algoritmo 2.2.1 pode ser interpretado como um método
quase-Newton de ponto fixo no sentido de Martinez [1992]. Dados z € R* ¢ B € R**"

simétrica, definimos ®(z, B) como a solugao de

min 3(y — )7 Bly —z) + g(z)"(y — z)

0
sfa Myl =0. (2-2.3)
Assim, o Algoritmo 2.2.1 pode ser escrito como
Tpy1 = (I)(:E;:, Bk). (2.2.4)

Analogamente a Martinez [1992], denotamos por ®'(z, B) a matriz Jacobiana com
relacao a ¢. No lema a seguir calculamos esta matriz.

LEMA 2.2.2. Suponhamos que para algum = € IR*, B = BT, (2.2.3) tem uma tnica
solugdo y, onde posto (A'(y)) = m,u € IR™ € o vetor dos multiplicadores de Lagrange
correspondente e

2T [B + ipiv%(y)} z>0 (2.2.5)

=i
para todo z € N {1'(y)) (espaco nulo de A'(y)),  # 0. Entdo
- kat! -1
®(x,B) =P lPl (B + Zpgvghg(y))lj} PI(B -V f(z)), (2.2.6)

i=1
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onde P € R™ ™™ ¢ uma matriz cujas colunas formam uma base para M (A (¥)).

Demonstragdo. Se y € JR™ é uma solugio de (2.2.3), pelas condiges de otimalidade de
Lagrange temos que

By -z) + g(z) + M(y)Tpe = 0 .
_ hy) = (2.2.7)

!
o

(2.2.7) é um sistema com n + m equagdes nao-lineares nas variaveis z,y, B e . Como
m

B+ wiVihi(y) W(y)"
1'—-

=1

K(y) 0
Assim, podemos aplicar 0 Teorema da Fungdo Implicita em (2.2.7), obtendo, pela
derivagdo em relagao a 2, que:

posto (R'(y}) = m e por (2.2.5), a matriz ( ) é nio singular.

=1 c 0

( B4 ihft(j%i(y) hf(s)f ) ( ¥z, B) ) _ ( B = V(@) ) L @29

onde C € a matriz das derivadas de g em relacao a . Portanto,

[B + §m: 1V, (y)] ®'(x,B) + K(y)TC = B — V*f(2) (2.2.9)

A (y)®'(x, B) = 0. (2.2.10)

Por (2.2.10), existe M € R(*™™)X" tal que

®'(x, B) = P M. (2.2.11)
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Substituindo (2.2.11) em (2.2.9) e pré-multiplicando por PT, obtemos

PT {B + i ,u,-Vghz-(y)J PM = PT(B — V*f(2)).

=1

Logo,

M= {PT [B + i p,:vgh‘:(y)J P}_1 PT(B — Vf(z)). (2.2.12)

=1

Desta forma, (2.2.6) segue de {2.2.11) e (2.2.12). 0O

Hipdteses Locails Gerais, Vamos supor que z, € /K" é uma solugio de (2.2.1) onde
h'(x,) tem posto completo e valem as condigbes suficientes de segunda ordem para um
minimizador local, isto é,

Gz >0 (2.2.13)

para todo z € N(h'(z.)),z # 0, onde (. = V2§ Z Vhi(e.) e u* € R™ éo
i=1
vetor dos multiplicadores de Lagrange associado a ( 21) e

Pelo Teorema de Fungdo Implicita, estas hipdteses garantem a existéncia de
®(z, B) e ®'(z, B) numa vizinhanga @ x D de (., V2f(2.)). Além disso, podemos
assumir que z, = ®(z,, B) para todo B € D e portanto por (2.2.6),

®'(z., B) = P. [Pj’" (B-Jr im(B)V?h,-(a:,.)) P,} B V() (22.14)
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onde ¢(B) € IR™ é o vetor dos multiplicadores do problema (2.2.3) e P, é uma matriz
cujas colunas formam uma base para M (h'(z.)).

A continuidade de ®'(x., B) com relagio a B em D é garantida por argumen-
tos elementares, com uma possivel restricio em . Também assumimos que existem
L,p > 0 tais que

18 (z, B) - & (z., B)|| < Lz — z.|? (2.2.15)

para todo z € , B € D, Claramente,

d'(z,,Vif(z,)) = 0. (2.2.16)

Esta discussfo nos permite provar o seguinte teorema de convergéncia local.

TEOREMA 2.2.3. Suponhamos que f,h,z, satisfazem as Hipoteses Locais Ge-
rais. Dado r € (0,1), existem € = ¢(r) e 6 = §(r) tais que se ||z — a.|| < c e
“B - ng(g:*)[l < é, entdo

10{z,B) —z.|| <rlle—a.|. - (2.2.17)

Além disso, se lzp—a.)| < e e l|Br—Vif(2,)]| € §paratodo k =0,1,2,..., aseqiiéncia
gerada pelo Algoritmo 2.2.1 estd bem definida, converge para z, e satisfaz

< rllze - 2.

2541 — 2

para todo £ =0,1,2,....

Demonstragdo. O resultado segue de (2.2.15), (2.2.16) ¢ (2.2.6) como conseqliéncia do
Teorema 3.1 de Martinez {1992}, O
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A propriedade estabelecida pelo lema a seguir serd utilizada na prova de que o
Algoritmo 2.2.1 produz descenso suficiente na funco objetivo de (2.2.1).

LEMA 2.2.4. Suponhamos vélidas as hipéteses do Teorema 2.2.3. Se u* €
IR™ € o vetor dos multiplicadores de Lagrange associados a (2.2.2), entdo existem
1,63 > 0, ko € IV tais que ||| < 1 e

(2rs1 = 2" (B + i“fvihi(%))(mu — Tg)
H:c;: — 2|2 Z e (2.2.18)

para todo &k > ko.

Demonstragdo. Segue do Teorema 2.2.3, de (2.2.13), da continuidade dos multiplica-
dores de Lagrange e do fato de que h{z;) = 0 para todo k€ IN. O

No préximo teorema apresentamos uma condi¢do do tipo Dennis-Moré para con-
vergéncia superlinear da seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.2.1. A condigao do tipo
Dennis—Moré associada a convergéncia superlinear de algoritmos PQS (Boggs, Tolle
e Wang {1932]) envolve o efeito da aproximagdo da Hessiana do Lagrangeano no in-
cremento. E interessante observar que quando nao aproximamos as restricdes pelos
seus modelos lineares, a condigio para convergéncia superlinear estd associada com as
aproximagoes para a Hesslana da fungio objetivo.

TEOREMA 2.2.5. Suponhamos validas as hipdteses do Teorema 2.2.3. Se

o MBs = V7 @) @10 — 1)

koo e — @il]

=0 (2.2.19)

entao
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w2
lim oo = 0. (2.2.20)

Demonstragdo. Por argumentos elementares de continuidade, (2.2.19) e (2.2.6) impli-
cam em

i W8, Be) = #/(22, VS (e )los1 - 20

= 0. 2.2.21
dm [ (2:2:21)

Portanto, (2.2.20) segue do Teorema 4.2 de Martinez [1992]. O

O teorema a seguir estabelece a ordem de convergéncia do Algoritmo 2.2.1 usando-
se os Hessianos verdadeiros (versio Newton).

TEOREMA 2.2.6. Suponhamos validas as hipéteses do Teorema 2.2.3. Se, para
todo k € IN, By = V?f(z;), entdo existe ¢ > 0 tal que

P+l (2.2.22)

ek — ]| < cllas - .

onde p satisfaz a hipétese (2.2.15).

Demonstragdo. O resultado segue do Teorema 4.3 de Martinez {1992]. 0O

O dltimo resultado desta secdo tem por objetivo fundamentar as propriedades
de convergéncia global do método. Em linhas gerais, estabelece que numa vizinhanga
apropriada de z,, se a condicdo de Dennis-Moré ¢ vélida, entdo uma propriedade de
descenso suficiente é satisfeita.



TEOREMA 2.2.7. Suponhamos validas as Hipdteses Locais Gerais,
f,h € C3(R"),a € (0,1). Suponhamos ainda que {2} é uma seqiiéncia arbitréria de
pontos que satisfazem as restrigdes de {2.2.1) e convergem a z.,{Bi} é uma seqiiéncia
de matrizes tal que ®(z;, By) estd bem definida para todo k € IV e

. NBr = V3 (z)lsill _

lim = . (2.2.23)
P
Entdo, existe ky € IV tal que para todo & > ko,
flaw + 8) < flon) + avhilsy), (2.2.24)

onde s = ®(xx, Be) — zx € ¥i(s) = gf's + 15T Bys para todo s € R™.

Demonstragdo. Pelas condi¢des de otimalidade de primeira ordem para (2.2.2), existe
u* € R™ tal que

Brsk + g + A (y) T uf =0 (2.2.25)

para todo k& € IN, onde y;, = z; + ;. Por (2.2.25),

gi sk = — () W () sk — 1 Bisy. (2.2.27)
Pela féormula de Taylor temos, para 1 = 1,2,...,m, que
. 1 .
hg(ﬂ:k) = h,-(yk) — hg(yk)sk + §S£V2h;(yk)3k -+ O(”Skllz). (2228)
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Como hi(zy) = hi{y,) = 0, de (2.2.28) segue que

, i
—hi(yx)sk + Esfvzhe(yk)sk +o(||sx1?) =

Logo,
i#f [—hi(yk)Sk + %ngzh:‘(yk)ﬁk +of[|se1*)] = 0,
isto é,
A Hoe)se = 5o (M Phion)) st (6 o),

Por (2.2.27) e (2.2.29) temos

™

oFsy = —s] [Bw 3 v ya)]sk (@) ols]2).

Pela férmula de Taylor temos

) = fla) + gf s + }'SLV Flase + o(flsell?)-

Entéo, por (2.2.30) e pela limitacio de ||z*|,

Fl) = 1(e) = 557 |2By — T (e) + 3o i) 50+ ol

=1
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Mas, pela condiggo {2.2.23

~~~~~ 8), N(Bx — VA f(zi))sell = ollfsill)-
Logo, de (2.2.32) segue que

) = 1) = 3 Bt ST sk ol 223

Portanto, como h € C*(IR") e pela limitagio de |||

o p
Fla) = Sl = gsi [BL + l};ﬂ“vg )} Sk
1-4a
o 9 ot [Bk + Z#f‘\_f h; (M)] sk + of[|=11%) (2.2.34)
=~ i=1
onde @ € (e, 1).
Mas, pelo Lema 2.2.4, existem ¢, > 0 e kg € IV tals que para todo &k > kg,
1—
( 3 )sk [BL + Zpl‘v?‘h, a,k)] se 2 ollsl|® (2.2.35)
i=1

Como —eoljsill® + of||sell®) < 0 para k suficientemente grande, concluimos que,
para k suficientemente grande,

FOR) S flow) = 35T [ B 350t hta) s

(2.2.36)
=1
Agora, por (2.2:30),
1 Lk R
- §SE B + ngvghi(u)] Sy = gi sk + 533 Bysg + o({lsk|*)- (2.2.37)
i=1
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Assim, por (2.2.36) e (2.2.37)

flys) < f(ml)__‘sk B£+ZM‘V2 )}3"_69 {BL+Z£VJ& m’”]

=

=1

= flz) +algis + *SLB:«SL +olllss)) - = 5 lBk + vazh, }

Z

@ -
= flon) algfou + T Busdd - 5 Bt ST )] oo + o)

= =1
e (2.2.24) segue do Lema 2.2.4. O
2.3 O ALGORITMO RCMRI - RESULTADOS DE CONVERGENCIA.

Nesta se¢do introduzimos um algoritmo de regido de confianga para resolver o
problema MRI (2.2.1). A sigla RCMRI corresponde a Regides de Confianga para
Minimizagio com Restri¢des de Igualdade. Assumimos que f,h € C3(JR™).

Algoritmo 2.3.1 (RCMRI)

Seja 29 € JB™ uma aproximagdo inicial, h{xq) = 0. Sejam 7, 7, @, A, A tais
que 0 < €71 < L € (0,1),Amin > 0,A® > A;n. Dados 2 € IR tal que
h{zy) = 0,A% > ALin e By € RV B, = B}:, 0§ passos para se obter xi., e Ay séo
0s seguintes:

Passo 1. Faca A «— AF

Passo 2. Calcule 5;(A), uma solucao global de
min i(s) = 1T Bys + gf's
sfa  h{zy + 3) =0 (2.3.1)
sl <A
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Se ¥ (Si(A)) = 0, parar.
Passo 3. Se

Flar +3:(D)) < flax) + avu(3:(A)), (23.2)

defina zpq = 2 + (D), A=A,

escolha AM1 > A e Biyy € R™”, Bryy = B,
sendo, faca A «— A0,

onde Aoy, € [7||3:{A)], 2A)

volte para o Passo 2.

O restante desta secdo é dedicado & prova de que todo ponto limite de uma
seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 2.3.1 satisfaz condi¢es de otimalidade.

DEFINICAO 2.3.2. Dados z € IR* tal que h(z) = 0 e b > 0, dizemos que
v :[—=b,0] — IR™ é uma curva factivel passando por x se

a) h{y(#)) = 0 para todo t € [, b];
b) v € C*([=b,8)), v(0)#0;

c) ¥(0) = a.

TEOREMA 2.3.3. Se x. é um minimizador local de (2.2.1) entdo, para toda curva
factivel passando por z,, temos
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(fo)"(0) 2 0. (2.3.4)

Demonstragio. Trivial pois 0 é um minimizador local de foy:[-bb —- R O

O Teorema 2.3.3 motiva a seguinte definigdo:

DEFINICAO 2.3.4. Dizemos que z. € S é um ponto estaciondrio de (2.2.1) se para
toda curva factivel v passando por z, temos (2.3.3) e (2.3.4) satisfeitos.

No Teorema 2.3.5 a seguir mostramos que o Algoritmo 2.3.1 para apenas se o
ponto € estacionario.

TEOREMA 2.3.5. Se B, = V?f(z;) e o Algoritmo 2.3.1 para no Passo 2
(1p1(3:(A) = 0}, entdo xx é um ponto estaciondrio de {2.2.1).

Demonsiragio. Seja v uma curva factivel passando por xp. Como #(0) = 0 =
Pr(3:(A)), segue que 0 é uma solugdo de (2.3.1). Sendo 0 um ponto interior da regido
factivel de {2.3.1), temos (1, 04)'(0) = 0 e (¢ 07)"(0) > 0. I facil ver que estas duas
condigdes implicam em (2.3.3) e (2.3.4). O

O préximo teorema estabelece que se o Algoritmo 2.3.1 ndo para no Passo 2, entéo
a k-ésima iteragdo é concluida num tempo finito.

TEOREMA 2.3.6. Sc z; ndo é um ponto estacionario de (2.2.1) e B, = V2f(xy),
entdo xp,q estd bem definido pelo Algoritmo 2.3.1.
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Antes de demonstrarmos o Teorema 2.3.6, precisamos de algumas defini¢des e le-
mas técnicos.

DEFINICAO 2.3.7. Dada v, uma curva factivel passando por z, definimos, para
A >0,

T+ (v,A) = min{t € [0,8] | [|[7(¥) - 1(0)| = A},
(7, D) max{t € [~5,0] | |Ir(t) —v(O)f = A}.

]

LEMA 2.3.8. Vamos supor que v : [—b,b — IR*,~ : [-bb] — R",b > 0,
5, ¥ € C3([—b,8]) para todo k€ IV,v(0) # 0 e kli_rn 7% — || = 0, onde

18lls = max{{IB@), B 18" @I, 18] 1 & [=b,5]}.

Entéo existem cg,cq, A > 0,k € IV tais que 7, (75, A),7_ (76, A), 7.7, A), 7_(7, A)
estdo bem definidos e

C3.f_\.u § T-i-(’TkaA) § C4A
CgA S |T...(‘}(|[“ A)l g C.-lA
C3Q § T+(’)’,A) S C4A
GA S (7, A)] <eA

———
Q%]
LA
A

e

para todo A € [O,Z],k > ko.
Demonstragdo. Segue fazendo-se uma pequena adaptacdo na prova do Lema 1.2.5. O

LEMA 2.3.9. Se % é um ponto regular de § = {z € R" | h(z) = 0} (Luenberger
[1984], p. 314} entdo para toda curva factivel v : [—b, b] — S passando por T e para toda
seqiiéncia {z1}jo, C S convergindo a T existem b; € (0,0) ey : [~b1, 0] — 5§ (k€ IV)
seqiléncia de curvas factivels passando por 2y tals que

Jim f —[ls=0. (2.3.6)
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Demonstragio. Este resultado € uma conseqiiéncia do Teorema 1.2.7. O

Demonstragio do Teorema 2.8.6. Como zp ndo € um ponto estaciondrio, existe
v : [—b,b] = § curva factivel passando por z tal que

(foy)'(0) = g(z)™¥'(0) < 0 (2.3.7)

ou

(foy)(0)=0, (fon)'(0) <. (2.3.8)

Se ocorre (2.3.7), a demonstra¢ao segue andloga a do Teorema 1.3.3. Resta con-
siderar a possibilidade (2.3.8). Assim, temos

(F o n)'(0) = YOV f @i}/ (0) + 977" (0) = @ <0.  (23.9)

Seja A > 0 tal que 7.(A) = 7.(y,A) e 7_(A) = 7_(7, A) estdo bem definidos e

r
sejam ¢z, ¢4 > 0 tals que vale (2.3.5) para todo A € [0,A]. Do Passo 2 do Algoritmo
2.3.1 temos

Pr(Se(A)) < he(r{t) — =)
= =(7(t) = we) TV f () (v(t) = ) + glox) (v(8) — 2x) (2.3.10)

onde t = 7. (A) ou t = 7_(A).

t?

Agora, ¥(1) = v(0) + t+'(0)+ 5 +"(0) 4 o(t?), portanto
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Pu(5H(A)) € SOV (ex)7'(0) + g(e)T(0)) + tg(en) 7' (0) + o{#). (2:3.11)

Mas, por (2.3.8), g{zx)7+'(0) = 0 e por (2.3.5) temos

A GRG0 () (0) + g(a ) + 25
Por (2.3.9) segue que
‘“‘(EA"EA” < % + OE;Z) (2.3.12)
Entao por (2.3.12) temos
lii‘[lsoup l—(ig—f_\—n < ?—2&3 <0 (2.3.13)
e portanto existe A > 0 tal que
para todo A € (U,E].
Definimos, para A > 0,
iy = ot 5(8) 1) 2315)



Entéo, se A € (0, ], por (2.3.14) e (2.3.15) temos

(A ~1] = f(*"f'k+§k(A)ik*§f((3))—w?k(m)

oSe(A)7) _ %) A7 1 o)
Ba(G(A)] T AT [a(EA)] T el A7

Portanto

- =1. 3.1
lim p(A) =1 (2.3.16)

Em decorréncia de (2.3.16), apds wmn nimero finito de redugdes no raio de con-
fianca, a condigdo {2.3.2) é satisfeita e entdo 14 esta bem definido. O

Apresentamos a seguir o resultado de convergéncia global do Algoritmo 2.3.1.

TEOREMA 2.3.10. Suponhamos que a seqiéncia {a;} é gerada pelo Algoritmo
2.3.1 com B, = V*f(2),z. € S é regular e kli}:((] 2 = «, onde Iy é um subconjunto
ASFAY ]

infinito de IV. Entdo . é um ponto estacionério do problema (2.2.1).

Demonstragdo. Vamos considerar duas possibilidades:

klel}f'l Ar=10 (2.3.17)
ou
klel}l% Ap > 0. (2.3.18)

Assumimos inicialmente a validade de (2.3.17). Entdo existe I, subconjunto
infinito de Iy, tal que
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keI,

Logo, existe k € IN tal que Ay, < A, para todo k > ko k € IK,. Mas,
a cada iteracio k tentamos inicialmente o raio A* > A,;.. Portanto, para todo
ke Ky ={ke K, | k> k)}, existern Ay e $x(Ay) tais que :(A;) é uma solugio
global de:

min  ¥x(s)
sfa h{zp+s)=0 (2.3.20)
sl < Az
Flon+ 5B > flw) + aba(5:B0)) (23.21)

Pela atualizagio do raio de confianga no Algoritmo {2.3.1), para k € IK5 temos:

A > Tlllg;‘(z;,)“ (2322)

Desta forma, por (2.3.19) e (2.3.22)

kleiﬁgs 15:(Ag)|| = 0. (2.3.23)

Suponhamos que z, nao seja estacionirio. Entdo existem b > 0,~v:[-b,8] — §
uma curva factivel passando por z. tal que

(f 07)(0) = g(z.)™¥'(0) < 0 (2.3.24)

ou

(f 07)(0) = gy (0) = 0 (2.3.25)



(f 0 7)"(0) = (0 V*f (2. )7/ (0) + g(2.)T1"(0) = a < 0. (2.3.26)

Se ocorre (2.3.24), a prova segue a mesma estrutura do Teorema 1.4.1, onde foram
consideradas condi¢des de estacionaridade de primeira ordem. Assim, devemos nos de-
ter ao caso em que ocorrem (2.3.25) e {2.3.26). '

Como =z, ¢é regular e LliJILTI(l = z., pelo Lema 239 existem
VE 3

¥ e (0,b) ey : [V, 0] — S (k € K,) seqiiéncia de curvas factiveis passando por
T tais que

i . — = 2.3.
dip e —7lla = 0. (28.27)

Por (2.3.27) e pelo Lema 2.3.8, existem k € IN, A > 0 tais que
1 {7 A), 7= (v, A)y 7 (7, AY e 7 (v, A) estio bem definidos para todo £ € I, =
{k€ Ks|k>ks},A € [0,A]. Além disso, (2.3.5) vale para todo k € Iy, A € [0, A].
Seja ks € IN tal que

I5:(A)]| < & (2.3.28)

paratodo k € s = {k € K, | k > ky}. Ha duas possibilidades para a definigao de #;:

te = (v, |5:(D8)])
. (2.3.29)

te = 7 (e, Sc (AR -

Faremos abaixo a escolha conveniente. De qualquer forma, pele Lema 2.3.8, para todo
'k € I temos

- esll(BR)|| < [ta] < callSe (B (2.3.30)
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Agora, como 3;(Ax) é minimizador global de {2.3.20),

Pe(3e(Br)) < a(m(ts) — m(0) = &[M] Tvzf(xk)[’m(tk) - 'rk(U)}
2 123 ir
+ tig(en)” [—w—7k(tk) - '“(0)]. (2.3.31)
12

Mas, pelo teorema de Taylor, como por (2.3.6) as derivadas terceiras de ~y; sao
limitadas, temos

2elte) = %0) _ s gy 4 %“wi’ (0) +

=Yk (2.3.32)
173

De (2.3.31) € {2.3.32) segue que

2

% Y(0)7 9 (i) (0) + g(=e) 4 (0) | + trg (@) 74(0) +o(£3). (2.3.33)

be(3e{Ar)) < 5

Trocando  por i, onde 7 = %1 é escolhido de modo que

trg(ae) 74(0) <0, (2.3.34)

segue de {2.3.30), (2.3.33) e (2.3.34) que

P (3e(Ar)) Ap)) < Gz%("gk(zk))
Is:(B0)F — Z £

E(TL(O)TVZJ”(&:;:)‘}(L(U) + g(ae) v (0)) +

oft3)

i (2.3.35)
ik

71



Desta forma, por (2.3.23), (2.3.26) e (2.3.27),

. ¢( ( k) 3 2 ! "
limsup TS < SOV @O + gl ™0) = 55E <0

Portanto, existe ks € IV tal que para todo k € Ky = {k € Is|k > ks} temos

$u(51(B4)) % _ o) (2.3.36)

Definimos, para k € K,

o T + 5:(Ar)) — flax)
D WNENEN) . (2.3.37)

Entdo, por (2.3.36),

e+ 5:(Bk)) = flax) — di(55(As))

1'15.1:_” = %bk(gk(zk))_ B _
(5B _ olsEP) 15EE 1 ol
|1 (3 (A))! 1A [e(E(AD] ~ lesl [15:(Ax)1

Logo,

lim 7, = 1. | (2.3.38)

kel

Como (2.3.38) contradiz (2.3.21), x; é estaciondrio neste caso.



Suponhamos agora a validade de (2.3.18). Como L]é'%r; zx = 2. € {f(z)} é estri-
i

tamente decrescente, temos que

Jm (f(2re1) = fz2)) = 0. (2.3.39)
Mas, por (2.3.2),
| flzra) < flex) + adr(3:(Ar)). (2.3.40)

Logo, de (2.3.39) e (2.3.40) segué que

kleiﬁ'll "rbk(gk(Ak)) =0. (2341)

Definimos A = inf A, > 0 e s, solugdo global de
ke

min %STvgf(ﬂa‘*)s +g(z.)Ts
sfa R{z.+s)=0 (2.3.42)
s < A/2.

Seja kg € I(; tal que para todo k € K7 = {k € IK; | k > ks} temos

e — 2.l < Af2. (2.3.43)

Definimos, para k € JK;,

8 = ¥u + 8y — Tp. (2 3.44)

Por (2.3.42) e (2.3.43) temos, para todo k € K+,
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1kl <A < A (2.3.45)

Além disso,

T+ 8 =2+ 8. €S (2.3.46)

De (2.3.45), (2.3.46} e (2.3.1) segue que

Pi(3K(Ar)) < ¥i(3k) (2.3.47)

para todo k € JK;. Logo, por (2.3.41), (2.3.44) e (2.3.47),

. [1.5 . T
klé}}{xf 5% V2 f(@e)dk + g() 8

lim d’k(gk(Ak)) = (.

ey 8

1
ST (w)s. + gla)"s.

&

IV

Portanto, 0 ¢ minimizador de (2.3.42). Assim, z, é estacionario neste caso € a
prova esta completa. O

TEOREMA 2.3.11. Suponhamos validas as hipdteses do Teorema 2.3.10. Se z. é
um ponto limite de {z1} que satisfaz as Hipdteses Locais Gerais da Segéo 2.2, entao
toda seqiiéncia {x;} converge para w. ¢ existe ¢ > 0 tal que vale (2.2.22).

Demonstracdo. Como wz, satisfaz as condigbes suficientes para um minimizador lo-
cal estrito, existe 1 > 0 tal que z. é o tnico ponto limite de {z;} no conjunto
{z € S| ljz—=a| < a1} Sejacey € (0,61). Por {2.2.17), existe €3 € (0,22) tal
que
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|®(z, V3f(2)) - zl| < &1 — &, (2.3.48)

sempre que ||z — .|| £ 3. Definimos

m = min{f(z) [z € Se3<|[z—z.f <1} e

U = {zef||lz—=z.|| <& e f(z)<m}.

Claramente U é um conjunto aberto, z. € U e ||¢ — z.|| < &3 para todo z € U.
Como z, é um ponto limite de {x,}, existe kg € IV tal que z;, € U. Agora, por
(2.3.48) e pela definicio do Algoritmo 2.3.1,

Zror1 — Tho || < ([ @(2hy, VS (1)) — Tio]] < €1 — €2, (2.3.49)

Desta forma, ||@g41 — Zul] < |2k, — Toll + || Zhes1 — T || < &1

Pela defini¢do do algoritmo, f{zr41) < m, portanto 24,41 € U. Por um argu-
mento de indugdo, podemos mostrar que & € U para todo & > ky. Assim, a seqiiéncia
converge para x,. .

Agora, por (2.2.17), lim |®(zx, V2f(2x)} — @]} = 0. Entdo, existe & € IV tal
e
que | ®(zx, V2f(2r)) - || < Apmin para todo k > k.

Portanto, para & > k;, o primeiro ponto 3;(A) a ser testado no Passo 3 do Algo-
ritmo 2.3.1 € tal que ||3:(A)]] = ||8(zy, V2 (1)) — 21|l

Mas, pelo Teorema 2.2.7, existe k2 > ki tal que este incremento tentativo satisfaz
(2.3.2) para todo k > k;. Isto significa que o Algoritmo 2.3.1 coincide com o Algoritmo
Local 2.2.1 para todo k& > ke. Assim, o resultado desejado segue do Teorema 2.2.6.
O
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2.4 REGIOES DE CONFIANCA EM ESFERAS EUCLIDIANAS.
Nesta secao estudamos o caso em que

S={zeR||z|| = R) (2.4.1)

onde R>0el || éanorma euclidiana em R".

Para calcularmos 5.(A) no Passo 2 do Algoritmo 2.3.1, vamos considerar o se-
guinte problemas:

min  x{s)
sfa lls+zx]| = R (2.4.2)
sl < A

Analogamente ao que fizemos na Segdo 1.5, vamos considerar os seguintes subpro-
blemas relacionados com (2.4.2):

min  {s)

sfa st ol = B (2.4.3)

min 5 (s)

sfa |ls+zli=R (2.4.4)
sl = A

Com base nos subproblemas (2.4.3) e (2.4.4), o algoritmo a seguir calcula 3,(A)
solugdo global de (2.4.2) usando essencialmente soluges globails e locais de (2.4.3) e,
se necessario, a solucao global de 2.4.4. A sigla MINESF significa Minimizagio em

Esferas.
Algoritmo 2.4.1 (MINESF)

Passo 1.  Defina sg a solugdo global de (2.4.3) que minimiza ||s|.
- Se |lsg|| < A, defina 3;(A) = sg e pare.

Passo 2. Faca C = ¢
Se existe sy solucdo local-ndo global de {2.4.3) e ||spll < A, faca
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C= {SL}.

Passo 3. Calcule § solucao global de (2.4.4).
Faca C « ClJ {§}.

Passo 4. Defina

31(A) = arg min{yi(s)|s € C}.

TEOREMA 2.4.2. O Algoritmo 2.4.1 estd bem definido e calcula um minimizador
global 3. (A) de (2.4.2).

Demonstragdo. Segue do Teorema 1.5.8, considerando-se que o Algoritmo 2.4.1 é uma
versio simplificada do Algoritmo 1.5.7. O

2.5 OBSERVACOES FINAIS.

Neste capitulo introduzimos um método de regido de confianga para probhlemas de
minimizacao com restri¢des de igualdade (MRI), onde néo se utiliza linearizagdo das
restrigdes. Na verdade, a abordagem deste método dé continuidade & do Algoritmo
RCARB, introduzido no Capitulo 1, para problemas com restrigoes arbitrérias. Isto
porque no caso do problema MRI, além de provarmos convergéncia global de segunda
ordem, também apresentamos resultados de convergéncia local usando a teoria dos
métodos quase-Newton de ponto fixo introduzida recentemente por Martinez [1992).
A classe de problemas para a qual esta nova abordagem se aplica, no entanto, ainda
é limitada pela dificuldade de se resolver os subproblemas., De qualquer maneira,
tendo em vista as considerages apresentadas no Capitulo 1, propusemos um algoritmo
para resolver problemas com uma restricdo do tipo esfera euclidiana. Tals problemas
aparecem de maneira natural na regularizacdo de problemas mal-postos (Vogel [1990})
e ainda em formulagdes para o Problema do Vetor Inicial na teoria de codificagao,
conforme detalhado no Capitulo 5 deste trabalho.
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CAPITULO 3

METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA PARA

MINIMIZACAO COM VARIAVEIS
CANALIZADAS

3.1 INTRODUGAO

Neste capitulo consideramos o problema

min f(z)

sla 0<z<u (3.1.1)
onde f : R™ — IR é diferencidvel no conjunto factivel {z € R" | £ < = € u}, que nio pre-
cisa ser limitado. Estamos particularmente interessados no caso em que n é grande. Pro-
blemas de grande porte com varidveis canalizadas como (3.1.1) aparecem com frequéncia
em aplicagbes. Além disso, a importancia de se desenvolver algoritmos eficientes para
{3.1.1) vem sendo reforcada nos tltimos anos por Conn, Gould e Toint [1988a-b, 1989,
1990]. Estes autores mostraram que praticamente qualquer problema de programagao
nao linear de grande porte pode ser resolvido eficientemente atraves de técnicas de La-
grangiano Aumentado, desde que se tenha & disposi¢do um bom método para se resolver

(3.1.1).
Propomos um algoritmo de regido de confianga para resolver {3.1.1) (ver Dennis e

Schnabel {1983), Fletcher [1987], Moré [1983], Sorensen [1982)). A cada iteragdo de nosso
algoritmo consideramos o problema de minimizar uma quadratica (nédo necessariamente
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convexa) na caixa resultante da intersecio da caixa original ({ < z < u) com a regido de
conflanga definida pela norma infinito.

Conforme € usual nos métodos de regido de confianga atuais, ndo é necessério resol-
ver precisamente o subproblema para se obter convergéncia global do algoritmo principal
(ver Conn, Gould e Toint [1988a]). Na verdade, uma condigio mais fraca relacionando o
valor do modelo quadratico com a solugio de um subproblema auxiliar bastante simples
é suficiente para provar que todo ponto limite é estacionario. A solugido do subproblema
auxiliar faz o papel do “ponto de Cauchy” ou do “ponto de Cauchy eprozimado” conside-
rado em outros métodos de regido de confianga para problemas com restrigoes {ver Conn,
Gould e Toint [1988a]). Apesar de sua simplicidade, mostramos que este ponto auxiliar
nao s6 se constitui num ingrediente necessério para a prova de convergéncia do algoritmo,
como também possui a propriedade de identificar o conjunto ativo correto, sob as mesmas
condigbes que o ponto de Cauchy e o ponto de Cauchy aproximado o fazem.

Nos trabalhos de Conn, Gould e Toint [1988a-h] é enfatizado que o ponto de Cau-
chy aproximado tem boas propriedades de identificagdo na pratica. Assim, no método de
regido de confianga proposto por eles para resolver problemas com restrigdes do tipo caixa
é imposto que as restri¢des que sfo ativas no ponto de Cauchy aproximado também de-
vem ser ativas no ponto tentativo considerado a cada iteragdo. Esta exigéncia (necessaria
para os resultados de identificacdo mas nido para a convergéncia) simplifica o processo
de se encontrar um ponto tentativo, pois viabiliza a aplicagao do algoritmo de Gradi-
entes Conjugados restrito ao conjunto ativo definido pelo ponto de Cauchy aproximado,
truncando-se o processo se alguma restrigio é violada.

Nossa abordagem difere da de Conn, Gould and Toint no aspecto discutido acima.
Na verdade, nao podemos afirmar que nosso “ponto auxiliar” tenha boas propriedades
de identificacio nas iteragdes iniciais. Neste sentido, a imposicio de que se mantenha
o conjunto ativo do ponto auxiliar ndo é razodvel em nosso caso, sobretudo quando a
aproximacio para a solucio ainda é ruim. Em conseqiiéncia deste fato, precisamos de
um algoritmo mais poderoso para a minimizagfo de quadraticas (nao necessariamente
convexas) em caiXas, que seja capaz de incorporar ou descartar restrigées eficientemente.
E por esta razio que investimos no desenvolvimento de um algoritmo eficiente para a mi-
nimizar uma quadratica com varidveis canalizadas. Este algoritmo generaliza um método
introduzido por Friedlander e Martinez [1994] e combina técnicas de gradiente projetado
com uma estratégia de restri¢ées ativas (ver também Dembo e Tulowitzki [1987], Moré
e Toraldo [1989, 1991}). Apresentamos um resultado de terminagéo finita sem hipdteses
de ndo-degeneragio e verificamos experimentalmente que apenas algumas iteragdes sio
suficientes para identificar um grande nimero de restricdes ativas corretas.
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Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: na Segio 3.2 descrevemos o al-
goritmo principal (BOX), provamos que esta bem definido e que todo ponto limite é um
ponto de Karush-Kuhn-Tucker para (3.1.1). Na Segfo 3.3 mostramos que, assumindo-se
uma condi¢io de complementaridade estrita, o conjunto das restrigdes ativas é identi-
ficado apdés um nimero finito de iteragbes. As Secdes 3.4, 3.5 e 3.6 podem ser. lidas
independentemente do restante deste capitulo. Na Se¢do 3.4 introduzimos um novo al-
goritmo (QUACAN) para minimizar uma quadratica (ndo necessariamente convexa) com
varidveis canalizadas. A prova da terminagio finita é feita na Secio 3.5. O algoritmo
QUACAN € capaz de encontrar a solugdo global no caso convexo, ou, no caso geral, um
ponto em que o gradiente projetado é pequeno dentro de uma tolerdncia pré-estabelecida.
Na Segio 3.6 descrevemos algumas caracteristicas importantes relativas a implementagao
do algoritmo QUACAN. Dedicamos a Secfio 3.7 & descri¢io dos experimentos numéricos.
Finalmente, na Se¢io 3.8 fazemos algumas observagdes finais.

3.2 0 ALGORITMO BOX - RESULTADOS DE CONVERGENCIA.

Vamos considerar o problema (3.1.1) com f continuamente diferencidvel para todo
2 € R" tal que £ < z < u. Denotamos g(z) = Vf{z).

Nesta segdo e na préxima, ||-|| = ||« |l2 e || - || denota uma norma arbitriria em IR,
bem como a norma matricial subordinada. Dada uma matriz simétrica B, denotamos por
M(B) < X(B) £... € ), (B) os autovalores de B.

Sejam 71,72,8, Amip ey taisque 0 <7 <1 < 1,0 € (0,1],Apin > 0evy € (0,1]. No
inicio do algoritmo de regido de conflanca temos um ponto inicial factivel arbitrario zp,
uma matriz simétrica By n X n {aproximacéo para a Hessiana}, uma matriz ndo-singular
Dy n x n (matriz de escalamento) e um raio inicial A® > A,.;». O papel das matrizes
de escalamento neste algoritmo € néo sé conferir um cardter mais geral & regido de con-
fianga adotada como também permitir um ajuste na ordem de grandeza de variaveis com
magnitudes muito diferentes. Dados um ponto factivel x;, By simétrica, D ndo singular
e AF > A .., 0s passos para se obter 24y e Ay sfio dados pelo seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.2.1 (BOX)
Passo 1. Faca A « A e calcule M} > 0 tal que

Ma(Bi) < M (3.2.1)
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Passo 2.

Passo 3.

Passo 4,

Observamos que no Passo 3 existe Zy(A) satisfazendo (3.2.3) ja que z

Calcule uma solugio global z,?(A) para

1
min Qx(z) = §Mk||z\]2 +g¥2
sfa £<zp+z<u
| Dezlle < A,

onde gy = g(zx). Se Qu(z2(A)) = 0, parar.
Calcule 7,(A) tal que

Ye(ZR(A)) < 1Qu(z2(A))
<z, +7(A) S
1D:Z(A)]2 < A

onde

Pi(z) = %

para todo z € IR™.

2T Brz + gf 2

Se

flai +2:(8)) < flzs) + 00:(Z:(A))

entdo defina zpy; = ap + Zp(A), Ap = A,

escolha AM? > A in, Bry € B™™, Bryy = Bl e retorne

senfo, A «— A, .., onde

Anovo c [Tlllezk(A)”#? TZA]

e volie para o Passo 2.

escotha possivel.

(3.2.2)

(3.2.3)

(3.2.4)

(3.2.5)

(3.2.6)

(A) € uma

LEMA 3.2.2. Se o Algoritmo 3.2.1 péra no Passo 2 (Qx(2¥(A)) = 0) entdo z, é um
ponto de Karush-Kuhn-Tucker (Luenberger [1984], p. 314) para o problema (3.1.1).
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Demonstragdo. Se (22 (A)) = 0 entdo 0 é um minimizador de (3.2.2). Logo, 0 satisfaz
as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker para (3.2.2). Mas isto claramente equivale a dizer
que z satisfaz as condigdes de Karush-Kuhn-Tucker para (3.1.1) e portanto a prova esta
completa, O

TEOREMA 3.2.3. O Algoritmo 3.2.1 estd bem definido. Em outras palavras, se o pro-
cesso ndo para no Passo 2 (com Qx(z7 (A)) = 0) entdo x,1 pode ser calculado repetindo-se
os Passos 2-4 um nimero finito de vezes.

Demonstragdo. Se z nao é um ponto estaciondrio (Karush-Kuhn-Tucker) para (3.1.1),
existe

d & R*,d # 0 tal que d é uma diregéo factivel e de descida. Assim,

<z + AMd<u (3.2.7)
para todo A € [0,1] e

gid <0 (3.2.8)

Logo, para A > 0 suficientemente pequeno, por (3.2.2) temos que:

0 Ad
Qk(zk (A)) S Qk(HDde#)
1o P . Aghd
==-M A .
2 IDwdl% " T [Dedly
Mas [ Dellgldly 2 [ Dadlls > AL Portanto,
P

LMPAYDRS | Agfd
DR 1Dedl

Qu(z2(A)) <

gid

Quzf(A) _ I MDPMNEA o ofd
1Dl

A Sy qap Y

Desta forma,
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Qu(z8(8) . ofd

limsu < < 0. 3.2.9
G R MIF 29
Assim, por (3.2.3),
. Pi(Z1(A)) v9id
imsu < < 0. 3.2.10
DEPTA S el 3210
Seja A > 0 tal que
Pr(Z:(A)) v9id
< ¢ <0 3.9.11
A S IDdaldl 321
para todo A € (0,4].
Definimos, para todo A € (0, A},
flar + 7(A)) — flz)
A)= 3.2.12
G NCAT) M-
Entéo, por (3.2.11) e (3.2.12),
flax +2(A)) - flax) — %(Ek(A))I
A)-1| =
lp(A) - 1 YNERTS)
< [z +7(8)) — flox) - gE?k(A)| Z{( D) Bz (A)
_I.
B 81A 261A
flax + 2(8)) — f(zx) —~ 92 2a(D) ‘ D% 1M eA
< - + , 3.2.13
SLEACP et O
onde ¢ é uma constante que depende da relagdo entre || - |} e || - ||4-
Desta forma, pela diferenciabilidade de f,
g_% p(A) =1. (3.2.14)

A equagdo (3.2.14) nos diz que apdés um ntmero finito de

redugbes no raio de con-

flanga (3.2.6), a condicdo (3.2.5) é verificada. Portanto, zj,.; estd bem definido. O
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Observagdo. LK interessante notar que se z, = —g/M;, entio ||z — z|? =
2 4 . ~ . qa a
A Qr(2) + [2]|2. Assim, z7(A) é a projecio euclidiana de z, na regido factivel de

(3.2.2). O célculo desta projecdo é trivial em muitas situagdes praticas, por exemplo, se
N = ||+ llco € Dx é diagonal. Isto sugere que || - [l 5€ja a escolha mais natural para
# g gere q

(R

A convergéncia global do Algoritmo 3.2.1 € provada no teorema a seguir.

TEOREMA 3.2.4. Vamos supor que {z;} é uma seqiiéncia infinita gerada pelo
Algoritmo 3.2.1, K; é um conjunto infinito de indices tal que Llen}g Tp = I, €
: 1

M | Dillg, 127 e € |A(By)| sdo limitados para k& € K. Entdo z, é um ponto es-
taciondrio (Karush-KKuhn-Tucker) para (3.1.1).

Demonstra¢do. Devemos considerar duas possibilidades:

klen].fg'l Ak =0 (3215)
ou
Jnf Ag > 0. (3.2.16)

Assumimos inicialmente que vale {3.2.15). Entfo existe K, subconjunto infinito de
K, tal que

Jlim Ay =0, (3.2.17)

Assim, existe k, € K, tal que Ar < Apn para todo k > ko, k € I, Mas, a cada

iteracdo k, tentamos inicialmente um raio A* > A, Entdo, para todo k € I =
{k € Ky | k> ky} existem Ay, 22(A1) e (D) tais que 27 (Ay) é uma solugio de

min  Qx{z)
sfa <z +z<u (3.2.18)
1Dezlle < A,
bi(Z(B1)) € 1Qu(=2(BY), (3.2.19)

84



Flzx +Z:(BA8) > flzy) + 807 (A1) (3.2.20)
e, por (3.2.6),

Ay Z 7| Dez(Ar) |4 (3.2.21)

Desta forma, por (3.2.17) e (3.2.21),

kleiIII\,ls | Dezs (Al = 0. | (3.2.22)

Suponhamos que z, ndo seja um ponto estaciondrio de (3.1.1). Entio existe
d € IR*, d £ 0 tal que

f<z, +Ad<u (3.2.23)

para todo A € [0,1], e

g(z)Td < 0. (3.2.24)

(3.2.23) implica na existéncia de k3 € I, k3 > %, tal que

(<o + Ag <u (3.2.25)
para todo k € Ky = {k € K3 | k > ks}, ) € [0,1].

Vamos definir para todo k& € Iy,
d, = IIDkEk(Zk)H#d.
| Dedl]] 4

Como || Dyd|| & > ||dll/1| P54 e | D5 Ml 4 é limitado para k € Iy, por (3.2.22) e (3.2.25)
existe ky € I, tal que

(3.2.26)

L<apr+d, <u (3.2.27)
para k € IK; = {k € IKy | k 2 kq}.
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Claramente, || Dydills = || DeZe(Ae)||x < Ax. Entdo, por (3.2.2), (3.2.3) e (3.2.26),
wEBr) < AQuERE) < 1Qulds) = 7[5 Mill sl + o ]

|1 D%k (Ak) |2 Td]
| Dxdl 4

1 -
< MDD Didilf” +

para todo k € K. Entéo,

be(Ze(Ar)  Oel(Ek(Br))

1Dze(B)lle | Dwdille
Lo DN D i gid
< =M , 3.2.28
S M Dl [Dadly (3:2.28)

para todo k € IKs.

Desta forma, pela limitacio de M; e ||D;'|4, pela equivaléncia das normas em
dimensdo finita, pela continuidade de g(2) € por (3.2.22} e (3.2.24), concluimos que existem
¢, <0 eks € IKs tais que

para todo k € H{G = {k = _H(5 | k = k5}

Entdo, pela limitagéo de || Di|l4, existe ¢s < 0 tal que para todo k € KK,

Yi(Zx(Ar))

AT, S < 0. (3.2.30)

Definimos, para todo k € i,

g = Lert BE ) 291
Temos que
Pr— 1 =ag+ b
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onde

Sz + Z(Br)) — flaw) — 9 2u(By)

dp = ==

Pi(Ze(Ax))

1z (Zk)TBfk(_A_k)
he(Z(Dr))

N | -

Agora, por (3.2.30),

|/ (2 + Z:(B4)) — Flzs) — of Ze(DBi)]

lag) <

leslllZc (Al 2
Tmax{{M(By)l, My}, x
Bl < 5 XA leall1Zx (A ) -

Entao, pelo Teorema do Valor Médio, klélf{l ar = 0. Além disso, por (3.2.30) e pela
6
limitagdo de (A (Bi)| e M, J.lei%} b = 0. Portanto g, — 1 tende para 0, o que contradiz
v €

(3.2.20). Desta forma, a possibilidade (3.2.15) ndo pode ocorrer se &, nao for estaciondrio.

Suponhamos agora a validade de (3.2.16). Como klei}}} Tk = . ¢ f{2z)) é estritamente
1

decrescente, temos

lim [f(:tk_;.]) - f('l:;,)] = 0. (3232)

kEK),
Mas, por (3.2.2), (3.2.3) e (3.2.5),

Flzg) + 0P (Z(AL))

flzep) <
< Flze) 4 6vQr(F(AL).

Portanto,

87



Jm Qu(z2(Ax) =0. (3.2.33)

Definimos A = kIGI}f(: Ay > 0. Sejam M, R > 0 tais que M < M e ||Dilly < R para
1

todo k € JK;. Seja z. uma solugio do problema
min g(z.)7z + 2|z
sfa £<a,+2<u (3.2.34)
lzlle < A2R.
Seja kg € IK; tal que para todo k € Iy = {ke K, | k = ke},

|z — 2.l < A/2R. (3.2.35)

Definimos, para todo k € I{7,

2 =%, — L} + Z.. (3.2.36)

De (3.2.34) e (3.2.35) temos

1 De2ell 4 IDellgllee = 22 + 2l

Rlllzy — @ullg +lzlig] SA <A, (3.2.37)

IATA

para todo &k € ﬂr{';..
Além disso, por (3.2.36), x) + Zr = 2. + 2. € entdo, por (3.2.34),

< g+ 3 <. (3.2.38)

Assim, por (3.2.37), (3.2.38) € (3.2.2),

Q28 (A1) < Qu(fe) (3.2.39)
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para todo k € K.

Agora, por (3.2.36), pela definicdo de M, por (3.2.39) e (3.2.33),

M M
T o 2: o Té' [ 2 >
9(z) 2 + ozl = Jim o s+ SAIE 2

> Jim Qu(%) 2 Jim Qu(=(84) = 0.

Desta forma, 0 é um minimizador de (3.2.34) e portanto z. é um ponto estaciondrio
de (3.1.1), o que completa a prova. D

3.3 IDENTIFICACAO DAS RESTRIGOES ATIVAS

Uma caracteristica esperada em qualquer algoritmo para resolver problemas de mi-
nimizacido com restrigbes é que haja identificagio das restrigGes ativas em um namero
finito de iteragdes. Quando isso ocorre, o algoritmo acaba se reduzindo a um método de
minimizagio irrestrita e entdo teoremas de convergéncia local (superlinear ou quadratica)
podem ser aplicados. Nesta se¢io provamos um resultado de identificagdo relativo ao
Algoritmo 3.2.1. Assumimos ao longo desta secdo que || - [[# = || - ||lco € que as matrizes
Dy sdo diagonals.

Para todo ¢ € IR" tal que £ < 2 < u, definimos A(z) C {1,2,...,2n}, o conjunto de
indices das restrigbes ativas em z, por

i €Az} [a)i=4
e , (3.3.1)
nt+i € Alz) & [z =w

onde [z]; denota a 1-ésima componente do vetor z.

O principal resultado desta segao é estabelecido pelo Teorema 3.3.5, para o qual os
Lemas 3.3.1 e 3.3.4 s3o resultados preparatérios,

LEMA 3.3.1. Vamos supor que {;} é uma seqliéncia infinita gerada pelo Al-
goritmo 3.2.1, J{; € um conjunto infinito de indices tal que Alei?} Ty = @, €
el
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M, || Dillg, | D5 s JA1(Bx)| séo limitados. Suponhamos ainda que [z.); = 4 e

% () >0(ouf2.]i=u; e % (z.) < 0). Entdo, existe &y € I tal que

o5 + 22 (An)): = [2.)s (3.3.2)
para todo k € K1,k > k.

Demonstrag¢do. Para todo k € IK; definimos §, € IR" por

. of
[gk]:' = —_(IA—)
Oa; (3.3.3)

[Ge); =0 se j#1¢

Chamamos de yx a projecio ortogonal de z;,+7,/M; na caixa {z € R* | £ <z < u}.
Como g_f_ (z.) # 0, por (3.3.3) e pela limitagdo de M existe k; € J; tal que
0

[ye]: = [x.ls }
e , (3.3.4)

lysl; = lexl; i # 5
para todo k > ko, k € IK;.

Vamos considerar dois casos:
(a) Existe k3 € JK; tal que

1Dy — )l < A (335)
para todo k > ks, k € K.

(b) Existe um conjunto infinito I, C K tal que

]|Dk(yk - .’Bk)”# > Ay (336)

para todo k € I,. '
Vamos analisar inicialmente a possibilidade (a). Se & > k;, temos que
[zr—gr My} < & (> w;). Entéo, como 22{Ag) é a projecio de —g; /My na regiio factivel

do problema (3.2.2), que neste caso é uma caixa, segue que [z + z2(Ag)]; = & (w;) para
todo k > k. Assim, o resultado desejado vale com ki = ky. '
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Consideremos agora o caso (b). Pela convergéncia de zy, para & € IK; e por (3.3.4)
temos que

dm flys —24llg = 0. (3.3.7)

Agora, pela limitagdo de || Dill4,

|1 Di(ax = yi)ll = 0. (3.3.8)

lim
ke K,

Logo, por (3.3.6) e (3.3.8), kleil% Ay = 0. Chamemos de A% = A¥ > Af > .. >

Aﬁ’;( y=D0ra seqiiéncia de raios de confianca tentada a cada iteragio k. Como A* > A,.;.
e A, — 0, existe ky € K tal que m(k) > 1 para tedo k& > k4, k € ;. Chamemos de
v(k) € {1,2,...,m(k}} o primeiro indice tal que

I1Dx(yr — wi) e > Ay (3.3.9)
Desta forma,
Agwy-1 2 IDklye — )l > Al (3.3.10)
Claramente, por (3.3.8),
: k
L]é]}’{l\f_l] Av[}.) = 0 (3311)

Mas, por (3.2.6), Aﬁ(k] > Tl!|DkEk(Afj(k)_l)|i#. Entdo, por (3.3.10),

I Dx(ys — ze)lla > Dﬁ;1lfk(Af(k)_l)||#. (3.3.12)

Logo, escrevendo Z; = Ek(AE{k}_l) para simplificar a notagao, pela limitacio de
103 |4 existe ¢ > 0 tal que

| Dx (s — o lle 2 o[z || {3.3.13)
para todo & > k4, k € M. Claramente, (3.3.8) e (3.3.13) implicam que klei?} |Zx|l4 = 0.

Agora, por (3.3.4), para todo k > k,, k € I; temos
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1

Qilyr —21) = 5Millye - ze|® + gi (v — =)
1
= 5 Mellys - all® + lgulifyn — 2. (3.3.14)

Assim, pela limitagio de My, existe ks > ky tal que

oL (e )lve - il (3:319

| SR

Qelyr —zx) < —

para todo k > ks, k € XK.
Entéo, por (3.3.10) e (3.2.3), existe ¢; > 0 tal que

PilZ) < —callys — zell4 (3.3.16)

para todo k > ks, k € JK;. Pela equivaléncia das normas em IR® e pela limitagio de
| Dk lle, existe ¢3 > 0 tal que

Pi(Zk) < —csf| Dilyr — x|
para todo k > ks, k ¢ IK,. Entéo, por (3.3.13),
1x(Zi)| 2 creal|Zille = cullZalls (3.3.17)
para todo k > ks, k € I,
flzr +2) — flzp)

Definimos agora py = . Para k > kg, k € IK; temos

P (Zk)
flar + 7)) = flzg) = 0l(Z)
oy 1= LB m(gk)k 2 _ i
onde

ap = Heet70) = o) — gi %
Pi(Zx) |

b __lngk?k

T Tz
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Por (3.3.17), pela equivaléncia das normas em IR" e pelo Teorema do Valor Médio,
temos

S t+Z) = fle) - gzl

——

cal|Ze|| 2 ke KK,

lax| <

Além disso, por (3.3.17), pela limitacdo de |A1(B;)| e M, e pela equivaléncia das normas
em IR",

L max{| M {Bp)l, Mi}Zk || )

be| < —
1] 9 e re I,

Das duas tltimas desigualdades segue que p; tende para 1. Isto contradiz o fato de
que Z; tenha sido rejeitado no Passo 4 do Algoritmo 3.2.1. Portanto (3.3.6) é falsa e a
prova do lema estd completa. O

HIPOTESE 3.3.2. Se z. é um ponto estaciondrio de primeira ordem do problema (3.1.1)
(Karush-Kuhn-Tucker) e g—f (z.) = 0, entdo ¢; < [z.]; < u,.
Ty

HIPOTESE 3.3.3. Para todo k = 0,1,2,..., se [a) + 22(AR)) = £ (respectiva-
mente [z + 22 (A = w) entdo [zpp]i = [ax + 20 (AW = £ (vespectivamente
[2ea1ls = [on + 27 (AW = w)-

Claramente, a Hipotese 3.3.3 pode ser introduzida no Passo 3 do Algoritmo 3.2.1
sem necessidade de se modificar os resultados de convergéncia.

LEMA 3.3.4. Assumindo a validade das HipSteses 3.3.2 e 3.3.3, suponhamos que {z,}
é uma seqiiéncia infinita limitada gerada pelo Algoritmo 3.2.1 e que My, || Dill#, || D54
e |M(Bg)| sdo limitados para todo k= 0,1,2,... . Entdo existe ky € IV tal que para todo
k Z kﬁ;

Alzy) C A1) (3.3.18)
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Demonstracdo. Vamos supor, por absurdo, que exista um conjunto infinito de indices Ky
tal que

Alws) ¢ Alzis) (3.3.19)

para todo k € ;. Entéo, como o nimero de restri¢des é finito, existe 7 € {1,2,...,2n}
e um conjunto infinito de indices K, C K tal que

i€ Alzi) (3.3.20)

Imas

i ¢ Alzin) (3.3.21)
para todo k ¢ IK;.

Seja {Tk}rer, uma subsequéncia convergente de {x }rcn,. Entdo Lli?) Tp = T, €
CEla

(3.3.20) - (3.3.21) valem para todo k € I(s. Por (3.3.20) segue que 1 € A(). Sem perda
de generalidade, suponhamos que ¢ < n e entdo [z,]; = £;. Pela Hipdtese 3.3.2 temos que

gf* (z.) > 0. Entdo, pelo Lema 3.3.1, {2 + 27(Ay)]: = & para k € I, k suficientemente
x—

gra:nde. Portanto, pela Hipétese 3.3.3, [2441]; = ¢; para k € I(3, k suficientemente grande,
o que contradiz (3.3.21) e completa a prova. O

TEOREMA 3.3.5. Assumimos, como no Lema 3.3.4, que valem as Hipdteses 3.3.2
e 3.3.3, que {z;} é uma seqliéncia infinita limitada gerada pelo Algoritmo 3.2.1 e que
M, |1 Dellgs | Di ll € |A(Bx)| sdo limitados. Seja z. um ponto limite de {z;}. Entdo
existe ky € IV tal que A(zi) = A(2,) para todo k > k4. :

Demonstragdo. Como o numero de restrigdes é finito, pelo Lema 3.3.4 existem
ky e INJAC{L,2,...,2n} tais que para todo k > K,

Alzi) = A. (3.3.22)

Como z. € um ponto limite de {z}, temos claramente que A C A(zx,). Vamos mostrar
que

A(z.) C A (3.3.23)
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Suponhamos que (3.3.23) néo se verifique. Entdo podemos assumir, sem perda de
generalidade, que existe 1 € {1,...,n} tal que [z,}; = {; mas [zx); > {; para todo k > k.

Seja I} um conjunto infinito de indices tal que }.lei'?} zr = z.. Entdo, pelo Lema 3.3.1
I

e pelas Hipdteses 3.3.2 e 3.3.3, temos que [zr41)i = & para k € I,k suficientemente
grande. Isto contradiz o fato de que [z}); > & para todo k > k; e portanto a prova esta
completa. O

3.4 O ALGORITMO QUACAN

Na Segéo 3.2 vimos que para encontrarmos um ponto tentativo apropriade para o
Algoritmo 3.2.1 (BOX) precisamos calcular Z(A) satisfazendo (3.2.3), onde zZ(A) & a
solugio do subproblema trivial {3.2.2}. Claramente, poderiamos escolher Z;{A) = 22 (A),
comprometendo, contudo, a qualidade dos resultados praticos obtidos. Por isso, tomamos

Z(A) como um minimizador aproximado de

min  (z)
sfa £<z+z<u (3.4.1)
|1 Drzlleo < A

Se D é diagonal, as restrigdes de (3.4.1) formam uma caixa. Assim, escrevendo
z = — 23 e com algum abuso de notacao, (3.4.1) se reduz a um problema da forma:

min (2}
sla z€Q, (3.4.2)
. _
onde (z) = 5 TBz4+ b 2eQ={ze R"|{<z<uf <u}. Adefinicio de £ e u ndo é
a mesma em (3.4.1) e (3.4.2). Apesar disso, vamos usar as mesmas lefras para simplificar
a notagao.

De agora em diante, vamos considerar o problema (3.4.2). Esta secdo, assim como
as préximas duas, podem ser lidas independentemente das Secdes 3.2 e 3.3. A notagéo
seréd ligeiramente modificada de forma que z; denota a k-ésima componente da varidvel
z € IR™ e 2* denota o vetor z € IR™ na k-ésima iteragio. Nesta secéo ||+ || € a norma 2 de
vetores e matrizes. Denotamos por P(z) a projecio ortogonal de z € IR® em . Definimos

9(z) = =Vi(z) = —(Bz + b). - (3.4.3)
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Sejam L, K tais que K < L e os autovalores de B estdo contidos em [K, L]. Clara-
mente,

$(w) = 9() +7(:)" (w— ) = 5w — 27 Blw~2) (3.4.4)
para todo z,w € IR". Entéo,
T2 S 9w) )+ w - S P2 (349

para todo z,w € IR".

Definimos uma face aberta de §t como o conjunto Fy € Q tal que I C {1,2,...,2n}
eFi={z€Qlz;={;seiel;z;=u;sen+ielel <z <u caso contririo }.

Chamamos F o fecho de Fr, V(F}) a menor variedade linear que contem Fr, S{(Fr)
o subespago paralelo a V{Fy) e dim(F}) a dimensdo de S(Fy). Desta forma, se F; é nio
vazio, temos:

V(FI) = {2€R"|zi=lisei€el,zi=ujsenticl},
S(Fry = {z€R"|z=0seicloun+ie€l},
Fr = QnV(F)
dim(Fy) = n—#I,

onde #I denota o numero de elementos de 1.

Para todo z € 2, definimos g,(z) € IR* (gradiente projetado “negativo™) por:

{0 se z;=€;eg§(z)20
ou
5,(2) = e 2y <0 (3.46)
i
| - gﬁ (2) caso contrdrio.
Claramente, se z é uma solugdo de (3.4.2) entéo
7,(z) = 0. (3.4.7)



Para todo z € F definimos g;(z) € R™ por

9

0 se t€Ef ountiel
— g(z) caso contrario .

Definimos também, para todo z € Fy,

(0 se idlentigl]
: i
0 se zefe'éj(z)zo

RS

-7y, ou
gileli = viele Zuy<o
a 1 82{ _—
— 8—15(2:) caso contrario .

Claramente, para todo z € F'; temos

gx(2) = 7,(2) + 7i(2)-

Para todo I C {1,2,...,2n} tal que F; é ndo-vazio definimos

yr=min{u; — & i€ Toun+17 €T},

vy=min{y; - & |i € {1,...,n}}.

(3.4.8)

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)

(3.4.12)

Podemos agora introduzir um algoritmo para minimizar uma quadratica numa caixa:

Algoritmo 3.4.1 (QUACAN)

Seja z° € O uma aproximagio inicial arbitraria para a solugio de (3.4.2) e sejac > 0

tal que ¢ > 0 se & < 0.

97



Escolhemos § > 0 tal que, usando a convengio 0/0 = oo,

6<min{ £ L ",r}seL>[]\
Lm0, K7V max{0, K}
ou
2v¢ | L
JEE 2 <
6<max{ K’ Kﬂy}seL_O )

Suponhamos que z* € Fy tenha sido calculado. Os passos que nos permitem decidir
pela parada ou pelo célculo de 25! sio dados a seguir:

. (3.4.13)

Passo 1. Se ||g,(z")}| < ¢, parar.

Passo 2. Se alguma das condigbes (a) - (d) abaixo é valida, ir para o Passo 3. Caso
contrério, ir para o Passo 4.

@) L>0,K<0e

(b) K > 0,11g;(z")|| > K6 e vale (3.4.14).

(c) K > 0,[[,(z")]| < K6 e

K K ek ‘
17, (=) < \/;mlﬂ{||91(zk)llaL'n}- (3.4.15)
(d) L<0e
ey o 2lgEEN L, K |
17:(")l < 5T TaggnT 55— (3.4.16)
Passo 3. Calcular z*t! €  — F tal que
P(2M) < () | (3.4.17)
para todo z € V(Fy) tal que |jz — 2*|| < 6.
Passo 4. Se k = 0 ou z*~T ¢ Fy definir
d* = g,(z%).
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Caso contrério, definir
d* = gy(*) + Bud™ ",
onde

B = 17,/ g (I

Passo 5. Se t(z) é inferiormente ilimitada na semi-reta Ly = {zF 4+ Ad*, A > 0} ou

se 0 minimizador y* de 1(z) em L, nio pertence a Fj, entio obter z**!
como um ponto em F'y — Fy satisfazendo
P < (). (3.4.19)

Caso contrdrio, definir zF+! = yF.

Observagao. Vamos esclarecer o significado do Algoritmo 3.4.1. Vejamos inicial-
mente que sempre podemos escolher § estritamente positivo satisfazendo {3.4.13). Se a
quadratica € convexa, podemos tomar § arbitrariamente grande (Friedlander e Martinez
[1994]). A idéia do algoritmo é que o fecho da face Fr seja abandonado apenas quando
existir um ponto fora de F; satisfazendo uma condicio de decréscimo suficiente. Tal
condigéo é dada por (3.4.17) e estabelece que o valor da fungéo num novo ponto deve ser
um limitante inferior para os valores de 1 numa bola de raio § centrada em z* e restrita
a V{Fr). Veremos na préxima se¢do que as condigdes {a) — (d) do Passo 2 garantem a
existéncia de tal ponto. De fato, vamos mostrar que o minimizador de ¥ no primeiro seg-
mento factivel gerado por §5 satisfaz a condi¢do requerida, embora nio sejamos obrigados
a escolher tal ponto como z**'. Provaremos também que se ||§;(2*)| = 0 e o critério
de parada (Passo 1) ndo é satisfeito, entao valem as condigdes para o abandono da face.
Por outro lado, se ndo se verifica o teste no Passo 2, sdo feitas iteracbes de Gradientes
Conjugados dentro de F;. Neste caso, se ndo existe minimizador ao longo da direcao de
descida ou se este ndo pertence a Fj, o novo ponto deve pertencer a fronteira da face
atual.

3.5 TERMINAGAO FINITA DE QUACAN.

Nesta segio provaremos os seguintes teoremas:

TEOREMA 3.5.1. O Algoritmo 3.4.1 estd bem definido.
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TEOREMA 3.5.2. Se {z*} é uma seqiiéncia gerada pelo Algoritmo 3.4.1 entdo {z*}
converge a um ponto z* satisfazendo ||g,(2*}|| < ¢ num ndmero finito de iteragSes.

|l

Para a prova dos Teoremas 3.5.1 e 3.5.2 vamos precisar do seguinte lema:

LEMA 3.5.3. Seja z € F; C Q tal que g§(z) # 0. Definimos

wi(z) = 77(2)/ |97 (2)l- (3.5.1)
Entdo o segmento (2, z + y;w§(z)] estd contido em Q — F.

Demonstragdo. Segue diretamente das definicdes {3.4.9) e (3.4.11). Para maiores deta-
lhes, ver Friedlander e Martinez [1994]. O

Demonstragio do Teorema 3.5.1. Assumimos que ||gp(2*)|| > . Vamos analisar inici-
almente o caso em que vale pelo menos uma das condigdes (a) ou (b) do Passo 2 do
Algoritmo 3.4.1. Se ||g5(z%)|| > L, de (3.4.14) segue que

a0 < 5[0 + K], 3.52)

Entdo, por (3.4.5) e (3.4.14),

. . L
b(zF +ywi(zF) < (@) = | FEE B/

< 1!:(2")—%7?
< 9 ~ s+ o8 (35.3)
Se [1g5(z*)|| < L1, por (3.4.14) temos
(4 < ST | ] (35.4)

8L

Definimos p = {[§5(z*)||/L. Entéo, pelo Lema 3.5.3, 2% + pu$(z*) € @ — F;. Além
disso, por (3.5.4), (3.4.5) e (3.4.14), '

B+ () < 8 - AlEE N + 2
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Lk 2L
= w(zk) H Ié‘})“
AT K,
< 9 = g6 + 6 (3.5.5)

Assim, mostramos que, se vale uma das condigdes (a} ou {b) do Passo 2, entéo existe
z € () — Iy satisfazendo

9(7) < $(z*) ~ [ (=))s + 6 (3.5.6)

Além disso, o minimizador de ¢ em [2*, 2* + yyw$(2¥)] satisfaz (3.5.6).

Agora, de (3.5.6) segue que, para todo z € R,

$(2) ~ (2) < TS + 55— (=) — v, (357

Se z,2* € V(Fy) entdo z — 2% € S(Fy). Entdo, por (3.4.5),

¥(2) = $(2") = V(") (2 - 2¥)

Ko
> Sl P,

$(2) — (") + 71 (=% (= - =)

Entdo, para todo z € V(F}) temos

D(z) = $(H) 2 3V (s — ) + e - P, (358)

Se vale (a), como K < 0, se ||z — z*]] < § temos

K

¥(2) — P(=*) 2 ~|g,(")ll6 + 55 (3.5.9)
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Se vale (b) e z € V(F}) é tal que |jz — 2*|| < ¢, por {3.5.8) temos

-9 2 min G-+ gle- AR (1)

= [k
Como ____Hg;j(r{z i > §, o minimizador de —g;(z*)7 (z—2")+ %‘ I2—2||* na bola |jz—2*|| <6

= (k

é 25+ WEI—Ez—-kg—” . Entdo, por (3.5.10), a desigualdade (3.5.9) também vale neste caso. A
gr\=

partir de (3.5.9) e (3.5.7) concluimos que (3.4.17) vale sob as condigdes (a) ou (b).

Vamos analisar agora o caso em que vale a condigio (¢} do Passo 2. Se ||g5(2*)|| > Ly,
entdo, por {3.4.15) temos

1702 < = e = VT (35.11)

Entdo, por (3.4.5),

Bt i) < W)~ g+

o _ L g ()1
kb 2 I\®
< (2% 5 < (z%) - Y (3.5.12)
Se {175 (z%)|| < L+ temos, por (3.4.15), que
- k I( —c¢ Kk
7 < | S (3513
Entdo, se p = H?‘}(z")”/L, de (3.4.5) segue que
—e i hYH2 =c(  RY[|2
Lk cr kY < kY _ [ C]  [51Cae ]|
Wkt pui(h) < w1 T
ok ||§1(zk)”2
< P(z%) YA (3.5.14)

Desta forma, provamos que se a condigio (¢) do Passo 2 é satisfeita entao ou (3.5.12)
ou (3.5.14) tem que ser verdadeira. Nos dois casos existe Z € {1 — F' tal que
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() < (") - H—gf—;;—mi. (3.5.15)

Além disso, como nos casos (a) € (b), o minimizador de ¥ em [z¥, 2% + yw§(z%)] satisfaz
a condigao (3.5.15).

Assim, para todo z € IH® temos que

g1

Y(F) — P(2) < = — [(2) — (=), (3.5.16)
2K
“?I(zk)H ~ C = ¢ kNT k
Mas, neste caso, i > (0 e =———= < 6. Entdo, o minimizador de —g,(z")* (z — 2" )+
¥ I’( I
K k(2 x s, 9itzh) - .
7 |z — 2*||* na bola ||z — 2z*|| <& é ="+ N Entao, por (3.5.16) e (3.4.5),
_ : 7. (252 IR K :
6@ - (") < I g -y Ky
72 Gl I 71 o H?z(zk)”z] _
< o7 - 3 B =0 (3.5.17)

para todo z € V(F}) tal que ||z — 2*|| < 8 Desta forma, a validade de {3.4.17) também
esta provada no caso (c).

Finalmente, vamos analisar o caso em que vale a condicdo (d) do Passo 2. Entdo,

por (3.4.16) e (3.4.5},

) _ L
p(z* + ywi(z¥) < ¢‘(z’“)~'¥rll§?(z")11+§~f?

5 . I.r
< 9~ 3.6+ 5 6 (3.5.19)

Neste caso a situagdo é bastante semelhante ao caso (a). De fato, temos X < 0 ¢
g, (z*)]| > K& e portanto, (3.5.7) segue de (3.5.18) e (3.4.17) é uma consegiiéncia de
(3.5.18) € (3.5.7).

Até agora, mostramos que se vale qualquer uma das condigdes (a) — (d) do Passo
2, entdo zFt! estars bem definido no Passo 3 se for escolhido de tal forma que, a longo
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prazo, venha a ser o minimizador de v em [2F, 2% + ypu§(2F)].

Vamos assumir agora que [[§,(2)]| > ¢ mas nenhuma das condigSes (a) - (d) seja
satisfeita. Devemos considerar duas possibilidades:

7z =0 (3.5.19)

ou

7:(z") # 0. (3.5.20)

Vamos mostrar, por confradicao, que (3.5.19) ndo pode valer. Se K = 0, {3.4.14) se
verifica e entdio podemos excluir este caso. Se K > 0, temos 0 = ||§{z*)]| < K6 e (3.4.15)
vale trivialmente neste caso. Entdo, se vale (3.5.19}, basta analisarmos o caso £ < 0. Se
L > 0 vale e (3.4.14) néo se verifica, temos que

: —ef Wk L 2
FEntdo, ou
LA?
7§+K550 (3.5.22)
on
2
1”@ W L ks <o (3.5.23)
. 2, 2 2 Lf 2
Se vale (3.5.22), entdo L7 + K6* < 0 e portanto § > — Na > — 70 aue
contradiz a escolha (3.4.13).
2
Agora, se valem (3.5.19) e {3.5.23), entdo por {3.4.10) temos que —2—"—— ng( 0l +Ké6 <0
2 2
Mas, como ||7,(z")|| > ¢, temos que 3% +Ké < 0. Portanto, 6% > — }—z—L e também ob-

temos uma contradigdo com {3.4.13).

Para concluir a analise de (3.5.19) resta considerar o caso I < 0. Como (3.4.16) ndo
se verifica, temos que
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—c .k
i 19:G0) ﬁ,ﬁ + E_g < Q. (3.5.24)

) 26
Mas, por (3.4.10) e (3.5.19), neste caso temos {|g5(2*)]| = I[gp | > e Portanto, por
K L 2
(3.5.24), %E - %%L § < 0. Em conseqgliéncia, 6% > I‘{“ - *}}{ﬁ, o que nos leva a

uma contradi¢io com 2 escolha (3.4.13).

Desta forma, provamos que se [|7,(z*)|| > ¢ e nenhuma das condigdes (a) - (d) do
Passo 2 do Algoritmo 3.4.1 se verifica, temos necessariamente que G;(2%) # 0. Neste caso,
o objetivo é encontrar z**! satisfazendo (3.4.18). Se d* = §;(¢*) entdo d* é uma diregdo
de descida e portanto (3.4.18) se verifica trivialmente. Vamos analisar o caso em que d*
é computada por

F= g (M) + Bd (3.5.25)
Como z* € Fr e 287! € Fy, segue que z* deve ter sido obtido por

X . V(2 7k I)Idk -1
k
ko 1 ( : )T ey d*1. (3.5.26)

Entio

Vp(F\T a1 = 0. (3.5.27)
De (3.5.25) e (3.5.27) obtemos que

V()T d* = g ()* < 0.
Portanto, a direcio d* computada pelo Passo 5 é uma direcéo de descida. Logo, (3.4.18)
pode ser obtido a partir de procedimentos hem conhecidos, o que completa a prova do
Teorema 3.5.1. O
Os préximos lemas sdo usados na prova do Teorema 3.5.2.
LEMA 3.5.4. Se ||7,(z")|| > ¢, entdo

(P1) 2**? estd bem definido e p(2F*1) < ¥ (z*).

(P2) Se z* € F; entdo uma, e somente uma, das seguintes propriedades é valida:
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(i) e Fn (3.5.28)
(ii) 2**' € Fy C F;, onde dim F; < dim Fy. (3.5.29)
(i) M ¢ Frep(z*1) < 4(z) paratodo z € V(Fy) tal que ||z —z%|| < 6.

Demonstracdo. A prova deste resultado segue diretamente do Teorema 3.5.1 e da definigio
do Algoritmo 3.4.1. O

LEMA 3.5.5. Existe ko € IV tal que para todo & 2> ko, (3.5.28) ou (3.5.29) ocorre.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que exista um conjunto infinito de indices
K, C IN tal que para todo &k € Iy a possibilidade (iii) do Lema 3.5.4 seja vélida. Como
o nimero de faces distintas é finito, existe um conjunto infinito #, C J; e uma face Fy
tal que z*¥ € Fy para todo k € IK,. Entfo, se k € IK,, temos que ¥{z**') < (z) para
todo z € Fr tal que ||z — 2*|| < §. Entéo, como ¥(z*) é estritamente decrescente, para
dois valores diferentes ki, k2 € Iy, teremos necessariamente que 251 — z%|| > § > 0.
Mas isto é impossivel pois Fr é limitado. Desta forma, a prova do resultado desejado esta
completa, D

Para completarmos os resultados necessarios para a prova do Teorema 3.5.2, vamos
considerar um algoritimo de diregdes conjugadas, analisando sua convergéncia.

Seja (2} = 2T Bz + b7z, onde B € IR*** é uma matriz simétrica. Nenhuma outra
hipétese adicional € feita sobre B. Consideremos o seguinte algoritmo:

Algoritmo 3.5.6.

Dados 2° € R™,d° = g° = —V(2%), tomar k& = 0 e desde que (d*)TBd* > 0 e
g = Vip(2*) #£ 0, fazer:

ap = __(gk)Tdk/'(dk)TBdk
2 = 2o dh

B = lg" 1/ g II?
dk+1 — _gk+1 + ﬁkdk-
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Observamos que se B é positiva definida, o Algoritmo 3.5.6 € exatamente o algoritmo
de Gradientes Conjugados, Sabemos que se B é positiva definida, a seqiiéncia de pontos
z* gerada por este algoritmo obtem um ponto estacionirio em, no méximo, n passos.

LEMA 3.5.7. Se o Algoritmo 3.5.6 néo pira em m (m < n) passos entdo (d™)Tg™ =
—(g™)¥¢™. Portanto, d™ é uma dire¢io de descida a partir de 2™.

Demonstragio. Como o Algoritmo 3.5.6 nio para, temos necesariamente que (d*)TBd* >
0. Entdo, este resultado é obtido da mesma maneira que no método de Gradientes Con-
jugados para B positiva definida, onde apenas o fato de que (d*)7 Bd* > 0 para k < m é
usado. O

TEOREMA 3.5.8. O Algoritmo 3.5.6 obtém, em um mimero finito de passos, um ponto
estaciondrio de 1¥(z) ou um ponto z e uma dire¢do d tais que \lim P(z — Ad) = —o0.
A= 00

Demonstracdo. Se o Algoritmo 3.5.6 ndo para em n passos, entdo pelo resultado cldssico
do método de Gradientes Conjugados devemos ter ¢g* = 0 e neste caso B € necessaria-
mente positiva definida. Agora, se o algoritmo para apés m passos, com m < n, temos
duas possibilidades:

a) g™ = 0 e entdo 2™ é um ponto estacionario de #(z).

b) (d™)TBd™ < 0.

Se vale (b), pelo Lema 3.5.7, (d™)Tg™ < 0.

) :
Logo, #(z™ + Ad™) = %(z™) + A(d™) g™+ % (d™YTBd™ e claramente
Alim (2™ + Ad™) = —o0.

Desta forma, a prova estd completa. 0O

Finalmente, apresentamos a seguir a prova do Teorema 3.5.2.
Demonstragdo do Teorema 3.5.2. Vamos supor, por absurdo, que [[5,(zF)|] > ¢ para

todo £ € IN. Seja kg € IV conforme estabelecido pelo Lema 3.5.5. Entdo, para todo
k 2 ko, vale (3.5.28) ou (3.5.29). Entretanto, ndo é possivel ccorrer um ndmero infinito
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de iteragdes em que a propriedade (3.5.29) seja vélida, pois a dimensdo da face corrente
decresce em cada iteragio deste tipo. Desta forma, existem ko € IN e I C {1,2,...,2n}
tais que 2* € F7 para todo k > Eg._\f’m}}os supor, sem perda de generalidade, que %o = 0
ou 21 ¢ Fy. Entdo a seqliéncia 2%, 2%+ . & obtida por iteragdes de Gradientes Con-
jugados em V(Fy) e a primeira diregio de busca é g;(z%). Além disso, todas as diregdes
de busca d* sdo de descida e (d*)TBd* > 0 para todas estas diregdes (caso contrario, pelo
Passo 5, a iteracdo seguinte seria na fronteira de F}). Assim, de acordo com o Teorema
3.5.8, existe k > kq, tal que §;(z) = 0. Mas, neste caso a definigio de & impbe que
z"t1 seja computado no Passo 3 do Algoritmo 3.4.1, o que contradiz as hipdteses feitas
anteriormente. Logo, a prova estid completa. D

3.6 BUSCA NO CAMINHO POLIGONAL

Nesta secdo especificamos como é feita efetivamente a implementagio dos Passos
3 e 5 do Algoritmo 3.4.1 (QUACAN). Retomando, ne Passo 3 requeremos que o novo
ponto satisfaca (3.4.17), enquanto no Passo 5 exigimos a validade de (3.4.18). De qual-
quer forma, os dois passos sdo implementados usando-se uma estratégia de busca do tipo
“backtracking” ao longo do caminho poligonal definido pela direcdo de busca. Existem
apenas algumas diferengas de menor importancia entre esta busca projetada e a estratégia
adotada por Moré e Toraldo [1991], j4 que em nosso caso permitimos a ocorréncia de Hes-
sianas indefinidas ou singulares, o que implica na ilimitagio da quadritica ¥ ao longo da
curva correspondente. Além disso, ndo usamos uma condi¢do de Armijo para pararmos a
busca, conforme Moré e Toraldo fazem.

Assumimos que z* é a k-ésima aproximagio para a solugio do problema e que d¥ é

uma dire¢do factivel de descida. O algoritmo a seguir descreve o modo com que nossa
busca projetada é feita.
Algoritmo 3.6.1 (Busca no Caminho Poligonal).
Passo 1. Caleular g = max{p > 0| 4 ud* € Q) e
B = max{g>0]3ec{l,... ,n} talque & = 2z + ud’
ou w; = zF + pdt}.

Passo 2. Se (d*)TBd* <0, tomar X = [,.
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Passo 3.

Passo 4.

Vd)(zk)Tdk
(5T Bdk

Se A < 1, fazer 7 = P(2* 4 Xd*) e retornar.

Sendo, calcular A = —

Fazer z = P(zk + Xdk).

Se alguma das condicdes (a) ~ (c) a seguir for valida, fazer 2**! =%
e retornar.

(a) Este algoritmo estéd sendo chamado do Passo 5 do Algoritmo 3.4.1

e $(2) < P(h).

(b) Este algoritmo estd sendo chamado do Passo 3 do Algoritmo 3.4.1,

[T 2 K6 e 9(z) < 9(=5) ~ 706 + 55

(c) Este algoritmo esté sendo chamado do Passo 3 do Algoritmo 3.4.1,

B < K5 e w(3) < i) - LI

Computar Ayu,, minimizador da quadratica

H(A) tal que ¢(0) = ¥(z*),4'(0) = V(%) d* e (%) = ¥(P(z* + Xd¥))
(ver detalhes em Moré e Toraldo [1991)).

Se Anovo < 0.1 0U Apoyy 2 O.QX,

fazer A «— A[2;

senao, tomar X = Aovo-

Se A < ,, fazer X g ,7 = P(z* + Ad*) e retornar;

sendo, ir para o Passo 3.

E ficil ver que se o Algoritmo 3.6.1 é chamado do Passo 5 do Algoritmo 3.4.1, entdo

a diregio de descenso (3.4.18) é satisfeita definindo-se z

k1 = 7 Isto se deve ao fato de

que a direcdo conjugada d* é uma diregio de descida e a longo prazo o minimizador de 3
no primeiro segmento definido por d* é um ponto tentativo.

169



Por outro lado, se o Algoritmo 3.6.1 é chamado do Passo 3 do Algoritmo 3.4.1, a
situacio é um pouco diferente. De fato, se definimos d* = g5(z*), conforme vimos na
Segiio 3.5, o minimizador de ¥ no primeiro segmento determinado por ¢* satisfaz (3.4.17).
Desta forma, como o Algoritmo 3.6.1 acaba avaliando v neste ponto, segue que, com esta
defini¢io para d*, obtemos em tempo finito um ponto satisfazendo (3.4.17) se 2! = z.
Cabe observar que (b) e (c) no Passo 3 do Algoritmo 3.6.1 sdo condigdes suficientes que
garantem que 7 satisfaz (3.4.17). No entanto, a experimentagado numérica bem como a
tradigio recomendam que seja dada uma chance ao gradiente projetado como uma diregéo
que defina 0 caminho poligonal. Frequentemente, a utilizacdo da direcdo §p(zk) no Algo-
ritmo 3.6.1 produz um ponto satisfazendo (3.4.17). Mas, especialmente em situagdes de
quase degenerescéncia, isto pode ndo ocorrer. Desta forma, nado podemos basear nossa
estratégia de abandono da face apenas no gradiente projetado, ou seja, a direcdo g5(z*}
deveria também ser usada. Vamos, portanto, definir duas estratégias possiveis para o
abandono da face no Passo 3 do Algoritmo 3.4.1. A primeira € baseada apenas na diregio
¢§(2*), enquanto a segunda toma G5(z*) apenas quando g,(z*) produz uma falha. Estas
duas estratégias sio descritas pelos Algoritmos 3.6.2 e 3.6.3 a seguir.

Algoritmo 3.6.2. Estratégia para abandonar a face baseada em 75(z*).
Definir d* = g§(z*).

Executar o Algoritmo 3.6.1 e definir 2"+ =3,

Algoritmo 3.6.3. Estratégia para abandonar a face baseada em g,(z*) e g3 (F).
Definir d* = g,(z").
Executar o Algoritmo 3.6.1.

Se uma das condigdes (b) ou {¢) no Passo 3 do Algoritmo 3.6.1 é satisfeita,
definir z**! = 7 e retornar.

Sendo, executar o Algoritmo 3.6.2.

Do esquema interpolador salvaguardado do Algoritmo 3.6.1, segue que uma possivel
falha no gradiente projetado como diregio de busca é detectada em tempo finito.  Neste
caso, a saida A do Algoritmo 3.6.1 & o minimizador de () para A € [0, 4, ] e as condigdes
de descenso suficiente ndo se verificam provavelmente porque este intervalo é muito pe-
queno.
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3.7 EXPERIMENTOS NUMERICOS

A implementagdo do Algoritmo 3.2.1 (BOX) fo1 feita através de um programa em
linguagem FORTRAN (precisdo dupla) usando subrotinas baseadas nos Algoritmos 3.4.1
(QUACAN), 3.6.1, 3.6.2 ¢ 3.6.3. Vamos definir os parametros e procedimentos especiais
utilizados.

Na implementagio do Algoritmo 3.2.1, usamos || - ||& = || - lee: s = 72 = 0.5,0 =
1074,y = 1, Dy = I. Para calcularmos Z¢(A) no Passo 3 do Algoritmo 3.2.1, usamos o
Algoritmo 3.4.1. O critério de parada para o Algoritmo 3.4.1 (Passo 1) foi ||7,(2*)|| <,
onde ¢ = TOL|g,(0)| e TOL € (0,1) é um parimetro de tolerincia fornecido pelo
usudrio. Naturalmente, a condigio ¥x(Zx(A)) < 7Q(zF(A)) também & exigida. Neste
ponto nossa implementacio difere da de Conn, Gould e Toint [1989]. O procedimento de
parada adotado por Conn, Gould e Toint (CGT) relativamente ao subproblema pode ser
escrito, usando nossa notacéo, da seguinte forma:

CP “nonto de

(a) Seja Fr a face da regido factivel do subproblema que contém z
Cauchy aprozimado”. Aplicar Gradientes Conjugados no interior de Fy até que uma das

condigdes (b) ou (c) a seguir seja satisfeita:
(b) 2F e Fy— Fy.

() 17O < mellg, ().

Desta maneira, o ponto tentativo na abordagem CGT preserva as restrigdes ativas
do ponto de Cauchy aproximado, mesmo quando se estd longe da solugdo. Conn, Gould
e Toint vsam ng = min{0.1, [[g,(0)]|'/?} em (c).

As razdes pelas quais usamos uma estratégia diferente sao as seguintes:

(1) Acreditamos possuir uma técnica poderosa para minimizar uma quadrética numa
caixa (Algoritmo 3.4.1 — QUACAN} que nos fornece hons pontos tentativos, ndo necessa-

riamente na face definida por 2°F.

(ii) A escolha de 7, na estratégia CGT ¢é dependente do escalamento de f. De fato,

“se multiplicarmos f por um nimero positivo suficientemente grande, podemos forgar a
escolha 7 = 0.1 em praticamente todas as itera¢bes. Também ndo vemos com bons olhos
a idéia de se fazer i — 0, pois ndo consideramos pratico nem natural trabalhar com este
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limite.

O Algoritmo 3.4.1 (QUACAN) tamhém necessita da especificacio de alguns
parametros importantes. Os limitantes K e L para o espectro da matriz Hesslana do
modelo quadrdtico sdo, numa opg¢do padrao, estimados usando-se o Teorema de Gersch-
gorin. Também é possivel deixar que o programa obtenha estes limitantes pelo método das
poténcias. O usuario, porém, pode introduzir outras estimativas mais adequadas & estru-
tura do problema em questdo. Naturalmente, M, no Passo 2 do Algoritmo 3.2.1 coincide
com L no Algoritmo 3.4.1. Em geral, recomendamos a escolha § = 0.1 x Ay, utilizada em
nossos experimentos, embora o usuario possa adotar outras escolhas. Tomando-se § muito
grande, a tendéncia das iteragbes do Algoritmo 3.4.1 serd permanecer na face definida pelo
primeiro ponto. Por outro lado, com a escolha de § muito pequeno o Algoritmo 3.4.1 ten-
tara abandonar esta face o mais répido possivel. De qualquer forma, se o § fornecido pelo
usudrio ndo satisfizer (3.4.13), nosso programa faz a modificagdo § « 0.99 X §pq., onde
(0,8,05) € 0 intervalo de valores admissiveis para § de acordo com (3.4.13).

Na primeira chamada do Algoritmo 3.4.1 dentro de uma iteragéo do Algoritmo princi-
pal (BOX), escolhemos 2% = zZ(A). Esta escolha é razodvel pois garante que a condigio
(3.2.3) requerida para convergéncia seja satisfeita por todas as iteragdes do Algoritmo
3.4.1. Entretanto, tendo em vista uma eficiencia maior, deve-se adotar diferentes es-
{ratégias fornecendo pontos iniciais melhores para QUACAN. Desta forma, quando é
necessario se chamar o Algoritmo 3.4.1 mais de uma vez dentro da mesma iteragao de
BOX, a aproximagio inicial z° é escolhida como a projegao da dltima saida de QUACAN
na nova regido factivel. Uma vez obtido o incremento tentativo usando-se esta estratégia
para inicializar QUACAN, testamos se a primeira desigualdade em (3.2.3) é satisfeita.
Em caso negativo (extremamente improvavel), definimos zx(A) = zE(A).

Finalmente, permite-se a cada chamada do Algoritmo 3.4.1 um niimero méximo de
g iteragdes. Assim, uma vez feitas ¢ iterages do Algoritmo 3.4.1, mesmo que o critério
de convergéncia ||7,(z*)|| < € ndo seja satisfeito, simplesmente escolhemos zx(A) = 2, j4
que z? obviamente satisfaz (3.2.3).

Nestes testes usamos o critério de convergéncia

1PV f (@)l < 107* max{|f(zx)l, 1}/ max{||24], 1},

onde P é o operador projecéo na caixa £ < & < u. O critério de parada efetivamente
usado € dado pelo pardmetro de saida TER, cujos significados para os diferentes valores
sdo os seguintes:
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IER = 1: Convergéncia. A norma do gradiente projetado é suficientemente pequena,
conforme descri¢do acima.

IER = 2: Convergéncia declarada porque f(z;) <10~
IER = 3: Atingiu 500 avaliagdes de fungo.
IER = 4: Nao se obteve descenso suficiente com Ay < 1074,

Em todos os experimentos, testamos nosso algoritmo com diferentes valores para o
parametro TOL, que define o critério de parada do Algoritmo 3.4.1. Para fins comparati-
vos, também testamos a estratégia para o subproblema de Conn, Gould e Toint, descrita
anteriormente , indicada por CGT em nossas tabelas.

Apresentamos a seguir a descri¢ao dos problemas teste.
Problema 1 (“O Problema dos Aeroportos”).

Consideremos m bolas disjuntas em JR?, cujos centros sio escolhidos aleatoriamente
no quadrado [—10, 10] x [10, 10} e cujos raios #y,¢ = 1,...,m também sdo tomados alea-
toriamente entre 0 e p/2, onde p é a distincia minima entre os diferentes centros. O pro-
blema consiste em encontrar um ponto (z;, y;) em cada bola tal que ¥ ||(z:, 1) — (25, 52
é minima, onde a soma envolve todos os pares (i,7) taisque 1 < <m,l <j<me
t # J. Fazendo uma mudanga de coordenadas, as incégnitas passam a ser as distancias
entre cada ponto (z;,y:) € o centro da i-ésima bola e os angulos entre os segmentos que
unem (2;, ¥;} ao centro da hola correspondente e o eixo das abeissas. Em todos os testes
trabalhamos com as matrizes Hesslanas verdadeiras. A fungao objetivo nao é convexa e
muitas das Hessianas que aparecem ao longo das iteragdes séo indefinidas. Resolvemes
este problema para diferentes valores de m.

A aproximagéio inicial requerida pelo Algoritmo 3.2.1 fol tomada como sendo os cen-
tros das bolas. Em nossos testes usamos A% = A_;, = 5 e a atualizagdo dos ralos de
conflanga obedeceu a regra A = max{A,in,4A:}. Cabe observar que optamos por
comegar cada iteragio usando um raio grande, de forma a permitir que o método desse
passos grandes longe da solucdo. Naturalmente, tal decisdo pode implicar que muitas
vezes haja um desperdicio de avalia¢Ges de fungdo em pontos condenados ao fracasso. De
qualquer forma, acreditamos que esta perda de eficiéncia é compensada pelo fato de que
em algumas situagdes a obtencéo de solugdes globais se torna possivel justamente porque
é permitido obter um ponto tentativo longe do ponto atual.
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Os resultados sio apresentados na Tabela 3.7.1. Para cada teste explicitamos o
nimero de bolas m {entdo a dimensdo do problema é n = 2m), a estratégia de resolugio
para o subproblema: abordagem CGT ou TOL € {1,0.1,0.01,0.001, 0.0001}, o critério de
parada IER, o numero total de iteragdes efetuadas pelo Algoritmo 3.2.1 ITER, o ntimero
total de iteracles efetuadas na resolucdo dos subproblemas ITSUB e o numero total de
avaliagdes de funcio efetuadas AFUN,

Problema 2 (Condigdes de Otimalidade em Programacio Linear).
Consideremos o problema de Programacio Linear (PPL):

T

min ¢’z
sfa Az=1b
z>0

onde A € R™*". Uma solucdo z € IR" deste problema, as varidveis duais correspondentes
y € IR™ e as variaveis de folga duais z € R* compdem a solugdo (z,y, 2) do seguinte
problema de minimizagado com restrigbes de canalizagio:

min |z~ b2 + e — ATy — 2| + (272"
sfa z20, >0,

Geramos aleatoriamente problemas deste tipo, usando uma solucao conhecida do
PPL correspondente. A geracao aleatdria dos coeficientes obedecen ao seguinte roteiro:

a) Os elementos de A foram gerados aleatoriamente entre —10 e 10.

b) Uma solugio aleatéria z* do PPL foi gerada aleatoriamente entre 0 e 20, com
n — m componentes {escolhidas aleatoriamente)} nulas. Problemas com degeneragao pri-
mal foram gerados fazendo-se n — 0.6m componentes (escolhidas aleatoriamente) valerem
zZero.

c¢) Os multiplicadores y* foram escolhidos aleatoriamente entre —3 e 3.

d) As folgas duais z* foram escolhidas aleatoriamente entre 0 e 10, respeitando-se
entretanto a condigio de complementaridade zfzf = 0,1 =1,...,n.

e) O vetor gradiente ¢ foi calculado utilizando-se a informagio acima.
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Para resolvermos os problemas tomamos uma aproximacao inicial nula para z,y e 2.
Também usarnos A? = A_. = 10.

Os resultados sio apresentados na Tabela 3.7.2, onde destacamos: m,n: respectiva-
mente, o nimero de linhas e colunas da matriz A; Zero: ndmero de elementos nulos na
solugdo primal; Estratégia, IER, ITER, ITSUB e AFUN: 0 mesmo que no problema dos

Aeroportos.

E interessante observar que, para este problema, sempre obtivemos minimizadores
globais, Tal comportamento se deve a uma propriedade tedrica mais geral que apresenta-
mos no Capitulo 4 deste trabalho.
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M Estratégia IER ITER ITSUB AFUN
) CGT 1 9 70 14
1.0 1 63 0 69’
0.1 1 D 10 3
0.01 1 4 12 7
0.001 1 4 16 7
0.0001 1 4 17 7
10 CGT 1 8 92 10
1.0 3 499 0 500
0.1 1 6 15 7
0.01 1 5 20 9
(0.001 1 bl 31 9
0.0001 1 5 40 9
15 CGT 1 22 161 25
1.0 3 499 0 500
0.1 1 3 45 9
0.01 1 9 93 24
0.001 i 10 132 25
0.0001 1 11 180 26
20 CGT 1 7 160 9
1.0 3 439 0 500
0.1 1 9 57 14
0.01 1 6 59 12
0.001 1 10 202 25
0.0001 1 9 243 25
25 CGT 1 11 189 15
1.0 3 499 0 500
0.1 1 7 40 9
0.01 1 3 114 17
6.001 1 5 62 8
0.0001 1 5 76 8

Tabela 3.7.1: -Experimentos com Problema 1
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M Estratégia IER ITER ITSUB AFUN
30 CGT 1 S 149 9
1.0 3 499 0 . 500
0.1 1 9 108 12
0.01 1 4 39 7
0.001 1 4 53 7
0.0001 1 7 178 14
35 CGT 1 13 431 19
1.0 3 499 0 500
0.1 1 7 28 8
0.01 1 6 - 39 9
0.001 1 6 109 11
0.0001 1 6 127 10
40 CGT 1 12 141 15
1.0 3 499 0 500
0.1 1 7 40 8
0.01 1 3 52 8
0.001 1 6 85 9
0.0001 1 6 108 9
45 CGT 1 16 150 18
1.0 3 499 0 500
0.1 1 11 57 12
0.01 1 5 70 S
0.001 1 4 71 7
0.0001 1 4 82 7
a0 CGT 1 10 349 12
1.0 3 499 0 500
0.1 1 8 105 9
0.01 1 4 51 7
0.001 I 4 154 7
0.0001 1 7 280 17

Tabela 3.7.1: Experimentos com Preblema 1 (continuagao)
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ZERO

M N Estratégia  IER  ITER  ITSUB AFUN
5 10 7 CGT 4 214 5372 330
1.0 3 499 0 500

0.1 2 8 129 9

0.01 2 10 212 11

0.001 2 7 170 8

0.0001 2 19 475 20

5 10 5 CGT 3 293 7631 500
1.0 3 499 0 500

0.1 2 14 260 15

0.01 2 16 351 17

0.001 2 20 468 21

0.0001 2 132 3284 133

5 20 17 CGT 3 304 13746 500
1.0 3 499 10 500

0.1 2 15 411 16

0.01 2 10 359 11

0.001 2 5 188 6

0.0001 2 17 740 18

5 20 15 CGT 4 261 11015 380
1.0 3 499 0 500

0.1 2 20 472 21

0.01 2 15 517 16

0.001 2 17 607 18

0.0001 2 112 5001 113

5 30 27 CGT 3 322 17814 501
1.0 3 499 18 500

0.1 2 15 469 16

0.01 2 15 554 16

0.001 2 5 255 6

0.0001 2 5 955 6

5 30 25 CGT 4 284 15847 404
- 1.0 3 499 12 500

0.1 2 22 770 23

0.01 2 19 772 20

0.001 2 14 701 15

0.0001 2 82 5314 83

Tabela 8.7.2: Experimentos com Problema 2
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M N ZERO Estratégia IER - ITER  ITSUB AFUN
10 20 14 CGT 2 179 7153 241
1.0 3 499 50 500
0.1 2 11 316 12
0.01 2 8 319 9
0.001 2 17 817 18
0.0001 2 13 628 14
10 20 10 CGT 3 282 13155 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 66 2820 67
0.01 2 24 1114 25
0.001 2 19 929 20
0.0001 2 160 7990 161
10 30 24 CGT 3 240 14149 502
1.0 3 499 0 500
0.1 2 20 922 21
0.01 2 21 1375 29
0.001 2 5 282 6
0.0001 2 34 2380 35
10 30 20 CGT 3 291 15683 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 95 5122 96
0.01 2 76 5185 77
0.001 2 51 3451 52
0.0001 2 311 21752 312
10 40 34 CGT 3 370 26005 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 29 1711 30
0.01 2 21 1682 22
0.001 2 5 364 6
0.0001 2 6 512 7
10 40 30 CGT 3 325 23466 501
1.0 3 499 0 500
0.1 2 59 3204 60
0.01 2 59 4533 60
0.001 2 22 1814 23
0.0001 2 125 11230 126

Tabela 3.7.2: Experimentos com Problema 2 (continuagéo)
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M N ZERO Estratégia  IER ITER  ITSUB AFUN
15 20 11 CGT 4 137 3189 255
1.0 3 499 0 500

0.1 2 6 160 7

0.01 2 3 114 4

0.001 2 4 180 5

0.0001 2 6 309 7

15 20 5 CGT 4 114 5338 368
1.0 3 499 0 500

0.1 2 46 2143 47

0.01 2 34 1791 35

0.001 2 24 1265 25

0.0001 2 124 6788 125

15 30 21 CGT 3 320 17676 500
1.0 3 499 0 500

0.1 2 11 479 12

0.01 2 8 436 9

0.001 2 5 356 6

0.0001 2 33 2475 34

15 30 15 CGT 3 237 13750 500
1.0 3 499 0 500

0.1 2 59 3489 60

0.01 2 63 4826 69

0.001 2 78 5795 79

0.0001 3 499 37403 500

15 40 31 CGT 3 237 16924 501
1.0 3 499 0 500

0.1 2 22 1393 23

0.01 9 26 9250 27

0.001 2 37 3456 38

T 0.0001 2 23 2158 24

15 40 25 CGT 3 220 14771 506
1.0 3 499 0 500

0.1 2 76 5173 77

0.01 2 62 5342 63

0.001 9 65 5837 66

0.0001 2 105 9952 106

Tabela 3.7.2: Experimentos com Problema 2 {continuacio)
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M N ZERO Estratégia IER ITER ITSUB AFUN
20 30 18 CGT 3 288 12692 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 10 537 11
0.01 2 8 549 9
0.001 2 9 673 10
0.0001 2 6 480 7
20 30 10 CGT 4 176 13210 470
1.0 3 499 0 500
0.1 3 499 37616 500
0.01 3 499 39796 500
0.001 3 499 39859 500
0.0001 2 477 38148 478
20 35 23 CGT 3 278 15755 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 19 1285 20
0.01 2 6 445 7
0.001 2 4 330 5
0.0001 2 3 270 4
20 35 15 CGT 3 230 13491 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 58 4471 39
0.01 2 41 3607 42
0.001 2 66 5871 67
0.0001 3 499 44878 500
20 40 928 CGT 3 231 12899 500
1.0 3 499 0 500
0.1 2 47 3861 48
0.01 2 43 4124 44
0.001 2 50 4929 51
0.0061 2 31 3092 32
20 40 20 CGT 3 198 14430 501
1.0 3 499 0 500
0.1 2 89 6730 90
0.01 2 82 8044 83
0.001 2 101 9999 102
0.0001 2 244 24363 245

Tabela 3.7.2: Experimentos com Problema 2 (continuacio)
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3.8 OBSERVAGCOES FINAIS

Neste capitulo apresentamos uma nova estratégia para minimizar fungées dife-
rencidvels com variaveis canalizadas (Algoritmo BOX). De acordo com a filosofia atual dos
métodos de regido de confianga, nio & necessario determinar a solugao exata do subpro-
blema para se obter convergéncia a um ponto estacionario de primeira ordem. Além disso,
mostramos propriedades de convergéncia independentemente de computagdes prévias do
“ponto de Cauchy aprozimado”, em que se baseia a abordagem de Conn, Gould e Toint
[1988a-b, 1989, 1990]. Para resolvermos o subproblema, usamos um novo método para
minimizar uma quadritica com restrigdes de canalizagio. O fato dos resultados de con-
vergéncia serem obtidos sem nenhuma alusdo ao “ponto de Cauchy aprozimado” torna
possivel definir estratégias naturais de inicializagdo para o algoritmo QUACAN. Em nos-
sos experimentos testamos uma destas estratégias, mas muitas outras sdo possiveis. O
método de minimizagdo quadratica (Algoritmo QUACAN) combina buscas em caminhos
poligonais com iteragdes de Gradientes Conjugados. Desta forma, a memdria necessaria
¢ minima, o que permite a resolugao de problemas de grande porte. A principal diferenga
entre a nossa estratégia e a de Conn, Gould e Toint € que 0 método destes se haseia for-
temente nas propriedades do “ponto de Cauchy aprorimado™, enquanto nods procuramos
explorar as excelentes propriedades de nosso algoritmo QUACAN. Cabe observar que tal
politica se mostrou compensadora através dos experimentos efetuados. De fato, em pra-
ticamente todos os testes nossa estratégia para o subproblema com TOL = 0.1 superou
a estratégia CGT. De qualquer forma, uma pesquisa mais especifica pode ser feita com o
objetivo de detectar tipos de problema em que uma ou outra estratégia seja mais eficaz.



CAPITULO 4

UMA_ESTRATEGIA PARA MINIMIZAR.

FUNCOES CONVEXAS COM RESTRICOES
LINEARES

4.1 INTRODUGAO

Neste capitulo consideramos o problema:

min  f(z)
sfa Az =15 (4.1.1)
x>0,

onde f € C*(IR*) é convexa, A € IR™*" ¢ o conjunto 0 = {z € R* | Az = b,z > 0} é
néo vazio e limitado.

Estamos especialmente interessados no caso eul que m e n sdo muito grandes e a
estrutura da matriz A é tal que mesmo fatoracdes esparsas (ver Duff, Erisman e Reid
[1986]) sdo invidveis. Nestes casos, métodos de restri¢des ativas (ver Fletcher [1987); Gill,
Murray e Wright [1981], etc.) ndo podem ser aplicados a (4.1.1).

Um caso particular muito importante de (4.1.1} ocorre quando f é uma fungio
quadratica convexa. De fato, se formos capazes de resolver eficientemente problemas
quadréticos de grande porte da forma (4.1.1), entdo teremos o ingrediente essencial para
o desenvolvimento de métodos eficientes baseados em Programagio Quadratica Sequencial
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(ver Dembo e Tulowitzki [1985]; Nickel e Tolle [1989]; Yabe, Yamaki e Takahashi [1991],
etc.).

Nos 4ltimos anos vem sendo reconhecido pela comunidade de otimizadores que a
minimizagdo de uma funcao com restri¢des simplesmente canalizadas é um problema cuja
resolucdo eficiente para grande porte pode gerar algoritmos praticos bastante adequados
para programacdo néo linear geral (ver Conn, Gould e Toint [1988a-b, 1989, 1990, 1991}).
Com base nesta filosofia, foram desenvolvidos algoritmos tanto para minimizagio geral
com canalizagio quanto para minimizar quadraticas em caixas (ver Conn, Gould e Toint
[1988, 1989]; Moré e Toraldo [1989, 1991]). Desta forma, com a disponibilidade de al-
goritmos e programas para minimizagio em caixas, torna-se natural que se tente reduzir
problemas mais dificeis para este formato, mesmo as custas de se aumentar o ndmero
de varidveis. Esta é a 1déia basica de nossa estratégia para minimizar func¢des convexas
com restrigdes lineares. Convertemos o problema original (4.1.1) para o formato (3.1.1),
resolvendo-o através do Algoritmo 3.2.1 (BOX). O interessante, porém, é que o problema
(4.1.1) pode ser convertido em um problema canalizado equivalente ao original, que con-
siste em minimizar a norma Euclidiana do sistema nao-linear obtido pelas condigdes de
Karush-Kuhn-Tucker para (4.1.1), incluindo-se as condigdes de folgas complementares e
para o qual pontos estaciondrios coincidem com minimizadores globais.

A organizagio deste capitulo € a seguinte: a prova do resultado de equivaléncia ¢ feita
na Segio 4.2. Na Secdo 4.3 esta nova técnica é aplicada para estimar solugdes de alguns
sistemas de equagdes lineares com restrigdes lineares. Concluindo, algumas observagées
finais sao feitas na Secgdo 4.4.

4.2 UM RESULTADO DE_EQUIVALENCIA.

As condi¢bes de otimalidade de Karush-Kuhn-Tucker para (4.1.1) sdo:

Vi)+ ATy —z=0

Av = (4.2.1)

Devido & convexidade da funcio objetivoe f, (4.2.1) sdo condicOes necessdrias e sufi-
cientes para que z € IR® seja um minimizador de {4.1.1). Os vetores y € K™ e z € R"
representam, respectivamente, as variaveis duals e as folgas duais compleinentares.
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Agora, como f é continua e o conjunto factivel Q é nio vazio e limitado, o problema
(4.1.1) admite um minimizador global z, com multiplicadores de Lagrange associados y
e varidveis de folga duals z. Obviamente, os minimizadores globais de (4.1.1) coincidem
com os minimizadores globais do seguinte problema:

min F(z,y,2) = 1(|[Vf(z) + ATy - 2|? + | Az — ||* + (272)?) } (4.2.2)

sfa £20,z>0.

Além disso, por (4.2.1), o valor da func¢do objetivo de (4.2.2) é zero num minimizador
global.

Agora, (4.2.2) é um problema de minimiza¢do com restri¢des simples, que pode ser
resolvido, mesmo em situagdes de porte enorme, usando-se o Algoritmo 3.2.1 (BOX) ou
a estratégia de Conn, Gould e Toint [1989]. Entretanto, a funcdo objetivo de (4.2.2) néo
é convexa e algoritmos tipicos para resolver problemas com restri¢des de canalizagio sdo
convergentes apenas a pontos estaclondarios, nao necessariamente minimizadores globais.
No teorema a seguir mostramos que, felizmente neste caso, apesar da ndo convexidade da
funcdo F, pontos estacionarios e minimizadores globais coincidem.

TEOREMA 4.2.1. Se f € C*(IR"™) é convexa e o conjunto X é niio vazio e limitado,
entéo o problema (4.2.2) tem pelo menos um ponto estaciondrio (ponto de Karush-Kuhn-
Tucker) e todo ponto estaciondrio de (4.2.2) é um minimizador global.

Demonstra¢do. A primeira parte € trivial. Como 2 é limitado e f € continua, o problema,
(4.1.1) tern um minimizador global. Este minimizador satisfaz {4.2.1} e portanto é um
minimizador global de-{4.2.2).

Suponhamos agora que (z,y, z) seja um ponto estaciondrio de (4.2.2). Entdo, existem
v, i € IR® tals que:

AT(Az = B) + V2f(2)(Vf(2) + ATy — 2) + (zT2)z =y = 0, (4.2.3)
A(Vf(z) + ATy — z) = 0, (4.2.4)

—(Vi(@) + ATy =2) + (& 2)r —u =0, (4.2.5)

Tz =0, | (4.2.6)
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z20,z20,v20,z20.

Por (4.2.4) e (4.2.5) temos que

(2T2)z—pEN,
onde A é o micleo de A.
Desta forma, pré-multiplicando (4.2.3) por (T

(zTzz — )TV f(2) (2722 — p) + (2T22 — )T (222 —7) = 0.

Como V2f(z) é semi-definida positiva, (4.2.10) implica em

(a7 2z — p)T (2722 — 4} <0

Assim, por (4.2.6) e (4.2.7) segue que

(z72)° + uTy <0

Logo, por {4.2.8),

Por (4.2.5) e (4.2.12),

- (Vi@)+ ATy —2)=p >0
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(4.2.8)

(4.2.9)

z)z — u e usando (4.2.5), obtemos:

(4.2.10)

(4.2.11)

(4.2.12)

(4.2.13)

(4.2.14)



Mas, por {4.2.4), —(V f(z) + ATy — 2) € N, e portanto, como Q ¢ limitado, (4.2.14)
necesariamente implica em

—(Vf(z)+ ATy -2)=0. (4.2.15)
Entdo, por (4.2.3), (4.2.12) e (4.2.15),

AT(Az ~b) =y > 0. (4.2.16)

Agora, (4.2.16) e (4.2.6) sao as condi¢des de otimalidade (necessarias e suficientes) para
o seguinte problema quadratico convexo:

min 1) Az — b

Ja 250 (4.2.17)

Assim, como {1 € ndo vazio, segue necessariamente que Az = b. Esta igualdade, junta-
mente com (4.2.12) e (4.2.15) completa a prova. [

Observag¢do. O problema

min L(|V£(z) + ATy — 2|2 + || Az — b]}* + 272)

s/a T 2 sz 2 0 (4218)

é obviamente equivalente a (4.2.2). Apesar disso, é interessante notar que {4.2.18) pode
ter pontos estacionarios que ndo sdo minimizadores globais. De fato, basta considerarmos
o problema de minimizar z sujeito a 0 < 2 < 2 ou, no formato (4.1.1), minimizar z;
sujeito a 3 + w2 = 2, 21 = 0,22 > 0. O problema da forma (4.2.18) associado a este
problema trivial admite o ponto estaciondrio z = (2,0)7, z = (0,0} que naturalmente
ndo é um minimizador global de (4.2.18).

4.3 EXPERIMENTOS NUMERICOS.

Estamos interessados em encontrar estimadores robustos para parametros em proble-
mas modelados por sistemas de equagdes lineares, sobredeterminados e de grande pmte
com restrigdes lineares e varidveis canalizadas.

Assumimos que o sistema linear sobredeterminado é dado por
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Hz =, {4.3.1)

e que as restricées sio

Az = b, (4.32)

z > 0, (4.3.3)

onde A € R™™ H ¢ R*" e o conjunto definido por (4.3.2) e (4.3.3) é néo vazio e
limitado. Usamos m =n/2 e £ = 2n.

Para estimarmos os parametros @;,i = 1,...,n, poderiamos resolver o seguinte pro-
blema de programacao quadrafica:

min 3[|Hz — |
sfa Az =20 (4.3.4)
z 2z 0.

Sabe-se, no entanto, que a funcio objetivo quadratica como medidora de erro é muito

3 ) q J q

sensivel a valores extremos nas observagdes ( “ outliers”). Assim, & preferivel escolher uma

funcdo que nao tenha tal desvantagem, o que nos fez considerar o seguinte problema:
104 g P

min ¢([Hz — cJy) +... + ¢{[Ha — cle)
sfa Az =) (4.3.5)
x>0,

onde ¢(t) = log(cosh(t)) e [Hz — c|p,k = 1,...,£, é a k-ésima componente do vetor
Hz — ¢ € R* (ver Green [1990a-b] e Lange [1990]). Trata-se de uma fungdo objetivo
convexa e duas vezes diferenciavel, o que nos permite aplicar as técnicas da Secao 4.2 e

os algoritmos do Capitulo 3 (BOX-QUACAN) para resolver o problema {4.3.5).

Os problemas-teste foram gerados da seguinte forma:

a) O elemento a;; da matriz A é 7 — j. O elemento h{-j de H é (1 — 37)/(¢ + 37)-

b) Foi gerada uma solucdo z* aleatoriamente entre ¢ e 10.
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¢) O vetor b foi calculado pelo produto Az*.

d) Tomamos ¢* = Hz" e ¢; = ¢f{1 + r,PERT/100), onde PERT representa uma per-
turbagado percentual sobre o vetor verdadeiro ¢* e r; é um numero aleatério entre —1 e
1.

Foram gerados diferentes problemas, variando-se n ¢ PERT. Cada problema foi
convertido para o formato (4.2.2} e resolvido usando-se o Algoritmo 3.2.1 (BOX). No
modelo quadrético (3.2.4) foram utilizados as Hesslanas verdadeiras, a menos dos termos
envolvendo as derivadas terceiras da fungio objetivo de (4.3.5), que foram desprezados.
Tal simplificagio se justifica completamente do ponto de vista da convergéncia local, j&
que todo termo de terceira ordem ¢ multiplicado por um fator que se anula na solugdo.
Assim, é esperado que o processo tenha um comportamento semelhante aquele em que as
Hessianas completas e mais caras sio usadas.

Como aproximacio inicial para a solugio de (4.2.2) tomamos 2g = 0,y = 0,25 =
0. O procedimento iterativo fol interrompido quando algum dos seguintes critérios foi
atingido:

a) A norma do gradiente projetado de F em (4.2.2) é menor que
10~ max {1, | F(zx, yx, zx)[}

max{1, [[{zs, vz, 22|}

b) F(xk,yk,zk) < 1078,

c) Ap <1074

Os resultados sdo apresentados na Tabela 4.3.1. Para cada teste exibimos n, PERT
e as seguintes informacdes:

ITER: Nimero de iteracdes efetuadas até a convergéncia.

AFUN: Ndmero efetuado de avaliagdes de funcdo.

V1: Valor da funcgéo objetivo do problema (4.2.2) no ponto (x,y, 2)Fin L.
V2: Valor da fungéo objetivo do problema (4.3.5) no ponto (2, ¥, 2)rryar-

LF: |Azpivar — b|.
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N PERT ITER AFUN V1 V2 LF
6 0 18 27 4.1E-9 1.7E-5 1.0E-7
10 22 30 1.4E-7 4.0E-1 8.2E-6
20 14 20 1.2E-5 1.5 8.6E-5
30 13 18 8.3E-6 2.9 6.2E-5
40 15 21 1.9E-6 4.4 2.4E-5
50 16 22 8.4E-6 6.1 5.0E-5
12 0 23 34 50E-12  5.0E-6  6.5E-10
10 23 30 2.2E-4 6.4 4.5E-6
20 41 52 1.2E-5 17.58 7.0E-6
30 45 61 9.2E-6 30.75 2.2E-6
40 42 57 9.7E-5 45.36 1.2E-5
50 33 39 1.2E-9 59.96 7.0E-7
18 0 38 78 2.2E-11  3.5E-6 2.6E-7
10 45 66 5.3E-7 21.81 1.9E-6
20 41 72 1.3E-5 54.91 1.3E-5
30 56 72 8.2E-6 90.85 8.8E-7
40 39 70 5.1E-4 129.20 3.3E-5
50 70 97 2.3E-5 167.03 1.0E-6
24 0 31 50 6.6E-9 9.6E-5 2.3E-8
10 31 44 1.8E-4 45.19 1.4E-6
20 53 73 1.7E-4 108.71 79E-7
30 74 101 1.1E-4 174.40 1.1E-7
40 58 87 1.2E-4 240.93 1.3E-6
50 56 79 3.1E-5 307.77 1.4E-6
30 0 52 92 1.5E-7 8.5E-4 2.6E-7
10 95 128 2.1E-4 83.87 1.9E-6
20 55 103 1.8E-2 200.46 3.2E-5
30 83 04 2.9%-4 312.12 2.8E.7
40 113 181 3.6E-4 428.58 1.8E-5
50 91 152 2.5E-4 545.57 1.7E-5

Tabela 4.3.1: Experimentos Numéricos.
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4.4 OBSERVAGCOES FINAIS.

Neste capitulo mostramos que problemas de minimizacio com funcéo objetixlfo con-
vexa e restrigoes lineares podem ser resolvidos sem a utilizacio de fatoracdes de matrizes,
desde que seja disponivel um algoritmo eficiente para minimizar fun¢des arbitrarias com
restrigdes de canalizagdo, mesmo que para tal algoritmo haja garantia apenas de con-
vergéncia a pontos estacionarios, como é padrdo. Com a popularidade crescente de algo-
ritmos para resolver problemas de grande porte com restrigdes do tipo caixas, cremos que
a nossa abordagem € particularmente interessante para resolver problemas em que ndo €
viavel qualquer tipo de fatoracido de matrizes. Acreditamos que esta seja a primeira es-
tratégia para resolver problemas deste tipo que nio faz uso de nenhum tipo de parimetro
penalizador. Programacido quadratica convexa é apenas um caso particular dos tipos
de problemas que podemos resolver, mas muitos outros problemas convexos podem ser
relevantes em aplicagdes. Nossos experimentos numéricos parecem indicar que a aborda-
gem proposta é vidvel, sobretudo porque dispomos de um algoritmo robuste (BOX) para
resolver o problema (4.2.2). Esta técnica também pode ser aplicada na resolugéo de pro-
blemas de complementaridade linear sem nenhuma hipdtese de limita¢do e em problemas
de inequagdes variacionais (Friedlander, Martinez e Santos [1993, 1994]). Acreditamos
que a utilizagio da técnica introduzida neste capitulo para a resolugéao dos subproblemas
em programagdo quadratica sequencial de grande porte seja uma fonte promissora de
pesquisas futuras.
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CAPITULO 5

O PROBLEMA DO VETOR INICIAL EM
CODIFICACAO

5.1 INTRODUCAO

O canal gaussiano de comunicacio é um modelo introduzido por Shannon [1948] no
qual as mensagens a serem transmitidas sdo representadas por vetores em IR com norma
euclidiana unitdria. O transmissor possui um conjunto finito de mensagens disponiveis,
denominado grupo de cddigos, que serao enviadas a um receptor através de um canal
com ruidos obedecendo distribuigdo gaussiana. Em outras palavras, quando o vetor z é
transmitido, o sinal recebido € representado pelo vetor y = @ + z, que consiste do ve-
tor enviado z acrescido de um vetor de ruidos 2z independente de z e cujas componentes
sao variavels aleatdrias obedecendo distribuicio Gaussiana com média zero e variancia
conhecida. O receptor, que também possui o grupo de cédigos, deve decidir qual foi a
mensagem enviada. Por exemplo, se o grupo de cédigos é {(1,0),(0,1)} e o receptor
recebe y = (0.8,0.1), a decisdo com respeito & mensagem transmitida é feita escolhendo-
se no grupo de cédiges a mensagem possivel que fica euclidianamente mais proxima da
mensagem recebida, neste caso, & = (1,0). Para evitar qualquer confuséo por parte do
receptor, é preciso que as mensagens no grupo de c6digos estejam distantes entre si o mais
possivel. Assim, a escolha do grupo de cddigos é crucial para a eficiéncia deste modelo de
comunicacdo. Uma simplificacdo para esta escolha € supor que cada elemento do grupe
de codigos é geradoe pela multiplicagdo de um vetor inicial pelos elementos de um grupo
de matrizes ortogonais previamente fixado. Neste sentido, o problema de encontrar o me-
lhor vetor inicial e, portanto, o melhor cédigo gerado por um certo grupo é conhecido na
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teoria de codificagio como o problema do vetor inicial (PVI} (ver Karlof [1989]). Embora
j4 tenha sido resolvido em alguns casos especiais (Blake [1972], Djokovic e Blake [1972],
Downey e Karlof [1980], Slepian [1968]), o PVI é um problema dificil cuja solugdo geral
ainda ndo foi determinada.

Com base nos trabalhos de Karlof [1989] e Blake {1972], usamos grupos de matrizes
ortogonais, mais especificamente grupos de permutagoes, para gerar os cédigos. Em nossa
abordagem, formulamos o PVI como um problema de programacio n3o linear e utiliza-
mos minimiza¢do em esferas (ver Secfo 2.4) para resolvé-lo. Aplicamos nosso algoritmo
para os grupos de permutac¢fio simétricos, em que originalmente o PVI possui até cerca
de 1.800.000 restrigdes.

A organizagéo deste capitulo é a seguinte: na Segdo 5.2 apresentamos a formulagao
original do PVI bem como as formulagdes utilizadas em nossa abordagem. Na Secdo 3.3
detalhamos os experimentos numéricos efetuados. Concluimos com a Segéo 5.4, onde fa-
zemos algumas observagdes finais.

5.2 FORMULAQE)ES PARA O PVI

Para viabilizar a decisdo do receptor com respeito a mensagem enviada veremos que
o PVI consiste em encontrar o cédigo cuja distancia minima aos demals seja a maior
possivel. Inicialmente, o objetivo é achar yy,...,y,, p vetores em IR" que solucionem o
seguinte problema:

o maxmin {ly; = yil, (5.2.1)
ll¥ell=1 '
onde || -} = - [|z-
Agora, como [[y; — y;||2 = 2 — 2yTy; quando ||y:l] = {ly;]| = 1, segue que maximizar

a minima distancia é equivalente a minimizar o maximo produto interno.
Portanto, (5.2.1) pode ser reescrito como:

. T

;Y- 2.2

yl,hvl.?gi:plélmn 11*12?}{ y; y.i' (5 )
¥ll=

O problema (5.2.2) pode ser formulado da seguinte maneira:
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min z
ER

¥1.--yp ERM
' ; 5.2,
s/a |w:]| = 1, i=1,....p (5.2.3)

yly; <z, paratodoi#j.

Quando existem muitas mensagens possiveis, (5.2.3) é um problema de programagio
nio linear de porte enorme.

Agora, suponhamos que as mensagens y; sdo da forma y; = Gz, com z fixo e
G; € G = {G1,...,G,}, onde G é um grupo ortogonal de matrizes. O vetor z é denomi-
nado vetor inicial.

Assim, como G; é ortogonal, ||yl = ||G:z|| = ||z}| e sendo G um grupo, ¥ly; =
2TGT G2 = 27G71G;z, com Gi'G; € G. Desta forma, podemos reescrever (5.2.3) como:

min =z
2R

el
sfa |z||=1 (5.2.4)
$TGj$S z, j=1...p

E importante notar que G nio deve conter a identidade nem a inversa de um ele-
mento do grupo. Isto porque se G; = I para algum %, entio as restricdes z7z < z e
lz|| = 1 farlam com que z = 1 fosse solugdo, o que ndo é desejdvel. Agora, se existe
j #ital que G; = Gi' = GF, como 7Gx = 27GTa = 2TGjz, terfamos restrigdes
redundantes. Assim, para que o problema fique bem definido, ¢ é um grupo ortogonal de
matrizes obtido eliminando-se a identidade e a inversa {quando distinta) de cada elemento
do grupo ortogonal original.

Quando G é um grupo de permutacdes, hipdtese assumida daqui em diante, sabe-se
(ver, por exemplo, Karlof [1989] ) que o vetor inicial étimo z* € IR" satisfaz a propriedade

> oai=0. (5.2.5)
i=1

O hiperplano ao qual pertence z* pode ser interpretado como o conjunto dos pontos
que mais se afastam do vetor e = (1,1,...,1) € R", que permanece fixo para qualquer
cédigo do grupo de permutagdes G.
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Comparando-se os problemas (5.2.3) e (5.2.4), vemos que apesar do numero de
varidveis e da quantidade de restrigdes ter diminuido com a introdugdo do grupo G, a
ordem (ntmero de elementos) p deste grupo ainda pode ser grande o suficiente para in-
viabilizar qualquer tratamento eficiente de (5.2.4) diretamente como um problema com
restrigdes. Neste sentido, vamos reescrever (5.2.4) no formato (5.2.2) e analisar outras
maneiras de abordar o PVI. Temos, portanto,

min maxz’ Gz. {5.2.6)
llzll=1 Geg
Como max 2T Gz nio é diferencidvel e —1 < 27Gz < 1 pois ||z]| = ||Gz|| = 1, temos

1 < 2¥Gz +2 < 3. Assim,

T T T
max Gz rgg,éc('c Gz +2) Iggédx Gz + 2|

1/p
~ lim [ TGz + 2P|
pes Leg

onde ~ denota a equivaléncia entre os problemas. Desta forma, propomos que (5.2.6) seja
substituido por

1/p
min [Z EXerys 2|p] , p>>1 (5.2.7)

”x“:]- Cet

TEOREMA 5.2.1 Os pontos estaciondrios do problema (5.2.7) satisfazem a propriedade
(5.2.5).

Demonstragdo. O problema {5.2.7) é equivalente a

Feg
sfa zTz=1.

1/p
min f(z) = [Z(xTGx + g)p] (5.2.8)

Agora,
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i3

Vf(z)= ! ’:Z(mTGm +2)F ’ 3 p(eTGz +2)P G + GT)z.
P |Geg Geg
Ou seja,
Viz)=a)_ fc(G+ Gz (5.2.9)
Gegd
onde
- [Z(:BTG:C + 2)?’] ’ (5.2.10)
P lges
e
Ba = plzT Ge 4 2)P7L, (5.2.11)

Seja T € IR™ um ponto estaciondrio para o problema (5.2.8). Entéo,

Vi@)=pz,ne R (5.2.12)

T =1. (5.2.13)

Pré-multiplicando (5.2.12) por Z7, por (5.2.13) segue que:

V(@) = 47T =p

Entéo, de (5.2.9) temos
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=a) BT (G+G)T=2ay Bz’ GF. (5.2.14)

Geg Geg

Agora, pré-multiplicando (5.2.12) por e = (1,1,...,1) € R, como G é um grupo
de permutagdes Ge = e e GTe = ¢ para todo G e por (5.2.9) temos:

pe's = IVf(T) =« > BeeT(G 4+ Gz
GeG

= 2« E ,Bge_TE.

Geg

QOu seja,

(r—2a ) Bglefz=0. (5.2.15)
Geg

Substituindo (5.2.14) em {5.2.15}, segue que

20 3 Be(zTGT — 1)]e'F =0

Geg

Como —~1 < zTGT < 1 ep >> 1, de (5.2.10) e (5.2.11) segue que a > 0 e para
todo G € G, Bg > 0. Logo, como nio podemos ter ZLGZ = | para todo G € G, segue
que e’F = 0, ou seja, a propriedade (5.2.5) é satisfeita para os pontos estaciondrios de

(5.2.7). O

Uma outra maneira de contornar a nao diferenciabilidade de tax TG em (5.2.6) é
2

introduzir um parametro 8, que idealmente satisfaria § = max &* Gz*, onde 2~ é o vetor
inicial 6timo. Consideramos, assim, o seguinte problema:
1 .
min = Y [(aT Gz - 6),]7, (5.2.16)

llsfi=1 2 £,

onde (z¥ Gz — 8), = max{0,27Gx — §}.

137



TEOREMA 5.2.2: Se T € IR" é um ponto estaciondrio para (5.2.16) e 8 ¢ tal que

8 < ZTGT < 1 para algum G € G, entdo 7 satisfaz a propriedade (5.2.5).

Demonstragdo. O problema (5.2.16) € equivalente a

min f(z,0) =3 PGSR,

T

sfa te=1.

Agora,

Vof(2,0)= > (TG — 0, (G+GNz = w(G+G)e
Geg Geg

onde

Yo = (a:TG;c — 0.

(5.2.17)

(5.2.18)

(5.2.19)

Como T é um ponto estacionario para (5.2.16), entdo também € estacionério para

(5.2.17) e satisfaz

Vo f(@0)=uz,p € R

Pré-multiplicando (5.2.20) por Z¥, por (5.2.21) segue que

TV (Z,0) = uT°T = p.

Entao, de (5.2.18) temos
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=5 1T (G +G Nz =23 17 GT. (5.2.22)
Geg Geg

Pré-multiplicando (5.2.20) por ¥ = (1,1,...,1) € R", como G é um grupo de
permutagdes Ge = G¥e = e para todo G, e por (5.2.18) temos:

pel@ = TV f,(7,0) = Z'yge (G+GNz :-22’)’[;61‘
Geg Geg

Ou seja,

=23 vg)elT = 0. (5.2.23)
GeG

Substituindo {5.2.22) em ({5.2.23), temos:

2 {Z v6(FTGT — 1)] e’F = 0.

Ged

De (5.2.19), v > 0. Além disso, —1 < TTGF < 1, para todo G € G. Como por
hipétese existe G € G tal que § < TLGE < 1, segue que ¢'F = 0. Em outras palavras, T
satisfaz (5.2.5). O

Tanto no problema (5.2.7) quanto em (5.2.16), estamos substituindo um problema
minimax por uma aproximacao diferencidvel. Ou seja, propomos duas maneiras de “sua-
vizar” (5.2.6), recaindo em problemas de minimizagéo em esferas.

Embora muitos problemas minimax provenham de se maximizar a minima distancia,
como é o caso do PVI e do problema das 13 bolas (problema de empacotamento, segio
1.7 deste trabalho), a abordagem minimax tamhém aparece em problemas de classificagio
(determinacio de hiperplanos separadores), aproximagéo uniforme por polindmios e teoria
dos jogos. Uma discussdo mais detalhada destas aplica¢bes é feita em Martinez, Santos e
Santos [1993a].
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5.3 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Os grupos de cédigos utilizados baseiam-se nos grupos simétricos (S,) (ver, por
exemplo, Hall [1959], Wielandt [1964]), que consistem em todas as permutagdes possiveis
para n simbolos. Conforme descrito na Segio 5.2, obtem-se § excluindo-se de S, a identi-
dade e, para permutagdes com inversa distinta, escolhendo-se sempre a lexicograficamente
menor. Assim, por exemplo,

s = 1 2 3 12 3 1 2 3 123 1 23
L 1 238/’v132/'v321/°\213/°\231]/"
1 2 3
31 2

e
1
U
T
Lo T e B
o=
el v B
~——
P
= O =
— o O
[an ]
\"-—-—-—"/
——
[ = i
o o= O
L] —
\“"-‘-_._/
T
—
o o=
— =
\""—u-——."/
e

oy
i
e e,
P
s B o I ]
i e B e
[ I =
e
P
i e B e
o= D
L R o R
\""-—-'/
T
o R =
[ e B
= O O
""""--_._......--/
P
o O
[ R
= = O
\"'-——/
S

Na Tabela 5.3.1 a seguir apresentamos o numero efetivo de cddigos nos grupos tes-
tados. A quantidade de simbelos de cada cddigo € dada por n, |S,| é a ordem do grupo
simétrico S, e |G| é o nimero de elementos no grupo de cédigos G.
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n| 1S, | 16l

3 6 4
4 24 16
5 120 72
6 720 397
7 5040 2635
38 40320 20541
9| 362880 182749
10 | 3628800 | 1819147

Tabela 5.3.1: Nimero de codigos presentes nos grupos de permutagao testados.

Conforme apresentado em Blake [1972], quando o PVI é formulado em termos dos
grupos simétricos, a solugio étima pode ser expressa como Gz*, para algum G € S, e o
vetor z* € IR* dado por:

n=3

T
-1 -3 - .
(”2 o, “’2 o,...,a,0, a,...,——a,—“uzla) , T lmpar

' T
n—1 n—3 o o -3 n—1 .
( A RREEE Tt LR Rl Rt a) , N par

onde

12 r”
(n—1)(n)(n+1)] °

(5.3.2)

A titulo de comparagdo e validagdo dos resultados obtidos, apresentamos a seguir a
Tabela 5.3.2 com os valores numéricos de §* e a. O valor a também pode ser interpretado
COmo & = rr;gn |27 — z}} , 2 vetor inicial étimo.

i#]

| o™ | «

0.50000000 | 0.70710678
0.80000000 | 0.44721360
0.90000000 | 0.31622777
0.94285714 | 0.23904572
0.96428571 | 0.18898224
0.97619048 | 0.15430335
0.98333333 | 0.12909944
10 | 0.98737879 | 0.11009638

Qoo ~1 > b wl| S

Tabela 5.3.2: Valores numéricos exatos de #* ¢ o
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Para gerarmos as permutagdes de 5, que constituem G, implementamos o algoritmo
de Johnson e Trotter (Stanton & White [1986]), baseado em transposigdes adjacentes.
Incorporamos este procedimento na rotina de avaliagdo da funcio objetivo, vetor. gradi-
ente ¢ matriz Hessiana, de forma que os cédigos do grupo G sio gerados 4 medida que os
cdlculos vdo sendo feitos, ou seja, sem qualquer armazenamento adicional.

Tanto (5.2.7) quanto (5.2.16) sdo problemas de minimizacao em esferas que foram re-
solvidos por uma implementacio para o Algoritmo 2.3.1 (RCMRI) em que a resolugéo dos
subproblemas é feita pelo Algoritmo 2.4.1 (MINESF) (o« = 10~* e 1y = 7, = 0.5). Esta im-
plementacio é uma variante simplificada do programa desenvolvido para os testes com mi-
nimizagao em bolas (Secdes 1.6 € 1.7) e que utiliza rotinas do EISPACK (TRED2 e TQL2)
para fazer a decomposicio espectral das matrizes Hessianas dos modelos quadraticos.

Para (5.2.7), em que f € C*{IR"), utilizamos efetivamente a matriz hessiana V2f
no modelo quadrdtico. J4 para (5.2.16), como n#o existe VZ, f(.,8) trabalhamos com a
seguinte aproximagcdo para a matriz Hesslana:

B(z,8) = G% {(z"Ge = 6)(G + GT) + (G + GNal[(G + GT)a)"} (5.3.3)

onde

H={GeG|z"Gz >0} (5.3.4)

ou B{z,0) = 0 se H = (. Esta aproximacio resulta de considerarmos a matriz obtida
derivando-se o vetor V f(x,8) em relagio a z, prevendo-se, porém, possiveis descontinui- -

dades.

Nos testes com os problemas (5.2.7) e (5.2.16) tomamos vetores iniciais ¢ com com-
ponentes geradas aleatoriamente entre —1 e 1 e entdo normalizados de forma que ||zof] = 1.
Para cada n (3 < n < 10) testamos 5 sementes diferentes, o que totalizou 80 experimen-
tos.

Tendo em vista que a funcio objetivo de (5.2.7) é tal que |G|'? < f(z) < 3]GV,
escolhemos p de forma que |G|Y/? < 1.6, conforme especificado na Tabela 5.3.3 a seguir.
Neste critério para a escolha de p procuramos estabelecer um compromisso entre limitar
a fun¢do o mais estreltamente possivel e a0 mesmo tempo baratear os célculos sem preju-
dicar a viabilidade de aproximar {5.2.6) por (5.2.7), conforme detalhamos na Segéo 5.2 .
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ni|3{4 5|6 |7[8]9]10
p| 511010 |20 |30(30]|60 |60

Tabela 5.3.3: Valores utilizados para p nos testes com o problema (5.2.7)

Os resultados dos testes com o problema (5.2.7) estdo resumidos na Tabela 5.3.4,
onde n é a quantidade de simbolos de cada cédigo, SEM é a semente utilizada,

0 = max HOTed = n;éin |Z; — %;|, onde % é a solugdo obtida ¢ ITER ¢ AFUN sao,
#]
respectivamente, os ntimeros de iteragbes e avaliacGes de fungdo efetuados.
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n | SEM | 0 ! d | ITER | AFUN
3 [ 17 | 0.50000000 ] 0.70710678 | 4 5
29 | 0.50000000 | 0.70710678 | 6 8
53 | 0.50000000 | 0.70710678 | 8 10
89 | 0.50000000 | 0.70710678 | 8 10
97 | 0.50000000 | 0.70710678 | 4 5
4 1 17 10.93035887 | 0.26389606 | 7 10
29 | 0.93035848 | 0.26389680 | 7 10
53 | 0.93035840 | 0.26389696 | 8 11
89 | 0.93035433 | 0.26390467 | 9 14
97 | 0.93035887 | 0.26389607 | 7 12
5 | 17 [0.95975634 | 0.20060822 | 6 9
29 | 0.95975633 | 0.20060824 | 9 14
53 | 0.95975633 | 0.20060825 | 9 13
89 | 0.95975633 | 0.20060824 | 9 14
97 | 0.95975633 | 0.20060825 | 10 16
6 | 17 |0.97280471 | 0.16491068 | 7 9
29 | 097280495 | 0.16491015 | 10 16
53 | 0.97280584 | 0.16490765 | 11 22
890 | 0.97280584 | 0.16490766 | 8 13
97 | 0.97278968 | 0.16495551 | 11 23
7| 17 |0.97851258 | 0.14658589 | 7 12
29 |0.97851259 | 0.14658586 | 11 23
53 | 0.97851258 | 0.14658586 | 10 20
89 0.97851258 | 0.14658589 10 13
97 | 0.97851258 | 0.14658589 | 7 11
8 | 17 |0.98593105 [ 0.11861258 | 10 27
29 | 0.98589945 | 0.11874576 | 8 18
53 | 0.98594650 | 0.11854745 | 10 26
89 | 0.98590077 | 0.11874016 | 14 31
97 | 098580913 | 0.11874707 | 11 28
9 [ 17 |0.95905149 | 0.10463513 | 7 18
29 | 0.98905145 | 0.10463531 | 10 25
53 | 0.98905146 | 0.10463528 | 10 27
89 | 0.98905145 | 0.10463531 | 11 24
97 | 0.98905145 | 0.10463531 | 9 23
10| 17 | 0.99277663 | 0.084990415 | 13 32
29 | 0.99280973 | 0.084795434 | 11 30
53 | 0.99277227 | 0.085016084 | 9 24
89 | 0.99277656 | 0.084990810 { 15 35
97 | 0.99280193 | 0.084841460 | 13 34

Tabela 5.3.4: Resultados dos testes com o problema (5.2.7)
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O valor 6timo para d ¢ dado por a em (5.3.1) - (5.3.2). Assim, comparando-se os
valores @ e d, nas Tabelas 5.3.2 e 5.3.4, respectivamente, vemos que o objetivo de deter-
minar o vetor inicial étimo foi atingido apenas para n = 3. Nos demais casos, embora o
critério de parada garanta a obtencdo de um ponto estacionario para o problema (5.2.7),
a solugdo T encontrada ndo é a solucgao 6tima do PVI quando G é formado a partir dos
grupos simétricos. De qualquer forma, pelo fato de termos obtido sempre uma solugio
do tipo GT para algum G em G, podemos conjecturar que encontramos o dtimo global do
problema (5.2.7).

Para os testes com o problema (5.2.16), definimos:

@(0) = min f(2,0), (5.3.5)
onde
f(2,6) = % Y[z~ 07 (5.3.6)

Sob uma hipétese de diferenciabilidade para z, a funcao ¢ : IR — IR é diferenciavel,
conforme provaremos abaixo. I& possivel obter a diferenciabilidade de ¢ sob hipdteses de
regularidade menos restritivas para a solucdo z(8), conforme apresentado em Martinez,
Santos e Santos {1993b]. Agora, como —1 < 27Gz < 1 para todo z na esfera unitéria, e
todo G € G, podemos restringir a analise para § € [—1,1]. Além disso, ¢ é identicamente
vula para § 2 0% = max ()T Ga, onde 2 é o vetor inicial timo. Desta forma, devemos
" encontrar 8%, o menor zero de 0, pois entdo z* = arg ”m”jn f{z,8%) é a solugdo procurada.

z||=1

Para provarmos que  é diferencidvel, assumimos que existe 6y < 6. tal que z'(8)
existe e é continua para todo § > 8. Nestas condigdes, para todo 8 > 8y temos

#(0) = L 2(0),0) = - 5 (2(0)7G(6) - 0). (53.)
GEG

De fato, pela regra da cadeia e pela hipdtese de diferenciabilidade,

#(0) = V. F(2(0),02'(0) + 2 (2(0), ). (5.3.8)
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Agora, para z(t) € {z € IR" | ||z|| = 1}, dado 8 > 8, temos
f(2(9),0) < f(=(2),0)
para todo t > 6.

Portanto,

Mas, £f(z(t),0)| = V.f(z(8),0)72'(8).

=

Logo (5.3.7) segue de (5.3.8} e a prova estd completa.

Agora, como ¢'(6*) = 0, sabe-se que a convergéncia do método de Newton para a
raiz §* é apenas linear (ver por exemplo, Dennis e Schnabel [1983]).

Podemos, no entanto, acelerar esta convergéncia usando relaxacdo, isto é, introdu-
zindo um pardmetro w > 1 no esquema iterativo de Newton:

§=0- w;;%(gl. (5.3.9)

p——

Quando w & igual & multiplicidade da raiz procurada, a convergéncia do método de
Newton relaxado é quadratica (ver Ortega e Rheinboldt [1970]}. Como em nosso caso
o(6*) = ¢'(0*) = 0, utilizamos w = 2.

Assim, os testes com o problema (5.2.16) foram feitos com base no seguinte algo-
ritmo:

ALGORITMO 5.3.1

Dados 0 < v < 1,61 > 0,62 > 0,29 € R tal que {[zo] = 1;

Passo 1. Determinar 8, = max zIGzy
Passo 2. Obter intervalo inicial [y, 8,] C [—1, 8}, de forma que
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Passo 3.

Passo 4.

@(0r) > €2,0(0u) S €2 € [0 — 0p| = 7[00 + 1

Aplicar Newton relaxado:
Calcular ¢'(8;)
Enquanto (¢'(8:) # 0) e (¢(8e) > €2) e ((8u — 0;) > £1) fazer:

b:)
0, 8, — 220
LT R0,

calcular (8:) e ©'(0s)

Refinar intervalo final, obtendo [6,,8,] tal que

Passo 5.

g =48,

91,_ — Gg S €1, 110(9{) > Eq € Lp(ﬂu) _<_ Ea.

TT = arg min”$”=1 flz, %)

* ' Lo * *
d" = minjiz) o] — 2

il

Os resultados dos testes com o problema (5.2.16), utilizando v = 0.1,£; = 1073 ¢
g, = 1078, contrariamente ao ocorrido com o problema (5.2.7}, demandaram um grande
niimero de iteragbes do algoritmo de minimiza¢do em esferas e consequentemente um
grande nimero de avaliagbes da fun¢io f(x,§). Os valores obtidos para # e d, no entanto,
estdo bastante préximos dos verdadeiros valores, conforme pode ser visto comparando-se
a Tabela 5.3.5 a seguir com a Tabela 5.3.2. Fixada a quantidade de simbolos n no cédigo,
dentre os cinco testes feitos utilizando-se sementes distintas para obter o ponto inicial,
apresentamos na Tabela 5.3.5 aqueles com o menor numero de avaliagdes de fungao.

n | Z ] d | ITER | AFUN
3 | 0.50000000 | 0.70710763 | 30 34
4 | 0.79999888 | 0.44720948 | 34 41
5 10.90024733 | 031583626 | 31 40
6 | 0.94377069 | 0.23712966 | 40 53
7 | 0.96433066 | 0.18885106 | 80 98
8 | 0.97619586 | 0.15426772 | 69 98
9 | 0.98333355 | 0.12909196 | 93 139
10 | 0.98775704 | 0.10996450 | 96 128

Tabela 5.3.5: Resumo dos resultados dos testes com problema (5.2.16)
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Observamos na Tabela 3.3.5, que para n = 4 e n = 10 os valores obtidos para &
sao ligeiramente melhores que o valor 6timo apresentado na Tabela 5.3.2, provavelmente
devido as tolerdncias utilizadas. Com relagdo & propriedade (5.2.3), satisfeita pelo vetor

inicial étimo e pelos pontos estacionérios dos problemas (5.2.7) e (5.2.16) (conforme Te-

oremas 5.2.1 e 5.2.2), para os testes com o problema (5.2.7), obtivemos | ) ;| < 1077,
i=1
enquanto para os testes com o problema (5.2.16), 10™* < |3~ 27| < 107*. J4 que os
i=1
valores para 8 e o obtidos pela resolucio de (5.2.16) sio muito melliores que os obtidos
por (5.2.7), vemos que a satisfagio da propriedade de (5.2.5) ndo é uma hoa medida para
a qualidade da solu¢do encontrada.

Tendo em vista o alto custo da avaliagio da fungdo ¢, definida em (5.3.5) uma ter-
ceira estratégia para resolver o problema do vetor inicial em codificagdo € combinar as
duas abordagens ja testadas da seguinte forma: utilizar o par (7,6) obtido através do
problema (5.2.7) como inicializador de um processo de refinamento com base no problema
(5.2.16), seguindo filosofia andloga & do Algoritmo 5.3.1. Além do método de Newton
relaxado, utilizamos outras duas estratégias para obter o menor zero & da fungio p e
poder comparar os resultados: bisseciio e interpolagdo inversa (polindmio na forma de
Newton usando diferencas divididas) com um grau médximo para o polinémio interpola-
dor (ndmero de ponto < 10, grau < 9).

O refinamento consiste de trés etapas bésicas: obtengdo de um intervalo inicial [, 8,]
onde 8, — 8, < g0, ©(0.) < €2 € p(0y) > €9; refinamento propriamente dito e obtengdo
do intervalo final [8,,0,], com 8, — 8, < g1, 0(8,) <& e () > €2 Assim, & =0, z* =

. * * __ : * *
arg min flz,8*)ed = min |27 — 23]

Utilizamos as seguintes tolerancias: o = 107! (intervalo inidial), £; = 107> (intervalo
refinado) € g5 = 107® (tolerdncia para ). Fixada a quantidade de simbolos do c¢édigo (n >
4), os vetores Stimos obtidos pelo refinamento (provenientes das solugdes de (5.2.7) com
diferentes sementes para a geracdo do ponto inicial) diferiram apenas por uma permutagio
nos elementos. Os valores 8% d*, ITER ¢ AFUN ficaram praticamente constantes, e por
isso 0s resultados do refinamento estdo resumidos na Tabela 5.3.6 a seguir, cujo formato
se assemelha as Tabelas 5.3.4 e 5.3.5, com 0 acréscimo da coluna TIPO para caracterizar
a técnica de refinamento empregada: B para bissegdo, I para interpolagdo inversa usando
no maximo 10 pontos e N para o método de Newton relaxado.
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n | TIPO | g* | d* | ITER | AFUN
4 B | 0.80023783 | 0.44694749 | 20 32
I 0.79995736 | 0.44720522 | 23 38
N | 0.80015054 { 0.44705772 7 13
5 B 0.90017579 [ 0.31595521 [ 23 33
I 0.89995236 | 0.31621610 | 30 45
N | 0.90015941 | 0.31597189 8 11
6 B 0.94310592 | 0.23855202 | 35 49
i 0.94281073 | 0.23902473 | 40 72
N | 0.94286206 | 0.23903530 | 15 20
7 B ] 0.96443296 | 0.18859292 | 41 56
I 0.96423824 | 0.18895711 81 141
N | 0.96451355 | 0.18840988 | 17 24
8 B 0.97638072 | 0.15368973 | 60 87
I 0.97615251 { 0.15427498 | 91 172
N | 0.97621081 | 0.15424174 | 21 26
9 B 0.98357400 | 0.12816570 | 56 80
I 0.98329961 | 0.12007078 | 87 164
N | 0.98333372 | 0.12000655 | 23 32
10| B |0.98812953 | 0.10891551 | 54 69
I 0.98778570 | 0.10999563 | 64 107
N | 0.08793846 | 0.10087476 | 26 37

Tabela 5.3.6: Resultados do refinamento.

Comparando os valores para [TER e AFUN da Tabela 5.3.5 com o total destes mes-
mos valores considerando-se as Tabelas 5.3.4 e 5.3.6, vemos que mesmo o melhor teste com
o problema (5.2.16) nao supera o desempenho da estratégia combinada de resolver (5.2.7)
e entdo refinar a solugao obtida através do problema (5.2 16) pelo método de Newton.

Além disso, obtivemos |Z 8| < 1078, |Z gl <107 %e |Z 2| < 107!, onde z?,z!

i=1 =1 =1
e zI¥ sdo os vetores iniciais Gtimos obtidos pelo refinamento da selugio encontrada para

(5.2.7) usando bissegdo, interpolagdo e Newton, respectivamente.

Para que tenhamos uma idéia do tempo computacional gasto nestes experimentos,
apresentamos na Tabela 5.3.7 o tempo utilizado (Sun Sparc Station 2) para os testes com
n=9el0.

problema | problema | refinamento

(5.2.7) (5.2.16) | B 1 N
n=9 30’ 2h30’ 35 | 1A% | 15’
n =10 2h20 12h 6h | 11k | 44

Tabela 5.3.7: Tempo gasto {(em média) nos testes mais dispendiosos
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Os graficos a seguir permitem a visualizagdo comparativa dos resultados apresenta-

dos nas Tabelas 5.3.4, 5.3.5 e 5.3.6.
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Grifico 5.3.1: Ndmero de avaliagdes de fun-
¢do (AFUN) empregado nas diferentes es-
tratégias de refinamento (O = bissegdo, D
= Newton, A = interpolagio) em fungio da
dimenséo (n) do problema.

5.4 OBSERVACOES FINAIS
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Grifico 5.3.2: Ndmero total de avaliagbes
de funcao (AFUN)} empregado na resolugao
do problema (5.2.16) (A) e no refinamento
da solugdo obtida para (5.2.7) via método
de Newton (0) em fungio da dimensdo (n)
do problema.

Neste capitulo formulamos o problema do vetor inicial em codificacdo (PVI) do ponto
de vista de minimizagao em esferas euclidianas, ou seja, como uma aplicagio para o Al-
goritmo 2.3.1 (RCMRI) com subproblemas resolvidos pelo Algoritmo 2.4.1 (MINESF).
Resolvemos problemas que originalmente apresentam até cerca de 1.800.000 restrigdes.
Com o objetivo de validar simultaneamente os algoritmos e as abordagens propostas para
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a resolugdo do PVI, optamos por trabalhar com o grupo de cddigos proveniente dos grupos
de permutagdo simétricos (Sy), com vetor inicial 6timo conhecide (Blake [1972]).

Neste sentido, obtivemos resultados bastante satisfatérios com o uso de uma es-
tratégia hibrida, que consiste em inicialmente obter uma aproximaco para o vetor 6timo
através de uma das formulagdes e entdo refinar este vetor dentro da precisio desejada
usando a outra formula¢ioe. As duas formulagdes propostas para o PVI reduzem-no a um
problema com uma restri¢do esférica mas com fungdo objetivo de avaliagdo cara. Desta
forma, a estratégia hibrida mostrou-se eficiente tanto no que se refere a qualidade do vetor
inicial étimo determinado quanto em termos do esforgo computacional despendido.
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CONCLUSOES

A implementabilidade da minimizacio em conjuntos arbitrarios usando-se regides de
conflanga esta fortemente associada ao desenvolvimento de esiratégias eficientes para se
minimizar quadraticas em dominios néo triviais, Neste trabalho consideramos com de-
talhes os casos em que os conjuntos factiveis sdo bolas ou esferas euclidianas bem como
caixas provenientes de varidveis canalizadas. Baseados em pesquisas recentes (Stern e
Wolcowicz [1993], Moré [1993]), acreditamos que, num futuro préximo, a resolugio do
subproblema de regido de confianca serd dominada num maior ndmero de casos.

Nossa abordagem para minimizaco em caixas (algoritmo BOX) tem como alvo prin-
cipal os problemas de grande porte, onde a fatoracdo de matrizes € indesejavel. Neste
sentido, o algoritmo QUACAN trabalha apenas com o produto de matriz por vetor e
foi desenvolvido de modo a permitir a incorporacio ou o descarte de muitas restri¢des a
cada iteracdo. Com base no algoritmo BOX desenvolvemos uma estratégia para resolver
problemas convexos com restrigdes lineares, que nio necessita de parametros penaliza-
dores. Tal estratégia pode ser vista como um ingrediente essencial para a obtengio de
métodos de programacio quadrética sequencial eficientes para grande porte, o que cons-
titui uma fonte promissora de pesquisas futuras. Tal estratégia também se mostrou eficaz
na resolugao de problemas de complementariedade linear (Friedlander, Martinez e Santos
[1993]) e inequagdes variacionais (Friedlander, Martinez e Santos [1994]).

A minimizagio em esferas foi utilizada como ferramenta na resolugao do Problema
do Vetor Inicial em codificagao. Trabalhamos com problemas que originalmente apre-
sentam até cerca de 1.800.000 restrices e que, quando reformulados do ponto de vista
de minimizagio em esferas, recaem em problemas com fungio objetivo de avaliacio bas-
tante cara, e portanto indicados para o nosso algoritmo {MINESF), que precura poupar
avaliagdes de funcao. '
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