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Resumo

Esta dissertacao tem como tema o estudo das cadeias de Markov discretas com
valores em um espaco de estados enumeravel. Cadeias de Markov sao processos
estocéasticos no seguinte sentido: dado o momento presente, o futuro nao depende
do passado, mas somente do momento presente.

Nosso estudo ¢ realizado sobre cadeias de Markov homogéneas (CMH) discretas.
Inicialmente, introduzimos a definicao e conceitos basicos das CMH discretas. Tais
estudos nos conduzem ao conceito de topologia das matrizes de Transicao associada
as CMH. A topologia de tais cadeias é a ferramenta necessaria para o estudo dos
conjuntos recorrentes e transcientes, os quais sao de grande importancia nesta teoria.
O estudo de estados estacionarios e a propriedade forte de Markov também sao
abordados. Esta tltima propriedade serve para construcao do conceito de estado
recorrente. A partir deste tltimo conceito trabalhamos com os conceitos de positivo
e nulo recorrente. Por fim, estudamos o importante conceito de tempo absorcao,
o qual é entendido como o tempo que algum estado é absorvido a um conjunto
recorrente.

Palavras chaves: Probabilidades, cadeias de Markov
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Abstract

This dissertation deals with the study of discrete Markov chains with values in a
countable state space. Markov chains are processes stochastic in the following sense:
given the present moment, the future does not depend on the past, but only in the
present moment. Our study is conducted on homogeneous Markov chains (HMC)
discrete. Initially, we introduced the definition and the basic concepts of discrete
HMC.

Such studies lead us to understand the concept of topology Transition matrices
associated to HMC. The topology of these chains is a necessary tool for the study
of the recurrent and transient sets, which are of great importance in this theory.
The study of steady states and the strong Markov properties are also addressed.
This latter property serves to build the concept of recurrent state. From this latter
concept we work with the concepts of positive and null recurrent. Finally, we studied
the important concept of absorption time, which is understood as the time that some
state is absorbed to a set recurrent.

Keywords: Probabilities, Markov chains.
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Introducao

O estudo de processos estocasticos remonta aos tempos mais antigos, muitos
estudiosos, devotaram grande parte de seu tempo na anélise e desenvolvimento de
teorias com vistas a dotar este processos de uma estrutura teoérica solida. Processos
aleatorios cuja propriedade caracteristica principal é a de que os resultados obtidos
em um tempo passado nao tem influéncia sobre o que poderé ocorrer em um tempo
futuro, ou seja o conhecimento do que acontece no presente é o que importa para
se prever o que podera vir acontecer no futuro, estes processos sao denominados de
processos markovianos, e quando o tempo é discreto de Cadeias de Markov.

Neste trabalho, tratamos da anélise das cadeias de Markov que evoluem em
tempo discreto. Cumprindo o propoésito do Mestrado Profissinal o nosso trabalho
procura auxiliar quem deseja iniciar nesta teoria. Com esté visao desenvolvemos um
trabalho minucioso nas demonstracoes e calculos que se encontram em nosso estudo.
Acreditamos cumprir com uma necessidade na literatura de Cadeias de Markov
quanto ao detalhamento de suas contas e demonstragoes, principalmente para o
inico desta teoria. Além disso, trazemos um texto em portugués sobre cadeias de
Markov homogéneas discretas infinitas enumeréveis, o qual até o momento de nosso
estudo nao haviamos encontrado.

Processos Markovianos sao estudados em trés casos distintos quanto ao espago
de estados: discretos finitos, discretos enumeraveis e continuos. Nosso foco é no caso
discreto enumeravel, ou seja, o espaco de estado & um conjunto enumeravel. Este
estudo se diferencia profundamente do caso discreto finito, como alguém poderia

pensar. Um exemplo disto é o Teorema 3.9.



No primero capitulo, introduzimos uma pequena introdugao dos conceitos, defini¢oes

e propriedades de Teoria de Probabilidade as quais serao necessarias em nossos pro-
positos posteriores.

No segundo capitulo, a definicio de cadeia de Markov homogénea discreta
(CMHD) é apresentada. Apos a definigao, apresentamos alguns exemplos de CMHD.
Continuando definimos a matriz de transicao associada a uma CMHD e mostramos
como descrever os termos no m-ésimo passo desta matriz. Apresentamos, também,
uma forma de construir cadeias de Markov e mostramos que alguns exemplos con-
hecidos de CMHD sao criados a partir desta construgao. O conceito de Analise de
primeiro passo é desenvolvido de maneira extensiva através de exemplos. Este é
o germe dos conceito de absor¢ao apresentado no capitulo 3. Com estes conceitos
basicos entendidos introduzimos um conceito sofisticado: topologia da matriz de
transigao. O conceito de distribuicao estacionéria encontrado no caso finito é abo-
rado em nosso estudo, com as devidas consideracoes. Além disso, apresentamos a
propriedade forte de Markov, o qual é uma propriedade necesséria para o estudo do
nimero de visitas a um estado e dos ciclos regenerativos, ambos precurssores dos
conceitos de recorréncia e transciéncia.

No capitulo trés, introduzimos os conceitos de recorréncia e transciéncia, mais
ainda, os conceitos de recorréncia positiva e recorréncia nula. Sendo o caso de
recorréncia positiva o mais interessante, pois ele diz que saindo de um estado ¢ a
cadeia de Markov com esté propriedade retorna a ¢ infintas vezes em um tempo médio
finito. Apresentamos ferramentas que visam a caracaterizar condi¢oes para que a
CMHD possua esta propriedade. Uma outra caracteristicas das CMHD é a possivel
existéncia de estados transcientes, estados em que a CMHD pode ou nao retornar a
eles. Aqui o interesse da teoria é distinguir se estes estados serao absorvidos por um
conjunto recorrente ou nao. Assim, estudamos uma série de resultados que auxiliam
na elucidagao destes casos.

Por fim, deixamos claro que nao esgotamos o estudo de CMHD, pois ainda exis-
tem muitos topicos para serem estudados nesta Teoria, como por exemplo a questao

de acoplamento, ergodicidade e cadeias de Markov Discretas nao homogéneas, entre



outros. Em resumo, nosso trabalho se caracteriza como um material introdutério

para o estudo de cadeias de Markov homgéneas discretas.






Capitulo 1

Conceitos basicos

1.1 Probabilidades

Muitos estudiosos tém contribuido para desenvolvimento da Teoria da Prob-
abilidade, que teve inicio em épocas remotas, passando pelos trabalhos de Car-
dano, Paccioli, Tartaglia e Galileu. O primeiro grande tratado de probabilidade
foi Ars Conjectandi - A Arte da Conjectura escrito pelo matematico suico Jaques
Bernoulli(1654-1705). Este trabalho nao estava concluido quando de seu falecimento,
sendo entao concluido por seu sobrinho Nicolaus(I) Bernoulli (1687-1759), que tam-
bém deixou contribuigoes importantes teoria de probabilidades, onde se destaca o
Paradoxo de Sao Petersburgo, descrito a seguir: dois jogadores lancam uma moeda
honesta, um deles A paga ao outro jogador B, 2¥ unidades monetarias se o aconteci-
mento cara aparece pela primeira vez no k-ésimo lancamento da moeda. O problema
¢é determinar o quanto B deve pagar a A para entrar no jogo de modo que os valores
esperados dos ganhos de cada um sejam iguais e, sendo assim o jogo seria honesto.
Observa-se que o valor esperado tende ao infinito, o que obrigaria a B a pagar uma
quantia infinita para entrar no jogo.

O estudo de problemas como este envolvem conceitos de probabilidade, que
trataremos a seguir.

Neste capitulo seguiremos como referéncia [1], [2], [3].



1.2 Elementos de Probabilidade

Modelos matematicos podem ser deterministicos quando as condigoes sob as
quais o experimento é realizado determinam o resultado do experimento e nao de-
terministicos quando nao é possivel prever de antemao seus resultados. O objeto
da probabilidade é o estudo dos experimentos nao deterministicos. Existem quatro
interpretacoes relacionadas a probabilidade:

a) Classica: se em um experimento em que o numero de resultados possiveis é n
e os resultados sao mutuamente exclusivos e igualmente provéveis e, sendo n4, o
niumero de ocorréncias do evento A, e n o numero de resultados possiveis, entao a
probabilidade de ocorrer o evento A é dada pela razao entre o ntimero de ocorréncias
do evento A (n4) e o numero total de possiveis resultados do experimento (n) sendo
denotado por P(A) = na

b) Frequéncia relativa: Se um experimento é repetido n vezes em condi¢oes idénticas
e o numero de resultados de um evento B ¢é np, o limite da razao de ng por n com
n suficientemente grande é definido como a probabilidade de ocorréncia de B.

c¢) Subjetiva. Quando o observador estima a probabilidade de ocorréncia do evento.
d) Axiomatica. A que usaremos neste trabalho e sera definida adiante.

No que segue, daremos algumas defini¢goes bésicas com respeito a teoria de prob-
abilidade.

Definicao 1.0.1. O conjunto de pontos que representam os possiveis resultados de

um experimento € chamado espag¢o amostral do experimento.

Definicao 1.0.2. Um espaco amostral é denominado discreto se os resultados po-
dem ser postos em correspondéncia biunivoca com o conjunto dos nimeros inteiros

Positivos.

Definicao 1.0.3. Seja Q) o espaco amostral do experimento. Todo subconjunto A C
Q serd denominado de evento. Q € o evento certo e ) o evento impossivel. Sew € €,

o evento {w} € chamado de evento elementar.

Definigao 1.0.4. Um evento A ao qual atribuimos uma probabilidade serd denom-

mado de evento aleatorio.



Nem sempre é possivel atribuir uma probabilidade a um evento, este fato
nao constitui dificuldade, pois podemos restringir o espaco amostral. Maiores infor-
magoes encontramos em [1].

Uma probabilidade é uma lei que associa a cada evento de {2 um ntmero. Por
razoes técnicas nao adotaremos o conjunto das partes de €2, ou seja, P({2) para

desenvolver a teoria de probabilidades. Aqui iremos nos restringir as o-algebras.

Definigao 1.0.5. Seja Q2 um conjunto nao vazio. Uma classe A de subconjuntos de

Q satisfazendo as sequintes condicoes:
i) QeA.

ii) AcAed €A

iii) Se A, € A paran=1,2,8, ..., entao UAHEA.

n=1

€ denominada uma o-dlgebra de subconjuntos de €2.

Definicao 1.0.6. Dois eventos A e B sao mutuamente exclusivos se nao ocorrem

simultaneamente, ou seja, AN B = ().

Proposicao 1.0.1. Seja A uma o-dlgebra de subconjuntos de §2, wvale entao, as

sequintes propriedades:

i) DeA;

ii) Vn, Ay, ..., Ay, temos ﬂAi € A.

i=1
A demonstragao é imediata da definigao 1.2.5.

Usando o conceito de o-algebra definimos probabilidade do seguinte modo

Definicao 1.0.7. Axiomatica de Probabilidade uma medida de probabilidade
definida em uma o-dlgebra A de Q) é uma fun¢ao P : A — [0,1] que satisfaz as
sequintes condigoes:

a) 0 <P(A) <1, para todo A pertencente ao espago amostral €2;

7



b) P(Q) =1

o0

c) P(U Ai):z P(4;), com os Als disjuntos.
i=1 i=1

Definicao 1.0.8. Uma varidvel aleatoria é uma funcao X : Q0 — E. E € finito ou
infinito enumerdvel tal que para todo a € R, ao evento {X = a} = {w; X(w) = a}

pode ser atribuida uma probabilidade, ou seja,
{X =a} €A

A atribuicao de uma probabilidade a um evento pode ser efetuada com base em
informagoes de caracteristicas teédricas que o fendmeno aleatério apresenta ou ainda
através das freqiiéncias relativas observadas na ocorréncia da variavel que esta sendo
observada, isto é, para um niimero grande de experimentos a frequéncia relativa pode
ser utilizada como a probabilidade de ocorrer o evento.

A probabilidade da uniao de eventos é calculada através da regra da adi¢ao de

probabilidades, ou seja, se A e B sao eventos do espaco amostral 2, entao
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B).

No caso em que A e B sao disjuntos, a expressao acima reduz-se a soma das proba-
bilidades de A e B. Uma consequéncia da regra da adigao é a de que para qualquer

evento A C 2, temos
P(A) =1—P(A°).

1.3 Probabilidade condicional e Independéncia es-

tocastica

Os fenomenos aleatorios muitas vezes podem ser separados em etapas e, a infor-
macao ocorrida em uma determinada etapa, pode influenciar nas probabilidades de
ocorréncias das etapas que se sucedem. A informacao que um fendémeno aleatério
ocorreu permite obter um novo calculo das probabilidades. A nova probabilidade

obtida é denominada probabilidade condicional.



Definicao 1.0.9. Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado
que jd ocorreu B € definida por
P(A B
P(A|B) = —(Mg) )
também chamamos P(A|B) de probabilidade condicional de A dado que B ocor-
reu. Se P(B) = 0, P(A|B) pode ser definida de modo arbitrdrio, e, nesse caso
P(A|B) = P(A).

, P(B) >0, (1.1)

Supondo que A e B sao eventos do espago amostral €). Entao

P(AN B) = P(A|B)P(B),
com P(B) > 0. E claro que se A e B sdo independentes
P(A|B) = P(4), e P(B|A) = P(B). (1.2)
Da forma simétrica de (1.1)
P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A) (1.3)

definida com P(B) > 0.
Regras de Bayes [2]

Teorema 1.1 (Regra da inversao). Se P(A) > 0, temos que

P(A|B)P(B)
P(B|A) = ———————= 1.4
(B14) = =0 (1.4)
Demonstragao: Prova direta de (1.3) O
Teorema 1.2 (Regra de exclusivas e exaustivas causas). Dados By, Bo, ... tal que
Y Bi=Q,
i=1
entao para todo A € A
P(A) =) P(A|B)P(B;) = P(A| B)P(B,). (1.5)
i=1



Demonstragao: Decompondo o evento A em relacao aos B;’s temos

P(A) = P(Am (i Bi)> = P(i(AﬂBi)>
> P(ANB) = 3 BAIBR(E)

Teorema 1.3 (formula sequencial). Para qualquer sequéncia de eventos Ay, ..., Ay,
P(NF_ A) = P(A)P(Ay| A)P(As| Ay N Ay )P(AL NEZE AY).

Demonstragao:

Procedemos a demonstracao por indugao. Supondo que 1.3 é verdadeira para k.

Escrevemos
P21 A;) = P((NE Ai) N Agga) = P(Agga | Ny A)P((M2, As)

e substituimos P(N%_, A;) pela igualdade assumida 1.3. [

Definigao 1.3.1 (Independéncia de eventos). Dados os eventos A e B, se a ocorrén-
cia ou nao de B nao altera a probabilidade da ocorréncia de A, ou seja, P(A|B) =
P(A), P(B) > 0, ou ainda, P(AN B) = P(A)P(B), entao A e B sdo ditos eventos

independentes.

Defini¢ao 1.3.2 (Independéncia de variavais aleatorias). As varidveis aleatorias X

e Y sao independentes se para todo a e b pertencentes a R,
P(X =a,Y =0) =P(X =a)P(Y =0),

onde {X =a} ={w; X(w) =a} e {Y =b} = {w;Y(w) =b}.

10



Definicao 1.3.3. Dizemos que os eventos A e B sdo condicionalmente indepen-

dentes dado o evento C se
P(A()BIC) = P(A|C)P(B|C).

Sejam X, Y, Z varidveis aleatorias tomando valores em conjuntos enumerdveis E, F, G,
respectivamente. Dizemos que X e Y sao condicionalmente independente dado Z se
para todo x,y,z em E,F,G, respectivamente, os eventos {X = z} e {Y = y} sao

condicionalmente independentes dado {Z = z}.

Teorema 1.4 (Propriedade de Markov para eventos). Dados os eventos Ay, As e
Az com probabilidade positiva. Os eventos Ay e A3 serdo condicionalmente indepen-

dentes dado As se, e somente se,
P(A3]A; N Ay) = P(As]Ay).

Demonstragao: Assumamos a independéncia condicional. Assim, pela definigao

de probabilidade condicional e formula sequencial de Bayes (ver Teorema 1.3),

P(A; N Ay N A3)
P(A; N Ap)
P(A; N Az|Ay)P(As)
P(A; N Ap)

P(Ag)A, N Ay) =

Sendo A; e A3 condicionalmente independente dado A, segue que

P(A1|A2)P(As|A2)P(A,)

P(A3|A1 N Ag) - P(Al N A2)

Observando que P(A; N Ag) = P(A1|As)P(Ay) temos
P(Ag’Al N Az) - P(Ag’Ag)

Inversamente, basta seguir o caminho inverso do argumento acima. O

Exemplo 1.4.1 (Lancamento de moedas).

11



Dada uma sequéncia de infinitos lancamentos de uma moeda. O espago amostral

() sera a colecao de todas as sequéncias
W = {Xn}n217

onde X,, = 1 ou X,, = 0 dependendo de que o n-ésimo lancamento seja cara ou

coroa. Uma amostra do exemplo pode ser:
{1,1,0,1,0,0,0,1,...}

Distribuicoes de probabilidade

A distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatéoria X em que o con-
tradominio é Sx = {x1, 2z, ...}, para o caso em que a variavel é discreta é dada pelo
conjunto de pares (x;,p;), i = 1,2,..., onde os p; sdo equivalentes a P(X = x;). As

probabilidades p; devem satisfazer:
i) p; > 0, propriedade da nao negatividade e;

ii) Z p; = 1, propriedade da normalizagao.
i>1

Exemplo 1.4.2 (Distribuicdo de Poisson). A distribuicao de Poisson é uma
distribuicao discreta utilizada em situacoes probabilisticas onde a drea de oportu-
nidade de ocorréncia de um evento € grande, mas a oportunidade de ocorréncia em
um intervalo particular € pequena.

Em termos matemdticos a probabilidade de exatamente s ocorréncias de um

evento € dada por

em que A € a média da distribui¢ao e a varidncia de P(s) é também \.

12



1.4 Esperanca

Seja X uma variavel aleatoria discreta com funcdo de probabilidade p(z;). A

espe-ranca de X para o caso discreto, é definida por
E[X] = szp(xz) = inIP’(X = 1;).

A esperanca de X também recebe a denominagao de média de X ou valor esper-
ado de X. A esperanca de X é uma média ponderada de acordo com a distribuicao

de X.

1.5 Esperanca Condicional de Variaveis Discretas

Definigao 1.4.1. Sejam X e Y wvaridveis aleatorias discretas tomando valores nos
conjuntos enumerdveis F e G, respectivamente e wuma funcao nao mnegativa

g: FxG— R. Definimos a funcao v : G — R por:

U(y) =Y gl y) P(X = z|Y =y).

zeF
Para cada y € G, Y(y) € denominada de esperanca condicional de g(X,Y) dado
Y =y sendo denodada por

E"V[g(X,Y)], ou Elg(X, Y)Y =y] =4(y).

Concluimos este capitulo com um exemplo envolvendo os conceitos abordados

até aqui.
Exemplo 1.4.3 (Lancamento de moedas).

Considere o experimento: Uma sequéncia infinita de langamentos de uma moeda.
O espago amostral  serd o conjunto de todas as sequéncias w = {x,}n>1, onde
x, = 1 se no n-ésimo langcamento ter ocorrido cara e z,, = 0 se no n-ésimo langcamento

for coroa. Como exemplo de uma sequéncia, podemos ter o evento:
A={1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,...}

13



onde 1 < cara e 0 < coroa.
Uma variavel aleatoria X, sera definida como o ntimero obtido no n-ésimo lancga-

mento, isto &,

Xp(w) = x,.
A probabilidade de um evento A = {X; = a1, Xs = ag,..., X} = ai}, onde
ai, as, ..., a sao arbitrarios no conjunto {0, 1}, é dada por:
1
Como as variaveis aleatorias X, sao independentes. O evento {X; = a3} é a soma
direta dos eventos {X; = a1, Xy = as,..., Xj1 = ap_1, X = ax} para todos os
valores possiveis de (aj,as,...,a,_1). Desde que 2871 sejam valores e cada um

tenha probabilidade 27%, temos assim,

P(X, =a,) = 2F127F

1

P(X,=0) = PXy=1)= 3"
Portanto, P(X; = a1, Xs = ag,..., Xy = ar) = P(X; = @1)...P(X} = a;) para
todos os aj,as,...,a; € {0,1}, de onde, por definicdo de variavel independente
X1, Xy, ..., X} sao variaveis aleatorias independentes. Agora iremos calcular a es-

peranca ou valor esperado do niimero de caras ocorridas em n lancamentos, isto
¢,

S, = T1+x9+...+x,.

Esta ¢ uma variavel aleatoria tomando valores inteiros de 0 a n. O evento {S,, = k}

significa que k variaveis aleatorias Xi, X, ..., X} sao iguais a 1.
. n .. . ~ . .
Existem N distintas combinagoes assumindo k valores 1 e as demais n — k

combinagoes tomam o valor 0 nas variaveis aleatorias Xi, X, ..., X,,, com a mesma

1
probabilidade p = 27", Assim P(S, = k) = ( Z ) o A esperanca de S,, é dada
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por

Portanto a esperanca é

> kP(S, = k)

k=0

- 1

k=0 k

1 n!

2_"Zkk!(n—k)!
k=1

n

1 n(n —1)!
on Zkk(k —1)!(n —k)!

k=0
nnzzl (n—1)!
n (n—1—17)!
2 jzoj.(n 1—7)!
ﬁn—l
2n
n
2
n

E[S,] ==
A
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Capitulo 2

Cadeilas de Markov

O estudo dos processos estocasticos, tendo em vista uma teoria bastante desen-
volvida, tem especial importancia quando da aplicacao as ciéncias fisicas, biologi-
cas, econOmicas e sociais. Neste capitulo estudamos os fundamentos das Cadeias
de Markov em Tempo Discreto, definicoes e comportamento, bem como, sao apre-
sentados exemplos candnicos que ilustram a teoria das cadeias de Markov. Andrei
Andreyevich Markov nasceu no dia 14 de junho de 1856 em Ryazan, na Rissia.
Morreu no dia 20 de julho de 1922 em Petrograd (agora St Petersburg), Russia. Se
formou na universidade de St Petersburg (1878), onde se tornou professor em 1886.
Os primeiros trabalhos de Markov foram principalmente em teoria dos ntmeros,
analise, fragoes continuas, limites de integrais, teoria da aproximacao e a convergeén-
cia de séries.

Apobs 1900, Markov aplicou o método das fragdes continuas, inicialmente desen-
volvido por Pafnuty Chebyshev, na teoria da probabilidade. Estudou as seqiiéncias
de variaveis mutuamente independentes, esperando estabelecer as leis da probabili-
dade de forma mais geral, também provou o teorema central do limite.

Markov é particularmente lembrado pelo estudo de cadeias de Markov. Cadeias
de Markov sao um formalismo de modelagem de sistemas que descrevem o sistema
como um processo estocastico. Deste ponto de vista o sistema modelado é caracter-

izado pelos seus estados e a forma pela qual eles se alternam.
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Em 1923 Norbert Winter se tornou o primeiro a tratar rigorosamente um pro-
cesso continuo de Markov. A fundacao da teoria geral ocorreu em 1930 por Andrei
Kolmogorov.

As principais referéncias para este capitulo sao [2], [7], [10].

2.1 Propriedade Basicas das Cadeias de Markov

A descricao do procedimento de um sistema operando sobre algum periodo de
tempo, sao de interesse dos processos estocasticos. Seja uma sequéncia { X, },>o de

variaveis aleatorias e £ um conjunto de estados enumeraveis.

Definicao 2.0.2 (Processo Estocastico). Denominamos processo estocdstico ao con-
Junto de varidveis aleatdrias, denotadas por {X,}n>o , indexadas por um pardmetro
n pertencente a um dado conjunto T, que representa uma caracteristica de interesse,

mensurdavel no tempo n.

Exemplificando, consideremos o experimento de lancar um dado e observar o
numero que ocorre na face voltada para para cima, X, pode representar esta ocor-

réncia. Outro processo estocastico é dado pelo exemplo 1.3.1 do capitulo 1.

Definicao 2.0.3 (Cadeia de Markov). Seja a sequéncia {X,}n>0 um processo es-
tocdstico com espacgo estado E enumerdvel. Se para todo inteiro n > 0 e todos os

estados 19,11, ...,0n_1,1,] € E temos
P(XnJrl = j|Xn = 727an1 = Z'nfl, e ,Xo - ’Lo) - ]P(Xn+1 = j|Xn == Z), (21)

quando ambos os lados da expressao acima estao bem definidos, o processo estocdstico
€ denominado de Cadeia de Markov, e se o lado direito independe de n a cadeia é

dita Homogénea.

A expressao (2.1) pode ser interpretada como a probabilidade condicional de
qualquer evento futuro ser independente de qualquer evento passado, e depender

apenas do estado presente X,, = 1.
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As probabilidades condicionais,
P(Xp41 = j[Xn = 1) = py

sao denominadas probabilidades de transicao da Cadeia. Quando a probabilidade

de transicao ¢ independente de n a denominamos de Probabilidade Estaciondria.

Defini¢ao 2.0.4 (Fungao de transi¢do). Seja a sequéncia {X,}n>0 uma cadeia de
Markov homogénea com espago de estado E. A fungao P(i,7), comi,j € E, definida
por
P(i,7) = P(Xny1=5| X0 = i) = pij
denomina-se fungao de transicao e, como os valores da func¢ao sao probabilidades,
devem satisfazer:
P(i,j) >0 e Y P@,j)=1
j

para todo i,j € E.

Exemplo 2.0.4 (Ruina do jogador). Consideremos um jogo em que, se o jogador
vence, ganha § 1,00 unidade monetdria, com probabilidade p = 0,4 e se nao vence,
perde § 1,00 unidade monetdria com probabilidade g = 1 —p = 0,6. Supondo que
o0 jogador estabeleceu uma regra em que quando atingir a quantia de § N unidades
monetdria, para de jogar e que, quando ficar sem recursos € obrigado a parar. Seja
X, a quantia de que dispoe depois de n jogos. Intuitivamente o processo possui a
propriedade de Markov. Em outras palavras, que dado o estado corrente, qualquer
informagao sobre o passado € irrelevante para predizer o proximo estado X, 1. Para
confirmagao, observamos que se o jogador permanece jogando no momento n, Seus
recursos X, = i, estao restritos a 0 < i < N, seque que, para alguma possivel

historia de seu ganho, i,_1, in_o,...,1 a probabilidade para a proxima jogada é:
]P)<Xn+1 - ]|Xn — iaXn—l — in—la ce 7X0 - Zo) - 0747

de modo que para aumentar seu ganho, terd que vencer a proxima aposta e o resultado
da aposta anterior nao fornece nenhuma informacao que possa ser til para predizer

o proximo resultado.
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Exemplo 2.0.5 (Urnas de Ehrenfest). . Sejam duas caizas identificadas por A e
B, contendo k cartoes numerados com 1, 2, ... , k. Parte dos cartoes sao colocados
na caiza A e o restante na caiza B. E entdo escolhido aleatoriamente wm nimero
compreendido entre 1 e k e o cartao correspondente a esse nimero € transferido para
a outra caiza. O processo € repetido indefinidamente com os sorteios independentes.
Seja X, o numero de cartoes na caiza A no n-ésimo sorteio. A sequéncia {X,}n>0 €
uma cadeia de Markov com espaco de estado £ = 0,1,2, ..., k. Supondo que existam
i cartoes na caiza A no tempo n. A escolha do cartdo da caixa A e transferéncia
L Procedendo

E.
do mesmo modo, escolhemos um cartio da caiza B com a probabilidade q = % €

para a caira B na (n + 1)-ésima retirada terd probabilidade p =

transferimos para a caiza A. Entao a funcao de transi¢cdo € dada por:

i' se g=1—1
P(i,j)={ 1—1% se j=i+1
0 de outro modo.

Os exemplos descritos acima descrevem uma Cadeia de Markov, pois de modo
intuitivo, tanto no primeiro como no segundo exemplo, o que aconteceré no préoximo
passo nao depende do que ocorreu anteriormente e somente do estado presente.

Mostraremos abaixo um exemplo mais elaborado que descreve uma cadeia de
Markov homogénea, extraido de [2]. Neste exemplo, em favor do leitor, detalhamos

todas as passagens.

Exemplo 2.0.6 (Substituicdo de maquina). Seja {U,},>1 uma sequéncia de var-
1aveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, tomando valores no
conjunto {1,2,...,+o00}. A varidvel aleatoria U, pode ser interpretada como a vida
util de alguma mdquina, no n-ésimo tempo, sendo substituida no (n+1)-ésimo tempo,
apos uma falha. Desse modo no tempo 0, a mdquina 1 € colocada para funcionar até
sua quebra no tempo Uy, no que é imediatamente substituida pela mdquina 2, que
quebra no tempo Uy + Us, e assim por diante. O tempo decorrido de uma mdquina

em servi¢o no tempo n € denotado por X,,. Assim, o processo { X, }n>o0 toma valores
k

em E = N e cresce linearmente de 0 até o tempo R = ZU,» para Ugiqy — 1 no
i=1
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tempo Ry — 1.
A sequéncia {Rg}r>o0 definida dessa maneira, com Ry = 0, € chamada uma se-

quéncia de substitui¢io e X,, € chamada de tempo recorrente de volta em n (ver

figura 2.1 ).

Xn
&)
Sl
U a U
/| | |
U /
! | 14 |
7/
! | | |
| Y | |
X N n
Ry=0 R R, Ry R, Rs

Figura 2.1: Tempo recorrente de volta

O processo {X,}n>0 € uma Cadeia de Markov Homogénea com espago estado
E =N, e as entradas nao nulas da matriz de transi¢ao sao da forma p;;1 € Dip =

1 — piiv1, onde
IP)(U1 > 14 1)
DPii+t1 = —777 _ ~
]P)(Ul > Z)

No que seque mostraremos que € verdadeira expressao p;o = 1 —p;;+1. Por definigcao

Diiv1 = P(Xpp1 =i+ 11X, =1).
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Usando a definicao de X,, temos que

1 = P(Xpp1 =0U X, =i+ 1|X, =1)
= P(X,41=01X, =19) +P(X,,y1 =i+ 1|X,, = 1)
= DPio t Piit1-
Portanto,
Pio = 1—Dpiit1.
Agora, vamos mostrar que

L IP)(U1 >’i+1)
Pt = 7, =)

Por definicao,

P(Xpi1 =i+ 1,X, =1)
P(X, = i) '

Piiy1 = P(Xpp1 =1+ 1|1 X, =1) =

Afirmamos que {X, = i} = {Uy41 > i}. De fato para n € N, temos que
n € [Ry, Ri11], para algum | € N. Em [R;, Rj11] temos que X,, € {0,1,...,U;;1 —1}.
Seja X,, =i €{0,1,...,Upy1 — 1}. Como Uy € maior que qualquer dos elementos

do conjunto X, =i € {0,1,..., U1 — 1}, seque que Uy > i. Portanto,
{X,, =i} ={U1 > i}
Disto, como as probabilidades sao identicamente distribuidas, temos:
P(X, =1) =P(Uy, >1i) =PU; >1i).
De modo andlogo, € verdade que
{Xp1 =i+ 1}y ={U1 > i+ 1}
Logo
{Xom1=1+1, X, =i} ={Uy1>i+1,U, > i} ={U1 > i+ 1},
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pois, {Uiy1 > 1+ 1} C {U; > i}. Isto segue que
PX,11=i+1,X,=19) =PU11 >i+1).
Pelo fato que as U;’s sao identicamente distribuidas, concluimos que
P(Xy1=1+1,X,=0)=PU, >i+1).

Portanto
Diji+l = —Q/=777 — ~
]P)(Ul > Z)

Em sequida vamos verificar a equacao,
P<Xn+1 = j’Xn = Z'TL7XTL71 = 7:,171, ce ;XO = 0) = ]P(Xn+1 = ,]|Xn = Zn)u
ou seja, que {X,} € wuma Cadeia de Markov Homogénea. Fazendo

B ={Xo=1i0,..., X1 = in_1}, escrevemos as probabilidades condicionais acima

como ] ] ] ]
P(Xn-‘rl = ]7Xn =1, B) ]P)<Xn+1 = ]7Xn = Z)

P(X, =i, B) B P(X, =1i)
para sequéncias iy, .. .,in_1,1,J, tal que P(X,, = 1,B) > 0 e P(X,, = i) > 0. Em
particular 7 =1+ 1 ou 0, ety 1 =10t—1,...,1,_; =0, pela construcao de X,,.
Seja v(n) o tempo de substitui¢oes Ry, no intervalo [1,n]. Tomando por exemplo,

j=i+1 eescrevendo D ={X, i 1 =4n i 1,...,Xo =0}, temos

P( n+l_j> _ZB>

= P(X n+1—j, —ZX 1:Z'—1,...,Xn_z‘:0,D,Q)

= Z Xpp1 =, X =i, X, =i—1,...,X,1 =0,D,0(n) = k), (2.3)
k=

oo

onde na ultima igualdade usamos o fato de = U{v(n) =k}, e que esta unido €
k=0
disjunta.

Analisemos o termo geral da série acima. Jd sabemos que
{Xop1 =i+ 1} ={Up1 > i+ 1}
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(X, =i} = {Upps > i)
Logo
{Xn+1 :Z—l-l,Xn:Z,?Xn_z :O}Z{Uk_H >Z+].}

Como v(n) = k temos R, = n — i, porque no tempo n — i foi onde houve a ultima

substituicao. Disto,
P(Xp =i+ 1, Xy =i, Xn1=i—1,...,Xns=0,D,0(n) = k)
= P(Ups1 >i+1,Re=n—1i,D).
k
Ja que Ry, = Z U; e as {Ug}’s sao independentes, obtemos
i=1
P(Upsr > i+ 1, R =n—i,D) = P(Upp >i+1)P(Ry =n—i,D)
= P(U, >i+1)P(Ry =n—1i,D),

onde também utilizamos que Uyy1 independe de D e o fato das {Uy}'s serem iden-

ticamente distribuidas. Retornando a (2.3) temos
P(Xpey =i41,X, =4, B) =P(U; >i+1) <Z]P’ (Ry = n—i,D)) S (24)
Cdlculo semelhante produz

P(X, = i,B) = P(U, > i) (i P(Ry = n — i, D)) . (2.5)

k=0
Agora de (2.4) e (2.5) concluimos que

IP)(U1 >i+1)

P(Xn+1 =1 + 1‘Xn = iaanl = inflv e 7X0 = ZO) = P(U N Z)
1

Os cdlculos anteriores conduzem a mesma avaliagao para P(X, 1 =i+ 1|X,, = 1).

Completando assim a demonstracao de que X,, € cadeia de Markov homogénea.
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2.2 Distribuicao de uma Cadeia de Markov Homogénea

A variavel aleatoria Xy é por convencao o estado inicial da cadeia e sua dis-

tribuigao ¢ denotada por vy.

Definigao 2.0.5 (Distribuicao inicial). A distribui¢ao inicial é a func¢ao definida

por

A distribuicao inicial satisfaz as condicoes:
v(i) >0 e Y wy(i) =1,

para todo 7 € E.
Definigao 2.0.6 (Matriz de Transicao). A matriz P = {p;;}i jer, onde

Py = P(Xns1 = j1X, = ) (2.6
€ a matriz de transicao da Cadeia de Markov Homogénea.

As linhas da matriz de transicdo sao probabilidades, ou seja, satisfazem as

condicoes:
pij = 0, Zpik =1

keE

Exemplo 2.0.7. Em uma cidade existem dois supermercados que denotaremos por
A e B. O supermercado A encomendou uma pesquisa de mercado com referéncia a
fidelidade dos clientes, tendo recebido o sequinte resuldado, 80% dos clientes de A
continuariam comprando em A e 20% migrariam para o supermercado B. Entre-
tanto, foi observado que somente 45% dos clientes de B continuaria comprando em
B enquanto 55% passariam a comprar em A. Com relacao ao nimero de consumi-
dores do mercado observou-se que 60% compram em A e os restantes 45% compram
em B. A direcao do supermercado A deseja saber qual o percentual de consumidores
passarao a comprar em A na prorima compra.

Vamos efetuar estes cdlculos. O supermercado A detem 60% dos consumidores

e 80% comprarao em A, entao:
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1. O percentual de consumidores que comprardao em A serd 0,60 x 0,80 = 0, 48.

2. O percentual de consumidores que compravam em B e comprarao em A serd
0,40 x 0,55 =0, 22.

3. Total dos consumidores que comprarao em A serd igual a (1) + (2) = 0, 70.

Portanto o supermercado A terd 70% dos consumidores. Aproveitamos para calcular

o percentual de consumidores que irao comprar em B.
1. O percentual de consumidores que comprario em B serd 0,40 x 0,45 = 0, 18.

2. O percentual de consumidores que compravam em A e comprarao em B serd
0,60 x 0,20 =0, 12.

3. Total dos consumidores que comprarao em B é dado por (1) + (2) = 0, 30.

Assim 30% dos consumidores comprarao em B o que jd era esperado.
Faremos agora os mesmos cdlculos utilizando uma outra abordagem. As info-

magoes obtidas permitem construir as tabelas sequintes:

1. Preferencia dos consumidores

Tabela 2.1: Preferencia dos consumidores

supermercado

comprarao em A

comprarao em B

compram em A

compram em B

0,80
0,55

0,20
0,45

2. Consumo atual

Tabela 2.2: Consumo atual

Compram em A

Compram em B

0,60

0,40




Com os dados das tabelas 1 e 2, podemos construir as matrizes
0.80 0.20
P—
( 0.55 0.45 )
c= (060 040 ).

Multiplicando ¢ por P obtemos
cP = (070 030 ),

que € o resultado obtido no primeiro cdlculo. A matriz P € no caso a matriz de

transi¢ao.

Teorema 2.1. A distribuicao de uma Cadeia de Markov Homogénea em tempo

discreto € determinada por sua distribuicao inicial e sua matriz de transicao.

Demonstragao: Seja X, uma variavel aleatoria que denota o estado inicial de uma

cadeia de Markov em tempo discreto. Tomemos

como sendo a distribuigao inicial. Usando a formula sequencial de Bayes (Teorema

1.3), segue que
P(XO :Z'()?Xl :ih"'vXk; :Zk‘)
= ]P)(XO = ZQ)]P)(XI = il‘XO = Zo) .. P(Xk = ik|Xk_1 = ik—lu . ,X(] = ZQ)

A expressao acima ¢ independente de k, assim, pela propriedade da Cadeia de

Markov Homogénea e a definicao de matriz de transicao, obtemos
P(Xo = io, X1 = i1,..., Xk = 1) = 0(40)Pigiy - - - Pir_1—is-

]

Uma generalizagao importante da distribuicao inicial é a distribui¢cao no tempo
n. Tal conceito é usado frequentemente em nosso trabalho. Para maiores referéncias

consultar [2].
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Definicao 2.1.1. A distribuicdo no tempo n da cadeia € o vetor v, o qual € definido
por
v, (1) = P(X,, = 1). (2.7)

Como consequéncia da regra de Bayes de exclusivas e exaustivas causas (Teorema
1.2),

Unt1(j) = Zvn(i)pij-
i€k
De fato,

Un+1(j) = ]P(XnJrl:j)

= ]P)(Xn-i-l = ja Q)
= P(Xon =4, [J{X0 =1}
i€l

Agora, pela definicao de probabilidade,

van1(§) = D P(Xny1 = j, Xn = 1)

i€l

_ Z P(Xn—l-l = ]|Xn = Z)P(Xn — Z)
‘ P(Xn = Z)
i€l

= Z O (D) P( X1 = j| X, = 1)

i€l

= > vali)pyi

ek

que ¢, na forma matricial, v}, = v} P. Da iteragao desta igualdade resulta:
vl =vg P (2.8)
A matriz P" é chamada de matriz de transicao de n-passos, devido ao termo
geral que é:
pij(m) = P(Xm = j1Xn = ). (2.9)
De fato, usando a regra sequéncial de Bayes (Teorema 1.3) e a propriedade de
Markov encontramos para o lado direito da igualdade (2.9)

pij(m) = Z Diiy Pivis -+ Pipp—1j- (2.10)

D] yeeny im€EE



e este é o termo geral da m-ésima poténcia de P.
No que segue mostraremos tal afirmacao. Usando a propriedade de distribuicao
condicional segue

Sendo X,,1n_1: 0 — E uma variavel aleatoria discreta,

U {Xngn1 =ipma} = U Xk (i)

im—1€E im71€E

Disto, podemos escrever
P Xpmin=0Xn=1) = P(Xp1m=170X,=1)

== IED()(nﬂ»n == j7 U Xernfl = Z‘mfla)(n = Z)

im—leE
Segue que,
m+n == U m—|—n 1 Zm—l)aXn = Z)
. . im—1€E
P(Xn+m = j|Xn = Z) = ]}D(X _ Z)

P U {Xonin = J, Xm}i-n 1 (fm1), X = i}

. im—leE

= P(X, = i)

_ Z P(Xm+n =1 Xm+n—1 : tm—1, X’n = l) 211)
| P(X = i)
im—1€E

onde na ultima igualdade usamos a definigao axiomatica de probabilidade.

Multiplicando e dividindo (2.11) por P(X, 11 = 1, X,y = 7), vemos que

- Z P(Xm+n — j’ Xm+n_1 - im—l, Xn - Z) ]:P)(Xn-i-m—l - /L.m—ly Xn - Z)
e\ PHmim1 = ing, Xo =19) B(X, =)
P(Xm+n—1 = lm_1, X, = z)
P(X, =1) :

- Z (]P)(Xm—l—n = lem+n—1 = lm—1, Xn = Z>

im—1€EE

29



Usando a propriedade de Markov, obtemos

n+m I_Zm 1;X :Z)
P(X, =1) '

P(Xm—i-n = j|X = Z Z Dipy_1j

im_1€EE

De maneira analoga,

PXn m— :imf7Xn:7;
PXin = X =)= 303 D i i =2 = bt X = )

P(X, =1)
im—1€E im_2€R
Por iteracao, pois m é finito, chegamos a
]P)(Xm-‘,—n - ]|X - ]- Z pznpzlzg . 'pimflj-

Assim mostramos a afirmacao feita anteriormente.
Outro fato importante é que a propriedade de Markov (2.1) pode ser ampliada

para

]P)(Xn—l—l = j17 e an—l—k = ]k|Xn = i,Xn_l = in—ly e ,XO = Zo)
== ]P)(Xn+1 — jl’ e 7Xn+k - jk‘Xn - Z)

Mostraremos tal propriedade para o caso

P(Xn+2 - j27 Xn+1 - ]1|Xn - iaXn—l - in—la cee 7XO = ZO)
- P(Xn+2 - j27Xn+1 = jl’Xn - Z)

O caso geral se da por indugao. Denotemos por
Ay ={Xnp2=jo}, Az = { X1 =51}, Aa={Xu=ite A4 ={Xs1=ip1,...,Xo =10}

Por definigao,
]P)(A47 A37 A27 Al)

P(Ay, Ay)
Pela formula sequencial de Bayes (Teorema 1.3),
P(A;)P(Az|Ay).P(A3]|Ag, A1)P(A4|Asz, A, Ay)

P(A,, Ay)
— ]P)(A3|A2, A1>]P)(A4|A3, AQ, Al)

P(Ay, As[As, A1) =

P(Ay, As[A2, Ar) =
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Utilizando a propriedade de Markov obtemos

P(A;)P(As3]A;)P(As|As)
P(A,)

]P(A4, Ag‘AQ, Al) - ]P(Ag’AQ)]P(A;l‘Ag) -

Como os eventos Ay e Ay sao condicionalmente independentes dado As (ver Teorema
1.4) segue que
P(A2)P(A3|A2)P(Ay| Az, As)

]P)(Aéh AS’A% Al) =

P(Az)
Novamente pela regra sequencial de Bayes (Teorema 1.3), concluimos que
P(Ay, A3, A
P(Ay, Ag| g, Ay) = DAL A0 A) gy g4,
P(A2)

Assim,
P(Xn+2 = j27 Xn+l = jl’Xn = Z.>AXV7L—1 = 7;n—la ce 7X0 = Z0) = P<Xn+2 = j2a Xn+1 - jl|Xn = 7/)

para todos ig,...,i,_1,1%, j1, jo tal que ambos os lados da igualdade estao definidos.

Escrevendo
A={Xpn=j1,..  Xopx =0} ¢ B={Xo=1io,..., X1 =in1}
vemos que P(A|X,, =i, B) = P(A|X,, = i), o que por sua vez produz
P(ANB|X, =1i) = P(A|X,, =) P(B|X, =1).
De fato,

P(ANB, X, =1)

P(X, =1)
Pela regra sequencial de Bayes (Teorema 1.3),

P(Xo = i)P(BIX, = 1),
P(X, = i)

P(ANB|X, =) =

P(AN B|X, =i) =

(A|X, =1,B).
Portanto
P(AN B|X, =1) =P(B|X, =1)P(A| X, =1).

Em palavras, o futuro no tempo n e o passado no tempo n sao condicionalmente
independentes do estado presente dado X,, = i. Isto mostra em particular que a

propriedade de Markov é independente da direcao do tempo.
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Exemplo 2.1.1 (Cadeia de Markov de dois Estados). Em uma esta¢ao meteoroldg-
ica sao realizadas apenas duas observacoes, se chove ou nao chove. Supondo que
esteja chovendo no dia n, existe uma probabilidade p de que esteja chovendo no dia
sequinte e, ainda, existe uma probabilidade q de que nao esteja chovendo no dian e
chova no dia sequinte. Seja vo(0) a probabilidade de que esteja chovendo no 0-ésimo
dia. Vamos convencionar e representar por 0 o estado em que estd chovendo e por 1
o estado em que nao chove. Designemos por X,, a varidvel aleatoria que representa
o estado de estar chovendo ou nao, no tempo n. Como calcular as probabilidades de
estar ou nao chovendo?

A probabilidade de transicao de um estado para outro € dada por
Pij = P(Xny1 = j| X = 1).

Como consequéncia temos:
i) probabilidade de chover (i = 0) no dia n e nao chover (j = 1) no dian+ 1 (dia

sequinte) serd dada por
bo1 = P<Xn+l = 1|Xn = O) = D;

ii) probabilidade de ndao chover (i = 1) no dia n e de chover (j = 0) no dia n + 1

(dia seguinte) serd dada por
pro = P(X,1 = 0[X,, = 1) = ¢;
iii) a probabilidade de estar chovendo e continuar a chover é dada por
poo = P(X11 =0/X, =0)=1—p;
iv) a probabilidade nao estar chovendo e sem chuva no dia sequinte, dada por
pn=PX,n=1X,=1)=1-g¢;
v) a probabilidade de no tempo 0 nao estar chovendo é
vo(1) =P(Xo=1) =1 —v(0);
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vi) e por dltimo, a probabilidade de estd chovendo no tempo 0 € igual a

U()(O) = ]P)(XO = 0)

Tendo em wvista o exposto, podemos agora calcular as probabilidades de estar

chovendo ou nao. A probabilidade de estar chovendo no dia sequinte a um dia n

qualquer € dada por:

P(X,1 = 0)

onde usamos

= P(Xpp1 =0N X, =0)+P(X,t1 =0NX, =1)

= P(X, = 0)P(Xp11 = 0/X, =0) +P(X, = )P(Xps1 = 0| X, = 1)
= P(X, =0)(1-p)+P(X,=1)q

= (1-p—qP(X, =0)+gq.

na ultima igualdade que P(X,, = 1) = 1 — P(X, = 0). Como

vo(0) = P(Xo = 0), seque que

P(X,=0)=(1-p—q)u(0) +¢

P(X;=0) = (1—-p—q¢)P(X;=0)+¢q
= (1—p—q)?w0(0)+q(1+(1—p—q)).

Por iteracao, vemos que

Como

temos

=
s
||

0) = (1 —p—q)"vp(0) +QZ(1 -p—q).




PO =1 = Lt - () - L)),

Sendo 0 < p <1, e0 < q < 1, adicionando-se (-1) aos termos da desigualdade,
obtemos -1<-(1-p-q)<1, que € equivalente a

[1—p—q| <L

Neste caso quando n tende ao oo temos que

lim P(X,, = 0) = ——

n—00 p+q
(&

lim P(X, =1) = 2.

2.3 Cadeias de Markov por recorréncia

Nesta sec¢ao apresentamos uma técnica (Ver |2]) para descrever algumas cadeias
de Markov usando equagoes de recorréncia. O teorema que segue descreve tal téc-

nica.

Teorema 2.2 (Cadeia de Markov Homogénea dirigida por Ruido Branco). Seja
{Z,}n>1 uma sequéncia independente e identicamente distribuida de varidveis aleatdrias
com valores em um espago arbitrario F'. Seja E um espago contavel e, f : EXF —
E uma funcao qualquer. Seja Xy uma varidvel aleatoria tomando valores em E, in-

dependente de {Z,}n>1. A equagdo recorrente

XnJrl = f(Xna ZnJrl) (212)

define uma Cadeta de Markov Homogénea.

Demonstragao: Por hipétese as varidveis aleatorias Xg, Z1,..., Z, sao indepen-
dentes de Z,,.;. Por iteragao da equagao recorrente X, 1 = f(X,, Z,11), obtemos,

para
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n=0, X = f(Xo,2)
n=1, XQZf(XlaZZ) :f(f(X0>Zl)7ZQ)
n=2, Xs3=[f(Xe,Z)=[f(f(f(Xo,2Z1),22),25)

Continuando, vemos que existe uma funcao g,, com n > 1 tal que
Xn - gn<X07 Zl; Z27 sy Zn)

Por hipotese
Xnt1 = f(Xn, Znsa)- (2.13)

Substituindo na equacao acima o valor de X,, por i, isto é, X,, = i, resulta que

Xn+1 — f(/l, Zn+1) (214)
Afirmamos que f(i, Z,41) é independente de ¢,,(Xo, Z1, ..., Zn_1). De fato,

P(f(i, Znt1) = J, gu(Xo, Z1, . .., Zna) =)

= P(fi(Zns1) = J,9n(Xo, 20, ..., Zp—1) =)

= P(Zpp € f71(), (X0, 2150 Zna) € g, (1))

= P(Zur1 € 7 (DP(Xo, 21, - ., Zna) € 9,7 (1))
(f

= ]P (Z Zn+l) _])P(gn(Xl);Zly-"aanl) = l),
onde na igualdade 4 usamos a independéncia de Z,,.1 e (Xo, Z1, ..., Z,_1). Portanto,
fi, Zni1) e gn(Xo, Z1, ..., Zy_1) sao independentes.

Substituindo o valor de X, ; encontrado no lado esquerdo da propriedade de

Markov, obtemos a igualdade

P(Xo1 =71 Xn=10,X01="1011,..., X0 =1p)
= P(f(i, Zp11) = 7| X0 =10, X01=tn_1,..., X0 =1p)

porque o evento {Xo = ig,..., X1 = in_1, X, = i} é independente de 7,1, como

provamos acima.
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Mostraremos agora que P(X, 1 = j|X,, = i) = P(f(i, Zn+1) = j). Vimos ante-
riormente que X, = ¢,(Xo, Z1,...,Z,) e, usando o lado direito da propriedade de

Markov (2.1), com as devidas substituigdes como efetuamos anteriormente, obtemos

P(XH-H - j|Xn = 2) = P(f(i’ Zn-I—l) = J|Xn = i7)
= P(f(@ Zn+1) = j|gn(X07 Zy, Loy s Zn) = Z)
= ]P)(f(ivzn-i-l) :])

Portanto X,, ¢ uma Cadeia de Markov, a qual é homogénea, ja que P(f(i, Z,11) = j)

é independente de n. O

A probabilidade de transicao p;; da CMH do Teorema acima é dada por
P(X,1=j|Xn=1) =P(f(i, Zns1) = J).

Assim, em um tempo zero
Pbij = ]P)(f(i, Zl) = j)- (2-15)

A seguir mostraremos exemplos canénicos que ilustram esta teoria.

Exemplo 2.2.1 (Passeio aleatorio). Seja uma varidvel aleatoria com valores em Z.
Consideremos a sequéncia {Z,}n>1 de varidveis aleatdrias, independentes de X, e

tomando valores no conjunto +1 ou -1, com distribuicao de probabilidade igual a:
P(Z,=+1) =p,
onde p € (0,1). O processo descrito por
Xopn=Xn+ 21

€ uma CMH, denominada de passeio aleatorio sobre Z. De fato, seque do Teorema

2.2 e da observagao que
Xn+1 = f(Xna Zn+1)
com

fZx{+1,-1} — Z
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definida por
f(Xna Zn—i—l) = Xn + Zn+1.

Exemplo 2.2.2 (Reparo de maquinas). Durante o dia n, Z,,1; mdquinas quebram
e vao para a loja de reparos no dia n + 1. Cada dia wma mdquina entre aquelas a
espera de servigo € reparada. Portanto, denotando por X, o numero de mdquinas

na loja no dia n,
Xn+1 - (Xn - 1)+ -+ Zn+1 (216)

onde at=mazx(a,0). Particularmente, se {Z,}n>1 € uma sequéncia independente e
identicamente distribuida, independente do estado inicial Xy, entio {X,}n>0 € uma

Cadeia Homogénea de Markov. Em termos de distribuicao de probabilidade:
P(Zy = k) = ay, k > 0. (2.17)

Se existem X,, mdquinas para reparo no dia n. No dia sequinte uma mdquina €
reparada, por isso o numero de mdquinas na oficina serd X, — 1, no entanto no
tempo n + 1 quebram Z,,1 mdquinas, por esta razao, o nimero de mdquinas para
reparo no tempo n+1, serd X1 = (X, — )"+ Z,11. O espago de estado é E =N
e a fung¢ao € definida como

fiEXN—F

fln,m)=(n-1)7"+m. (2.18)
Pelo Teorema 2.2, (2.16) e (2.18) concluimos que {X,} € uma cadeia de Markov

homogénea. Sua matriz de transicao €

Gy a3 as ag
Gy a3 as ag
P= 0 ap ay ag - . (219)

0 0 ag Qi

De fato, por (2.15) e (2.18) vemos que

pij = P(f(i,Z1) = j)
f,2) = (i—1)* + 2.
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Agora, de (2.17) e (2.18) obtemos

2.4 Probabilidade e tempo médio de absorcao

Existe uma técnica importante para avaliar a probabilidades e o tempo médio de
absor¢ao em um conjunto fechado de uma CMH. Esta técnica é chamada de Andlise

do primeiro passo [2|. Os exemplos a seguir ilustram esta técnica.

Exemplo 2.2.3. Neste exemplo apresentaremos duas situacoes que serao utilizadas
para ilustrar o exemplo que seque. Consideremos uma primeira situac¢ao. Um jo-
gador dispoe de duas unidades monetdrias e entra em um jogo com a sequinte regra:
quando ganha recebe uma unidade com probabilidade p e quando perde paga uma
unidade com probabilidade q. Vamos entao calcular a probabilidade de que o jo-
gador venha a vencer, estabelecendo que: quando atingir 4 unidades monetdrias o
jogo termina, ou quando estiver sem recursos. FEste é um tipico exemplo de passeio
aleatorio, exemplo 2.2.1, com espaco de estados E = {0,1,2,3,4}.

Denotemos por u(i), i = 0,1,2,3,4, as probabilidades do jogador ganhar quando
ele possui § i unidades monetdrias. As condigoes limitantes sio u(4) =1 e u(0) = 0.
Como o jogador parte com § 2, devemos calcular w(2). Mas, para encontrarmos u(2)

precisamos saber quais sao as probabilidades de ele vencer quando ele possuir § 1 ou
§ 3, pois u(2) depende de u(1) e u(3). De fato,

u(2) = pu(3) + qu(1).

Da mesma maneira, temos que u(3) = pu(4) + qu(2) e u(l) = pu(2) + qu(0). Um

calculo direto dad )

p
u(2) = T opg
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1
Fazendo p = q = 3 obtemos

E !
R

Para a sequnda situacdo as regras sao as mesmas da anterior, diferindo mo
sequinte aspecto, o jogador agora dispoe de $ 3 e vence quando atinge a quantia
de § 5. As condigoes limitantes siao agora u(5) = 1 e u(0) = 0. Calculemos u(3).

Inicialmente temos que
u@) = pu(4) + qu(2).

Vamos calcular em separado w(2). Do mesmo modo, u(2) depende de u(1) e u(3),
15to €,

u(2) = pu(3) 4+ qu(1).
Também, usando a condi¢cdo limtante inferior temos que

u(1) = pu(2) + qu(0) = pu(2).

Usando as igualdades acima € facil ver que

umzlfwma

Sendo u(4) = pu(5) + qu(3), por cilculos semelhantes aos acima concluimos que

(I —qp)p?
u3) = (1—qp)? —qp’

1
Em particular, se p=q = 5 entio u(3) serd igual a

(1 1>1 <3>(1) 3

B 44  \4)\4) 16 3

u3) = N 1 9 1 ~9-4 %
I=7) -7 16 1 16
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O exemplo acima é um caso particular de uma situacao geral que trataremos no

proximo exemplo.

Exemplo 2.2.4 (A Ruina do jogador). Dois jogadores A e B jogam Cara ou Coroa,
onde a probabilidade de ocorrer Cara é p € (0,1), e os resultados sucessivos sao uma
sequéncia independente e identicamente distribuida (i.i.d). Seja X, o ganho em
unidades monetdarias do jogador A no tempo n, X,11 = X, + Zpy1 onde Z, 1 = +1
ou respectivamente -1, com probabilidade p e ¢ = 1 —p, respectivamente. E claro que
{Z,}n>1 € i.i.d. De modo mais claro, A aposta § 1 no resultado Cara e B aposta
1 no resultado Coroa em cada lancamento da moeda. As quantias que cada jogador
dispoem inicialmente sao a e b, respectivamente para os jogadores A e B. O jogo
termina quando um dos jogadores perde toda a quantia de que dispoe. O processo
{Xn}tn>1 € um caminho aleatdrio, como foi descrito no exemplo 2.1.1, com excessao
de que € restrito ao espago E = {0,...,a,a+1,...,a+b = c}. O jogo dura um

tempo T', o primeiro tempo n em que X,, =0 ou ¢, e a probabilidade de A vencer é

u(a) = P(Xr = c|Xo = a).

Observemos que T € o tempo de absor¢ao, ou seja, uma vez que o processo atinge
0 ouc, em T ele nao se modificard. Em vez de calcular u(a) isoladamente, a Andlise

do Primeiro Passo calcula:

para todos os estados i € [0, c|, e para isto, primeiro € gerado uma equagao recorrente
para os u(i)'s pela quebra do evento “A vence” de acordo com o que pode acontecer
depois do primeiro passo, ou seja, o primeiro lancamento da moeda. Se Xy =1 €
[1,c — 1] entao X1 = i + 1 com probabilidade p ou X1 = i — 1 com probabilidade
q. A probabilidade do fracasso de B comeca a partir dos recursos iniciais de que
A dispoe: se for i+ 1 é u(i+ 1) ou no caso de i — 1 serd u(i — 1). Portanto para
iell,c—1]

u(i) =pu(i + 1) + qu(i — 1) (2.19)
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c=a+tbh A vence

Figura 2.2: A ruina do jogador

tendo como limite a condicao:

Demonstraremos a sequir a equagao (2.19). Seja Y = (Y.)u>0 a cadeia de
Markov homogénea obtida pelo retardo de X = (X,)n>0 por uma unidade de tempo
Y,=X,_1.

Definimos

Podemos reescrever u(i) como
u(i) = P(X € absorvido por c¢| Xy = 1)

Pela definicao de probabilidade condicional,

P(X ¢ absorvido por 0, Xy = 1)

u(i) = (X, = ) (2.20)
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O nimerador desta igualdade pode ser escrita como

P(X ¢ absorvido por ¢, X = 1)
= P(X € absorvido por c,§2, Xy = 1)
= P(X ¢ absorvido por ¢,{X; =i+ 1} U{X;, =i— 1}, Xy =1)
= P(X ¢ absorvido por ¢, X1 =i+ 1, Xy =1)
+ P(X € absorvido por ¢, X1 =i —1,Xq=1)

Aqui observamos que as sequintes probabilidades sao equivalentes,

P(X ¢ absorvido por ¢, X1 =1+ 1, Xy =1)

P(Y € absorvido por ¢, X1 =i+ 1, Xy =1).

Agora, ji que (Yn)n>o € Xo sao independentes dado X,, temos que
P(Y € absorvido por ¢, X; =i+ 1, Xy =1) € igual a

P(Xo=1,X1 =i+ 1)P(Y ¢ absorvido por c|Yy =i+ 1),

onde usamos o fato de Yy = Xi. Observando que as duas cadeias tem a mesma
matriz de transicao, e quando elas possuem o mesmo estado inicial, elas tem a

mesma distribuicao. Disto,
P(Y € absorvido por c|Yy=1i+1) =u(i+1).

Usando as conclusoes acima em (2.20) obtemos

P(Xo=14, X, =i+1)

u(@) = wu(i+1)

P(Xo = 1)
+ M1_UP@%;&?iZZ—U

= pu(i+1)+qu(i—1).
A equacao caracteristica associada com esta equacao linear recorrente é
pr’ —7r+q=0. (2.21)
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Encontramos esta equagao do sequinte modo. Primeiro, dividimos a equagio (2.19)

por u(i — 1), a saber,

u(d)  w(i+1)
ai-1) Pui-1) ¢
u(7) o u(i+1)

Assim, € suficiente mostrar que r = . Iniciemos o cdlculo

u(i)

wi—1) " T i1

para Wi—1) Calculando,
P(Xp =c, Xo=1)
u(i)  PXp=cXo=1i) P(Xy =1)
u(i—1)  PXr=cXo=i—1) PXr=c¢Xo=1i—1)
P(Xy=1i-1)
. ]P)(XT = C, XO = Z) ]P’(Xo =1 — 1)
]P(XT = C, XO =17 — ]_) ]P)(Xo = Z)
+ 1
No caso de u(z ) obtemos
u(i —1)
]P(XT = C,X(] =1+ ].)
u(i+1)  PXp=cXg=i+1) P(Xy=1i+1)
u(i—1)  PXr=cXo=i—-1) PXr=c¢Xo=1i-1)

P(XT:C,XOZY:‘F].) ]P(XO:Z—].)
]P)(XT:C,XO =17 — 1) P(XO :Z>

Vamos agora multiplicar o ultimo termo da igualdade por

P(XT = C|X0 = Z) ]P)(XO = Z)
P(X7 = c|Xo = i) P(Xo = 1)

para obter

IP)(XT = C|X0 =17 — 1) IP)(XO =1+ 1) P(XT = C|X0 = Z) IP)(XO = Z)

u(i+1)

u(i—1)

P(Xp=c|Xo=i+1) P(X,=1) P(Xp=cXo=1) P(Xy=i-1)
P(Xr=cXo=1) PXo=i4+1)J\P(Xr=c|Xo=i—1) P(X,=1i) |

Reordenando os termos podemos reescrever como
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Os dois termos do produto acima sao iguais a

u(i+1) . u(7)
u() uw(i —1)’

0s quais pela equagao de recorréncia (2.19) sao iguais a r. Disto, seque a equagao
(2.21).

A equagao (2.21) tém duas raizes distintasry =1 e ry = §, sep # q e raiz dupla,
r=1sep=q= % Portanto, a solugao geral serd :

u(i) = Mri + prh = A+ u(%)i,

quando p # q, e
u(i) = Arl 4 pirt = X+ i,
quando p = q = % Levando em conta as condigoes limites se pode determinar os

valores de A e u. O resultado serd para p # q,

1- (@)

u(i) = ﬁ (2.22)
eparap =q = % .
uli) = é (2.23)

1

No caso em que p = q = 5, a probabilidade v(i) em que B vence, quando dispoem

de recursos ¢ — i € obtida por substituigao de i por ¢ — i na expressio (2.26).
=1 1

v(i) = . :1—5.

Podemos comprovar que u(i) + v(i) = 1. O que significa que a probabilidade do

jogo nao terminar € nula.

Exemplo 2.2.5 (O lobo e o cordeiro). Um cordeiro entra em um labirinto. Se no
tempo n ele estd em um compartimento com k compartimentos adjacentes, estard no
tempo n+1 em um dos k compartimentos adjacentes, escolhido um ao acaso, cada um

com probabilidade % Um lobo faminto permanece o tempo todo em um determinado
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compartimento, e uma por¢ao de racao estd disponivel para o cordeiro em outro
compartimento (ver figura 2.3). O lobo nao estd desatento, se o cordeiro entra no
compartimento onde estd o o lobo, o lobo devora o cordeiro. Qual a probabilidade
do cordeiro comer a racao, quando ele parte do compartimento 1 e o lobo e a ra¢ao

estao respectivamente nos compartimentos 4 e 6¢

Lobo

1

Cordeiro _
Racao

Figura 2.3: O lobo e o cordeiro

Aplicando a analise do primeiro passo, seja u(i) a probabilidade que tem o
cordeiro inicialmente no quarto i consequir a rag¢ao sem ser devorada pelo lobo.
As condigoes limites sao

u(4) =0 eu(6) = 1.

Se a ovelha estd no compartimento 1, ela pode se mover para os compartimento

2 ou 8 com probabilidade de % e a probabilidade de comer a ragdo serd, entao, u(2)

ou u(3). Em consequéncia,

u(l) = u(2) + Ju(3);
Igualmente,
() = %u(l) + %u(B) + %u(@,
u(3) = %u(l) + %u(Q) + %u(5),
u(d) = 0;
u(s) = %u(?)) + %u(él) + %u(6),



u(6) = 1.

Nosso objetivo é determinar o valor de u(1). Temos definidos os valores de

u(4) =0 e u(6) = 1. Vamos colocar os valores de u(2) e u(5) em fungao de u(1) e

u(3). Como
() = su(l) + 2u(3) + ~u(4)
e u(4) =0 temos

() = %u(l) Y

3
Calculando u(5). Os valores de u(4) e u(6) sao respectivamente 0 e 1, logo
1 1 1
- - - “(
u(®) = Zul®)+ 0+ 3(0)
1 1

Calculemos u(3). Sabemos que
1 1 1
— Zu(1) 4 Zu(2) + ~u(5).
u(8) = gu(l) + gu(2) + gu(5)

Vamos substituir na expressio acima os valores encontrados de u(2) e u(5). Entao,

u(3) = %u(l) 4 % <%u(1) + %u(?))) + % <§u(3) + %) |

Sequindo,
u(3) = ~u(l) + <§u<1> + §u<3>> + (%U(Z%) 4 g)
4 2 1
u(3) = §u(1) + §u(3) + 9
2 4 1
u(3) — 5“(3> = §U(1) + 9
Tu(3) = su(l) + 5
De onde,
cul) s (4 1\9o 4 |
u(3) =2 7 2 = (§U(1) + 5); = zu(l) + =
9



Na continuacao vamos colocar u(2) em fungao de u(1l). Substituindo o valor encon-

trado de u(3) na expressio u(2) e efetuando os cdlculos devidos temos

u(2) = %u(l) + % (%u(l) + %)

1 4 1
= a4 —u(l) + —
i)+ gull) + 55
11 1
= () + —
v+ 5

1
uw(l) = §u(2)+§u(3)
1(11 1 1(4 1
= | =u(1)+ — | Zu) -+ =
2(21 ( >+21> +2<7“< )+7>
11 1 4 1
= = (1) + —
RO+ e+
23 4
= (1) 4 —.
TR
De onde
23 4
(1)—510(1) = -
19 4
u(l) = —.
'V = 5
Por fim
4
o) 4\ (42) 4
]_ = = = _ _ = —.
1) =19 (42) (19) 19
42
Portantz a probabilidade do cordeiro comer a ra¢ao quando saindo do compartimento
1¢€de —.
TS

A seguir apresentamos algumas situagoes quando modificamos a posi¢ao do

cordeiro, lobo e racao com suas respectivas probabilidades
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Tabela 2.3: Probabilidades em diferentes situagoes

Situagao | Codeiro | Lobo | Racao | u(i)
Si 1 2 6 2
Sy 1 3 6 &
Sy 2 1 6 =
Sy 5 1 6 3
S 5 2 | 6 | L
S 4 2 6 | &

Calcularemos, agora, o tempo médio antes da absor¢ao do exemplo 2.3.1, uti-

lizando a técnica da analise do primeiro passo.

Exemplo 2.2.6 (A ruina do jogador). A duragcio média m(i) = E[T|Xy = 1] do
jogo quando os recursos no inicio de que dispoe o jogador A € i satisfaz a equag¢ado
recorrente:

m(i) =1+ pm(i + 1) + gm(i — 1) (2.24)

para i € [1,¢ — 1]. Basta olhar a equagdo recorrente (2.19). De fato a moeda serd
langada, no minimo uma vez, com probabilidade p ou q e os recursos do jogador A
serd i + 1 ou i — 1, respectivamente. Portanto, m(1 + i) ou m(i — 1) langamentos
a mais serao necessdarios em média antes que um dos jogadores fique sem nenhum

recurso. As condi¢oes limitantes sao:
m(0) =0, m(c)=0 (2.25)

Para resolver a equagio (2.24) com as condigoes limitantes (2.25), escreve-se (2.24)

na forma

—1=p(m(i+1) —m(i)) — q(m(i) —m(i —1)).

onde usamos que p+q = 1. Definindo

yi =m(i) —m(i — 1),
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tem-se, para i € [1,¢ — 1],

=1 =pyir1 — qui
€
m() =y +y2 + ... + i (2.26)
1
Resolvendo para p = q = 5 tem-se:
|- 1 1
= 2?/2 2y1,
1= 1 1
- 2y3 292;
1 1
—1=_vyi— Y1
29 2y 1
Efetuando a soma das expressoes acima, obtém-se
1 1
—(i—1) = Sy — sy,
(2 ) 29 291

ou seja, para i € [1,c|,
yi=1y —2(i—1).

Substituindo esta expressao em (2.26) e observando que y; = m(1), obtém-se
m(i) =im(1) — 2L+ 2+ ...+ (i — 1)] = im(1) —i(i — 1).

Agora a condigao limitante m(c) = 0, da em(1) = ¢(c — 1), consequentemente,
cle—1)
m(1l) = ——= e, portanto
c

m(i) = i(c — i). (2.27)

2.5 Topologia da Matriz de Transicao

As propriedades topoldgicas tem especial importancia no estudo das cadeias de
Markov no que tange & transciéncia e recorréncia, ja que serao utilizadas nas demon-
stragoes dos teoremas que seguem. Além de serem tuteis para verificacao da irre-
dutibilidade das cadeias. Nesta se¢ao apresentaremos as defini¢oes e estudaremos

as propriedades topologicas.
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Definigao 2.2.1 (Estados acessiveis). Um estado j € acessivel a partir de um estado

i, se existe um inteiro M > 0 tal que p;;(M) > 0.
Proposicao 2.2.1. Um estado i é sempre acessivel a partir de si mesmo.

Demonstragao: Por definicao,
pij(M) = P(Xprn = jIXn = 1).
Fazendo M =0 e ¢ = j, obtemos

p“(o) = ]P)(XOJrn = Z’Xn = Z) =1.

Definicao 2.2.2 (Estados Comunicantes). Dados dois estados i e j, dizemos que os
estados i e j sao comunicantes se j € acessivel a partir de i e vice versa. Indicamos
15to por
14— .
Proposigao 2.2.2. Sendo M > 1, por (2.10) vemos que
pij(M> - Z Diiy Pivio---Ping_15-
U1t —1]

Portanto p;;(M) > 0 se, e somente se, existe pelo menos um caminho i,iy, ..., im_1,J

de i para j tal que Dii\Piyiy---Pip 15 > 0.

O interesse nos estados comunicantes ¢ que eles formam uma particao da Cadeia
de Markov Homogénea. Isto se d& pelo fato de ser comunicante ser uma classe de
equivaléncia. Mostremos isto.

i) Reflexiva:
14— 1
Pela proposi¢ao 2.2.1 um estado ¢ é sempre acessivel a si mesmo.

i1) Simétrica:
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Sei#j
14— )= j <1
Se ¢ e j sao comunicantes implica, por definicdo, que j é acessivel a partir de i e
vice versa, isto é, existe My e M, tal que p;;(My) > 0 e p;i(My) > 0. Como as
probabilidades sao ambas positivas existe um caminho minimo de j para ¢ e de ¢
para j.

i1i) Transitiva:

14— J,] «— k= 1+—k,
Supondo que j é acessivel a partir de i e k é acessivel a partir de 7, vamos mostrar

que k é acessivel a partir de . Com efeito, seja M; e M, inteiros positivos, tais que:

pij<Ml> = Z pii1pi1i2"'piMl—1j >0
i1, in—1E€ER
€
pjk<M2) = Z PjirPirja---Pirgg—1k = 0.
jly"'z.jM—QEE

Segue que para k temos

pik(My + Ms) = E Diiy Pivia - Ping, 4 ary—1k-
U1, My + My €
Observamos que iy, € F em algum momento j, desse modo

pik(My + My) = E DiirPiviz - -Ping, —ving, Pineyingg 41 Pingy 4 21y—1k

ULseesE M O My 415050 My + My —1€E

= E E Diiy Pivig-+-Ping, —ving, Pingyingy +1+-Pingy 4 nap—1k

My €E \1sesihy UMy 15 My + My —1€EE

v

E Piiy Pivia---Pingy —ving, Pingying, 41+ -Ping, 4015—1k

U1y EMy My 415050 My + My —1E€EE
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- Z ' Z Diiy++-Pinry 15-Piji++-Piz-+-Pirgy -1k

Uy tMy =1 J1yeosdMg—1

onde J1 = iny, Jo = IMy4+1s- - -5 IMa—1 = LMy +My—1- Continuando,
= E Diiy - Ping 1 E , Pjj1Pjija--Pinrg—1k
U1 My —1 JlseodMy—1

= D PinePiy Piko)

UlyeensMy —1

= pj(Ma) Z Diiy-+-Ping, 13

U1yl —1

= pjx(Mz)pi;(My) > 0.

Consequentemente, pela defini¢ao 2.2.2, k é acessivel a partir de i. Portanto os
estados comunicantes sao uma relacao de equivaléncia e produzem uma parti¢ao do

Espaco Estado E em classes de equivaléncia chamadas classes comunicantes.

Defini¢ao 2.2.3 (Conjunto Fechado). Um estado i tal que p;; = 1 € definido como
fechado. Geralmente, um conjunto C' de estados tal que para todo i € C, Zjec Dij =
1 ¢ dito fechado.

Exemplo 2.2.7. O diagrama de transi¢ao da figura 2.4 tem trés classes comuni-
cantes: {1,2,3,4}, {5,7,8} e {6}. O estado 6 € fechado. A classe comunicante
{5,7,8} nao é fechada, no entanto a classe {5,6,7,8} € fechada.

Definicao 2.2.4. Irredutibilidade

Se existe somente uma classe comunicante, entao a cadeia, € chamada de irredutivel.

2.6 Periodo

Consideremos o passeio aleatorio sobre Z descrito no exemplo 2.2.1. Desde que
p € (0,1), a cadeia é irredutivel. Observa-se que E = Cy + C4, onde Cy e C4, sdo
os conjuntos de pares e impares relativos aos inteiros, tendo a seguinte propriedade:

Se partindo de i € Cy (Cy = {0,£2,4+4,...}) em um tnico passo somente pode
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(3) ; 7
N\
\\@

Figura 2.4: Diagrama com 3 classes comunicantes

©,

alcancar o estado j € C) (C; = {£1,4£3,45,...}) e, quando parte de um estado
i € C} s6 chega a um estado j € Cy. A cadeia {X,,} passa alternadamente de uma
classe para outra. Neste sentido, a cadeia tem um comportamento periédico, e que
corresponde ao periodo 2.

Iniciamos com o conceito geral de periodo para estados simples.

Definicao 2.2.5 (Defini¢ao Aritmética de Periodo). O periodo d; do estado i € E,
€ por definigao,
d; = mde{n > 1;p;(n) > 0},

convencionando-se que d; = 0o, se ndo existir n > 1 com p;j(n) > 0. Sed; =1 o

estado © € denominado de aperiddico.

Observamos que para o estado i o periodo d; € o menor nimero natural tal que
pii(d;) > 0. Também, qualquer outro nimero natural tal que p;(n) > 0 deve ser da
forma n = Nd;, para algum N > 0. Em outras palavras ¢ é acessivel a ¢ em caminhos
com quantidade de passos miltiplos de d;. Além disso, temos uma estrutura ciclica
de acessibilidade de ¢ para ¢ com um espaco de tempo d;.

Mostraremos a seguir que periodo é uma propriedade de classe comunicante.

Teorema 2.3. Se os estados i e j se comunicam, entdo tém o mesmo periodo.
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Demonstracao: Como i e j se comunicam, existe inteiros NV e M tais que p;; (M) >

0 e pj;(IN) > 0. Para qualquer k > 1,
pij(M +nk + N) = pi;(M)(p;;(k))"pji(N).

De fato, o caminho Xg =1,..., Xy =7J,..., Xyrenkseny = ¢ € 0 caminho para ir de ¢
para i em M +nk+n passos. Portanto, para algum k > 1 tal que p;;(k) > 0 tem-se
que p;;(M +nk+ N) > 0, para todo n > 1. Assim, d; divide M + nk + N para todo
n > 1. Em particular, d; divide k. Desse modo d; divide todo k tal que p;;(k) > 0.
Ainda, d; divide d; e, finalmente, d;, = d;. n

A seguir demonstraremos um Teorema que nos auxiliard no estudo das CMH

irredutiveis.

Teorema 2.4 (Teorema do entrelagamento). Seja P uma matriz estocdstica irre-
dutivel de periodo d. Entao para todos os estados i, j, existem M >0 eng > 0, com

M e n possivelmente dependentes de 1,7 tal que
pij (M +nd) > 0, Vn > n,. (2.28)

Demonstragao: Basta provar para isso que ¢+ = j. Na verdade existe M tal que
pij (M) > 0, porque j é acessivel a partir de ¢ e, portanto, se para algum ng > 0,
tem-se p;;(nd) > 0 para todo n > ng, entdo P,;(M + nd) > p;;j(M)p;;(nd) > 0 para
todo n > ng. O mdc do conjunto A = {k > 1;p;;(k) > 0} é d, e A é fechado para a
adi¢ao. O conjunto A portanto, contém todos nimeros finitos de miiltiplos positivos
de d (ver Teorema 1.1 apéndice). Desse modo, existe ng tal que n > ng implica em
pjj(nd) > 0. O

Com o Teorema acima conseguimos generalizar o exemplo dado no inicio desta
subsec¢ao. Provamos este resultado de maneira propria.

Teorema 2.5 (Estrutura Ciclica). Para toda cadeia irredutivel de Markov encon-

tra-se uma unica particao de E em d classes Cy,Cy,...,Cy_1, tal que para todo
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kG{O,...,d—l} et € Cy,

Z pij = 1.

J€CK41

Por convencao, Cqy = Cy, e onde d € o periodo da CMH.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.4, sabemos que para todo 7,j existem m > 0 e
n > ng.
Vamos utilizar este fato na construgao da particao. Fixemos um estado i € E

arbitrario e a partir de ¢ construimos os seguintes conjuntos
Co={j€E:3 ng>0 tal que p;(nd)>0,Yn >ne}

Ci={j€E:3 n; >0 tal que p;;(1+nd)>0,Vn>n,}

Co={j€FE:3 ny>0 tal que py(2+nd) >0,Yn > ny}

Coo1={j€E:3 ngy1 >0 tal que p;;((d—1)+nd)>0,Vn > ng_1}.

E claro que E = CoU C; U Cy...Cy_y. Além disso, tal construcdo independe
dos 7’s. De fato, dado 7 € Cy um elemento qualquer podemos gerar as outras classes
Ciy...,Cq_1q.

Para concluirmos que Cpy, C1,...,Cy_1 é uma partigdo, nos resta mostrar que
estes conjuntos sao mutuamente disjuntos. Sejam k < [ < d. Suponhamos que j

pertenca a C}, e a (). Por construcao existem ny > 0 e ng > 0 tais que
pij(k+nd) > 0,Vn >n; e pi(l+nd) >0, Yn>mn.
Tome n > max{ny,n;}. De maneira explicita
P(X11ksna = j|Xo =1) > 0.

Destas duas conclusées vemos que a cadeia visitou j no tempo 1+ (k + nd) e no
tempo 1 + (I + nd). Consequentemente, existe um probabilidade positiva da CMH

visitar j num tempo k — [ > 1 quando partiu de j. Em outras palavras
pjj(k - l) > 0.
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Porém, isto ¢ uma contradigdo com a defini¢ao de periodo. Portanto, Cj, (C; = ()

para todo k,l < d De acordo com o que foi mostrado acima,
E:COUC&U...UCC[,l

¢ uma particao de F.
Para a outra afirmacdo, primeiro observamos que »_ jec, Prj = 1, para todo
0 < k < d. Mostraremos a afirmacao para Cy e (', os outros casos sao anélogos.

Calculando

piy(1+nd) = Y pi(nd)ps

keE

= Z Pik(nd) pr;

keCo

onde usamos a definicao de Cy na tltima igualdade. Somando sobre os termos de

> pi(l+nd) =Y pi(nd) Y pyj.

jeC keCo jeC

C} vemos que

Suponhamos que ZkeCl pr; < 1. Entao

1= Z pik(nd) Z Prj < Z pir(nd) = 1.

keCoy JjeC keCy

Isto é um absurdo. Portanto ) prj = 1 para qualquer K € C. O

jeEC
O ntmero d > 1 é denominado periodo da matriz ou do diagrama de transicao.
As classes Cy, C1,...,Cqy_1, sao ditas classes ciclicas.
A cadeia se move de uma classe para outra em cada transicao ciclicamente, ver

figura 2.5.

Exemplo 2.5.1. A cadeia com diagrama de transicao 2.6 € irredutivel e tem periodo
= 83, com as classes ciclicas Co = {1,2},C1; = {4,7},C3 = {3,5,6}.
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Co C1 Ci-2 Ci-1

Figura 2.5: Ciclos

Figura 2.6: Diagrama de transicao com 3 periodos

Seja uma cadeia irredutivel de periodo d com as classes ciclicas Cy, CY, ..., Cy.
Renumerando os estados de E, caso necessario, a matriz de transicao tem a estrutura

de bloco abaixo, onde d = 4,

Co C1 Cy Cf
Cof O A 0 O
C
p_ 0o 0 A 0
Cal 0O 0 0 A

Cs3\A4;3 0 0 O

e portanto P2, P? e P* também tem estrutura em bloco correspondendo a Cy, C;, Cs

o7



e C3. Em termo de matrizes

0 0 By 0 0 0 0 D Ey 0 0 0
pr_ | 0 0 0 B D0 0 0 |, |0 E 0 0
B, 0 0 0 0 Dy 0 0 0 0 E, 0
0 B; 0 0 0 0 Dy 0 0 0 0 FEy

Sao observados dois fenomenos: transicao de blocos e forma diagonal em blo-

cos em P* E claro que a matriz de transicio P? tem a forma diagonal de bloco

correspondente & classe ciclica Cy, Cy,...,Cy_q1:
Co Cv -+ Cag
Co E, 0 --- 0
T (229)
Cq1\N 0O 0 -+ Eg,

O d-passo da matriz de transicio P? é também uma matriz estocastica e que a
P-classe ciclica Cy, C4,Cs, ... Cy_1 sao diferentes P? classes comunicantes, como a
estrutura em bloco diagonal apresentada acima. Pode-se questionar: Existe na classe
C) mais que uma P? classe comunicante? Verifica-se que nao e, portanto a matriz F
em (2.29) ¢ uma matriz estocastica irredutivel. Para verificar toma-se dois diferentes
estados 7, 7 € Cy. Sendo estes P-comunicantes, assumindo que a cadeia é irredutivel,
existe m > 0 e n > 0 tal que p;j(m) > 0 e pj;(n) > 0 e que P tem periodo d. Entao
m = Md, n = Nd para algum M > 0e N > 0. Assim, p;j(Md) > 0e P;(Nd) > 0.
Mas, p;j(Md) ¢ o (i,j) termo de (PY)™ e igualmente p;;(Nd) é o (j,4) termo de

(PH)N. Provou-se, portanto que i e j sdo P¢-comunicantes.

2.7 Estados Estaveis

Definigao 2.5.1 (Distribuigao estacionaria). A distribui¢do de probabilidade w que
satisfaz
' =x"P (2.30)
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€ denominada de distribuicao estaciondria da matriz de transicao P ou da cor-

respondente CMH.

A equagao de equilibrio global (2.30) diz-se que para todos os estados i,
w(i) = S 7w (231)
jEE

Iterando (2.30) vemos que 77 = 77 P™ para todo n > 0. Se a distribuigao inicial

for v = m, por (2.8), obtemos v = vP" = 11, Assim, v,, = 7. De maneira anloga

n —

ao Teorema 2.1 é possivel mostrar que

P(X, = d0, Xny1. = @1, o, Xogk = 1) = Un(00)Dig 01 - - - Digy_vi-
Sendo v = 7 a distribuigao estacionéria, segue que

P(X,, =0, Xny1 = i1, -, Xyt = @) = T(0)Digl1 - - - Dip_yip-

E claro que a distribui¢ao acima nao depende de n. Em resumo, pode se dizer

que a cadeia esta em regime estaciondrio, em equilibrio ou em estado estaciondrio.

Exemplo 2.5.2 (Cadeias de Markov de Dois Estados). Tomando E = {1,2}, defin-

1mos a matriz de transicao

1 2

11—« «
P =
2\ B 1-p
onde v, 5,€ (0,1). As equagoes de equilibrio global sao:

(1) = 7)1 —a)+7(2)8
m(2) = m(1a+7(2)(1-p).
Este é um sistema dependente onde € reduzido a uma unica equagdo m(1)a = 7(2)/5.

Usando 7(1) + m(2) = 1 concluimos que

(1) = a’%ﬂ, n(2) =
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Exemplo 2.5.3 (Caminho Aleatério Simétrico). Um caminho aleatdrio simétrico
em 7. nao pode ter uma distribuicao estaciondria. Pelo Exemplo 2.2.1 vemos que

este processo € uma CMH. Realmente, a solucao da equacao de equilibrio
. . 1 .
(i) =—-m(i—1)+ =m(j+1)
2 2
para i > 0, com os dados iniciais 7(0) e w(1), é

w(i) = AN+
w(0) = A

(1) = A+u

= m(l) =\

v
p = w(l)—mx(0).

(i) = 7(0) + (v (1) — =(0))i,

ver exemplo 2.2.4. Desde que (i) € [0, 1], necessariamente (1) —7(0) = 0. Por-

tanto, ™ € uma constante. Agora, sabemos que: Z?T(’L) < 00. Mas,
icE

D w(i) = w(0)=7(0)> i,
i€E i€E i€E
Por estes dois fatos, 7(0) = 0. Concluimos que w(i) = 0. Como isto € vdlido

para todo i, seque que m = 0. O que contradiz o fato de ™ ser uma distribuicdo de

probabilidades.

Seja { X, }rn>0 uma CHM com matriz de transi¢ao P e admitindo uma distribuicao
estacionaria 7 tal que

7(i) >0

para todos os estados 7. Definamos uma matriz Q, indexada por E, tal que

m(1)qi; = 7(J)pji- (2.32)
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Q é uma matriz estocéstica. De fato,

B L .1 ()
qu Zﬂ_@.)pﬂ W(Z)Z (j)pﬂ 7T(Z) 1’

JEE JEE JEE

onde na terceira igualdade usamos a definigao de distribuicao estacionaria. Temos
a seguinte interpretagdo. Suponhamos que a distribuigao inicial de {X,,} seja 7, ou
seja, para todon > 0

P(X, =1i)=n(i). (2.33)

Pela regra da inversao de Bayes (Teorema 1.1),

P(Xn+1 = Z‘Xn = J>P<Xn = J)
]P)(Xn+1 = 7/)

P(Xy = j|Xnt1 =) =
Por (2.32) e (2.33) é visto que

Tem-se , entao que Q é uma matriz de transicao de uma cadeia de Markov reversa

quando o tempo é reverso.

Exemplo 2.5.4. Seja a matriz de transicao P da cadeia de Markov de dois estados,

ver exemplo 2.1.1,
1 2

1{1—-« «
P-
2 153 1-p
Sabemos pelo exemplo 2.5.2 que sua distribuicao estaciondria é dada por

_ b __a
a4+ p’ 7T(2>_oz+ﬂ'

(1)

Queremos encontrar a matriz Q para este exemplo. Para tal observamos que E =

{1,2} e tomamos a equagao (2.32).

m(1)qi; = 7(J)pji-
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Desta equacao encontramos as quatro entradas de Q dadas por
(g = 7(1)
m(1)q2 = 7(2)pn
(2)¢21 = (1)

7T(2)Q22 = W(Q)p22~

Calculos stmples mostra que a matriz Q € dada por

[ 1-« «
o=("3710)
Teorema 2.6 (Teste de reversao). Sejam P e Q matrizes estocdsticas indexadas por
um congunto enumerdvel E. Seja m uma distribuicao de probabilidade tal que para
todo 1,5 € E, tém-se
(i) = m(J)pji- (2.35)

Entao m € uma distribuicao estaciondria de P.

Demonstragao: Para um estado ¢ € E fixo, somamos ambos os membros da
igualdade (2.35) em relagao a j € FE obtemos

Zﬂ(i)q@'j = Zf(j)pji-

jEE jEE
Temos que o lado esquerdo da expressao é igual a (i) Zqij = m(i), e, portanto,

JEE
para todo i € F,

m(1) = Z m(J)pji-

jJEE

2.8 Regeneracao

Determinar o tempo em que um estado é alcancado ¢ uma tarefa importante no

estudo das cadeias de Markov. Para determinacao de recorréncia e transciéncia dos
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estados, o tempo de retorno informa se um estado é recorrente ou transciente, pois

conhecendo esta informacao sera possivel identificar sua natureza

2.8.1 Propriedade Forte de Markov

Definicao 2.6.1 (Tempo de parada). Seja um processo estocdstico { X, }n>0. Uma
varidvel aleatoria T : Q — NU{+o00} tal que, para todos os inteiros m > 0, o evento
{r =m} ={w:7(w) =m} possa ser expresso em termos de Xy, X1,..., X, € dito

tempo de parada.

Exemplo 2.6.1 (Tempo de Retorno). Na teoria de Cadeia de Markov, o mais

importante tempo de parada é o tempo de retorno ao estado i € E [2], isto €
T, =inf{n > 1;X, =i},
onde T; = 0o se X,, # i para todo n > 1. Em verdade T; € um tempo de parada. De
fato N
{Ti=m}={Xn =i lix—y =1}
n=1
o qual € escrito em termos de Xo, X1,..., X,.

Seja 7 : 2 — N um tempo de parada. Olhando a cadeia de Markov X do seguinte
modo
X:OxN—F

(w,m) — X (w,m)

podemos fazer a composicao de X com 7, isto &, X,y (w) = X (w, 7(w)). No caso de
7 € N nao ha problemas. Porém, quando 7 = co tomamos um elemento arbitrario

A que nao esteja em E para definirmos
X = A

Sendo possivel compor uma cadeia de Markov X com os tempos de parada, definimos

o processo “{ X, } anterior a 7”7 como

{Xn/\‘r}n207
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onde n A 7 = min{n, 7}. O processo “{X,,} posterior a 77 é definido por

{Xn+7}n20~

Teorema 2.7. Propriedade Forte de Markov

Seja { X }n>0 uma CMH em um espago enumerdvel E e uma matriz de transi¢io
P. Seja 7, um tempo de parada com respeito a esta cadeia. Entao para qualquer
estado i € E, dado que X, = i (em particular T < 0o, desde que i # A = 00) a
sequintes afirmagoes sao vdlidas

(a) O processo posterior a T e o processo anterior a T sao independentes;

(b) O processo posterior a T é uma CMH com matriz de transi¢cao P.

Demonstragao:

(a) Vamos mostrar que para todos os tempos k& > 1,n > 0, e todos os estados

105y 0ny Ty J1y- - - 5 Jk, Vale
P(Xy i1 = 1y Xoow = 0l X0 = 6 Xopn = s+ s Xopn = in)
=P(X, 1 =J1, s Xogr = Ji| X7 =1). (2.36)
Mostraremos a seguir uma versao simplificada da igualdade (2.36),
P(Xy ik = J1Xr = iy Xonn = in) = P(Xrp = j| X, = ). (2.37)

A generalizagao pode ser obtida por argumentos semelhantes. O lado esquerdo da

igualdade acima ¢é igual a

P(XT+]<J =7, X =1, Xopn = Zn)
P(XT =1, Xoan = Zn)

(2.38)

Observando que 7 : 2 — NU {+o00} e Q = (J,5o{7 = r} o numerador acima pode
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ser reescrito como
IP)(X’T"Fk‘ =17, Xr =1, Xopn = Zn)
- P(Qa XT+k = ja X, = i, Xran = Zn)
= P(({r=r}or = 4. Xs =i, Xopn = i)

r>0

= Y Pr=r} Xepp =4, X, =i, Xopn = i)
r>0

= ) Plr=7Xe =5, X, =i, Xonn = in). (2.39)
r>0

Desenvolvamos o termo geral da série acima.

]P)(T =T, Xr-l—k - ja X’/‘ = i, Xr/\n = Zn)
P<T =T Xr+k =J X, = (2 Xoan = Zn) ; ;
= P(r =7, Xopn = 1n, X =
P(r = 7, X, = i, Xnn = in) (=7 Xorn =14 0

= P(X,ix = 71X =0, Xopnn = tn, 7 =7).P(1 =1, Xopn = 1n, X, = 1).

JaquerAn<re{r=r}e X, oevento B = {X,n, = i,,7 = 1} estd en X{.

Portanto pela propriedade de Markov
P(Xr-‘rk = ]|Xr =1, Xoan = n, T = T) = ]P)(Xr-i-k = ]|XT = Z) = ng(k)
Assim expressao (2.39) fica reduzida a

Zp2]<k)P(7— =T, Xr/\n = ina X?“ = 7/) = pl](k)P(XT:za XT/\TL = Zn)

r>0

Portanto o lado esquerdo da expressdo (2.37) é p;;(k). Célculos semelhantes mostram

que o lado direito de (2.37) também é p;;(k), e desse modo fica demonstrado o item

(a).

(b) Devemos mostrar que para todos os estados i, 7, k,ip_1, ..., i1

IP)(XT-HH-I = k|XT+7’L - ja X7'+n—1 = Z.n—la AR XT = Z)
=P(Xrtns1 = k| Xoin = J) = pji-
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A primeira igualdade segue do que foi demonstrado no item (a) para o tempo
de parada 7 = 7 + n, o processo anterior e o posterior a 7’ sao independentes dado
X, = j. A segunda igualdade é obtida através de céalculos semelhantes ao demon-

strado no item (a). O

2.8.2 Ciclos regenerativos

O objetivo desta secao é determinar o ntimero de visitas a um estado. A expressao

abaixo, conta o ntumero de visitas ao estado 1,

N; = Z 1(x,=i)- (2.40)

n>1

A seguir mostraremos alguns fatos que nos ajudarao na demonstracao do Teo-

rema & frente. Observamos que {X,, =i} = {w : X, (w) =i} e que

1 )L ose welX, =i}
Bnle)= 0, se wé{X, =i}

De (2.40) podemos escrever
Ni = NZ<W) = 1{)(0:7;}(&)) + 1{X1:Z~}(w) + ]-{ngi}(w) + ...

Supondo Xy = j o estado inicial e 7 o niimero de visitas ao estado 7, ou seja,
N; = r, temos

o que é a probabilidade do ntimero de visitas ao estado i ser r quando partindo do

estado inicial j. Apoés estas consideragbes enunciamos o seguinte teorema.

Teorema 2.8 (Numero visitas a um estado). A distribuicio de N; dado Xy =j €

fjifiq;_lﬂ - fzz) para 1T > 1

(2.41)
1 — fj para 1 =0,

Pj(NiZT):{
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onde
fii = Pi(T; < o0)

e T; € o tempo de retorno ao estado 1.

Demonstracao: Para r = 0, queremos mostrar que P;(N; = 0) = 1 — f};, onde
fii = P(T; < 00| Xy = 7). E claro que {T; < oo} U{N; =0} = Q.

Supondo que w € {N; = 0}, ou seja, N;(w) = 0. Logo w ¢ {T; < oco}. Portanto,
{T; < o} N{N; = 0} = 0, o que significa que os eventos sao complementares, isto
e)

{T; < 0} U{N; =0} = Q.

Segue entao que
P({T; < 0o} U {N; = 0}| X, = j) = P(Q X = j) = 1.

Continuando

P({T; < 00}|Xo = j) +P({N; = 0} X = j) = 1

Portanto, quando r = 0, a probabilidade sera
Py(ﬁ% ZZO) =1 —*j}@

Seja r > 1 e assumamos (2.41) verdadeira para todo k € [1,r]. Em particular,
P;(N; > r) —1-21@ @ s

Verifiquemos a igualdade (1). Vemos que

(No>rb= |J (N =k}

k=r+1

E claro que

U{N_k:}UU{N_k} P;(Q) = 1.

k=r+1
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Disto

Sendo U{NZ = k} disjunta,

k=0

Portanto,

k=0

Agora, verificaremos a igualdade (2). Da igualdade (1) deduzimos que

= 1—[(1— f) + fifa(L = fii) + Fiafu (A = fi) + Fiafu(L = f3)

+ fufaQl= fa) + .. 4 fufi N = fa)]
= 1= (1= fi+ fuliy— fifu+ Fiifu — Fiuli + ki — Fiif
+ Sfiifao+ Fif = filh)

= 1-[1— f;fi]

onde usamos a hipétese indutiva na segunda igualdade.

Supondo que 7, € o r-ésimo tempo de retorno para o estado ¢, temos a igualdade
{Ni=r+1} ={X5 =}
Deste fato deduzimos que
Pi(N;=r+1)=P;(N;=r+1,X, ., =1).

Como {N; = r + 1} significa que o estado i foi visitado r + 1 vezes e somente

esta quantidade, temos que o (r 4 2)-ésimo tempo de retorno ¢ infinito. Em outras
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palavras {N; = r + 1} = {742 — 7,11 = 00}. Segue que

]P)j(TT-I—? — Tr41 = OO7XTT+1 = Z)

Pj (Nz =7r+ 1) =
— 0B, (X, = )

IPJj(Tr—i-2 = Tr41 = OO|XTT+1

Entretanto,
=i, Xo = J)

= i)

Pj(7r12 — Tr1 = 00| X1 = 1) P(7r42 — Tp1 = 00| Xo,
]P)(TT-FQ — Tr41 = OO|XTT+1

pela propriedade forte de Markov. Desde que 7,5 — 7.1 € 0 tempo de retorno para
1 do processo depois de 7,1 a Propriedade forte de Markov da

P(Trq2 — Try1 = 00| X, = 1) = P(T; = 00| Xo = 1).

Também

]P)] (XTT+1 =

(se N; <r,entao X, , = Xoo = A ¢ E). Portanto

(N; =r+1)=Py(T; = 00)Pj(N; >r) = (1— fu)fif,

P;
Il

o que completa a demonstracao.
A distribui¢ao de N;, dado Xy = j e N; > 1 é geométrica [9]. Isto acarreta duas
consequéncias principais. Em primeiro lugar

Demonstremos a afirmagao acima. Sejam p # ¢ quaisquer e w € {N; = p}n{N; = ¢}.
Entao w € {N; = p} ew € {N; = q}. Isto implica que N;(w) = p e N;(w) = ¢. Disto
obtemos p = ¢ uma contradicgao.

Pelo Teorema (2.8)(ntimero de visitas a um estado),
{ fulfi'(1— fi) para r>1

1— fu para r = 0.
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Suponhamos que P;(T; < oo) = 1, ou seja, f;; = 1. Entao P(N; = r) = 0 para
todo r > 0. Como Q = U {N; = r} temos

1=P(Q) =P(U2{N; = r}) = Y P(N; =) = P;(N; = o).

oo
n=0

P;(N; = o) = 1. Pelo fato de que P;(N; = r) > 0 para todo r > 0 é possivel
concluir que P;(N; = r) > 0, para todo r > 0. Em particular P;(V; = 0) = 0.

Por outro lado, sabemos que 1 = > > P;(N;, = r) e suponhamos que

Obtemos desta maneira fii = 1 e, consequentemente, P;(7; < oo) = 1. Em outras
palavras, quando partindo de 7, se quase com certeza se a retorna a ¢, entao i sera
visitado infinitamente.

Em segundo lugar, tem-se

B[N =Y 1PNy =7)=> rfi(1— fu) = - ff
r=1 r=1 w

Em particular
Temos f; =Pi(T; < 00) < 1e

ST =Y = u— S+ 2002 ) 43— D A= S+
r>0

+ r(f— Y+
= futfi+ i+ lit +fi+

- oyt
B ;(f“) 1—fi

Teorema 2.9 (Recorréncia). Para algum estado i € E,

Pi(T; < 00) < 1 & Py(N; = 00) & Py(N; = 00) = 0 & E;[N;] < oo.
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Particularmente, o evento {N; = oo} tem probabilidade P; igual a 0 ou 1.

Consideremos uma Cadeia de Markov com estado inicial convencionado ser 0,
tal que Po(7h < o0) = 1. Levando em conta o ultimo Teorema, a cadeia partindo
do estado 0 retornara infinita e frequentemente muitas vezes a este estado. Seja
71 = Ty, 9, ... 0s sucessivos tempos de retorno a 0, e tome 79 = 0. Pela Propriedade
Forte de Markov, para algum k > 1, o processo posterior a 75, € independente do
processo anterior a 7. Observa-se que a condicao X, = 0 é sempre satisfeita, e o
processo posterior a 73, é uma Cadeia de Markov como a mesma matrix de transicao

que a cadeia original e com estado inicial 0, por construgao.

Teorema 2.10 (Teorema do ciclo regenerativo). Seja { X, }n>0 uma CMH com es-
tado inicial 0 que € sempre certamente frequentemente visitado infinitamente. Deno-

tando por g = 0,71, T2, ... 0s sucessivos tempos de visita a 0, as partes da trajetoria
{XTkaXTk-i-lv s 7XTk+1—1}7 k Z 07
sao independentes e identicamente distribuidas.

Tais partes sao denominadas ciclos regenerativos da cadeia entre as visitas ao
estado 0. Cada tempo aleatorio 7, é um tempo de regeneracao, nesse sentido que
{X+,+n}n>0 ¢ independente do passado Xo,..., X, 1 e tem a mesma distribuigao
que {X,}n>0. Em particular, a sequéncia {7y — 7;_1}x>1 ¢ independente e identica-

mente distribuida.
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Capitulo 3
Recorréncia, Transciéncia e Absorcao

Neste capitulo estudaremos os critérios para determinacao de recorréncia e tran-
sciéncia, assim como da estabilidade de uma cadeia de Markov. O critério da matriz
poténcia e a estrutura da matriz de transicao sao apresentados e, a partir destes
mostramos que a recorréncia é uma propriedade de classe. Serao abordados ainda

os conceitos de absorcao e tempo de absorcao.

3.1 Critério da Poténcia da Matriz

3.1.1 Estados Recorrentes e Transcientes

No capitulo dois, o Teorema 2.9 trata de um primeiro conceito de recorréncia.
Nesta secao usaremos tal resultado para definir o que sao estados recorrentes e
transcientes.

Consideremos uma cadeia de Markov tomando valores em um espago de estados
E =N. Seja i € N o estado inicial da cadeia. Existe a possibilidade de que a cadeia
nunca visite este estado, novamente, depois de decorrido um certo tempo aleatério
finito. O que é uma caracteristica indesejavel. Como por exemplo, seja uma cadeia
que conta o niimero de pessoas que esperam atendimento em uma fila de um certo

banco.
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A recorréncia positiva é utilizada para avaliar a estabilidade de uma cadeia de
Markov irredutivel, quando o estado é visitado um ntimero infinito de vezes e o tempo
meédio entre duas visitas sucessivas é finito. Para determinacao da estabilidade de
uma cadeia estudaremos as condi¢oes necessarias e suficientes, ou seja, o critério da
matriz poténcia e o critério da distribuicao estacionaria. Iniciaremos com a defini¢ao

fundamental para esta se¢ao

Defini¢ao 3.0.1 (Recorréncia e Transciéncia). Seja i € E, i serd recorrente se
Pi(T; < 0) =1, (3.1)
de outro modo é denominado transciente. Um estado i € E que satisfaz
Ei[T; < o0 (3.2)
€ denominado recorrente positivo, se nao, € dito recorrente nulo.

Exemplo 3.0.1 (Sucesso na corrida). Seja um jogo que obedece a sequinte regra:
uma moeda € lancada repetidamente. Seja p a probabilidade de ocorrer cara e q a
probabilidade de ocorrer coroa. Considerando uma escada, se o resultado for coroa,
sua probabilidade serd ¢ = 1 — p, e subiremos um degrau, se o resultado for cara
desceremos um degrau. Seja X, nossa posicao no tempo n, pelo Exemplo 2.2.1, o
processo { Xy, tn>o serd uma CMH com espago de estados E = N.

No diagrama de transicao da cadeia do exemplo em questio (Figura 3.1), obser-

vamos que o espaco de estados € E = N.

Figura 3.1: Diagrama de transicao sucesso na corrida
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Para garantir a irredutibilidade vamos impor a condi¢ao
€ (0,1) para todo i€ E.

A sequir calculemos a probabilidade de retorno ao estado inicial 0 e o tempo
médio de retorno ao mesmo estado. Partindo do estado 0, existe apenas um caminho
para retornar ao estado 0 em exatamente n passos. O caminho € 0,1,... n—1,0.

Portando, Py(Ty = 1) = po, paran > 1,

IP)()(TO = n) = (1 —po) e (1 — pn—2)pn—1-

Fato demonstrado em (2.10). Definamos ug =1 e paran > 1

U, =(1—po)... (1 = pn_1).

Vemos que
P(Ty =n) = up_1 — up
Calculando
Py(Th < o0) Py(Ty = n) = lim P(Ty =n) = lim (1 — u,,).
; Z Ty =n) = i 3BTy =) = i (1~ )
Tomando o limite e substituindo u,, temos
m—1
]P(TO<OO—1—11TID (1 —p;).

Tendo em wvista o resultado de infinitos produtos (Ver Teorema 3.1 apéndice)

m—1

P(Ty < 0) =1 <= lim 1—Z—O<:> i

De um modo geral nao é facil determinar se um estado é recorrente ou transciente.
A teoria das cadeias de Markov objetiva mostrar critérios para determinacao da
recorréncia de uma cadeia. Em alguns casos o critério é satisfeito por condigoes

necessarias e em outros por uma condi¢ao suficiente.
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3.1.2 Matriz Poténcia

No capitulo 2 mostramos que P" é a matriz de transicao de uma cadeia de Markov

em n passos. Uma matriz G associada com a matriz de transicao P definida por

G:ZP"

n>0

¢ denominada de matriz poténcia. Seu termo geral

ij = sz](n) = Z IDZ(Xn Z E 1{Xn—]} Z 1{Xn—J}]
n=0 n=0

¢ a média de visitas ao estado j, quando a cadeia inicia no estado .

Teorema 3.1 (Critério da matriz poténcia). O estado i € E ¢é recorrente se, e

somente se,
> pii(n) = oc. (3.3)
n=0

Demonstracgao: Este teorema apenas reformula o Teorema 2.9 do capitulo 2. [

Observamos que o Exemplo 3.0.1 é uma aplicacao deste Teorema.

Exemplo 3.1.1 (Passeio aleatorio). A cadeia de Markov correspondente foi descrita

no Exemplo 2.2.1. Os termos nao nulos da matriz de transi¢ao sao:

Dii+1 =D, Dii—1=1—p,

onde p € (0,1). Nds podemos estudar a natureza de qualquer estado, pois este
processo € invariante por translagoes para cima ou para bairo. Verifiguemos o caso
do estado 0. Observamos que € impossivel em uma quantidade impar de passos
retornar a 0 dado que se partiu de 0. Portanto, temos que poo(2n+1) = 0. Em uma
quantidade par de passos, ou seja, 2n passos, os unicos caminhos que retornan para

0 sao aqueles que sobem n vezes e descem n vezes. Assim, temos uma combinagao
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de 2n em n. Sendo que para cada vez que o caminho sobe temos a probabilidade p

cada vez que desce a probabilidade 1 — p, seque que

pof2n) = 20 (1

Pela formula equivalente de Stirling, n! = n/e"\/2mn [2], a expressio acima € equiv-

alente a
[4p(1 —p)]"

V™

A natureza da série Y | poo(n)(converge ou diverge) € o da série com termo geral

1
27

(3.4)

(5.4). Sep# 3, resulta [4p(1 — p)|* < 1, a série converge e se p =%, caso em que
[4p(1 — p)|* = 1, a série diverge. Resumindo: os estados do passeio aleatorio sao

transcientes se p # 5 € recorrente se p = 3.

Consideremos os estados 7,7 € E tal que ¢ é recorrente e acessivel a partir de
j € E. Como i é acessivel a partir de j existe uma probabilidade positiva de ¢ ser
visitado pelo menos uma vez e, partindo de ¢, por ser recorrente, o nimero médio de
visitas é infinito. Portanto, partindo de 57 o nimero médio de visitas a ¢ é infinito, e

calculado por

Ej[N] =) pji(n) = oo.

n>1
Para o caso que ¢ é transciente, de igual modo, o nimero médio de visitas para

qualquer estado j é dado por

E;[N;] = iji(n) < 0.

n>1

3.2 Estrutura da Matriz de Transicao

Anteriormente, definimos os conceitos de recorréncia e transciécia, recorréncia
positiva e nula para estados simples. Porém, como veremos agora tais estados sao

propriedades de classe.

Teorema 3.2 (Recorréncia é uma propriedade de classe). Sei e j sdo comunicantes,

ambos sao recorrentes ou ambos sao transcientes.
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Demonstragao: Por definicao, os estados ¢ e j sao comunicantes se existem inteiros
M e N, tais que p;;(M) > 0 e p;;(IN) > 0. Indo para j a partir de ¢ em M
passos, de j a partir de 7 em n passos e, por fim, de j para ¢ em N passos, temos
que pii(M +n+ N) > pi;(M)pj;j(n)pji(N). De modo analogo p;;(N +n + M) >
pji(N)pii(n)pij(M). Seja o = p;;(M)p;i(N) > 0. Isto nos leva a p;(M +n+ N) >

ap;i(n) e pj;(M + N +n) > ap;(n). Estes fatos implicam que as séries

Z pii(n) e ijj (n)

ambas convergem ou ambas divergem. O Teorema 3.1 conclui a demonstragao. [

Dados ¢ positivo ou nulo recorrente, se j se comunica com ¢ entao j é positivo
ou nulo recorrente, respectivamente. Deste modo, estas sao propriedades de classe.

Os estados de uma cadeia de Markov irredutivel sao todos da mesma natureza, ou
seja, transcientes, recorrentes positivos ou recorrentes nulos, é possivel determinar
se a cadeia ¢ transciente, recorrente positiva ou recorrente nula, examinando apenas
um dos estados e determinar a qual classe pertence, para tanto escolhe-se aquele
que propicie maior facilidade no célculo.

Pelo exposto, existem duas classes: as classes recorrentes e as classes transcientes.
Denotaremos por 1" a classe transcientes, a classe T' contém todos os estados tran-
scientes e por R as classes recorrentes, cujos estados sao todos recorrentes. O con-
junto de classes recorrentes R pode ser composto por varios subconjuntos disjuntos
de classes comunicantes { Ry, Ry, ...}. Os conjuntos {R;} sao fechados. De fato se
a cadeia vai de ¢ € R; para algum j € E com certeza voltara para i, pois ¢ e j sao
comunicantes, portanto j € R;. A figura 3.2, mostra a estrutura de comunicagao da

matriz de transicao P.

3.3 Recorréncia e Medidas Invariantes

A medida invariante é uma ferramenta utilizada para determinacao da natureza
dos estados de uma cadeia de Markov, pois ¢ uma condi¢ao necessaria. Sua nogao

se estende a distribuicao estacionéaria.
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Figura 3.2:

Definicao 3.2.1 (Medida Invariante). Um wvetor ndo nulo x = {z;}icp € deno-
minado uma medida invariante da matriz estocdstica P = {p;;}ijer, se para todo
1€ B,

x; € [0, 00) (3.5)

Ti= ) Tpy. (3.6)
JEE
Em notacao abreviada, 0 < x < oo e xIP = xT.

Definamos para todo i € F o seguinte

iL’i:EO

>, 1{Xn=i}1{nSTo}] : (3.7)

n>1

onde Tj é o tempo de retorno ao estado 0.
Para n € [1,Tp], onde Ty é o tempo de retorno ao estado 0, X,, = 0 se, e somente

se, n = Ty. Portanto,

.CEOIEO

>, 1{Xn:0}1{nsm]

n>1

= Ell]=1 (3.8)
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Calculemos Zie g %;. Pela linearidade de Ej, basta calcular

Z Z lix, =i lin<nyy = Z{Z 1{Xni}}1{n§To}

i€E n>1 n>1 “ielk

= Y lpeny

n>1

- TD-

Consequentemente,

> @y = Eo[T). (3.10)

i€l

Para simplificar a demonstragao do Teorema 3.4 abaixo, adotaremos a seguinte

notagao
ef .
oPoi(n) = « Eolix,=aln<ry) = Po(X1 #0,..., X1 # 0, X,, =1). (3.11)

E claro que

T = Zopm(n)- (3.12)

n>1

Lema 3.3. Para n > 2 temos que

0]902 Z opo; sz-

J#0

Demonstragao: Seja a uniao disjunta dos eventos {X,,_; # 0} :U#o {Xn1=7}
Por defini¢ao

0p0i(n) = ]P)O(Xl 7é O7X2 7é 07 ree 7Xn—1 7é OaXn = Z)
= Po(X1#£0,X0#0,...,U{X,,1 =7}, X, =1).

Disto
opoi(n) = Po(X1 #0,Xp #0,..., X0 #0, Xy = j, X, = ). (3.13)

J7#0

30



Analisaremos agora o termo geral da série acima. Por definicao,

Po(X1 £ 0, Xo £ 0, ..., Xng £ 0, Xo 1 = j, Xy = i)
- P(Xl #O7X27£07"'7Xn—2 #07Xn—1 :jaXTL:Z|X0:0)
P(X1 £0,Xo £ 0, .., Xng £ 0, Xo 1 = j, X, = i, X = 0)
P(Xo = 0)

Multiplicando a expressao acima por

P<X1#OaXQ#OJ"WXn—Q%OaXn—l:quOZO)
P<X1#OJXZ#OJ"‘7X7L72%OJX'H*1:.jJXOIO)’

e procedendo a reordenacao dos termos do numerador e do denominador obtemos

]P)(Xl #OaXQ 7&07"'7Xn727£05Xn71 :jaanzaXOZO)
P(X1 #0,X0 20, Xn2 20, Xp 1 = j, Xo = 0)
P(Xl #OvXQ #07"'7Xn—2§£07Xn—1 :.]7X0:0)
P(Xy = 0)

Logo, por definicao de probabilidade condicional,

= ]P(Xn:Z‘Xn,1 :j,XQ7£0,...,X27£O,X17£0,X0:O)
X ]P)(Xl %O,XQ%O,...,Xn_Q#O,Xn_l :j|X0:0)

De acordo com a propriedade de Markov

P(X) £0, X5 £0,. ... Xo 1 = j, Xy, = i)
= P(X, =ilX,, 1 =j)P(X1 #0, X2 #0,..., X, 2 # 0, X,, 1 = j|Xo = 0)

= 0Doj (n - 1>pji~

Assim, da série (3.13) resulta que

0p0i(n) = Z 0Pij (n - 1)pji.

J#0
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Teorema 3.4 (Forma Regenerativa da Medida Invariante). Seja P uma matriz de
transicao de uma Cadeia de Markov Homogénea recorrente e irredutivel {X,}n>o-
Seja 0 um estado arbitrdrio e Ty o tempo de retorno para o estado 0. Para todo
1€ F, o vetor

z; € (0,00), (3.14)

e x € uma medida invariante de P.

Demonstragao: Inicialmente observamos que

Z 1{Xlz‘}1{1sm]

n>1

= Po(X;=1i) =P(X; = i| Xy =0)

opoi(l) = Ej

= Doi-

Agora, para todo n > 2, o Lema 3.3 mostra que

opoi(n) =Y opoj(n — 1)pji. (3.15)
J7#0
Somando as igualdades acima e tendo em conta (3.12), obtém-se
Ti = poi + Z ZjPjis
J#0

que é (3.6), ja que xg = 1. De forma explicita
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Ty = Zopm‘(n)

n>1

= opoi(1) + Z opoi(n)

n>2

= Pt (Z opo; (1 — 1)sz‘)

n>2 \j£0

= Pt ) (Z opo; (1 — 1)sz‘)

j#0 “n>2
= DPoi + Z TjDji
J#0
= ZTopoi t Z Z;iDji
J#0
JEE
Em seguida mostraremos que z; > 0 para todo ¢ € E. Realmente, por iteracao

T

de (3.6), encontra-se xI = xTP". Ja que xg = 1,

mi =Y xpi(n) = pu(n) + > xipji(n).
JeE J#0
Se x; fosse nulo para algum i € F| i # 0, a tltima igualdade implicaria que pg;(n) = 0
para todo n > 0. Significando que 0 e 7 nao sao comunicantes, em contradigao a
irredutibilidade pressuposta.
Continuando, mostraremos que x; < oo para todo ¢ € E. Como antes, encontra-

se que

L=xg=) a;pp(n)
jEE
para todo n > 1 e, portanto, se x; = oo para algum i, necessariamente p;p(n) = 0

para todo n > 1, o que também contradiz a irredutibilidade.

Teorema 3.5 (Unicidade da Medida Invariante). A medida invariante de uma ma-

triz estocdstica recorrente irredutivel € unica a menos de um fator multiplicativo.
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Demonstragao: Na demonstracao do Teorema 3.4 foi mostrado que para uma
medida invariante y de uma cadeia irredutivel, y; > 0 para todo ¢ € E. Portanto,

definiremos, para todo ¢,j € F, a matriz Q por

Yi
Qji = —DPij- (3.16)
j

Esta ¢ uma matriz de transicao, pois

Z Qi = pu Z Yipi; = = = 1.
icE ik Vi Yiice
O termo geral de Q" é
Yi
q;i(n) = —pi;(n). (3.17)
Yj
Supondo (3.17) verdadeira para n, vemos de modo anéalogo ao Lema 3.3 que
Ye  Yi
giln+1) = Z Gjkqri(n) = —prj——Dik(n)
keE keE Yi- Yk
Yi
= szk pk] = ng (n + ]-)
Yi ver Yi

e (3.17) segue por inducao, para todo n > 1.

Claramente, Q ¢é irredutivel, desde que P ¢é irredutivel, pois ¢;;(n) > 0 se, e so-
mente se, p;j(n) > 0, tendo em vista (3.17). Tambem ¢é verdade que
pii(n) = qi(n) e, portanto, > -, qi(n) = >, -, piu(n). Isto garante que Q ¢é recor-
rente, pelo critério da matriz poténcia. Denominemos por g;;(n) a probabilidade
relativa a cadeia determinada pela matriz de transicao Q, de retorno ao estado i

pela primeira vez no passo n, quando partindo de j. De maneira explicita

gﬂ(n) = Qj(Xl 7& O7X2 7é O?"'aXn—l 7é Oan = Z)

A anélise do primeiro passo da

gzO n—+ 1 Z Qz]gj()
J#0

o que nada mais é que a aplicacdo do Lema 3.3. Usando (3.17) obtemos

vigio(n+1) =Y (4;9j0(n))pji-

i#0
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Voltemos a gpg;(n + 1) = Z#O 0Poj(n)pj; ou, equivalentemente,

Yoopoi(n +1) = Z(yoopw (n))pji-
J#0
Vé-se, portanto, que as sequéncias {yoopoi(n)} e {yigoi(n)} satisfazem a mesma
equagao de recorréncia. Seus primeiros termos (n = 1), sdo respectivamente,
YooPoi(1) = yopoi € Yivio(l) = vigio, que sdo iguais em vista de (3.17). Portanto,
para todo n > 1,

Yi
0Poi (n) = —4io (n)
Yo

Somando com respeito an > 1 e usando ) -, gio(n) = 1 (Q ¢é recorrente), obtemos

Y 0
Yo

o resultado anunciado x; =

A igualdade (3.10) e a definigao de recorréncia positiva sao necessarias no seguinte

Teorema.

Teorema 3.6 (Positiva x nula recorréncia). Uma Cadeia de Markov Homogénea
recorrente irredutivel € positiva recorrente se e somente se sua medida tnvariante X

satisfaz

Z x; < 00. (3.18)
i€E
Demonstragao: Basta observar que ), . x; = Ey[Ty] e que recorréncia positiva é

uma propriedade de classe. ]

Observacao 3.6.1. Uma CMH pode ser irredutivel e possuir uma medida invari-
ante, e ainda nao ser recorrente. O exemplo mais simples € o passeio aleatorio nao
simétrico, Exemplo 3.1.1, que foi mostrado ser transciente, e que admite x; = 1 para

medida tnvariante.
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3.4 Recorréncia Positiva

3.4.1 Critério da Distribuicao Estacionaria

Na secao anterior assumimos que a CMH irredutivel era recorrente. Com esta
hipotese encontramos o critério para recorréncia positiva, ver Teorema 3.6. Porém
o contrario nao foi demonstrado. Nesta secao usando distribuicao estacionaria en-
contramos um critério mais forte para recorréncia positiva, sem a necessidade de

recorréncia

Teorema 3.7 (Critério da distribuic@o estacionaria). Uma cadeia de Markov ho-
mogénea irredutivel é recorrente positiva se, e somente se, existe uma distribuicao
estaciondria. Além disso, a distribuicdo estaciondria ™ €, quando eziste, unica e

T > 0.

Demonstragao: A parte direta decorre dos Teoremas 3.4 e 3.6. Para o lado oposto,
assumimos a existéncia de uma distribuicao estacionaria 7. Iterando 7! = 71P™,

ou seja, para todo 1 € F,
7(i) = lim > 7(j)psi(n).
jEE
Se a cadeia fosse transciente, entao tendo em conta o critério da matriz poténcia e

as observagoes seguintes do Exemplo 3.1.1, para todos os estados 1, j,

lim pj;;(n) = 0.

ntoo

Dado que pj;i(n) ¢ uniformemente limitado por 1 em jen e ), p7(i) = 1, pelo

teorema das séries convergentes (ver Teorema 3.2 apéndice),

(i) = lim S n(i)ps () = S50 (1 p()) =0

ntoo 4 - ntoo
JjEE JjEE

Isto contradiz a hipdétese que 7 é uma distribuicao estacionaria. Portanto a cadeia

é recorrente e pelo Teorema 3.6 é recorrente positiva.
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A distribuicdo estacionédria m de uma cadeia irredutivel recorrente positiva é
unica, pelo Teorema 3.5, e o fato de nao existir escolha para o fator multiplicativo,

além de 1. Lembramos também que 7(i) > 0 paratodo ¢ € E (ver Teorema 3.4). [

Teorema 3.8 ( Significado do Tempo de Retorno). Seja 7 a dnica distribuicao
estaciondria de uma CMH irredutivel recorrente positiva e T; o tempo de retorno
para o estado i. Entao,

w(i) B [T = 1. (3.19)

Demonstragao: Esta igualdade é consequéncia direta da expressao (3.7) para a
medida invariante. Pois a distribuicao 7 é obtida é pela normalizacao de z, isto é,

para todo i € E,
X

(i) = =—.
ZjeE Ly
Em particular, para i = 0, usamos (3.8) e (3.10) para obter
iy 1

et EolTo)

Desde que o estado 0 ndo desempenha papel especial na anélise, (3.19) é verdadeira

m(0) =

para todo ¢ € FE. ]

Para o caso em que o espaco estado é finito, esta situacao é simplificada.

Teorema 3.9 (Espaco estado finito e Recorréncia Positiva). Uma Cadeia de Markov

wrredutivel com espago estado finito € recorrente positiva.

Demonstragao: Devemos demonstrar em primeiro lugar a recorréncia. Se a cadeia

fosse transciente entao, pelo critério da poténcia da matriz e das observagoes seguintes,

sz‘j(”) < 00.

neklk

para todo i, j € F,

Como o espaco estado E é finito

Z Zpij(n) < 0.

JEE n>0
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O 1ltimo somatorio é igual a
Y IP DTS I
n>0 jeE n>0

dai, a contradigao. Portanto, a cadeia é recorrente. Pelo Teorema 3.4 a cadeia tem
uma medida invariante x. Desde que E seja finito, ), ., x; < oo. Consequente-

mente a cadeia é recorrente positiva, pelo Teorema 3.7. O

Exemplo 3.9.1 (Corrida do sucesso). Vamos utilizar o Exemplo 3.1.1 para apli-

cacao do Critério da distribuicao estaciondria. FEscrevemos q¢; = 1 —p;. A expressao

xT = xT serd
To = poTo + p1r1 + pala + ..., (3.20)

e, para t > 1,

Ty = qi—1T5-1-
Olhando agora para a ultima expressao, quando i > 1, vemos que
z; = (qoq1 - - - Gn1)To- (3.21)

Excluamos o caso em que xq < 0 pois isto implicaria que x negativo ou nulo. Sub-
stituindo (3.21) em (3.20), reescrevemos (3.20) como

To = PoTo + P19oTo + P2Goq1To + ... -

Desde modo
1 =po+ qop1+ qoqip2 + - - .
Ja que
qoq1 - - - Gn—1Pn = qoq1 - - - dn—1 — qoq1 - - - 4n,

obtemos

1 =1q0 + (90 — qoq1) + (9001 — @0192) + (900142 — QG1G2q3) + - -
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Fazendo a soma telescopica resulta que

1=1+]]a=0
i=0
e, portanto,
[[a=0. (3.22)

Isto significa que x satisfaz (3.20) se, e somente, se [[;oqq = 0. Sendo que g; =
1 —p; ep; €(0,1), o critério de convergéncia para infinitos produtos (ver teorema

3 do apéndice) assequra que (3.22) € equivalente a

Do que for mostrado acima, a condi¢ao necessdaria e suficiente para a exristéncia
de uma medida invariante € a divergéncia da série ) .- p; = 00.

Relembramos que a existéncia de uma medida invariante nao implica em recor-
réncia (ver observacdo 3.6.1). No entanto a existéncia de uma distribui¢ao esta-
crondria tmplica em recorréncia pelo critério da distribuicao estaciondria.

Pela condigao (3.22), existe uma medida invariante, e esta medida tem massa

finita (3°2, x; < oo (ver Teorema 3.4)) se, e somente se,

oo ,n—1
1> (Ta) <
n=0 \i=0
Usando o fato que

nio;xi: (1+§%(:i;[:qi)>xo,

por (8.21). A distribuicao estaciondria definida a partir de x é

(i) =

T
Do Ti

Desta forma concluimos que a distribuicao estaciondria € dada por
00 n—1 —1
w0~ (1+3(II«))
i=0 \i=0
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m(i) = <1:[ qi>7r(0).
3.5 Periodo antes da Absorcao

3.5.1 Permanéncia passageira Infinita

Na secao em que tratamos de estrutura da matriz de transicao, temos visto pelo
Teorema 3.2, que os estados de uma CMH podem ser classificados em recorrentes
e transcientes, que a comunicagao entre os estados ¢ uma propriedade de classe, e

ainda, que o espago de estados pode ser decomposto como segue

E=T+) R
J
onde os R;’s representam as classes recorrentes disjuntas e T é o conjunto de estados
transcientes.

Como antes obtivemos resultados que diziam respeito as CMH irredutiveis e
recorrentes, no que segue, estudaremos as cadeias de Markov que apresentam varias
classes de comunicagao.

A matriz pode ser particionada em blocos de estados com as mesmas caracteris-
ticas, queremos dizer, estados recorrentes e estados transcientes, como mostramos a

seguir.

T

0
R 0 P 0 0
o ’ , (3.23)

0

Q

ou em notacao compacta,

D 0
P:<B Q). (3.24)
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A matriz P mostra que um estado pertencente a uma determinada classe recor-
rente nao pode ir a qualquer outro estado que nao seja da mesma classe, ou seja,
uma classe recorrente é fechada.

Uma pergunta classica é: Qual a probabilidade de um estado ser absorvido por
uma classe recorrente quando parte de uma classe transciente? No capitulo 2 quando
tratamos da anéalise do primeiro passo, o exemplo o lobo e o cordeiro, trata desta
questao, 1a sao atribuidas condigoes limitantes, o que permite encontrar uma solucao
tnica, dado que o espaco de estado é finito. Nosso objetivo agora é encontrar uma
matriz algébrica que seja solugao do problema.

Uma outra questao é a de que um conjunto de estados transciente nunca seja
absorvido por um conjunto de estados recorrentes. Consideremos a obtencao da
distribuicao do tempo e a probabilidade de absor¢ao por um estado recorrente.

Seja A um subconjunto do estado de espago E (tipicamente o conjunto de estados
transcientes, mas nao necessariamente). O objetivo agora é calcular a probabilidade

de qualquer estado inicial 7 € A de permanecer para sempre em A. Em notagao
v(i) = Pi(X, €A, r>0).
Definamos
va(1) =Pi(X; € A,.... X, € A).
Pela continuidade sequencial mondétona, temos
nli_)nloo v, (1) = v(7).

De fato, usando que

{Xo€eA, ... X, €A} D{Xp€A,.... X, €A X, €A}

91



fazemos os seguintes calculos

v(i) = Pi(X,€A:n>0)
= P(X,€A:n>0Xy=1)

= P(X,€A:n>0[X,=1)
P(X, € A:n>0,Xo=1)

P(Xo =1)
P(({X1 € 4, ..., X, € A}, X, = i)
_ n=0
— m P{X1e€ A X, € A,.... X, € A}, Xy =1)
[ e P(Xy = 1)
= lim P,{X; €A, X, e A,.... X, € A})
= lim v,(i).

Todavia, para j € A,
]P)z(Xl € A,...,Xn,1 c A,Xn Ij) = Z Z pih "'pin—lj
11€EA in—1€EA

que é o termo geral ¢;;(n) da n-ésima iteragao de Q, restri¢do de P ao conjunto A.

Portanto,

(i) =D gi(n).

jEA
A qltima igualdade resulta em

vy = Q"1 4, (3.25)

onde 1,4 é um vetor coluna indexado por A com todas as entradas igual a 1. Desta

igualdade obtemos
Upi1 = Q"4
Dai
Uns1 = Qup.
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Pela convergéncia dominada v .= Qv. Além disso, 04 < v < 14, onde 04 é um

vetor coluna indexado por com todas as entradas iguais a 0.

Teorema 3.10 (Permanéncia Passageira Infinita). O vetor v € solu¢ao mazimal de
v=Qv (3.26)

OASVS]-A (327)
Além disso, ou v =04 ou sup;cav(i) = 1.
Demonstragao: Para provar a maximalidade consideremos o vetor u indexado por
Atalqueu=Que 0y <u<1y Iterando u = Qu, obtemos u=Q"u,eu <1y
implica que Q"u < Q"1 4 = v,,. Portanto u < v,,, que dd u < v quando passamos o

limite. Para a dltima afirmacao, seja ¢ = sup,;c4v(i). De v < ¢l4 obtemos v < ¢v,,

como acima, passando o limite v < cv. Isto implica em v =04 ou ¢ = 1. O

A equacao v = Qv, com a restricao 04 < v < 14, pode ser expressa por

(i) =Y piv(j)(i € A). (3.28)

JBA
A anélise do primeiro passo mostra que (3.28) é uma condigdo necessaria para

que i € A para sempre.

A seguir utilizaremos o estudo acima para mostrar uma CMH transciente.
Exemplo 3.10.1 (Caminho Aleatorio Refletido em 0).

A matriz de transicao de um caminho aleatério sobre N com um obstéaculo re-

fletido em 0, é

qg O
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Figura 3.3: Caminho aleatorio refletido

onde p € (0,1), tal cadeia é claramente irredutivel (ver figura 3.3).

Intuitivamente, se p > ¢, existe um pulo para a direita, e espera-se que a cadeia
seja transciente. Isto serd provado formalmente quando demonstrarmos que a proba-
bilidade v(7) de nunca visitar o estado 0 quando partir do estado ¢ > 1 ¢é estritamente
positiva. Na sequéncia aplicaremos o Teorema 3.10 com A = N — {0}. Vamos en-

contrar uma solug¢ao geral para u = Qu. Por (2.19) sabemos que
u(i) = qu(i — 1) + pu(i + 1).
Logo,

u(l) = ) piyulj) = pu(2)

jeA

u(2) = szj = qu(1) + pu(3)
jEA

u(3) = Zpgj = qu(2) + pu(3)

e sua solucao geral é

=0
O maior valor de u(1) em relagao ao limite de u(i) € [0,1] € u(l) =1 — (). A

solugao v(7) é obtida fixando este valor, e portanto

Ny
v(i) =1 (p) : (3.29)
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Observagao 3.10.1 (Conjunto Transiente Finito). Se um conjunto de estados tran-
scientes T € finito, a probabilidade de infinita permanéncia em T € nula. Isto €
intuitivamente dbvio, fato que pode ser deduzido da aplicagdo da equagao (3.28) com
A =T. Realmente, com a notagao de (3.24),

(5 o)
P" = . (3.30)
B, Q"

Portanto o termo geral de Q™ € p;j(n), mas, sabe-se que para qualquer estado tran-

siente j, limytoo pij(n) = 0 para todo i € E. Portanto se T' € finito,

3.5.2 Tempo para absorcao

Dada uma CMH e seja 7 tempo de saida do conjunto transciente 7. Nesta secao

vamos calcular a distribuigdo de 7. O Teorema 3.10 afirma que v = {v(i) };er, onde

¢ a maior solugao de v = Qv sujeita a restricao 0y < v < 17, onde Q ¢ a restrigao

de P para o conjunto transciente 7. De forma explicita,
(i) =Pyt =00) =P(X, € T;r > 0| Xy =1).
O calculo da distribuicao de 7 ¢ facilitado com a utilizagao da identidade abaixo
Pi(tr=n)=Pi(t>n) —Pi(r >n+1),
a qual se demonstra da seguinte maneira. Sendo
{r>n}={r=n}U{r>n}
segue que

Pi(r>n) = Pir=n)+Pi(r>n)



De onde

Observamos que
{r>n}={X,1€T} e {r>n+1}={X, €T}
Logo
Pi(tr=n) = P(X,.1€T)-P(X,€T)
= P(X, 1 €T|Xo=1) —P(X, € T|Xo =1).
Escrevendo {X, 1 € T} = U{Xn_l =jte{X,eT} = U{X” = j}, deduzimos

jer JET
0 seguinte

Pir=n) = P({J{Xn1=7}Xo =) — P(|{Xa = j}1X0 = 1)

_ ZP(XH = | Xo=1) — ZP(Xn = j|Xo =)
= sz'j(n —1)— Zﬂ](n)
= Z(pz‘j(n — 1) = pij(n)). (3.31)

Sendo p;;(n), para i,j € T, o termo geral de Q", tem-se o resultado a seguir.

Teorema 3.11 (Distribui¢ao do Tempo Para Absor¢ao).
Pi(r=n) ={(Q"" —Q")1r}:
Em particular, se P;(T = 00) =0
Pi(t >n) ={Q"1.};. (3.32)
Demonstragao: A primeira igualdade vem da equagao (3.31)
Pi(r=n) = {(Q"" = Q")lr}:
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Agora, de {r > n} ={r >n+1} = {X,, € T} conseguimos

Pi(r >n) =P(X, € T) = > pij(n) = {Q"1r}:.

JeT

3.6 Absorcao

3.6.1 Matriz Fundamental

Um estado transciente pode permanecer para sempre em um conjunto transciente
ou ser absorvido por um conjunto recorrente. Para calcular a probabilidade de um
estado transciente ser absorvido por uma dada classe recorrente R;, quando parte de
um estado inicial 7 usaremos, o conceito de matriz fundamental que esté vinculado
a matriz poténcia.

Analisaremos apenas o caso em que os estados 7,7 € T', e verificaremos o niimero
de visitas ao estado j € T antes de ser absorvido por R = Ry U Ry U ..., quando
parte do estado 7 € T..

Quando a cadeia tem inicio em algum estado 7, o nimero médio de visitas a um

estado arbitrario j é dado por

E;

> 1{Xn=j}] = piln). (3.33)

De forma clara,

Ei () 1{an}] =Y Ei[Lx—p] = ) PiXa =4) = pis(n).
n=0 n=0 n=0 n=0
Este é o (i,j) elemento da matriz poténcia
G=> P (3.34)
n=0
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Os estados transcientes ¢ e j, requerem uma melhor analise, pois nas outras
situagoes, a expressao (3.33) é nula ou infinita. Exemplificando, se i e j pertence a
mesma classe recorrente, o niimero de visitas a j a partir de ¢ é infinito, sera zero se
i e J pertencem & classes recorrentes diferentes , ou se ¢ € um estado recorrente e j
é¢ um estado transciente. Se ¢ é transciente e j é recorrente, o termo correspondente
é infinito se j é acessivel de i, e zero se j nao é acessivel de j.

Para avaliarmos (3.33) para ¢,t € T. Usamos a representagao (3.24) da matriz

E O
G:(F s)’ (3.35)

S = f: Q" (3.36)
n=0

de transicao para obter

onde

Definicao 3.11.1 (Cadeias Absorventes e Matriz Fundamental). Uma CMH com
pelo menos um estado transciente e um estado recorrente é denominada absorvente

e a matriz S € sua matriz fundamental.

Como Q representa a probabilidade de um estado transciente 7 ser acessivel de
um estado j, por defini¢ao, o nimero de visitas em j dado que partimos de i é finita.
Desta observagao, concluimos que a matriz fundamental possui termos finitos. Em
outras palavras Y Q" converge para S. Vé-se, entdo, que deixando N ir para oo, S
é a solucao de

SI-Q)=1 (3.37)

Se T é finito, S é portanto a inversa de I — Q. Quando T é infinito, podem

existir varias solugoes de (3.37).

Teorema 3.12 (Caracterizagdo Maximal da Matriz Fundamental). A matriz S dada

por (8.37) é a menor solu¢iao de S(I — Q) =1 sujeita a restrigaio S > 0.

Demonstragao: Seja S uma solu¢ao qualquer. Escrevendo S(I — Q) =1 | temos

S =1+ SQ. Por iteragao da tltima igualdade obtemos
S=I+Q+...+Q"+SQ"".
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Mas S > 0 implica SQ"™ > 0, e portanto
S>I+Q+...+Q"

Passando ao limite obtém-se S > > "> Q™. O]

Exemplo 3.12.1. Seja uma matriz de transi¢cao dada por

[ 04 03 03
0 0.6 04
05 05 0
b 0 1
0.8 0.2
0 0 0 04. 0.6 0
04 04 0 0 0 02
01 0 03 06 0 0

Com espago de estado E = {1,2,3,4,5,6,7,8}. Neste caso temos duas classes
recorrentes Ry = {1,2,3} e Ry = {4,5} e uma classe transciente T = {6,7,8}.
Aqui

04 06 0
Q=] 0 0 02
06 0 0
€
125 75 15
sz(I—Q)*:% 15 75 15
75 45 75

Também, nenhum estado T' leva a Ry, e portanto g;; = 0 parai € T, j € Ry. Todos
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o0s estados de T' levam para Ry, e portanto g;; = +oo parai € T, j € Ri. Resumindo,

400 400 400 0 000

+00 400 +oo 0 0 00

+00 400 +oo 0 0 00

p_ +o00 400 0 0 O
0 0 0 400 +o0 0 0 O

400 400 400 0
400 400 +oo 0
400 400 +oo 0 0

onde a parte que falta € S.

3.6.2 Matriz Absorvente

Por fim procuraremos calcular a probabilidade de absorcao por uma dada classe
recorrente quanto partindo de um dado estado transciente. Como sera visto mais
adiante, é suficiente para a teoria tratar o caso onde as classes recorrentes possuem

um unico elemento. Portanto, supomos que a matriz de transicao tem a forma

I 0
P:(B Q). (3.38)

Seja f;; = P(X,, = j|Xo = i) a probabilidade de absorgao pela classe recorrente

R; = {j}, quando tem inicio no estado transciente i. De (3.38),

(o)
P" = :
LTL Q'fl

onde L, = I+ Q+ ...+ Q") - B. Portanto, lim,;», L, = SB, onde S ¢ a matriz
fundamental (Defini¢ao 3.11.1). Para i € T, o termo (7,7) de L,, é

Agora, se Tj é o primeiro tempo que visita a R; = {j} apos o tempo 0, entao
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ja que R; = {j} é um estado fechado. Deixando n ir ao co obtém-se o Teorema.

Teorema 3.13 (Probabilidade de Absorgao). Considere uma CMH com a matriz
de transicao P como em (3.38). A probabilidade de absor¢ao pela classe recorrente

R; = {j} a partir do estado i transciente é

O caso geral, onde as classes recorrentes nao necessariamente possuem um nico
estado, pode ser reduzido a este como segue. Seja P* uma matriz obtida da matriz
de transi¢do P dada por (3.23), por agrupamento das classes recorrentes R; a um

unico estado j, isto é,

1 2 T
1/1 0 0 0
21 0 1 0

P*=

0 0 0

T\b, by Q

(3.39)

onde b; = B(j)1r ¢ obtido pelo somatoério das colunas de B(j), a matriz consistindo

da coluna j € R de B.

Exemplo 3.13.1. Considere a Cadeia de Markov com o espa¢o de estados
E=1{1,2,3,4,5,6,7} e a matriz de transi¢ao

(05 05
0.8 0.2

01 0 02 01 02 03 0.1
| 0.1 01 01 0 0.1 02 04 |
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Ezxistem duas classes recorrentes Ry = {1,2}, Ry = {3,4,5} e uma classe transciente

T ={6,7}. Em notagdo antes referida,

0.1 0 0.2 0.1 0.2 0.3 0.1
) B, = > Q = .
0.1 0.1 0.1 0 0.1 0.2 04

Multiplicando By pelo vetor (1 1)T e By pelo vetor (1 1 1)1 obtemos

0.1 05 ] = 0.1 0.5
b, =  B= .
0.2 0.2 0.2

B1:

) 2 =
0.2

Com isto criamos a matriz P*,

0o 1 0 0
0.1 05 0.3 0.1
0.2 02 02 04

P =

Da matriz B concluimos que

1.5 0.25 N 0.2 0.8
S=(I1-Q)'= , SB = :
0.5 1.75 0.4 0.6
Assim, verificamos as sequintes probabilidades de absor¢ao:

a) do estado transciente 6 para a classe {3,4,5} € 0.8 e para a classe {1,2} € 0.2,
b) do estado transciente 7 para a classe {3,4,5} € 0.6 e para a classe {1,2} € 0.4.
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Apéndice

Teorema 3.1. Lema de Cesaro Seja {b,}n>0 uma sequéncia de nimeros reais tal

que
lim b,, = 0.
nToo
Entao ; ;
Jipg L0
ntoo n

Demonstragao: A sequéncia {b, },>o ¢ limitada em valor absoluto denominado de
K. Para um € > 0 fixado arbitrariamente, existe ngy tal que n > ng implica em que

|b,| < €, e portanto

by +...+ by
n

bt oAby,

noK+n—no

AN
(@)
AN
)
\_(7\

n n

se n é suficientemente grande.

Teorema 3.2. Convergéncia dominada Seja {anktn>16>1  wma matriz de nimeros

reais tal que, para alguma sequéncia {by}x>1 de nimeros nao negativos satisfazendo

D b < o0, (3.40)
k=1
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entao para todon > 1, k>1,

|ank| < by, (3.41)
Se além disso para k > 1,
}LITI?O pk = A (3.42)
entao - .
TlllTIglo ; O ; ay. (3.43)

Demonstracao: Seja € > 0 fixo. Ja que )"/~ by é uma série convergente, podemos

encontrar M = M(e) tal que Y2\, by < §. Ja que |ank| < by e portanto |a| < by,

temos
> ol + 3l <5
k=M+1 k=M+1

Para n suficientemente grande,

o0

2
Z | s — ag| < =,
3

k=M+1

Portanto, para n suficientemente grande,

[e) 00 M 00 [e) p 2
Z(Ink—2|ak §Z|ank—ak|+ Z |Clnk‘+ Z |ak]§§+§:e
k=1 k=1 k=1 k=M+1 k=M+1

Teorema 3.3. Produtos infinitos Seja {a,}n<1 uma sequéncia de nimeros no in-

tervalo [0,1).
(a) Se " a, < 00, entdo

lim (1 — ak) >0
ntoo iy
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(b) Se >°>° . a, = oo, entdo

n=1

lim (1 — ak) =0

ntoo iy
Demonstragao:
Item (a)
Para quaisquer ntimeros cy, . . ., ¢, no intervalo [0.1), e tal que (1 —¢;)(1—c¢z) ... (1—
en) >1—c¢; —cy— ... — cy( a demonstracao se da por indugao). E ja que Y 7 a,

converge, existe N tal que para todon > N,

1
aN+...+an<§.

Portanto, definindo 7(n) = [];_,(1 — ax), teremos para todo n > N

m(n)

m:(l—azv)m(l—an)21—(aN+...+an)2

N | —

Portanto a sequéncia {m(n)},>y é uma sequéncia nao crescente limitada inferior-
mente porsm(N — 1) > 0, de modo que lim,3o0 w(n) > 0.

Item(b)

Usando a desigualdade 1—a < e~* quando a € [0, 1), temos que 7(n) < e~~~

e portanto, se Y " | a, = 00, limy1ee m(n) = 0 O
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi o de detalhar as demonstragoes dos principais
teoremas que dao suporte a teoria das cadeias de Markov homogéneas discretas.
Apresentamos exemplos candnicos que ilustram a teoria ao longo do trabalho. Neste
sentido, consideramos termos alcangado o nosso proposito, que foi o de apresentar
um material didatico, bem como, adquirimos conhecimentos necessérios para melhor
desempenhar nossa pratica pedagogica, principalmente no que se refere aos processos
estocasticos.

E nossa pretensao continuar o estudo das cadeias de Markov, tanto pela utilizacao
desta teoria em aplicagoes de natureza pratica, como também na orientacao de

trabalhos de conclusao de curso.
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