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Resumo

O objetivo deste trabalho é estudar a influéncia do atrito nas equacgtes da onda. Os

exemplos cldssicos neste contexto sdo a equacio da onda com atrito viscoso
Ugp —~ Ay -+ pup = 0,
e a equacio da onda com atrito forte
Ug ~— Au -~ pAuy; = 0.

Nosso interesse estd em estudar problemas onde o atrito varia entre estes dois casos. Mais

especificamente, consideraremos
Uy — Au+ p(—N)%u; = 0,

onde o pardmetro « satisfaz 0 €< a < 1. Este problema gera semigrupo analitico para

1/2 < o < 1. Restringiremos nosso trabalho para este intervalo do par@metro .

iv



Abstract

The aim of this work is to study the influence of the damping in wave equation with
viscous damping

Uy — Au—+ puy = 0

and the strongly damped wave eguation
Ut ™ JANTIE p&ut = (3,

We are interested in stunding problems where the damping vary in between these two

cases. More specifically, we will consider
Uy — Au + p(—A)uy =0

where the parameter ¢ satisfies 0 < @ < 1. These problems generate analitic semigroups

for 1/2 < o £ 1. We will restrict our work to this range of the parameter .



Introducao

A primeira motivagido que deu origem a esse trabalho surgiu comparando a influéncia

do atrito na equacido da onda com atrito viscoso
Uy — Au -+ puy =0 (1)
e na equacdo da onda com atrito forte
U — DU — pAuy = 0, {(2)

que sdo equivalentes aos sistemas
d { x o0 7 T
alx)=(a ) (2) &
d { z 0 7 z
#(2)=(2 ) (%) ©

respectivamente. Pode-se analisar as solugOes dessas equacdes estudando a geracado de

semigrupo dos operadores

0 I 0 I
Af:(a —pI ) 8“4&&(& pA )

A questdo principal é saber o dominio no qual esses operadores geram semigrupos. No
caso do operador A; essa tarefa néo é dificil pois 0 dominio aparece naturalmente, ou seja,
as condicGes para se calcular a imagem de um elemento por .4; compodem o dominio em
que A; gera semigrupo. No entanto isso nao ocorre com Aa, exigindo uma andlise mais

cuidadosa. A solugdo que aparece para o operador 4, motiva a obtencao de resultados

vi



mais gerais. Nosso interesse estd em problemas com atrito variando entre os casos (1} e

(2). Mais precisamente, problemas do tipo
s — Au+ p(=A)u, = 0, (6)

onde o pardmetro « satisfaz 1/2 < o < 1. Em nosso trabalho estudamos problemas como

(6) ern um contexto ainda mais geral considerando sistemnas elasticos do tipo
I+ pA®t 4+ Az =0, {7

com p>0,1/2<a <1e A sendo um operador auto-adjunto, estritamente positivo * e
com dominic D{A4) denso em um espago de Hilbert H.
A equacio (7) é um caso particular de um problema que j4 foi amplamente estudado.

Nos referimos a sistemas eldsticos do tipo

T+ Ba+ Az =0, (8)

()= %)) )

estudados sobre o espago de Hilbert E = D(A4Y?) x H. Em (8) o operador A é o mesmo

ou, equivalentemente

definido em (7) e B possui as mesmas propriedades de A e satisfaz
o < A%z,x ><< Br,x >< pp < A%r, x> z€D(A%), m >0, ;>0 (10)

com 0 < o € 1. Os primeiros estudos sobre a equacdo (8) surgiram em um trabalho de

G. Chen e D.L. Russel [2] publicado em 1982, onde ambos conjecturam que o operador

0 I
Ag = ( A —-B ) (11)
em (9), no caso @ = 1/2, gera um semigrupo analitico sobre E. Um trabalho publicado

em 1987 de S.Chen e R. Triggiani {3] prova a conjectura e em 1989/1990 trabalhos dos

1Qu seja, temos que A satisfaz
< Az,z >> K||z)i®

para algum K > 0
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mesmos autores ([4] e [5]) estendem o resultado provando que Ap gera um semigrupo
fortemente continuo e de contragfes sobre E para 0 € o € 1. Além disso,se 1/2 <o < 1,
o semigrupo € analitico sobre E . Nosso problema em (7) se restringe ao caso B = pA®

com 1/2 < « <1, onde temos que o operador

ae=( 2 1), -
obtido substituindo B por —pA® em (11), possui propriedades especiais e gera um se-
migrupo analitico e de contragdes como acabamos de citar. Nosso principal objetivo
é estender os resultados obtidos para esse caso especifico caracterizando, quanto a ge-
ragio de semigrupo, o dominio de poténcias fracionérias do tipo (~A4,,)%, 0 < 8 < 1,
1/2 < o < 1, conforme o trabalho de S.Chen e R.Trigianni em [6].

Com o prop6sito descrito acima em mente seguimos o seguinte roteiro:

No capitulo 1 apresentamos nocdes sobre alguns assuntos que serdo Uteis para o
desenvolvimento do trabalho. A maioria dos resultados que utilizamos estdo colocados
nesse capitulo diminuindo assim a necessidade do leitor procurar as referéncias. Uma
introdugdo a teoria de semigrupos de operadores lineares com alguns resultados funda-~
mentais como o teorema de Hille-Yosida e Lumer Phillips, é dada na secdo 1.1. Como
trabalhamos constantemente com poténcias fraciondrias de operadores, introduzimos o
assunto na secdo 1.2. Na secdo 1.3 é feita uma exposicdo detalhada sobre representagao
espectral de operadores auto-adjuntos e n#o limitados, um assunto fortemente utilizado
para demonstrar nosso principal resultado. Na secao 1.4 damos uma breve exposicio
sobre espacgos de interpolacdo, que serd Gtil somente no ultimo capitulo, onde sdo feitas
algumas aplicagdes.

No capitulo 2 iniciamos estudando as trés equagoes da onda cldssicas, que s&o exem-
plos tipicos de sistemas do tipo (7). O estudo desses exemplos nos motiva entdo a definir
um dominio para operador A,,, que € mantido em todo o trabalho. Nas secdes seguintes
formalizamos o problema geral e estudamos algumas propriedades espectrais do operador
Aye. Mostramos que A4,, possui resolvente compacto para 1/2 < o < 1 e uma anilise

sobre seus auto-valores nos mostra ainda que os mesmos estao contidos em uma regido que
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é conveniente para podermos definir as poténcias (—A,)%, 0 < 6 < 1, e verificar que Ay,
realmente gera semigrupo analitico. Um estudo sobre os auto-vetores de .4,, nos mostra
ainda que .4,, pode ser escrito como soma de dois operadores normais, com excegdo em
dois casos excepcionais onde aparece uma soma adicional de componentes. Essa dltima
propriedade é dtil para nds somente no dltimo capitulo para se provar uma aplicacio de
nossos resultados.

O terceiro capitulo é, sem divida, o mais importante (e mais trabalhoso), pois nele
verificamos que A,, Tealmente gera semigrupo analitico e demonstramos o teorema que
caracteriza os dominios das poténcias fraciondrias de —A4,,. Sua demonstragdo compre-
ende praticamente todo esse capitulo.

No tdltimo capitulo colocamos duas aplicagbes do teorema demonstrado no capitulo
3. A primeira, sobre gerag@o de semigrupo com perturbagdo nao auto-adjunta e a segunda

sobre a regularidade de um problema ndo homogéneo.

1X



Capitulo 1

Conceiltos Introdutdérios

Nesse capitulo introduziremos nogdes de alguns assuntos necessarios para desenvolvi-
mento de nosso trabalho. A maioria dos resultados apresentados ndo serdc demonstrados

e poderdo ser verificados consultando as respectivas referéncias citadas.

1.1 Semigrupos de operadores lineares

Para uma verificacdo dos resultados apresentados nessa se¢io consulte [9] .

Por toda esta secdo X serd considerado sempre um espaco de Banach.

Definicdo 1.1 Dizemos que uma familia {T(t), 0 < ¢ < o0}, de operadores lineares

limitados em X € chamada de semigrupo fortemente continuo se

(i) T(0)=1T
(i) T(s+t)=T(t)T(s] para quaisquer t,5>0
(iti) im T(t)r =z para cada z € X
=0+
Nesse caso dizemos T(t) é um semigrupo de classe Cy ou sirplesrmente umn Cy—semigrupo.
Ainda mats se

hm [|T#) - I]| =0,

-+

dizemos que T(t) é uniformemente continuo.

Definigao 1.2 Seja {T(t) : 0 < t < oo} um Cy — semigrupo. Definimos o seu gerador



infinitesimal como sendo o operador linear definido por

Az = lim L2 =2
$r 0 i

(L1)

onde seu dominio D(A) € o conjunto dos elementos z’s para 08 quais o limite em (1.1)

exisie.

Definicao 1.3 Dizemos gue ume familia {T(t) : —oo < t < o} de operadores lineares
limitados em X € um Cy — grupo se

(1) T0)=1

() T(s+1) =T(s)T(1), ~00 < 1,8 < 00

(41i) lim T{t)xr=xz poratodoz € X

O gerador infinitesimal de um Cy ~ grupe T(t) € definido por

Ap = i LT =

t—0 t !

para o conjunto D{A) dos elementos de X, para os quais o limite acima eziste.

Observagio 1 Se T{t) é um Cy — grupo, temos que T(t) parat > 0 e T(—t) para t <0
sdo Cy — semigrupos com geradores infinitesimais A e —A respectivamente. Por outro
lado se A e —A sdo geradores infinitesimais de Cy — semigrupos T (t} e T™(t) respecti-

vamente, entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy — grupo T(t) dado por

_ [ TT(t) vpara t>0
) = { T~(—t) para t<0.
Proposicdo 1.1 Seje{T(t): 0 <t < o0} um Cy—semigrupo. Entdo ezxistem constantes
w>0eM>1 tas que
1T < Me.

Definicao 1.4 Se w = 0 no teorema anterior dizemos que {T{t) : 0 < t < oo} €
uniformemente limitado. Além disso, se M = 1, ele € chamado um Cy — semigrupo de

contragoes.



Teorema 1.5 Seja T(t) um Cy — semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entéo:

1) Para todoz € X, T()z:R*— X € continuo
2) Sexzy € D(A), entdo T(t)zg € D(A) e

%T("t)xo = AT (t)xy = T(t) Ax,.

Em particular u(t) = T(t)ug € solucao do problema de valor inicial

{x(i) = Az(t)
2(0) = zo€D(4) -

Definicdo 1.6 Seja A um operador linear sobre X. Definimos como o conjunto resolvente
p(A) de A todos os nimeros complezos A para 0s quais o operador (Al — A) possui inversa
limitada e com dominio denso em X. Um mimero A € p{A) ¢ chemado de valor reqular de
A e a familia de operadores { R(X : A) = (Al — A)™Y, A € p(A) } € chamada o resolvente
de A. Definiremos o espectro de A, designando por o(4), como 0 complementar de p(A)
em C. Sobre o espectro de A temos a sequinte classificagdo:

i) Se Al — A admite inversa densamente definida em X , porém ndo limitada, dizemos

que A pertence ao espectro continuo de A.

i) Se A admite inversa limitada em X, mas ndo densamente definida em X entdo A
pertence ao espectro residual de A.

i) Se ndo existe a inversa de (A — A), entdo dizemos que A pertence ao espectro pontual

de A.

Observe que o espectro pontual constitui todos os auto-valores de A.

Proposiciao 1.2 Se A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo T(1), entdo A

possui dominio denso em X e € um operador linear fechado.

Teorema 1.7 (Hille-Yosida): Um operador linear A sobre X € o gerador infinitesimal

de um Cy — semigrupe de contragées T(t) se, e somente ze,

i) A € fechado e D(A) = X
i) O conjunto resolvente p(A) contém IR e para todo A > 0

IR A <1/

3



onde R(M\: A) = (A\] — A)™%.

Teorema 1.8 Sejo A um operador com dominio dense em X e satisfazendo as seguintes

condigdes:

(i) Pare algum 0<d<%, p(A)D 3, ={A:largh| <F+46}U{0}
(i) Eziste uma constante M tal que

M

1RO A)) <

para A€ X,, A#0.

Entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo T(t) satisfazendo |T (1) < C

para alguma constante C > 0.

Definicao 1.9 Seja A = {z: 1 < argz < 2,1 < 0 < o} e para cada z € A, sejo
T(z) um operador linear limitado. A familia {T(z), z € A}, é chamada um semigrupo
analitico em A se satisfaz as sequintes condigdes:
(i) z — T{z) € analitico em A
() T(0)=1¢ lim T(z)r =z para todo z € X
EE
z E O
(111) T{z1 + z2) = T(21)T (22) para z1,22 € A
Um semigrupo T(t} serd chamado analitico se ele for analitico em algum setor A

contendo o eixo real ndo negativo.

Teorema 1.10 Sejo T(t) um Cy — semigrupo uniformemente limitado. Seja A o gerador
infinitesimal de T(t) e consideremos 0 € p(A). As seguintes afirmagides so equivelentes:
i) T(t) pode ser estendido para um semi-grupo anclitico no setor Ay = {z : largz| < §}
e ||[T{(t)]| é uniformemente limitado em qualguer subsetor Dy, & < 8, de ;.

it) Eziste uma constante C > 0 tal que para todo 0 > 0 e 7 # 0 temos que

. C
R(o +1ir: A)|| < =

it1) Eziste 0 < 6 < 7w/2 e M > 0 tal que
p(A) O T = { X ]arg)| < % + 61U {0}

4
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i) T(t) é diferencidvel para t > 0 e existe wma constante C tal que

IR(N: A)]| < para A€E e A#D

AT ()] < g— para t > 0.

Teorema 1.11 Seja A ¢ gerador infinitesimal de um semigrupo analitico. Seja B um

operador Hnear satisfazendo D(B) D D(A) e
|Bz|| < al|Azl| + bliz| para z € D(A4).

Existe um numero ¢ tal que se 0 < a < 8§ entdo A+ B € o gerader infinitesimal de um

semigrupo analitico.

Definicao 1.12 Seja X* o0 dual de X. Definimos a transformagao J de X no conjunto
das partes 2% de X* por

J: X = J(X)={z"e X* < z* 2 >= ||z|)* = ||z"]|*}
O teorema de Hahn-Banach garante que J(z} # ¢ para todo z € X. Escolhendo j(z) €
J(X) para todo x € X obtemos uma aplicagao
jrX = X",
que é chamada "aplicacio dualidade”.
Definicao 1.13 Um operador linear A € dissipativo ( com respeito a aplicacdo dualidade

j) se
Re(Azx, j(z)) <0 para todo z € D(A),

e acretivo se -A € dissipativo.

Teorema 1.14 (Lumer-Phillips). Seja A um operador linear com dominio D(A) denso

em X. Entdo



(1) Se A € dissipativo com respeito a alguma aplicacdo duclidade j e existe Mg > 0 tal que
a imagem de Aol — A € X, entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo de
contracoes em X.

(i) Se A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo de contragbes sobre X, entdo

A € dissipativo (com respeito o j) e a imagem de A — A € igual a X para todo A > 0 .

Corolério 1.15 Seja A um operador linear com dominioc D(A) denso num espaco de

Hilbert H. Se existe g > w > 0 tal que a tmagem de dp— A é He
Re < Az,z >< wl||z||* para todo z € D(A),
entdo A € o gerador infinitesimal de um Cy — semigrupo T(t) satisfazendo
1T < e

Observagao 2 Em particular, observe que se Re < Az, 2z >= 0 para todo z € D(A), ¢
eziste Ag > 0 tal que a imagem de A\ = A € H, entdo A € o gerador infinitesimal de um

Cq — grupo T(t) de contragies.

1.2 Poténcia fracionaria de operadores

Consulte [9]pg 69 para verificar os resultados apresentados nessa segio.
Definicdo 1.16 Sejo A um operador linear fechado com dominio denso em X tal que
p(A) DTt ={A:0<w < |argA| <7} UV,

onde V € uma vizinhance de zero e
IARA A<M  para MeZt.

Para o > 0 definimos

1
A7 = (A — zI) " dz, 1.2
57 | A=A (12)
onde o caminho C percorre no conjunto resolvente de A evitando o eizo real negativo €

oTigemn.
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% entdo -A é o gerador infinitesimal de

Observe na definicdo 1.16 quese M =1 e w =
um Cy — semigrupo e se w < Z entdo, pelo teorema 1.10, temos que -A é gerador de um
semigrupo analitico.

Daqui em diante nessa secao, a menos que mencionemos o contrario, A estard sendo

considerado um operador satisfazendo as hipdteses da definigio 1.16.

Proposicdo 1.3 Se 0 < a <1 entdo

q-a . SenTo

o0
/ (] + A) "t
g

m

Proposigao 1.4 Seja A um operador linear satisfazendo as hipdteses da definicdol. 16

coma>0ew< L. Ouseja, -A gera um semigrupo analitico T{t). Temos entdo que

- .. ___}___ = a—1
A7 = - B /0 21T (8)di, (1.3)

onde
o>
Na) = / e Tz .
9
Observe que a integral em (1.3) converge na topologia do operador uniforme * para todo

o > 0.
Proposicao 1.5 Para o, 3 > 0 temos qué
- -
Proposicao 1.6 FEziste uma constante C > 0 tal que
AT < C para 0<a<l1.
Proposicao 1.7 Para todo z € X temos que
clxi_rg A% =x.

Proposicao 1.8 O operador A~% em (1.83) € injetor.

10u seja, converge no espaco das fungdes continuas de X em X



Definicao 1.17 Sejo A um operador linear como na definicdo?. 16 com w < 7 /2. Defi-

- nimos: :
A= (A7) se >0
Ar =T se o= 0.

Teorema 1.18 Consideremos A* como na definicdo anterior. Entdo,

(a) A® é um operador linear fechado e D{A%*) = Im(A™%).

(b) se > 8 >0 entdo D(A%) C D(A®).

(c) D(A%) =X para todo o > 0.

(d) Se «,f sao dois nimeros reais entdo A% Pr = A*APz para todo z € D(AY) onde

~v = max(e, 8,0+ 5).
Teorema 1.19 Seje —A o gerador infinitesimal de um semigrupo anclitico T(t). Se

0 € p(A4), entdo

a} T(t) : X — D(A%) para quaisquert >0 e ¢ > 0.
b) Para qualquer x € D(A®) temos T{t)A%z = A*T(t)z.

¢) Para qualquer t > 0 o operador AT (t) € limitado e
AT ()] < Mat=2e".
d) Seja 0 <o <1 ez € DA%, entdo
IT(t)x — z|] < Cat®||A%]].
Teorema 1.20 Seja B um operador linear fechado satisfazendo D{B} D D(A%), com

0 <a<l1. Entdo

Bzl < C|lA%z||, para qualguer z € D(A%) (1.4)

e eriste uma constante Cy tal que para qualquer p > 0 e x € D(A) temos

1Bzl] < Ci(p®llzll + p*7H| Axl)). (1.5)



1.3 Representacao espectral de operadores auto-adjunto;
e nao limitados

Todos os resultados dessa secdo seguem de [7). Daqui em diante, nesta secio, H
sempre sera considerado um espaco de Hilbert munido de um produto interno (,), e
para quaisquer operadores envolvidos no texto, 2 menos de uma especificacio, ja estard
subentenaido que sdo definidos com dominio nesse espago. Dados A e B dois operadores,

a notacdo A < B estara significando que
(Az,z) < (Bzx,z), Yz € H.

1.3.1 A funcao espectral:

Se Ey e E, sao duas projegdes ortogonais sobre subespagos Hy, Hy de H, respec-
tivamente. Observe que E; e E, satisfazem a desigualdade E; < F, se e somente se
H; C H,. Nesse caso o operador By = Fy ~ FE; é a projecao ortogonal sobre o subespaco
Hj que é o complemento ortogonal de H; em H,. Essas observagGes serdo importantes

para compreender 0s conceitos que apresentaremos a seguir.

Definicao 1.21 Uma funcdo-operador E; de pardametros reais A { —0o < A < oco) 2 €

chamada uwma funcao especiral se possui as seguintes propriedades:
i) Os valores E) desta funcio sfo projegdes ortogonais.

ii) E)\] < EAQ se AL < Ag.

iii) Para cada z € H as seguintes relagtes sao validas:

lim ||Exzi| =0 ¢ |Exx —z|] = 0.
A—r—0a

lim
A 50

iv) Paracada r € H a fungdo Ejz é continua 4 direita, isto é

GE%L HE)\.;..Ex - EA.’L'“ = 0.

ZNesse caso estamos nos referindo a fungdo que associa cada niimero real A a um operador Ey



Para cada A € (~o0, +0o0) denotaremos H), o subespago de H sobre o qual o operador
E, projeta. Sem muita dificuldade pode-se verificar que Hy, C H,, para Ay < Az e a
interseccdo de todos os H) consiste somente do elemento zero.

Seja E, uma funcdo espectral e A = (A, As]. Como ji fol observado o operador
Ea = E,, — E,, é uma projecao ortogonal sobre algum subespaco Hs. Suponhamos que
o eixo real é dividido em intervalos A; = (=00, A], Ao = (A1, gl A = {Aper, 0.

Entdo os subespagos Ha,, Ha,, ..., sdo ortogonais entre si e a soma deles coincide com
todo o espago H, ou seja,
He=Hx @ Hp, &®....8 Hp,.
De forma correspondente temos a seguinte férmula
I=En +En,+ ...+ Ea,,

n

que é uma decomposicio da identidade. Observe que Ea,Ea; = 0 para i # j .

1.3.2 Integracao com respeito a fungoes espectrais

Seja E, uma funcido espectral e, como anteriormente, consideremos Ex = E,, — E), onde

A = (A, Ag]. A integral

b
Jabﬂ,’" - [ f()\)dEAI' (16)
de uma funcéo continua f(A) é definida como o limite das somas de Riemann
Sz=>_ f(&)Ea,z, (1.7)
1m0}

onde & =a ¢

E.f.‘.\o - g_i}él_'_(Ea - Eaue):

e & sdo pontos arbitrdrios nos subintervalos A; = (A;_;, A\;] nos quais o intervalo [a, 8] foi

dividido. Passando o limite na relagdo ébvia

n

1Szl = D 1HE) (Basz, @),

f==0)
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obtemos a férmula

b b
| [ $0dBsal? = [ 1) P(Esa ). (18)
a [/
Definimos a integral sobre toda a reta real usando a formula
+oo b
fN)dEz = GEI_nDOf FINdE\z. (1.9)
e bsoo Y2

Para a convergéncia da integral em (1.9) é necessdrio que, com a, a; — —oc e b, by — oc,

25 normas das integrais

a By
/ FNdEs, e | f(NdEz

b
sejam convergentes para zero, isto &, que as integrais

a 13}
/ FVPA(Erz.z) ¢ / FOPd(Esz, z) (1.10)

ajy

convergern para zero. Em outras palavras a integral {1.9) é bem definida se e somente se

a seguinte condic@o é satisfeita:

1] soaEsal? = [ 15 0)PatE, ) < o (1)

Observe que se f(A) = ;C:otemos as relag(”)es_CDC
/oo dE\z =, /OC d(Ezz,z) = l|z]|*. (1.12)

A férmula ) -
Bz = f (B (1.13)

define um operador linear. Se a funcdo f(A} em (1.13) é limitada, entdo devido a (1.11)

e (1.12), o operador B é definido para todoz € H e

B2l = [ ") P(Ese,2) < sup | FO)P / " d(Brz,z) = swp )Pl

oe
isto é,
IB|l < sup|F(A)I (1.14)
Se por outro lado, a funcdo |f(A)] é limitada inferiormente por um nimero positivo, entéo

a seguinte relagdo é valida:

B2l > igf 7P [

hage s

+o0

d(Bxz, ) = inf | F ) Pl
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1.3.3 O Teorema fundamental sobre representacao espectral de
operadores auto-adjuntos e nao limitados

Teorema 1.22 Para cada operador auto-adjunto A, existe uma, e somente uma, funcdo
espectral E\ com as sequintes propriedades

i) z € D(A) se e somente se

fe e}
/ IAPd(Eyz, z) < oc. (1.15)
i) Vale a relagao
Aa:wf ME\T (1.16)
e
el = [ DPd(Es, ). (117)
—00

A representacio (1.16) implica que o produto escalar {Az,y} de z € D(A) por qualquer
y € H pode ser escrito na forma
o0
(Az,y) =f Ad(Exz,y). (1.18)
—0
Relembrando a se¢io anterior, dizemos que A € um valor regular de um operador A
se existe o operador continuo B{A : A) = (A] — A)~}, densamente definido sobre todo o
espaco H. Segundo [7] p.211 é possivel mostrar que a regularidade de um mimero real X é
equivalente a existéncia de um intervalo (A —e, A +¢) sobre o qual a funcéo espectral £y é
constante { entdo, em particular, segue que o espectro é um conjunto fechado). Portanto
a férmula fundamental de representagdo integral para operadores A pode ser escrita na
forma
A= / AE,, (1.19)
E
onde E é um conjunto arbitrdrio contendo o espectro.

Dizemos que um operador A é semi-limitado se

(Az,z) > m(z,z) Yz € D(4), (1.20)



para alguma constante real m. Uma verificacio imediata nos revela que o espectro de
tais operadores estd contido no intervalo [m, o0} . Portanto sua representagdo espectral

assume a forma

A= f ME;. (1.21)

kit

Em particular, o operador A é chamado positivo definido se m > 0, e estritamente positivo
se (Az,z) = 0.
1.3.4 Funcoes de operadores auto-adjuntos

Sejam fi(A) e fo(A) fungdes continuas sobre o intervalo [a,b]. Consideremos os

operadores continuos 4, e A, definidos pelas férmulas

b b
A mf Fi(A)dE;, e Agz[ F2(NdE;,

onde E) é uma funcgio espectral. Entéo

b
AlAgm/ AN ANEE,. (1.22)

De fato, os operadores A; e A, podem ser aproximados com qualquer precisao desejada

por somas do tipo
Si=Y fl&)Ea, Se=_ fal&)Ea:
im0 e

respectivamente, onde A; séo subintervalos nos quais [a,b] foi dividido. Desta forma o
operador S, S; se aproximard do operador A;A4,. Além disso, por propriedades de funcoes

espectrais temos que

5192 = > f1(&) f2(&)) Eas

t=0
portanto segue a férmula em (1.22).

Em particular se A é auto-adjunto e limitado entao

141
A" = f A"dEy. (1.23)

1Al
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Esta equacéo implica que para qualquer polindmio do operador A, vale a seguinte repre-
sentacao:
Al
A" e AV L o] = f (Cp A 4+ cq 1 AV 4 L+ ¢g)dEs. (1.24)
—i14

Se a série de Taylor de uma funcio analitica f(})), dada por
FA) =co+ e+ A’ + ...,
converge em um disco de raio igual a ||A]|, entdo a série
col + 1A+ A+ .

converge em norma. A soma desta série é também um operador linear que definimos como
f(A4). Passando o limite em (1.24) obtemos a férmula
Al

FA) = [ FE,. (1.25)
4 —|j Al

Para uma fun¢do analitica f(A) o operador f{A) é definido pela férmula (1.25).

Analisemos agora o caso de operadores nao limitados. Nao é dificil mostrar que, se

A= / AdE;, (1.26)
entdo vale a formula
0
A" = / AdE,. (1.27)

Pelo teorema da representacio espectral, temos que o dominio do operador A™ consiste
de todos os elementos x € H tais que

/00 IAd(Exz, z) < oo

o0

Ent&o segue que o dominio D{A™) de A" diminui quando n cresce.
Fungdes continuas de operadores auto-adjuntos e nio limitados sdo definidos por

uma férmula andloga a (1.25), ou seja

f(A4) = / " f(\dE,. (1.28)

14



Proposicao 1.9 Seja o(A) o espectro de um operador auto-adjunto e ndo limitado A.
Suponhamos que

sup | f{(A)] = m < 0.
o{A)

Entdo o operador f(A) € limitado e
£ (A)] = m. (1.29)
Prova: A desigualdade [[f(A)|| < m resulta observando que
el =1 | , JPVaEsz) < el

Para mostrar a desigualdade contriria, consideremos Ay € o(A) e seja z € Ha(definido

no inicio da se¢do), onde A = (A — €, Ap + €). Entdo

Aote
F@alr = [ 1 OPAE, ) 2 inf )PP
Ag—e€
Portanto,
HOTENS O
Fazendo € — 0 obtemos a desigualdade {|f{A}|| > |f{X0)]; e entdo {|f(4)|| > m. n

1.3.5 Comutatividade entre operadores auto-adjuntos

Consideremos duas fun¢bes de um mesmo operador auto-adjunto A dadas por

Alm/_ fi(A)Ey, Asz_ f2(A)dEs.

Em geral os operadores A; 45 e A A; possuem dominios distintos. Segundo [7]p.216 pode-
se mostrar que sobre o dominio comum dos operadores 4,4, A>A; seus valores sdo os

mesmos e coincidird com os valores do operador definido pela integral

[ OV A(AES. (1.30)

Nesse sentido dizemos que os operadores A; e A; comutam e definimos
>0
Ay = A A m/ fi(A) fa(AVE), {1.31)

15



com o dominio natural.

A reciproca também é vélida . Suponha que dois operadores auto-adjuntos A; e A
comutam no sentido que

A1.42$ = A2A11L'

para todo x , para os quais ambos os lados da relacdo estdo definidos. Pode-se mostrar

que nesse caso os operadores A; e A, sdo funcdes de um mesmo operador auto-adjunto.

1.4 Espacos de interpolacao

Considereros X e Y dois espacos de Hilbert onde X ¢ ¥, X é denso em Y com a
inclusdo 7 : X — Y sendo continua. Sejam <, >x e <, >y 0s produtos internos em X e
Y, respectivamente. A seguir mostraremos que X pode ser definido como ¢ dominio de
um operador A que é auto-adjunto, estritamente positivo ® e néo limitado em Y.

Consideremos entdo D{S5) como o conjunto dos elementos u € X tais que a aplicagéo
v < u, v >y, vEX
é continua na topologia de Y. Assim para cada elemento u € D{S) existe Su € Y tal que

< U, U >x=< Su, v >y . (1.32)

Definimos dessa maneira um operador S : D(S) C X — Y. Observe que S é auto-adjunto

e estritamente positivo pois, tomando u, v € D(S), temos que

< Su, v >y=<u,v >x=< v,y >y=< Sv,u >y=< u, Sv >y (1.33)

< Su,u >y=< u,u >x= ||ull} > pllujl?, (1.34)

¥ Aqui estamos considerando que um operador A é estritamente positivo se satisfaz
< Az, z >> K|jz|]*, z € D(4)

para alguma constante K > 0.
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para alguma constante u > 0.

Considere o espaco de Hilbert X x Y com produto interno

{{z1, 1), ($2792)>Xxy =< I1,Z2 Zx + <Y, ¥ >y .

Observe que (1.32) ¢ equivalente a < (u, Su), (v, —v) >xxy= 0. Portanto tomando M =

{(v,~v):v € X} € X x Y ,temos que o complemento ortogonal de M,

M* = {(w,7) € X x YV : {(u, ), ('U?""UDXXY =0},

é o fecho do gréfico de §, isto é Graf(S) = ML

Proposicdo 1.10 O dominio D(S) do operador §, definido acima, € denso em X e o
operador (I +S):D(S) C X —= Y € sobrejetor.

Prova: Se D(S) nio é denso em X, existe up € X, up # 0 tal que < up,u >= 0 para

todo u € D{S). Entéo
<(u070)7 (urﬂ')) =0

para todo (u,%) € Graf(S) = M*. Logo (ug,0) € (M*)* = M, o que implica ug = 0,
que ¢ uma contradigao. Assim _(5'—)— = X

Observe também que, dado y € ¥, como M & M+ = X x Y existem (v,~v) € M e
(u, Su) € M tais que

(0,y) = (v, —v) + {u, Su).

entio —v = u e ~v + Su =y, ou seja (I + S)u = y. Portanto (I + 5) é sobrejetor. M
Proposicao 1.11 S é um operador fechado.

Prova: Seja {z,}n=1 uma sequéncia em D(S) tal que x, — z¢ € Szn — Yo quando
n —» oo. Temos que (I + S)r, = x, -+ Sz, = 7o+ Yo com n — oo.Observe que por (1.34)
segue que (I + S) é inversivel. Entdo, como z, = (I + S} (I + S)z, temos, fazendo
n — oo que T = (I + S5)"Hxy + yo), ou seja, xp € D(S) e (I + S)xp = 7p + Yo, 0 que
implica Szq = yo. [ |
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Observacao 3 Como § € um operador auto-adjunto e estritamente positivo segque que
seu espectro estd contido no conjunto dos numeros reais positivos e portanto seu conjunto

resolvente p(S) contém o setor
Tt={X: 0<w<|argA] <, O<w5§~}UV, (1.35)
onde V € uma vizinhanga do zero. Além disso temos que V satisfaz

107 -9) <<

=k AETT, (1.36)

para alguma constante C' > 0.

De fato, por (1.54) temos gue
< Bz, z >< 0,
onde B = pol — S . Assim, para x € D(S) e ||z|| = 1 segue que

(Alsenw < dist(A,Ry) <A+ < Bzyz>!l=|< (Al + Bjz,z>| <

< A+ Blalllizll = [[(AT + B)zl),

portanie
1 M 1
M +B)7Y < =— (M= .

HOT+B)7) € e = 5 (M = ), (1.87)

ou seja,
T = o) = S < lﬂj’-l- rest (1.38)

Substituindo A = A — o em (1.38) obtemos
I = )7 € —2— < Cnt (1.39)
A+ ol A

como queriamaos.

Portanto segundo consideragoes da secao 1.2 temos que existem poténcias fraciondrias 5S¢
de S, para 0 < o £ 1. Relembrando as questdes discutidas na seco 1.3 sobre represen-
tacdo espectral de operadores auto-adjuntos, verificamos facilmente que as poténcias de

S também sdo auto-adjuntas e estritamente positivas.
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Proposicdo 1.12 O dominio D(S?) do operador S¥/? ¢ X.

Prova: Sejau € X eu, € D(S) com u, — u em X. Entdo
15 ?u,lly =< SV Pun, SY2u, >y=< Stn, Un >v=< Un, Un >x= Jun]|% < C, (1.40)

para todo n.Como em espagos reflexivos, conjuntos limitados sdo fracamente compactos
(veja, por exemplo, Brézis [1] p.46) segue de (1.40) que SY/?u, converge fracamente para
algum y € Y, e como S¥? ¢ fechado temos que u € D(A4Y?) e SY?u = y, portanto
X < D(SY?). Para mostrar a inclusio contriria, observemos primeiramente que para
todoy € X

I+ %S)‘ly -y, (1.41)
com 1 — 0, POis

-+ 87 < = = [T+ =8)7] <1 (1.42)

FR—

para todo n . Logo paran — o0 e y € D{5) segue que
1T+ 2)™ =yl = I+ =$)72Syll < [1Syll = 0 (1.43)
n yih= iy yi= Zi=y ’ )

Como D(S) é denso em X segue o resultado.

Se u € D(SY?), considere u, = (I + 15)~tu, entdo u, € D(S), up — u quando

n — 0o, e
1
SV, = (I + E5’)*131/%:, — §Y/2 (1.44)
Como ||ttn — Ul = [|SV2u, — SY2u,,lly temos que (uy), é uma sequéncia de Cauchy em
X, portanto u € X, o que implica D(S*/?) C X, n

Considerando o operador S estudado acima definimos
A=5Y2 (1.45)
Temos que A é auto-adjunto, estritamente positivo e com dominio igual a X.

Observacao 4 Considere {1 um aberto do R* com fronteira 0Q0 suave. Obtemos exem-

plos tipicos dos operadores definidos acima escolhendo Y = L*(Q) ¢ X = H{(S). Nes-
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se caso temos que S = —A [0 operador Laplaciano) com D(A) = H*(Q) N H(Q) e
D((-A)Y?) = Hy(9). *

Definicao 1.23 Considerands o operador A em (1.45), definimos :
(X, Y]y =DA%, 0<9<1, {1.47)

onde D(A™?) € o dominio de A% e a norma sobre [X,Y)s € igual a norma do grifico
de AY™?, isto €
Il e = (lull2 + AT Pu)fi) 2.
Observe que
[X, Y] = X,
X, Y=Y
e X édensoem [X,Y]p,0<6<1.

Considerando X e Y og espacos de Hilbert definidos no inicio desta segdo, sejam a e

b dois nimeros reais com a < b. Para um inteiro m > 1 definimos

Wia,b) = {ulu € L*a, b, X), %%_g =™ ¢ L%a,b,Y)}. (1.48)

Seja E um espago de Hilbert. A notacio C{a,b, F) que usaremos a seguir se refere ao

espago das fungdes continuas de [a, b] em E.
Teorema 1.24 Considerando as notagdes definides acima , para € W(a, b) temos que
u(j) € C(a7b7 [X: Y](J‘"%-Z/2)/m) 0 < j <m-1 (149)

com u — uY) € uma fungdo linear e continua de W{a,b) em C{a,b, [X, Y4172 /m)

Para uma prova deste teorema veja [8)

#Aqui estamos considerando a norma em HJ ({1} definida como

fufl = ( [Q IVulda) '/, u € HE(Q). (1.46)
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Capitulo 2

Formulacao do Problema e Estudos
Preliminares

2.1 Os exemplos classicos

Seja 2 um aberto limitado do R* com fronteira 8¢ suave. Para ilustrarmos o nosso
problema, discutiremos as trés equagdes da onda classicas na varidvel u(z,t) em (0, 00} x 2

que sdo descritas como

uy — Ay =0, (2.1)
U + Uy —Au=0 (2.2)

e
Uy — Aug — Au = 0 (2.3)

com condigdes de fronteira de Dirichlet u = 0 sobre {0, co) x 8. As equacfes (2.2) e (2.3)
sao conhecidas como equagdo da onda com atrito e atrito forte, respectivamente. Observe

que o operador Laplaciano,
A HH QYN HHQ) ¢ LX) — LA, (2.4)

é auto-adjunto com dominio D(A) = H2(Q2) N H{Q2) denso em L3(), além disso, pela

desigualdade de Poincaré (veja por exemplo, [1] p.174), temos que

< —Auu>pe= | Vull? > Clluff, we D(-A), (2.

B
[ 1]
—
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para alguma constante C > 0. Sob as hipdteses consideradas também podemos definir o

operador

(—A)?  HH Q) ¢ I3(Q) — LA(Q) (2.6)

com dominio D({~A)Y?) = H}(Q), que é a raiz quadrada positiva de ~A e corresponde
4 soma das derivadas primeira.

Escrevendo u = z; e & = 2o em (2.1}, (2.2) e (2.3) obtemos, respectivamente, 0s

o) (3): @
I

sisternas equivalentes

(2.8)

0 I 21 :
ra)(E) (29)
definidos sobre o espa¢o de Hilbert E = H(Q) x L*(Q) = D((—A)Y?) x L¥Q), cujo

produto interno é dado por
(71, 2), (B 32)) g = [ (V2 Vi + 225)dz. (2.10)
0

A anélise das solugdes das equagBes em (2.1), (2.2) e (2.3) pode ser feita estudando

a geracao de semigrupo dos operadores

I
AO:(KO)’ A}t(g fj)eﬂgﬂ(gi), (2.11)

respectivamente. A questdo é saber em quais dominios esses operadores geram semigrupos.
E exatamente esse problema que pretendemos resolver.

Consideremnos entao o operador Ag em {2.11) com dominio D{Ay) = H*(Q)NH (§) x
H}(Q) = D{—A) x D((=A}/?). Mostraremos que .4y gera um Cy — grupo de operadores
lineares com esse dominio. Observemos inicialmente que o operador (AJ —.4,) é sobrejetor

se ReX # 0. De fato, dado (fi, f2) € E, considere

(,\I—Ag)(j;)z(;:‘ ) (2.12)
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ou, equivalentemente

{ Azy—zp = fi (2.13)

.)\ZQWAZ]_ = f2 )

Tirando z» na primeira equagdo de (2.13) e substituindo na segunda obtemos
(X2 = A)zy = Af + fo,

que possuil solugdo z; € D{A) = H2(2) N H} () se ReA # 0, pois o espectro do operador

A s6 possul numeros reais negativos. Assim
2y = Aoy — fi € Hy(Q),

e entao ( ? ) € D(Ay), como queriamos. Como A, satisfaz
2

“1 1 zg z
’ = ; ) = VzoViz + Aziz0)d
<A9<2‘2> (ZZ>>E <(Azl><22)>E /Q( 2 1+ }_2)1’
o / VZQVZ"ld.’L' + V2122§39 e f Vz‘1V2’2d.’E =0,
§2 o)

temos, conforme observacao 2, que Ay é gerador infinitesimal de um Cy- grupo de con-
tracgoes.

Observacdo 1 : Consideremos a mudanca z; = (—A)"Y2w; e z; = wy onde
(21,22) € D{Ap). Entéo a correspondéncia realizada por Ay em {2.7) {ou seja, 21 — 2z e

Z3 — Azp) define o operador

e )= Cemm T0) (o) = (L34 )

com dominio D{Lo) = Hi(Q)xH{Q) = D((—A)?)xD((-=AY?)) que gera um Co—grupo
de operadores sobre E' = Ly{Q} x Lo(}}, cujo produto interno é dado por

(w1, 0e), (1,000 = [ (was + ). (2.14)

Considerando o operador A; em (2.11) com o mesmo dominio de Aq, temos também

que o operador (A] — A} é sobrejetor se Re) £ 0 (veja a prova com A ). E como

<‘Af ( . ) ! ( o )>E <( Ao 2, ) , ( . )>E - L(VZQVZ‘L + (A2 — 23)z)dz

== /(VZQVZ]_ + (AZIZQ - Zng)dﬂS
0

— /ﬂ(vzgv31 + AZlZg)dx - HZQH%‘Z(Q) = --U'zgilizm} < {),
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segue pelo corolario (1.15) que A; gera um Cp — semigrupo de operadores sobre E.
Observacao 2: A observacdo 1 continua sendo vélida para o operador .4;. Nesse

caso obtemos o operador

L1:DU=2)") x D((-2)*) C E' = E,

a=( _ape H),

que gera um Cp — semigrupo de operadores scbre 7 .

Observe que o dominio D(A;) = D(Ay} = H?(Q) N H(Q) x H}(§2) dos operadores

dado por

Ap e A; aparecem naturalmente pois, como

)

Ay ( ;1 ) = ( v ) e HL(D) x LX(Q), (2.15)

devemos ter z» pertencendo a H;(Q) e 2y a H*(Q) N HE () e o mesmo ocorre com A; .No

entanto esse procedimento nao funciona com o operador Aa pois temos que

2z - 22 1 2
An ( - ) = ( Azt B ) € HHQ) x L2(Q),

e entdo deveriamos pedir que z; e z; pertencessem a H*(2) N H} (). Com essa formulagio

teriamos dificuldades pois, para determinarmos o resolvente de A, temos que resolver a

()\I—AA)(:"):(;), (2.16)

o que implica Az1 — 22 = f, com [ € H}(Q), e portanto z; e z» nido podem estar em

equagao

H*({). A necessidade de definirmos um dominio conveniente para o operador A, foi a
primeira e principal motivagido para a elaboracio deste trabalho. Nesse caso a solugfo

aparece escrevendo-o na forma

Aa ( ;:l ) N ( ﬁ(zlz“zf“z?) )

D(Aas) = {(21,22) € D(=A)?) x D(=A)2: 2y + 2, € D(-A)}. (2.17)

e definindo o dominio
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Temnos entdo que A gera um C — semigrupo de operadores lineares sobre E. De fato,

dado ( J; ) € H , considere

e-aa(2)-(2)

{31'—22 = f
2-AMa+n) = g

Temos ent2o que

(2.18)

Multiplicando a segunda equacio de (2.18) por 2 e somando-a com a primeira obtemos
(,’6’1 -+ Zg) - 2./_\(211 “+ Zg) = f + 29. (2}9)

Fazendo z; + 22 = w em (2.19) segue que

w—2Aw = f+2¢g (2.20)
ou seja
1 _f+2g

que possui solugdo w € D(A) pois o espectro de A 6 possui nimeros reais negativos.

Portanto, como w € D(A) e f € D({(—A)Y?), escrevendo

w A f . me»«-««f
2 27

1:

temos que z;, 2z, € D((—A)Y2), 21 + 2, € D(A) e satisfazem (2.18). Mostramos entio que

(M — Aa) é sobrejetor. E mais ainda, temos que

— £2 3! _
<Apz,z>p = < ( Alz: + 2) ), ( 2 ) >p= LVzQVzl + Az + zp)zdx

= / VauVads + V(z, + 2)z2ls0 — / Viz) + z2)Vzodx
o )

= /VzQVzld:c+V(zl+zg)z2]@g«~/V21V22dx—/Vngz2d:c
o o Q

= ~||VzlZ. < 0.

Portanto, novamente pelo corolario 1.15, segue o resultado desejado.

Observacao 3: Novamente considerando as mudancas discutidas na observacgéo 1,
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mas para o operador A, obtemos dessa vez o operador La : D{(=A)/?) x D(-A) C

E' — E', dado por
0 - 1/2
Co= ( (eay =2 ) (2.21)

O operador em (2.21) também gera um Cj — semigrupo de operadores lineares, mas a
verificacido é mais dificil. Um comentério sobre esse caso em um contexto mais geral pode

ser visto em [2] .

2.2 Generalizacao do problema

Seja H um espaco de Hilbert munido de um produto interno <, > e A um operador

auto-adjunto sobre H com dominic D(A4) denso em H e estritamente positivo, isto é
< Az, z >> wllzlf’, z€D(4) (2.22)

para algum o > 0. Suponhamos também que A possui resolvente compacto. Sob estas
hip6teses temos que A possui poténcias fraciondrias A%, « € R, definidas sobre o dominio
D(A%) € H (veja a observagdo 3 da secdo 1.4).

Para o operador A definido acima consideremos o sistema linear homogéneo
T+ pA“t+Axz=0, z€H (2.23)

com 1/2 < a<1lep>0 Fazendoz = z; ez = z em (2.23), obtemos o sistema de

(o)== () (224)
A”“(z )z ( WOA w;A“ )(2 ) (2.25)

Estamos considerando o sistema (2.24) sobre o espago de Hilbert E = D(AY?) x H, cujo

primeira ordem

onde

produto interno é dado por

< (Z},Zg), (fl,fg) > p=< Al/gzl,‘ﬁll/gga_ g < 20,2 >y (226)



Em nosso trabalho nos concentraremos no estudo do operador A,, em (2.25). Al-
gumas de suas propriedades, que serdo discutidas mais adiante, nos permitirdo definir
poténcias fraciondrias do tipo {—A4,,)%, 0 < # < 1. Nosso principal objetivo serd ca-
racterizar os dominios dessas poténcias quanto a geragdo de semigrupo. Estudaremos
o operador A,, sobre um certo dominio (que definiremos logo a seguir e que foi obtido

generalizando o caso A, estudado na se¢do 2.1) no qual desenvolveremos todo o trabalho.

2.3 Propriedades espectrais do operador 4,

Daqui em diante vamos considerar o operador A,, em (2.25) entendido como

Z1 . %) :
Apa ( % ) = ( —AT(AT o+ p2) ) (2.27)
e com dominio D{A,s) = {(21,20) € E; 20 € D(AY2) e A%z + pzo € D(A)}.

2.3.1 Anadlise do resolvente de A,,

Determinaremos explicitamente o resolvente de A,,, mas antes precisaremos de um

resultado preliminar.

Lema 2.1 Consideremos o operador A definido na se¢io 2.2 e V = N?T + pAA°®+ A, comn
p>0,1/2<a<1eXeC FEntio, se Reh > 0 temos que V € inversivel e AV™! € um

operador linear limitado.

Prova: Seja pp a constante definida em (2.22). Observe que a funcdo f: [uy, 00) — C
definida por f{u) = A%+ pAp® -+ u assume somente valores ndo nulos se Rel > 0, pois se

f(#) = 0 para algum 8 € [, oc), entdo segue que

P o
A= | =24 /5 g2 | g 2,
e ==" -

ou seja, ReX < 0. Como a fungdo ¢ : [ug,o0) — C definida por g(p) = ﬁ é analitica

para ReX > 0, temos que V! pode ser definido como

% 1
Vl= dE,, . 2.929
J/;U A2 phpe+ (2.29)
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onde E, é uma familia espectral associada ao operador A, segundo consideragdes da segio

1.3. Anilogamente temos que

AV = j[ i dE,. (2.30)
o

A2 pAus 4+ ¥
Como as integrais em (2.29) e (2.30) convergem na topologia do operador uniforme, segue

ue V™1 e AV ! sio operadores lineares limitados. [ ]
g

Observe que os operadores A e V definidos no lema 2.1 comutam sob o ponto de vista
discutido em 1.3.5. Usaremos esse fato livremente abaixo. Para o célculo do resolvente

de A,, consideremos (f,g) € E e (z1,2y) € D{A,,) tais que

(AT — Auq) < Z ) = ( J; ) : (2.31)

Az — o = f
{Azg + A%(AT +pz) = g (2.32)

ou equivalentemente,

Tirando z» na primeira equacéo em (2.32) e substituindo na segunda, obtemos
AMAT 2 +p0z — F)) =g — MAz, — f) =g — Nz, + Af. (2.33)
Aplicando A™% em (2.33) e reordenando os termos resulta
NAz + pAzy + Al_"‘;:'l =pf +AATf + A7%. (2.34)

Logo, aplicando A% em (2.34), segue que

APz + pAA%z, + Az = pASf + Af + g, (2.35)
ou entao
1.,
Viz) =3V - A)f +9, (2.36)
onde
Vo= 2T+ plA® + A (2.37)

Pelo lema (2.1) temos que V em (2.37) é inversivel, logo segue de (2.36) que

o= (V= AV + V1 (2.38)

=
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Consequentemente

o= A= f= (V= AV VTG - f= [ AV AV g - f
= AV £ AVl

Concluimos entédo que

I_AVZl 31
R(A, Ape) = ( —-A?/““l 3=l ), Rel > 0. (2.39)
Observe que
I — AV
—— = VTHAT + pA4®). (2.40)

A
A relacdo em (2.40) serd usada futuramente.

Proposigao 2.1 O operador Ay,, definido em (2.27), tem resolvente compacto para

1/2<a<1.

Prova: Seja (f.g) € E satisfazendo [[(f,9)||Z = |AY2f|I* + ||g]® < K, para algum

RO\ Ay (; ) = ( o ) (2.41)

temos que zp € D(AY?) e de (2.39) segue que

K > 0. Entao se

A 2] = || - AVTIAVEf 4+ 242V

< JAVTHLIAYE £+ AT IEAV g

< JAVTHVE + DAY AV THIVE.
Logo ||z2|lpearzy = [14Y%20]| < C1, onde C; depende de K. Temos também que (41~%z +
pzs) € D(A%) C D(AY?), pois 1/2 < o < 1. Assim A%z € D(AY?), e portanto
z, € D(A%%®). Aplicando A~ e substituindo Az; — f por z; em (2.33) obtemos

A0 4 pzy + A(N2) = A% + AN ). (2.42)
Assim
|A%2 || = [[AYHAT0z)
= || = pAY 2z — A2A7V2, 4 A7l Ly gl gy

< pCy + [APIIATE YD) - A~V Hgl + Al AT | < G,
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onde Cy € um a constante que depende de K. Mostramos entdo que a imagem por
R(X, A,q) de conjuntos limitados é limitada em D{A4%%~%) x D(4Y?) . Como a inclusio
i D(A¥2=%) x D(AY?) — D(AY?) x H é compacta segue a compacidade do resolvente,

como queriamos. w

2.3.2  Anadlise do espectro de A4,

Observemos inicialmente que como o operador A, definido na secdo (2.2), tem resol-
vente compacto entdo H possui uma base ortonormal formada por auto-vetores {e, }32,
de A associados a auto-valores 0 < p; < pp < ... Os auto-valores de A,, ( que possui

resolvente compacto para 1/2 < & < 1) podem ser determinados resolvendo-se a equacio:
23 . Z ;
w(2)(3)

(—Az)) = X2z + pAA®zy. (2.44)

De (2.43) segue que

Como {e,}22, é um base ortonormal de H, segue de (2.44) que

o0 o0 N o0
—AY <zen >en =AY <zi e > e+ pAASY <z, > e, =

n=1 n=1 n=1
o o0
Z(wun) <z, e > ey = Z(A2 + pAUS) < 21,84 > €5, (2.45)
=1 n=1

Portanto os au_to—va.lores At de A,, sao solugdes da equacio quadrética
A A 4, = 0.

Assim AT + M) = —pud , ATAS =pq e

2
AT = P + 4/ P~ 1-2 ' o 2.4

Apoés um célculo simples concluimos que

ImAZ
ReAx

] < Const. (2.47)
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para todo n.
Observe que para 1/2 < a < 1,oua=1/2 e p > 2, entdo A}~ sdo todos negativos
para n suficientemente grande e A; | —oo mondtonamente. Para o = 1/2e 0 < p < 2,

AP~ assume a forma complexa

2 -
+i4/1 - %—) V2 = ReEY g- <¥ <.

No caso o = 1 temos que A, | —oco e AT T ~2%, mondtonamente.

_.m;’

M= (-

R ot

Essa analise nos mostra que o espectro de Ay, € somente pontual para o < 1 e
contém o ponto A = ——f;, para o = 1, em seu espectro continuo. Portanto temos que Ay
possui resolvente compacto somente para 1/2 < o < 1. Observe também que em todos os
casos , AT°T assumem valores rais negativos ou complexos com parte real negativa. Logo

segue de (2.47) que os auto-valores de A4,, estdo contidos no setor
T "
L={A:largAl > 5+ 8y, 0<by < 5} (2.48)

2.3.3 Propriedades dos auto-vetores de 4,,

Sejam {u, }ne, 0s auto-valores de A e {e,}22, seus respectivos auto-vetores sujeitos
a normalizagdo

(tn + AT ) lenl* =1, (2.49)

onde A, sdo os auto-valores de \A,, definidos em (2.46). Entdo os auto-vetores normali-

zados de A4,, sao dados por

i — eﬂ, - en ;) e
o ( vy ) e & =K, ( Ao, ) , (2.50)
onde K2 = fﬁf%}; Como
<@ DT> = < AM2%e AVe, > 4K, < Aie,, Me, >

— 1/2,.1/2 =
= pPul? < emen > FKAEAE <epen >

= 0, (2.51)
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temos que {®7}%%, e {®}2, sdo familias ortonormais de auto-vetores sobre E. No

entanto observe que

: 0 n#Em
<L, @y >=¢ Knlin + AA)lenllly n=m; AT £ 27
1 n=m; Al = A7,

ou seja , a familia {®*}22 | nao é ortogonal.
Nas proposicOes que seguirao nesse capitulo as hipéteses consideradas serao referentes

=1 N

a (2.46), onde temos os auto-valores {AZ}3, de A,,, e {P*}2, sBo seus respectivos auto-

vetores definidos em (2.50).
Proposigace 2.2 Seja %; # ui=** para todo n { ou seja AT # A para todo m). Entdo
Span{®=}2, = E. (2.52)

Prova: Seja [ ~' | € E. Devemos determinar constantes M;, Mo, ...J1, Jo, .... tais que
Z

ia _ €1 €9 = €1 N €a
( y ) = M, ( }\TE;_ ) +M2( A;eg ) + .+ LK ( “er ) ; JgKg( Ses ) “+ .

(2.53)
ou, equivalentemente
r = (M1 -+ J1K1)61 -+ (M2 -+ J2K2)€2 -+ (2 54)
y = (MM + K )er + (MaAd + LKoAT)es +... '
Como, para cada n,
det| L Bn K. OD - £0
AFOKRAD | YR ™ ’

e {e,}3%; é uma base de H, existem dnicos M, e J, satisfazendo {2.53) e a proposigéo

(2.2) estd provada. =
Proposicao 2.3 Seja o # 1/2 e suponhamos que p satisfaz

p2
ke T (2.55)

para algum inteiro positivo n* (observe que n* € dnico). Logo temos que

ML= = mg,ug.. (2.

[N
o
()]
N
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Defina o vetor W,- por

T, =( 0 ) (2.57)

Ens
Entdo
a) AV, = AL+ 3% e (A, ~ MLIPTL = 0 ( ou sejo, U, € um auto-vetor

generalizado de A,y correspondente ao auto-valor AJ. )

b) Span{®~ ¥ .} =E.

Prova:
a) Como AF, = —£us,, temos que
- . 0 I 0 _ Cpe _ Eox
Ap¥ . = ( —A pA® ) ( Epe ) - ( —pAce,- ) - ( — DU Ers )
Cn» - -
= ( e ) = AL + & {2.58)

Usando (2.58) obtemos

(Apw — MD)W, = A2 Um — 20h A, 05 + 2520
= AN TL + 8L} — 22N A Tr. + AN (AT, — 87)
= AR ALUD + XhEF — 205 AU + A Ao — AL

= 0. (2.59)
b)Andlogo & prova da proposigéo (2.2). [

Corolario 2.2 Seje a = 1/2 ¢ p = 2 (portanto A] = A, = ——%—2 pare todo n ).Con-
sideremos o vetor ¥, como em (2.57) para todo n. Portanto (2.58) vale para todo n.
Entao

Span{®}, U7}, = E. (2.60)
Observe que

0 n#Em

‘)\:”en”%{ '_}é 0 n=m. (261)

Proposicao 2.4 Considerando as mesmas hipdteses da proposicdo (2.2),defintmos

E* = Span{®I}3., e E~ = Span{®, }2,. (2.62)
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Entao

E=EY®E™, (2.63)
onde & significa a soma direta de E* ¢ E~.

: x X
Prova: Seja ( ” ) € E . Devemos encontrar constantes {a, 152, e {7, 12, tais que

( ; ) - ian@; +§:%®;, (2.64)
], el

ou seja
z=3 (an+Tukn)en (2.65)
n==1
€ oG
y= > (0ndf + mknd] en. (2.66)
n=1

Como {{(\/pin + [AT1%)es )32, é uma base ortonormal de H, temos que x e y podem ser

escritos como:

o0
2= (un+ M) <zen > (2.67)
n=1
© o0
Y= Z(P”n + !Aglz) < Y;€n > €n, (2.68)
n=l

respectivamente. Portanto tomando, para cada n, o, e v, como solugdes do sistema

G + YKy = (un“‘}”l;\:l?) <Zep > (2.69)
Ay A+ KA = (e (M) <yen >, -
temos que a relacio (2.64) estd satisfeita. Provamos entdo que
E=F*+E". (2.70)

Resta mostrar que E¥ N E~ = {0}. Dado ( z ) € E¥ N E~, temos que

( ' ) DI ( ¥ ) =3 utr, (2.71)

n=1 =21

34



onde o =< (Z ) LBF > ew, =< ( Z ),@; > . De (2.71) obtemos

meanean.ﬁnK enﬁz n— Wi Ky e, =0 (2.72)

=1

o0 Q0 o0
y = Z O AT ey, = anKn}\;en == Z(%Ag — W KA Jen = 0. (2.73)

Como o conjunto {e,} é ortogonal , entdo para todo n, segue de (2.72) e (2.73) o sistema

n ~ waK, = 0 o
{ an AT — w,KRAT = 0, (2.74)
que possui solugao o, = wy, = 0. Entdo, para todo n, temos que
<<§),@:>:<<Z>,®;>mon (2.75)
Como as familias {®;}}2., e { @, }52., sdo bases ortonormais de E™ e E™, respectivamente,
concluimos gue ( Z ) =0 e portanto ET N E~ = {0}. ]
Proposicdo 2.5 seja o # 1/2 e suponhamos que (2.55) vale . Definindo
Ef. = Span{®} }721 pnes (2.76)
Er. = 5pan{®, }3%  pune € Ene = Span{®}. ¥..}. (2.77)
Entao
E=FElL®E,. 3 E,, (2.78)
onde
EhNEn =ELNE.=EL.NE;.= {0} (2.79)

Proposigao 2.6 Sejaa=1/2 e p= 2 { ou seje, AT = X, para todo n) . Consideremos
E* como em (2.62) e
E; = Span{¥;}2 . (2.80)
Entdo
E=EtaE;g. (2.81)
Prova: Os argumentos para se provar as proposicies (2.5) e (£.6) séo andlogos aos

desenvolvidos na proposicio (2.4).




Teorema 2.3 Consideremos o operador Ay, definido em (2.27) e {AT}S2, seus auto-
valores em (2.46). Entdo

a) Se P;— # ut=?* (o que implica A} # )7 para todo n) temos que A,y pode ser escrito
como soma de dois operadores norrmais .

b) Quando o # % e E— = 4.7 °% para algum inteiro n* (portanto Al = A7), entdo A,y €
escrito como soma de dois operadores normais mais uma componente dimensionalmente
[fintta.

¢) Nocaso =% e p=1, (ou seja A} = A> para todo n), entdo A,, € igual a soma de

um operador normal mais uma componente dimensionalmente infinita.

Prova: a) Sejam ET ¢ E~ definidos em (2.62). Dado z € D{A4,,), segue da proposicio

(2.4) que existem z7 € ET e 27 € F~ tais que

z=zt+2z". (2.82)
Por outro lado temos que {®;}72.; e {$7}52, sdo bases ortonormais de E* e E™, respec-

tivamente. Portanto temos que ™ e 2™ podem ser escritos como

oQ o
=)<t ¥F >0 e =) <27,8; >3] (2.83)

n=1 n=1

Segue entdo de (2.82) e (2.83) que

Apez = Ala™ + A1, (2.84)
onde
oG
Afat = Z)ﬁ <z, 8F > 8F e A g =) A<z, P > ;. (2.85)
n=1 nme]
Como
Az (12 ZIA*Pi <z, 8% > F = || A5z, (2.86)
n=l

onde A% ¢ o adjunto de A%, segue que AZ, é um operador normal.
b) Sejam EY,, E_, e E,, definidos em ( 2.76) e (2.77). Dado z € D(A,q), temos pela

proposigao (2.5) que existem zt € E,, 27 € E, e v € ¥, tais que
z=z"+1" +zy. (2.87)
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Nesse caso temos que zy = a®], + AU, com o, § € R Usando argumentos andlogos

a0s usados no item anterior obtemos entdo que

Apez = Al x™ + AT a7 + Ay (a®, + 57, (2.88)
onde
oo
Afgp® = ) A <oF 05 > 0 (2.89)

Como A, Y, = AL ¥, + @, segue de (2.88) que
Apa = Al z™ + As z7 + (aX], + 8)8], + BAL ... (2.90)

c) Nesse caso considerando E¥ e Ey definidos em (2.62) e (2.80), respectivamente, e

usando proposicdo (2.6), obtemos, procedendo de maneira analoga aos casos anteriores,

que
o0 (v 0]
ApaT = Afa™ + > oAl = AL rt + > an (AT + 8, (2.91)
n=1 =1
onde
< Tw, Y- > ¥
a,, = ' Tn n 2.92)
THE (
m



Capitulo 3

Caracterizacao de Dominios

Nesse capitulo desenvolveremos nosso principal objetivo, que é caracterizar dominios
de poténcias fraciondrias do operador —A,, definido em (2.27). Logo em seguida vere-
mos que essas poténcias realmente podem ser definidas, mas antes resolveremos o caso
particular mais importante de nosso problema e que ¢ essencial para o prosseguimento do

trabatho.

Teorema 3.1 O operador A, 1/2 < o < 1, definido em (2.27) € gerador infinitesimal

de um semigrupo analitico de contracdes sobre E.

Prova: Observemos inicialmente que o dominio,
D(Ape) = {(z1,2) € E ; 220 € D(AY?) e A% + p2 € D(A™)},

do operador A,, ¢ denso em E. De fato, dado (21,22) € D(A4) x D(A%), temos que
Al=%z = A™*(Az;) € D(A%), o que implica que A%z + pz € D{A®) e portanto
D{(A) x D(A%} C D(A,). Isso mostra a densidade de D(A4,,) em E, j4 que A% tem
dominio denso em H, para todo o > 0 (teorema 1.18 item ¢ ). Por (2.48) temos que 0

conjunto resolvente p(A,y), de A,,, contém o setor
T .
Ls={Alarg)| < —2——5—6, 0<d< E}U{O} (3.1)
Além disso segue de [4] que

IR(A Al € 757, Ae Xy, (3.2)



onde ||R(A, Aq)] € o resolvente de A,, e C,, é uma constante real positiva que depende
de p e o. Portanto, pelo teorema 1.8, temos que A,, gera um Cy — semigrupo S(t) = eeet
satisfazendo

1S < C, (3.3)

para alguma constante C > 0. E pelo teorema 1.10 concluimos mais ainda, que e?»? é
analitico sobre E. |

Agora estamos prontos para trabalhar o caso geral. Observe que do teorema 3.1 e
da proposic¢éo 1.2 segue que A,, é um operador fechado densamente definido sobre E.
Portanto devido as propriedades em (3.1) e (3.2) de A, podemos definir poténcias fra-
cionarias do tipo (—-Apa)a? 0 <8 <1, segundo consideracdes da secdo 1.2 do capitulo 1.
Nossa caracterizagdo sera feita em termos de dominios de poténcias fraciondrias do ope-
rador A { definido no capitulo 2). Antes precisaremos de alguns resultados preliminares.
Inicialmente relembremos que, como A é auto-adjunto e estritamente positivo segue que

A pode ser escrito como

A =/ pdk,, pp > 0. (3.4)
1

t]
onde E, é uma fungdo espectral conforme definicdo na secdo 1.3. E mais ainda, para

qualquer funcio analitica 1(¢) definida sobre o intervalo [uy, +00) temos que ¥(A) é um
operador linear definido pela férmula

v(4) = [ VB o >0 (3.5)

0

No restante deste capitulo o operador A serd sempre o mesmo considerado acima.

Lema 3.2 Consideremos g1 (u) e go(p) duas fungées definidas por

®  A-fg) = %)
= , = . B> po, 3.6
a1(K) fg SRy g2() fo o g K2 (3.6)

com 0 <8 <1,1/2<a<1 ey € definido em (3.4). Entdo os operadores

T, = A%g,(A) e Tp = A%Fo—%g,(4) (3.7)

sdo isomorfismos sobre H. Além disso, T} e Ty sao operadores auto-adjuntos, estritamente

positivos e comutam com qualquer funcdo analftica de A .

39



Prova: Para mostrar que 77 e T5 sdo isomorfismos basta verificar que ambos séo estrita-
mente positivos e portanto o zero ndo pertence ao espectro desses operadores. Provaremos

entao que para cada 0 < @ < 1 existem constantes ¢ig, Chg, cop e Cop tals que

0 < c1p < u*gi(p) < Crp < 00, (3.8)

0 <epp < pPteTR g (1) < Coy < o0, (3.9)

para todo p > po. Para provar (3.8), temos de (3.6) que g,{u) é dado por

o0 Al"“gd)\
0= | i (3.10)

Escrevendo A = o./ii em (3.10) obtemos

() B foo )\Iﬁed}\ “fwﬁ A0 —/oc# (Uﬂlﬁ)l”e\/ﬁdd
P o et Jo e N toem v a Jo wolutoymput + p

— /'oo #%&lgl—ng’ . .«TQ/\OO g’l—gdg
T P o r ) Py @@ o)

Logo

o0 gl—Gdg
I'LG/QQE-(#) - / o 172
o (0% +opuat2 4+ 1)

x—1/2

oo f‘” o' =%do
u

7
. 3.11
fg 0'2‘{‘0',0/1&—1/2‘*‘1 am1jz O + opuel/2 41 ( )

Consideremos primeiramente 0 < o < g < 1. Em (3.11), majorando a soma de integrais

e substituindo ¢ por u® Y2 no denominador, obtemos
a—1/2 - amlf2 -

W1 (u) > # ot-fdo S # o1~y
1 = L o2 +opue~i24 1= [ p2e=1/2) & py2la=1/2) 4 1
'ua-lj2 O”l_gdo' 1 ua-—l/'l _

= 2Aa~1/2) = 2(a-1/3) . / o' ~’do
0 K (I+p)+1 (I+p)+1J
1 u{a-—l/?)(?—@) #ga—-lﬂ-—{a—l/zw

>
2o (14 p) 41 2-60 T (@A +p)+1)(2-6)

p:%a_l,u,_{a_l/z)a

(2+p)(2-6)"

(3.12)
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onde para a tltima desigualdade majoramos p* %2 por 1 no denominador. Segue de

(3.12) que

2o ]
#{a~_1/2}9#3/291('u}) > (2 —E—;U;))(z — 6)7 0 < 1o < u <1 (313)
ou seja
Mga—-l
ug1(p) = Gransg O<mselL (3.14)

Suponhamos agora que g > 1. Novamente, em (3.11), majorando a soma de integrais,

substituindo p®~/2 por ¢ e 1 por o2 no denominador, obtemos
= ot fdo = o~ %do ® =%
Wg () > / - = 2/ e > / e
pom1/2 O° + TppL +1 po—1/2 0% 4 po + 1 G p+2
_ 1 1 313
- 2+ p) M(cx—-l/?}ﬂ’ (3.15)
para u > 1. Portanto temos que
1
{a—1/2)8  8/2 > e Y >1 3.16
u H gl(#)wg_*wp, Bz (3.16)
ou seja
1
ad > —, Yu>1. 3.17
ugz(u)m2+p, w2 {3.17)
Logo por (3.17) e (3.14) temos
)ugo:—l

#&991(#)2?7””{ }Ecla: 8<.“’0<u§1,

270 2+p)(2-6)
e o limite inferior em (3.8) estd provado. Para mostrar o limite superior em (3.8), consi-

deremos novamente a expressdo em (3.11) e tomemos 0 < ¢ < §. Observe que

/m Ul—edo. < oS O,I—Bdo. B /00 G.E—Bdo. (3 18)
gomifz 02 dopue 2 41 T [ e o2 - yom1s2 g2TOFegme )

Substituindo ¢®~¢ por (u*~'/?)¥—¢) em (3.18) obtemos

o oo 1 ® glitfds 1 o0 e
i reboe = Tsi0—g it o lacijpi—a X 0" do
pe—1/2 o T f pe—1/2 (22 1 pe—isz

1 1 _ 1
pla=1/2)(6—¢) we(a—l/z) - Eu(a-l/?)ﬂ’

Y > g > 0. (3.19)



Por outro lado temos que

pe=3/? IREYER - pe—1/2 oo ~ 1 pe—1/2 _gd
. P ropE L1 =, gop—1Z  pue-iz | o 4o
1 1
= g 2 >0 (3.20)
Portanto, por {3.18), {3.19) e (3.20), segue que
1 1 1
8/2
P () < e lom 17270 + o1 = ) pla-1728"
ou seja
- 1 1
1 g () = plo VIR (1) < S+ ———— = Cis Yu > o >0, (3.21)
e p(1—190)
como queriarnos.
Provaremos agora (3.9). De (3.8) sabemos que go(u) é dada por
e A8
o ; 2
02(11) fo ety (3.22)

Introduzindo a mudanga de varidvel £ = Au®~! em (3.22) obtemos

( ) fm é‘—GM(l—a}(l—a)dg oc L p’wa+€(a—-l}£—9d§
FRI= o U= L fputp /a pEPP L pf+ 1

Portanto,

PRI (. L. (323)
o FRET AT '

Como o > 1/2, entdo uy™2* > u'=2¢ logo

T__ g [ £-7d = £%dg
0 <o = < < =
Cag '[0 ”5—20:52 *i‘ﬂé‘E’ 1 0 ﬂ1—2a§2+P§+1 = o Pcf+1 ng <(OO )
3.24

Portanto, por (3.23) e (3.24), (3.9) é verificado. As demais propriedades dos operadores

T: e T seguem direto dos resultados apresentados na seco 1.3 do capitulo 1 . B

Corolario 3.3 Consideremos os operadores Ty e Ty definidos em (3.7). Entdo os opera-
dores T3 e Ty dados por
Ty = A°020T 4 T, (3.25)

Ty = T\Ty + AUL—200-072 (3.26)
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possuem as mesmas propriedades dos operadores 77 e 15 .

Teorema 3.4 Consideremos o operador Apa definido em (2.27). Temos que

(1) Se0 <6 <1/2, entdo

D((~Ape)?) = D(AVH0=0)) x D(4%). (3.27)

(ii) Se1/2 <8 <1, entdo

D((—Apa)’) = {( ;’ ) € E : 1 € DAY=y,
y € D(A% 1200y gl=ag 4 oy € D(A™)]).

(3.28)

Prova: Observe que o caso f = 1 ja foi resolvido pelo teorema (3.1}, enquanto que o caso
6 = 0 é 6bvio. Portanto demonstraremos o teorema 3.4 para 0 < # < 1. A prova serd

dividida em trés Jemas.
Lema 3.5 Se 0 <8 <1/2, entao

D{(~A0)?) C D(AVHH0=2)) 5 D(4%F), (3.29)
ese-§-§9<1, entdo

D((—A)%) C {( z ) -z € D(AYRH=0). o ¢ p(Aa-t/2HI-a)y

A%z 4+ py € D(4%9)}. (3.30)

Prova: Temos pela proposi¢do 1.3 temos que (z,y) € D{(—A,)%) se e somente se

( ;" ) = (= A) 0w = 20 il (AT — Ag)lwd), (3.31)

para algum w = (wy,ws) € E = D(AY?) x H. Logo, substituindo em (3.31) a expressao
(2.39) do resolvente , usando (2.40) , obtemos

senmf

T =

f A [N + pA®YVwy + V7 (A )waldA.

T 0
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senwf

f A"’e[—AV“l()\)wl + Av_l?_iJg]dA.
C

Com a substituicao

’Tg 7 9
21 = SN A% e H ¢ Zo = Sef_ﬂr we € H, (3.32)
resulta -
r = f AT + pAYV™TA Y2 (N 2 4 VT M) z)dA (3.33)
0
e ,
y = f A—e[-—V“I(A)Al/in = AVTHA) 24)dA, (3.34)
)

para algum {z1, 22} € H x H. Portanto usando a representacio espectral de A (veja (3.4)

e (3.5)) obtemos de (3.33) e (3.34) que

O\ + pu®) =1/ / /w A~0dE, 25d)
= f ./ AZ+ Apu® + Bpdh + A2+ Apus + ' (3.35)
e
B _fm /°° A‘gulfszﬂzld/\ f /°° M8GE, zod) (3.36)
Y 0 Juo AT FAput+p AN+ App 4 p '
Pelo toerema de Fubini’s, podemos trocar a ordem de integracdo em (3.35) e (3.36),
obtendo
o0 o0 Al—g )\'9
—-1/"2 + &—1/2 d dE =
f#o /e (“ o tn A2+Ap#“+ﬂ) AR
. o0 o0 )\——6
£ X
| /.uo /0 e 1 dEar
e

o oo )\“6;1,1/2 0o roo 1-8
___h/,ue A 22 - )\p,u‘" i IudAdE,uzl +/ / 32 *{"Apua +MdAdE“z2'

Relembrando as expressdes de g1 (1) e go() em (3.6), obtemos

z = [ p gy (1) + o2 go () Bz + f 92(u)dE, 2 (3.37)
tin o
e
v=- [ wiuiEn+ [ 5dEm (3.38)
Lo Ho
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ou

z =AY (A)z; + pA* 20, (A) 2 + g2(A)z, (3.39)

y = —AY’g(A)z + g1(A) 0. (3.40)
Pelo lema {3.2) temos que
g1 {4) = A7) e go(A) = A%29T,, (3.41)
Substituindo (3.41) em (3.39) e (3.40) obtemos

= ATV 2 p ATV FROEE T o A0f—e-iT o (3.42)

y=—Al20atal L AT 2, (3.43)

ou, de outra forma

x o= ATV 2N gettle-lT, 5 (3.44)

y = —AlZmatble-Ur o 4 A= 2, (3.45)

onde T3 é definido em (3.25). Observe que o expoente de A em (3.42), (3.44) e (3.45) sdo
negativos pois 1/2 <a < 1e0 < 8 < 1, portanto estas expressdes estdo bem definidas.

Para qualquer (zy,22) € H x H, temos que
ATV Ty € D(AMPHO0-e)) - gretfla Tz € D(AHII®), (3.46)

ecomo 1/2+68(l—a)=a+8(l—a)+1/2—a <a+0(1-q) ( pois1/2—a < 0), segue
por (3.44) e (3.46) que
T € D(AYF-ehy (3.47)

Além disso, para qualquer (z,2,) € H x H, também temos que

Alf2metile= ) o D(Ae-I2H0-0))  4=00T 2 € D(A%), (3.48)
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E para o > %—, COmMO assumimos, segue que

1 1 1
o — -2“{—9(1 — )] — af = (af—wi)(l—QQ) >0 se 0<8< > (3.49)
e
1 1 . 1 -
[am;évt?(lwa)}——cz@:(aw—é)(lwzm50 se 5 <8<1 (3.50)
ou seja
1 1
[awjz——%—a(lmcz)]Zaé’ se O<9§§ (3.51)
e
1 1 .
[a—§+8(1—a)}§oz6 se -2~§t9<1. (3.52)
Desta forma, por (3.48), (3.52) e {(3.45), temos
y € D(AY), se 0<B< %, (3.53}
e
y € D(A*2H0-2)y g % <8<l (3.54)
Finalmente, aplicando pA*~! em (3.43) e somando com (3.42) obtemos
z+ pAa—l,y — Aml/?-—aﬁlel (G D(A1/2~§-a6))
+ATI Tz (e D(ATE)
+pAXTITT 20 (€ D(AYFRR)), (3.55)

ecomo 1/24+af8>1—a+alel+a—af>1—a+ab, para1/2 <oef <1, obtemos

de {3.53) que
x4+ pA®ly € D(ATY) oy A%z + py € D(4%). (3.56)

Portanto (3.47), (3.53}, (3.54) e (3.56) nos dio o resultado desejado e o lema (3.3) estd
provado. |

Lema 3.6 Seja 0 < 0 < 1/2. Entdo
D(AY?O0=20) x D(A%) C D((=Aga)’)- (3.57)
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Prova: Determinaremos z; e z,, definidos em (3.44) e {3.45), de maneira explicita para
0 < 6 < 1/2, usando somente as propriedades (3.47) e (3.53), que sdo nossas hipdteses
presentes. Aplicando AY2H0-2T em (3.44) e AY?+2l~1T, em (3.45) (ambos sendo
operadores bem definidos para 1/2 < a}e subtraindo a segunda identidade da primeira

obtemos
AN g gVEmekba = Ty + AUT200-0T2, = Ty, (3.58)
onde Ty é definido em (3.26). De (3.58) obtemos
2y = T AV TS0 o Tl gl2maklay, (3.59)
substituindo (3.59) em (3.45), apds ao tltimo ter sido aplicado 4%?, resulta
2y = ACO=DO=Y2 g1/248=0b Pl | Tt o (7 ARG-1E-1/DH1/2-a-1T2) 408,

Observe que 2; e 2z estdo bem definidos pois para x e y satisfazendo (3.47) e (3.53}, pois

(20—~ 1)(# —1/2) <0el/2 —a < 0. Portanto para

w T

1= senéfﬂAwmzl €W = Cenfr ¥ (3.60)

(ver {3.32)) temos que
(,j ) w(—-Am)”*’( - ) (3.61)
e entdo ( ; ) € D(=A,,)¢. n

Lema 3.7 Seja 1/2 <6 < 1. Entéo

{ ( z ) cE:zc D(Al/%—é’(l-—a},y c @(Aa—i/2+3m6a);A1—ax +poy € D(Aa{))}

C D((—As.)’) (3.62)

Prova: Novamente como no lema anterior, determinaremos explicitamente z; e zo ,defi-
nidos em (3.44) e (3.45), mas agora usando somente as propriedades (3.47), (3.54) e (3.56)
para 1/2 < & < 1.



Aplicando AY2+9-60T, em (3.44), A2~1/2~001-2)T; em (3.45) e somando as identida-

des obtemos
A1/2+9—BQT.2$(:‘+Aa—l/?-i-@(l-—cr)TSy:A1/2—QT2222+A(a—1f2){1—29)T1T332- (3.63)
Substituinde T3, definido em (3.25), no lado esquerdo de (3.63) obtemos

Aa—1/2—8a+5’T«2(A(1mcr}$+py)+Aa—1/2+29—3a9T1y

= AVZ-eT2 ., 4 Al VDT T 0, (3.64)
ou
Ale=1/2(1-28) gqabp (Al=ap o oy + Ale- VD020 f00-0)T gy o Ale-V/DOE=207 0 (3.65)

onde Ty é o operador definido em (3.26). Observe que todas as expresstes em (3.65) estdo
bem definidas sob as hipéteses presentes pois (& — 1/2)(1 —28) < 0ecomo o~ 1/2> 0
temos & — 1/2+ @ — ol = (@~ 1/2) +6{1 — &) > 6(1 — @}, 0 que implica y € D(A?1-),
por {3.54).Desta forma, de (3.65) resulta

2= T AT (A2 + py) + TP A0y, (3.66)
Substituindo (3.66) em (3.44), apés ao iltimo ter sido aplicado A/2¥0—%2 obtemos

7 = T3—1A1/2+9——9a$ . T3MEA1/2~”QT2T4M1_[AG&TQ{Al—a + Py)] (367)
‘—T3WEA1/2WQT2T4_1AB(l_Q)T]_y.

Observe que todos os termos em (3.66), (3.68) estdo bem definidos para para z e y
satisfazendo (3.47}, (3.54) e (3.56). Portanto tomando {wy,ws) como em (3.60) segue o

resultado desejado. ]
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Capitulo 4

Aplicacoes

Por todo este capitulo assumiremos que A € o mesmo operador definido no capitulo 2.

4.0.4 Geracgao de semigrupo com perturbacac nao auto-adjunta

Teorema 4.1 Seja B = pA*+B;, ondep > 0,1/2 < a <1, e B; € um operador fechado.
Além disso, suponhamos que eriste oy < 1/2 tal que D(A*) C D(B4), onde oy < 1/2 se

a<leoa; = % se o = 1. Entdo, o operador

Ap = ( R ) D(Ap) = D(4) x D(B) (4.1)

gera wmn semigrupo analitico sobre E = D(AY?) x H .

Prova: Observe que Ag pode ser reescrito como

Ap = (,__OA M:AJ + (g _331) = Apo + L, (4.2)
onde D(L) = D(AY?) x D(B;). Observe que L e fechado, pois para w = (z,y) € D(L)
temos Lw = (0, —Byy) e By é fechado. Como oy < 1/2sea<lem =1/2sea =1,
podemos determinar § € (1/2,1) de forma que (1~6)(1— ) seja suficientemente pequeno,
obtendo

%_(1-—9)(1-—@ﬂa—%w(z-a)zaa. (4.3)

Portanto segue de {4.3) e da hipdtese D{(A™) C D(By), que
D(As~ Y=y = D(AM) € D(B;) (4.4)
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E como D(AY?0-9)) « D(AY?) segue do teorema 3.4 que
D((~A)’) € D(L). (4.5)
Portanto, pelo teorema 1.20, temos que
Lulle < ClEHApulle + llwllel,  w € D(Agw),

para todo t > 0, onde C é uma constante que independe de t. Observe que podemos
tomar t suficientemente grande de forma que Ct?™! e Ct¥ estejam préximos de zero, e
como o semigrupo de contracdo gerado por A,, também é analitico sobre E, podemos
usar o teorema 1.11 e concluir que .Ap gera um semigrupo analitico e*8? de operadores

lineares sobre E pars todo ¢ > (. ]

4.0.5 Regularidade de um problema nao-homogéneo
Consideremos o problema nao homogéneo
E+pA°t+ Az =f, z(0) =z z(0)=m (4.6)

com p > 0, % <a<lefelL?0,T;H). Com asubstituicio z; = = e zp = Z 0 problema

(4.6} pode ser escrito como

Z(t) = Auz(t) + g(t),
z(0) = 2,

(1) m () A (5 ) 0= )

Observe que se S, € solucdo de (4.7) a funcdo definida por h(s) = St —s)S,(s), onde S(t)

(4.7)

onde

é o semigrupo gerado por A,,, é diferencidvel para 0 < s <. Assim

dh

== = ~AS({E - 5)Se(s) + S(t — 5)S,(s) = —AuS(t - 5)Sy(s)

+S(t — 8) ApaSy(s) + S(t = s)g(s) = St — s)g(s). (4.8)
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Como f € L?(0,T; H) entdo S{t — 5)g(s) é integravel, portanto integrando (4.8) de 0 a ¢

resulta z
(So)(t) = jg S{t —7ygl{r)dr + S(t)z. (4.9)
Teorema 4.2 (i) Consideremos o problema ndo homogéneo definido em (4.6). Enido
ternos gque
S, € L*(0,T; D(A¥*%) x DAY N C{[0,1]; D(A%/?) x D(A%/?)). (4.10)

(11) Seja zo = (zp,x1) € D{{—Ap)®), 5 € wmn ndmero real, onde se s > 0 temos que
D{(—Apa) %) = [D(=A3,))°1, 0 espago dual de D{(—.A3,)°) com a respectiva E-topologia.
Entao

S(t)z0 € L*(0,T; D((=Ape)**?) 0 C([0, 7L D((~Apa)?)- (411)

A seguir faremos um esbogo da prova do teorema (4.2) nos preocupando apenas em
enfatizar a importancia do teorema 3.4 . Evitaremos trabalhar com alguns pontos mais

trabalhosos que, quando possivel, serao referenciados.

Prova do Teorema 4.2:

a) Provaremos primeiro a Ly-regularidade em (4.10). Sejam

z(t) = /:S(t — s)g(s)ds (4.12)

y(t) = S{t)=. (4.13)

Aplicando A;, em (4.12) obtemos

T T
Ao () = A fo S(t - $)g(s)ds = fe A S(t — 5)g(s)ds. (4.14)

Estendendo a funcdo g(t) igual a zero para valores negativos e maiores do que T, podemos

escrever A,.z(t) em (4.14) como

Asez(t) = /_ A St —s)g(s)ds = Au(S = ¢)(1], (4.15)
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onde * significa o produto de convolugio de S ¢ g. Aplicando a transformada de Laplace

em {4.15) e usando o teorema da convolugdo, obtemos

L{Apz(t)} = Apul{SHNL{g}(A) = AsR(A; Aa) L{g}HN),

(4.16)

onde R(A, Ag.) € o resolvente de A4,, com A =+~ + wi, v > 0. Devido a analiticidade de

S(t), temos pelo teorema 1.10 que existe M > 0 tal que
R Al € 75, v >0
na norma do operador . E da indentidade
(AT — Ape)R(A, Ape) = 1,

resulta

APQR(}\,AM) = AR(A, Ap) — 1,
portanto

HAR(A, Al S M +1, v>0

Por (4.16) e (4.18) segue entdo que

1L Az (@) Y < (M + DIIL{g} Mz, ¥>0

usando (4.19) e a identidade de Parseval obtemos

| e A0zt = [ A0} + i)

cQ oG

< () [ "L iy + ) ade

e 00

= ) | " g ().

-

Como g(t) =0 parat <0 et > T segue de (4.20) que

Az (Ol 2078 < 2”57“%,2(0,?,5)-

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

E como {|z(t}]ipa,e) = [[Apez(t)]] concluimos que z(t) € L0, T; D(A,a). Como S(2) é um

semigrupo analitico e de contrag@o temos direto que y(t) € Lo(0,T: D{A,n}. Mostramos

52



entdo que S,(t) = z(t) + y(t) € Lo(0,T; D(A,,). Mas pelo teorema (3.4) temos que
D(A,e) C D(AY*=2)) x D(AY?), portanto a L, regularidade em (4.10) estd provada.
Quanto a C-regularidade em (4.10), como &, € La(0,T; D(Apa)) € £(Sy) = AnSy+9(t) €
L:(0,T; E}, temos pelo teorema 1.24 com j =0em =1 que

S, € C([(}:T]S [p(Apa)y E]é):l/?): (4.21)

onde [, ] é 0 espago de interpolagéo definido na secio 1.4 do capitulo 1. Por [6]p.289
termos que

(D(Ape), Bl =D(—=A)t % 0<bd<1 (4.22)

Portanto usando (4.21) e {4.22)(com # = 1/2) segue que S, € C([0,T]; D(~Ay)"?).
Como, pelo teorema (3.4), temos D(—A,e)?) = D(A1-%?) x D(4%?) | segue a C-
regularidade em (4.10).

(ii) Como S{t) é um semigrupo analitico sobre E, segue pelo teorema 1.19 a C-
regularidade em (4.11). Quanto a Lp-regularidade em (4.11) observemos inicialmente

que, cOmMO

l2()lp(4se) = Mz ()2, (4.23)

entao -
SOzl L2107, p(=Apa)esirz) = /G (= Ape )28 (1) % dt. (4.24)

Pelo teorema (2.3) temos que A,, pode ser escrito como soma de dois operadores normais
(explicitamente definidos), com excecdo em dois casos excepcionais onde aparece uma

soma adicional de componentes. No caso geral onde p? # ul=** para todo n segue que

o o0
A= Afzt+ AT =) Ay <zt 8 > 85+ > A <17, 8 >d;,  (4.25)
n=1 =i

para todo € D(A,e). Logo (—Aue) 25 (2)2 pode ser escrito como

o0

(—Ap) 28tz = Y (=M < o Bt > 0F
n=1
+ 3 (A7) < 5 B > @, (4.26)
=1

a3



onde z = 2§ +zy, 27 € E*, E* = Span{®*}. Assim de (4.24) e (4.26) segue que
T
IS®20llL, 0 apreriy = J'C (= Apa)**2) S (1) 2012 dt.

T oo
< f IS (AR RO < oF aF > BF|Pdt +
0

n=1

T
‘i‘jf HZ s+1/2e(>\n)‘¢<z & > o sz?f
o

=1

— / ZEAmzzsﬂ 2R8AntE <ng’®2~ = ]th
0

1
+/ Z!A;l%»{-leﬁte/\;él < zam’@; - izdt
0 =1
— E ]X" 234«11 < »’faéj 2ReATT 1)

n=1

9
> oreazt

o0
1 _
+ Z EA:%%H] <zy,® > |2m(e2ﬁe,\ﬂT -1)

2ReA;
< Gy MNPl <d, 8 S PG Y NPl <27, 87 >
n=1 n=l

= 01”23‘“%(.4,,&) + Czﬁzfj_”%(,amp C1,Ca > 0.

Portanto S(t)zp € L*(0,T; D({—Aa)**1/%). No caso o # 1/2 e p = pl7%* o célculo nio se
difere do realizado acima, j& que a componente adicional envolvida tem dimensao finita.

O ultimo caso, &« = 1/2 e p = 1, envolve questdes mais complexas e ndo faremos aqui.

Exemplo 4.3 Seja 2 um dominio aberto limitado do R* com fronteira 85), suave. Con-

sideremos o sistemna eldstico

Wit -+ AZ’UJ - pzﬁlwt = f e (O, } X \Q Q
Wltmp = Wo ; Wil = w1 em £

wis =0 em (0,T]x80=7%"
Awjs =0 em Y.

Comparando os problemas (4.27) e (4.6) com o = 1/2, temos que H = L*(}) ; Au = A%y,
D(A) = {u € H*(Q),ulsq = Aulsq = 0}. Entdo AY?u = —Au, u € D(AY?) = H>(Q)n
HHQ). Além disso temos

(4.27)

D(AY") = H}(Q) e D(AY*) =V ={u e H*(Q) : ulon = Aulsn = 0}. (4.28)

o4



Portanto, pelo teorema (4.2) com o = 1/2, obtemos a seguinte regularidade:
o(t), wal®)] = (So)(t) € La(0, T3 HH(Q) x HAQ)) N C(0,T),V x Hi(Q)).  (4.29)

Por outro lado como, para & = 1/2, (wg, w1) € D{—A4,,)7 = D(A¥%) x D(4V*) =
V x Hy(82), seque pelo item i) do teorema (4.2) ( com s =1/2) que

Stz € Lo(0, T D{Am) N CUO, T D((—Ape)?)
= Ly(0,T; H*{(Q) x H*(Q)) n C([0,T]; V x Hy(Q)),

que é a mesma regularidade em (4.29).

)]
|1
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