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INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho ¢ estudar a caracterizagdo dos espagos
de Banach E para os quais a transformada de Hilbert estd bem definida
e ¢é limitada sobre LP(RE), 1 ¢ p € w. Primeiramente estudamos as
relagBes entre a transformada de Hilbert e o operador de conjugagdo no
caso vetorial e em seguida estudamos a caracterizagdo dos espagos de
Banach para os quais o operador de conjugacdo estd bem definido e
é limitado sobre LY(T,E), 1 < p < w.

Dizemos que um espago de Banach E tem a propriedade U.M.D. se,
para todo espago de probabilidade (Q,F,P) e para todo 1< p < o,

existe uma constante Cp’ dependendo somente de p e E, tal que

led +..+ endn"LE = Cp]|d1+....+ dn”LE'

para todo nelN, toda sequéncia (ek )kzl com eke{—l.l} e para todo
martingal f = (fklkzo socbre (Q,F,P) e com valores em E satisfazendo
_f0= 0, onde dk = ‘fk - ‘fk—l' D. L. Burkholder [4] caracterizou

geometricamente os espagos com a propriedade U.M.D., isto é, mostrou que
E tem a propriedade U.M.D. se e somente se, exlste uma funcio simétrica
e biconvexa £:ExE——R satisfazendo £{0,0) > 0 e §&lxy) = |x + y]
se |x] =1 = |y|. Depois D. L. Burkholder [5] mostra que se E tem a
propriedade U.M.D., entfio o operador de conjugacdo é limitado sobre
Lp(T.E}, 1<p<m e J Bourgain [l] mostra que se o operador de
conjugagio € limitado sobre LP(T,E), 1 <{p < w®, entio E tem a
propriedade U.M.D.. Em [6], D. L. Burkholder d4 uma outra demonstragio
de que a propriedade UM.D. implica na limitag8o do operador de
conjugag8io sobre LP(T,E), 1 < p < w, utilizando integracdo estocéstica
e nesse trabalho dd uma nova demonstragfo da caracterizagdo geométrica
dos espagos U.M.D.. Em [12}, D. J. H. Garling caracteriza os espagos

U.M.D. em termos de movimentos Browniano.



O Capitulo [ tem como objetivo principal estudar as relagdes
entre o operador de conjugagdc e a transformada de Hilbert no caso
vetorial. Primeiramente mostramos que a transformada de Hilbert &
limitada sobre LP(R,E) se e somente se a transformada de Hilbert
maximal & limitada sobre LP(RE), 1 < p < w. A demonstragdo & feita
seguindo as linhas do caso real que & encontrado em [2l]. Em seguida
mostramos que para 1< p <o sdo equivalentes: o operador de
conjugagio & limitado sobre LP(T,E), o projetor de Riesz & limitado
sobre LF(T,E), a série de Fourier de qualquer feLp{T,E} converge
para f na norma de LP(T,E). Finalmente, nos baseamos em [8] e [17]
para mostrar que o operador de conjugacdo estid bem definido e é limitado
sobre LP(T,E) se e somente se a transformada de Hilbert est4d bem
definida e é limitada sobre LP(R,E). Observamos que em [8] e [17]
nic esti claro que se um dos operadores aclma estd bem definido, entfo o

outro também estid bem definido.

No Capitulo II  enunciamos algumas propriedades da esperanga
condicional e dos martingais que serédo usadas nc Capitulo IiL.
Estudamos propriedades das fungBes de Rademacher e das séries de
Walsh-Fourier no caso vetorial. Mostramos que se Rmf , 530 as somas
parciais da série de Walsh-Fourier de feLP(T,E], 1 <p < w entdo
(R 2nf )n=:1
para F. O objetivo principal deste capitulo ¢ servir de referéncia

¢ um martingal que converge q.s. €& na norma de LYT,E)

para o Capitulo 1II

No Capfitule III, nos baseamos em D. L. Burkholder [5] e I
Bourgain [!] para mostrar que um espago Banach de E tem a propriedade
U.M.D. se e somente se o operador de conjugaclio estd bem definido e é
limitado sobre LP(T.E), 1 < p < w. Neste capituls estfio os resultados
principais  deste trabalho, Procuramos detalhar e explicar com cuidadg

os resultados encontrados em [5}] e [1].

ii



CAP{TULO |

A TRANSFORMADA DE HILBERT E O OPERADOR DE CONJUGACAOQ

O objetivo principal deste capitulo é comparar a transformada de
Hilbert com o operador de conjugacioc no caso vetorial.

Na primeira seg@o enunciamos algumas propriedades da integral de
Bochner e definimos os espagos LP(QE) e P(E) para um espaco de
Banach E e 1 =p s o,

Na segunda secgio definimos a transformada de Hilbert vetorial e a
transformada de Hilbert maximal no caso vetorial. Demonstramos algumas
propriedades desses. operadores equivalentes a resultados do caso real
encontrados em [21].

Na terceira secdo estudamos as séries de Fourier sobre o toro, o
operador de conjugagdc e o projetor de Riesz, tudo no caso vetorial.
Varios resultados encontrados em [13] e [22] sdo estendidos para caso
vetorial. No teorema 3.17 caracterizamos a limitagio do operador de
conjugacio scbre LMT,E) via convergéncia das séries de Fourier em
LP(T,E) e via limitagdo do projetor de Riesz sobre LP(T,E).

Finalmente na quarta segfo mostramos que a transformada de Hilbert
estd bem definida e & limitada sobre Lp(T.E], 1 {p {w se e sgomente
se o operador de conjugaglo estd bem definido e é limitado sobre
L(T,E).

1. A INTEGRAL DE BOCHNER

Uma referéncia para os resultados desta secdo ¢ o Capitule HI de
[9].

Nesta segéo (Q,%,u) serd um espago de medida o-finito e E seré4

um espago de Banach com norma | -|.



1.1. DEFINICAO: Uma fungio f:0——E ¢ chamada simples se assume apenas
um ngmero finito f(@) = {a: 1 = k = n} de valores em E ¢ A = f-l(ak)e"'.f'

para todo 1 = k = n. Dizemos que
n
(1} f= E ax,

¢ a representacdo padrio de f.

1.2. DEFINICAO: Uma funcio f:——E é F-mensurdvel, se existe uma
sequéncia {fn)nelN de funcdes simples definidas em 1 a valores em E, tais

que

(1 rlli_r)nm"fn—f" =0 aq.s.

1.3. TEOREMA: (a) Se f, g s#8o fungBes F-mensurdveis e aeR, entdo f+g
e o«f sdo F-mensuraveis,
(b} Se f é limite q.s. de uma sequéncia de fungles F-mensurdveis, entdo

F & %F-mensuravel.

1.4. OBSERVACAO: Se E for separavel, entfio uma fungio fill——E 6

F-mensuravel se e somente se f-l(B}E".f' para todo borellano B de E.

1.5. DEFINICAO: Dizemos que uma fungdio simples Fil—oE &

Bochner~integravel se a funcio X——|f(x}| & p-integravel. Se

n
F=) 2%,
k=1 k

é uma representacdo padriio de f e Be¥, definimos a integral de Bochner

de § sobre B por

n
(1) J fdu = ) apAnp).
B k=t



1.6. OBSERVACAO: Como

1

Ja b nAn B) =J [£)dn <
B

entio a integral 1.5(1) estd bem definida, para todo Be¥F, e também temos

" ! J o | s J 15 e
B B

1.7. DEFINICAO: Uma funcdo f:0——E & Bochner-integravel se existe uma

sequéncia (In]neIN de fungSes simples Bochner-integraveis, tal que
(1) _fn“‘“—) f q.s. e }!E)nm[ ”'fn—!“d“ = 0,
1)

Definimos a integral de Bochner de f sobre Be# por

(2) J'fdu = %anJ fnd,u.
B B

1.8. OBSERVACAO: O limite de I _fndu, quande n— o, existe e independe
B

da sequéncia (fane[N considerada. Com efeito, se Be¥

||[ ;. J s aul = j I.5 o = f i fla J —
B B B B B

€ como

| orlon = o
B



¢ de Cauchy em E. Portanto essa sequéncia converge

temos que [JBfndp)neN

em E.

Para provar a Independéncia da sequéncia, consideremos  duas

sequéncias de fungBes simples (fn] e (gn) Bochner-integraveis

nelN nelN

convergindo para f q.s., tais que

lg,l[ 15 flan =0 e ugj g, fldn = 0
9] Q

Como

| [ fpdn - J g du | = J {5 han +J le,~fllau.
B B B B

entfio fazendo n—j» em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos
rlal—rgmv[ f ndu - }ggm[ gndp..
B B

1.9. TEOREMA: Uma fungdo f§:0—E %-mensuravel é Bochner—-integravel se
e somente se a fungdo real X ——|f(x)| € p-integravel, isto &, se e

somente se

{1 J ||fHdu. { o,
Q

1.10. TEOREMA: Se f é Bochner-integravel, entfio

w ||J Sau] = [ nen
1 Q

1.11. TEOREMA: Seja ( fn)neEN uma sequéncia de fungdes Bochner-

integraveis, tal que



il NEN RN
2

Entdo existe uma fungfo Bochner-integravel f tal que

(2) ,gir_lng 15,-fl du =0
e
(3) }‘lrgm'[ _fndu = J f dp.
Q Q
1.12.TEOREMA(Teorema da Convergéncia Dominada para Integral de Bochner):
Seja  (f ) uma sequéncia de funcBes Bochner-integraveis convergindo

n nel
q.s. para f e seja g uma fungfio real p-integravel tal que |f (x)]| = glx)
n

para ¢.t. x € Q. Entdo f ¢ Bochner-integravel e

(1) rl)ifl}le £, ~fldu = 0.
9!

Em particular, para tedo Be¥,

(2) J fdu = 32}4 T
B B
1.13. DEFINICAO: O espago LE = LPQE) = LPQ,F,E), 0<p<w &

definido como o conjuntc das fungdes F-mensuraveis §:Q—E, tais que

1/p
(1) [fl e = [} [§e0f7de| < =
E Ug
Quando | = p < o, "'“Lp é uma norma sobre LP(QE)} e
( LQE)]- I» ) ¢ um espaco de Banach. Quando Q = E =R escrevemos
E

p 1P o= -
LPR) = LPRB) e -] = -],



1.14. DEFINICAO: O espago L°(Q.E) & definide como o conjunto das
fungdes f:0——>E que sdo F-mensurdveis tais que

(1) ||_f||Lm = inf{ k: |fx] sk q.t. xeQ } < .
E

Temos que |- ”Lm é uma norma sobre L™(Q,E) e que (]_“’(Q,E},“ ' ”Lm)
E E

é um espago de Banach.

1.15. TEOREMA: Seja 1 = p ¢ o ., Entdco o conjunto formado por todas as
funcBes simples feLP(Q,E)} é denso em LP(Q,E).

1.16. DEFINICAO: Definimos o espage &°(E), 1 = p < », como sendo o

conjunto de todas as sequéncias X = {xn)nelN tais que xneE para todo

neN e
oo 1/p
- P
Il = (T bl) <=
Para 1 =p < o, ||-H£p(5) ¢ uma norma sobre fY(E) e

GSNE ”8"(5)) € um espago de Banach.

2. A TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE A RETA

O Capitulo III de [14] e [21] sdo referéncias para os resultados
apresentados nesta segio.

Nesta seg8o E ser4 um espago de Banach com norma |+||. A medida de
Lebesgue de um conjunto Lebesgue-mensurivel A ¢ R serd denotada por

|A] ou por m(A).

2.1. DEFINICAO: Seja feLP(RE), | = p< w. Para cada >0, definimos a

transformada de Hilbert truncada por



() H f(x) = —J A 4
€ | x-t|>e

Quando o limite

(2) Hf(x) = el_i}tg]+ﬂef(x)

existe para quase todo XeR, dizemos que Hf & a transformada de Hilbert

de f. A existéncia de Hef é garantida pela desigualdade de H&lder,

2.2. TEOREMA: Sejam feL%R), 0 ¢ £ < & < », e seja

x-t

_ 1 F(t)
(1 H, &)= EJ —— dt
ed|x-t|

Entdo, existe uma constante positiva A, independente de f, € e u,

tal que

2 1, 1, = AlSly:
Mais ainda, existe HfelL’(R) tal que

(3) ||He’wf-H,f||2——-—->0

quando £€—0+« e W3, simultaneamente ou sucessivamente,e

(4) "H-fllz = "-fllz’
(5) H(Hf) = -f,
(6) Hf(x) = e}j}rgﬁef{x] q.t. x.



2.3. DEFINICAO: Seja feL'(R,E) e gel'(R). A convolugio h = fsg &

definida por

h{x} = J Fix-t)gltidt,
’ R

2.4. DEFINICAO: Para y>0 e XxeR definlmos

¥
2 2
X"+ ¥

(1 Plx,y) = Py(x) =

Al

e

1 X .
T 2 y:
X + y

(2) Qx,y) = Qy(x} =

Chamamos a fungdo P{x,y) de niucleo de Poisson e Q(x,y) de nucleo
conjugado de Polsson, Se feLpUR.E}, 1 < p < », chamamos U(x,y} =
j‘*Py(x} de integral de Polsson de f e Vix,y) = _fto(xJ de Integral
conjugada de Poisson de f,

2.5. OBSERVACAO: Para todo y>0, temos

(1) HPy(x} = Qy{x)

(2) J Pytxldx = L
R

2.6. TEOREMA: Seja feLP(R), 1 < p<w e geL(R) tal que i/q+ L/p = L

Entio

{1) H(Hf} = —f,

(2) Jj‘gdx = J HfHgdx,
R R



(3) J (Hf)gdx = —J fHgdx
R R

(4) Hf*P = , >0,
f*y f*Qy ¥>0

2.7. TEOREMA: Scja j'ELP{iR}, I {p <w Entdo existe uma constante A ,

dependendo somente de p, tal que para tedo £>0,
(1 H = A .
) |81, A kst

Mais ainda, existe HfeLP(R) tal que

(2) JLim 1 5-Hf] = o,
R H =Alrl,
@ TUREENTIN
{¢) Hfx) = _lim H_f(x) q.t. x.

2.8. TEOREMA: Suponhamos que a transformada de Hilbert existe e seja
limitada sobre LP(R,E), 1 < p < ». Seja feL"(R,E) e geLUR,E) tal que
q = p/p-l. Entdo

(1) H(Hf} = -f,
r
(2) fedx = J HfHgdx,
“R R
(3) {Hf)gdx = ~J fHgdx,
‘|[R R
P = >0.
{4) Hf=* y f*Qy, ¥

Demonstragao: De 2.6(1) e pelo fato que H & linear temos que (1) &



verdadeiro para funcies simples. Seja  feL®(R,E). Entfio por 1.15 existe
uma sequéncia de funcBes simples {fn)nelN tal que _fn——aj' na norma de
L(R,E). Assim

[HHS) + ff; » = [H(HF) - HHF ) - £+ £ p
E E
= |HH(F-f D, e + |f ~f]; »
n "LE B IILE
< Gl Sl 18, Sl e

Logo fazendo n—>w em ambos os membros da desigualdade acima obtemos
(1).

Fixemos agora geLY(R). Por 2.6(2) e pela linearidade de H temos
que (2} é verdadeiro para funcdes simples em LP(R,E). Seja feLp[IR,E).
Entdo existe uma sequéncia (fn}nelN de funcdes simples tal que j'n—-af
na norma de L°(R,E). Assim, pela desigualdade de Hblder e pela

continuidade de H obtemos

H (5 e J -5, llelox = 15=1,ly» bel,
R R

”J (Hf—an]Hgdx” sj |H(s-5 )f |Hg|dx = ||H(f~fn]f|LE ||Hg”q
R

< Cl5S,lpp Mol

Portanto

{5) ”J' fgdx —j Hngdx” = ” fedx —J _{ngdx +J H_angdx -j H_ngdx"
R R iR R R R

10



= ||J.R(f—fn]gdx " +“Ll-l(f—fn)l-lgdx “

= ”f-fnﬂ,_é el + Cpllf-anLE IHe]

Fazendo n—» em ambos os membros de {5), temos (2). Obtemos (3)
imediatamente de (1) e (2).

Finalmente passemos & demonstrago de (4). Por 2.6{4) e pela
linearidade de H, (4) & verdadeiro para funcées simples em LP(R,E). Seja
agora feL’(R,E) e (J"n)n&_[N
fn—~—>f na norma de LP(RE). Ento pela  desigualdade de Hdlder, temos

uma sequéncia de fung8es simples tal que

que
1,mPe0, 0] = [0y 00 = J5-5, 0, » Tyl
e
(s - Hf)*Py{x]” = “H{_fn—f)*Py(x)" = |[l-l{j'-—_fn)"LE prﬂq
= Clflep 17y
Portanto

]

(6) ||Hf*Py(x) - _f*Qy()E)II ||Hf*Py(x1 - Hf #P (x) + § %Q(x) - I*Qy(x]"

”H(_f—fn)*Py(xJ + (_fn——f)sto[x)"

A

[ H(f—fn)th(x} |+ | (fn—f}*Qy(xJ I

m

ol Talie 17y 1g + 1-sylie 1oy

Logo fazendo n—» em ambos os membros de (6) obtemos (4).

il



2.9. DEFINICAO: Seja fe Lioc(lR,E). Definimos a fungfio maximal de Hardy
-Littlewood por

1

(1) MF{x) = sup '[ | ()] dt,
1
11| :

onde o supreme ¢ tomado sobre todos os intervalos I que contém o

ponto X.

2.10. BSERVACAO: O operador M:f—— Mf ¢é chamado de operador maximal de
Hardy-Littlewood. Da definigdo temos que M é um operador sub-linear,
isto &, para _f.geLioc{IR.EJ e aeR temos

(0 M(f+g)(x) = Mf(x) + Mg(x),

(2) Mlaf)(x} = [a|Mf(x).

2.]1. TEOREMA: Seja 1 < p = o Entdo existe uma constante Cp,
que depende somente de p, tal que para toda j‘eLp(IR,E},

w sl < C sl

2.12. LEMA: Seja weLI(IR), ¥ = O e decrescente sobre [0,), seja ¢(t) =
lﬂ([tl) e g)e(t} = é@(t/c] para todo €>0. Entfio para toda feLP(R,E),

1 = p = o, temos

) sup_y ol fl*e () = Mf(x)]e],.

2.13. TEOREMA: Seja Ulx,y)} = f*Py{x] a integral de Poisson de
feLP(RE), | = p % w. Entdo para todo y>0 e xeR temos

(1) Jux,y)| s Mf(x).

12



Demonstragao: Como IIPy”l = ], para todo >0, entfo pelo lema 2.12

ULz, "J f[x-t}Py(tJdt” = J ||f{x—t)||Py(t)dt
R R

1A

supy>0||f||*Py[x}

A

Mf(x).

2.14, OBSERVACAO: Seja feLP(R,E}, 1 = p ¢ =, Entio

(1) J f[x~t]—£—~5dt ~J f[x;t) dt = J f[x~t}qo€[t)dt,
R *F |t|>e R
para todo £>0, onde :pelt) = -é— plt7e) e
‘z—t ad 1 se ]t, = ]
(2) plt) = t
—23— se |t] <L
17 +1]
Definimos % a partir de ¢ por,
‘*——1"‘7 se lxl = l
(3) Wix) = Sup|ti’|x| lo(t)]| = x| (2+x5)
- 1
—- se |x| < L

2.15. DEFINICAO: Seja feL’(R,E), | < p < w. Definimos a transformada de

Hilbert maximal de f{ por

*
(1) H f(x) = sup_,o[H_f)]-

13



2.16. TEOREMA: Seja feLP(R,E), 1 ¢ p ¢ w. Entio
(1) Hf(x) = = [u] Mfx) + MHT)(x),
onde W ¢ a fungio definida em 2.14(3). Em particular, se a

transformada de Hilbert existe e é limitada sobre LP(R,E), existe uma

constante positiva Bp. dependendo somente de p, tal que
*

2 H =B .

@) 151, = B Il »

Demonstragao: Pela observagdo 2.14, temos que

(3) J' .f[X;t) dt = J I(X—t)ﬁdt - |' _f{x—t](pc[t)clt,
ft]>e R L R

e como  satisfaz as condigfes do lema 2.12, segue que

(4) supe>0"J _f(x—t]goc(t)dt" = supe>0J | f(x-t} ,cpc(t)ldt
iR R

1A

sup€>0[ §f(x-t)] we(t}dt
R

supemﬂ_f" -qbe(x)

TA

I Mfx).

Por outro lado, por 2.8(4) e por 2.13{1) temos que

1 t
(5} SUP v E"J f(x—t)t—zl—cidtﬂ = supe>0||fsQ€{x)||
R

14



= SUD8>O“ Hf*Pe(x)"

1A

M{Hf)}{x).

Portanto por (3),(4) e (5),

H 5(x) = Supc>0]]H€f[x)||
= sup,, -jf“ flxetpt satf + sup_y,, %” Stx-tlp, (01t
R t +g R
< MUHF)(0) + Sy M(PGo
e assim obtemos (1), Agora , por (1}, 2.11{I) e pela continuidade de H,

* 1
Hoff o= o, IMf], » + |MHF| p
sk, = vl ”LE | "LE

A

J
7Col¥l |If||LE +Cy !IHfJJLE

1A

l
RVl 151 + €op 1ol e

B )
iy

1
B = - :
onde B ﬂ[cpf|‘p||1 + CoA,

2.17. OBSERVACAO: Suponhamos que a transformada de Hilbert existe e &
limitada sobre LPRE), ! <p<w Para O0<e<! e felPRE)

definimos

FOO g

(1) H fix) = = e

£ T

L<|x—t|<1/e

15



Entfo, para toda feLp (R,E} e para quase todo xeR,

(2) Hf(x) = iief(x}

lim
E—20+

e existe uma constante Cp' dependendo somente de p, tal que, para toda
feLP(RE) e todo O Ce <1,

@ 111, p% G151 p

(4) IH_fl,» = C_|ff; e
€ LE p LE
Com efeito, (3) segue imediatamente de 2.16(2). Como

f[x;t] 1t||,

= L1 (x-1) 1
ot =] 225 )

|t|>17e

temos que
—% -
H f(x) = sup, . [H_f(x)] = SUp€>O]|Hef(x)|| + sup€>0||Hl/8_f(x)||

= 2H" f(x).

Logo por 2.16(2) 'segue que
. =¥
51, = 28,011, »

e consequentemente temos (4) para todo 0 <& < 1.
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3. SERIES DE FOURIER E O OPERADOR DE CONJUGAGAO

Uma referéncia para os resultados apresentados nesta seglo sfo os
Capitutos 1, II, III e V de [22]. Outra boa reférencia sio os Capitulos
I, 11 e 111 de [13]. A demonstragdo do teorema 3.17 foi baseada em [11].

Nesta segdo E sera um espago de Banach com norma [-|.

3.1. NOTACOES: Denotaremos por T o grupo quociente R/2nZ, onde R é o
grupo aditivo dos nimeros reais e 2nZ £ o grupo aditivo dos mdaltiplos
inteiros de 2r. O grupc T ser& sempre lIdentificado com o intervalo
[0,21t), a menos que se faga alguma mengdo em contrdrio. Existe uma
identificacdo natural das fungdes sobre T com as funcdes periédicas de
periodo 2m sobre R.

Seja dt & restricdo da medida de Lebesgue de R sobre o intervalo
[0,21). Consideremos T munido da medida (1/2rn)dt. Dessa forma, T é
um espago de probabilidade e . (1/2n)dt ¢ a medida de Haar normalizada
sobre T. A medida de um boreliano A de T com respeito & medida de Haar
normalizada (1/2n)dt sera denotada por |[A|. Escrevemos LPT) ao invés

de LP(T,R) e [[||p ao invés de “"L p, 1 =p = o Denotaremos por
C(T,E} o conjunte das fungBes continuas sobre T a valores no espago de

Banach E.

Se feLI(T,E], podemos expressar a integral de f sobre T por

L "
(1) 2—4 flt)dt  ou ﬂ_{ fludt.
T

0

Come a medida de Lebesgue é invariante por translagdes, entSo para toda

feLl[T,EJ e todo xe€T,

1 !
(2) EJ Flt+x)dt = HJ fle)dt.
T T

17



3.2. DEFINICAO: Seja feLI(T.E). Para cada ke¢Z definlmos o coeficiente de
Fourier f(k) por

- _ 1 “1kt
(1) flk) = ﬁJ Fltle dt.
T

A série de Fourier de f ¢ definida como sendo a série de fungdes

trigonométricas

(2) 57 fwe™t, 0=t < 2n
kel

Definimos as somas parciais da sérle de Fourier de §f, para todo nelN, por

(3) s (5)(1) = Fe'™, o0s=t<o2n

]k =n

A funcfo conjugada de Sn(_f) sera denotada por §n{f).

3.3. OBSERVACAO: Seja feLl(T,E) e consideremos  as sequéncias de

elementos de E, {ak)k?-o e {bklk21. definidas por
1 [2 1 [2*
(1) a == . f(t)cosktdt, bk == . f(t)senktdt.

by

Como e” = cosy + iseny segue que a = }[k}+}(-k), b = i(}(k)-}(~k])

para kzl e a = 2f{0). Logo

~ n . ~ n ~ ~
2) s (£)) = F(0)+ Y (F)+f(-k))coskt + § i(f(k)-f(~k))senkt
k=1 k=1

1]
a +3 (a coskt + b senkt).
k=

3.4. OBSERVACAO: Seja feLP(T,E). Entio

I8



(1) S_()(x) = -Z%J FOD_(x-tdt,
T
onde
_ 1kt sen(n+l/2)t .
{2) anU = I{};ﬁ = —senlt/3) * 1% 0,

& chamado de nacleo de Dirichlet de orden n e satisfaz

1 A
(3) ——[ D (t)dt = 1.
2n o n

3.5. TEOREMA(Fejér): Seja feLI(T.E) e seja

(1-| k| /(n+1))F (k)%

|k[=n

]_ It
(1) O‘H(f)(X) = oh kgosk(f)(x}

Se o limite a direita f(x+o} e o limite & esquerda f(x-o}

existem, entio

. 1
(2) Illg_r;m o*n(f){x] z{f[xw] + f(x~o0)}.

nz 0,

de f em x

Em particular, se f & continua em todo ponto de um intervalo fechado

I ¢ T, entdo o"n(_f }(x) converge uniformemente para f{x} sobre I.

Demonstragao: Seja Dk(t), k = 0, o nucleo de Dirichlet
3.4(2). Ento

definido em

’ 1 2N
) o, Flx) = 2_“Jo Flx-t)K_(t)dt
onde
(4) k(1) = <Ly p ) = L fsenlnsl)t/2 L6
nt T WL Pt T ned| sen(t/2) [ :

O nucleo Kn(t] ¢ uma fungdo positiva e par. Portanto por 3.4(3) temos

19



que

1 {27
5) g Kn(t}dt =1
4]
e por {4)
) n’
(6} Kn(t) £ , O0<t<m
(n+1)t

Como Kn{tJ & par, segue por (3) que

’ ki 4
(7} o (fx) = %L %(f[x+t)+f(x-t))l(n(t)dt.

Seja
fx) = Jim %(f(x-l»t)ﬂ‘(x—t)).

O limite J{x) existe pois f(x+o) e f(x-0o) exlstem. Segue por (5) e

(7} que

_1 T Flx+t)+f(x-t) _
o'n(_f)(x)—}((x} = EJO( 5— _f(x})l(n{t)dt‘

Portante, para 0 < % < =,

n
1 (x+1)+5(x~1)
(8) lo_(NG-Fe)| = ELuf XX - Yok (o

0
. %L"f(mt);f(x-t) _ }‘[X)“Kn(t]dt

=1+ 1

Pela definicdio de J(x), dado €0, existe &0, tal que se O =t < §,

(9) ][fw_(X+t)gf(x_t} - Hx))| < e

20



Fazendo 7 =8 em (8) nés obtemos, para todo nz0,

(10) 11 =

Him

S
J- K (tMdt < e.
n
0

Seja Mn[al = sup{Kn[t): d < t < w}. Entéio por (6}, Mn(al <'nz/((n+lJ52).

Assim Ill_i_r_r)lm Mn(S} = (0, para cada &0 e
1 s
(11) I, = ﬁMn(a)L("f(xﬂ)"+"f(x-t)||+z}jj‘(x}|| )dt.

Como f ELI(T,E), a integral acima & finita e portanto existe non tal
que, se n z n_ entdo 12 < £. Asslm 114-12 (2 se n=x n, e assim
obtemos (2).

Por outro lado, se f & continua sobre I, f é uniformemente continua
e f(x)=f(x) para todo xe€l. Podemos entdio escolher 3>0 tal que a
desigualdade (9) seja verdadeira para todo xe€l e assim (10) sera
verdadeira para todo xel. Como {(11) independe de x, temos que I +I.< 2¢

1°2
para todo xel, isto ¢,

||o~n(f}(x)—f(xJ I < 2e,

para todo xe€l e todo n = n,.

3.6. COROLARIQ(Weierstrass): Seja feC(T,E). Entdo dado £>0, existe um

polinémio trigonométrico p(x) tal que | f(x}-p(x)| = e, para todo xeT.

Demonstracao: Basta escolher p(x) = o‘n{fJ{x], com n suficientemente

grande.

3.7. LEMA: Seja 1 = p<w® e seja ¢ uma fungio simples em LP(R,E).
Entfo para qualquer €>0, existe uma fungidoc g:R——E continua e com

suporte compacto tal que ||fp—g"Lp s e,
E

Demonstragao: Denotaremos por m a medida de Lebesgue e suponhamos

primeiramente ¢ = Ax{a by’ A<E, Definimos a fungdo real continua fn por
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fn(x] =0 se xe[a,b]c. fn[x} =1 sge xe[a+l/n,b-1/n] e linear sobre os

intervalos [a,a+l/n] e {b-1/n,b]. Tomamos g, = .an e temos que

a+l/n v/p

Irealie = Wiz fol, ~ 12 [ 15, [Pax r e
a b-1/n
< a2/,

Portanto existe n_eN tal que “(,o—gn”LE ¢ e para nzn .

Suponhamos agora ¢ = ?t;t,’A onde A ¢ Lebesgue mensurdvel e m(A) < o,
Seja >0 dado. E um fato bem conhecido que, existe uma sequéncia finita

de intervalos abertos disjuntos {(aj,bj]}';&l tal que m(AAU) < £/2[A|

n
onde U = Ul(a,b). Pela primeira parte, para cada | = j =< n, existe

=1
gj continua tal que

|Ax -gl,p<es2n, 1=j=n
(aj,bjl Ml

n
Tomamos g = § g e temos que
I=t

le-gl, » = le-2xl e + A gl e
Ly ullLl uTEILE

n
= [Afm{Asv) + ) "Ax(a b )_g]”]_p
j=1 7 E

el + 82 = g,

n
Suponhamos finalmente ¢ = Z a}xA onde ajeE, atJ # 0, Aj é lL.ebesgue
J=1 J
mensuravel, m(Aj] (ew paratodo 1= j=n e Ajn A1: @ para j# i

Seja e>0 dado. Pela parte anterior, para cada 1 = j < n, existe uma

fungdo continua com suporte compacto h] tal que
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“aij -hj"LE <e/m 1=]=n,
J

n
Tomamos g=) h_ e temos que
151

n
lo-g),»p =3 Jax,-h| » <e
. L]5: )=1 JA} JL]~:
o que demonstra o lema.

3.8. TEOREMA: Seja feL®(T,E}), 1 s p < w. Entfio para todo >0, existe
geC(T,E), tal que

(1) |f-gf,» < ¢
Lg

Demonstragao: Por 1.15 existe uma funcfio simples ¢ tal que
(2) |f-¢l » < &2
E

Pele lema 3.7, existe geC(T,E) tal que

(3) ||w—g”Lp < e/2.
E
Portanto de (2) e (3),temos (1).

3.9. COROLARIO: Seja fel®(T\E), | = p € w»,. Entio dado £>0, existe um

polindmio trigonométrico p{x) tal que
(1) if-pf, p < &
Lg
Demonstracao: Segue imediatamente pelo tecrema 3.8 e pelo corolario 3.6.
3.10. COROLARIO: Seja 1 <= p ¢(w e feL’(T,E). Entdo

1
(1) Jim ‘ﬁJ [fesh)-f0)|Pdt = o.
T



Demonstragao: Seja €0 dado . Por 3.8, existe uma funcdo continua

geC(T,E) tal que ”f—g”Lp < €/4. Para heT tomamos f,(t) = f(t+h),
E

gh{t} = glt+h). Como a medida {1/2m)dt ¢ invariante por traslagio, temos

que

(2) b -1le = 052 0 v + Je.-gl, e+ Je=fl »
h LE h =h LE h LE LE

2[f-gly e + ley el e
L hBILY

EaN

e/2 + ”ghwg"LE.

Mas g é continua e portanto uniformemente continua. Logo existe &>0 tal

que, se |h]| <&,
“gh[tl—g(t)u = |glt+h)-glt)] < es2.

Portanto
1 o 1/p
lgelr = 12| lett+h-g@))fat) < es2
E
T
e por (2} temos que

z‘,‘liJ | fit+h)-(t) [Pt = ||fh—f”]!ip <C(er2 + e/2)f = ef
E
T

e portanto demenstramos (1).

3.11. LEMA(Desiguaidade integral de Minkowski): Seja l=p<aw e
F:TxT———R mensurave]. Entao

) [ P lsp ) 1 > I/p
(1) =t s | fix,t)|dx| dt < 5ot [flx,t)[7dt]  dx.
T T T T
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3.12. TEOREMA: Seja 1 < p < ». Fntfo para toda feLP(T,E),

(1) Jm Han{f)-_fHLE = 0.

Demonstracao: Para cada teT seja It(x) = f(x+t) e seja

F(t) =

1 p 1/p
A1 poot-soolax| = 1,1, e
E
T
Como F(t) = ”ft"Lp + Il_f"Lp = 2||j‘]]Lp entdo F(t) é limitada e assim
E E E

FeL'(T). Por 3.10(1), F(t) & continua em t=0 e portanto pelo teorema
de Fejér segue que

ngrg} o‘n(F)(O] = F(0) = 0.

Seja Kn(t] o nucleo definido em 3.5(4). Usando 3.5(3} e 3.5(5) temos que

— l —-—
u*n(f)(xl—_f{x] = -é-EJA (fix+t) f(xJ)Kn(t}dt.
T

Entdo pela desigualdade integral de Minkowski segue que

It

1 /p
Jo (5)-5] L2 [EEJ o (Fx-Fx)] pdx]

T

1 1 b 17p
52l [zl (F+-FGIIK (t)dt]"dx

T 1

1 1 P 1/p
sl (7| 1fEH-FOI|K (dt] dx

' T

i /p

ﬁj |5 Gert)-Fx)|Pdx| K (t)dt

1
|
T T

1A
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1
EJ F[t)Kn(t)dt
T

o*n{F)(OJ
e portanto

lim_Jo ()-f] e lig o (F)(0) = F(0) = 0.

3.13. COROLARIOQ: Seja _feLl{T,E] e suponhamos que §f(n) = O para todo
neZ. Entdo f = O q.s..

Demonstracao: Pela definicdo de a‘n(f) temos que crn(_f) = (O para todo nz0,

Portanto segue por 3.12(1}) que

I$ IIL;: = lm o (9-f IIL;: =0
e assim f = O g.s..

3.14. DEFINICAO: Seja _feLl{T,E) e considere a série trigonométrica

W 5 (-Dsgnf(k)e™
keZ

onde sgn{k) = 1 se kO, -1 se k<O e O se k=0. Se existir uma fungio
integravel de forma que (1) seja a sua série de Fourier, nos chamamos

essa fungdo de conjugada de f € denotamos ela por f
3.15. DEFINICAO: Seja feL'(T,E) e considere a série

W T foe™.

o
k=0
Se existir uma funcdo integravel de forma que (1) seja a sua série de

Fourier, nés chamamos essa fun¢do de projecdo de Riesz de f e denotamos

ela por §°. Definimos as somas parciais S:l(_f} por
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~

Zn
(2) YA = Y Fle’,
k=0

3.16. TEOREMA(Banach-Steinhaus): Seja F um espago de Banach com norma
|- g G um espago vetorial normado com norma | - ||G e seja {T } . uma
Familiz de operadoves lineares limitados de F em G. Suponha que para
cada xeF, existe uma constante positiva e finita C(x), dependendo
somente de x, tal que
(1) sup [T (x}]. = C(x).

ach ¢

Entdo a familia de operadores {Toc}oaeA é uniformemente iimitada, isto é,

(2) sup ”T{x“ = sup { "Toc(X}"G: xeF, ”X”F =1} <
HEA aeh

3.17. TEOREMA: Seja |l (p < w e feLp(T,E]. Entdo as seguintes afirmacses

sdo equivalentes:

) i, IS, 0-fl,» - 0,

1A

{2) ”Sn[f]”LE Cp"f”LE, nx0,

b
3) [sp@» = C 15l p. 020,
n LE D LE

Mais ainda, qualquer uma das condigdes acima ¢ equivalente A existéncia

da projecdo de Riesz fb de f satisfazendo
(4) ”fbll[_P = Cp”f"LP’
E E
ol A existéncia da fungdo conjugada ? de f satisfazendo

(5) 151, 0 = € |5}, »-
”LE ol “LE
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A constante Cp que aparece nas condicBes acima depende somente de p e

ndc é necessariamente a mesma em cada uma das desigualdades acima,

Demonstragao:{1)—»(2): Seja €=||_f”Lp. Por (i) existe N = N(fleN tal que
E

If - Sn(f)"LPp: < “IIIL:: se n = N+l. Assim se n & N+l temos que
IS, e s 15l e + iS,()-flpp = 2[5l .
n LE LE n LE LE

Por outro lado, se 1 =n =N

IS, » = 0] = oS 1 s @NERD]F], p-
Dl i _ 15wl It e

Tomamos entfo  Clf) = max{ (2N(f )| ff;p, 2[f] p } e temos que
E E
"Sn[j'J"Lp = C(f)
E

para todo nelN. Como para toda _feLp(T,E] existe uma constante C(f} de
forma que a desigualdade acima vale para todo nelN, segue pelo teorema de
Banach-Steinhaus a existéncia de uma constante Cp, dependendo somente de
p, tal que (2) ¢ verdadeiro para essa constante, para todo n=0 e toda
FeLP(T,E).

(2}==(1): Seja €>0 dado. Por 3.9, existe um polinémio trigonométrico

pN(t] de grau N tal que

"_f—pN"Lp < e/{Cp+l],
E
onde Cp é a constante em (2).Como Sn(pN) = p, s¢ nz=N, entéo para todo
n=N temos
Ilsn(fl—fllLE = |s (5)- Sn"’n“pff”[,g

< IS el + Hf-PNHLE

< (Cp+1)||f-le|LE <e
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e portanto (1} é verdadeiro.

{2)¢=-2(3): Segue coino consequéncia da identidade

2n . .

ST = 7 flkle™ = &5 (et
k=0

(3)===(4): Seja j‘eLP(T,E) e €0, Por 3.9, existe um polindmio

trigonometrico Py de grau N tal que

-]y p < er2,

onde Cp é a constante em (3). Ent3o por (3)

1A

b b b
||Sn(fl— Sﬂ(pN)”LE = “Sn(f-pN]”LE Cp"f_pN”LE < &/2.

Porr vutre lado, como SE{pN] = p, para j = N, segue que para n,m = N

temos

. b
[EXEE sr';anE = |Sp()-p o - SI;UJULE

H

b b
|[Sn[f—pN]— Sm(f—pNJ“LE

A

2Cp|| F-pl LE < £.

Consequentemente, (S;(f))nem é uma sequéncia de Cauchy em LP(T,E) e

portanto existe beLp(T,E] tal que S;[f)—-—)_f‘b na norma de LP(T,E).

Logo
5] ] b b
Fhoe s [f-s (e + S (F)] p
1571 Lh [£7- 5, L? IS, LE
b b
e fazendo n—e, obtemos (4). Como S:}l[f]e_ikt _fbe—mt na norma de
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L'(T,E), segue que (fbi(k]=}(k] se k20 e (fh)A(k] =0 se k<O e

assim a série 3.15(1) é a série de Fourier de fb.

(4)===(3): Segue como consequéncia da identidade

SPUHD = [ - e T Xy,

pois o operador f}——)_fb estd bem definido.

(4)=—(5): Tomamos
g = i( F(OM+f-25°)

e temos que g esta bem definida pois o operador f!——)fb estd bem

definido. Entdo

-~

pll) = I [0)8 + [0 - 2500§(K)) = (~i)sgn(k)f(k),

onde szl se k=0,8 =0 se k=0 e ylkl =0 se k<O, yk) =1

k0
se kz0. Assim g = | e por (4)

17, e = [0 + 5 - 24"
Le ”"E
< P + b
s [flO)] + llfHLE 2| f ”LE
=5l + {ff, e + 2C 5], »
IILE | IILE_ ol “LE

(2C, +2)|f] L2

(5}=={4): Tomamos

h = %( f[0]+f+i?)

¢ temos que I estd bem  definida pois o operador f§fi——f estd bem

definido. Entdo

N [~ N -
hik) = 5( f[O]akO + f(k) + sgn(k}f(k)}
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e assim h(k) = 0 se k¢ 0, h(k) = ;'(k) se kz0. Portanto fh existe
b
h=f" e por (5)

]_ -~ o~
15°0 p = 5 {£(O) + £ +if |,
LE 2 LE

A

1 ~ o
2 HOL+ifle 15 Ipe)

<UL+ 1elpe = IF by p)

1A

1
32l

3.18. DEFINICAO: Seja feL™(T,E), 1 = p < «w. Para cada £>0, definimos a

transformada de Hilbert truncada sobre o toro por

. L [2m-€
(1) j'c(x) = -EJ Fix-s)cot(s/2)ds.
€

Quando o limite

Hf(x) = | y_go}e(x)

existe para quase todo xeT, dizemos que Hf € a transformada de Hilbert

sobre o toro de f.

3.19. TEOREMA: Seja feL®(T), 1 < p < w. Entfio existe uma constante A

dependendo somente de p, tal que, para todo &3>0,

w 171, = AL
Mais ainda, existe erLp(T) tal que

(2) t-lzii])lm"?s_H‘f"p =0
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© 11l = A IS,
(4) Hf(x) =

3.20. OBSERVACAO: Se { é um polinémio trigonométrico com valores em
E, entdo Hf = f Com efeito, seja

(1) ft) = x ™, teT,
. lk =n k

onde neN e a:kEE para |k|sn. Para xeT temos que

(2} Hf(x) = sl:ir_r)l

1 ZH—-c
0.7m | _ f(x-t) cot(t/2)dt

(21~
1 1e{x-t)
- e

= E e lim cot(t/2)dt
k E-S0+21
|k =n £

f2n-€
= @ lim - (cosk(x~t)+isenk(x-t)})cot(t/2)dt
[k]=n e

1?7 E 2 158 k-0
=0 llr_r)lmﬁ ) cot(t/2)dt + [a:_k Iim e cot(t/2)dt

o €- £-3042m
K=1 e

+Znac lim 1 2“_e‘e"‘(":_t’n::o1:{t/2}c:lt
— Tk £-3 042N e

2n-¢

Zm_k Elrir_r)lm-z—i‘{ [{cos[kx)cos(kt)+sen(kx)sen(kt])Cot[t/Z) -
k=1

£

) n 2R-€
i(sen(kxJcos{kt}—cos(kx)sen[kt])cot(t/Z]] dt + Eczzk éi_r_n;mﬂJ‘ [
K=1 £

(cos{kx)cos(kt)+sen{kx)sen(kt))cot{t/2) +  i{senl(kx)cos(kt)-

cos[kx)sen[kt)_)cot{t/Z]] dt.
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Como para todo melN

1 ZN-£ 1 2N-E
(3) lim ==| cos{mt)cot(t/2)dt = O e lim =~| sen(mt)cot(t/2)dt = |,
E—0+2M e E—0+2T c

0 que se demonstra facilmente por indugdc sobre m, entfo segue por (2} e

{3) que

n n
Hf(x) = Zm‘k(sen[kx} + icos(kx}) + )} « (sen(kx) ~ icos(kx))
K=1 K=1

"

n n
-5 (-1 (cos(kx) - isen(kx)) + ) _ (-ide (cos(kx) + isen(kx))
K=1 K=1

n
l(—i}sgn{—k}m_ke‘lkx + El(-—i}sgn(k)cckelkx

(—i]sgn(k}a:kelkx
| x[=n

F(x).

AME

If

3.21. TEOREMA: Sejam F e G dois espagos de Banach com norma || e |-]g
respectivamente, seja H um subespago vetorial de F que é denso en F
e seja T:H-~——G um operador linear limitadec de H em G. Entio T
admite uma Gnica extensio T sobre F que ¢ linear e limitada de F

em G e

w 171 = swp{IToolg: xeF, [xg = 1}

= |T| = SUp{”T(x}"G: xeH, |x|p = l}.

Em particular, se S e T s#3c dois operadores lineares limitados de F

em G e S =T sobre H, entdo S =T sobre F.

Demonstragao: Seja C>0 tal que

(2) ||T(x)|[G s C|x).., xeH.

Ie
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Dado xeF, seja (mn)nelN uma sequéncia de elementos de H tal que & —X
em F. Temos por (2} que

| Tt )-Tle e = | Tl ~a )| = Cle -« |

e como (&) é uma sequéncia de Cauchy em F, entdo (T(z_}) ¢ de
n nelN y n ‘neN
Cauchy em G. Mas G é Banach e assim existe um tnico T(x)eG tal que
T(& )—-T(x) em G.
Seja agora (Yn)neiN outra sequéncia de elementos de H tal que ¥ %

em F, Ent3o por (2)

[T, )-Te )l = ely |

para todo nelN e como & —X e y,——>X segue que T(yn]—ff‘{x). Como T

independe da sequéncia (mn]nEIN escolhida, definimos
(3) T(x) = lim T« ).
n—)om n
Sejam x,yeF e (mn}ne‘[N e (yn)ne{N sequéncias de elementos de H

tais que € -—x e y —y em F ¢ seja AeR. Logo a:nﬂyn———-—)xﬂy

em F. Entdo

(4) T(x+Ay) = [lli_ll')lm T[a:nﬂynj = ,Eﬂ)lm [T(a:n}+7(r(yn)]
= T(x)+AT(y),

portanto T ¢ linear. Segue por (2) e (3) que

(5} T g = lim [T )| = Clim | |z | = C|=|g

e assim T & um operador linear e limitado de F em G.

Temos que

6 [T = sup{ [Fe0] g xeF, Jxl. = 1} > sup{||"f(xJ”G: xeH, [x] . = 1}
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- sup{"T(x)" & xeh, x| = 1} - [Tl

Por outro lado

o0l = lim, ITelg = lim, | e ITC/lelplg
= lim,, Je b sup{JTO)l G yem, Iyl =1
- iTlixl
e assim

1T g/ 1% s J7]-
Portanto, tomando o supremo sobre xeF,temos
(7) 1Tl = 7).

Assim, por (6) e (7) temos |T| = }T].

Suponhamos agora que S seja outre operador linear e limitado de
F em G tal quen S=T=T sobre H. Se xeF e [mn)nelN é uma
sequéncia de elementos de H tal que {l:n—-—)x em F, entio

[Tx)- stx)] = [lim Tl )~ lm s(@)],

i, Tie)- Jim, Tl
= Jo|g =0

e assim T{(x) = S(x).

3.22. OBSERVACAO: Seja I < p ¢ », Suponhamos que o operador transformada

de Hilbert seja limitado sobre LP(T,E), isto & existe uma constante

positiva Ap’ dependendo somente de p, tal que, para toda j‘eLp(T,E},

(1) "Hf"]_;; = APHJCIIL;:’:'
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Entdo o operador de conjugagdo j‘~—-——>f est4 bem definido sobre LPT,E)

~

e Hf =f q.s.,para toda feLP(T,E). Com efeito, seja crn(f) como em
3.5(1). Entdo por 3.20 temos

(2) Mo, (1)) = (o (Y8

- (- |k /(n+D))(-Dsgn(k)f()e™.

be[=n

Assim de (1) e da desigualdade de Holder temos que
Iuy - (wnt.fﬁnLé = |u(f - o-,,tﬂ)llLIg:

= |H(f - O‘H(I))"L;
< Ap”f - trn(f]"Lp.
Portanto por 3.12 segue que
lim [Hf - (o-nm'i'llLlnE =0
e consequentemente temos para todo kel
WK = L, [0, (5100,
De (2) temos
[(o (71 = (1= [k| /D) i-idsgnl)FL,  [k[=n

e zero para |k[>n. Entdo para todo keN

(HF)(K)

lim, [(o,(HYIK)

(—iJsgn(k)}(k)

u
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= (),

portanto pelo corolario 3.13 Hf = } q.S.. De forma analoga podemos
mostrar que se ¢ operador de conjugacgio _fl—)? estd bem definido e é
limitado sobre LP(T,E), 1 < p < «, entdo a tansformada de Hilbert sobre
o toro estd bem definida sobre LP(T,E) e Hf = f para toda felLP(T,E).

3.23.0BSERVACAO: Se E = R, entio por 3.19, existe uma constante positiva

Ap, dependende somente de p, tal que
H = A
msl, = A ls1,

para toda feLP(T). Entdo pela observagdo anterior H‘f=? g.S., para toda
FelP(T), 1 < p < w.

Mostramos assim que o operador de conjugagdo fl—-—)}" estd bem
definido, & limitado sobre LP{T), 1 < p ¢ @« € coincide com a transformada
de Hilbert sobre o toro. De agora em djante a transformada de Hilbert
sobre o toro de §f serd dencotada por 3-", tante no caso real como no

caso vetorial.

4, RELAQ;\O ENTRE A TRANSFORMADA DE HILBERT E O OPERADOR DE CONJUGAQEO

As demonstragdes dos resultados desta seglio foram baseadas em [8] e
[17].

4.1, LEMA: Seja E um espago de Banach, 1 { p { ® e suponha que a
transformada de Hilbert seja limitada sobre LP(R,E). Se ﬁe & a
transformada de Hilbert truncada definida em 2.17{1), entdc para toda
Tungéo feL’(T,E) peri¢dica de perfodo 2m, f-lef é periédica de pericdo

21, e existe uma constante Cp, dependendo somente de p e E, tal que,

(1) “Huanf"Lp(T,E) = Cp"f”Lp{T.EJ'
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para todo NeN e toda feLP(T,E).

Demonstracao: Seja feL®(T,E) periédica de perfodo 2n e seja O < g ¢ 1.
Fazendo a mudanga de variadvel s = t-2km, obtemos

ﬁef{x + 2km) = F(t) dt

Jed x+2kn—t|<ase x+2kn-t

Y=

LS)~ds = ﬁef{x]

|
A=

Je<ix-s|<e

para todo inteiro k e assim ﬁef ¢ periddica de perfodo 2rn. Como a
transformada de Hilbert & limitada sobre LP(R.E), segue pela observagio
2.17 que existe uma constante Cp, dependendo sotnente de p e E, tal

que, para toda heLP(R,E) e todo 0,

(2) M) pg gy = Cplblirg £y

Fixamos j’eLp(T,E) periddica de perfodo 2m, NeN, e tomamos EN=

{teR: 1/2nN < ]t| < 2N}, g=H f. Entdo para todo M > O,

1/21N"

2u (M ([
J [gtx)] Pdx WJ J Jg(x)|Pdx yds
0 ) -m{Jo
| 2n
= M J le(x+s)Pdx bds
-m{Jo

lJM 21 1 .
= = —|  f{x+s-t)dt|| " dx}ds.
), J nnLN__.T u

Entdo X{s-t) = 1 quando ttE]:'.N e |s| = M. Assim

Il

Seja X = xf—M—an,M+21tN].

pelo teorema de Tomnelli temos que
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2n (M [z
[ g(x)]Pdx WJ- J ||—J :I‘(s-t)f[x+s—t]dt]|pdx ds
0 ~umljo " EN 1

(el »
= —| X(s~t)f{x+s-t)dt| dspdx.
ZML LM““LN - I

Mas a fungdio ur—— X(u)f(x+u) estd em LP(R,E) pois u%—)“f(u)[[P é

localmente integravel. Logo segue por {2) que

2m i P21 ] feo 1
leGafPdx = 5 Iz|  X(s-t}f(x+s-t)dt|ds dx
) 0 - EN t

1"21! . o R
mj Cp m||!I[s)_f(x+s}|| ds Hdx

¢]

4

bo

1A

27

= mc;'[“wir ( s]J. |5 (x+s} Pdxds

o

[ ]
— P
= mcp I Lp{T’E}J-mx(S}dS

= P P
= anc? [M 2 HN] I£1 e er, iy

- € portanto

1/
"g”Lp[T,E) = Cp[_h’i_"'%@_] p”f"Lp(T’E]_

Fazende M——» em ambos os membros da desigualdade acima abtemeos (1).

4.2. OBSERVACAO: Para todo compacto K ¢ R\2rZ a identidade



N N '
2
(1) cot{s/2) = Elll-r—l)llm E s+27n = + i ~—3 00 : 2 2 2! sek

n==N n=1 8 -41n

é verdadeiro no sentido da comvergéncia uniforme sobre o compacto K (Ver
[19], pagina 340).

Fixemos agora um inteiro M, M & 1. Se s€[-ZnM,2nM] e n = M+l temos

que
| Zsz < M ,
s-an“n* r(n-M)
Loge, tomando
® 25
[2) SN(E) = E ‘—"'—'2—2'

2
n=N+1 8 -4T n

para N = M e se[-2uM,2nM], obtemos que SN—-)O, uniformemente sobre

[-2nuM,27M], quando N-——w. Entdo segue por (1) e (2) que a sequéncia

1
(3) 5cot(s/2) = EN—-——

converge uniformemente para zero sobre [-2aM,2nM], quando N-—ox.
4.3. LEMA: Seja E um espago de Banach, 1< p < @ e suponhamos que a

transformada de Hilbert existe q.s. sobre LF(R,E). EntSc para toda
j‘eLp(T,E) a conjugada f exlste q.s..

Demonstracao: Seja xe€[0,2n), O < € < m e feLP(T,E). Entio

1

N ' 2n-¢
f Etx) - f(x-t)cot(t/2)dt
E

|

2n

i

T
ffltJ [F{x~t) - flx+t)]cot(t/2)dt.
£

Consideremos a fungfo ¢(t) = écot(t/Z) - % Como ¢(t}——0, guando
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t—0, entdo existe O < § < w/2 tal que ¢ ¢ limitada sobre (-3,3).
Mas ¢ ¢ continua sobre [&,n], portanto limitada sobre [&,m] e assim
existe M > O tal que |p(t)] < M, para todo te[O,r]. Sejam

— 1 - —-—
he[t} == [f{x~t) f(x+t)]£0(t)x{e’n](t),

M
ut) = = [flx-t) - _f(x+t)||x(0’“](t),

para O = g < u. Entfo he(t)—>ho(t), quando e—0" e “he(t)“ =
u(t), para todo 0 < g (7 e todo te[0,2r). Como velL}(T), segue pelo

Teorema da Convergéncia Dominada que

1 2T

T
im -J [fix-t) - _f{x+t)](»21- cot{t/2) - %)dt = J h_(t)dt

]
€20+ T
€ 0

(1)

existe para todo xe[0,2n).

Seja agora g = j‘x[-m 3m)’ onde consideramos f como sendo uma
funcd3o periddica definida sobre R de perfodo 2n. Assim gelP(R,E) e
portanto Hg existe gq.s.. Além disso

=) | J 2(x-t)- g[x+t)dt" J leat)-gxev]
i d

- L. 1/q
< %” [elx-t) ~ glx+t)]” dt] ” —l—dt]
q
n Tt

179
2 21
s Eﬂglll,"(m,m“n‘t_th] ¢ e

Seja BcR mensurivel com |B°| = 0, tal que Hg(x) existe para todo xeB.
Seja xe[0,2r)B e te(0,n]. Entdo x+t, x-t €[-n,3x) e assim
glx-t) = f(x-t) e glx+t) = f(x+t). Por (2) e como Hg(x) existe, temos
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que

(3) tlzi-n)lCH t i"-*IECHA t

|

€ £

T ' T
lj g(x—t}-g(x+tJdt = 1 %[ 1’()(-t]-_f(x+t]dt

existe. Portanto por (1) e (3}, segue que F(x) existe.

4.4. TEOREMA: Seja E um espago de Banach, 1 { p { @ e suponha que a
transformada de Hilbert seja limitada sobre LP(R,E). Entdo o operador de

conjugaciio f——f estd bem definido e ¢ limitado sobre L%T,E).

Demonstragao: Como consequéncia da observagio 3.22, podemos considerar
nesta demonstragio o operador de conjugagio como sendo o operador,

chamado de transformada de Hilbert sobre o toro, definido em 3,18

Seja felLP(T,E) periédica de perfodo 2m sobre R, NeN e EM = {teR:

rvenN < |t| = 2nN}. Tomamos

Z,x) = ) f(x-t)dt,

N 2m(k+1)-1/,2nN
k=0 JZmk+1/2AN t

Zy(x) = ) f(x-t}dt,

N ~2M{k-1}-1/20N
k=1 J-2mWk+1/20N ' t

N-1 [21tk+1/2N ZHN
Z,(x) = EJ flx-t)dt + f(x-t)dt

k=1 |2omk-tr2mn  t 27N-1/20N t

f(x-t)dt|,
t

ZH{N+1)-1/2°N
2N+1/20N

N-1 -2MEk+1/27IN ~Z2TN+1/21TN
Z,(x) = :J f{x-t)dt + flx-t)dt

k=1 J-2Hk-1/27N t -27N t
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e temos entdo que

(1) JE filx-t)dt = Zlfx) + ZZ{x} + Zafx) + 24(x).

" t

Fazendo a mudanga de varidvel t = s+2rnk no k-ésimo termo de Z e Z

1 3
e a mudanga de varidvel t = s-2mk no k-ésimo termo de 22 e Z 4
obtemos,
2m-1 /21N Ny
(2} Z,(x} + Z,(x) = F-8)} ~ 3e=|ds
1/2mN n=-N
e
(3) eN[x} = ZB(X} + 24(x)
172N N-1 o 1 /20N
= f[X"S] : 2———;—; ds + _f{X—SJdS
~-1/21N n=1 § -4n'n) o s-2nN

0 2M- 172N
+ ‘[ f{x-s)ds - J f{x-sl)ds.

-1/27TN S+ 20N 1./27N s+ 271N

Se N>1 e [s| = 1/2aN, entfo |s] <mn e 0<—~—l——~<—l~i para

4n -5 /n2 3n
todo =1 e assim

N-1 N-1
sl s s
n=1 s -4n"n n=1 n (4n"=-s"/n")
[+=]
< 2yl _A¢a
3n 2
n=1 N

Entdo
172N

£(x-5) 1/27N N-1 2g
(4) “(-:N(X]II .‘EJ "g—_—mlds + (§ l[f(X“'S]ll LJ 5 2 2! ds

(o] -1/2TN n=1 § -dm¥'n
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172N 2W-1/20N
J EACSCUTPRN J FACSCITPR

-S+27 5+2n
N 1/2RN N

1 2n t /20N
= Z'I'IN-]./Z‘IINJ' [f(x-s)|ds + A[ | (x=s)]ds
o ~1/27N

1 en ! 2m
* “*_‘“Zum-l/znnJ . 1§ (xrs)]ds + mJ . 15(x~s)]ds

i 4TA 2n
S izl P * uq"f lrere) * Zaeizzat ILPer,E

Da desigualdade (4) segue que €,——0 uniformemente sobre [0,2r]. Por
outro lado, segue por 4,2(3) que
1 |
5,(s) = 5cot(s/2) - ) — v
n=-N
também converge uniformemente para 2zero sobre [0,2r]. Logo, dado €>0,

existe NOE[N tal que se N = No e s€[0,2n], entdo
-1
[s(s)} < 8(4||flpr(T'E)) e e8] < ens2.

Assim se N =z No temos que

{ [2m-1/2mN
H Uanf( X)- f1/2nN(XJ" ||1J f(x-5)ds - ﬁj J{x=scot(s/2)ds|
s 1/20N

If

1 [zn-172n0 N I
"EJ f{x—s)[z v —z—cot(s/ZJ] ds + lcN[xJ"
14

1/2NN n=-N

1 f2r-1/2mN
< - |fx-s)] IS (s)ds + Ife (x)]
J 17z n
1 (2T
2| x-s)Is (s)lds + 1]le (x)]
Jo T
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2m
< 8(4”H|LP(T’E])-1 %J |f(x-s)|jds + es/2
4]

= e/2 + £/2 = ¢,

Paortanto HI/ZTINJ - fl/anﬂ——-aO uniformemente sobre [0,2r] e pelo

lema 4.3  temos que |

] .S8.} assim ITI — ¥ .5..
/21N —f 483 1 f §oa

Por 4.1(1) e pelo lema de Fatou cbtemos que

F2TN

bk < . . i1 p
“f”LP[T,E) B 11\13-@«:1nf”Huanf”Lp(T.E)

14

p P
Cp”*f“Lp[T,E}'

o que demonstra o leoremat.

4.5. LEMA: Seja E um espago de Banach, 1 < p < ® e suponha que para
qualquer gel.”(T,E) a conjugada é existe g.s.. Entdo para qualquer

feLp(lR,E) a transformada de Hilbert Hf existe g.s..

Demonstracao: Fixemos felP{R,E), [ < p < w, Para cada keZ seja
gk:[R—-——>E definida por gk(t+2mt] = flkm+t), para todo te[-n,m) e todo
neZ. Temos que g, & periédica de periodo 2m e gkeLp(T.EJ para todo

keZ. Para cada KkeZ seja Ak o conjunto formado pelos xe[-w,m) para os

gquais
~ 1 T
(1} (gk)(x] = é_l_l})lm 5 E:[gk(x—t] = gk[x+tJ] cot(t/2}dt
existe ¢ seja
B =U (kn+A ).
k
keZ
Como (ng[x) existe q.s., ent3o |Ak, = |[-m,n)| = 2n para todo keZ
e assim ;BC[ = 0. Temos que
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A

= J "lg, (x-0-g, Gert)eot(t/2)dt —z—frr( g, (x-t)] +|g, (x+t)[)eotit/2)dt
n i |

2 2

A

2le, ly 1er, )

=2]g i per gy <@

e portanto (gkj‘[x) existe se € somente se o limite

. 1 /2
{2) bk(xJ = lim EL [gk(x~tJ - gk{x+t}]00t[t/2}dt
existe. Logo Ak ¢ o conjunto formado pelos xe[-m.m} para os quais o
limite bk(x) existe.

Seja x€B e keZ tal que xe km+A e |x-kn| = m/2. Portanto por
{1} e (2} existe o limite bk(x-kn). Se [t| = w/2 temos |x-ka-t| = n

e |x-km+t| = m, assim gk[x—-kn—t) = f(x-t) e gk[x-km-tJ = f(x+t}. Logo

1 /2
(3) é_ir_rgm EL [fix~-t} - f(x+t)]cot(t/2)dt = bk(x—kn) ;

Consideremos agora a funcdo ¢(t) = —é-cot(t/Z) - % Como  p(t)—0,
quandc t1—0, entfo existe 0 < 8 < w/2 tal que ¢ € limitada sobre
(-8,8). Mas @ é ‘continua sobre [§,n/2], portanto limitada sobre
[8,n/2) e assim existe M >0 tal que [@(t})| < M, para todo te[O,=/2].

Sejam

1
he[t) = [flx-t} - f(x+t]]@(t]x(e'm2](t],

it}

M
W 1500 - 5000 0

para O <e < m/2. Entdo h (t)—->h (1), quando e—0" e Hhc(t)" =

&1b i e
Uricarn . |
N BISLIOTZCA Cosing

———
— e



v(t), para todo O = g < =/2 e todo teR. Como veL'(R), ‘segue pelo

Teorema da Convergéncia Dominada que

12 1 1
{4) éy_r;m E,L [f(x-t) - f(x+t)](§ cot(t/2) - ;E—)dt = [ ho[t)dt.
R

Consequentemente segue por (3) e {4) que existe o limite

1 TI:/‘F')‘_f(x-t}—f(:wm:)
® y_rr;m;L Tt les,

Por outro lado, pela desigualdade de Hélder,

[+ ]

1 fle-t)-flx+t)f 1 ® I£Lx-t3 4, . _l_j' [ £¢x+ )] 4
T2 t HEZ " t

n/2

2 -] 1 1/q
s = ——dt N_fﬂ P < o,
L P L' {R,E)

onde 1l/p + 1/q = 1, e portanto a integral

(©) 4 fx-t)-flxst),,
n/2

existe. Logo segue por (5) e (6) que existe Hf(x).
4.6. TEOREMA: Seja E um espago de Banach, ! { p <» e suponha que o
operador de conjugagdo esteja bem definido e seja lHmitado sobre

LP({T,E). Ent%c a transformada de Hilbert est4 bem definida e & limitada
sobre LP(R,E).
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Demonstragao: Seja FeL®(R,E). Para neN, 0 < &€ < 1 e xeR definimos

{1) fn,e(XJ- ZlfﬁJ flx-s)cot(s/2n)ds.
e<|s|=nn

Para s # 2nkm, keZ, temos por 4.2{(1) que

1 1 i 2s
(2 scotls/2n) - - =)  —=— .
2n s m=1 & '-41'[21121112

Para |s| < nm temos

| 2s 2nm < 2

-
2 2 l 2 2,2 2 2
s’-4n’n’m? n’m (41:2-5 /nm’)  3unm

€ portanto existe uma constante positiva A tal que

0
28 A
(3) L5l =3

m=1 41! nm

Por (2} e (3) segue que, para ]s| =nm, s # 0 temos

1 1 A
(4) ]-éﬁmt[s/Zn) - -§| < —

Logo para todo nelN, 0 (e {m e =xeR obtemos

|5, ) - Hs.f(x}" = " z—;ﬁ[ f(x-s)cot{s/2n)ds - i—[ f(x-s}dsu =
e<|s|=nn Is|>e S
= 1l (x-8)(n t{/2)—1/)d—l_nnj'(~)d - 47 fix-s)ds
_”E _fx—-s(z—ncos n sds - — flx-s)ds - = n_;_(__ “
e<|s|=nn -% s n s

1A

nlt [ w
}J | F(x=s}| |— cot(s/Zn)—l/s]ds + %J J‘_f{x_;s)."ds + %J Jl—ﬂi;s—)"ds
nit nlt

-nil
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JA

A nit 2 o 1 1/q
f{i[ n”f(x—s]”ds + EU ——ads] ”f“]_p(R,E)

—-n nft 5

= 2‘?/13 1/ ””'LP(IR B 1% 1/ ”f"Lp(IR E)
(zm) " "Pn”’? ’ alq-1)""Ymun) P ’
=8 —— |l
- p nT/"r; |5 LP(R,E)’
isto &,
i
(5] “fn,E(XJ - He_f(X)” = Bp n_lfl; "_f”Lp{]R'E)

onde I/p + 1/q = 1. Agora, para cada nelN, definimos gy R——> E por
gn[x+2nkJ = f(nx} para tode xe€[-n,n) e todo keZ. Temos entdo que g,

estd bem definido e é periddica de periode 2r. Como

nm
: L 1
lealieer, e = Eﬁr Itox)fex = ZTIHJ ey <o
- "

1!

segue que gneLp(T,E}. Identificamos o toro T com o intervalo [-m,m) e
tomamos FC - { te[-m,n): e/n <|t| =« } como um subconjunto de T.
¥

Para  x,teT, tEFen temos que x-teT = [-r,m), assim gn(x—t) =

t

fln(x-t}) e portanto

S I
{6) (gn)e/n[x} = EJF gn(x—thot(t/szt

€,n

1
Z[-JF f(n{x-t))cot(t/2)dt
£,n
1
= é”n_n[ Finx-t)eot(t/2n)dt
e<|t]|=nm
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Logo, come a conjugada (gn j(x) existe q.s.,

(g, )(xl = Llim (g, ) J(x) = lim

0+fn,8(nx]

para gquase todo xe[-m,m). Consequentemente, para quase todo ye€[-nm,nm)

existe o limite

(7) f(“)(ﬂ = Lim f L= (gnify/ni

Por outro lado, pelo lema 4.5 a tiransformada de Hilbert existe qg.s.,
isto &, o limite

HE06) = Jig,, Hef ()

existe para quase todo xeR. Portanto fazendo e—>0" em (5) obtemos

(n)

(8} I£7(x} -Hf(x)]| =

Bp l/p”'f" L°(R,;E)

para quase todo XG[-I’ITI,DT[). Segue imediatamente de (8) que j.(l'l) H‘f
g.s.. De (7) e pelo fato que o operador de conjugaglo ¢ limitado sobre

LP(T,E), segue que

1 nTt (n) p | n (n} p n " Y p
5 _nnﬂf (x)]dx = 77| ”f (nx)] "dx = 5 _nu(gn)(x)" dx

A

|
nAP “g “L*’(T B = nAEsz I £{nx)|Pdx

It

1
Aﬁznf |£0|"ax

p21t 15, ey
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Assim

nit
. (n} [ P P
(9) J—nn“f (x}|"dx = Ap"f"Lp(IR,E]'

Entfo para n,meN com m 5 n temos

mT

(n) P [ p

(10) J' “f {X)" dx = Ap"f"Lp(lR,EJ'
—mR

Fixemos meN. Como f(n}——)H_f q.s., segue pelo lema de Fatou e por (10)

que

m

mT
J [Hf(x)|"dx = lim  inf [

—mH

n
{n)
1560 dx = APLS| P oy
—mit

Finalmente, fazendo m—w em ambos os membros da desigualdade acima,

obtemos
IH5) o gy = Aplflirm E)

e portanto o teorema estid demonstrado.
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CAPITULO |l
MARTINGAIS, FUNCOES DE RADEMACHER E SERIES DE WALSH-FOURIER

Nas Segdes I, 2, 3 e 4 deste capitulo enunciamos propriedades
basicas da esperanga condicional e dos martingais. O objetivo dessas
segBes é ter uma referéncia explicita de definigSes e resultados que
serfio utilizados na dltima seg8o deste capitulo e nas duas segdes do
capitulo seguinte.

Na Segdo 4 definimos a propriedade U.M.D. para um espago de
Banach E e damos exemplos de espagos de Banach com essas propriedades.

Na Sec8o S demonstramos algumas propriedades das fungdes de
Rademacher que serio aplicadas nas duas se¢Bes do Capitulo [,

Na Seglio 6 cstudamoes as séries de  Walsh-Fourier no caso vetorial,
Mostramos que se feL™(T,E), | { p < w, E um espago de Banach qualquer
e se ij‘, meN, sdo as somas parciais da série de Walsh-Fourier de f,
entdo (Rznf)na] ¢ um martingal vetorial que converge em L°(T,E) e
q.s. para f. O resultado 6.25 sera aplicado na segunda segio do

Capitulo 1.

1. A ESPERANCA CONDICIONAL REAL

Uma referéncia para os resultados desta segiio ¢ [15].

Nesta secc (Q,%,P) sera um espago de probabilidade e B ser4 uma

sub-g-dlgebra de ¥.
1.1. OBSERVAGAOD: Seja feLl(Q,?,PJ. Segue camo consequéncia do teorema

de Radon-Nikodym que existe uma Unica gELl[Q,.‘B,PJ tal que, para todo
AgB,

(1) [ gdP = J fdp.
A A
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1.2. DEFINICAQ: Seja _feLl[n,S‘,P). Definimos a esperanca condicional de
f com respeito a B, como sendo a Gnica fungéo geLI(Q,B,P] que satifaz
1.1(1). Denotaremos g = E[f/B].

1.3. PROPRIEDADES: Sejam f,geL'(Q,%,P).
(a} Se «,B<R, entdo
E[aj+Bg/B} = «E[f/B) + BE{g/B} q.s..

(b) Se f =g gqs., entdo E[f/B] = E{g/B] q.s..

(e} Seja ['fn)ne[N uma sequéncia crescente em LI(Q,?,PJ, tal que

f,—f as.. Entdo (E[fn/ﬂ]) é uma sequéncia crescente e

nel

E[f /Bl-—E[f/B] d.s..
{d) Seja h wuma fungio B-mensuravel tal que hj‘eLl{Q,ﬁ,P). Entdo
E{hf/B] = hE[f/B} q.s..
(e) Seja feLP(Q,%,P), geL¥Q,%P), 1 <(pq<w LI/p+ 1/q =1 Entdo
|Etse/B1] = [etls17/21) 7 (ELle) /1) as.
(f} Seja 1 = p = w. Entdo para toda felLP(Q,%P),
ELS/B] = 6]

(g) Seja B uma sub-o-dlgebra de F tal que B’¢ B. Entdo para toda
reLlQ,%.p),

E[E[f/B]/B'] = E[§/B'] d.s..
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2. ESPERANCA CONDICIONAL VETORIAL

Uma referéncia para os resultados desta seglo ¢ [20].

Nesta segSo (Q ¥ P) serd um espago de probabilidade, E um espago

de Banach com norma |-] e B uma sub-¢-algebra de ¥.
2.1. DEFINICAO: Seja geLI(Q,?,P;E) uma funcdo simples com representacio
padréo
n
g = Ela“x“\k’ a €E, Akeﬁ‘.

Definimos a esperanga condiclonal de g com respeito a 8 por

n
(1) E[g/B] = ):akE[xA /B).
k=1 k
2.2. OBSERVACAO: Da definicdio acima segue que

(1) [EIe/B]| = El|e] /2]

Com efeito, por 1.3(a),

|Ete/B1] = T laElx, /B1) = 5= la,|Elx, /3]
k=1 x k=1 k

It

E) e dx, /3]
k=1 k

E[fe}/B].

2.3. LEMA: Sejam f,geLl(Q,g,P;E) fungGes simples e «,BeR. Entdo

(1) Elaf+8g/B} = «E[f/B] + BE[g/B] q.s..
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Demonstracao: Sejam
E m
f=2_ax, e g=) b
=1 N k=1 k

as representagOes padrfio de f e g respectivamente.

Sejam CI: i = 1,...,p, o5 valores distintos de conjunto {ocaj+ Bbk: J

= 1,...n , k = 1,...,m } e Gl’ i = L...,p, a uniio de todos os

conjuntos A JﬂBk tais que or,aj+ ,Bbk =c. Assim

1 k

(J,k)eD1

onde Dl = {(j,k}: l= jsnml=sk=m e rx.aj+ Bbk = cl}. Temos

também que
P
(3) “f +Bg =) oG

n

m
Portanto, desde que Q = JléJ‘Aj = kU1Bk' segue por (2) e (3} que

P
E[af+Bg/B] = ] _ c Elx, /3]
1=1 1

P
"L L e Bb)ELx, op /]

t=1 (), x)eh;

n m

=) 3 (o + 8D JE[x, JﬁBk/iB]

J=1 k=1

=ay E_ajE[xAﬁBk/fB] +BY ):bkE[xAJﬂBk/fB]

J=1 k=1 J=1 k=1

]

@) aElx, /Bl +8) b Elxy /8]
J=1 1 k=1 k
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= aE[f/B] + BE[g/B].

Z2.4. OBSERVAGCAO: Seja E;‘E o conjunte formado por todas as Tungbes
simples f:3——E e seja 1 s p < ». Definimos o operador T de SE em
LP(Q,8,P;E) por T(f) = E[f/B]. Temos pelo lema 2.3 que T ¢ linear
e sabemos pelo teorema I.1.I5 dque QE & denso em LP(Q,%P;E).
Considerando E;’E com a norma de LP{Q,%F,P;E) temos que T ¢é um operador

continuo. De fato, seja f&&_, com representagdo padrdo

E

n
f = : ax, akEE, Akeg.
k=1 k
Entfo pela observagio 2.2 e pela propriedade 1.3(f) temos,

[Ets /811 r = J |ELs/B]|"dP [ E[|5]/21°4p
E Q Q

< Lllfﬂpdf’ = llfll}ig

Portanto temos que T é um operader linear e continuo de E?E em
L7, 8,P;E). como EE & denso em LP(Q,%,P;E), entfo pelo teorema 1.3.21,
podemos estender T a um operador linear e continuo de Lp(n,?,P;E) em
LP(9,8,P:E). Denotaremos a extensfo de T por E[:/B]. Temos que E[-/B]
¢ linear e para toda fELP(Q.?,P;E], 1 =p o, E[f/B] é B-mensuravel

c

(1) EL/B] L IIfIILE-

2.5. DEFINICAO: Seja §eL'(Q,%,P;E) e seja E[-/B] o operador sobre
Ll(ﬁ.?,P;E} definidc em 2.4. Diremos que E[f/B] ¢ a esperancga

condicional de f com respeito a B.
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2.6. OBSERVACAO: Para todo AeB e felYQ,%,PiE)
(1) J E[§/B]dP =J faP.
A A

Com efeito, seja (fnJ uma sequéncia de fungles simples tal que

neN
_fn-—>j' na norma de L'(Q,E). Entdo E[fn/fB]—w—-)E[f/fB] na norma de

LYQ,E). Seja

=1 n
J J ! J J

a representacio padrdo de j’n. Entdo, da observagio 1.1 e da

linearidade, da esperanga condicional vetorial segue que

k
n
J E[f/B]dP = .;lgr_:)lmf E[ 1 a x, /fB]dP
A A v N
k
n
= #E)]w [ ZI E[an xAn /B]dP
Aj_ j j
k -
n
- i, 3 s, | Bz, /510F
J_l juA nJ
k .
n
= ,llgf)lm : a xAn dP = 111'_1;1ml J j'ndP
=1 JU A J A

1l
‘—-—-—
-
=
e
o

2.7. PROPRIEDADES:

(a) Se f,gel'(@,%.P;E) e oB¢R, entdo
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E[af+Bg/B] = «E[f/B] + BE[g/B] g.s.
(b) Se feLQ% PiE), entdo |E[5/B]| = Ef|§}/B] g.s..

(c) Seja 1 = p < w FeLYQ,FPE) e [‘fn}nEiN uma sequéncia de funcdes
de LYQ,%,P;E) tal que j‘n-——>_f na norma de LP(Q,E). Entdo E[_{n/ﬂ]__
—E[f/B] na norma de LP(Q,E).

(d) Seja B' uma sub-c-algebra de ¥ tal que B'c B e fELl(Q.EF,P;E].

Entdo

E[E[f/B)/®'] = E[f/®'] as.

(e} Suponha que feLl{Q,?.P;E} e h seja uma fungfo real B-mensurave! ou
que feL'(Q,F,P) e hell(n,B,P;E). Se hfelL'(Q,%,PE), entdo

Elhf/B] = hE[§/B] ...

Demonstracao: Temos que (a) segue pela linearidade do operador E[- /8]
definido em 2.4 e (¢) segue por (a) e 2.4(1},

Seja {'fn}nEIN uma sequéncia de fungdes simples tal que _fn——>f
na norma de L'(Q,E). Entdo por 2.2(1) e 2.6{(l1), temos para todo AeB

(1) J HE[_fn/fB]"dP s [ E[||fn||/fB]dP = [ “fn”dP
A A A

c

@ J (JELs, /B1] -|EL§/B1[)aP| = J IELf, /81| - [ELS/B]]|dP
A A

= J JELf /8] - E{5/B]|dP.
A
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Fazendo n-——w, na desigualdade (2}, segue por (¢} que

(3) lim [ |Ets, /8]|dP =[ {E[f/B]| aP.
A A

Portanto fazendo n-—w na desigualdade (1), segue pela definigdo de

esperanga condicional real e por (3) que
J |ELs/B1|dP 5 J [Fiap = J EL|5]/B1dP,
A A A

para todge AeB e assim
IELS/B]) = ET}f|/B] a.s..

Seja agora h wuma fung8o simples com representagdo padrio

a
1

€E, A &%
k

=
]
A

X &
kAk k

Entdo por 1.3(g) temos

E{E[h/B)/B') = } a E[E[x, /B]/B']
k=1 k

Y_aFlx, /B]
k=1 k

E[h/B'].

Seja ma sequéncia de fungfes simples tal que fn-—>f na

Ylnew ¥
norma de LI(Q,EJ. Entdo por definigdo de esperanga condicional vetorial
E[f_/B]——Elf/B] e E[f /B'}—E[f/B'] na norma de LYQE). Assim

por (1} e {c), temos que , E[E[fn/fB]/iB'] = E[fn/fB]—--w-)E[E[f/ﬂj/B’] na
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norma de LI(Q,E). Portanto pela unicidade do limite, segue que

E[E[f/B]/®’] = E[f/®’].

Finalmente por 1.3(d)} segue que (e) é verdadelro quando h e § s#io
funcBes simples. Seja h uma fungdo real simples e [fn)neIN uma
sequéncia de fungdes simples tal que fn-—)f na norma de L (Q,E). Como
h ¢é limitada h_fn-—~—)hj' na norma de LI(Q,EJ e assim segue por (c)
que E[h_fn/fB]———)E[hf/iB] e E[j‘n/B}—)E{f/fB] na norma de LYQ,E) e
como h ¢ limitada segue que hE[f /B]—hE[f/B] na norma de L'(0Q,E).
Mas E[hj'n/fB] = hE[fn/fB] para todo neN e assim pela unicidade do
limite temos que E[hf/B] = hE[f/B] q.s.. Suponhamos agora que h>0 e
uma sequéncia nfo-decrescente de fungfes simples ndo

seja [hn)nelN

negativas tal que hn——)h g.s.. Entdo
Ibfl = holfl = hif] e h f——>hf as.,

portanto pelo Teorema da Convergéncia Dominada para integral de Bochner,

hnj'——»hf na norma de LI{Q,E) e assim por (c),

(4) E[h_f/B]—E[hf/B],

na norma e L'(Q,E). Além disso, por 1.3(d) e (b) temos
I ELs/B]] =< b EL|£]/B] = hEL}S] /3]

= E[h| f] /8]

IEthls)/Bll = [nls]l; < =

Como hnE[f/SB]«—)hE[j'/E] q.s., entdo pelo Teorema da Convergéncia

Dominada para integral de Bochner,
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(5) hnE[ f/B}——hE[f/B]

na norma de L'(QE). Pelo caso anterlor E[hnj‘/fB] = hnE[j"/:B] para todo
neN e assim por (4) e (5) e pela unicidade do limite temos E[hf/B] =

hE[f/B] q.s..
Para demonstrar o caso geral, basta aplicar o caso anterior & h e

h" onde h=nh'-h, h' =sup{0,h} e h™ =sup{0,~h}.

2.8. EXEMPLO: Seja {Bl’Bz’”"B } uma partigio de Q tal que Bke? e
n

P[Bk] >0, para todo ] =k sn. Se B é& a o-algebra gerada pelos

cenjuntos Bk, l1sk=n e j‘eLl(Q,g‘.P;E), entdo

k=1 k

1 E[f/B] = E[ﬁé_fJ fdP]xB .
B k

k

De fato, como E[f/B] ¢ 3B-mensuravel, entdo existem al, az,...,a €k
n

tais que
n
E[f/B] =} axp.
k=1 k

Logo por 2.6(l}, para todo 1 =k =n,

[ fdP = J E[f/B]dP = [ a dP = a P(B,)
B B B

k k k

e assim

Em particular, consideremos o intervalo [0,2r) munido da o-&lgebra de

de Borel B([0,2n)) e da medida de probabilidade ({1/2m)dt, onde dt ¢é
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a medida de Lebesgue restrita ao intervalo [0,2r). Seja 4 a o-dlgebra

gerada pelos intervalos diddicos

Ip = [k-Dm2 ™ k2 ™), 1=k s 2",

Entdo

2" n
(2) E[f/d] = ¥ [%:J f{t)dt]xln.

k=1 n k
1
k

Neste exemple a o-dlgebra B é atbmica e seus Atomos sdo B1"”’Bk'
Como consequéncia, a esperanga condicional E[f/B], para qualquer

feLN(Q,%.P;E), é caracterizada por 2.6(1},
3. MARTINGAIS REAIS

As referéncias para os resultados apresentados nesta segdo séo

[15] e [3]).

Nesta segdo (Q,%,P) serd um espago de probabilidade e [gn}n‘—*o

serd uma sequéncia ndo-decrescente de sub-o-algebras de ¥ tal que ¥

¢ gerada pala unifio das ¢-algebras ?n. n=0

3.1. DEFINICAO: Seja f = ( I o

fn é ?n—mensurével para tode nz0, dizemos que f ¢ adaptada & (?n}nao

uma sequéncia de fungdes j‘nrﬂ——ﬂR. Se

ou simplesmente adaptada. Se fﬂ & ?n_l—mensuravel para todo nxzl,
dizemos que (J‘n)n:__l é previsivel com respeito a (?n)nzo ou simplesmente

previsivel.

3.2. DEFINIGAO: Seja f = ('fn}m-o uma sequéncia adaptada a {?n]n)_o de
funcbes de LUQR).
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(a) Se E[f /?n] = 'fn’ para todo nz0, dizemos que f é um martingal

)

fi+1

com respeito  a [SF”

n~o

(b} Se L[j N

com respeito a (%) .
p n n=g

/ﬂin] = fn' para tedo nz0, dizemos que f & um submartingal

e} Se E[fﬂﬂ/ﬁn] an’ para tode nz0, dizemos que §f € um

supermartingal com respeito  a (Szn]n?.o'
3.3. OBSERVACAO: Alternativamente podemos definir martingal como sendo

uma sequéncia | = [fn]n>o adaptada de funcSes de LI[Q,R) tal que
() ELf, /%0 = 1,

para todo  m > . Se o igualdade em (1} & substituida por = ou =
temos  também uma  definigie  alternativa para  supermartingal e
submartingal respectivamente.

Quando dizermos que uma sequéncia [fn)nzo’
martingal, ou submartingal ou supermartingal sem fazermos mengdo 2

f.€ L'QR) & um

sequéncia de sub-o-dlgebras de F com respeito a qual issc se verifica,
significara que é com respeito &4 sequéncia (Bn}m‘o , onde iBn ¢ a

o-algebra gerada pelas fungdes fo’fi‘ fn.

3.4. EXEMPLO. Seja fEL](Q,R]. Entdoc a sequéncia (_fn) definida por

nzo
fn = E[I/S‘n] é um martigal. De fato, por 1.3{g), temcs

€1, /%] = EIELF/F 1/F 1= ELF/F 1= 1.

1+

3.5. EXEMPLO: Seja [ = (f )}~ um martingal e v =1(v )  uma

sequéncia previsivel limitada. Entdo [“-nl)nzo é um submartingal e g

= {gn]nzo definida por g, = 0 e

n

g, = g VS

[
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é um martingal , chamnado de transformado de f por v.

3.6. DEFINICAO: Seja | = (fn)n2

LP(Q,R) para todo nz0 dizemos que f ¢ um L°- martingal. Se existe
hel’(2,%,P) tal que j'n = E[h/?n] para todo nz0, dizemos que f € um

o Um martingal e | < p <w. Se j’ne

martingal fechado em LPQ,%,P) pela fungdo h . Se

dizemos que f ¢é um martingal limitado em LP(Q,%,P).

3.7. DEFINIGAO: Seja # um subconjunto de LY(Q,R). Se

g L SqueR[ e =0
{|f]=a}
dizemos que H ¢ uniformemente integravel.

3.8. OBSERVACAO: Seja # um subconjunto de L'(Q,R). Entdio # &

uniformemente integravel se e somente se

(1) SUP ¢ 4o ||f||1 < o,

e para todo €20, existe &0 tal que, se AeF e P(A) ¢ §, entéo

(2) suprRJ |f]dP < e.
A

3.9. TEOREMA: Seja § = (f) um L'- martingal. Ent3o sdo

n'nzo
equivalentes:

@) {f )

(b} § converge na norma de LYo.R),

é uniformermente integrével,
n=o

(¢) f é fechado em LYQ,%,P).
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Além disso, se uma das condi¢Bes acima & satisfeita, entio f converge

q.s..

3.10. TEOREMA: Seja 1 <p<w e f = (f ) um LP- martingal. Entio

n'n*o
sio equivalentes:

(a) § & limitado em LP(Q,R),
(b) f converge na norma de LP(Q,R),

{¢c) f & fechado em LP(Q,%,P).

Além disso, se uma das condigGes acima é satisfeita, entSo f converge

q.s..

3.11. DEFINIGAO: Um tempo de parada € uma fungdo T:0——{0,l,...,=} tal
que {‘E“_‘II}Eg;n para tode n=z0, Se T ¢ um tempo de parada, a o-élgebra
E?T ¢ definida como sendo o© conjunto formado por todos os AeF que

i % =
satisfazem An{T n}e?in para todo n=0.

3.12. OBSERVACAO: Seja f = { fn}nzo

Entdio f = (f;}nao definido por IE(XJ = fxian

¢ chamado de martingal parado em =%, Se f & fechado em LI(Q,?F,P) por

um martingal e T um tempo de parada,.

(x) ¢é um martingal e

f isto é, fn = E[fw/?n] para todo nz0, entdo definimos a fungio f-r

_ _ . T
por fT{x} = f_ﬂx}(xl. Temos que j‘r é ?t mensuravel e o martingal f

: T _ -
¢ fechado por f"c’ isto &, fn = E[f'r/gn] para todo n=0.

3.13, TEOREMA: Seja f = (fn}nzo um martingal fechade em LI(Q.?,P) por

j‘m e sejam Tt e v dois tempos de parada tais que T =< v, Entido

(1 f. = Elf /%1 = E[f /%]
3.14. DEFINICAO: Seja f = ( f)2o WM martingal com f = 0. A sequéncia
d = (dn]nZl definida por dn = j‘n— fn—l para n=l, é chamada a sequéncia

de diferecas de martingal associada a f.
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3.15. DEFINICAO: Seja f = (f ) .

[dn)nﬂ a sequéncia de diferengas associada a f, Definimos

ym martingal com fo= 0 eseja d=

(1) f: = SquankI ' = Sanzo”nI'

n 2 172 0 2 172
(2) s = [Z|dk] ] S(f) = [E|dk| ] .

k=1 k=1

3.16. TEOREMA(Desigualdade de Doob): Seja 1 {p<w e f = (fnJm-o um

LP- martingal cu um LP- submartingal positivo. Entio

(W i1, = 55 160,

3.17. TEOREMA: Seja | < p < w. Entdo existe uma constante. positiva Cp,
dependende somente de p, tal que

0 15, = 1,01, = Cl5, 1,y

alp

para todo martingal f = (f )

= =0,
n'nzo COM j‘o 0O e para todo n=0

3.18. OBSERVAGAO: Sejfa 1 <(p<ow e f = (fn]nzo um martingal com
fo= 0. Ent3o segue de 3.17(1) que

-1
w sl s ISOI = ¢ sl

onde H}'"p estd definido em 3.6{1). Se § for fechado por meLp(Q,"'.f'.PJ
] - 3.10 = .
entdo segue por que ||_i'||p ||,fm||p

3.19. OBSERVACAO: Seja 1 <p< o, f =(f) um martingal com j'0= 0

n’ nxo
e v = (Vn}n?:l uma sequéncia previsivel tal que "vn"m = M para todo
nzl, Seja g = (g) o martingal transformado de f por v,

n n=o
isto &, 8.~ O e
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Entdo por 3.17(1) existe uma constante positiva Cp tal que

n 172
2
1 C |s =
W lsal, = S5, = (Il 1,
= MC |[S
AERE)
2
BT
Em particular para v = € = (en)nzf onde ene{-l.l}, obtemos
n 2, 0
2 d C d | .,

para todo nzl e toda sequéncia de diferengas de martingal d = [dn]n*l'

4. MARTINGAIS VETORIAIS

As referéncias para as propriedades de martingals vetoriais s#o
- [15], [20], [7], e as referéncias para os espages U.M.D. s3oc [S5] e

[4].

Nesta secio (Q,%,P) serda um espago de probabilidade, wn}nzo

serd uma sequéncia n&o-decrescente de sub-c-dlgebras de F tal que %
é gerada pela unifio das o-4lgebras ?n' nz O e E serd um espago de

Banach com norma |-|.

4.1. DEFINICAO: Seja f = {f ) .

Se fn é ?n—mensur‘avel 'para todo nz0, dizemos que f é adaptada &

uma sequéncia de fungdes fn:Q—aE.

(?anZO ou simplesmente adaptada. Se fn é ?n_l—mensuréve! para todo

n=l, dizemos que {fan* ¢ previsivel com respeito a [gn)mo ou

!
simplesmente previsivel.
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4.2, DEFINICAO: Uma sequéncla § = (f )=, 2daptada a (¥ ) _  de

funcdes de LI[Q,E] é chamada de martingal vetorial com respeito a

- >
(?HJIIZ{) ge, para todo nz0,

(n ELS o/ Fol = o

4.3. EXEMPLO. Seja feL'(0,%,P;E). Entdo a sequéncia (f ) ,, definida

nzo € um martingal

¢ um submartingal real.

por ‘fn = E[_{'/?n] é um martigal vetorial, Se g = (gn)

vetorial arbitrario , entsio (fg |) .,

4.4. EXEMPLO: Seja f = (f ) , um martingal vetorfal e v = (v ) uma

sequéncia previsivel real, tal que Ilvn"m s M para alguma constante

positiva M e para todo n=zi. Entdo g = (gn]nzo definida por g, = 0
e
n
&, = g vk(‘fk_ ‘fk—l)’

é um martingal vetorial, chamado como no caso real,de transformado de f
por v. Analogamente, se f é um martingal real e v uma sequéncia

previsivel vetorial, entio g ¢ um martingal

4.5. DEFINICAO: Seja f = () .

j'nELP(Q,E] para todo n=0Q, dizemos que f é um LE—— martingal. Se
existe hel’(Q,%,P;E) tal que ‘fn = E[h/?n] para todo n=0, dizemos

um martingal vetorial e 1 = p {e. Se

que § & um martingal fechado em LF(Q,%P;E)} pela fungio h. Se

g 1L = ppaglfylie <=
dizemos que § ¢é um martingal limitado em LP(Q,E).

4.6. TEOREMA: Seja 1sp<w e § =(f )  um LE- martingal fechado
em LP(Q,%,P;E) por f Entdo j‘n~—>fw g.s. e na norma de LP(QE).
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4.7. TEOREMA: Seja f = (fn)nzo

Banach reflexivo. Entdo sdo equivalentes:

um L}IZ- martingal e E um espago de

(a) {||fn||}nzO ¢ uniformemente integravel,
(b) F converge na norma de LYQ,E),

(c} f & fechado em LI(Q,EJ‘,P;E].

Além disso, se uma das condigBes acima é satisfeita, entio { converge
q.s..

4.8. TEOREMA: Seja 1<p < w, f = (f )2 um LE— martingal e E um

espago de Banach reflexivo, Entfio sfio equivalentes:
(a} f ¢ limitado em LP(Q,E},
{(b) f converge na norma de LP(Q,E),

(¢) f & fechado em L°(Q,%,P;E).

Além disso, se uma das condi¢Bes acima ¢ satisfeita, entio { converge

q-.s..

4.9. OBSERVACAO: Seja f = (fn)n"o um martingal vetorial, T um tempo de

parada € sejam _fT= U?n’:o

é 9T—mensurével. Se wv ¢ oputro tempo de parada tal que

e _fT como em 3.12. Entdo _{'t é um martingal

vetorial e _f_r

T=sv e f ¢&fechado em LI{Q,?,P;E] por fw, entfo

1) £, = Elf /% ] = EIf /%]

P_

Seja 1 < p<w e suponha que f seja um L_- martingal. Entdo

E
i fn|| ) », ¢ um submartingal positivo e assim pelo teorema 3.16 segue
que
* P
@ 157, % 52 190,
onde

69



* *
(3) ‘fn = SUkan”'fk" , f = supnzouj‘n",
@ I5hr = sl by
LE nzo' ' n LE

Se j'o = 0, a sequéncia d = (cln)n=l definida por dn = fn_ fn—l' nzl, é

chamada de sequéncia de diferengas associada a f.

4.10. OBSERVAGAO: Seja Y um cenjunto e & uma familia de subconjuntos
de Y. Denotaremos por o(&) a o-Aalgebra gerada por &, isto ¢, a menor
o-dlgebra sobre Y que contém &. Se H é uma familia de fungSes
f:Y——R, denotaremos por o(¥) a o-algebra gerada por H, isto & a
menor o-4lgebra sobre Y sob a qual as funges de H s3do mensuraveis.
A o-algebra o(¥) ¢é a o-dlgebra (&), onde & é a familia formada
por todos os conjuntos da forma f_l(A], feX e AeB(R).
Para n,k inteirgos, n20 e 1 xk s 2", escrevemos

n

(1) I = [k-Dm2 ™™ k2™,

Dencotaremos por An. nz0, a o-algebra sobre [0 ,2x) gerada pelos

intervalos diaddicos I: , 1 sk=2" Temos que sdo= { @, [0,2m)}.
Denotaremos por  {-1,1}", n2l, o conjunto formado por todas

as sequéncias finitas de pn elementos £ = (el,ez.....en] tais que

cJe{-—l,l} para tode [ = | = n,

4.11. DEFINICAO: Um martingal f = (f ) .,

espago de probabilidade |[0.2=}, B([0,2n)), dt/2a|{ e com respeito a

fn:[O,Zn)——w—)E, sobre o
sequéncia (ﬁn)n>0 definida em 4.10 serd chamado de martingal diadico.

4.12. DEFINICAO: Dizemos que um espago de Banacha E tem a propriedade
U.M.D. ( propriedade de incondicicnalidade para seqguéncias de diferengas

de martingais), se para algum ! < p < w, existe uma constante Cp,

dependendo somente de p e E, tal que

70



(1) "€1d1+ e d ..+ endn"LE < Cp”d1+ d+..+ dn"LE’

para todo nzl, todo & = [el,ez,...,enJe{—l,l}n e toda sequéncia de
diferencas d =1(d)_, associada a um LE- martingal diddico f =

k k=1
(!

com j'o' 0.

k=0
4.13. OBSERVACAO: Segue como consequéncia da caracterizagdo geométrica
dos espagos U.M.D. dada por D. L. Burkholder em [4], que a condigdo
4.12(1) na defini¢do de espago U.M.D., independe do espago de
probabilidade e da sequéncia de sub-o-&lgebras, isto &, se o espago de
Banach E tem a propriedade UM.D., entdc para qualquer espaco de
probabilidade (Q,%,P) e qualquer sequéncia crescente (gk)k?:o de sub-

c-4lgebras de &, temos que 4.12(1) ¢é verdadeira para todo nzl, todo
£ = (e‘,ez,...,enle{—l,l}n e toda sequéncia de diferengas d = (dk}kal’
associada a um LEP:— martingal §f = (‘fk)kzl com f0= O, sobre o espagoe de
probabilidade (2,¥%,P) e com respelto a sequéncia tgk]kzo' Qbservamos
também que a constante Cp em  4.12(1) independe do espago de

probabilidade e da sequéncia de sub-c-dlgebras considerada.

4.14. EXEMPLO: Temos por 3.19(2) que R ¢ um espago U.M.D.. Isto

mostra que a classe U.M.D. ndo & vazia.

4.15. OBSERVACAO: A defini¢%o de espago U.M.D., Independe de 1< p < o,
isto &, se a desigualdade 4.12(1) vale para um 1 < p, ¢ = entdo ela
também ¢ verdadeira para todo 1 < p < o Esse fato segue da
caracterizagfo dos espagos U.M.D. via |imitag8o do operader de
conjugacdo sobre LPIT,E), para algum 1 < p < w, que serd dada no
capitulo III e do fato que, se o operador de conjugaglio ¢ limitado
sobre LYT.E), q = p, para algum 1< po< o , entdo ¢ limitado sobre

LPT,E) para todo 1 < p <« (ver [23], pag. 104 ou [I18], pag. 202).

Qutra forma de ver que a definicdo de espago U.M.D. independe da
escolha de 1 <p<w & através da caracterizagio geométrica dos

espagos U.M.D., dado por D. L. Burkholder em [4].
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4,16, EXEMPLO: S¢ E ¢ um espagoc UM.D. e 1<r <o, entio G = £(E)
também ¢ um espago U.M.D.. Com efeito, pela observagfo 4.15, existe uma
constante Cr" dependendo somente de r e E, tal que a deslgualdade
4.12(1} ¢é verdadeira para p = r, para todo nzl, para todo & = (g, €
.,en)e{—l,l}n e para toda sequéncia de diferengas (dk)ka
associada a um L;:-— martingal diddico f = (fk]kzo com f0= 0. Seja
entio F = (Fk]k um Lé— martingal diddico com F0= Q. Para k,m zi

m
Fkh Fk—l

I\’

It

1] .
escrevemos dk e assim

— — m
d= (), = CEDL - ) e ey

[11]
= ([dk}kz1)mzl'
Temos entéio que
n - (f2® n 2n
"chdk"Lr . ”Ee (t)"cdt = 5n Eﬂzﬁ d {U dt
k=1 G o k=1 0 m=1 k=1
o1}

1 2w n r
> J 2 e dp(0)] dt
0 k=l

m=1

o

r 1 o n m r
CrZEEL |[k:=ldk[t)|| dt

m=1

1)

II

anJ Il

n
r r
Cr!!kzdkﬁl_l‘
=1

4.17. EXEMPLO: Se E & um espaco UM.D.,, 1 <r<w e (X,d,dy) & um
espago de medida o~finito, entdo F = L"(X,4,E) também ¢ U.M.D.. Com
efeito, pela observacio 4.15, existe uma constante Cr’ dependendo

somente de r e E, tal que a desigualdade 4.12(1) é verdadeira para
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p = r, para todo nzl, para todo & = (el,ez,...,en)e{-—l,l}" e para toda

sequéncia de diferengas (dk)kt’ associada a um L;:— martingal
i i = = = r..-

diddico § = Uk]kzo com ‘fo 0. Seja entdio G (Gk}kzo um L[{_ martingal
diadica tal que Go= O, Para k20 e te€[0,2n) escrevemos dk = Gk(t}-

Gknl(t). Portanto segue pelo teorema de Tonelll que

[z n

n
r 1
"kzzlekdk “L;. = EEJ "Eekd " pat

"2

1 " n t r
= 5 ||:skdk(x)[‘ dulx)dt
Jo X k=1

(@ 0
= 7 ﬂZekdk(x)ﬂ dtdu(x)
x JO k=t
r 1 m o t r
sC| 5 ":dk{x}ﬂ dtdu{x)
x Jo k=
r b e rol
- ) ||>:ci e D
L r
- Il
r kzﬂ k LF

4.18. EXEMPLO: Se H & um espago de Hilbert ¢ feL%(T,E), ent&o

1 zn 2 hd - 2
2—4 [feed)"de = 5 " s~
o

n=-o

Assim

ﬁj ]]f(t)[[ dt = ):H-lsgn(n}f(nlﬂ

n=-w
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= ¥ i@ - 5o

n=-40

1 2n 2
< ﬂJ |5it)| “at.

(2]

Portanto segue pelo teorema 2.7 do Capitulo III que H tem a

propriedade U.M.D..

5. AS FUNGOES DE RADEMACHER

N&o conhecemos uma referéncia para as propriedades das fungdes de
Rademacher que serfio apresentadas nesta segfio. O teorema 5.9 pode ser
encontrado em {2].

Nesta segio E serd um espago de Banach com norma || e o toro
T sera identificado com o intervalo [0,2n) que estard munido da
medida de probabilidade (1/2m)dt. A medida de um conjunto mensurédvel
A < [0,2n) com respeito a essa medida de probabllidade sera denotada por

IA].

5.1. DEFINICAO: Seja s:[0,21)——R a fungio definida por

s(t) = sgn(sent).

Para cada inteirc nz0O definimos a fungio de Rademacher rn:[O,Zn)%ER

por rn(t} = sgn{senzn_lt) = s(2"t).

5.2. OBSERVAGCAO: Nesta seg3o, I:, para n=0 e 1 =k = 2", serfo os
intervalos diadicos definidos em 4.10 e adn, para nz0, serd a c-algebra
gerada pelos intervalos diddicos I]:, 1 =k =2" também definida em
4.10. Vimos que sdo = {@, [0,20) } e temos também que a o¢-A&lgebra de
Borel B([0,2n}) ¢ gerada pela unido das o-algebras sdn, nz0. Como a

imagem de r ¢ {-L1} e L ¢ constante em I:. para 1=k s 2"
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entio

zn-l 2n—l
r'y= U I° ri-n=U I
n k=1 2k-1 i n k=1 "2k
e assim
2n—l 2n—l
(1) r‘n(t} = E X (t) - E xn (t)
k=1  2k-1 k=1 2k

2!’1
=y (—l)k”lxln(tl.
k=1 k

Segue como consequéncia de (1) que £ é An—mensurével. Observamos que,

se mszl e | s j=2" entdo

(2) I = U I
J k=2%(j-1)+1

5.3. TEOREMA: Se 1 = k1< kz<"”< l-{n & uma sequéncia crescente de n

niimeros inteiros e € = (el,ez,...,en)e{-—l,l}n, entdo existe uma
sequéncia crescente de nimeros inteiros 1 = 51< sz<....( szkn-n = 2kn,
com anﬂn elementos, tal que
_ n l zkn—n .

- n

(N nry (e) = VI
=1 7y 1=t 1

Em particular temos que

n -1 -n
(2) | Nry (f.‘j}l =2,

J=1 )

Demonstragao: Temos que (2) segue imediatamente de {(1). Faremos a

demonstragio de (1) por indugfo sobre n . Para n =1, (1) & simples
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consequéncia de 5.2(1). Suponhamos que (1) seja verdade para toda

sequéncia crescente 1 = k1< k2<....< kn com n numeros inteiros e para

todo EE{-l,l}n. Seja 1 = k1< kz<....< l-cn+1 uma sequéncla crescente coin
n+l

n+l nameros inteiros e seja £ = (el,cz....,emlJe{-d.l} . Pela

hip6teses de indugio

kn-n
n+l 4 2 n "
(3) nry, (EJ} = { U I } nr, (.2
=1 ) i=1 1 n+1
e tomando u = kml-—kn segue por 5.2(2) que
2%s1
(4) 11:1 = U . Ill(n+1
' 1 1=2 (Sl-l)ﬂ
para todo 1 =< i = X0 portanto tomando € o= L segue por (3), (4)
n
¢ pela observagdo 5.2 que
el 1 2k“'n 2“51 kn+1
(5) nrl;(e}= U { U lln }
J=1 ] J 1=1 1=2u(si-1)+1
I lmpar
n+l
Segue por {5) que nrl?(ej] ¢ reunifo de zk"'n-z“'l = anﬂ_(m”
1=1
intervalos diadices Ilf“” e portantp temos (1), Tomando € = -1,
obtemos (5) com 1 par ao invés de 1 impar e assim também temos (1.

5.4. COROLARIO: Seja 1 = k1< k2<.‘...< k uma sequéncia crescente de n
n
nameros inteiros, € = {el,ez,...,en)e{—l,l}n, ¢ uma permutagdo do

conjunto {l,.....n} e ¢ a inversa de o. Entdo

n n
(1) nr_l (e ) = nr*l(e -1)
(=1 ko‘(nl 1o kl LY
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n
(2) | nr;(l (e )} = 27"
1=1 oO(1)

Demonstragao: Para cada 1 <i = n, existe um tnico ! = j s n tal que
o(i) = j, isto & 1 = ¢ '(j). Entdo
-1

-1
r. le)=r (e -1.)
kﬂnl kJ c h

e portanto (1) é demonstrado. Por outro lade, como € = {e

...,ea-ltn))e{—l,l}n, entio (2) segue por 5.3(2).

-1 ., -
o e 1(21'

5.5. COROLARIO: Seja | = k1< k2<....< kn uma sequéncia crescente de n

nimeros inteiros e sejam &« = (ocl,a: b ), £ = [el,e ;-8 } dois
n n

2 2
elementos de {—I.I}n. Para cada ! s i s n seja s a funcdo dada por

(1) sl(t) = alrkl(t), te[0,2n).
Entdo
0o _
(2) l ns, (el)l = 27"
i=1

~ -1
Demonstracao: Para cada 1 =s1i = n, tesl {el} se e somente se

-1 . -1 -1
ter‘kl(aiel), isto é, s (cl) = rkl(alel}. Logo (2} segue por 5.3(2).

5.6. DEFINIGAO: Sejam QFP) e (R',F,P') dois espagos de
probabilidade, neN e considere R" munido da e-4lgebra de Borel B(R").
Seja F:Q—)IRn F-mensurivel e G:ﬂ'—)an ¥ -mensuravel. Se as

medidas imagem PF ! e P'G colncldem sobre .‘B(IRn}, isto &, se

() P(F A = P(G7l(A)),
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para todo boreliano AefB[IRn), dizemos que F e G tém a mesma

distribuig3do.

5.7. OBSERVACAO: Sejam (Q,%.P), (’,¥',P') e F = (fpeenf ) G = (&,
....,gn} como na definicdo S5.6. Entdo F e G tém a mesma

distribuigdo se e somente se

(1) P[knl;]lf;l([ak’bk])] =P [k;ig:([ak,bk])],

para todos a bkelR, ak< bk, 1 =%k = n Com efeito , (1) segue como
consequéncia do fato que as probabilidades PF e PGt coincidem
sobre B(R™) se e somente se colncldem sobre todos os retangulos do
tipo T {a,,b J-

k=1
5.8. EXEMPLO: Sejam 1 = kl( k2<....< kn € ! = J1< j2<....< jn duas
sequéncias de n nameros inteiros, seja te[0,2n) e sejam F, G:[0,2n)-

——R" definidas por

(1) F(x} = (rk(x),rk(x).----. r‘k(x}).
1 2 n
2) G(x) = (r (t)r (x), r.()r (x},...., ¢ (tr. (x)).
"1 1 2 JZ n Jn

Considere Q = [0,21:)n munido da o-algebra de Borel e da medida de
n

probabilidade produto P = _ITPk onde Pk € lgual a (1/2mw)dt para todo
k=1

1<k <n. Seja H:[0,2r)"— 5R" definida por

{3} HOK,X 10X ) o= (X hulx ), ulx ),

onde uly) = sgnlcosy) para y€[0,2x). Temos que H([O,Zn)n) = {-l,l}n

e para todo € = (el,ez,...,e }e{“l,l}nn
1]
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n
(4) PH () =TT [ue)] = 2™
k=1

Segue entfo por 5.3(2), 5.5(2) e (4) que as funges F, G e H tém a

mesma distribuigio.

5.9. TEOREMA: Sejam (Q,%,P) e (2,7 ,P') dois espagos de probabilidade,
F:Q—)ERn F-mensuravel e G:Q’—)an F' -mensuravel. Se F e G tém

a mesma distribuigfio, ent3o para toda goeLl(IRn) temos
(1) J o F(t))dP(t) = J o(G(x))dP" (x).
n 3

Demonstracao: Seja AefB([R") e qo=xA. Ento como F e G tém a mesma

distribuigdo,

J @(F(t))dP(t) = P(F™'(A))
(93

= P'(G 1(A))

J P(G(x))dP’ (x).

Portanto (1) ¢é verdade para fungles caracteristicas e por linearidade
da integral, também ¢ verdade para fungbes simples,Suponha agora ¢ = Q,
Entio existe uma sequéncia c¢rescente (qok}k&[N de fungdes simples tal

que ¢~  Q.S.. Logo pelo Teorema da Convergéncia Mondtona,

[ P(F())dP(t) = lim J' ¢, (F(£))dP(t)
£2 2

= linp [ ?, (G(x))dP"(x)
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= J o(G(x))dP'{x).

Para demonstrar o caso geral, basta decompor ¢ = qf - ¢ e aplicar o

caso anterior.

5.10. COROLARIO: Sejam (QFP) e (Q',%,P') dois espagos de
probabilidade, Fi0——R"  %-mensuravel e G:¥——R"  F'-mensuravel.
Se F e G tém a mesma distribuicdo, entdo para toda weLp(IRn.E]

1 = p < w» temos

(1) J lw(Fen)|Papt) = [ |¢(Cx)) PP (x).
2 o

Demonstragao: Basta tomar ¢{y) = [y(y)|® e aplicar o teorema 5.9.

5.11. OBSERVAGAO: Sejam F, G e H as fungdes definidas no exemplo 5.8.
Sejam .. €E e !,tleLp(an.E], 1 5 p < w, definida por
n

nlt ,...,t ).

Wltpot) = (ta ok tady nlt,ety

Em 58 vimos que F, G e H tém a mesma distribuigio e assim segue

por 5.10(1} que, para todo 1 = p < m,

L2 b L [2" |
"ZEJ JeFit))Fdt = ﬂ[ |w(G(t)]dt = ﬁﬂn[ |w(H(x))|Pdx,
a 0 [O,Zﬁ)n
isto &,
1 A S ) 1 Zn 0
(1) T 13 r, (x)a [Pdx = —2&[ B or (b [x)ak”pdx
o ;1 Y o k=1 ek
1 L p
= Eﬁnj [[Zl u[xj}aj" dx ..x .
[0,2r)" 7

80



5.12. OBSERVACAO: Seja nzl e An a c-algebra gerada pelos intervalos

diadicos I,
k 2
para ! 5§ < n. Pelo teorema 5.3 temos que existe um Unlco | = g = 2"

Ls k=2 Seja €= (e, ,....en)e{-l.l}n e sefa k=

tal que

n

-1 n
nrole)s 1.
AN Rt s

Como, para c,e'e{—-l,l}n, e # £ temos que

o n W L
{jglrj (c}]} n {jglrj (eJ)} = B

e {-l,l}n tem 2" elementos, entdo para cada 1 = 5 = 2“, existe um

n
Gnico ce{—l,l}n tal que I; =N r}l(ej). Consequentemente temos que
J=1

(1) 4 = o*(rl,r

n ,...,rn) = o*(ro,rl,rz,...,rn).

2

B. SERIES DE WALSH-FOURIER

Para esta seglio, citamos como referéncia o apéndice C de [10] e o

capitulo VI de [16].

Nesta segio E serd um espago de Banach com norma -] € o toro T
serd identificado com o intervalo [ 0,2x) munide da medida (1/2n)dt e a
medida de um boreliano A ¢ T com respeito a3 medida (L/2m)dt seri
denotada por [A]. As fung¢Bes Ty jz0, serdo as fungdes de Rademacher
definidas em 5.1 e sﬂn, nz0 serd a o-Algebra gerada pelos intervalos
diadicos 1:, 1 s k s 2", que, por 5.12(1), também é a o-algebra gerada

pelas fungdes de Rademacher I‘l,r‘z,...,rn.
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6.1, DEFINICAO: Seja (G,) um grupo munido de uma topologia. Se as
aplicagfes mGXG——G e r G ——>G definidas por mix,y) = x5y e

r(x) = x| sfo continuas, dizemos que G & um grupo topolégico,

6.2. DEFINICAO: Seja G um grupo topolégico de Hausdorff localmente
compacto € seja g uma medida sobre (G,B(G)). Dizemos que p ¢ uma

medida de Radon se,

(a) up(K) < @ para todo compacto K ¢ G
e
(b) para todo AeB(G),

(1) 1(A) = sup {p(K]: KcA K compacto}.

6.3. DEFINIGCAO: Seja  (G,+) um grupo  topolégico de  Hausdorff
comutativo e localmente compacto e seja p uma medida sobre (G,B(G)),
Se pn € de Radon e é invariante por translagBes, isto &, p(x+A) = p(A)

para todo xeG e AeB(G), dizemos que 4 ¢ uma medida de Haar.

6.4. DEFINICAO: Seja G um grupo topolégico de Hausdorff comutativo e
localmente compacto. Um caracter de G € uma aplicagdo ¥:G——T que ¢
homomorfismo de grupos continuo. Denotaretnos por G o conjunto de todos

os caracteres de G.

6.5. OBSERVACAO: Seja G um grupo topolégico de Hausdorff comutativo e
localmente compacto. Entde existe uma medida de Haar sobre G e se
e v s3o duas medidas de Haar sobre G, existe uma constante A>QO 1ial
que p = Au. Se G é compacto, qualquer medida de Haar sobre G & finita.
Quando G for compacto vamos sempre trabalhar com a medida de Haar

normalizada, isto &, com a medida de Haar p tal que u(G) = |,

0 conjunto G dos carcteres de G ¢ um grupo comutative com
respeito ao produto de caracteres. Quando G for compacto, G sera

discreto, isto &, enumerdvel (ver [16], pag.237).
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6.6. EXEMPLO: Se G =R, Todo os caracteres de R s3o da forma
1yx
{x} = e
]'by X

wn{x] e11‘1)(

+ YR e se G =T os caracteres de T tém a forma

, Def.

1

6.7. DEFINICAO: Sejam _feLl(G), geLI(G,E} e M uma medida de Haar sobre

G. Definimos o produto de convelugdo fsg por
{n frglx) = [ fx~t)glt)du(t).
G

6.8. DEFINICAO: Seja G um grupo topolégico de Hausdorff comutativo e

localmente compacto e seja u uma medida de Haar sobre G. Se _fELl(G,E],

F Y

definimos a transformada de Fourier de f como sendo a fungdo f:G——FE

dada por

(1) flo) = [ FOOP(x)dp(x).
G

~

Se G ¢ compacto, @ ¢ a medida de Haar normalizada, G = { ?n }neﬂ\!

fELl{G,E], a série de Fourier de f & a série

{2} E }(qon)cpn(x)

n=l

onde

flo,) = J flx)p, (x)dutx).
G

6.9. DEFINIGAO: Consideremos o grupo aditivo Z(2) = Z/2Z = {o,1}.
Definimos o grupo de Walsh-Paley D por

(1) D= [T 2(2)

fl

{x = (xn)nE[N: xneZ(ZJ}.
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Para x = [Xn]ne!NE[D definimos

X
n l
x| = SUPheNn Tn T nﬂn{new:xniO}

Denotaremos por + a soma em D e consideraremos D sempre munido da

métrica  dix,y) = ]x;y|.

6.10. OBSERVACAO: Seja B(x,8) a bola aberta de centro em xeD e raio
80. Entdo para qualquer 0 <8 =], existe keN tal que B{x,8) =
B(x,1/k), pois {|x]: xel } = { /k: keN }. Assim d(x,y) <1 para todo
x,y€D e portanto ¢ suficiente considerar bolas de raio O<Cr = 1

Denotemos [s] = max {n€Z: n = s}, seR.

6.1l. TEOREMA: A lopelogia em D induzida pela métrica d coincide com

a topologia produto.

Demonstracao: Sejam x = (x_) y = (yn]neﬂdem e O0O<r =1, Entdo

n’nel’

dix,y) « 1 implica  que x, =y, para tode n = l/r. Reciprocamente, se
X, = yn para todo n = L/r, entéo

| 1 [

dixy) = min{neN:x # y } = [1/r]+] “prer

l.ogo
(1} Bix,rr} = {y = (yn}ne{NG[D: X, = ¥y, para n = l/r}.
Fara cada nelN, seja pn:ID—-w—)Z(Z] a projecdo definida por pn[x] = xn.
Entdo
(2) Bx,r) = 1 p.(X D
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Portanto B(x,r) ¢é aberto em D com respeito & topologia produto. Logo

a topologia produto ¢ mais fina que a topologia determinada por d.

Sejam agora Z,,2,,..,2, €M Z(2) e n1< n2<...< n, uma sequéncia
crescente de nOmeros inteiros positivos. Tomemos x = {xn)newem definido
por xnl= z,  para 1si=k e X, = ¢ para nﬁ(nl.nz....,nk). Se
r = max {nl: 1 =1isK), entdo d(x,y) < I/r implica que X, = ¥, para

todo | =n=r. Como 1= n=r para 1 s sk, segue por (2) que

Blx,r) = p ({x NHen p ({x }) N p ({z 1)

1= n<r 1<i<k l-(r{k l

Portanto a topologia produto ¢ menos fina que a topologia determinada
por d. Assim a topologia produto coincide com a topologia determinada

por d.

6.12. TEOREMA: D ¢ um grupo topolégico compacto.

Demonstragao: E claro que D €& compacto. Sejam m:DxD—D e rD—D
dados por mix,y} = x+y e r(x) = —x.
Sejam X = [Xn]nElN' y = (y ]nelN e sejam (x }keIN’ [y Jk N duas

sequéncias de elementos de B tais que xk-——--ax e y—)y em D. Se

k

k
X (x) y*= (yn)nelN entio x ——x_ e yn———eyn quando k—

nelN’
para todo nelN. Logo xl:-i-y:i—)xn;yn gquando k—« para todo nel,
entdo xk;yk—)xd'-y e portanto m ¢é continua em {x,y). Como r(x) =
para todo xeD, entdio r ¢ continua. Portanto D € um grupo topoldgico

compacto.

6.13. OBSERVACAO: A fungio x—>|x| definida sobre D em  6.9(2)

satisfaz
(1) |x+y| = max{|x[.]|y]}
{2} |xi'-y] = max{[x}.[y|}, |x] #|¥]-

85



Para cada keN, sejam

{3) Sk

= B{0,1/k} = {x = (xnlnelNEED: X, = O, para n = k}.

(4) u = {x = (X ) WED: x =0, para n> k}. U= l:eNUk.

Temos que Sk e Uk sdo subgrupos de D e {Sk: keIN} é um sistema

fundamental enumeravel de vizinhangas de O formado por bolas abertas e

compactas. Para xeD e LkelN denotemos x* = [x;]nelN o elemento de Uk
dado por xllfl =X se l1=n=k e x:;*—'O para mwk. Se xeD e kel
entdo
(5) x +5 =x+§

kK K
Portanto
(6) {u + S kelN, ueU}

k k

& uma base enumerivel para a topologia de D.

Sejam B(x,8) e B(y,e) duas bolas abertas de D e suponha que
8 = g. Segue por (1) e (2} que, se 2zeB(x,8) entio B(x,8} = B{z8)
e se Blx,é)nBly,e) = @ entdo B(x,8) ¢ Bly.,c). Logo se B{x,8) ¢é um

subgrupe de D, 0eB(x,8} e assim B(x,8) = B((Q,3).
Para cada keN denotaremos por e’ = [e:)ne[N o elemento de D dado
por e:‘l = 6kn =0 se n#+k e 1 se n =k Entio Uk é um espago

vetorial sobre Z(2) com 2% elementos, com dimensic k e que tem

2

{e‘,e ,....,ek} como base,

6.14. TEOREMA: Para cada ieN seja BiEID definido por

Xl
(1) 6(x) = (-1) , xeD.
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Entdo o grupo de caracteres D de D ¢ dado por

1
@) D= { TTee) '+ a = (a) 4 }

=t

Demonstracao: Seja p um caracter de D. Entdo p(D) c {~1,1}, p(0) = |

h(x)

e plx) = (~1) , onde h:D——Z{2}) & um homomorfismo de grupos. De

fato, como p é um homomorfismo ,

hix+y) h{x)+h(y)

(-1) = p(x+y) = p(x)ply) = (-1)
e assim h(x;y) = h[x)i'-h(y) para qualquer X,yeD. Além disso, se X',

n
xeD e x —x%, como p ¢é continuo segue que

lim h(x™

hi{x} _ (_lln—)m '

- _ohx™
px) = (-1} :l‘igm( 1) =
ou seja rlig)lmh[xn) = h(x). Portanto h ¢é continuo. Reciprocamente, de

forma andloga podemos mostrar que se h:D——Z(2)}) € um homomorfismo de

grupos continuo, entdo p:D——T definido por p(x) = (-—I}h{Xj, xeD &

um caracter de D. Seja
H = {h:lD—)I{Z], h  homomorfismo continuo}.

Entdo

(3) D = { -1 heH }

Seja agora heH. Como h ¢ continuo, entdo ker(h) = h_l({O}) ¢ aberto
pois {0} & aberto de Z(2). Por outro lado OQOeKer(h) pois h & um
homomorfismo e assim existe keN tal que Sk < ker(h).

Sejam e e Uk como na observagio 6,13, Entdo para xeD,
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1
=E Xe + u, ues ,
1 K

e logo

k k
hx) = J__ xhe) + hu) = J_ xhle).
1=1 =1

k

1
Tomemos a = hle'), ieN. Temos que a = (ai)lelNEUk cU e hix) = g xa.

Portanto se pel e p = [—l)h entdo

1]
h[ ) Elxlal o :ltla1
px) = () = (-1)'7 = 7D
1=1

L] ai
= _TT(el(x]) .

1=1

6.15. OBSERVACAO: Considere a fungdo ¢:U——{0,1,2,...} definida por

L1+
0D pla) =) a 23
e

Temos que ¢ ¢ bijetora. Para cada ne{0,1,2,...} escrevemos a =

(a';}jEw = qovl(n). Denotamos por Py © elemento de D, definido por
n
o a
(2) p,x) = TT(8,(x)
J=1
e assim temos que D = Py nz0 }. Em particular temes que para n=2k-l.

=1 se j =k, portanto pok-1 = 0.

a"=0 se j#2k e a
J k

n
1
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6.16. TEOREMA: Considere a fungo y:D——[0,2n] definida por

® X
(1) Wix) = 2n ) 1. xeD
n=1 2"

e seja
(2y s = {x = (xn)nENEID: existe noelN tal que X, = 1, para n = no}.

Entdo a fungio ¢ é continua, ¥ = w/D\S:D\S—>[O,21r) é bijetora,

\F_lz[O,Zn)—-—-ND\S ¢ B([0,2n))-mensuravel e
(3) { w"(l’;): 15 j= 2" } = { u* + s, ukeUk }

Demonstracao: Dado € > 0, seja keN tal que 2n/2% < e. Ento, se

di»x,y} < I/’k temos que X = ¥, para 1 =n=k e assim

[+ ] xn oo Y
o) - win} = 2|y -y
no1 27 nm1 27
1] X -y
< om | _"n n|
n=k+l 2“

' 0
<omy = 2n2¥
n=k+t 2"

< g

Logo ¢ & continua. ¢ € claramente sobrejetora, embora ndo seja
injetora. De fato, seja keN e x,yeBl, definidos por xn= 0O se n=k
€ X = l se n=k, Y, 0O se 1=s=n=sk e V.= 1 para nzk+l. Entdo
Yix) = yly) = 2n/2% e assim Y ndo é injetora (observe que yeS e xel).
Mais ainda, se ¢(x) = @¥(y)e[0.2n) e x # y, entdo xeU e yeS ou xeS

e yeU. Consequentemente ¥ = ¢ injetora e ¥(D\S) = [0,2n).

v/ DN\S
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Seja agora tew(Sk\S) e seja xeSk\S tal que t = y{x}, Como

xeSk\S temos que

o X

t=¢(x)=2ﬂz

nk+t 2"

D¢ ons2¥

e logo tE[O.ZTI/Zk). Reciprocamente, se tE[O,ZT[/Zk) existe um x =
[xn)nelNE[D\S tal que x =0 para nsk e t = ylx). Assim tew(Sk\S) e

logo w(Sk\S) = [0,2.1:/2"). Como {uk + Sk: keN e ukeUk} ¢ uma base

enumeravel de abertos da topologia de D, entSo para mostrar que g

¢ B([0,2rn})- mensuréavel, basta mostrar que w(uk;SR\S)efB([O,ZK)) para

toda kel e ukeUk. Se kelN e ukeUk,

,,b(u"isk\S) = g(u*) + [0,2r/25).

Mas

¥(U) = { G-Dm2 ™ 1555 2K }
e portanto
(4) W(u*s\s) = [(-0m2 ", et

para algum 1 = j = ¥ Assim ¥ & B([0,2n))- mensurdvel e (3) segue
de (4).

6.17. TEOREMA: Seja P:B(D}——[0,1] definida por P(A) = |y(A}| para
todo AeB(D). Entdo P & uma medida de Haar sobre D, P(D} =1 e

L[z
(1) Z—J flt)dt = J FllxdP(x),
i
° D

para qualquer feL'(T,E). Além disso LYD\S,E) = LYD,E).
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Demonstracao: Temos que S ¢ enumerdvel, portanto ¥{(S) & enumeravel e
assim |¢(S)| = 0. Temos tlambém que a aplicagdo que a cada AeB(D\S)
assecia o ndmero |\11[A}| ¢ uma medida pols ¢ a medida [magem de
(l/2m)dt por ¢, Logo segue que P também € uma medida pois P{A) =
|¥(ANS)|, e temos que P(@) = |¥D\S)| = |[0,2r}] = 1. Como P(S) = O
temos  que Ll(ED\S,E} = L'(0,E) e por propriedade da edlda imagem

obtemos (1),
Como {uk + Sk-. keN , ukeUk} é uma base enumerivel de abertos de

D formada por abertos que também sdo compactos, entdo todo aberto de D

é o-compacto. Logo como P ¢ finita, temos que P é de Radon (Ver

[19], pag. 50). Para xeD e keN,
P(x#S,) = P(x"45 ) = [u(x"+5 )|
= |w(x") + w(s)|

= sl = PGS

Seja A um aberto de D e seja (AJ] uma sequéncia de elementos dois

jelN

o
a dois disjuntos de {uk + S kel , ukeUk} tal que A = UAJ. Se
. J=1
xeD, entdo IP(x+AJ) = IP(AJ) para todo jeN e assim

o w0
Plx+A) = P( U (x+A)) = §_ P(x+A)
=1 J=1 !
[ea} =]
=3 PA) = P(U A) = P(A).
= =1

Agora, se AeB(D), como P ¢ de Radon obtemos que P(x+A) = P(A) para

todo xeD.
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6.18. DEFINICAO: Para cada nz0 definimos a fungdo de Walsh Wn:[O,zn)—
—R por

o an
(1) W0 = TT(e @) Y,
. )=1 _
onde r-j, jeN, sfo as fungBes de Rademacher e a" = (a?)jeN = wﬂl(n}eU
estd definido em 6.15. Para nzl e feLllT,E]. definimos
_ n-1 ~ 1 Z2n
(2} R flt) = g FIOW (1), flk) = 5 ] FIOW (t)dt.

6.19. OBSERVACAO: Sempre existe jeN tal que a'; =0 para j>j. De
fato ar; = 0 para jzn. Dessa forma, Wn ¢ no maximo o produto de n

fungdes de Rademacher. Além disso

w =1, W=r, W=r,
0 1 1 2z 2
W =rr W =r, W=rr
3 12 4 3 5 i3
W =r =rrr
6 2 3 W'r 2" 3’ *

e em geral, para nzl, W_n-1 = o

6.20. LEMA: (a} Para k2], nz0 e xeD\S
(1) pk-1(x) = Bk(x) = rk(w(x)). pn{x) = W_(¥(x}).

{b) Para nzl seja Dn:ID—>IR definida por

n-1

(2) Dn{x] = E pk(x]. xeD.

Entdo para qualquer j'eLl{T,E), nxl e xeD\E, temos que
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(3) an‘(!,b(x)) = (foyb)*Dn(x).

X
Demonstracao: Seja xeP\S, Temos que { = Bk[x) = (-1) k s e somente

se X = 0, isto €, se e somente se

pie U [G-0m2™, 2™,
1= =2
] impnar

De forma andloga mostramos que Bk{x) =-1 se e somente se

wive U [G-Dr2 % 7!

1=)=2
) par

).

Portanto podemos concluir que pzk-l[x) = Bk(x) = rk(w(x)). Além disso
w a" o© a”
p,(x) = TT(8 (x)) )= TT(r (w6x))) !

F=1 J=1

= an(xn,'

Passemos a demonstrar (b), Tomemos t = ¥{x)e[0,2n), xeD\S. Entio

por 6.18(2), 6.17(1}) e (1) temos que

n-1 ZR
R _f{t) = R_f(¥(x)) = k=0[§§[—L f(t}Wk(t)dt]Wk(w(x})

[j' f(w[y))Wk(lﬂ{y})dD’{yJ] Wk(gb{x])
o

=
|
[

=
1}
Q

= :U (_fogb)(y]pk(y)dﬂ’(y)] pk(xl
D



6.21. LEMA: Seja ke e O

= f (fow){ynnn(xi-y}dmty)
D

(_fon];)aan(xJ.

<m < 21 Entfo

(1) Pk, = Pkl P,
2%-1 2¥ 1

(2) ) P = 8, ) h Py
[l }=0

k—1

Demonstragﬁo: Seja n =2 "+ m. Segue por 6.15 que

m

k-1 a
= i
pzsc—1{x}pm(x) = 8, (x) :l;ll_(ejtx))

n

k a
= (ej{x)) 1= P, (X).
J=1

Agora, desde que p o ek. segue por (1) que
ok~

k k-1 k-1_

21 251 2¥ 1
) Py = ) Py = Pkt P,
k-1 1=0 }=0
1=2
2711
= pzk'1§ pj
)=0
271
=8, E'JHO Py
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6.22, LEMA: Para todo kzl,

k
{1) Dzk = E(]&BJ).

Demonstrac¢ao: Faremos a demonstracfo por indugdo sobre k. Para k =1 e

xel, temos por 6.20(2) que

DZ(x) po(xl + pl(x]

it

1+ BI(x).

Suponhames agora (1) verdadelro para kelN. Entdio por 6.21(2), temos que

para xeb,
oK+ 2% gkl
D2k+l(X) = ) pj(x) =) _ pj(x} +3 pj{x)
j=0 j=0 J=zk

k

2% 2"-1
= ) pJ(x} +e  (x } pj(x)
1=0 j=o

2 -1 k
= (1+ek+l(x)) Ej_o: pj(x] = (1+9k+l(x})zl'i;(1+aj(x})

k+1
= 1] (I+BJ(X]).

J=1
6.23. LEMA: Para tedo kzl e x,yeb,

2“ se ye x-;-Sk,

(1) Dzk(xi-y) = 4 .
0 se y¢ x+Sk
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Demonstragao: Segue por 6.22(1) que

(2) {y = [yn)neNED: Dzk(x-;-y] = Zk} =

X by
={yEID: JX"‘YJ (l) ]=lparalsjsk}.
yel: y.pald lsjsk}

{
. {yem k} - {ye[D: xis, =y -i-sk}
{

yel: ye x +S}

IF

=x+S.
k

Como l_'}2k{x-i‘y] =25 ou Dzk[x-i-y] = 0, entfo (1) segue de (2).

6.24. TEOREMA: Seja j'eLl[T.E). Entfio para todo k=I,

(1) Rkf = E[j/4 ].

Demonstragao: Seja te€[0,2n) e xeD\S tal que t = ¢(x). Se

k . -1,k
U =db: 1= j=2° b+ S =¥ (1),
k {J ’ } PR T U

entdo segue por 6.20(3), 6.23(1) e 6.17(1} que

(2) Rzkf{t] = Rzkf(w(x)) = (j'ow)*DZk[x)

= [ f((})[y])Dzk[Xi'delP{Y]
D

96



k

3.

[ f (w(y])Dzk{xly)le{ y}
bJ+SI(

]
—

|

zk

= :[z“J f(w(y))xb is (y)diP(yl] Xy 35 (X)
o 1k } K

J=1

[z"J I(w(y))xlk(w(y))dﬂ’(ﬁ]ka(wfx))
D J J

1l
N
| |F
—_——,
N
2 =
[ %]
A

5= f(s}xlk{s)ds] xlk[t)
o J J

]
ME
~
—
[

- J Fls)ds xlk(t}
|lj| * 2n] )
}

E[f /adk](t],
onde a Gltima igualdade segue por I1I-2.8(2).

’ . 1
6.25, ROLARIO: S = = - .
co eja feL(T,E), j’n E[f/An] e dn fn fn—l

Ent3o

n-1

: 2 -1,
(1) d (t) = [ "MW (1)

k=o

rn(t). neN.

Demonstracio: Sejam 2" = j=2"-1 e Osks 2"’ tais que

3 = 2”4k, Entso WJ = Wzn-lwk = r W, . Logo por 6.24(1) temos que

n n-1
2 -1 . AR
dn(t} = Rznf(t) - Rzn-lf(t) = Ejzo f(j)wj(t) - §J=o j'{j)Wj(t)
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2"-1 . 2" 1,
= FW () = FER" T+ KOW (H)r (1)
k n
J=2r1--1 J kad
2" 1
2 on-1
- F27+ k)Wk(t)]rn(t).

6.26. TEOREMA: Sejam n,keN. Entéo

1 2/
{1) o . Wn(t)Wk[t}dt = 0, n# k,
'
(2) = W'(t)dt =1, nz0.
2n o n

Para 1<p<w e feL’(T,E) temos que Rznf-——-)f Q.S € na norma
de L°(T,E).

Demonstracao: A demonstrag8o de (1) e (2) segue Iimediatamente pelo
fato que as fungles de Rademacher s8o ortonormnals. Agora, pelo teorema
6.24 temos que

fo = EL§/4.) = Ryaf

P_ X
(fn)nelN é¢ um LE martingal fechado em

Lp([O,Zn),E) por- f. Logo segue por II-4.6 que j‘n = Rznj'—)j' q.s.
e na norma de Lp([O,Zn),E).

para todo nz0O. Portanto
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CAPITULO Il

0S ESPACOS UM.D. E O OPERADOR DE CONJUGACAQ

Neste capitule caracterizamos os espagos de Banach  U.M.D. via
operador de conjugacio.

Na primeira segfio demonstramos que a propriedade WU.M.D. implica
na limitagdo do operador de conjugagio sobre LMTE), 1 < p < = Nés
nos baseamos na demonstragio dada por D. L. Burkholder em [5].

Na segunda secfo demonstramos que a limitag8o do operador de
conjugacio sobre LP(T,E), para algum 1 < p { w, implica que o espago
de Banach E tem a propriedade U.M.D.. Nés nos baseamos na demonstragdo
dada por J. Bourgain em [1].

EFm ambas as secgOes utilizamos propriedades da  esperanga
condicional, dos martingais, das funges de Rademacher e das séries de

Walsh-Fourier pertencentes ac Capitulo Il

1. CONDI(;RO NECESSARIA PARA QUE UM ESPACO DE BANACH TENHA A PROPRIEDADE
U.M.D..

A referéncia para os resultados apresentados nesta segfio é [5].

Nesta secdo e na proxima, E serd um espago de Banach com norma
i-], o toro T sera identificado com o intervale [0,2n) munido da
medida de probabilidade (1/2n)dt, o n=0, serfdo as fungdes de
Rademacher definidas no capitulo anterior e An’ para nz0, serd a
o-4lgebra gerada pelos intervalos diadicos I:, 1 =k = 27 isto &,

d =ocolr ,r,....r ).
n o 1 n

1.I. LEMA: Seja E um espago UMD, e 1 { p ¢ = Para cada k,neN,

seja wk:IRk——)_E mensurivel e sejam
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n
(1) v, = wk[r‘l,-..,rk} e fn = E\rkrkﬂ.

Entfic existe uma constante Cp, dependendo somente de p e E, tal que

anf2n n
. R TR . P p
(2) < ||jn||LE < L L “%Vk(th (81 dsdt = Cp”fn"LE.
Demonstracao: A sequéncia f = [fn]nﬂ é um martingal vetorial. De
fato, seja F =+ , nzl. Assim v = (v_) é uma sequéncia previsivel
n n+l ' n'nxl
n
velorial com respeitc a {jn)n?.l e h = [hn]n?-‘l definido por hn = ikhlrl“l’
nzl, ¢ um martingal real com respeito a [?n]n}l. Portanto por }1-4.4,
T & um martingal.
Fivemon  se[0,2n), lomemos ¢ = {s:kaal, l:k = rkﬂl‘:i] e seja
.
= a a ~ e
gn{t] *ekvk[t}l k+l[‘L], te[0,21), nz].
k=1
Entdo g = {gn]nﬂ ¢ o martingal transformado de f por £ e § é o

martingal transformado de g por €. Logo, comec E é um espago U.M.D.,

existe uma constante positiva Cp’ dependendc somente de p e E, tal

que
~1
Cp "fn”Lg = ”gn”LE = Cp"‘fn“LE
isto o,
2 _ 2 n
(3) 13, tshv (O (O] Fde = c"J Iy _v (o, (w]°dt
o k=1 ‘ P Q k=1 ¥
S
2 2T n
- - P P P
(4) L ”%Vk[th o BTdt s CDL ]Igrk+l(s)vk(t)rk+l(t]|| dt.
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Fixemos agora t€[0,2n), € para cada neN, sejam Fn, Gn:[O,zn)—

-~)IRn, pn:an—---—)lR. dados por

F (s)
n

(rz(s].ra(s],... ’rn+1(5})'

Gn(s)

(rz(t]r2(51,. . .,I‘ml(t]rml(s))

n
Qn(xl,...,xn] = ||gvk(t}xk||p.

Ent&o por II-5.8 e II-5.9, temos que
2T n R 2T n >
L IL_s for, (o)1 ds = L I_v, (o, (o, (O]

Portanto, integrando em ambos os membros de (3) e (4) com respeito a s

e aplicando o teorema de Tonelli, obtemos (1).

1.2. DEFINICAO: Para as fungdes de Rademacher ro n=2 e 0<38<1/2,

definimos para cada k,neN

dk = arzkn’ S T 6r2k’ Xn = Zek' Yn = :dk'

(1) k=1 k=1
X +iY,, Z =0,
n n

N
Il

Além  disso, se D = {zeC: |z| <1}, definimos a fungfo

©:f0,2n)——{1,2,...,0} como sendo
(2) T(t) = Inf {0: |Z (1)} =1},
onde por convengdo info = w, €

k-1
(3} X = P w = T :r(zj), k=1.
=0
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1.3. LEMA: Sejam T e w,_ como em 1.2 e S o operador definido em

I1-3.15(2), e para cada neN seja

n
(1) ‘fn = Ewkek. neN.

Entdo § = { _fn} é¢ um martingal e para todo k,neN temos

n=1

PN Vs

(2) w, o= x{"l‘.’?—‘k}, S(f) =877,

n
(3) TAD = Zwk.

k=t
Demonstragao: Seja ¥ = o{r_,r_,...,T ). Entdo f € F -mensuravel

n 2" 3 Zn+1 n n
e W ¢ F  -mensuravel, {sto ¢ w = (w) ¢ uma sequéncia
n n-1 n'nzi

previsivel com respeito a {?n)nzl‘ Como a sequéncia X = {Xn]nzl definida

em 1.2 & o martingal com respeito a [?n) segue por II-4.4 que

nzl’
f ¢ um martingal transformado de X por w e portanto é um martingal.

Temos que t{t)zk se e somente se |Zj{t)| ¢1 para todo
1

1

1A

j % k-1 e portanto wk{t) = 1. Por outro lado, se T(tPk, existe

1A

j = k-1 tal que |Z](t}| =1 e portanto wk{t) = 0. Logo W, & a
fungéo caracteristica de {t z k}.

Como a sequéncia de diferengas d = (koKz:l associada ao martingal
f ¢é dada por dk(t] = wk(t)ek(t), keN, te[0,2rn) e como wm(tJ =0 sge

m>t{t), entdo

S = [ w, we, ®1F) 7% = 8(_|w,w|*] 2
k=1 k=1

1}

5 [Zwk[t}] 172

k=1

172
T 7

8 t).

il

102



Finalmente, seja te€[0,2n) e nelN. Se ={t) { n, entdo wk(t} =0

se T(t)<k=n e 1 se | =k s 1(t). Por outro lado se nst(t),
n
wk{t} =1 para todo 1 = k s n. Portanto segue que nat(t) = )k;:wk(t}.
O resultado que daremos a seguir é uma simples pgeneralizacio da

conhecida Férmula de Taylor.

1.4. LEMA: Seja U < € aberto; a,beE; f, g:C——R fungbes de classe

c® sobre U (isto é, as derivadas parcials até aorden 3 de f e g
existem e s8o continuas em U) e z=x* iyoeu. S¢ w=h+ik=#0 e o
segmento de extremidades z, e 204- w  estd contido em U, entfo a

fungdo F:C——E dada por

(1 F(z} = af(z) + bg(z)

¢ de classe C° sobre U e
i 2
F[zo+ w) = F{zo) + Fx(zolh + Fy(zolk * 5 [Fxx{zolh + 2ny{zo)hk

2
+ Fyy{zo]k ] + E(h,k]),

onde

(2) E(h,k) = aEf[h,k) + bEg(h.k]

e

(3)  E(hK = 5. _Gm® +3F. (Dh%k + 3 (2K + (2K
f 31 xxx XXy Xyy yyy ’

(4 E () = g (Bh® + 3z (% + 3z _(BK® + g (5]
g’ FTt8xxx gxxy gxyy VYY '

para algum par z, z no interior do segmento com extremidades z e
Z + w.

0

Em particular, se as derivadas de terceira orden de f e g sdo limitadas
por M e |h| =3, |k|] =8, entdo
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. omas

(5) |E(h,k)| = 2M8°(|a] + Ib]).

1.5. LEMA: Seja NeN, a .08, b .., b elementos de E, z = x +ly

e w=nh+ik # 0. Sejam w, v:C-——E definidas por

N

u(re'e) =3y (a cos(ke) + bksen{ke))rk,
k=1
6 a
vire'}) = ) (aksen(kel - bkcos(ke])rk.
k=1

Entdo, para 0 =r <2, 0<8<1/2, |z| <1, |h] =3 e |k| =3,

(1) Jutz+w) - u(z) - u ()b - u @k - 6 (@2bk] < s’
e
{2) |¥(z+w) - v(z) - v (2h - vy(z)k - vxy(z}hk" < 78,
onde

3,N N
(3) ¥ = N2 E (a | + Io, -

Demonstragao: Seja Gix+y) = (x+iy)k para keN e |x+iy| < 2. Entdo as
derivadas de terceira ordem com respeitoa x e y de rkcos[ke) €
rksen(ke}, parte real e imagindria de G respectivamente, sfio limitadas

por k32k_3 e portanto para 1=k =N elas sdo limitadas por

M = N°2"3.Nao ¢ diftcil mostrar que

Logo para |z| = [x+iy| <1, |h)| =3 e |k| s 3, temos pelo lema
1.4 Qque

[ulz+w) - u(z) - ux(z)h - uytz)k - uxy(z)hk" = [E(h,k}|,
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onde

N
(4) E(hk) =¥ _ E'(hk),
Jj=1

] =
E’(h,k) = aJEfj[h,k) + bJEgJ(h,k).

_fj{B) = rjcos(jB), gJ(B) = r"sen(je] e Ej‘ , Eg sdo como em 1.4(3).
J 3
Assim para ! = J = N, temos por 1.4(5) com M = N2N3 que

[E' o) = 2N%2%8°(Ja | + b 1)
< N2 (Ja | + b, 1>
Portanto por (4)

N
|Eth,k)] < 63N32NZ(||ak]j + 4o )
k=1

e assim obtemos a demonstragiio de (1), A demonstragdo de (2} ¢

anilega a (1).

1.6. TEOREMA: Sejam E um espago UM.D., 1 {( p ( =, ncN e al,...,an,

t'-l.....,bN elementos de E. Entdo para todo r&0 , existe uma constante

positiva Cp’ dependendo somente de p e E, tal que

2n 0 2R 0
(1) |¥(re )| de = C; [u(re™ )| de
o

o

onde u e v s8o definidos em 1.5.

Demonstragao: Sejam ro nzl, as fungdes de Rademacher, O {( 8 < 1/2,
sejam d, e, X, Y, Z, T, X, w, como em 1.2 e seja
X k n n n k

como em 1.3. Vimos em 1.3 que w = e { €é um

=000 Kk X{T=k}
martingal.
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Seja neN e te[0,2n) tal que t{(t) > n. Como W entdo

wk(t) =1 para lsk=<n e |Zn(t)l < 1. Assim

n n
(2) [§, (0] = |gwk(t)ek(t)| = 'E‘"k“"
= 1%, 001
s |Z (1] < L

Por outro lado, se nzt(t), wm(t] = 0 para mzt(t)+l e assim

(3) [j'n[t]' = |el(t) + ...t et(t)l = |X1:(t]|
< |XT_1[t}| + Iet(t)l =1+38<2

Por 11-3.17 e 1I1-3.18, existe uma constante positiva Cp’ dependendo

somente de p, tal que
IsH, = c 5], EOTERA T,

Portanto segue de {2), (3) e 1.3(2) que

1/2 -1 -1 -1
4 =4d |5 3 C 3 C
) |72 = 7Sl s 87 sl s 287
e

1/2y2 _ -2 A -2_.2
(5) ||r||p = e ||2p =3 ||s(fJi|2p = 457°C.
00

Em particular temos que 7t = g wk ¢ finito g.s. e assim
(6) zinir—l)]m Z'l:/m = Z'1: q-s.

Se nelN e te[0,2n) é tal que n=t(t), entdo
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(2] s [Z _ ()] + |e (1) + id (t)]
<1+ 28 < 2.
Por cutro lado, se nzt(t), entlo
[z, 0] s |z__ @] + Je () + id_(t)]
{ 1+28 € 2,

e consequentemente
(7 |Z | < 1428 < 2.
TAN

Agora, por (6), {7) e pela definico de T temos

(8) 1 = |ZT| = 1423 < 2. gq.s. .

Fixemos neN e sejam
h
U = Ewk[ux(zk_l)ek + uy[Zk_l]dk]

n
W = Ewkuxy{zk_ . )dkek.

Suponha que wk{t] = 1. Entdo |Zk_1(t)] <1, |2k(t)] < 2 e segue

do lema 1.5 que
||ll(Zk{tJ) - u(Z, (1) - u (Z, {the, (t) - uy(zk_;tl)dk(t)

3
- uxy(ZkﬁSt})dk{t)ek(t}" < ¥8.

Assim
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3
_l}dkek" < 75 W

wk’[U[Zk) - u{Zlul—lj - ux(zk—l’ek- uy(zk—l)dk_ uxy{zk

e portanto

(9) [y_w, (u(z) - w(z,_)) - U- Wj<g8y w,.
k=1 k=1

Se n= t{t), temos wk(t] =1 para 1 =<k =n e assim
n
k:ﬂwk{t)[u(Zk(t]) - u(Zk_l(t))] = u(Zn(tJ).

Por outro lado, se n>t(t), entdo wK{t) =1 se 1=k=-1(t) & O se

T(t)+l = k = n e assim

n
Ewk(t}[u(zk(t}) - u(Z, _ (th] = u(Z_(t]).

Consequentemente

n

E wuz)-wz, J)=uz )

e portanto segue por (9) e pela desigualdade de Minkowski que
3
“u(z-mn) - U - W]} < 78 (zan),

3
Jutz_, ) - 'U"LE s "w"pr: + 70 ||-mn{|p.

Logo por (5} temos

2
(10} "l"(ZrAn] - U"LE = IIWHL;; + 43’5Cp.

A seguir estimaremos W na norma de LP(T,E}. Nio ¢ difieil ver

que
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J=1
onde
2j-1 n z2)-1 2)-1, 18 |
W = k:lwkuxy (Zk_l)dkek. u (re ") = r-cos(jo),
2] o 2j 2y, 10 |
= gwkuxy(zk_l)dkek, u (re ) = r’'sen(j6).
J o s 2}-1 2 . .
Usaremos o simbolo u para indicar u oy u indiferentemente e

w! para indicar wi 't oy WZJ indiferentemente. Lembremos que neN

estd fixo. Entdo a sequéncia W = (gm)mzl definida por &, =8, S€ m>n

m

e g = wul (z de se m=n & um martingal com respeito a
m o =Tkxy Th-1T Rk

[gm]mzl’ onde Ecm = (}*(r‘z,.....r‘zm+1

E[gm+l/S‘m] =g, =g e para n{m, segue por II-1.3(d} que

). De fato, para mzn, temos que

Ele,,, /%] = Flg, + W, Uz (2 )d /%]

mxxy m’ m+1%m+1/ m

=g +Ew_ ul(z ) /% 1

leY mm+1m+1 m

_ J
&0 Y Yma xy{zm)E[ m+1€m+1” 7 m]

= gm_

Portanto w ¢ um martinga! com sequéncia de diferencas d'= {dm]mﬂ

dada por d’ =w w!(Z ) e se 1=m=n e O semdn. Observe que
m mxy m-1" mm

]uiy (z_)d e | = j%3% para todo mzl. Entfo por II-3.17(1), 1.3(3) e

- s G0l = Gl (1Y),
al 1 2)1s2
- [)r;|wmuxy(2m_l)dmem] ] 1,
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n

Sod] 172
< €l [Twad*s") 2,

m=1
2.2 a 172
< N%s%C | [)n;w'“] I,
= N°8%Cl(ean) %)
s 2N%s¢%,
p

onde a constante CP é a mesma constante de (4) e (5). Assim pela

desigualdade de Minkowski, (11) e 1.5(3) temos que
@ Wl =T e W+ Topo I
E =1 P j=1 ) P
2.2
s 2N%C? T (fa | + Iv, 1)
}=1
2 3 N
< N2 _(la ] + [, ])
y=1
_ A2
= Cp'xa.
Logo por (10} e (12) temos
2 2 o2
(13) juz_ ) - U[|L:: = G Y8 + 433G, = 5C y8.

Similarmente, se demonstra que

2
(14) vz} - V"LE = 5C 3,

onde

n
V o= E v.'\.'lll[thzk_l)ek + vy(Zk_l]dk].
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A seguir vamos demonstrar que existe uma constante Ap. dependendo

somente de p e E, tal que

pﬁﬂﬂUu p.
P 'Lp

IIVIILE

Podemos escrever

Zn . 2n
U= =
ki lukrk+1 e v kE 1 vkrk)'1

onde u e v _ sdo sdk-'mensuraveis para todo 1 < k < 2n. Logo como E
é um espage U.M.D., entdo pelo lema 1.1, existe uma constante Bp,

dependendo somente de p e E, tal que

asy  jv|Fe =
LE

o Jo

ZW{2TW n
< BPJ [ ”ESWk(t)[Vx(Zk_gt))r‘zk{s) + vy(zk_it})r2k+gs)][[pdsdt

2|2 n
P
(16) L L "ank(t][ux(Zk_it])er(s) +u (Z, (), ()] dsdt <

P
= BP"U"LE.

Nio & dificil ver que u, = vy € u}r =V Portanto a expressio do

lado direito de (15) & igual a

ZO|2T 0
(17} J J ”ESWkIt)[—uy(Zk_it))r‘Zkts}+ux(Zk_it])rzkJs}]"pdsdt.

o JO

Por 1I-5.4 e II-5.8 segue que as fungdes
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F{s)

(-rZ[sJ,PS(s],-r4[s],...,r n+1[S])

2

Gl(s) (rs(s],rz{s),rs{s),...,r +1{S)'r2n(5))

2n

tém a mesma distribuigSo. Logo por I1I-5.9 temos que a integral de lado

esquerdo de (16) & igual A integral em (17). Assim

(18) V], » = BZPjuf, ».
LE p LE
Logo por (13), (14) e (I8) temos que
2
. (19) HV(ZTAI‘)]"LP = "V"Lp + SCP‘JS
E E
827U 5C%ys

=B P(Juz, An]"LE + 5C 78) + 5C 78

2/p

_ p/p 2
=B IIU(ZTAn)“LE + 5C (B P+ 1)78.
Como u e v s3o0 continuas e limitadas e por (6) lim Z = 2Z  q.s.,
n—>o TAR T
entio rl‘i_rgm u[ZTAn] = u{ZT) g8 e },lfﬁm“(z-mn) = v[ZT] g.s..Portanto

pelo Teorema da Cenvergéncia Dominada para integral de Bochner e por
(19) temos

2/p

+ 1)rd.
D )13

2/p 2
(20) s B -HU(Z"‘)“LE + SC (B

|| v{Zl_)"%

A degigualdade em (20) também é verdadeira para as functes ¥ oe v

definidas por

u“(r‘elg) = u(rel{gﬂx}), va(rele) = \af(r‘el{m'atJ

).
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A funcfo ZT depende somente de 0 < 8 ¢ 1/2 e das fungbes de
Rademacher. Portanto para cada te€[0,2r), existe um unico 8(8,t)e[0,2nr)

_ 18(3,t)
tal que Z_r(t) = IZT{t)le . Logo

o _ 1{e(3, t)+x)
vi{(Z () = v(|ZT(t}|e ).
Assim aplicando Tonelli e fazendo a mudanga de varidvel 8 = 6{45,t) + &

obtemos

eu{zn 22|
J J "V‘x(zt(t})updtd“ = ||V(IZT(t)Ielle{6n t)"’a])[[ pdadt
o lo Jo Jo
(2R [ 21 .
- [¥(l1Z,(t)| ') | Pdadt.
Jo Jo T

44
Da mesma forma conseguimos a igualdade acima para u . Portantg, coma a

igualdade (20) ¢ verdadeira para as fungdes e v segue que

2T i 21 ‘e, yp
{21) JO EJ; ||v(|Zt(t}|e )} dadt =

2’ Zn

= 2"13;{ =|  lu(|Z_(0]™)) dadt + nz"“s"c;"(B;’ P+ 1)P7P8"
o) [»)

Quando &—0, temos por (8) que |Z_L_|—>1. como u e v sdo continuas

e limitadas, entdo pelo Teorema da Convergéncia Dominada para Integral

de Bochner, fazendo 8-—-0 em ambos os membros de (21) obtemos

2% 2R

2n N
A |vte m) i Pda = ZpBZ—-—1 [ute la) I Pde,
P
0 o

isto é, obtemos (1) para o caso r = 1. Como a desigualdade acima ¢é
verdadeira para al,..:,aN, bl""'bu em E arbitrérios, entio (1)
¢ verdadeira para todo r>0, Portanto o teorema estd completamente

demonstrado.
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1.7. COROLARIO: Seja E um espago UMD. e 1<{p<{w Entio o
operador de conjugagdo f r-—-;? estd bem definido e é limitado sobre
LT E).

Demonstracao: Sejam uw e v definidas em 1.5 com r = 1. Entfo, pelo
teorema anterior, existe uma constante Cp, dependendo somente de p e

E, tzal que

(1) "V"LE = Cp"u“]_é'

Por 1-3.20, temos que u = v. Entéio segue que ¢ operador de conjugagio
¢ limitado sobre os polindmios trigonométricos que, segunde 1-3.9, séo

densos em LP(T,E). Portanto por I-3.21, temos que

flye s c [F) e
) IILE ol IILE

para toda feLP(R,E).

2. CONDI(;KO SUFICIENTE PARA QUE UM ESPACO DE BANACH TENHA A PROPRIEDADE
U.M.D.

A referéncia para os resultados apresentados nesta segBio é [1l. Os

resultados desta segdo também pode ser encontrados em {18].

2.1. DEFINIGAO: Seja neN e %cLYT",E). Para cada meZ" definimos o

coeficiente de Fourier &(m) por

$(m) = ﬁn‘[ s(a)e '™ Cge
Tn

one
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2.2. DEFINICAO: Seja _feLl(T,E). Definimos o espectro de f, que

denotamos por Esp(f), como sendo o suporte de f , Isto é,

Esp(f) = {nel: }(n) 2 0}.

Analogamente definimos o espectro de QELI(TH,E), neN, por
Esp(®) = {mez“: ®(m) = 0}.

2.3. OBSERYACAO: Sabemos por 1-3.9, que os polinémios trigonométricos
de uma variadvel s#o densos em LPT,E) para 1 = p < w. Similarmente
temos que os polindmios trigonométricos de n  variaveis sdoc densos em
LP(TE) para 1 = p < w.

Suponhamos que o operador de conjugagdo seja limitado sobre
LAT,E), 1 ¢ p ¢ m. Entdo por I-3.22, temos que para toda feLP(T,E),
Hf = ? onde H ¢ a transformada de Hilbert sobre o toro definida em
I-3.18. Assim nesta segio a conjugada de feLP(T,E), 1 < p < », serd
denotada por Hf. Se m = (ml....,mnlezn escrevemos  flmlif = |m1| +..

veit |mn[.

2.4. LEMA: Suponhamos que o cperador de conjugagfdio esteja bem definido
en LP(T,E) para algum 1 s p < w. Seja (pELw{T) tal que ¢ (0) = Q,

seja keN e seja &: T"—E o pelindmio trigonométrico dado por

_ 17+86
(1) 28 ....8,) = §“ b el peT".
rlI=sN 1 k

Seja O = n1< n2<...< nk( n uma sequéncia crescente de k+1 nimeros

ke+1

. | S
inteiros tal que nLs nkN + 1. Enté@o para (el,...,ﬂk,x)eTH Tixo,

temos para todo w«agT que

(2) H(@(elmltx..--,Bk+nka}qo(x+nk“oc)) =
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= @(Blmloc,...,Gk+nkoc)H(qo(x+nk”o:)).

Demonstracgao: Para {Ell,...,ek,x}(sTl”l fixo definlmos as fungdes

fiT—E e gT-—3R por

fla) = 06 +n a,...,8, +n a), glo) = glxsn, o).

Temos que

fla) = : b eia'-a el[nlyl+...+nk7k)a

TeMEN Ty

e assim

Esp(f) < {jezz j= nlarl+...+nkark. IleIsN}.

Logo se j = n1y1+...+ nk'xkeEsp(j) temos que

li] = |arl]n1+...+|1k|nk =nN<n

e assim Esp{f) ¢ (-n, ,nk+1). Portanto podemos escrever

+1

(3) fla) = bel*
ji<n J
k+l

onde os b-1 sdo os coeficientes de ®. Usando propriedades dos

coeficientes de Fourier obtemos que g(mnk 1) = o(m)e™ se meZ e
+

glj} = 0 se jz{mnkﬂ: mEZ}. Portante a série de Fourier de g €

4) : o(m) elmx elmnk+1ot
m#0

e a série de Fourier da conjugada Hg ¢

. - Imx _imn_ o
(5) Em:O (—1)sgn(mnk+1)<p{m) e e k+ .
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Como f, fgeL™(T,E} e Hf, H(fg) estdo bem definidas, entfio segue por
(3), (4) e (5) que

b ;(m]elmx e1[_j+n‘mlm)oc

: J
m#0 |j <n]‘:+1

E (-i)sgn(mn_ )b ¢(m) o!MmX el(ﬁmnku]a
- k+1 )
m#0 | <l-lk+1

sfio as séries de Fourier de fg e §fHg respectivamente e

E (—l]sgn(j+mnk+l}bj'p{m) RLS el(J+mnk+1}oc
m=0 [j|<n
k+1
¢ a série de Fourier de H{fg). Agora, como -n, 1( J < DL entdo
j +mnk+1> 0 se m>XO e +mnk+1< 0 se m<0. Logo temos que

sgn{j+mnk”) = ggni(m) = sgn{rnnk“]

e portanto as séries de Fourier de fH(g} e de H{fg) coincidem.

Consequentemente fHg = H(fg) e assim o teorema est4 demonstrado.

2.5.LEMA: Seja 1 < p { @ e suponhamos que o operador de conjugagio
esteja bem definido e seja limitado sobre LP(T,E). Para cada k=l seja
(bk eLp(Tk,E}, QOEE e para cada k=1 seja tpkeLm(T) tal que (;K(OJ =0
para todo kzl, Entéio existe uma constante CP' dependendo somente de

p e E, tal que, para todo neN,

n k=1

n
(1) [ I]):}bk_l(el,...,ek_l)H@k{ek)npde s
T

I n
= c;J' s, 0.8, )0 )]°de.
Tn k=1
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Demonstracao: Suponhamos primeiramente que os Qk sejam polindmios

trigonométricos, isto &,

14 1y 6 k
d(9,,... = E €T .
(OyeBy) ba',....ar e »
!lg'llst 1 k
Fixemos 61"”’91.(’91: leT.' Definimos uma sequénecla crescente de inteiros
+

i = = + k=],

{nk]kzx por indugdo, tomando n 0o e noy nka 1 para

Entfo pelo lema 2.4 temos que

n_ o)) =

+ .,8 + +
H(¢k[81 % ’Sk nka)wki-l(ekd k+l

n ol

= +
¢k[91 nla' '9k+nka)H(¢k+l(9k+l+ k+1

para 0O = k = n-l. Portanto, como o operador de conjugagdoc ¢ limitado

sobre LP(T,E), entfo

n

[ ||§k 'bk_!(elfrnloc,...,Bk_l+nk_lotJquk(ek+nka)||pdoc =
=1

T

n
P
J' IJEH(Qk_l(Blmloc,...,Bk_1+nk_lu]tpk(9k+nka])|| do
T &=

1A

n
P P
CPJ "gdlk_lfelmia,.-- .Gk_l+nk_loc]¢k[ak+nka) | " dex.
T

Logo integrando ambos os membros da desigualdade acima com respeito a
8 ,...,06 ,aplicando o teorema de Tonelli e usando o fato gue as medidas
1]

oo
[l/2n}d91, 1 = i = n, sdo0 Invariantes por translagdes, temos que

n
p
| I 0,0, me 0170
L
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n

P P

< cpJ 132 _,,..6 Jet8)] ds.
Tn k=l

Passemos agora ao caso geral. Como os polinmios trigonométricos
de k variaveis sfo densos em Lp(Tk,E], entdo para cada kel existe uma

sequéncia (PI;: )meiN'
m

l:’k_—-><I1k na norma de Lp(Tk,E). Por outro lado, como gokeLp(T}, segue

pelo teorema de Tonelli que

de polinémios trigonométricos de k varlaveis tal que

m m
19,200y = Pk“’mHLE s fo.lple, - pk"LE'

e portanto Pilgokﬂwmw P na norma de LP(T*'LE), Analogamente,

k' k+1
p m
como quk 161_ {T,E), temos que PkHtlel—)f#kHtpk+1 na norma de

Lp{TkH,E}. Logo para neN, temos

n n
m
2) L A BEC AN
k=1 k=1
n m n
(3) );P . He,—— E@k_lﬂqpk

na norma de LP(T",E). Assim temos que
n
3¢ ,(8,....6 e (8)} p =
k=t E
n n m
= ||g¢k_1(91,....ek_l}Hwk{ek) - Epk-xml""'ek-l)H“’k{BkJ”LE
S m
+ J|EPk*1(61,....ek_l)l{wktek)lll_g

n n
= _ Tl
= ||g¢k_1(al,...,ek_lmgok(ak) Ek_IPk__l(Bl,...,Bk_l)Hqulﬁk)HLE
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I
' CP“EP AR LE:.

Fazendo m—>w em ambos os membros da desigualdade acima, segue por (2)

e {3) que
s n
"E“'k-l“’x"“'Bk-x}““’kwk)HLE = Cpugﬁ-xw:""'Bk_l}“’k‘ek’HLE-

2.6. OBSERVACAO: Sejam p, H, 2, P € Cp nas condigdes do lema
2.5. Entéo

n
(1) J Iy e, 6.6 (6 )| de =
T

n k=1

n

P P

=< cpJ ||:¢k_1(el,...,ek_l)l{q:k(ek}" de.
.rn k=1

Com efeito, como qu(OJ =0, temos que H(Hp ) = -¢ . Portanto (1)

segue por 2.5(1).

2.7. TEOREMA: Seja ! <{p<w e suponhamos que o operador de
conjugagio esteja bem definido e seja limitado sobre LF(T,E). Entdo E
tem a propriedade U.M.D..

Demonstrac¢ao: Seja f = [fk) um LE- martingal diddico fechado tal que

kzo

fo =0, seja nel e € = (cl,...,e )e{—l,l}n. Por [I-6.25 a sequéncia
n

de diferencas (dk}kzl’ dk = f- fk—l’ tem a forma

dk = Dk~1(rl"“’rk—1)rk' kelN,

onde DkeLp{Tk.EJ para kzl e D_ ¢ constante.
Seja wT—R dada por u(t} = sgnlcost). Como u € par, entdo

Hu ¢ impar e assim paratodo ] sk =sn e akeT temos que
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(1} ekHu(Gk) = Hu(ckﬂk].

Seja 9 _ (0 ,.,0 )=D__ (ue)..,ule ), 1=ksn Entfo

por 2.6(1) e (1} temos que

n
1= J ||);";Pk-1(“{91”""“(eu-n))“wk’"pd“
™ *°
n
= cP ||}I;sk1)k_l(u(91],...,u(Okﬂll)Hu(Bk)||pde
.Tn =
n
= P P
= cp n||E[)k_1(u(el},...,u(eak_l))Hu(ekek)“ de
’T
=1.
2

Trocando (91,...,9n) por (8191,...,5.‘“9“) em lz, e aplicando 2.5(1)

obtemos

= P - P
I2 = CPJ' [[EDk_l(u{el),....u[Bk_lJ)Hu(ek)ﬂ de
T *7

n k=1

5 n
= C DJ 2D, ,(ute )...,ul6, _ Ijule )| Pde
T

Considere as fungdes Fn:T"———mn, Gn:T~——>R" e P y';n:!R"-——iR

definidas por

Fn(el....,en] = (u(‘Bl},...,u(en)),

G (1) = (r (),...,r (1))
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e
. P
P xnx ) = ||kZﬂDk_1(xI,....xk“l)xkﬂ ,
ZNE S S || eD, ( ....xk"l)xk"p.

Entdo por 1I1-5.8 e II-5.9 segue que

2n 2L n »
I =[ y (G (1)dt = Jo ||Eekdk(t)|| dt

2p 2N 2p 2 n p
= G (t))dt = C d ()| Pdt,
I, CPJ ¢ (G, (t))dt > L ||g ! |

e portanto temos

n n
2
(2) 2,4, e = CA_d, 1y
k=1 E k=1 E
* — = P_ ) ) .
Seja agora neN e f = (fk)kao' fo 0 um LE martingal diadico
arbitrério. Entio f= = U;]k*o’ onde f" é o martingal f pardo em n,
é um Ll'p:—- martinga! diddico, fechado por j‘n. Como
n bi]
A = Iy = Fx = I S

para 1 =k =n e {2} €& verdadeiro para o martingal _fn, entdo (2)

também ¢ verdadeire para f.

2.8. OBSERVACAO: Seja | < p < w. Entdo temos provado que E ¢é um
espago U.M.D. se e somente se o operador de conjugaglo estéd bem definido
e & limitado sobre LP(T,E).

Na quarta secdo do Capitulo I, mostramos que a transformada de
Hilbert estd bem definida e é limitada sobre LP(R,E) se e somente se

o operador de conjugagio estd bem definido e é limitado sobre LP(T,E).
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Além disso, a limitacio da transformada de Hllbert sobre LPR,E) ¢
equivalente & limitagdio da transformada de Hilbert maximal sobre

L"(R,E). Loge E & um espago U.M.D. se e somente se a transformada de

Hilbert ou a transformada de Hilbert maxlmal é limitada sobre LP(ER.E}

para algum 1< p < »
Finalmente, um espago de Banach E tem a propriedade U.M.D, se

e somente se uma das condigBes do teorema 3.17 do Capitulo I

& satisfeita.
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