
' . 

A TRANSFORMADA DE HILBERT E OS ESPAÇOS U.M.D. 

Este exemplar corresponde a reda­

ção final da tese devidamente coE 

rigida e defendida pelo Sr. FILI­

DOR EDILFONSO VILCA LABRA e apro­

vada pela comissão Julgadora. 

Campinas, 18 de dezembro de 1991. 

Prof. Dr. 

J J'! tA 
I ' 

. ' 
Tozoni',_ 

Dissertação apresentada ao Instit! 

to de Matemática, Estatística e 

Ciência da Computação, UNICAMP, c~ 

mo requisito parcial para obtenção 

do titulo de MESTRE em MATEMÁTICA. 



" . 

A TRANSFORMADA DE HILBERT 

E 

OS ESPAÇOS U-M·D· 

Filidor E. Vilca Labra 

• 
Prof. Dr. SERGIO ANTONIO TOZONI 

Orientador 

Dissertação apresentada ao Instituto de Matematica, 

Estatística e Ciência da Computação, UNICAMP, como 

requisito parcial para obtenção do Titulo de Mestre 

em Matemática. 

Dezembro - 1991 



AGRADECIMENTO 

Ao Prof. Dr. Sérgio Antonio Tozoni, Pela orientação amiga e incentivo 

constante durante toda realização deste trabalho. 

" . 

Ao Prof. Dr. Benjamin Bordin, pelo incentivo e boa disposição e à 

Sr. Fátima Espindola por sua ajuda na lmpresão desta tese. 

!J: 

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnológico - CNPq, 

pelo apoio financiero. 

A meus amigos da maricolândla que me incentivaram, em especial a meu 

amigo Tomas E. Barros. 

Agradeço finalmente a Deus, por ter possibilitado todos os agradecimentos 

acima. 



• 

' INDICE 

INTRODUÇÃO, ................•..••.••....•...•......•..•..••..•••••••••• OI 

CAPITULO I, A TRANSFORMADA DE HILBERT E O OPERADOR DE CONJUGAÇÃO •••••• OI 

1 . A INTEGRAL DE BOCHNER ..• , • , ................ , . , .... , ......... O I 

L. TRANSFORMADA DE HILBERT NA RETA ............................. 06 

J. SÉRIES DE FOURIER E OPERADOR DE CONJUGAÇÃO ••••.••••••••••••• 17 

4. RELAÇÃO ENTRE A TRANSFORMADA DE HILBERT E O OPERADOR DE 

CONJUGAÇÃO ...................... , ......... , .. , • ,. ........... 37 

CAPÍTULO I1: MARTINGAlS , FUNÇÕES DE RADEMACHER E Sf:RIES DE 

WALSH-FOURIER ... ~ ....... , ....... , .. , ...........•......... 52 

/1 I·:SPI::HANL;A CONIJlClüNAL HEAL .......................•.......• 52 

2. A ESPERANÇA CONDICIONAL VETORIAL. ........................... 54 

J. MARTINGAIS REAIS ............... , ...... , .. , ... , .............. 62 

4. MARTINGAIS VETORIAIS ............... , ...... , ................. 67 

5. AS FUNÇÕES DE RADEMACHER . . . , ........... , ...... , ............. 7 4 

6. SÉRIES DE WALSH-FOURIER ............................ , •. , .. ,, .81 

CAPÍTULO III: OS ESPAÇOS U.M.D. E O OPERADOR DE CONJUGAÇÃO ............ 99 

1. CONDIÇÃO NECESSÃRIA PARA QUE UM ESPAÇO DE BANACH TENHA A 

PROPRIEDADE U.M.D .......................................... 99 

2. CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA QUE UM ESPAÇO DE BANACH TENHA A 

PROPRIEDADE U.M.D ......................................... 114 

B!BL!OGRAF!k ....................................••.•••••••. , •• , ••••• 124 



INTRODUÇÃO 

O objetivo deste trabalho é estudar a caracterização dos espaços 

de Banach E para os quais a transformada de Hilbert está bem definida 

e é limitada sobre LP(IR,E), 1 < p < co. Primeiramente estudamos as 

relações entre a transformada de Hilbert e o operador de conjugação no 

caso vetorial e em seguida estudamos a caracterização dos espaços de 

Banach para os quais o operador de conjugação está bem definido e 

é limitado sobre LP(T,E), 1 ( p < oo. 

Dizemos que um espaço de Banach E tem a propriedade U.M.D. se, 

para todo espaço de probabilidade (n,3',P) e para todo 1 < p < co, 

existe uma constante CP, dependendo somente de p e E, tal que 

llc d + ... + c d IIL' < 
I l n n E c lld + .... + d IIL'' p 1 n E 

para todo neiN, toda sequência (ck )ki!!l com ckE{-1,1} e para todo 

martingal f = (f k)k:i!:o sobre (r.I,:Jo',P) e com valores em E satisfazendo 

f = o o ' onde dk = f f D. L. Burkholder [4] 
k - k-( 

caracterizou 

geometricamente os espaços com a propriedade U.M.D., isto é, mostrou que 

E tem a propriedade U.M.D. se e somente se, existe uma função simétrica 

e biconvexa Ç:ExE--41R satisfazendo ~(0,0) > O e Ç(x,y) ~ lx + Yl 

se [ x J ::s 1 ::s / y [. Depois D. L. Burkholder [5] mostra que se E tem a 

propriedade U.M.D., então o operador de conjugação é limitado sobre 

LP(T,E), 1 < p < oo, e J. Bourgain [1] mostra que se o operador de 

conjugação é limitado sobre LP(T,E), 1 < p < oo, então E tem a 

propriedade U.M.D •. Em [6], D. L Burkholder dá uma outra demonstração 

de que a propriedade U.M.D. implica na limitação do operador de 

conjugação sobre LP(T,E), 1 < p < oo, utilizando integração estocástica 

e nesse trabalho dá uma nova demonstração da caracterização geométrica 

dos espaços U.M.D.. Em [12], D. J. H. Garling caracteriza os espaços 

U.M.D. em termos de movimentos Browniano. 
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O Capitulo I tem como objetivo principal estudar as relações 

entre o operador de conjugação e a transformada de Hilbert no caso 

vetoi·ial. Primeiramente mostramos que a transformada de Hilbert é 

limitada sobre e(IR,E) se e somente se a transformada de Hilbert 

maximal é limitada sobre LP(IR,E), 1 < p < oo. A demonstração é feita 

seguindo as linhas do caso real que é encontrado em [21]. Em seguida 

mostramos que para 1 < p < oo são equivalentes: o operador de 

conjugação é limitado sobre LP(T ,E), o projetor de Riesz é limitado 

sobre LP(T,E), a série de Fourier de qualquer feLP(T,E) converge 

para f na norma de LP(T,E). Finalmente, nos baseamos em [8] e (17] 

para mostrar que o operador de conjugação está bem definido e é limitado 

sobre LP{T,E) se e somente se a transformada de Hilbert está bem 

definida e é limitada sobre LP(IR,E). Observamos que em [8] e [17] 

não está claro que se um dos operadores acima está bem definido, entã.o o 

outro também está bem definido. 

No Capitulo 

condicional e dos 

11 enunciamos 

martingais que 

algumas propriedades da esperança 

serão usadas no Capitulo III. 

Estudamos propriedades das funções de Rademacher e das séries de 

Walsh-Fourier no caso vetorial. Mostramos que se R f, são as somas 
m 

parciais da série de Walsh-Fourier de feLP(T,E), 1 < p < CQ, então 

(R 2 nf)n~l é um martingal que converge q.s. e na norma de LP(T,E) 

para f. O objetivo principal deste capitulo é servir de referência 

para o Capltulo lll. 

No Capitulo 111, nos baseamos em D. L. Burkholder [5] e J. 

Bourgain {1] para mostrar que um espaço Banach de E tem a propriedade 

U.M.D. se e somente se o operador de conjugação está bem definido e é 

limitado sobre LP(T,E), 1 < p < w. Neste capitulo estilo os resultados 

principais deste trabalho. Procuramos detalhar e explicar com cuidado 

os resultados encontrados em [5] e [1). 

li 
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• 
CAPITULO 

A TRANSFORMADA DE HILBERT E O OPERADOR DE CONJUGAÇÃO 

O objetivo principal deste capitulo é comparar a transformada de 

Hilbert com o operador de conjugação no caso vetorial. 

Na primeira seção enunciamos algumas propriedades da integral de 

Bochner e definimos os espaços LP(r.!,E) e lp(E) para um espaço de 

Banach E e 1 s p :S oo. 

Na segunda seção definimos a transformada de Hilbert vetorial e a 

transformada de Hilbert maximal no caso vetorial. Demonstramos algumas 

propriedades desses. operadores equivalentes a resultados do caso real 

encontrados em [21]. 

Na terceira seção estudamos as séries de Fourier sobre o toro, o 

operador de conjugação e o projetor de Riesz, tudo no caso vetorial. 

Vários resultados encontrados em [13] e [22] são estendidos para caso 

vetorial. No teorema 3.17 caracterizamos a limitação do operador de 

conjugação sobre LP(T,E) via convergência das séries de Fourier em 

LP(T,E) e via limitação do projetor de Riesz sobre LP(T,E). 

Finalmente na quarta seção mostramos que a transformada de Hilbert 

está bem definida e é limitada sobre LP(T,E), 1 < p < m, se e somente 

se o operador de conjugação está bem definido e é limitado sobre 

L'(T,E). 

1. A INTEGRAL DE BOCHNER 

Uma referência para os resultados desta seção é' a Capitulo UI de 
[9]. 

Nesta seção (Q,~,Jl) será um espaço de medida o--finito e E será 

um espaço de Banach com norma 11 · 11· 

1 
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1.1. DEFINIÇÃO: Uma função f:O-?E é chamada simples se assume apenas 
-1 

um número finito f(O) = {ak: 1 ~ k ~ n} de valores em E e \ = f (ak)e:f 

para todo 1 :s k :s n. Dizemos que 

n 

(1) f= L ·.~A 
k=1 k 

é a representaç~o padr~o de f. 

1.2. DEFINIÇÃO: Uma função f:O~E é :?F-mensurável, se existe uma 

sequêncla (f l ,., de funções simples definidas em O a valores em E, tais 
n nen 

que 

(1) lim llf -fll = O q.s. 
n----?CO n 

1.3. TEOREMA: (a) Se f, g são funções :?F-mensuráveis e o:eR, então f+g 

e o:f são :1-mensuráveis. 

(b) Se f é limite q.s. de uma sequênc!a de funções :f-mensuráveis, então 

f é ?F-mensurável. 

1.4. OBSERVAÇÃO: Se E for separável, então uma função f:tl----?E é 

:1-mensurável se e somente se t-1(B)e:f para todo boreliano B de E. 

1.5. DEFINIÇÃO: Dizemos que uma função simples 

Bochner-integrável se a função X-----711 f(x) 11 é J,.L-integrável. Se 

é uma representação padrão de f e Be:!f, definimos a integral de Bochner 

de f sobre B por 

(1) J fd~ = 

B 

2 



1.6. OBSERVACÃO: Como 

então a integral 1.5(1) está bem definida, para todo Be!f, e também temos 

(1) 11I fd~ 11 ~I //f//d~. 
B B 

1.7. DEFINICÃO: Uma função f:~E é Bochner-integrável se existe uma 

sequência (f ) "" de funções simples Bochner-integráveis, tal que 
n neu1 

(1) f ----> f q.s. e lim I //f -f//d~ = O. n n---?oo n 

~ 

Definimos a integral de Bochner de f sobre Be!f por 

(2) I fd~ = lim I f d~. 
n---?oo n 

B B 

1.8. OBSERVAÇÃO: O limite de J f dj.t, quando 
B n 

n~ oo, existe e independe 

da sequência (f ) '"' considerada. Com efeito, se Be:1 
n nEu1 

11I f d~ -I f d~~~ , I //f -f //d~ ~ I //f -f//d~ • I //f -f//dJ.L n m nm n m 
B B B B B 

e como 

lim I //f -f//d~ = o n---?oo n 
B 

3 
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temos que (J f dll) ,.. é de Cauchy em E. Portanto essa sequência converge 
B n ne", 

em E. 

Para provar a independência da sequência, consideremos duas 

sequências de funções simples (f 
0

)neiN e (g
0

)ne!N Bochner-integráveis 

convergindo para f q.s., tais que 

Como 

então fazendo fl--)co em ambos os membros da desigualdade acima, obtemos 

lim J f d!l ~ lim J g dJ.l. n-?IXI n n~IXI n 

B B 

1.9. TEOREMA: Uma função f:O~E !f-mensurável é Bochner-integrável se 

e somente se a função real x ___,.llf(x)ll é J.f.-integrável, isto é, se e 

somente se 

(l) I llf~dl' < ... 
Q 

1.10. TEOREMA: Se f é Bochner-lntegrável, então 

(1} 

1.11. TEOREMA: Seja (f 
0

)ne!N uma sequência de funções Bochner-

integráveis, tal que 

4 



111 lim I llf -f llct~ =O. n,m--7oo n m 
Q 

Então existe uma função Bochner-integrável f tal que 

(2) 

e 

(31 limffd~=Jfd~. n---}oo n 
Q Q 

l.IZ.TEOREMA(Tem·ema da Convergência Dominada para Integral de Bochner): 

Seja (f n)neiN uma sequência de funções Bochner-integráveis convergindo 

q.s. para f e seja g uma função real jl-integrâvel tal que 1/f (xl// :s g(x) 
" par·c1 q. t. :-.: E O. E:ntão f é Bochner-integrável e 

Em particular, para todo BE~, 

121 I fd~ = lim I f d~. n-?oo n 

8 8 

1.13. DEFINIÇÃO: O espaço L~ = LP(Q,E) = LP(n,~.ll;E), O < p < oo, é 

definido como o conjunto das funções ~-mensuráveis f:~E. tais que 

(I) 

l)uando J ::s p < oo, //·1/LP é uma norma sobre LP(Q,E) e 
E 

( LP(Q,E), /1·11 LP ) é um espaço de Banach. Quando Q = E = IR escrevemos 
E 

L'IRI = L'IR,R) e 11·11, = II·IIL'' 

5 
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1.14. DEFINiçÃO: O espaço L 
00

(Q,E) é definido como o conjunto das 

funções f:Q------)E que sáo :f-mensuráveis tais que 

( 1) IIIIIL"' = inr< k: llf<xJII ~ k q.t. xen } < "'· 
E 

Temos que ))· )JL co é uma norma sobre 
E 

"' L (ll,E) e que 

é um espaço de Banach. 

1.15. TEOREMA: Seja 1 :S p < oo . Então o conjunto formado por todas as 

funções simples feLP(O,E) é denso em LP(Q,E). 

1.16. DEFINIÇÃO: Definimos o espaço tP(E), 1 :s: p < w, como sendo o 

conjunto de todas as sequências 

ne!N e 

X = (X ) IN 
n ne 

tais que x eE 
n 

para todo 

Para t.::sp(oo, é uma norma sobre f.P(E) e 

(t•(E), ll·lle•(E)) é um espaço de Banach. 

2. A TRANSFORMADA DE HILBERT SOBRE A RETA 

O Cap[tulo III de [14] e [21] são referências para os resultados 
apresentados nesta seção. 

Nesta seção E será um espaço de Banach com norma ~ • JJ. A medida de 

Lebesgue de um conjunto Lebesgue-mensurável A c IR será denotada por 

I A/ ou por m(A). 

2.1. DEFINIÇÃO: Seja feLP(IR,E), 1 ~ p< oo, Para cada e>O, definimos a 

transformada de Hilbert truncada por 

6 



I ll 

Quando o limite 

12) 

H flxl = .!.I fltl dt. 
c rr lx-tl>c x- t 

Hflxl = lim H Jlxl 
C--? o+ C 

existe para quase todo xeiR, dizemos que Hf é a transformada de Hilbert 

de f. A existência de H f c 
é garantida pela desigualdade de Hõlder. 

2.2. TEOREMA: Sejam feL 
2

(1R), O < e < w < lXI, e seja 

lll H J(x) = .!_J f I tl dt. 
c,w. n x-t 

c< Ix-tI <w 

Então, existe uma constante positiva A, independente de f, c e w, 

tal que 

12) 

Mais ainda, existe H feL 
2

(1R) tal que 

quando C~+ e ~. simultaneamente ou suces:sivamente,e 

14) IIHJII2 = IIJII2' 

IS) H(Hf) = -J. 

16) HJixl = lim H f(x) 
C--?o+ e 

q.t. X. 

7 
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2.3. DEFINIÇÃO: Seja JeL1(R,E) 

definida por 

I 
e geL (!R). A convolução h = f•g é 

h(x) = J f(x-t)g(tldt. 

R 

2.4. DEFINIÇÃO: Para y>O e xeiR definimos 

(I) 

e 

(2) Q(x,y) = Qy(x) = ~ x 
xz+ yz 

Chamamos a função P(x,y) de núcleo de Poisson e Q(x,y) de núcleo 

conjugado de Poisson. Se feLP{IR,E), 1 :s p < lXI, chamamos U(x,y) = 

J•P/x) de Integral de Polsson de f e V(x,y) = f•O/xl de Integral 

conjugada de Poisson de f. 

2.5. OBSERVAÇÃO; Para todo y>O, temos 

(I) HP (x) = Q (x) 
y y 

e 

(2) 

2.6. TEOREMA: Seja feLP(IR), 1 < p < lXI e geL q(IR) tal que 1/q+ 1/p :::: 1. 

Então 

(I) H(Hf) = -J, 

(2) I fgdx = I HfHgdx, 

R Ul 

8 
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(31 J (Hf)gdx = -J fHgdx 

~ ~ 

141 Hf•P = f•Q , y>O. 
y y 

2. 7. TEOREMA: Sej;~ JeL~'(IR), 1 < p < o;c, Então existe uma constante A , 
p 

dependendo somente de p, tal que para todo e>O, 

li I jjH f]j ' A ]jfjj · e p p p 

Mais ainda, existe 

121 lim jjH f-Hfjj = O, 
C-70+ e p 

iJI 

( 4) Hf(x) = lim H f(x) q. t. x. 
C-70+ C 

2.8. TEOREMA: Suponhamos que a transformada de Hilbert existe e seja 

limitada sobre LP(IR,E), l < p < oo. Seja fELP(IR,E) e geL q(lR,E) tal que 

q = p/p-1. Então 

(I) 

121 

(31 

141 

H(Hf) = -f, 

I fgdx = I HJHgdx, 

~ ~ 

I (Hf)gdx 

~ 

= -I JHgdx. 
~ 

Hf•P = f•Q , y>O. y y 

Demonstração: De 2.6(1) e pelo fato que H é linear temos que (1) é 

9 



verdadeiro para funcões simples. 

uma sequência de funcões simples 

LP(IR,E}. Assim 

Seja feLP(IR,E). Então por 1.15 existe 

(f ) "' tal que f 0 ~f na norma de 
n OEu1 

IIH(Hf) + fiiL' ~ IIH(Hf) - H(Hf ) - f + fiiL' 
E n n E 

' jjH(HIJ-f lJIIL' + ilf -JIIL' 
n E n E 

Logo fazendo n-------,)oo em ambos os membros da desigualdade acima obtemos 

(I). 

Fixemos agora geL q(IR). Por 2.6(2) e pela linearidade de H temos 

que (2} é verdadeiro para funcões simples em LP(IR,E). Seja fELP(IR,E). 

Então existe uma sequência (f l "" de funcões simples tal que f
0
-->f 

n neu~ 
na norma de LP(IR,E). Assim, pela desigualdade de HOlder e pela 

continuidade de H obtemos 

e 

li]" 1Hf-Hf
0

lHgdx// ~ J jjH(f-f
0
liiiHgjdx ~ jjH(f-J 0 liiL~ jjHgjjq 

R R 

Portanto 

lO 
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Fazendo n----70:1 em ambos os membros de (5), temos (2). Obtemos (3) 

imediatamente de (1) e (2). 

Finalmente passemos à demonstração de (4). Por 2.6{4) e pela 

linearidade de H, (4) é verdadeiro para funções simples em LP(IR,E). Seja 

agora feLP(IR,E) e (f ) ,... uma sequência de funções simples tal que 
n neu, 

f ~f na norma de LP(IR,E). Então pela desigualdade de HOlder, temos 
n 

que 

e 

~ C //J-J //LP //P // · 
P n E Y q 

Portanto 

(6) //HJ•P (x) - f•Q (xi// = //Hf•P (x) - Hf •P (x) + f •Q (X) - f•Q (xl// y y y ny ny y 

Logo fazendo n----70:1 em ambos os membros de (6) obtemos (4). 

11 



2.9. DEFINIÇÃO, Seja 

-Littlewood por 

111 

fe L
1 

(IR,E). Definimos a função maximal de Hardy 
loo 

Mf(x) = sup ThJ llfitJIIdt, 

I 

onde o supremo é tomado sobre todos os intervalos I que contém o 

ponto x. 

2.10. BSERVAÇAO: O operador M:f-.) Mf é chamado de operador maximal de 

Hardy-Littlewood. Da definição temos que M é um operador sub-linear, 
I isto é, para f,geL (IR,E) e aeiR temos 
loo 

[I) M(f +g)(x) < Mf(x) :,. Mg(x), 

[2) M(af)(x) = laiMf[x). 

2.11. TEOREMA: Seja 1 < 
que depende somente de p, tal 

p ::s oo, Então existe uma 

que para toda feLP(IR,E}, 

[I) 

constante 

I 
2.12. LEMA: Seja 1/JeL (IR), 1/J õ!: O e decrescente sobre [O,oo), seja rp(t) = 

.PCitjl e rp (t) = ~(t/c) para todo c>O. Então para toda JeLP{[R,E), 
e e 

1 ::5 p :s oo, temos 

(1) 

2.13. TEOREMA: Seja 

feLP(IR,E), 1 ::5 p ::5 lXI. 

(1) 

U[x,y) = f•P [x) 
y 

Então para todo y>O 

IIUix,ylll < Mflxl. 

12 

a integral de Poisson de 

e xeiR temos 



Demonstração: Como jjPyjj
1 

= 1, para todo y)O, então pelo lema 2.12 

jjU(x,yljj = 11J f(x-t)Py(t)dtll <I jjf(x-tljJP/t)dt 

~ ~ 

:!> Mf(xl. 

2.14. OBSERVAÇÃO: Seja fELP(tR,E), 1 :S p < oo. Então 

(!) I flx-tl-_!-dt - I f(x-t) 
2 2 t 

~ t +c ltl>e 

1 cp (t) === ~ rp(t/cl e 
c c 

{ t 1 
rp(t) = t

2 
:1 t (2) 

l +1 

Definimos 1./J a partir de rp por, 

(3) 

<e I ti > 1 

se I ti < 1. 

I 

I x I (l+x
2

1 

I 
2 

se lxl ~I 

se lxl < 1. 

2.15. DEFINIÇÃO: Seja feLP(IR,E), 1 < p < oo. Definimos a transformada de 

H i I bert maximal de f por 

• 
111 H flxl = supe>oiiH0flxlll· 

13 
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2.16. TEOREMA: Seja feLP(tR,E), 1 < p < oo. Então 

(1) H• f(x) < ~ ff~ff 1 MJ(x) + M(Hf)(x), 

onde é a função definida em 2.14(3). Em particular, se a 

transformada de Hilbert existe e é limitada sobre LP(rR,E), existe uma 

constante positiva 

(2) 

B , dependendo somente de p, tal que 
p 

• 11" Jll • B IIJII,•· p p -E 

Demonstração: Pela observação 2.14, temos que 

(3) J f(x~t) dt = J f(x-t)-+-zctt - J f(x-t)~ 0 (t)dt, 
ftf>c Ol t +c Ol 

e como 1{1 satisfaz as condições do lema 2.12, segue que 

(4) supc>oiiJ f(x-t)~ 0 (t)dtll • supc>OJ [[Jix-tJfff~cltJfdt 
Ol Ol 

• supc>oJ [[flx-tJff~c(t)dt 
Ol 

Por outro lado, por 2.8(4) e por 2.13(1) temos que 

(5) 

14 
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~ M(Hf)(x). 

Portanto por (3),(4) e (5), 

~ MIHJ){x) + ~~~~11 1 Mifllxl 

e assim obtemos (!). AgoJ'a , por (l), Z.ll{l) e pela continuidade de H, 

onde B ~ ~C 11~11 1 + C A · 
p rrp pp 

2.17. OBSERVAÇÃO: Suponhamos que a transformada de Hilbert existe e é 

limitada sobre LP(IR,E), 1 < p < oo. Para O < c < 1 e feLP(!R,E) 

definimos 

I lI H flxl =.!_I fi ti dt. 
c n x-t 

c< Ix-tI (1/c 
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Então, para toda feLP(IR,E) e para quase todo xeiR, 

[2) Hf[x) = I im H f[x) 
C~O+ C 

e existe uma constante C , dependendo somente de p, tal que, para toda 
p p 

feL (IR,E) e todo O < c < 1, 

[3) 

e 

Com efeito, (3) segue imediatamente de 2.16(2). Como 

!lii f[xJ!! ~ .!.llf f[x-t)d'll • .!.IIJ f[x-t)d'll· 
& tt JtJ>c t tt JtJ>l/c t 

temos que 

• = 2H f[x). 

Logo por 2.16(2) segue que 

e consequentemente temos (4) para todo O < E < 1. 
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3. StRIES DE FOURIER E O OPERADOR DE CONJUGAÇÃO 

Uma referência para os resultados apresentados nesta seção são os 
Capítulos I, II, JII e V de [22]. Outra boa refêrencia são os Capitulas 
I, Il e II1 de [13]. A demonstração do teorema 3.17 foi baseada em [11]. 

Nesta seção E será um espaço de Banach com norma [[· [[. 

3.1. NOTAÇÕES: Denotaremos por T o grupo quociente IR/2rrZ, onde IR é o 

grupo aditivo dos números reais e 2ttZ é o grupo aditivo dos múltiplos 

inteiros de Zrr. O grupo T será sempre identificado com o intervalo 

[D,2rr), a menos que se faça alguma menção em contrário. Existe uma 

identificação natu!'al das funções sobre T com as funções periódicas de 

pe1'íodo 2rr sobJ'e lR. 

Seja dt a restrição da medida de Lebesgue de IR sobre o intervalo 

[0,2nl. Consideremos T munido da medida (1/Zn)dt. Dessa forma, T é 

um espaço de probabilidade e , (1/Zn)dt é a medida de Haar normalizada 

sobrt" T. A medida de um boreliano A de T com respeito à medida de Haar 

normalizada (1/Zrr )dt será denotada por [A[. Escrevemos LP(T) ao invés 

de e ao invés de [[·[j p , 1 :-r;: p :-r;: ro. Denotaremos por 
LR 

C(T,E) o conjunto das funções continuas sobre T a valores no espaço de 

Banach E. 

' Se fEL (T,El. podemos expressar a integral de f sobre T por 

(I) .-'.I f(t)dt ou 2n 
T 

1J2
n 2n o J(t)dt. 

Como a medida de Lebesgue é invariante por translações, então para toda 
I 

fEL (T,EJ e todo xET, 

121 2 ~J f(t+x)dt 

T 

~ 2~J f(t)dt. 

T 

17 



3.2. DEFINIÇÃO: Seja feL
1
(T,El. Para cada k.;Z definimos o coeficiente de 

Fourier f(k) por 

(1) flkJ = z!J fltle-"'ctt. 

T 

A série de Fourier de f é definida como sendo a série de funções 

trigonométricas 

(2) L J<kJe'kt. o ~ t < 2tt. 

kEZ 

Definimos as somas parciais da série de Fourier de f, para todo ne!N, por 

(3) S (fJit) = L f(kJe 1
kt , 

n /kf:Sn 
o :s t < 21l. 

A função conjugada de S (f) será denotada por S (f). 
n n 

3.3. OBSERVAÇÃO: Seja feL1(T,E) e consideremos 

elementos de E, (ak)ki::.O e (bk\<:.t' definidas por 

as sequências de 

(I) a = - f(t)cosktdt, 'J2tt 
k tt 

'J2tt b = - f(t)senktdt. 
k tt o o 

Como e 1Y = cosy + iseny segue que ak = f(k)+f(-k), bk = i(f(k)-f(-k)) 

para 

(2) 

k~l e a = 2f(O). Logo 
o 

,.. n ,.. .-. n ,.. " 

Sn(f)(t) = f(O)+ L (flk)+f(-k)Jcoskt +L i(f(k)-f(-k))senkt 
k=l k=l 

3.4. OBSERVAÇÃO: Seja fELP(T,E). Então 

18 
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111 s lf)lxl = 
2

1J f(t)D (x-t)dt, n n n 
T 

onde 

(2) } elkt _ sen(n+l/2)t 
lkT:sn - sen(t/2) ' 

n õ?; O, 

é chamado de núcleo de Dirichlet de orden n e satisfaz 

(3) 

3.5. TEOREMA(Fejér): Seja fEL 1(T,E) e seja 

I n 
(I) <r (f)(xl = - ' Sk(f)(x) = n n+I L 

k::.O 

" lkX 
{ (1-lkkln+l))f(k)e , 

lkf<n 
n :!:; O. 

Se o limite à direita f(x+o} e o limite à esquerda f(x-o) de f em x 

existem, então 

(2) Jim <r (f)(x) = -
2
1 {flx+o) + f(x-ol}. 

n~oo n 

Em particular, se f é continua em todo ponto de um intervalo fechado 

I c T, então o-
0

(f}(x) converge uniformemente para f(x) sobre I. 

Demonstração: Seja Dk(t), k ~ O, o núcleo de Dirichlet definido em 

3.4(2). Então 

(3) 
1Jzn " (f)(x) = -

2 
f(x-t)K (t)dt 

n n n o 

onde 

( 4) K (t) = _1_ ~ D (t) = nh{sen(n+l)t/2}
2 

0 n n+l L k n+l sen{t/2) ' 0 
;e • 

k==O 

O núcleo K (t) é uma função positiva e par. Portanto por 3.4(3) temos 
n 
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que 

(5) 

e por (4) 

' (6) K (t) • --""--=· n -- z' 
(n+l)t 

o < t < ll, 

Como K {t) é par, segue por (3) que 
n 

(7) 

Seja 

li" I rr {f)(x) = -
2

(ftx+t)+f(x-t))K (t)dt. 
n n 

0 
n 

)!x) = lim -
2
1(ftx+t)+f(x-t)). 

t-tO 

" . 

O limite j{x) existe pois f(x+o) e f(x-o) existem. Segue por (5) e 

(7) que 

c- (f)(xJ-JtxJ = .t.J"(f(x+t)+f(x-t) - JtxJ)K (t)dt. 
n n 2 n 

o 

Portanto, para O < 7J < n, 

(8) llc-n (f)(x)-J(x) 11 • ~J) f(x+t);f( x-t) - Jtx) 11 K
0 

(t)dt 

+ ~J)f(x+t);f(x-t) - JtxliiKn(t)dt 

Pela definição de J<xl, dado c>O, existe <'S>O, tal que se O ::s t < ô, 

(9) llf(x+t);f(x-t) - JtxlJII < c. 
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Fazendo '11 == ~ em (8) nós obtemos, para todo ni!::O, 

(lO) 

Seja M (o) = sup{K (t)o o < t < n}. Então por (6), M (o) < nz/((n+l)Oz). 
n n n 

Assim lim M (O) = O, para cada õ>O e 
O--)to fl 

(11) 

Como feL
1
(T,E), a integral 

que, se n ;: n
0 

então 1
2 

< 
acima é finita e portanto existe n ô!::O tal 

o 
c. Assim 1

1
+1

2 
< 2c se n te n

0 
e assim 

obtemos (2). 

Por outro lado, se f é continua sobre I, f é uniformemente continua 

e Jtx)=f(x) para todo xel. Podemos então escolher ô>O tal que a 

desigualdade (9) seja verdadeira para todo xel e assim (lOJ será 

verdadeira para todo xel. Como (11) independe de x, temos que 1
1 
+1

2 
< Ze 

para todo xel, isto é, 

11.-n(f)(x)-f(xljj < 2e, 

para todo xei e todo n <!: n
0

• 

3.6. COROLARIO(Weierstrass): Seja feC(T,E). Então dado c>O, existe um 

polinômio trigonométrico p(x) tal que ))f(x)-p(xl)J :s c, para todo xeT. 

Demonstração: Basta 

grande. 

escolher p{x) = cr (f)(x), com n suficientemente 
n 

3.7. LEMA: Seja 1 ~ p < co e seja 'P uma função simples em LP(IR,E). 

Então para qualquer e>O, existe uma funçã.o g:IR~E continua e com 

suporte compacto tal que 

Demonstração: Denotaremos por m a medida de Lebesgue e suponhamos 

primeiramente cp = ÃX(a,b)' ÀEE. Definimos a função real continua f 
0 

por 
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' se xe[a,b] , f 
0

(x) ~ l se xe[a+1/n,b-llnJ e linear sobre os 

intervalos [a,a+l/n) e [b-1/n,b). Tomamos g
0 

= Ãf 
0 

e temos que 

Po1·tanto existe n eiN tal que 
o 11•-g IIL' < c para n'n . n E o 

Suponhamos agora rp =: À:t;A onde A é Lebesgue mensurável e m(A) < co. 

Seja c>O dado. É um fato bem conhecido que, existe uma sequência finita 

de intervalos abertos disjuntos {(a ,b J}n tal que m{At&U) < c/2))Ã)) 
J J 1"'1 

" onde U = U (a , b ). Pela primeira parte, para cada 1 :S j :o; n, existe 
J=l J J 

g contínua tal que 
J 

n 

Tomamos g = L g
1 

e temos que 
J=l 

< c/2 + e/2 = c. 

" 
Suponhamos finalmente rp = L a X onde a eE, a "'- O, A é Lebesgue 

J=:tJAJ J J J 

mensurável, m(A ) ( oo para todo 1 ~ j !f n e A n A= 0 para j ':#. i. 
j j I 

Seja c>O dado. Pela parte anterior, para cada 1 :5 j :s n, existe uma 

função continua com suporte compacto 

22 
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11• XA -h li L' < c/n, I ~ J • n. 
J J J E 

n 

Tomamos g= L h e temos que 
j = 1 J 

n 

11~-&IIL' • L II•J"'A -h) L' < c, 
E J=l J E 

o que demonstra o lema. 

3.8. TEOREMA: Seja feLP(T,E), 1 ::s p < oo, Então para todo c>O, existe 

geC(T,E), tal que 

(!) 

Demonstração: Por 1.15 existe uma função simples fJ tal que 

(2) III-~IIL' < c/2. 
E 

Pelo lema 3.7, existe geC(T,E) tal que 

131 11~-g//L' < c/2. 
E 

Portanto de (2) e (3),temos (1) • 

. 
3.9. COROLARIO: Seja feLP(T,E), 1 :S p < ro,. Então dado c>O, existe um 

polinômio trigonométrico p(x) tal que 

(1) IIJ-p//LP < c. 
E 

Demonstracão: Segue imediatamente pelo teorema 3.8 e pelo corolário 3.6. 

• p 
3.10. COROLARIO: Seja 1 :S p < ro e feL (T,E). Então 

(I) IIm 2
1J 1/flt+hl-Jitlll'dt =O. 

h..---)0+ rr 
T 

23 

• 



Demonstração: Seja c>O dado . Por 3.8, existe uma função continua 

geC(T,E) tal que j]J-gj]LP < c/4. Para heT tomamos fh(t) = f(t+h), 
E 

gh{t) ·-= gll+h). Col!lo u l!ledida (1/Zrr)dt é jnvar·iante po!' traslação, temos 

que 

l?l 

Mas g é continua e portanto uniformemente continua. Logo existe õ>O tal 

que, se JhJ < o, 

JJgh(t)-g(tlJJ = JJglt+h)-g(tlJJ ( o/2. 

Portanto 

e por (2) temos que 

2 ~I JJflt+h)-JitlJJ'dt = JJfh -fJJt~ < (o/2 + o/2)' =o' 

T 

e portanto demonstramos (1). 

3.11. LEMA(lJesigualdade integral de Minkowski): Seja 

J:TxT----------Y.R mensurável. Então 

1 :s p < 00 

(1) [ IJ [ !J ]' ]1/p IJ [ IJ ]1/p Zrr T Zrr TJfix,tlJdx dt < Zrr T Zrr TJfix,tlJ'dt dx. 

24 
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3.12. TEOREMA: Seja 1 :S p < oo, Então para toda feLP(T,E), 

(l) IIm ~<T (f)-f/ILP =O. 
n~oo n E 

Demonstração: Para cada teT seja J
1

(x) = f(x+t) e seja 

Como F(t) ~ llftiiL' + llfi/L' = 2//f//LP então F(t) é limitada e assim 
E E E 

FeL
1
(T). Por 3.10(1). F{t) é continua em t=O e portanto pelo teorema 

de Fejér segue que 

llm <T (F)(O) = F(O) = O. 
0--)oo n 

Seja K (t) o núcleo definido em 3.5{4). Usando 3.5(3) e 3.5(5) temos que 
n 

.. (f)(x)-f(x) = 2
1J u<x+t)-f(x))K (t)dt. 

n • n 
T 

Então pela desigualdade integral de Minkowski segue que 

[ IJ ll/p 1/<Tn(fi-f//L~ = Zn T/I<Tn(f)(x)-f(xl//'dx 

= [z!tllz! L ucx+<J-J<xJJK"<tJdtll'dxr' 

~ [z!JJz!LI/f(x+t)-f(xi//Kn(t)dt]" dxt' 
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e portanto 

= 2!J Flt)Kn(t)dt 

T 

= ~ (F)(O) 
n 

lim 11~ lfl-fiiL• ~ lim ~ (F)(O) = F(O) = O. 
n~c.o n E n~c.o n 

3.13. COROLARIO: Seja feL1(T,E) e suponhamos que f(n) = O para todo 

neZ. Então f = O q.s .. 

Demonstração: Pela definição de O' 
0

(f) temos que a-
0
(f) = O para todo n?!Q, 

Portanto segue por 3.12(1) que 

e assim f = O q.s .. 

3.14. DEFINICÃO: Seja feL1(T,E) e considere a série trigonométrica 

(1) 
~ lkt L I -ilsgn(k)f(k)e 

keZ 

onde sgn(k) = 1 se k>O, -1 se k<O e O se k=O. Se existir uma função 

integrável de forma que (1) seja a sua série de Fourier, nós chamamos 

essa função de conjugada de f e denotamos ela por f. 

3.15. DEFINICÃO: Seja fel./(T,E) e considere a série 

(1) 
m , 

L f(k)e
1
"-

k=O 

Se existir uma função integrável de forma que (1) seja a sua série de 

Fourier, nós chamamos essa função de projeção de Riesz de f e denotamos 

ela por fb. Definimos as somas parciais 

26 
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121 
2n , 

S~lflltl = L Jlkle'kt. 
k=O 

3.16. TEOREMA(Banach-Steinhaus): Seja F 

11 · 11 F' G um espaço vetorial normado com 

um espaço de Banach com norma 

norma 11 · 11 G e seja {T } A uma 
~ ~E 

família dt' uperadot·cs lineat'es limitados de F em G. Suponha que para 

cada xEF, existe uma constante positiva e finita C(x), dependendo 

somente de x, tal que 

111 sup IIT~Ixlllc , C(xl. 
~EA 

Então a ram!lia de operadores {Ta} aeA é uniformemente !imitada, isto é, 

121 sup 11Ta11 = sup { IITalxlllc' xeF, llxiiF, I}< oo. 
aeA aEA 

3.17. TEOREMA: Seja I <p < oo e feLP(T,E). Então as seguintes afirmações 

são equivalentes: 

111 

121 

(31 

lim 
n--?CO IIS IJHIIL' " o, 

n E 

n~O. 

IISb(fiiiL' <C llfiiL'' n>O, 0 E p E 

Mais ainda, qualquer uma das condições acima é equivalente à existência 

da projeção de Riesz l de f Satisfazendo 

14) 

ou à existência da Junção conjugada f de f satisfazendo 

ISI 
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A constante C que aparece nas condições acima depende somente de p e 
p 

não é necessariamente a mesma em cada uma das desigualdades acima. 

Demonstração:{1)=>(2): Seja c=//f//LP· Por (1) existe N = N(f)eiN tal que 
E 

/]f - S
11

(f)jjLP < //f//LP se nO!: N+l. Assim se nO!: N+l temos que 
E E 

Por outro lado, se 1 ::s n ::s N 

Tomamos então C(f) = max{ {2N(fl+l)IIJIILP' ZIIJIILP } e temos que 
E E 

IIS IJIIIL• ~ Clf) 
n E 

para todo neiN. Como para toda feLP(T,E) existe uma constante C(f) de 

forma que a desigualdade acima vale para todo ne!N, segue pelo teorema de 

Banach-Steinhaus a existência de uma constante C , dependendo somente de 
p 

p, tal que (2) é verdadeiro para essa constante, para todo n~O e toda 

fELP(T,E). 

(2)=>0h Seja c)O dado. Por 3. 9, existe um polinômio trigonométrico 

pN(t) de grau N tal que 

IIJ-p IIL• < c/IC +11, 
N E p 

onde CP é a constante em (2).Como S (p ) = p se n?:N, então para todo 
n N N 

n~N temos 

( {C +lJIIJ-p IIL· ( E 
p N E 
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e portanto (1} é verdadeiro. 

(Zk. ~(3): Segue como consequência da Identidade 

s"lflltl 
n 

2n , =L J(k)elkt = elntSn(e -JnxJ)(t). 
ko=Q 

(3)='*(4): Seja JEL~'(T,E) e e>O. Por 3.9, existe um polinômio 

ti'igiJllüllll'\1" i co IJ de gnlll N 
N 

tal que 

e12C 
p 

onde C é a constante em (3). Então por (3) 
p 

jjs"lfl- Sblp iiiL' " lls'(f-p IIIL' < c llf-p IIL' < c/2. 
n ONE ONEpNE 

Po1· uutJ o lado, como S~(p ) = p para j ~ N, segue que para n,m ~ N 
J N N 

temos 

jjs'(JI- SbifiiiLp" 
n m E 

jjs'lfl-p +p- s'lfiiiL' 
n N N m E 

, , I " IIS (f-p )- s (f-p I 'L' n N m N E 

s 2C llf-p IIL' <c. 
p N E 

Consequentemente, {Sb(J)) ,., é uma sequência de Cauchy em LP(T,E) e 
n nEu• 

portanto existe lELP(T,E) tal que S~(J)~Jb na norma de LP(T,E). 

Logo 

e fazendo n---700, 
b -lkt b -Jkt 

obtemos (4). Como S
0

(f)e ---'>f e na norma de 
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L'IT,EI, segue que (f1Jik) = f(k) se k~D e k<O e 

assim a série 3.15(1) é a série de Fourier de l. 

(4)~(3): Segue como consequência da identidade 

pois o operador f J-------7fb está bem definido. 

(4)==?(5): Tomamos 

g = i( f(O)+f -ZJ'J 

e temos que g está bem definida pois o operador f f------?l está bem 

definido. Então 
' 
g(k) = i( fiO)<l + f(k) - Zy(k)J(kl) = 1-i)sgn(klf(k), 

- kO 

onde õ = l se k=O, O = O se k :t. O e y(k) = O se k< O, y(k) = 1 
kO kO 

se k~O- Assim g = f e por (4) 

IIJ IILP = iifiOI + f - 2J
1IIL' 

E E 

s lfiOII + IIIL· + ZII'IL· 
E E 

s IIIIIL' + IIIIIL• + ZC jjfjjLP 
E E P E 

s (ZC +Z)jjfjjLp. 
P E 

(5)==?(4): Tomamos 
I , -

11 = 2< Ilol+f+ifl 

-c tenws qlll' h csló bem definida pois o operador Jt----7f está bem 

definido. Então 

-hlk) 
l ~ ~ " 
-
2

( f(Oio + flkl + sgnlklflkl) 
kO 
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A 

e assim h(k) = O se k< O, h(k) = f(k) se k~O. Portanto l existe 

h = fb e por (5) 

b I A 

llf IILP = 2 llf(O) 
E 

3.18. DEFINIÇÃO: Seja feLP(T,E), 1 :s p < co. Para cada c>O, definimos a 

transformada de Hilbert truncada sobre o toro por 

( 1) I
ZK-C 

- 1 f & (x) = Zn c f(x-s)cot(s/2)ds. 

Quando o limite 

existe para quase todo xeT, dizemos que Hf é a transformada de Hilbert 

sobre o toro de f. 

3.19. TEOREMA: Seja feLP(T), 1 < p < oo, Então existe uma constante Ap' 

dependendo somente de p, tal que, para todo c>O , 

(!) 

Mais ainda, existe HfeLP(T) tal que 

(2) lim llf -Hfll = O, 
€--70+ c p 
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' ,. 

(3) 

(4) Hf(x) =- lim f (x), q. t. x. 
C~O+ C 

3.20. OBSERVACÃO: Se f é um polinômio trigonométrico com valores em 

E, então Hf = J. Com efeito, seja 

(I) teT, 

onde ne!N e a::k eE para J k J :Sn, Para xeT temos que 

(2) Izn-e 
Hf(x) = lim 

2
1 f(x-t) cot(t/2)dt 

C--70+ 1l 
e 

J
zrr-e 

= tT a.: lim - 1 elk(x-t)cot(t/Z)dt 

I k 
k C--7 0+2H ::s:n c 

= r- a: lim 
2

1 (cosk(x-t)+isenk(x-t))cot(t/Z)dt I
m-e 

per !ill k C--7 0+ n C 

J
zn-e n Jzn-e . 1 , 1 -lk(x-t) = a: ltm -

2 
cot(t/Z)dt + \a: ltm -

2 
e cot(t/Z)dt 

O C--70+ rr L_ -k C--70+ 1t 
c K=l c 

n Jzn-e + \a:: lim 
2

1 elk(x-tlcot(t/Z)dt 
L k c--70+ n 
k"'l c 

n 1Jzn-e [ = \a:: lim -
2 

(cos(kx)cos(kt)+sen(kx)sen(kt))cot(t/2) -
L -k C--) 0+ 1t 
k=l c 

l n 1Jzn-e [ i(sen(kx)cos(kt)-cos(kx)sen(ktl)cot(t/2) dt + \a: lim -
2 L k C--70+ rr 

K=l C 

( cos(kx)cos(kt)+sen(kx)sen(kt) )cot( t/2) + i(sen(kx)cos(kt)-

cos(kx)sen(kt))cot{t/2)] dt. 
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Como para todo meiN 

13) lim -
2

1 
coslmt)cotlt12)dt I

m-c 

C~O+ 1r 
= O e 1 im 

2
1 

sen(mt)cot(tl2)dt = 1, I
m-c 

.E:-70+ 1l 
c c 

o que se demonstra facilmente por indução sobre m, então segue por (2) e 

(3) que 

n n 

HJ(x) = L a:_k(sen(kx) + icos(kxl) + L a:k(sen(kx) - lcos(kx)) 
K=l K=1 

n n 

= -' 1-ll<c (coslkx) -
L -k 
K=l 

isen(kxl) +L (-i)a:k(cos(kx) 
K=l 

+ isen(kx)) 

n n 
= \ ( -i)sgn( -k)a:: e -lkx + \ ( -i)sgn(k)a:: elkx 

L_ -k L_ k 
k=l k=l 

= L ( -i)sgn(k)a: elkx 

lkf:sn k 

= flxl. 

3.21. TEOREMA: Sejam F e G dois espaços de Banach com norma 11• 11 F e 11·11 G 

respectivamente, seja H um subespaço vetorial de F que é denso en F 

e seja T:H~G um operador linear limitado de H em G. Então T 

admite uma única extensão T sobre F que é linear e limitada de F 

em G e 

111 IITII = su~IITixliiG: xeF, llxiiF ~ 1} 

= IITII = su~IITixliiG: xeH, llxiiF ~ 1}. 
Em particular, se S e T são dois operadores lineares limitados de F 

em G e S = T sobre H, então S = T sobre F. 

Demonstração: Seja C>O tal que 

12) IITixliiG ~ CllxiiF' xeH. 
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Dado xeF, seja (a: ) ,., uma sequência de elementos de H tal que a; --?X 
n nen n 

em F. Temos por (2) que 

IJT(a: )-T(a: JIIG = IJT(a: -a: JIIG s CJJa: -a: IIF' n m nm nm 

e como (t:e ) ,., é uma sequência de Cauchy em F, então (T(a:: )) "'' é de n nen n neu, 
Cauchy em G. Mas G é Banach e assim existe um único 'f(x)eG tal que 

T(a: )--ii'(x) em G. 
n 
Seja agora (y ) "' outra sequência de elementos de H tal que y ------7X 

n- n 
em F. Então por (2) 

para todo ne!N e como a: --?X e y --?X segue que T(y l------7T{x). Como T 
n n n 

independe da sequência (a: ) ,., escolhida, definimos n nen 

(3) T(x) = IIm T(a: ). 
n---?oo n 

Sejam x,yeF e (a::
0

)neiN e (y
0

)neiN sequências de elementos de H 

tais que a::
0 

------7x 

em F. Então 

e Yn--"Y em F e seja ~eiR. Logo a; +i\y ----?X+i\y 
n n 

( 4) Ttx+i\y) = lim T(a:: +i\y ) = llm [T(a:: )+i\T(y J] 
n---too n n ~ro n n 

= T(x)+Ú(y), 

-portanto T é linear. Segue por (2) e (3) que 

(5) 

e assim T é um operador linear e limitado de F em G. 

Temos que 
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Por outro lado 

e assim 

Portanto, tomando o supremo sobre xeF, temos 

(7) IITII ~ IITII· 

Assim, por (6) e (7) temos IITII = ~Til· 
Suponhamos agora que S seja outro operador linear e limitado de 

F em G tal que S = T = T sobre H. Se xeF e (a::
0

)neiN é uma 

sequência de elementos de H tal que a:: 0 ~x em F, então 

11 T(x)- S(x) 11 = ll!im T(a: )- lim S(a: >IIG 
n~ro n n~«~ n 

= ll!im T(a: )- lim T(a: ) 11 G 
n--)ro n n......-)oo n 

= llüiiG =O 

e assim T(x) = S(x). 

3.22. OBSERVAÇÃO: Seja 1 < p < oo, Suponhamos que o operador transformada 

de Hilbert seja limitado sobre LP(T,E), isto é, existe uma constante 

positiva A , dependendo somente de p, tal que, para toda feLP(T,E), 
p 

(1) 
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Então o operador de conjugação f----+f está bem definido sobre LPT ,E) 

e Hf = f q.s.,para toda feLP(T,E). Com efeito, seja u (f) como em 
n 

3.5(1). Então por 3.20 temos 

= L: (1-
I•T•n 

... lkl 
I k I /(n+l))( -i)sgn(k)J(k)e . 

Assim de ( 1) e da desigualdade de HOlder temos que 

IIHJ - (o- (JlJIIL' = IIH(f - O" (flJIIL' 
n E n E 

" IIH(f - o- (flJIIL' 
n E 

• A 1/f - o- (fli/Lp. 
p n E 

Portanto por 3.12 segue que 

lim IIHJ - (o- (f)JI/Ll =O 
n---7<Xl n E 

e consequentemente temos para todo ke!N 

(HfJ(k) = lim [(o- (f)JJ(k). 
n~oo n 

De (2) temos 

e zero para J k J >n. Então para todo ke!N 

(HfJ(k) = lim [(o- (f)JJ(k) 
n---7ro n 

. 
= (-i)sgn(k)J(k) 
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= {fJ[k), 

portanto pelo corolário 3.13 Hf = f q.s .. De forma análoga podemos -mostrar que se o operador de conjugação f J----.7f está bem definido e é 

limitado sobre LP(T,E), 1 < p ( w, então a tansformada de Hilbert sobre 

o toro está bem definida sobre LP(T,E) e HJ = J para toda fELP(T,E). 

3.23.0BSERVAÇÃO: Se E = IR, então por 3.19, existe uma constante positiva 

A , dependendo somente de p, tal que 
p 

JJHfJI ~ A llfll p p p 

para toda feLP(T). Então pela observação anterior Hf=f q.s., para toda 

feL'(T), 1 < p < oo, 

Mostramos assim que o operador de conjugação f l-----7f está bem 

definido, é limitado sobre LP(T), 1 < p < oo e coincide com a transformada 

de Hilbert sobre o toro. De agora em diante a transformada de Hilbert 

sobre o toro de f será denotada por f, tanto no caso real como no 

caso vetorial. 

4. RELAÇÃO ENTRE A TRANSFORMADA DE HILBERT E O OPERADOR DE CONJUGAÇÃO 

As demonstrações dos resultados desta seção foram baseadas em (SJ e 

[17]. 

4.1. LEMA: Seja E um espaço de Banach, 1 < 
transformada de Hilbert seja limitada sobre 

transformada de Hilbert truncada definida em 

p < ro e suponha que a 

LP([R,E). Se H é a 
E 

2.17(1), então para toda 

função feLP{T,E) periódica de periodo 21l, H f é periódica de período 
E 

2rr, e existe uma constante C , dependendo somente de p e E, tal que, 
p 

111 
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para todo NeiN e toda fELP(T,E). 

Demonstraçio: Seja JeLP(T,E) periódica de perlodo Zrr e seja O < c < 1. 

Fazendo a mudança de variável s = t-Zkn, obtemos 

2kn) = -H f(x + 
E li 

n C< I x+2kn-t I <1/C 

f ( t) dt 
x+2krr-t 

para todo inteiro k e assim H f 
E 

~s= x-s H f(x) 
E 

é periódica de período 2rr. Como a 

transformada de Hilbert é limitada sobre LP(IR.E), segue pela observação 

2.17 que existe uma constante C , dependendo somente de p e E, tal 
p 

que, para toda heLP(IR,E) e todo c>O. 

(2) 

Fixamos feLP(T,E) periódica de perlodo 2n, Ne!N, e tomamos 

{teiR: 112nN < /t/ :S 21tN}. g = H
112

n:Nf. Então para todo M > O, 

J
zrr IJ" {Jzrr } o h<xJII'dx = 2M -M o llg(xliiPdx ds 

= z~t.{rllg<x••lllpd+· 

E= 
N 

Seja X = X[ 1. Então X(s-t) = 1 quando teEN e I sI .::s M. Assim 
-M-27tN,M+21tN 

pelo teorema de Tonelli temos que 
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zn 1JM {Jzn 1J } 
0 

llgixill'dx = 2M -M 
0 

llii ENX(s-tlf;x+s-t)dtJJ'dx ds 

Mas a função u~ X(u)f(x+u) está em LP(IR,E) pois u~jjf(uJfiP é 

localmente integrável. Logo segue por (2) que 

1 Joo Jzn = 2Mc' X(sl llfix+sill'dxds 
p -o:~ o 

2 P Joo = 2 ~c'IIJIIL'IT El Xlslds 
p ' -co 

e portanto 

fazendo M~ ern ambos os membros da desigualdade acima abtemos (1). 

4.2. OBSERVAÇÃO: Para todo compacto K c IR\.2n:Z a identidade 

J9 
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(!) cot(s/2) 
N 

+ Um ,--- -,--4-'-'s~. 
N~oo L_ 2 2 z' 

n=l s -4n n 
seK 

é verdadeiro no sentido dei convergência uniforme sobre o compacto K (Ver 

[19], página 340). 

que 

Fixemos agora um inteiro M, M ii!: 1. Se se[-2nM,2nM] e n ii!: M+l temos 

2s I ~ 
' ' ' s -4n n 

M 
----"''-----.,. 
x( n-M) 

Logo, tomando 

(2) S (s) 
N 

para N ii!: M e se[-2nM,2nM], obtemos que sN---)()' uniformemente sobre 

[ -2nM,2nM], quando N~. Então segue por (1) e (2) que a sequência 

(3) 
I N I 
,c
2 

ot(s/2) - ,.----
2 

= s (sJ 
t._ s+ nn N 
n=-N 

converge uniformemente para zero sobre [ -2nM,2nM], quando N------?w. 

4.3. LEMA= Seja E um espaço de Banach, 1 < p < a:~ e suponhamos que a 

transformada de Hilbert existe q.s. sobre LP(IR,E). Então para toda 

feLP(T,E) a conjugada f existe q.s .. 

Demonstração: Seja xe[0,2n), O < c < n e feLP(T,E). Então 

J
zrr-c 

- I f c(xJ = 2rr c f(x-tJcot(t/2)dt 

!In = 2n c[f(x-t) - f(x+tl]cot(t/2)dt. 

Consideremos a função I 
~(t) = rot(t/2) 

40 
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Como rp(t)--70, quando 



t-----70, então existe O < õ < n/2 tal que rp é limitada sobre ( -õ,<S). 

Mas tp é continua sobre [õ,n], portanto limitada sobre [õ,n] e assim 

existe M >O tal que l~!tll < M, para todo te[O,n]. Sejam 

h (t) = .!. [f(x-t) - f(x+tl]~(tlx( 
1
!t), 

C 1t C,ll 

v(tl = ~ IIJ!x-t) - f(x+tlllx(o,nitl, 

para O :!: c < tt. Então 

u(t), para todo O < c < .n 

h (t)-)h (t), quando c~O+ e 
e o 

e todo te[O,Zn). Como veL 1(T), 

Teorema da Convergência Dominada que 

~h.(tl~ < 

segue pelo 

(I) 1In 1 1 Jzn lim - [f(x-t) - f(x+tl](;.: cot(t/2) - t)dt = h (t)dt 
C---70+ 1l C O O 

existe para todo xe[0,2n). 

Seja agora g = fX[-n,3tr)' onde consideramos f como sendo uma 

função periódica definida sobre !R de perlodo 2n. Assim geLP(R,E) e 

portanto Hg existe q.s .• Além disso 

(2) ~~~ J: g( x-t)~g( x+t) dt 11 ~ .!.Jooll&!x-t)-g(x+tlllctt 
n n t 

[ )
1/p[ )Vq 

< ~ J)s(x-t) - g(x+tl~'dt J: >t 

Seja BciR mensurável com I Be I = O, tal que Hg(x) existe para todo xeB. 

Seja xe[0,2n)nJ3 e te(O,n]. Então x+t, x-t e[-rr,3n) e assim 

g(x-t) = f(x-t) e g(x+t), = f(x+t), Por (2) e como Hg(x) existe, temos 
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que 

(3) lim .!.Jrrg(x-t)-g(x+t)dt = lim !Jltf(x-t)-f(x+tldt 
C---)0+ 1t t C-70+ 1l t 

c c 

existe. Portanto por (1) e (3), segue que ](x) existe. 

4.4. TEOREMA: Seja E um espaço de Banach, 1 < p < oo e suponha que a 

transformada de Hilbert seja limitada sobre L!'(IR,E). Então o operador de 

conjugação f-~f está bem definido e é limitado sobre LP(T,E). 

Demonstração: Como consequência da observação 3.22, podemos considerar 

nesta demonstração o operador de conjugação como sendo o operador, 

chamado de transformada de Hilbert sobre o toro, definido em 3.18 

Seja feLP(T,El periódica de período 2n sobre IR, NeiN e EN = {te!R: 

t/ZrrN < I tI =o znN}. Tomamos 

N J21t(k+l)-l/27rN 
= C f(x-t)dt, 

k::=O 21tk+l/21IN t 

N 

c 
k=l J

-Zir( k-1 } -1/ZllN 

f(x-t)dt, 
-21lk+1/21lN t 

N -1 Jzrrk>IIZrrN [JzrrN 
= C J(x-t)dt + f(x-tldt 

k= I 21tk-1/21tN t 21tN~l/21rN t 

I2R{N+l)-l/2RN l 
f(x-t)dt , 

2ffN+l/21rN t 

N- I J-ZRk+l/211:N J-Zn:N+l/ZJlN 
= C f(x-t)dt + f(x-t)dt 

k = 1 -21l"k-1/21l"N t -27tN t 
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e temos então que 

111 

Fazendo a mudança de variável t = s+2rrk no k-ésimo termo de z
1 

e z
3 

e a mudança de variável t = s-2rrk no k-ésimo termo de 2
2 

e 2
4 

obtemos, 

(2) J
2R-112RN ( N I l 

z 1(x} + 2 2 (x} = f(x-s} C s+Ztm ds 
1/21lN n=-N 

e 

= Jl/ZltN f(x-s)( C --;;-~ 2 ~ 5 '-;:---;;]ds + Jl/2.1tNf(x-s)ds 
-1/2lrN n=l s

2
-4n

2
n

2 
o s 2rrN 

J
o 

+ f(x-s)ds 
-l/21rN S -1- 21rN J

21r-l/21tN 
- f(x-s)ds. 

l/21lN s+21lN 

Se N > l e [ s I :s 112nN, então I s / < nn e O < -;;-
2 
~ 1 '-; 2 ;--;; 2 < \ 

4n -s /n 3rr 
todo n O!: 1 e assim 

Então 

N-1 2s I 
Cl 2 2, ~ 
n=I s -4rr n 

N-t 2n 

c 2 2 2 2 
n=l n (4tt -s /n ) 

2 ~ I 
:s3rrLz=A<oo. 

no:! n 

(4) lleN(xlll ~ ll~(~~!)llcts + § llflx-slll ) I 2 
25 

2 21 ds J
1/2RN f1/2RN (N-1 l 
o -112rrN n=l s -4rr n 
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+ 1/f(x+sl//ds + 1/f(x+s)//ds 

J 
l/21lN J21r-1121IN 

-s+ZHN s+2nN 
O I/27rN 

I J2R JI/2RN 
< ZnN-1/ZnN //f(x-sl//ds + A //f(x-sl//ds 

O -1/2llN 

1 I'n 1 I'n + ZnN-1/ZnN 
0 

~f(x+sl//ds + ZttN•l/ZttN 
0 

//f(x-sl//ds 

Da desigualdade (4) segue que E ------70 uniformemente sobre [0,2n]. Por 
N 

outro lado, segue por 4.2(3) que 

I N I 
sN(s) = zcot(s/2) - L s+Znn 

n=-N 

também converge uniformemente para zero sobre [0,2n]. Logo, dado e>O, 

existe N
0

eiN tal que se N ~ N
0 

e se[O,Zn], então 

Assim se N ~ N temos que 
o 

//H f(x)- f (xJ// = 111 f(x-s)ds- -2 f(x-s)cot(s/Z)ds// I IJ2R-112RN 
uznN 1/ZrrN - E rr 

1l N S 1/Z'ItN 

1J21l-1/21IN [ N 1 1 J = //;; f(x-s) L s+Znn - 2cot(s/2) ds + .!_cN(x)// 
l/27rN n=-N Tl 

I Jztt-1/ZnN 
s;; //f(x-sl//ISN(s)[ds + .!_//cN(xl/1 

1/ZllN n 

1 J'n < ii //f(x-sl//ISN(s)[ds + .!_1/cN(xl// 
O R 
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1Izn < o(4jJJIIL'IT,E)t ii 
0 

jjflx-sljjds + o/2 

:S c/2 + c/2 = c. 

Pol'tanto H J f -->0 uniformemente 
1/ZffN J/21tN 

- -lema 4.. 3 temos que f ~-d q.s.; assim 
I/2TrN 

Por 4.1(1) e pelo lema de Fatou obtemos que 

sobre 

1 im infjjH JjjL''IT E) N-700 1 /Z1lN I 

o que dcmuustt'ü o teorema. 

[0,2n] e pelo 

4.5. LEMk um espaço de Banach, 1 < p < oo e suponha que para 

qualquer 

feLP(IR,E) 

a conjugada 

a transformada de Hilbert 

g 

Hf 

existe q. s.. Então para qualquer 

existe q.s .. 

Demonstração: Fixemos 

definida por 

feL'I~,E), 

gk(t+Zmrl 

( p ( 

= f(kn+t), 

de período 2n 

oo, Para cada kEZ seja 

para todo te[-n,n) e todo 

e g ELP(T ,E) para todo 
k 

ne7l. Temos que 

ke7l. Par·a cada 

gk é periódica 

kEIZ seja \ o conjunto formado pelos xe[-rr,rr) para os 

quais 

111 

exist!C' v sejn 

lim -
2

1J1r[g (x-t) - g (x+t)] cot(t/2}dt 
c---70+ 1l k k 

" 

B = U (kn+A ). 
k 

kEZ 

Como (gk)(x) existe q.s., então l\1 = /[-n,n)/ = Zn para todo kEZ 

e assim I Bc I = O. Temos que 
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2 ~ J:IJ g,l x-t)-gk (x+t) // cot(t/2)dt ~ 2 ~J: (h, ( x-t) JJ +JJg, (x+t) JJ Jcot(t/2)dt 

2 2 

e portanto (gk)(x) existe se e somente se o limite 

(2) 1Irr/2 b,Cxl = 1im -
2 

[g (x-t) - g (x+t)]cot(t/2)dt 
e-~o+ rr k k 

existe. Logo A 
k 

c 

é o conjunto formado pelos 

limite bk(x) existe. 

xe[-rr.rr) para os quais o 

Seja xeB e keZ tal que XE kn+Ak e J x-krr J :s n/2. Portanto por 

(1) e (2) existe o limite bk (x-krr). Se [ t J ~ n/2 temos J x-krr-t J :s n 

e Jx-kn+tj :s rr, assim gk(x-kn:-t) = f(x-t) e gk(x-kn+t) = f(x+t). Logo 

(3) 1Jrr/2 lim -
2 

[f(x-t) - f(x+t)]cot(t/2)dt = b (x-krrl . 
C--?0+ 1l k 

c 

Consideremos agora a funçã.o 

quando t---)0, então existe 

1 1 
rp{t) = zcot(t/2) t Como rp(t)---------70, 

O < ô < rr/2 tal que rp é limitada sobre 

(-8,8). Mas ~ é contínua sobre 

[õ,n"/2) e assim existe M >O tal que 

Sejam 

[õ,rr/2], portanto limitada sobre 

J ~(t) J < M, para todo te[O, rr/2]. 

1 
h)tl = ;; [fCx-tl - f(x+tl]~Ctlxc 

1
Ctl, .... .. c, Tl/2 

M 
v(t) = it 1/f(x-t) - f(x+tll/x]O,rrnl(t), 

para O :::; c < n/2. Então h (t)~h (t), quando 
c o 

e---)0+ e 

.. . 



v(t), para todo O :s c < R/2 e todo tE!R. Como veL1(1R), segue pelo 

Teorema da Convergência Dominada que 

(4) IJn/2 I I J lim - [f(x-t) - f(x+t)](-
2 

cot(t/2) - -
1
)dt = h (t)dt. 

C--70+ 1l O 
< R 

Consequentemente segue por (3) e (4) que existe o limite 

(5) J
n/2 

li .!. f(x-t)-f(x+t)dt. 
C~O+tt t 

< 

Por outro lado, pela desigualdade de Hõlder, 

.!.I~ llf(x-t)-f(x+t)~dt • .!.Jm IIJ!x-tlflctt + .!.Jm IIJ!x+tlflctt 
n n/2 t n n/2 t n n/2 t 

z[J~ 1 ]'/• • li --';jdt ~J~L'(R E) 
n:/2 t • 

< ~. 

onde 1/p + 1/q ::: 1, e portanto a integral 

(6) .!.Jm f(x-t)-f(x+t)dt 
n n/2 t 

existe. Logo segue por (5} e (6) que existe Hf(x). 

4.6. TEOREMA: Seja E um espaço de Banach, 1 < p <co e suponha que o 

operador de conjugação esteja bem definido e seja limitado sobre 

LP{T,E). Então a transformada de Hilbert está bem definida e é limitada 

sobre LP(IR,E). 
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Demonstração: Seja feLP(IR,E). Para neiN, O < c < n e xeiR definimos 

(I) f (x)= -2
1 I f(x-s)cot(s/2n)ds. 

n,c nn 
c<isl~nn 

Para s ~ Znkn, keZ, temos por 4.2{1) que 

(2) 
1 1 
~ 2 ot(s/Zn) - -

n s 

Para I s j :S nn temos 

Zs 2nn 
I z z z zl :s z z z z z z 
s -4n n m n m ( 4u -s /n m ) 

• _!.2::..._, 
2 

3rrnm 

e portanto existe uma constante positiva A tal que 

(3) 
.. 
,- 1 2s I•A 
L_ z z z z n· 
m;J s -4n n m 

Por (2) e (3) segue que, para I sI :s nn, s ;!; O temos 

( 4) 
1 I A 

12ri"ot(s/2n) - •' • n 

Logo para todo neiN, O < c < n e xeiR obtemos 

" . 

llf (x) - H f(xlll 
n,c c 11 2!n J f(x-s)cot(s/2n)ds 

c<isi~nn 

-~I f(x-s)dsi = 

isi>c s 

!I 1 1J-nn !I'" = /In f<x-sl<zu cat(s/2nl-lls)ds - n J<x-s>cts - n f<x-slcts~ 

<I I 
-CO S n1I s 

c s :!Omr 

s !I"n llf(x-sllll__! cot(s/2n)-l/slds + !J'" llflx+slllds + !J'" llf(x-slllds 
n Zn n s n s 

-nn nn nn 
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AI"" 2 [J"' 1 ]1/q s nn llflx-slllds +;; -,ds IIJIIL'CR,EI 
-nlt n1f S 

2A 2 
'--~,~ 1 ,11JIIL'IR,EI+ ,1 , u,llfiiL'(D El 

(Zrr) 11
Pn rr(q-1) (nn) u\, 

isto é, 

(51 llf lxl - H f(xlll 
n,€ c 

onde 1/p + 1/q "" l. Agora, para cada neiN, definimos g : IR~ E por 
n 

g (x+Zrrk) = f(nx) para todo xe[-1(,n) e todo keZ. Temos então que g 
n n 

está bem definido e é periódica de periodo 2rr. Como 

segue que 

tomamos 

g eLP(T,E). Identificamos o toro T com o intervalo [-n,n) e 
n 

F = { te[-rr,n): c/n <jtj :!>. 1l} como um subconjunto de T. c,n 
Para x,tET, teF temos que x-teT = (-rr,rr), assim g (x-t) = 

e,n n 
f(n(x-t}) e portanto 

(6) ~ 'I (g ) 
1 

(x) = -
2 

g (x-t)cot(tl2)dt 
ncn rrF n 

c,n 

= 2iJ F f(n(x-tl)cot(t/2)dt 

c,n 

= 2!n I f(nx-t)cot(t12n)dt 

c<ltlsnn 
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= f lnxl. n,e 

Logo, como a conjugada (g )ixl existe q.s., 
n 

= lim (g ) (x) = llm f (nx) 
C--)0+ n c/n e-~0+ n,c 

para quase todo xe[-n,rr). Consequentemente, para quase todo yE[-mr,mr) 

existe o limite 

(7) /"'ly) = lim f (y) = (g }ly/n) 
c--70+ n,e n 

Por outro lado, pelo lema 4.5 a transformada de Hilbert existe q.s., 

isto é, o limite 

Hf(x) = I im H f(x) 
C--70+ C 

existe para quase todo XEIR. Portanto fazendo C--70+ em (5) obtemos 

(8) llf'"'lxl -Hflxill ~ Bp+llfiiLPIHI 
n P ' 

pa1'a quase todo xe[-nn,nrr). Segue imediatamente de (8) que /nl~Hf 

q.s .. De (7) e pelo fato que o operador de conjugação é limitado sobre 

LP(T,E), segue que 
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Assim 

(9) 

Então para n,me!N com m :s n temos 

(lO) 

Fixemos 
(o) 

meiN. Como f -7Hf q.s., segue pelo lema de Fatou e por (lO) 

que 

Finalmente, fazendo m~ em ambos os membros da desigualdade acima, 

obtemos 

e portanto o teorema está demonstrado. 
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CAPITULO 11 

MARTJNGAJS, FUNÇÕES OE RADEMACHER E SÉRIES DE WALSH-FOURIER 

Nas Seções I, 2, 3 e 4 deste capitulo enunciamos propriedades 

básicas da esperança condicional e dos martingais. O objetivo dessas 

seções é ter- uma referência explicita de definições e resultados que 

serão utilizados na última seção deste capitulo e nas duas seções do 

capítulo seguinte. 

Na Seção 4 definimos a propriedade U.M.D. para um espaço de 

Banach E e damos exemplos de espaços de Banach com essas propriedades. 

Na Seção S demonstramos algumas propriedades das funções de 

Rademacher que serão aplicadas nas duas seções do Capitulo JII. 

Na SeçJ.o 6 estudamos as Sé!'ies de Walsh-Fourier no caso vetorial. 

Mostr·amos que se fELP(T,E), I < p < oo, E um espaço de Banach qualquer 

e se R J m' mEIN, são as somas parciais da série de Walsh-Fourier de f, 

então (R2nf)n?::l é um martingal vetorial que converge em L'(T,El e 

q.s. para f. o resultado 6.25 será aplicado na segunda seção do 

Capítulo !li. 

1. A ESPERAN~A CONDICIONAL REAL 

Uma referência para os resultados desta seção é [15]. 

Nesta seção (Q,:l,P) será um espaço de probabilidade e ~ será uma 

sub-c--álgebra de 'J. 

1.1. OBSERVAÇÃO: Seja feL
1
(Q,:f,P). Segue como consequência do teorema 

de Radon-Nikodym que existe uma única geL1(Q,:B,P) tal que, para todo 

AeB, 

(I) I gdP = J fdP. 

A A 

52 

" . 



1.2. DEFINIÇÃO: Seja feL
1
(Q,!1,P). Definimos a esperança condicional de 

f com respeito a :B, como sendo a única função geL
1
(n,:B,P) que satifaz 

1.1(1). Denotaremos g = E[f /:B]. 

I 
1.3. PROPRIEDADES: Sejam f,geL (Q,:J',P). 

(a) Se a,/3e!R, então 

E[af+~g/23] = aE(f/23] + ~E[g/23] q.s .. 

(b) Se f~ g q.s., então E[f/23] s E(gj!l] q.s .. 

(c) Seja (f n)neN uma sequêncla crescente em 
I L (0,3',P), tal que 

f n ~f q.s .. Então (E[f 
0

/:B])ne[N é uma sequência crescente e 

E( f /!l]--->E(f /23] q.s .. 
n 

(d) Seja h uma função :a-mensurável tal que 
I 

hfeL (Q,:'I,P). Então 

E[hf /!l] = hE[f /23] q.s .. 

(e) Seja feLP{Q,~,P), geL q{Q,:?f,P), 1 < p,q < oo 1/p + 1/q == 1. Então 

(f) Seja 1 :s p s co. Então para toda feLP(Q,:f,P), 

E(f/!l] s IIIII . p p 

(g) Seja :B' uma sub-o--álgebra de 3' tal que :B'c :B. Então para toda 
I 

feL IO.~.P), 

E[E[f/23]/!l'] = E(f/!l'] q.s .. 
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2. ESPERANÇA CONDICIONAL VETORIAL 

Uma refen~ncla para os resultados desta seção é [20]. 

Nesta seção (O,:?F ,P) será um espaço de probabilidade, E um espaço 

de Banach com norma //·// e :8 uma sub-a--álgebra de ~. 

2.1. DEFINIÇÃO: Seja I geL (O,:"',P;E) uma função simples com representação 

padrão 
n 

g = L akxA , akeE, Ake'!f. 
k=l k 

Definimos a esperança condlclonal de g com respeito a !8 por 

n 
111 E[g/2l] =L •.E[xA /2lJ. 

k=l k 

2.2. OBSERVACÃO: Da definição acima segue que 

OI ·IIE[g/2lJII ~ E(ilgll/2l]. 

Com efeito, por 1.3(a), 

n n 

IIE[g/2lJII s L II•.E[xA /:BJII = 
k=l k 

L: II•.IIE[xA /:lll 
k =I k 

n 

= E[L ll•.llxA f:B] 
k=l k 

= E[ llgll/2l]. 

I 2.3. LEMA: Sejam f,geL (Q,!f,P;E) funções simples e o:,j3eiR. Então 

(!) E[af+Bgj:B] = aE[f j:B] + BE[g/:ll] q.s .. 
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Demonstracão: Sejam 

e 

as representações padrão de f e g respectivamente. 

Sejam c' I 
i = 1, ... ,p, os valores distintos do conjunto 

" . 

= l, ... ,n k = l, ... ,m } e G
1
, i = l, ... ,p, a união de todos os 

conjuntos A[f3k tais que aat Jlbk = c1
. Assim 

(2) 

onde D
1 

= {(j,k): l ::s j ::s n; 1 ::s k :s m 

também que 

• (3) «f + ~g = L clxG. 
I =1 I 

n m 

Portanto, desde que n = 1 ~ 1 A 1 = k~lBk, segue por (2) e (3) que 

• 
E[af+~g/~J =L c

1
E[xG /~] 

I =1 1 

• 
= L C lo:a + llb JE[xA nB /:BJ 

1=1 (J,k)E01 J J J' k 

n m 

= L L I=+ llb.JE[xA nB /:Bl 
J =I k =I J J 1 k 

n m 

= « L aJE[xA /:BJ + ~ L b• E[x8 /~] 
J::d J k=l k 
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= aE[f /:B] + ~E[g/:B]. 

2.-1. OllSER V AÇÃO: Seja S o conjunto formado por todas as funçõt:s 
E 

simples f:O----?E e seja 1 :S p < oo, Definimos o operador T de EfE em 

é linear LP(Q.~.P;E) por T(f) = E[f /~]. Temos pelo lema 2.3 que T 

e sabemos pelo teorema 1.1.15 que &'E é denso 

Considerando &E com a norma de LP{O,:J,P;E) temos que 

contínuo. De fato, seja fES'E com representação padrão 

em L'W.~.P;E). 

T é um operador 

Então pela observação 2.2 e pela propriedade 1.3(f) temos, 

IIE[f/:BJII~P =I IIE[f/:BJII'dP ~I E[IIJII/:B]'dP 
E n n 

Portanto temos que T é um operador linear e continuo de tS'E em 

LP(Q,:B,P;E). Como gE é denso em LP<n.~.P;E), então pelo teorema 1.3.21, 

podemos estender T a um operador linear e continuo de LP<n.~.P;EJ em 

LP(Q,:B,P;El. Denotaremos a extensão de T por E[· j:BJ. Temos que E[· j:B] 
p 

é linear e para toda fEL (.Q,:f,P;E), 1 :s p < co, E[f/:B] é :a-mensurável 

e 

(1) 

2.5. DEFINIÇÃO: Seja 
I L (Q,~,P;E) definido 

E[f /ll] L' 
E 

I fEL (Q,:!',P;E) e seja E[· /ll] o 

em 2.4. Diremos que E[f /:B] 

condicional de f com respeito a '13. 

56 

operador sobre 

é a esperança 



2.6. OBSERVAÇÃO: Para todo Ae:ll e feL
1
(1l,:!',P;E) 

(1) I E[f /:!l]dP = I fdP. 

A A 

Com efeito, seja 

f 0 ~f na norma 

L
1
(Q,E). Seja 

(f ) ,~.~ uma sequêncJa de funções simples tal que 
n llEn 

1 
de L (O, E). Então E[ f /:!l]-->E[f /:!l] 

n 
na norma de 

a representação padrão de f
0

. Então, da observação 1.1 e da 

linearidade, da esperança condicional vetorial segue que 

k 

I E[f/:B]dP =À~® I E[ C•n xA /:!l]dP 
A A J=t J nJ 

k 

= lim I r E[a xA /:ll]dP n-----.)oo L_ n 
AJ=I J n

1 

k 

= lim r a I E[xA /:!l]dP n-7oo L__ n 
J=l JA n

1 

k 

=lim ra IxA dP=lim IfdP n-700 L_ n n-~oo n 
J=l J A nJ A 

= I fdP. 

A 

2. 7. PROPRIEDADES: 

1 (a) Se f,geL (Q.~.P;E) e a,J3eiR, então 

57 

• 



" . 

E[<tf+~gf:BJ = <tE(f f:BJ + ~E[g/:ll] q.s. 

(b) Se feL1(Q,:1,P;E), então IIE[f/:BJII ~ E[ilfii/:B] q.s .. 

(c) Seja 1 :S p < oo, feLP(O,:!F,P;E) e (f ) "'' uma sequência de funções 
O OEU1 

de LP(Q,:1,P;E) tal que f -----?f 
n 

na norma de LP(n,EJ. Então E[f /:8]­
n 

-}E [f /:B] na norma de LP(O,E). 

I 
(d) Seja ~· uma sub-cr-álgebra de Y. tal que :B'c :B e feL (Q.~.P;El. 

Então 

E[E[fj:B]j!l'J = E[f/:ll'J q.s., 

(e) Suponha que feL1(Q,:!f,P;E) e h seja uma função real :a-mensurável ou 
I I I que feL (Q,:1,P) e heL (O,:B,P;E). Se hfeL (O,:!f,P;E), então 

E[hf j:BJ = hE[f j:BJ q.s .. 

Demonstração: Temos que (a) segue pela linearidade do operador E[· /:B] 

definido em 2.4 e (c) segue por (a) e 2.4(1), 

Seja (f } ,.., uma sequência de funções simples tal que f -----?f 
nn&. n 

na norma de L1(Q,E). Então por 2.2(1) e 2.6(1), temos para todo Ae:B 

(1) 

e 

(2) 1J liiE[f0 /:llJII -IIE[f/:llJIIJdPI s J IIIE[f0 /:BJII- IIE[f/:BJIIIdP 
A A 
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Fazendo n~. na desigualdade (2), segue por (c) que 

(3) lim I ffE[f /!l]ffdP =I ffE[f/!l]ffdP. n-?oo n 
A A 

Portanto fazendo n~ na desigualdade (1), segue pela definição de 

esperança condicional real e por (3) que 

I [[E[f/!lJ[[dP ~I [[f[[dP =I E[[[f~/!l]dP, 
A A A 

para todo Ae:B e assim 

[/E[f/!l]ff ~ E[Ufl/!l] q.s .. 

Seja agora h uma função simples com representação padrão 

n 

h = L a.k~A I a.kEE, Ak E~. 
k=l k 

Então por 1.3(g) temos 

n 

E[E[h/!l]/!l'] =L a,E[E[xA /!l]/!l'] 

Seja (f ) "' uma 
n nEu1 

I norma de L (Q,E). 

E[f 
0

/!l]----...,E[f j!l] 

k=l k 

n 

=L a,E[xA /!l'J 
k=l k 

= E[h/!l' ]. 

sequêncla de funções simples tal que f 
0 
-----?f na 

Então por definição de esperança condicional vetorial 

e E[f /:B']----7E[f /~'] na norma de L
1
W,E). Assim 

n 

por (1) e (c), temos que , E[E[f /!l]/!l' J = E[f /!l]--->E[E[f /!l]/!l'] na 
n n 
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norma de L 
1
(Q,E). Portanto pela unicidade do limite, segue que 

E[E[f f:B]f:B'] = E[f /:!!']. 

Finalmente poJ· 1.3(d) segue que (e) é verdadeiro quando 

funções simples. Seja h uma função real sir'nples e 

sequência de funções simples tal que f ~f na norma de 
n 

h e f são 

({nlneiN uma 

L (Q,EJ. Como 

h é limitada hf ~hf na norma de L
1
(0,E) e assim segue por (c) 

n 
que E[ h f /:!1]--...,E[hf f:B] e E[f /:!1]--->E[f f:B] na norma de L

1
(0,E) e 

n n 
como h é limitada segue Que hE[f f:B]~hE[f j:B] na norma de L

1
(0,E). 

n 
Mas E[hf n/:B] = hE[f n/:B] para todo ne~ e assim pela unicidade do 

limite temos que E[hf j:BJ = hE[f /:B] q.s .. Suponhamos agora que h>O e 

seja (h
0

)
0

EIN uma sequência não-decrescente de funções simples não 

negativas tal que h
0 
--)h q.s .. Então 

portanto pelo Teorema da Convergência Dominada para integral de Bochner, 
1 

h f~hf na norma de L (O, E) e assim por (c), 
n 

(4) 

1 na norma e L (Q,E). Além disso, por 1.3(d) e (b) temos 

• E[h 11 fll /:!I] 

e 

Como h E[f /:8]-----?hE[f /:B] q.s., então pelo Teorema da Convergência 
n 

Dominada para integral de Bochner, 
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(5) h E[f /:8]-->hE[f /:BJ 
n 

I 
na not·ma de L (Q,E). Pelo caso anterior E[ h f /:B] = h E[ f /:B] para todo 

n n 
ne!N e assim por (4) e (5) e pela unicidade do limite temos E[hf /:8] = 

hE[f f:BJ q.s .. 

Para demonstrar 

h- onde h= h+- h-, 

o caso geral, basta 

• h = sup {O,h} e 

ap!Jcar o caso anterior à 

h- = sup{O,-h}. 

h' e 

2.8. EXEMPLO: Seja {B ,B , ... ,B } uma partição de n tal que B E:f e 
1 2 n k 

P(Bk) > O, para todo 1 ::5 k :s n. Se :B é a cr-álgebra gerada pelos 
I conjuntos B , 1 :s k ::5 n e feL (Q,!f.P;E), então 

k 

(1) E[f/:BJ = C[P(~ ) J fdP)x8 . 
k=l k B k 

k 

De fato, como E[f /.B] é :B-mensurável, então existem 

tais que 

n 

E[f/:BJ = Ca,x8 . 
k=l k 

Logo por 2.6(1), para todo 1 :s k :s n, 

I fdP = I E[f f:B]dP = I a,ctP = a,P!B,l 

B B B 
k k k 

e assim 

a, = P(~ ) I fdP. 
k B 

k 

a
1
, a , ... ,a eE 

2 n 

Em particular, consideremos o intervalo [0,2n) munido da a--álgebra de 

de Borel B([0,2rr)) e da medida de probabilidade (1/Zn)dt, onde dt é 
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a medida de Lebesgue restrita ao intervalo [0,2n). Seja A a a--álgebra 

gerada pelos intervalos diádicos 

Então 

2" 
(2) E[f /A] =L 

k=l 

Neste exemplo a a--álgebra é atômica e seus átomos são B , ... ,8. 
1 k 

Como consequência, a esperança condi-cional 

feL
1
W.~.P;E), é caracterizada por 2.6(1). 

E[f /:B], para qualquer 

3. MARTINGAIS REAIS 

As referências para os resultados apresentados nesta seção são 

[15] e (3]. 

Nesta seção (Q,:'f,P) será um espaço de probabilidade 

será uma sequência não-decrescente de sub-a--álgebras de 'J 

é gerada pala união das tr-álgebras '!F , n~O 
n 

e ('!F ) > 
n n-o 

tal que 'Ji 

3.1. DEFINIÇÃO: Seja f = (f ) uma sequência 
n n~o 

f é 'ff -mensurável para todo n~O, dizemos que 
n n 

de funções f 0 :n~. Se 

f é adaptada à (:!' I n no::o 
ou simplesmente adaptada. Se f é "!J 

1
-mensurável para todo n.<!:l, 

n n-
dizemos que (f ) ,

1 
é previs1vel com respeito à (:1 ) ou simplesmente 

n n- n n:eo 
previsivel. 

3.2. DEFINIÇÃO' Seja f = 

funções de L\Q,!R). 

(f ) uma sequência adaptada à 
n n<!:o 
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(a) Se E[f n+/~ n] = f n' para todo n2:0, dizemos que f é um martingal 

com J'eSpC'ito à I~ I . n n:--,n 

(b) Se [(j J'!I ] ~ f , para todo n2:0, dizemos que f é um submartingal 
n+t n n 

com t'espeito à (:} ) . 
n n~o 

n~O. dizemos que f é um 

super'mar·tingal com r·espeito à 13' I . n n~o 

3.3. OBSERVAÇÃO: Alternativamente podemos definir martingal como sendo 

uma sequência f = (f ) adaptada de funções de L
1

(Q,IR) tal que 
n n~o 

111 E[f /'!f ] = f m n n' 

p~u·:\ todu tn ' 11. Se :< igualdade em (1) é substituída por ::5 ou 2; 

temos t~unbt:'m uma derinição alteJ'nativa par· a supermartingal e 

su bmar·t i nga I r·espect i vamente. 

l.)u;mdo dizermos que uma sequência é um 

lllarlingal. Dll submartingal ou supermartingal sem fazermos menção à 

sequência de sub-cr-álgebras de '!! com respeito a qual isso se verifica, 

significat·á que é com l'espeito à sequência 

cr-álgebra gerada pelas funções f 
0
,f 

1
, • • · f n · 

(:B ) > , onde :E é a 
n n-o n 

3.4. EXEMPLO. Seja feL 
1
(Q,IR). Então a sequência (f 0 )n~o definida por 

f
0 

= E[fj'!J
0

] é um martigal. De fato, por 1.3{g), temos 

l[J /~ l n+t n E[E[f j'!f ]/~ ] = E[f /:'Fn] = fn· n+t n 

3.5. EXEMPLO: Seja J , lf I 
n n~o 

um martingal e v = {v } uma 
n n~t 

sequência p!·evisível limitada. Então 1/ J I) é um submartingal e g 
n n~o 

- (g ) definida por g = O e - nn::o o 

n 

gn L vpj- fJ-1), 
J =l 



é um martingal , chamado de transformado de f por v. 

3.6. DEFINIÇÃO: Seja f=(f) um 
n n~o 

l::Sp(co.Se f E 
n 

LP(.O:,IR) para todo n2:0 dizemos que f 

hELP(Q,~,P) tal que f = E[h/~ ] para 

martingal e 

é um LP- martingal. Se existe 

n n 
todo nO!::O, dizemos que f 

martingal fechado em LP(O,:!F,P) pela função h . Se 

dizemos que f é um martingal limitado em LP(O,:!F,P). 

3.7. DEFINIÇÃO: Seja X um subconjunto de L
1
(Q,IR). Se 

(I) lim supf ,. I JfJdP = O 
a-~+co E.n. 

{ / fi>a} 

dizemos que 1f é uniformemente integrável. 

3.8. OBSERVAÇÃO: Seja 1f 
I um subconjunto de L (Q,IR). Então 

uniformemente integrável se e somente se 

(I) 

e para todo c>O, existe õ>O tal que, se AE':J e P(A) < õ, então 

(2) supfEII J /f/dP <c. 
A 

3.9. TEOREMA: Seja f = (f 0 ) 0 ~ 0 
equivalentes: 

um L
1
- martingal. Então são 

ia) {f } é uniformemente integrável, 
n n~o 

(b) f converge na norma de 
I L W,al), 

!c) 
I f é fechado em L (Q,:!f,P). 
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Além disso, se uma das condições acima é satisfeita, então f converge 

q.s .. 

3.10. TEOREMA: Seja 1 < p < oo e f = (f ) > um LP- martingal. Então 
n n-o 

são equivalentes: 

(a) f é limitado em LP(Q,IR), 

(b) f converge na norma de LP(O,IR), 

{c) f é fechado em L•W,:J',PI. 

Além disso, se uma das condições acima é satisfeita, então f converge 

q.s .. 

3.11. DEFINIÇÃO: Um tempo de parada é uma função T:r.l----){O,l, ... ,oo} tal 

que 

~ 

{T::sn}e:1 
n 

para todo n~O. Se 't" é um tempo de parada, a CT-álgebra 

T 
é deflnldn. como sendo o conjunto formado por todos os Alf.!.'!J que 

satisfazem Afl{T::Sn}e:1 para todo n=:O. 
n 

3.12. OBSERVAÇÃO: Seja f = (f ) um martingal e T um tempo de parada. 
n n:<::o 

Então fT = (/t) definido por JT(x) = f { I (x) é um martingal e 
nn<!':o n TXI\n 

1 
é chamado de martingal parado em T. Se f é fechado em L (0,!1,P) por 

f , isto é, f = E[f /11' 1 para todo n=:O, então definimos a função f oo n oon T 

por f {x) = f (x). Temos que f é fJf -mensurável e o martingal f T 
T T(x) T T 

é fechado por fr, isto é, it = E[f f'!l ] para todo 0<!-:0. 
~ n T n 

1 3.13. TEOREMA: Seja f = (f ) .... um martingal fechado em L (n,~,P) por 
n n"'-o 

f 
00 

e sejam T e u dois tempos de parada tais que T ::s v. Então 

(I) f = E[f j1f 1 = E(f /'f 1· 
T UT OOT 

3.14. DEFINIÇÃO: Seja f = (f ) um martingal com f = O. A sequência 
n n=:o o 

d = (d ) definida por d = f - f 
1 

para n:<::l, é chamada a sequência 
nn<!':t n no-

de difereças de martingal associada a f. 
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3.15. DEFINIÇÃO: Seja f = (f ) um martingal com f = O e seja d = n n~o o 
(d ) a sequência de diferenças associada a f. Definimos 

n n~t 

(1) 

(2) [ 
., ]112 

S(f) = b,fct/ · 

3.16. TEOREMA(Desigualdade de Doob): Seja 1 < p < w e f = (f ) > um 
n n-o 

LP- martingal ou um LP- submartingal positivo. Então 

(1) 

3.17. TEOREMA: Seja 1 < p < oo. Então existe uma constante positiva C , 
p 

dependendo somente de p, tal que 

(1) 

para todo martingal f = (f 0 )n~o com f = O e para todo n~O. 
o 

3.18. OBSERVAÇÃO: Seja 1 < p < oo e f = (f ) um martlngal com n n~o 
f = O. Então segue de 3.17(1) que 

o 

(1) c-'IIIII s lfsiflll s c IIIII • p p p p p 

onde [[f[[p está definido em 3.6(1). Se f for fechado por f.,ELPI!l,:J'.P) 

então segue por 3.10 que [lfllp = llf.,[fp· 

3.19. OBSERVAÇÃO: Seja 1 < p < oo, f = (f ) um martingal 
n n~o 

com f= o o 
e v = (v ) 

n n~t uma sequência previslvel tal que 

n~l. Seja g = (g ) > o 
n n-o 

isto é, g = O e o 

martingal transformado 
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Então por 3.17{1) 

111 

(2) 

existe uma constante positiva C tal que 
p 

~ Mc'llf 11 • p n p 

para todo n<=:l e toda sequêncla de diferenças de martingal d = 

4. MARTINGAIS VETORIAIS 

" . 

[d ) >]' n n-

As referências 
[15], [20], [7], e as 

para as propriedades de martlngals 
referências para os espaços U.M.D. 

vetoriais são 
são [5] e 

[ 4]. 

Nesta seção W,:st',P) será um espaço de probabilidade, (' 0 ) 0 ~ 0 
será uma sequência não-decrescente de sub-v-álgebras de ':} tal que ':J 

é gerada pela união das o--álgebras 

Banach com norma 11'·11· 

'!F, 
n 

n ~ O e E será um espaço de 

4.1. DEFINIÇÃO: Seja f = (f ) > uma sequência de funções 
n n-o 

Se f 
0 

é ':f 
0 

-mensurável para todo n~O. dizemos que f é adaptada à 

(:1 ) > ou simplesmente adaptada. Se f é 
n n-o n 

ne-:1, dizemos que (f 0 ) 0 ~ 1 é previsível com 

simplesmente previsível. 
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4.2. DEFINIÇÃO: Uma sequêncla 

funções de L
1
(0,E) é chamada 

('} 
0

)
11

2:
0 

se, para todo n'O?::O, 

(1) 

f = (f ) > adaptada à (~ ) 
n n-o n n~o 

de martingal vetorial com respeito 

" . 

de 

à 

4.3. EXEMPLO. Seja 

por f = E[f /~ J é 

feL1(Q,!1,P;E). Então a sequência definida 

n n 
um martigal vetorial. Se g = (g ) é um 

n n2:o 
martingal 

vetorial arbitrário , então (~g 0 ~)n2:o é um subrnartlngal real. 

4.4. EXEMPLO: Seja f = (f ) um martingal vetorial e v = (v ) uma 
n n2:o n n~1 

sequência previsível real, tal que Jl v 
0 

llc.o ::s M para alguma constante 

positiva M e para todo n2:1. Então g = (g ) ... definida por n n.::.o g = o o 
e 

n 

gn =L \Uk- Jk_,J. 
k =1 

é um martingal vetorial, chamado como no caso real,de transformado de f 

por v. Analogamente, se f é um martlngal real e v uma sequência 

previsível vetorial, então g é um martingal 

4.5. DEFINIÇÃO: Seja 

f eLP(Q,E) para todo 
n 

existe heLP(Q.~ ,P;E) 

f = (f ) um martingal vetorial e 
n n~o 

l~p(oo.Se 

ni!!O, dizemos que f é um L P- martingal. Se 
E 

tal que f = E[h/:?1 ] para todo ni!!O, dizemos 
n n 

que f é um martingal fechado em LP(.o,:-;;,P;E) pela função h. Se 

(I) 

dizemos que f é um martlngal !Jmitado em LP(Q,E). 

4.6. TEOREMA: Seja 

em LP(Q,:?f,P;E) por 

1 :s p < ro e f = (f ) um LEP- martingal 
n ni!!o 

f . Então f ~f q.s. e na norma de 
oo n oo 
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4. 7. TEOREMA' Seja f - (f ) 
n n~o 

um L~- martingal e E um espaço de 

Banach reflexivo. Então são equivalentes: 

(a) 

(b) 

<llf 11} > é uniformemente integrável, n n-o 

f converge na norma de L 1{Q,E), 

(c) f I 
é fechado em L (0,,-,P;E). 

Além disso, se uma das condições acima é satisfeita, então f converge 

q.s .. 

4.8. TEOREMA: Seja 1 < p < oo, f = (f } um LEP- martingal e E um n n2:o 
espaço de Banach reflexivo. Então são equivalentes: 

(a) f é limitado em LP(Q,E}, 

(b) f converge na norma de LP(O,E), 

(c) f é fechado em LP(Q,:1,P;E). 

Além disso, se uma das condições acima é satisfeita, então f converge 

q.s .. 

4.9. OBSERVAÇÃO: Seja f = (f ) um martingal vetorial, r um tempo de n n2:o 
parada e sejam fT= cirJ e f como em 3.12. Então f-r é um martingal 

n 02:0 T 

vetorial e 

T :5 v e 

(1) 

é ':J -mensurável. Se v é outro tempo de parada tal que 
T I 

é fechado em L <n.~.P;E) por f , então 
00 

f = E[f j'§ ] = E[f j'§ ]. 
't' V T oo T 

Seja 1 < p < oo e suponha que f seja um L~- martingal. Então 

( 11 f n 11 )n~o é um submartingal positivo e assim pelo teorema 3.16 segue 

que 

(2) 

onde 

<..E... 
- p-1 
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{3) 

{41 

Se f = O, a sequência d = (d ) definida por d = f - f 
1
. n~l. é 

o n n~1 n n o-
chamada de sequência de diferenças associada a f. 

4.10. OBSERVAÇÃO: Seja Y um conjunto e C uma famllia de subconjuntos 

de Y. Denotaremos por o-(0) a cr-álgebra gerada por 0, isto é, a menor 

0"-álgebra sobre Y que contém C. Se 1f é uma familia de funções 

f:Y~, denotaremos por tr(X) a u-álgebra gerada por X, Isto é, a 

menor o--álgebra sobre Y sob a qual as funções de 1f são mensuráveis. 

A o--álgebra tr(X) é a cr-álgebra O"(fq, onde g é a familia formada 
-1 

por todos os conjuntos da forma f (A), feX e Ae:B(IR). 

Para n,k inteiros, n:!:O e n 
1 :S k :s 2 , escrevemos 

{I) 

Denotaremos por il
0

, n~o. a o--álgebra sobre [O ,2rr) gerada pelos 

intervalos diádicos 1: , 1 :s k :s 2n. Temos que A
0

= { .121, [0,2rr)}. 

Denotaremos por {-1.1}0
, n~l, o conjunto formado por todas 

as sequências finitas de n elementos 

c E{-1,1} para todo 1 :!i j :!i n. 
J 

tais que 

4.11. DEFINIÇÃO: Um martingal f = (f ) , f :[0,2rr)~E. sobre o 

[ 
n n>o "] 

espaço de probabilidade [0.2n:), ~([0,2n:)), dt/2n e com respeito a 

sequência (A ) definida em 4.10 será chamado de martingal diádico. 
n n:::o 

4.12. DEFINIÇÃO: Dizemos que um espaço de Banacha E tem a propriedade 

U.M.D. ( propriedade de incondicionalidade para sequências de diferenças 

de martingais), se para algum 1 < p < w, existe uma constante CP, 

dependendo somente de p e E, tal que 
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{I) 

para todo 

diferenças 

(f ) ___ com 
k k<::O 

n~l, todo 

d = (d ) > 1 
k k-1 

f: o. 
o 

Ed li L· ~ c lld + d + ... + d li L·· nn E p 1 z n E 

c = (e
1
,e

2
, ••• ,cn)e{-1,1}" 

associada a um L P­
E 

e toda sequência de 

martingal diádico f "" 

4.13. OBSERVAÇÃO: Segue como consequência da caracterização geométrica 

dos espaços U.M.D. dada por D. L. Burkholder em [4 ], que a condição 

4.12(1) na definição de espaço U .M.D., independe do espaço de 

probabilidade e da sequência de sub-tT-álgebras, isto é, se o espaço de 

Banach E tem a propriedade U.M.D., então para qualquer espaço de 

probabilidade (n,~.P) e qualquer sequência crescente {:fk)k~o de sub­

cr-álgebras de '.f, temos que 4.12(1) é verdadeira para todo n~l, todo 

c = (c
1
,c

2
, ... ,cn)e{-l,l}n e toda sequência de diferenças d = (dk)ki?:.t' 

associada a um L~- martingal f"" (Jk)k~l com J 0= O, sobre o espaço de 

probabilidade (n,3',P) e com respeito à sequência (3'k)k~o· Observamos 

também que a constante CP em 4.12(1) independe do espaço de 

probabilidade e da sequência de sub-o--álgebras considerada. 

4.14. EXEMPLO: Temos por 3.19(2) que IR é um espaço U.M.D .. Isto 

mostra que a classe U.M.D. não é vazia. 

4.15. OBSERVAÇÃO: A definição de espaço U.M.D., Jndepende de 1 < p < oo, 

isto é, se a desigualdade 4.120) vale para um 1 < p < oo, então ela 
o 

também é verdadeira para todo 1 < p < oo. Esse fato segue da 

caracterização dos espaços U.M.D. via Hmltação do operador de 

conjugação sobre LP(T,E), para algum 1 < p < oo, que será dada no 

capitulo III e do fato que, se o operador de conjugação é limitado 

sobre L q(T.E), q = p , para algum 1 < p < oo , então é limitado sobre 
o o 

LP(T,E) para todo 1 < p < oo (ver [23], pag. 104 ou [18], pag. 202). 

Outra forma de ver que a definição de espaço U.M.D. independe da 

escolha de 1 < p < lXI, · é através da caracterização geométrica dos 

espaços U.M.D., dado por D. L Burkholder em [4]. 
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4.16. EXEMPLO: Se E é um espaço U.M.D. e 1 < r < oo, então G = t'.(E) 

também é um espaço U.M'.D .. Com efeito, pela observação 4.15, existe uma 

constante C , dependendo somente de r e E, tal que a desigualdade 
r 

4.12(1) é verdadeira para p = r, para todo n~l, para todo C = {c
1
,cz' 

d = (dk)k>i' 

f = O. Seja o 

.... ,c )e{-1,1}
0 

e para toda sequência de diferenças 
n 

associada a um L~- martlngal dfá.dlco f= (fk)ki'::o com 

então F = (F k)kô!:o um L~- martingal diádico com F 
0 
= O. Para k,m il'::l 

escrevemos dm = Fm- Fm e assim 
k k k-1 

Temos então que 

4.17. EXEMPLO: Se E é um espaço U.M.D., 1 < r < oo e (X,A,dl.l) é um 

espaço de medida cr-finito, então F = Lr(X,A',j.l;E) também é U.M.D .. Com 

efeito, pela 

somente de 

observação 

r e E, tal 

4.15, existe uma 

que a desigualdade 
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-- IL I 

p = r, para todo n<=l, para todo e = (e ,e , ... ,e )e{-l,l}n e para toda 
1 2 n 

sequência de diferenças d = (dk)k~I' associada a um L~- martingal 

diádico f = (f k\~o com f 
0 

= O. Seja então G = (Gk)k~o um L~-martlngal 

diádico tal que G = O. Para k~O e te[0,2n) escrevemos 
o 

Gk_
1
(t). Portanto segue pelo teorema de TonelU que 

t 
dk = Gk(t)-

4.18. EXEMPLO: Se H é um espaço de Hilbert e feL
2
(T,E), então 

I'" 2! 
0 

llfCtlll
2
dt = 

~ ' 

Cllf(nlll
2

• 
n=-CCI 

Assim 

- 2 2 !J'" ~ ' 
Zn 

0 

llf(tlll dt = ~11-isgn(n)f(nlll 
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~ ' ' 
= L::]f(nlll 2 

- llf(Olll 2 

n=-m 

J
ZR • z; o IIJ(tlllzdt. 

Portanto segue pelo teorema 2. 7 do Capitulo III que H tem a 

propriedade U.M.D .. 

-5. AS FUNÇOES DE RADEMACHER 

Não conhecemos uma referência para as propriedades das funções de 
Rademacher que serão apresentadas nesta seção. O teorema S. 9 pode ser 
encontrado em [2]. 

Nesta seção E será um espaço de Banach com norma 1/·// e o toro 

T será identificado com o intervalo [0,2n) que estará munido da 

medida de probabilidade (1/Zrr)dt. A medida de um conjunto mensurável 

A c [0,2n) com respeito a essa medida de probabilidade será denotada por 

S.L DEFINIÇÃO: Seja s:[0,2n)I--->)IR a função definida por 

s(t) = sgn(sent). 

Para cada inteiro n~O definimos a função de Rademacher r :[0,2n)--------)(R 
n 

por r (t) 
n 

n-1 n-1 = sgn(sen2 t) = s(2 t). 

5.2. OBSERVAÇÃO: Nesta seção, 1:, para n~O e 

intervalos diádicos derinldos em 4.10 e A , para 
n 

gerada pelos intervalos diádjcos I" 
k' 

1 !i k .:s: zn 

n 1.:s:k.:s:2,serãoos 

n<::O, será a a--álgebra 

também definida em 

e temos A = {0, (0,2R) } 
o 

também que a a--álgebra de 4.10. Vimos que 

Borel :B([0,2rr)) 

imagem de r 
n 

é gerada pela união das u-álgebras A , 
n 

é {-!,!} e r n é constante em 1:. para 
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então 

e assim 

111 

r -t(l) = 
n 

zn-1 

U I" 
k=l 2k-t 

zn-1 2n-1 

zn-1 

U I" 
k=l 2k 

rnltl =C ~I" ltl -C ~I" (tl 
k=l Zk-1 k=l 2k 

2" 

=c 
k=l 

Segue como consequência de (1) que r é A -mensurável. Observamos que, 
n n 

se n,sr:l n e 1 .::s j .::s 2 , então 

(2) 

5.3. TEOREMA: Se 1 .::s k < k < ...• < k é uma sequência crescente 
1 2 n 

0 números inteiros e e = (e ,c , ... ,c )e{-1,1} , então existe 
1 z n 

sequência crescente de números inteiros 1 .::s: s
1 
< s

2 
< .... < s

2
kn-n .::s 

2
kn-n 

com elementos, tal que 

(1) 

Em particular temos que 

(2) 

n 

nr;;1
(o) = 

J =1 J j 

n 

n r;;1
1cll = 

J =I J j 

-n 2 . 

de n 

Demonstração: Temos que (2) segue imediatamente de (1). faremos a 

demonstração de (1) por indução sobre n . Para n = 1, (1) é simples 
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(I) seja verdade para toda consequência de 5.2(1). Suponhamos que 

sequência crescente 1 :S k
1
< k

2
< ..•. < kn 

n 
com n números inteiros e para 

todo ce{-1,1} . Seja 1 :S k
1
< k

2
< .... < k uma sequêncla crescente com· 

n>1 
n+l números inteiros e seja nH 

c = (c ,c , ... ,c Je{-1,1} . 
1 2 n+l 

Pela 

hipóteses de indução 

(3) 

2kn-n 

{ U kn} -1 1s n rk (cn+l) 
1=1 I n+l 

e tomando u = k -k segue por 5.2(2) que 
n+l n 

(4 I 

para todo 

2US1 

U 1
kn+l 

u 1 
1 =2 (s -0+1 

1 

1 ~ i ~ 2kn-n. Portanto tomando e: = 1, segue 
n+1 

e pela observação 5.2 que 

(5) 

kn-n 
n+l 2 { _, u n rk (e I = 
J=l J J 1=1 

n•1 

2"s 
U I 1kn+l}· 

1=2u(s -1)+1 1 
1 

I lmpar 

por (3), (4) 

Segue por (S) que 
-1 kn-n u-1 n r k (c ) é reunião de 2 . 2 = 

J =I J j 

2
kn+t-(n+l) 

intervalos diádicos 

obtemos (5) com 

' 5.4. COROLARIO, 

números inteiros, 

conjunto {1, .... ,n} 

(I) 

Ikn+l e portanto 
I 

temos (1). Tomando E = -1, 
nH 

par ao invés de impar e assim também temos (1). 

Seja 1 :S k < k <.. .. < k uma sequência crescente de n 
1 2 n n 

c = {e: ,e: , ... ,e: le{-1,1} , IT uma permutação do 
1 Z n 

-1 
e f1' a inversa de f1', Então 

n 
-1 

nrk (e,l= 
1=1 0'(1) 

n 
-1 

n r (e -1 ) k (1' (I) 
I =1 1 
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e 

(2) 
n 

I nrj; 1 
ic 1 ll 

1=1 O'lll 

-n 
~ 2 . 

Demonstração: Para cada 1 .:s i .:s n , existe um único 1 .:s j .:s n tal que 
-I 

cr(i) = j , isto é, i "" cr (j). Então 

e portanto (1) é demonstrado. 
n 

... ,c~-l<n>)E{-1,1} , então (2) 

Por outro lado, como c 

segue por 5.3(2). 

= (c -1 c -1 
a- cu' rr 121' 

5.5. COROLARIO: Seja 1 ::S k
1 
< k

2 
< .••. < k n uma sequência crescente de n 

números inteiros e sejam o: = (o: ,o: •.... ,o: ) , c = 
n 1 2 n 

(c ,c , ... ,c ) dois 
I 2 n 

elementos de {-1,1} . Para cada 1 ::5 i ::S n seja s
1 

a função dada por 

(1) 

Então 

(2) 

Demonstração: Para cada 

terk
1
(a

1
f)• isto é, s~

1
(t) = 

I 

n 

n s;
1
(clll = 

-n 
2 . 

I =1 

-I 
1 ::s: i ::s n, tes

1 
(c

1
) se e somente se 

rk:(o:
1
c

1
). Logo (2) segue por 5.3(2). 

5.6. DEFINIÇÃO: Sejam (Q,:1,P) e (Q' ,'!f' ,P') dois espaços de 

probabilidade, neiN e considere IR
0 

munido da cr-álgebra de Borel il(IR
0

). 

Seja F:Q~ 0 '!f-mensurável e G:Q'~ 0 :'!~''-mensurável. Se as 

medidas imagem PF-1 e P'G-1 coincidem sobre :B(IRn), isto é, se 

(1) 
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para todo boreliano Ae:B(lRn), dizemos que F e G têm a mesma 

distribuição. 

5.7. OBSERVAÇÃO, 

.... ,g) como na 
n 

Sejam (Q,::f,P), (Q' ,::F' ,P') e 

definição 5.6. Então F 

distribuição se e somente se 

(1) 

F - (f , ... ,f ), G - (g, 
1 n 1 

e G têm a mesma 

para todos ak, bk eiR, ak < bk, 1 :!!: k :!!: n. Com efeito , (1) segue como 

consequência do fato que as probabilidades PF-
1 

e P'G-
1 

coincidem 

sob1·e 21{lR0
) se e somente se colocldem sobre todos os retângulos do 

n 

tipo Tr [ak,bk]. 
k=l 

5.8. EXEMPLO: Sejam 1 :!!: k < k < ••.• < k e 
1 2 n 

I ~ J < J < •.•• < J 
1 2 n 

duas 

sequências de n 

~n definidas 

números inteiros, seja te[0,2rr) 

por 

(1) 

(2) 

F(x) - (rk(x),rk(x),. ... , rk(x)), 

G(x) 

1 2 n 

= (r .(t)r .(x), 
Jl Jl 

r .(t)r .(x), .... , 
1z 1z 

e sejam F, G:[0,2rr)-

Considere 
n 

Q = [0,2n:) munido da <r-álgebra de Borel e da medida de 
n 

probabilidade produto P = ITP k 
k=l 

onde P é igual a (1/Zn:)dt para todo 
k 

1 :S k !S n . Seja H:[0,2n)n. _ _,)lR0 definida por 

(3) H(x ,x , ... ,x ) = (u(x ),u{x ), ... ,u{x )), 
12 n I Z n 

onde u(y) = sgn(cosy) para ye[O,Zn). Temos que H([O,zrrtJ = {-1,1}
0 

e para todo 
n 

c = (c ,c , ... ,c )e{-1,1} , 
1 z n 
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n 
( 4) -1 lT I -1 I -n P(H (c)) = u (ck) = 2 . 

k=l 

Segue então por 5.3(2), 5.5(2) e (4) que as funções F, G e H têm a 

mesma distribuição. 

5.9. TEOREMA: Sejam (Q,~,P) e (r.l',~' ,P') dois espaços de probabilidade, 

F:Q~
0 

:f-mensurável e G:O'-----?IR
0 

:1'-mensurável. Se F e G têm 

a mesma distribuição, então para toda tpE:L1(1R0 ) temos 

(1) 

I ~(F(t))dP(t) =I ~(G(x))dP'(x). 
Q Q' 

Demonstração: Seja Ae~(IR") e rp = ~A. Então como F e G têm a mesma 

distribuição, 

I ~(F(t))dP(t) = P(F-
1

(A)) 

Q 

= I ~(G(x))dP'(x). 
Q' 

Portanto (1) é verdade para funções características e por linearidade 

da integral, também é verdade para funções simples.Suponha agora rp ;e: O. 

Então existe uma sequência crescente (m ) de funrões simples tal 
Tk kEIN "J 

que q; ----7f1J q.s .. Logo pelo Teorema da Convergência Monótona, 
k 

I ~(F(t))dP(t) = lim I ~ (F(tJ)dP(t) 
k-------)00 k 

Q Q 

= lim J ~ (G(x))dP'(x) 
k~oo k 

Q' 
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= J ~(G[x))dP'[x). 
tl' 

• Para demonstrar o caso geral, basta decompor rp = q; - rp 

caso anterior. 

e aplicar o 

5.10. COROLARIO: Sejam (Q,:f,P) e {O',:g;',P') dois espaços de 

probabilidade, F:Q-..)(R0 Y"-mensurá.vel e G:Q'-------41R0 'g;'-mensurável. 

Se F e G têm a mesma distribuição, então para toda ljleLP(IR0,E) 

1 :S p < oo, temos 

[1) I [[~(F[tiJ[['dP[t) = I [[~(G[xJ)[['dP'[x). 
Q Q' 

Demonstração: Basta tomar tp(y) = l[r/J(ylffp e aplicar o teorema 5.9. 

5.11. OBSERVAÇÃO: Sejam F, G e H as funções definidas no exemplo 5.8. 

Sejam a , ... ,a eE 
l n 

e P/JELP(IR0 ,E), 1 .:s p < co, definida por 

ljt(t , .... ,t ) = (ta+ ... + t a );t1 1
n(t , ... ,t ). 

1 n 1 1 n n ,-1,1 1 n 

Em 5.8 vimos que F, G e H têm a mesma distribuição e assim segue 

por 5.10(1) que, para todo 1 .:s p < oo, 

I'" I'" I 2! [[VI(F[tl)[['dt = 2! [[IJ(G[tJJ[['dt = tz!l" [[IJ(H[xJJ[['dx, 

o O [0,2rr)n 

isto é, 

(1) 1Jzn n Zn f[L rk [x)a [['dx 
o J =1 J J 

1J2

" n = Zn [[L r [t)r [x)ak[['dx 
o k=l Jk Jk 
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5.12. OBSERVAÇÃO: Seja n•l e .I a O"-álgebra gerada pelos intervalos 
n 

diádicos 
n 

Ik' I • k • z". Seja 

p:.u-a 1 •J • n. Pelo teorema 5.3 

tal que 

E 
n = (c ,c , ... ,c )e{-1,1} e 

1 z n 
temos que existe um Úlilco 

I". 
s 

Como, para c,c'e{-1,1}0
, c ~ c' temos que 

seja k = j 
J 

1 • s ::s 2° 

e {-1,1}" tem 2° elementos, então para cada n 
1 :!: s ::s 2 , existe um 

único 

(1) 

n 
n 

ce{-1,1} tal que 
-I n r (c ). 

J =I J J 
Consequentemente temos que 

= cr(r ,r , ... ,r ) 
I Z n 

= u(r ,r ,r , ... ,r ). 
o 1 Z n 

6. SÉRIES DE WALSH-FOURIER 

Para esta seção, citamos como referência o apêndice C de [10] e o 

capítulo VI de {16]. 

Nesta seção E serâ um espaço de Banach com norma 11·11 e o toro T 

será identificado com o intervalo 0,2rr) munido da medida (1/Zn)dt e a 

medida de um boreliano A c T com respeito à medida {1/Zrr)dt será 

denotada por I A j. As funções r 1' j<=O, serão as funções de Rademacher 

definidas em 5.1 e A , n~O será a G"-álgebra gerada pelos intervalos 
n 

diádicos I~. l 

pelas funções 

.:s k .:s zn, que, por 5.12(1), também é a G"-álgebra gerada 

de Rademacher r ,r , ... ,r . 
I Z n 
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6.1. DEFINIÇÃO: Seja (C,o) um grupo munido de uma topologia. Se as 

aplicações m:GxG--->)'G e r: G -----7G definidas por m(x,y) = xoy e 
-I 

1·(x) = x sâo continuas, dizemos que G é um grupo topológico. 

6.2. DEFINIÇÃO: Seja G um grupo topológico de Hausdorff localmente 

compacto e seja p. uma medida sobre (G,:B(G)). Dizemos que p. é uma 

medida de Radon se, 

(a) p.(K) < oo para todo compacto K c G 

e 

(b) para todo Ae~(G), 

111 J .. L(A) = sup {IJ.(K): K c A. K compacta}. 

6.3. DEFINIÇ~Q, Seja (G,+) um grupo topológico de Hausdorff 

comutativo e localmente compacto e seja ll uma medida sobre (G,:B(G)), 

Se ll é de Radon e é invariante por translações, isto é, Jl(x+A) = IJ.(A) 

para todo xeG e AE:B(G), dizemos que 11 é uma medida de Haar. 

6.4. DEFINIÇÁO: Seja G um grupo topológico de Hausdorff comutativo e 

localmente compacto. Um caracter de G é uma aplicação 1/l:G------7T que é 
A 

homomorfismo de grupos continuo. Denotaremos por G o conjunto de todos 

os caracteres de G. 

6.5. OBSERVAÇÃO: Seja G um grupo topológico de Hausdorff comutativo e 

localmente compacto. Então existe uma medida de Haar sobre G e se 11 

e u são duas medidas de Haar sobre G, existe uma constante i\>0 tal 

que ll = ÀV. Se G é compacto, qualquer medida de Haar sobre G é finita. 

Quando G for compacto vamos sempre trabalhar com a medida de Haar 

normalizada, isto é, com a medida de Haar ll tal que Jl(G) = 1. 

O conjunto G dos carcteres de G é um grupo comutativo com 

respeito ao produto de caracteres. Quando G for compacto, G será 

discreto, isto é, enumerável (ver [16], pag.237). 
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6.6. EXEMPLO: Se G = IR, Todo os caracteres de IR são da forma 

se G = T os caracteres de T têm a forma 
II1X 

e nEZ. 

6.7. DEFINIÇ~O: Sejam feL1(G), geL1(G,E) e ll uma medida de Haar sobre 

G. Definimos o produto de convolução f*g por 

{!) J•g(x) = I f(x-•)g(t)d~(t). 
G 

6.8. DEFINIÇ,l.O: Seja G um grupo topológico de Hausdorff comutativo e 
I localmente compacto e seja l.l uma medida de Haar sobre G. Se feL (G,E), 

definimos a transformada de Fourier de f como sendo a função f:G-;,E 

dada por 

(!) f(~) = J f(x);(x)d~(x). 
G 

Se G é compacto, " é a medida de Haar normalizada, G - { •• } e ,... - "'n nEIN 

feL
1
(G,E), a série de Fourier de f é a série 

w • 
(2) L f(~nlwn(x) 

n=l 

onde 

f(~ ) = I f(x); (x)df!(x). 
n n 

G 

6.9. DEFINIÇ,i.o: Consideremos o grupo aditivo 

Definimos o grupo de Walsh-Paley ID por 

n=l 

= {x = (x ) ' 
n ne~ 

(!) 
w 

v = IT Z(2) 
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Para x = (x ) EINe[[l definimos 
n n 

X 
n 

n 
o 

min{nelN: x :;tQ} 
n 

Denotaremos por + a soma em [) e consideraremos [l sempre munido da 

métt·ica d(x,yl = Jx.f.y]. 

6.10. OBSERVAÇÃO: Seja B(x,O) a bola aberta de centro em xe[) e raio 

0)0. Ent5o para qualque1' O < O ~ 1, existe ke!N tal que B(x,ó) o 

B(x,llk), pois {lxJ: xe[}} = { 1/k: keiN }. Assim d(x,yl :S. 1 para todo 

x,yEID e portanto é suficiente considerar bolas de raio O<r:sl. 

Denotemos [s] = max {neZ: n :S s}, SEIR. 

6.11. TEOREMA: A topologia em [l induzida pela métrica d coincide com 

a topologia produto. 

Demonstraçao: Sejam x = (x
11

)
11

eiN' y o (y I ,,E~ 
n neu~ 

e O < r :s. 1. Então 

dlx,y) '- 1· implica que X = y 
n n 

para todo n :s 1/r. Reciprocamente, se 

x - y para todo n :s l/r, então 
n 1l 

d{x,y) = 

Logo 

111 

neiN, ::;eja 

Ente\ o 

l21 

(y } "'e[}: n neu~ 

1 
~ "[ 1'/,0,r ]"+'1 < 1/r 

x = y , para 
n n 

r. 

a projeção definida por 

B(x,r) == 
- l n P (IX 1). n n 

I :Sn:S[ 1/r] 
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Portanto B(x,r) é aberto em [} com respeito à topologia produto. Logo 

a topologia produto é mais fina que a topologia determinada por d. 

Sejam agora z
1
,z

2
, ... ,zk em Z(2) e n

1
< n

2
< ... < nk uma sequência 

crescente de números inteiros positivos. Tomemos x = (x ) ,.,e[} definido 
n nEn 

pOI' X = Z 
n

1 
I 

para e 

r = max {n
1
: 1 ::: i ::s K}, então d(x,y) < 1/r implica que x

0 
todo 1 ::!> n ::!> r. Como 1 ::s n ::s r para 

I 

B(x,rl = 

1 ::s 1 ::s k, segue por 

= y n 
(2) 

para 

que 

Portanto a topologia produto é menos fina que a topologia determinada 

por d. Assim a topologia produto coincide com a topologia determinada 

por d. 

6.12. TEOREMA: [} é um grupo topológico compacto. 

Demonstração: t: claro que [) é compacto. Sejam m:[)x[}-----)(0 e r:UJ--.....,}[[} 

dados por m{x,y) = x.f.y e r(x) = -x. 

x = (xn)neiN' y = ly I ~ED 
k k 

Sejam e sejam lx Jke~· (y 1 ke~ duas 
n ne 

k k 
sequências de elementos de D tais que X--'>X e y --'>Y em [l. Se 

k k k k 
então 

k k 
X = (x ) IN' y = (yn)neiN X --'>X e Yn---7Yn n ne n n 

para 

então 

todo neiN. Logo 
k' k 

x +y ----tx+y e 

k• k x +y ---7X +y quando k~ 
n n n n 

portanto m é continua em (x,y). 

quando k-----700 

para todo neiN, 

Como r(xJ = x 

para todo xe[l, então r é continua. Portanto [) é um grupo topológico 

compacto. 

6.13. OBSERVAÇÃO: A função x~lxl 

satisfaz 

definida sobre ID 

(I) lx'-yl 'max{lxi,IYI}, 

(2) lxi-yl = max{lxi.IYI}, lxl •IYI· 
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Para cada ke[N, sejam 

Temos que Sk e Uk são subgrupos de [) e { Sk: keiN } é um sistema 

fundamental enumerável de vizinhanças de O formado por bolas abertas e 

compactas. Para xe[) e keiN denotemos xk = (xk) ,., o elemento de Uk 
n nen 

dado por xk = x se 1 :S n :s k e xk = O para n>k. Se xe[) e keiN 
n n n 

então 

(5) 

Portanto 

(6) 

é uma base enumerável para a topologia de [). 

Sejam B(x,õ) e B(y,c) duas bolas abertas de [) e suponha que 

O :S c. Segue por (1) e (2) que, se zeB(x,O) então B(x,ô} = B(z,ô) 

e se B(x,aJnB(y,c) '$. 0 então B(x,c5) c B(y,c). Logo se B{x,ó) é um 

subgrupo de [), OeB(x,õ) e assim B(x,õ) = B(O,ô}. 

Para cada ke~ denotaremos por k = lek) o elemento de e 
n neiN 

k 
n * k 1 n = k. Então u é um por e = ô = O se e se n kn k 

vetorial sobre Z(2) com z' elementos, com dimensão k e que 
1 2 k 

{e ,e , .... ,e } como base. 

6.14. TEOREMA: Para cada ieiN seja a
1
e[) definido por 

(I) 
x, 

e (xJ = HJ • 
I 
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Então o grupo de caracteres D de D é dado por 

{2) 

Demonstração: Seja p um caracter de D. Então p([)) c {-1,1}, p(O) = 1 

h{x) 
e p(x) = (-1) , onde h:IO-----+Z(2) é um homomorfismo de grupos. De 

fato, como p é um homomorfismo 

Hlh{xi-y) = p{xi-y) = p{x)p{y) = {-l)h{x)i-h{y) 

e assim h(x.ty) = h(x).th(y) para qualquer x,yeD. Além 

xe[} e n 
x -----tx, como p é continuo segue que 

p(x) = {-l)h{x) = llm {-l)h{x"l 
n->m 

n 
disso, se x , 

ou seja lim h(xn) = h(x). Portanto h é continuo. Reciprocamente, de 
n-~oo 

forma análoga podemos mostrar que se h:IO-----+Z(2) é um homomorfismo de 

grupos continuo, então p:IO-----+T definido por p(x) = (-l)h(x), xe[) é 

um caracter de ID. Seja 

H = { h:[I-----4Z(2), h homomorfismo continuo}· 

Então 

{3) v = {-1) ' - { h heH }· 

-1 
Seja agora heH. Como h é continuo, então ker(h) = h ({O}) é aberto 

pois {O} é aberto de Z(2). Por outro lado OeKer(h) pois h é um 

homomorfismo e assim existe keiN tal que Sk c ker(h}. 

Sejam e
1 

e U como na observação 6.13. Então para xe[), 
k 
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e logo 

k w 

x = C xtet + C xle 
1=1 l=k+l 

k 

hlxJ = C x
1
hie1

) + h(u) 
I :I 

k 

=c 
I =1 

I 
Tomemos a

1
= h(e ), le[N. Temos que a = (a

1
)
1
tltluk c U e h(x) 

h Portanto se pe[) e p = (-1) então 

p(x) = HJhlxJ 

w 

L xlal 

= (-1)1=1 

w a 
= lT(e1ixJ) 

1 

I =I 

w xa 
= lTHJ I I 

I =1 

6.15. OBSERVAÇÃO: Considere a função tp:U~{O,l,2, ... } definida por 

(!) 

Temos que fJ 
n ~1 

[aJJJEN = ~ In). 

(2) 

w 
~(a)= C a2H 

J =I j 

é bijetora. Para cada ne{O,l,2, ... } escrevemos 

Denotamos por p
0 

o elemento de [), definido por 

n 
w a 

= lT(e lxJ) J 
J ::J J 

e assim temos que [) = { p : n~O }. Em particular temos que para 
n 

a~ = O se j ~ k e a; = 1 se j = k, portanto p2k-l = ek. 
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6.16. TEOREMA: Considere a função ljl:~[0,2n] definida por 

m X 
(1) ~(x) = Zn C -;;-. xeD 

n=l 2 

e seja 

(2) S = { x = (xn)neiNeiD: existe noeiN tal que xn = 1, para n ~ no}· 

Então a função ljl é continua, '+' = 1/1/ID\S:[l\~[0,211") é bijetora, 

-I 
>V :[0,2n)-----)[f\S é :8([0,2n))-mensurável e 

(3) k 
u + s : 

k 

Demonstração: Dado c > O, seja keiN tal que 2n/2k < c. Então. se 

d(x,y) < 1/k temos que x = y , para 1 :!: n :$ k e assim 
n n 

~~(x) - ~(yll 

00 X 1D Y 
=ZniC-" -C-" I 

n=l 2n n=l 2n 

m 

~ 2n C 
n=k+l 

m 1 
< 2n L -n- = 2rr/2k 

n=k+l 2 

< c. 

Logo é continua. t/J é claramente sobrejetora, embora não seja 

injetora. De fato, seja keiN e x,ye[), definidos por xn = O se n :to. k 

e x = 1 
n 

se n = k, 

= 2n/2k ~(x) = ~(y) 

y = O se 
n 

e assim t/J 

1 :!: n :!: k e y = 1 para n~k+l. Então 
n 

não é injetora (observe que yeS e xeU). 

Mais ainda, se t/J(x) = t/J(y)e[0,2tt) e x ~ y, então xeU e yeS ou xeS 

e yeU. Consequentemente '+' = t/J/ ID\S é injetora e 'li(ID\S) = [0,2n:). 
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Seja agora tet/J(Sk \S) e seja xesk \S tal que t = 1/J(x}. Como 

xeS k 'S temos que 

w X 
,- n k 

t = ~(x) = 2rr L- -- < 2rr/2 
n=k+l 2" 

k 
e logo te[0,2n/2 ). Reciprocamente, se 

(x ) ~~. 1 e[)'S tal que x = O para n:Sk 
n nEn n 

te[O,Zrr/2') 

e t = ~(x). 

k { k • logo ~(S,'S) = [0,2rr/2 ). Como u + s,, 

existe 

Assim 

um x = 

uma base 

enumerável de abertos da topologia de ID, então para mostrar que w-1 

•• é ~([O,Zn:))- mensurável, basta mostrar que 1/i(u +Sk 'S)eB([O,Zn:)) para 

todo keiN e 

k. k k 
V>(u +S,'") = ~(u ) + [0,2rr/2 ). 

Mas 

{ . -··· ~(U,) = (J-0rr2 ' 

e portanto 

(4) 
k. • -k+l . -k+l 

V>(u +S 'S) = [IJ-1Jrr2 ,Jrr2 ) 
k 

para algum 1 ::5: j ~ zk. Assim W-
1 é B{[O,Zrr))- mensurável e (3) segue 

de (4). 

6.17. TEOREMA, Seja f,~(V)-->[0,1] definida por f(A) = j~IA)j para 

todo Ae:B([)). Então IP é uma medida de Haar sobre ID, IP([)) = 1 e 

(l) 
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Demonstração: Temos que S é enumerável, portanto 1/J(S) é enumerável e 

assim II/J(S) I = O. Temos também que a aplicação que a cada Ae:B([)\S) 

associa o número llli(A) I é uma medida pois é a medida imagem de 
-1 

(1/Zrr)dt por 111 • Logo segue que IP também é uma medida pois [f(A) = 

lt(A,SJI. e temos que P(D) = lt(D,SJI = J[o,2n)l =!. Como P(S) =O 

temos que L
1
([),S,E) = L

1
([),E) e por propriedade da medida lrnag:crn 

obtemos (1). 

Como { uk + Sk: keiN , ukeuk} é uma base enumerável de abertos de 

[) formada por abertos que também são compactos, então todo aberto de [) 

é o--compacto. Logo como IP é finita, temos que IP é de Radon (Ver 

[19], pag. 50). Para xeD e ke~. 

P(x+s) = P(x'+s) = I~Cx'+s li 
k k k 

= I ~ex•) + ~cs,) 1 

Seja A um aberto de D e seja (AJJ jeiN uma sequência de elementos dois 

{u• ukeuk} 
00 

a dois disjuntos de .;. s : keiN tal que A= UA. Se 
k J =1 J 

xe[l, então P(x+A) = P(A) para todo jeiN e assim 
J J 

00 00 

P(xi-AJ = P( U (ÚA )) = L P(xi-A ) 
J =1 J J =I J 

00 00 

= L P(A ) = P( u A ) = P(A). 
J:l J J=l j 

Agora, se AE~(ID}, como IP é de Radon obtemos que IP(x+AJ = P(A) para 

todo xe[). 
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6.18. DEFINIÇÃO: Para cada n~O definimos a função de Walsh W
0

:[0,2rr)­

----t[R por 
n 

® a 
111 Wnltl = IT(r/tl) J 

J =1 

onde r, jetN, são as funções de Rademacher e an = (an) "'' = rp-1(n}eU 
J J JEn 

es.tá definido em 6.15. Para n~l e feL1(T,E), definimos 

n-1 ,.. 

12) R flt) = ,-- flk)W lt), 
n L- k 

k=o 

• 1Izn flk) = 2n 
0 

flt)Wklt)dt. 

6.19. OBSERVAÇÃO: Sempre existe j etN tal que 
• 

n 
aJ =O para j > j

0
• De 

para j~n. Dessa forma, W é no máximo 
n 

fato o produto de n 

funções de Rademacher, Além disso 

w = 1, W= r,, W= r o I z 

w = r r w = r 
3' 

W= 
3 I z 4 

w r r 
3' 

W= r r r 
3' 6 z 7 I z 

e em geral, para n~l. W
2

n-1 = r
0

. 

6.20. LEMA: (a) Para k~l. n~O e xe[)\.S 

111 

lb) Para n~l 

= a,lx) = r,(!/Jixl), 

seja D :ID-----?IR definida por 
n 

n-1 

5 

..... 

W (!/Jixl). 
n 

12) Dnlx) = L pklx), xE[). 

k=O 

Então para qualquer feL
1
(T,E), n~l e xe[)\S, temos que 

92 

z' 

r r 
I 3 



(3) R f{Vi(x)) = (fo~)•D (x). 
n n 

X 

Demonstração: Seja xe[)\S. Temos que 1 = ek(x) = (-1) k se e somente 

se xk = O, isto é, se e somente se 

~(x)e U [(j-l)n2-k+I,Jrr2-k+l). 
k 

l~J :s2 
J lmpar 

De forma análoga mostramos que 9k(x) =-1 se e somente se 

1/J(x)e U k [(j-l)n2-k+l,jn2-k+t). 
t:S J :sz 
J par 

Portanto podemos concluir que p
2

k-t(x) = 9k(x) = rk(ljJ(x)). Além dlsso 

n " ro a 
p (x) = "TT(B (x)) J 

n J :oi J 

ro a 
= "TT(r (~(xJ)) J 

J =I J 

= W (I'J(xJ). 
n . 

Passemos a demonstrar (b). Tomemos t = 1/J(x)e[O,Zn), xe[)\S. Então 

por 6.18(2), 6.170) e (1) temos que 

= L [f f(I'J(y))W ,(I'J(yJ)dP(y)] W ,(~(x)) 
- D 
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= J (fo\!l){y))Dn{xi.y)d!P{y) 

v 

= (f o\!I)•D {x). 
n 

k-1 
6.21. LEMA: Seja kEIN e O :S m :S 2 -1. Então 

{!) p k-I "" p
2

k-t pm, 
2 +m 

{2) 

Demonstração: Seja k-1 
n = 2 + m. Segue por 6.15 que 

m 
k-1 a 

p
2

k-l{xlp {x) = e {x) IT(e {xl) J 
m k J =I J 

n 
k a 

" IT(e {x)) 1 = p {x). 
J =I J n 

Agora, desde que p = a , segue por (1) que 
2

k-t k 

p k-1 = 
2 +j 

zk-t_l 

= "· r=p,. 
J==O 
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6.22. LEMA: Para todo k~l, 

k 
(I) = IT(l+a ). 

J =1 J 

Demonstração: Faremos a demonstraçã.o por indução sobre k. Para k = 1 e 

xe[l, temos por 6.20(2) que 

= 1 + a (x). 
1 

Suponhamos agora (1) verdadeiro para keiN. Então por 6.21(2), temos que 

para xe[l, 

D (x) 

2
k+t 

zk-1 2k-1 

=C:: p (x) + 
J=O J 

a (x) L)=- p
1
(x) 

k•1 
j=O 

zk-1 k 

= (1+9 (xl) C:: p (x) = 
k+t J 

J=O 
(1+a (xJ)IT(1+9 (x)) 

k+l J 
J •1 

kH 

=--ri (1+a (x)). 
J =-1 J 

6.23. LEMA: Para todo k~l e x,ye!D, 

(1) 
se ye x+S , 

k 

se y~ x+s 
k. 
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Demonstração: Segue por 6.22(1} que 

Como 

"' { ye[): O (x+yl 
J 

"'' { yE[): yE X +sk} 

= X + S . 
k 

k 
= 2 ou 

X +y 
= (-!) J J = para 

D
2

k(x.i.y) = O, então (1) segue de (2). 

6.24. TEOREMA: Seja feL1(T,E). Então para todo k~l, 

111 

Demonstração: Seja te[O,Zn) e xe[I\S tal que t = tjJ(x). Se 

b + S = ·'·-'(I'J 
J k 'fJ J ' 

então segue por 6.20(3), 6.23(1) e 6.17(1} que 

= J f(VJiy))D2kix+yidPiyl 

ID 

96 



= ~[z•J f{\'J(y))~b +s (y)diP(y)l ~b +s (x) 
J•l !D J k J j( 

= 

onde a última igualdade segue por II-2.8(2). 

6.25. COROLARIO• Seja feL1(T,E), f
0 

= E[f /.dn] e d = f -f 
1
. n n n-

Então 

(1) 

Demonstração: Sejam z"-1:s j :s 2"-1 n-1 e O ::s k ::s 2 -1 tais que 

n-1 
J = 2 +k. Então WJ = w

2
n-1Wk = r

0
Wk. Logo por 6.24(1) temos que 
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2n-1 " 
=L f(j)Wpi 

n-1 
J=2 

k)IW ltk ltl 
k n 

6.26. TEOREMA: Sejam n,keiN. Então 

111 n ,_ k, 

{2) 

J

zn 

2! o w~<t)dt = 1, n?:O. 

Para l < p < oo e feLP(T,E) temos que R 2 nf---:.~J q.s e na norma 

de L'IT,E). 

Demonstração: A demonstração de {1) e (2) segue imediatamente pelo 

fato que as funçêle::; de Rademacher são ortonormais. Agora, pelo teorema 

6.24 temos que 

f = E[f /A ] = R2nf n n 

para todo n?:O. Portanto (fn)neiN é um L~- martingal fechado em 

LP([0,2n),E) por f. Logo segue por 11-4.6 que fn = R
2
nf-----tf q.s. 

e na norma de LP([O,~n),E). 
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' CAPITULO 111 

OS ESPAÇOS U.M.D. E O OPERADOR DE CONJUGAÇÃO 

Neste capitulo caracterizamos os espaços de Banach U.M.D. via 

operador de conjugação. 

Na primeira seção demonstramos que a propriedade U.M.D. implica 

na limitação do operador de conjugação sobre LP(T,E), 1 < p < oo. Nós 

nos baseamos na demonstração dada por D. L. Burkholder em [5]. 

Na segunda seção demonstramos que a limitação do operador de 

conjugação sobre LP(T,E), para algum 1 < p < oo, implica que o espaço 

de Banach E tem a propriedade U.M.D .. Nós nos baseamos na demonstração 

dada por J. Bom·galn em [1]. 

Em ambas as seções utilizamos propriedades da esperança 

condicional, dos martingais, das funções de Rademacher e das séries de 

Walsh-Fourier pertencentes ao Capitulo 11. 

- . 
1· CONDIÇAO NECESSARIA PARA QUE UM ESPAÇO DE BANACH TENHA A PROPRIEDADE 

U.M.D •• 

A referência para os resultados apresentados nesta seção é [5]. 

Nesta seção e na próxima, E serâ um espaço de Banach com norma 

11·11, o toro T será identificado com o intervalo (0,2n) munido da 

medida de probabilidade (l/2n)dt, r n' 

Rademacher definidas no capitulo anterior 

0'-álgebra gerada pelos intervalos diádicos 

A = a-(r ,r , ... ,r ). 
n o 1 n 

n~o. serão as funções de 

e 

I" 
k' 

A-
0

, para n~o. será a 

1 ~ k ::!> 2n, isto é, 

l.I. LEMA: Seja E um espaço U.M.D. e 1 < p < oo. Para cada k,nEIN, 
k 

seja 1/lk:IR -----?E mensurável e sejam 
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n 
(l) e fn=Cv/k+( 

k =I 

Então existe uma constante CP, dependendo somente de p e E, tal que 

121 l 'IIJ IIL"' p n E 

Demonstração: A sequência f 
fato, sejG 1 = di n~l. Assim p 

n "'' 
vetm·i<Il com respeito á I~ I n n:::.J 

e h 

IJ I , 1 n n-

= (p 
n )n2:1 

= Ih nln<:l 

é um 

é uma 

c llf li L' P· p n E 

martingal 

sequência 

definido por h 
n 

vetorial. De 

previsível 
n 

-Cr - k+t' 
k= I 

n2:1, é um J\lal·tingo.l J'eal com I'CSpeito à (~ ) >[' Portanto 
n n-

por 11-4.4, 

f e um maningal. 

]-'j;.,;l'lllll~; ,.;t.õ[U,.'.n), ltlllH'IIJU'; ,. (1: ) ' 
k k2:.] 

" 
a (ti = 1· r P (t)r (li, lE[O,Zn), n~l. 
bn L_ k k k+t 

k=l 

c = r (s) 
k k+l 

e seja 

Então g = {g
0

)n2:l é o martingal transformado de f por f: e f é o 

martingal t1·ansformado de g por c. Logo, como E é um espaço U.M.D .• 

existe uma constante positiva 

que 

ish> ('. 

C , dependendo somente de 
p 

p 

IJI 
J
.,,ll'", lslv ltlr ltlll'dt 

L~ l«t k k+I 
o k =I 

~ c'J2

" 11 cv ltlr (tlll'dt 
p o k=l k k+l 

e E, tal 

141 J
zrr " 

IIL' ltlr (tlll'dt 
k k+l 

O k=I 

~ c'Jzn 11cr rslv (tlr (tlll'dt. 
p k+l k k+l 

o k==l 
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Fixemos agora tE[0,2n), e para cada nEIN, sejam F n' Gn:[O,Zn:)--

e 

F (s) 
n = 

= 

(r (s),r (s), ... ,r (s)), 
2 3 n~l 

(r (t)r (s), ... ,r (t)r (sl) 
2 2 n+l n+l 

Então por 11-5.8 e 11-5.9, temos que 

J
zrr n Jzrr n 11,--v (t)r (slll'ds = 11,--v (t)r (s)r (tlll'ds. 

L_ k k+l [__ k k+l k+l 
O k =I O k =1 

Portanto, integrando em ambos os membros de (3) e (4) com respeito a s 

e aplicando o teorema de Tonelli, obtemos (1). 

1.2. DEFINIÇÃO: Para as funções de Rademacher 

definimos para cada k,nEIN 

r , n~Z e o < a < 1/2, 
n 

{ 
n n 

dk = ar 
2k+1° 

e = ar 
2k

0 X =Ce y =Cd 
(1) 

k n •• n •• 
k=l k"'l 

z = X + iY , z =o. 
n n n o 

Além disso, se D = {zEC: lzl < 1}, definimos a função 

-r:[O,Zrr)-----7{1,2, ... ,oo} como sendo 

(2) T(t) = inf {n>O: IZn!tJI > 1}, 

onde por convenção infe~ = w, e 

k-1 
(3) w, = IT :rcz J. k<l. 

j=O J 
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1.3. LEMA: Sejam T e w k como em 1.2 e S o operador definido em 

II~3.15(2), e para cada nel!'l seja 

(1) 
n 

f =,--we, neN. 
n L- k k 

k=l 

Então f = {f n)n~l é um martingal e para todo k,nelN temos 

(2) 

(3) 

Demonstração: Seja 'J = cr(r ,r , ... ,r ). Então f é 'J -mensurável 
n 2 3 Zn+l n n 

w é :J' 
1
-mensurável, isto é, 

n n-
e 

previslvel com respeito à {1 ) >I" Como 
n n-

em 1.2 é o martingal com respeito à 

w = (w ) é uma sequência 
n n~l 

a sequéncia X = {X 0 ) 0 ~ 1 definida 

(:J' J 
1
, segue por II-4.4 que 

n n> 
f é um martingal transformado de X por w e portanto é um martingal. 

Temos que -r(t)~k se e somente se IZ}tl I < 1 para todo 

1 • j • k-1 e portanto w k (t) = 1. Por outro lado, se -r(t)>k, existe 

1 • j • k-1 tal que IZJ(tJI > 1 e portanto wk{t) = O. Logo w é a 
k 

função caracterlstica de {< > k}. 

f 

Como a sequência de diferenças 

é dada por dk(t) = wk(t)ek(t), kEIN, 

m>-r(t), então 

S{f)(tl = lC,I w, (tie,(t) 1']'/2 

= õ(t:
1
wk(t))

1
n 

= õ·t)/Z(t). 
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d - (d I associada ao martingal 
k K~l 

tE[0,2ll) e como wm(t) = O se 

= 8[Üw,(tll
2

]
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Finalmente, seja te[0,2n) e nEIN. Se T(t) < n , então wk(t) = O 

se "t"(t) < k :s: n e 1 se 1 :s: k :s "t"(t). Por outro lado se n:s:"t"(t), 

" wk(t) = 1 para todo 1 :5 k :5 n. Portanto segue que nAT(t) = Cwk(t). 
k ::1 

O resultado que daremos a seguir é uma simples generalização da 

conhecida Fórmula de Taylor. 

1.4. LEMA: Seja '11 c C aberto; a,bEE; f, g:C'--->>IR funções de classe 

C
3 

sobre 'U (isto é, as derivadas parciais até a orden 3 de f e g 

existem e são continuas em U) e z = x + ly e'U. Se w = h + lk :F. O e o 
o o o 

segmento de extremidades z e z + w está contido em 'l.l, então a 
o o 

função F:C----7-E dada por 

i !I Fiz) = afiz) + bgiz) 

é de classe C
3 

sobre 'U e 

Fiz + w) = Fiz ) + F iz )h + F (z )k + -
2
1 

[F (z Jh
2 + ZF iz )hk 

O O X O y O XX O XJ O 

onde 

e 

i3) 

i4) E ih,k) 
g 

+ F {z )k
2

] + E(h,k), 
yy o 

1 :: 3 
= 

3
-,[g iz)h + 

. XXX 

- 2 
3g izJh k 

xxy 

- = 

- 2 + 3g (Z)hk 
xyy 

- 3 
+ f izlk ], 

yyy 

- 3 
+ g izJk J, 

YYY 

para algum par z, z no interior do segmento com extremidades z e 
o 

z + w. 
o 

Em particular, se as derivadas de terceira orden de f e g são limitadas 

por M e lhl • o, lkl • o, então 
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(5) 

l.S. LEMA: Seja NetN, a 
1
, ... ,aN, b 

1
, ... , bN elementos de E, z = x + ly 

e w = h + ik :F. O. Sejam u, v:c--tE definidas por 

B N 
u(re

1 
) • L (a.cos(kBI + b•senlkBI)r•, 

k=l 

'" v(re ) 
N 

= L (aksen(kB) 
k=l 

Então, para O < r < 2, O < o < 1/2, I z I < I, I h I < o e I k I < o, 

(I) llulz+w) - u(z) - u (z)h - u (z)k - u (z)hkll < ro3 

x y xy 

e 

onde 

(3) 
N 

7 = N3
2N L <lia 11 + llb 11>· . k k 

k=l 

Demonstração: Seja G(x+iy) "" (x+iy)k para ke!N e jx+iyj < 2. Então as 

derivadas de terceira ordem com respeito a x e y de rkcos(ko) e 

rksen(ke), parte real e imaginária de G respectivamente, são limitadas 

por k3
Zk-

3 e portanto para 1 ~ k :S N elas são limitadas por 
3 N-3 

M = N 2 .Não é dirlcll mostrar que 

u + u = o e v +v =o. 
XX yy XX YY 

Logo para lzl = lx+iyl < I, jhj < o e lkl < o, temos pelo lema 

1.4 que 
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onde 

I 4) 
N 

E(h,k) = L E 1(h,k), 
J =1 

E1(h,k) = a Ef (h,k) + b E (h,k), 
J J J g J 

f (9) = r 1cos(j9), g (9) = r 1sen(j9) e Ef , E são como em 1.4(3). 
J J J g J 

3 N-3 
Assim para 1 ::s j ::s N, temos por 1.4(5) com M = N Z que 

< "
3
N

3 z"<ll• 11 + llb lll· J J 

Portanto por (4) 

N 

IIEih,kJII < o'N'z"L:<II•,~ + ~b,IIJ 
k=l 

e assim obtemos a demonstração de (1). A demonstração de (2) é 

análoga à (1). 

1.6. TEOREMA: Sejam E um espaço U.M.D., I < p < oo, neiN e a
1

, ... ,aN, 

b 
1
, .... ,bN elementos de E. Então para todo ri!:O 1 existe uma constante 

positiva 

(I) 

onde u 

C , dependendo somente de p e E, tal que 
p 

e v são definidos em 1.5. 

Demonstração: 

sejam dk 1 

Sejam r , n~l, as 
n 

funções de Rademacher 1 O < õ < 112, 

f = (f n)n<l 

martingal. 

ek' 

como 

xn' 
em 

Yn. Zn. -r, como em 1.2 e seja 

1.3. Vimos em 1.3 que wk = x{-r~k} e f é um 
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Seja ne~ e te[O,Zrr) tal que T(tJ > n. Como wk = x{<>k}' então 

w.ttJ = l para l < k ~ rí e IZnltll < l. Assim 

n n 

12l 1Jnltll = ICw.lt>•.ltll = IC•.It>l 
k=l k=l 

Por outro lado, se n~T(t), wm(t) = O para m~·dt)+l e assim 

(3) lf ltll = I• (t) + ... +e (tll = IX (tll 
n 1 -r -r 

• IX ltll + I• ltJI • 1 +a < 2. 
T-1 't 

Por II-3.17 e Il-3.18, existe uma constante positiva CP, dependendo 

somente de p, tal que 

Portanto segue de (2), (3) e 1.3(2) que 

(4) 

e 

(5) 

.. 
Em particular temos que T =C wk é finito q.s. e assim 

k:l 

(6) lim z .... An = z n-700 ~ T 

Se nEIN e tE[0,2n:) é tal que n:S-r(t), então 
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IZ itll • IZ 1itll + le (t) + id (tll n n- n n 

<1+21><2. 

Por outro lado, se n2:-r(t), então 

< !T25 < 2, 

e consequentemente 

(7) I z 1 < 1+25 < 2. 
TAn 

Agora, por (6), {7) e pela definição de T temos 

(8) 

Fixemos neiN e sejam 

n 

U = Cwk[ux(Zk-l)ek 
k"'l 

n 

+ u (Z )d ] 
y k-1 k 

W = .,.--w u (Z ld e . 
'---- k xy k-1 k k 
k=l 

Suponha que wk(t) = 1. Então 

do lema 1.5 que 

IZ (tll < 1, IZ (tll < 2 e segue 
k-1 k 

llu(Z (t)) - u(Z ftl) - u (Z lt))e (t) - u (Z lt))d (t) 
k k-1 X k-1 k y k-1 k 

- u (Z lt))d (t)e (tlll < 75
3

. 
xy k-i k k 

Assim 
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w !IuiZ ) - u(Z ) - u (Z )e - u (Z )d - u (Z )d e 11 < ;rli 3
w, 

k k k-t x k-1 k y k-t k xy k-t k k 

e pm·tunto 

n 

(9) 
11
_-w (uiZ ) - u(Z )) - u - wn < 
L_ k k k-1 u 
k== I 

Se n:S T{t), temos w (t) = 1 para 1 :S k :S n 
k 

e assim 

n 

_-w (t)[u(Z (t)) - u(Z (t))] = u(Z (t)). 
L_ k k k-1 n 
k=l 

Por outro lado, se n>r(t), então wK{t) = 1 se 1 ::s k ::s -r(t) e O se 

T(t)+l :s k :S n e assim 

n 

_-w ltl[u(Z (t}) - u(Z ltl)] = u(Z (t)). 
L_ k k k-1 L 
k=l 

Consequentemente 

n 

C w,CuiZ,l - uiZ,_
1
l) = u(ZTAnl 

k=l 

e portanto segue por (9) e pela desigualdade de Minkowskl que 

~u(Z ) - u - w~ < ;rõ3
(TAn), 

TAn 

!IuiZ l - UIIL• ~ ~WIIL• + ro
3

IITAn~ . 
-rAn . E E p 

Logo por (5} temos 

(lO) 

que 

!IulZ ) - UIIL• ~ IIW~LP 
TAn E E 

z + 4;rêC . 
p 

A seguir estimaremos W na norma de LP(T,E). Não é dificil ver 
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onde 

n 
~---- W UZJ- 1(Z )d e , 

L__ k xy k-1 k k 
k=1 

n 
~ --w UZJ(Z )de, 

L_ k xy k-1 k k 
k =I 

Usaremos o slmbolo u 1 

W1 para indicar W2J-l 

para indicar u
2

J-I ou u21 indiferentemente e 

ou w21 indiferentemente. Lembremos que nelN 

está fixo. Então a sequência ~ = (g ) 
1 

definida por g = g 
mm~ m n se m>n 

m 

e g = C w u 1 {Z )d e se m::sn é um martingal com respeito à 
m k =

1 
k xy k-t k k 

Portanto 

~ = u{r , .... ,r ). De fato, para mi!;n, temos 
m 2 Zm+l 

que 

= g e para n<m, segue por ll-1.3{d) que 
m 

~ g + E[w u J (Z )d e /11 ] 
m m+1 xy m m+1 m+t m 

w1 é um martingal com sequência de diferenças d'= {d' ) 
1 mmi!; 

dada por d' = w u 1 (2 )d e se 1 ::s m ::s n e O se m>n. Observe que 
m mxy m-1 mm 

]u 1 (Z )d e I :S j 2
0

2 para todo m~l. Então por 11-3.17(1), 1.3(3) e 
xy m-1 m m 

(4), 

(li) //WJ/1 ~c //S (WJ)// =c 11[~/d'/2)1/2~ p pn p pL-m p 
ffi=l 

~C 11[i:::1w uJ (Z )d e /2)11zl/ 
p ffi=l m xy m-t m m p 

109 



s N'~'c li fi::: wm) IIZ~ 
p lm=I p 

onde a constante C é a mesma constante de (4) e (5). Assim pela 
p 

desigualdade de Minkowski, (11) e 1.5(3) temos que 

(12) 

N 

< C '·N"z",----rll• 11 llb 11> po 'J;! J + J 

Logo por (lO) e (12) temos 

(13) 

Similarmente, se demonstra que 

(14) 

onde 

" 
V = C wk(vx(Zk-1 )ek 

k=l 

li O 

+ v (Z )d ]. 
y k-1 k 



A seguir vamos demonstrar que existe uma constante AP. dependendo 

somente de p e E, tal que 

Podemos escrever 

Zn 
U = r-u r 

'-- k k+l 
k =1 

e 
Zn 

V=,-vr 
'-- k k+l 
k=l 

onde u e v são A ..:mensuráveis para todo 1 :S k :s 2n. Logo como E 
k k k 

é um espaço U.M.D., então pelo lema 1.1, existe uma constante Bp' 

dependendo somente de p e E, tal que 

(15) IIVII[P s 
E 

J
ZRJZR n 

s B 11,---owk(t)[v (Z lt))r (s) + v (Z lt))r lsJH'ctsdt 
p L_ X k-i 2k y k-i 2k+i 

o o k=l 

e 

(16) 

I
ZRIZR n 

11,---owk(t)[u (Z, lt))r (s) + u (Z lt))r lslJII'ctsdt s 
L_ X -i 2k y k-1 2k+i 

o o k=l 

s B IIVII[P· 
p E 

Não é dificil ver que 

lado direito de (15) 

u = v 
X y 

é igual à 

e u = -v . Portanto a expressão do 
y X 

Por II-5.4 e Il-5.8 segue que as funções 

li! 



F(s) = (-r (s),r (s),-r (s), ... ,r (s)) 
2 3 4 2n+l 

e 

G(s) = {r (s),r (s),r {s), ... ,r (s),r (s)) 
3 2 5 2n+l 2n 

têm a mesma distribuição. Logo por 11-5.9 temos que a integral do lado 

esquerdo de (16) é igual à integral em (17). Assim 

(18) 

Logo por {13), (14) e (18) temos que 

(19) 
2 

llviZ liiL• ~ IIVIIL• + se ro 
TAO E E p 

~ 821P(iiulz JIIL• + sc2
ro) + sc2ro 

p TAO E p p 

= 821PIIu!Z liiL• + SC
2
(821P+ 1)ro. 

, p TAO E p p 

Como u e v são continuas e limitadas e por (6) lim Z = Z q.s., 
n---7co TAO T 

então lim u(Z ) = u(Z ) q.s. e llm v(Z ) = v(Z ) q.s .. Portanto 
n~Ol TÀO T n~IXI TAO '! 

pelo Teorema da Convergência Dominada para integral de Bochner e por 

(19) temos 

120) llviZ liiL" ~ 821PIIu1Z liiL• + sc2(821P+ 1)ro. 
T_E p 'tE pp 

A desigualdade em 

definidas por 

" " (20) também é verdadeira para as funções u e v 

"c •"J c • (e+a)J vre =vre . 
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A função Z't depende somente de O < a < 112 e das funções de 

Rademacher. Portanto para cada te[0,2tr), existe um único 9(c5,t)e[0,2rr) 

tal que Z'T(t) = Jz't(t)je18 (<S,t). Logo 

Assim aplicando Tonelli e fazendo a mudança de variável (3 = B(ó,t) + rx 

obtemos 

J
2RJ2R 

= o o ll•clz,(tll•"'>ll'd~dt. 

Da mesma 
~ 

forma conseguimos a Igualdade acima para u . Portanto, como a 

igualdade (20) é verdadeira para as funções urx e va. segue que 

J
2R J2R 

• z'B
2 

- 1 llu(IZ (tll•"'>ll'd~dt + xz'' 1s'c2'(B21
'+ l)'r'õ'. p2rr T pp 

o o 

Quando õ-----70, temos por (8) que IZ'ti~L como u e v são contínuas 

e limitadas, então pelo Teorema da Convergência Dominada para integral 

de Bochner, fazendo .S----70 em ambos os membros de (21) obtemos 

_1, llv(e"'>ll'd~ • z's2
-

1 llu(e 1aJII'da 
J

2R J2R 
21t p21t • 

o o 

isto é, obtemos (1) para o caso r = 1. Como a desigualdade acima é 

verdadeira para 

é verdadeira para 

demonstrado. 

a , ... ,aN, b , ... ,b 
I I N 

todo r>O. Portanto 
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• 
1.7. COROLARIO: Seja E um espaço U.M.D. e 1 < p < oo, Então o 

operador de conjugação f ~1 está bem definido e é limitado sobre 

LP(T,E). 

Demonstração: Sejam u e v definidas em 1.5 com r = 1. Então, pelo 

teo1·enw. antedor, existe uma constante C , dependendo somente de p e 
p 

E, tal que 

(1) 

Por 1-3.20, temos que u = v. Então segue que o operador de conjugação 

é limitado sobre os polinômios trigonométricos que, segundo l-3. 9, são 

densos em LP(T,E). Portanto por 1-3.21, temos que 

para toda feLP{!R,E). 

2. CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA QUE UM ESPAÇO DE BANACH TENHA A PROPRIEDADE 

U.M.D. 

A referência para os resultados apresentados nesta seção é [1}. Os 

resultados desta seção também pode ser encontrados em {18). 

2.1. DEFINIÇÃO: Seja neiN e ~eL 1(-fl ,E). Para cada meZn definimos o 

coeficiente de Fourier !ll(m) por 

one 

m·e = (m , ... ,m )·(e , ... ,e ) = m
1
e

1 
+ ... + me. 

1 n 1 n nn 
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2.2. DEFINIÇÃO• Seja feL1(T,E). Definimos o espectro de f, que 
' denotamos por Esp(f), como sendo o suporte de f , Isto é, 

Esp(f) = { nez, f(n) .. O}· 

Analogamente definimos o espectro de 4JeL1(yt,E), ne!N, por 

2.3. OBSERVAÇÃO: Sabemos por 1-3. 9, que os polinômios trigonométricos 

de uma variável são densos em LP(T,E) para 1 ~ p < oo. Similarmente 

temos que os polinômios trigonométricos de n variáveis são densos em 

LP(T?El para 1 ::s p < oo. 

Suponhamos que o operador de conjugação seja limitado sobre 

LP(T,E), 1 < p < oo, Então por 1-3.22, temos que para toda feLP(T,E), -Hf = f. onde H é a transformada de Hilbert sobre o toro definida em 

I-3.18. Assim nesta seção a conjugada de feLP(T,E), 1 < p < co, será 

denotada por Hf. Se 

... + lm I· 
m = (m ,. , , ,m )eZn escrevemos 

1 n 
llmll = lm

1
1 + .. 

n 

2.4. LEMA: Suponhamos que o operador de conjugação esteja bem definido 

en LP(T,E) para algum 1 :s p < oo. Seja q:>EL w(T) tal que rp (0) = O, 

seja keiN e seja ~: Tk ~E o polinômio trigonométrico dado por 

(i) aeT'. 

Seja O = n < n < ... < n < n 
I 2 k k+l 

uma sequência crescente de k+l números 

inteiros tal que n = n N + 1. 
k+l k 

E • ( J k•• r· ntCI.O para 6 1,.,,,1\,X ET IXO, 

temos para todo o:eT que 

(2) H(q,(e +n o:, ... ,B -tn ct)rp(x+n o:)) = 
l 1 k k k+l 
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= ofl(a 1 +n1 o:, ••. ,ak +nk oc)H(q;~(x+nk+ 1 o:)). 

Demonstração: Para k<l 
(9

1
, ... ,9k,x)eT fixo definimos 

f:T~E e por 

Temos que 

f(a) 

e assim 

j = 

g(oc) = fP(x+n o:). .. , 
t(n r + ... +n r )a 

e 1 1 k k 

n 'l + .•• +n 'l , 
1 I k k 

Logo se J = n 1r 1+ ... + nkrkeEsp(f) temos que 

e assim Esp(f) c (-n ,n ). Portanto podemos escrever 
k+l k+l 

(3) f(<d = m; b e1
Jo: 

n J .. , 

as funções 

onde os são os coeficientes de ~. Usando propriedades dos 

coeficientes de Fourier 

g(j) = O se 

( 4) 

j<{mn : 
'" 

obtemos que g( mn ) 
k•l 

" tmx 
= !p(m)e 

rneZ }· Portanto a série de Fourier de 

1mx 1mn « 
e e k+l 

e a série de Fourier da conjugada Hg é 

(5) 1-ilsgnlmn J~(m) 
k•l 
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Como f, fgE:LP(T,E) e Hf, H(fg) estão bem definidas, então segue por 

(3), (4) e (5) que 

z:== C b ;(m)elmx 
m~O TJT<n J 

"" 
e 

são as séries de Fourier de fg e fHg respectivamente e 

~ tp (-l)sgn(j+mn )b fP(m) 
1mx t{j+mn )ex 

e e k+t 
m~O j <n k+t 1 

'" 
é a série de Fourier de H(fg). Agora, como -n < j < n , então 

k+l k+l 

j +mn > O se m>O e j +mn < O se m<O. Logo temos que 
k+l k+l 

sgn{j+mn ) = sgn(m) = sgn(mn ) 
k+l k+l 

e portanto as séries de Fourier de fH(g) e de H(fg) coincidem. 

Consequentemente fHg "" H(fg) e assim o teorema está demonstrado. 

Z.S.LEMA: Seja 1 < p < c:o e suponhamos 

esteja bem definido e seja limitado sobre 

4:1 ELP(Tk,E), cil EE e para cada ki!:l seja 
k o 

que o operador de 

LP(T,E;). Para cada .. 
~keL (TJ tal que 

conjugação 

k:t!:l seja 

~ (O) = O 
K 

para todo k2:1. Então existe uma constante CP' dependendo somente de 

P e E, tal que, para todo neU'l, 

(1) I 11,;.-~ (e , ... ,e IH~ (e Jll"cte • 
L_ k-1 I k-1 k k 

n k=l 
T 

~ c'f 11ê~ (e , ... ,e I~ (e Jll'cte. p k-1 1 k-1 k k 
Tn k=l 
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Demonstracão: Suponhamos primeiramente que os 

trigonométricos, isto é, 

=C 
II"{II:SNk 

sejam polfnOmlos 

k 
8ET. 

Fixemos 9
1
, ... ,ek,ek+leT: Definimos uma sequêncla crescente de inteiros 

por indução, tomando n = O e n = nkNk + 1 para k~l. 
1 k+1 

Então pelo lema 2.4 temos que 

H(41 (9 +n a, ... ,e +n a)rp (B +n o:)) = 
k 1 1 k k k+l k+l k + 1 

para O :s k :s n-1. Portanto, como o operador de conjugação é limitado 

sobre LP(T,E), então 

I 11~~ (9 +n oo, ... ,9 +n oo)H~ (9 +n ooill'doo = 
L_ k-1 1 1 k-1 k-1 k k k 

T k=l 

= I II~H(~ (9 +n oo, ... ,9 +n o:)~ (9 +n oollll'doo 
[__ k-1 1 1 k-1 k-1 k k k 

T k=t 

Logo integrando ambos os membros da desigualdade acima com respeito à 

9 , ... ,9 ,aplicando o teorema de Tonelli e usando o fato que as medidas 
I n 

(l/2n)d8 , l :s i :s n, são invariantes por translações, temos que 
I 

J IIC~ (a , ... ,9 IH~ (a ill'cta" 
k-1 1 k-1 k k 

n k=l 
T 
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Passemos agora ao caso geral. Como os pollnOmlos trigonométricos 

de k variáveis são densos em LP(Tk,E), então para cada keiN existe uma 

sequêncla 
m 

Pk-?<i'k 

111 
(P k )me!N' de pollnOmios trigonométricos de k varlá.vels tal que 

na norma de LP(Tk ,E). Por outro lado, como cpk eLP(T), segue 

pelo teorema de Tonelli que 

m 
e portanto P k rp -?<i' rp 

k+l k k+l 
na norma de 

p k+l L (T ,E). Analogamente, 

como Hrp eLP{T,E), temos que 
k•l 

m PkHrp -7<i' Hrp na norma de 
k+l k k+l 

p k+l L {T ,E). Logo para neiN, temos 

(2) 

n n 

(3) ,-pm H~------>---~ H~ 
L_ k -1 k L_ k-1 k 
k=l k=l 

na norma de 

n 

11,----~ 19 , ... ,9 JH~ 19 JIIL' s 
L_ k-1 1 k-1 k k 
k=l E 

n n 
s IIC~ (8 , ... ,9 )H~ (9 ) - ,----pm (9 , ... ,9 )H~ (9 JIILP 

k-1 1 k-1 k k L_ k -1 I k-1 k k 
k=t k=1 E 

n 

+ II,----P111 
18 , ... ,8 JH~ (8 JIIL' L_ k -1 1 k-1 k k 

k=l E 

n n 

s 11,----~ (8 , .•• ,8 )H~ (8) - ,----pm (9 , ••. ,9 )H~ (9 )~LP 
L...... k-1 1 k-1 k k L_ k-1 1 k-1 k k 
k=t k::t E 
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n 

+ c 11----Pm !e , ... ,e )~!e liiL•· p L_ k -1 1 k-1 k k E 
k=l 

Fazendo ID-----?o:l em ambos os membros da desigualdade acima, segue por (2) 

e (3) que 

n 

11 ,---~ (9 , ... ,e )H~ (a )IILP • 
'-- k-t 1 k-t k k n 
k=t E 

2.6. OBSERVAÇÃO: Sejam p, H, 

2.5. Então 

~' k 

n 

c 11.---~ !a , .. .,a l~ la l~L'' p '-- k-t t k-l k k E 
k :oi 

rpk e CP nas condições do 

(1) I ll r~ !e , ... ,e )~ 1e lll'de • 
[__ k-1 1 k-1 k k 

T" k=l 

Com efeito, como 

segue por 2.5(1). 

~ (O) = O, temos 
k 

que -q; . Portanto 
k 

lema 

(1) 

2. 7. TEOREMA: Seja 1 < p < w e suponhamos que o operador de 

conjugação esteja bem definido e seja limitado sobre LP(T,E). Então E 

tem a propriedade U.M.D .. 

Demonstração: 

f = o, seja 
o 

de diferenças 

Seja f = (f k)k~o um L~- martingal diádico 
n ne!N e c "" (c , ... ,c )e{-1,1} . Por 11-6.25 

I n 

(dklk,l' dk = fk- fk-l' tem a forma 

dk = D (r , ... ,r )r , keiN, 
k-1 1 k-1 k 

e D é constante. 
o 

fechado tal que 

a sequência 

onde DkeLP{Tk,E) para ki".:l 

Seja u:T-)(R dada por u(t) = sgn(cost). Como u é par, então 

Hu é impar e assim para todo 1 ::s: k ::s: n e ak eT temos que 
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(1) 

Seja 

por 

t (O 
k-1 1 

, ... ,o ) = o (ule ), ... ,u(e l), 
k-1 k-1 1 k-1 

1 :~: k ~ n. EnUlo 

2.6(1) e ( 1) temos que 

= I 11<-"-c o (ule ), ... ,u(e ))ule Jll'cto 
L___kk-1 1 k-1 k 

n k=:l 
T 

. c•J IICc o (u(B ), ... ,u(e l)Hu(e lll'cte p k k-1 1 k-1 k 
Tn k=l 

= c'J IICO (ule ), ... ,u(e l)Hu(c e Jll'cte p k-1 1 k-1 k k 
T"' k=t 

= I . z 

Trocando (9 , ... ,9 ) por (c 9 , ... ,c 9 ) em 1
2

_ e aplicando 2.5(1) 
I n 11 nn 

obtemos 

c•J 11<-"-o (ule l, ... ,u(e ))Hule l~'de p L_ k-1 1 k-1 k 
Tn k:::l 

c''I 11<-"-o (ule ), ... ,u(e l)ule Jll'cte p L_ k-1 I k-1 k 
Tn k:ol 

Considere as funções 

definidas por 

F ·.T"--_,~n )li\ • 
n 

G ·.T-n ,1, ..,n-e rp 1 ., :n 
n n n 

F le , ... ,e ) = (ule ), ... ,u(e )), 
n 1 n 1 n 

G ltl = (r (t), ... ,r (t)) 
n 1 n 
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e 
n 

f{J (x , ... ,x ) = 
n 1 n IICD,_, (x, ..... x,_, Jx, I P • 

k•l 

n 

~ (x , ... ,x l = 11.,----c D (x ,. . .,x )x 11•. 
n 1 n L_ k k-1 1 k-1 k 

k•l 

Então por 11-5.8 e II-5.9 segue que 

J
2n 

I = ~ (G (t))dt 
1 n n 

o 

e 

e portanto temos 

(2) 

Seja agora ne[N e f = (f k)k~o· f 
0 

= O um L~- martingal diádico 

arbitrário. Então fn = (f~)k~o· onde f" é o martingal f pardo em n, 

é um L~- martingal diádico, fechado por f 
11

. Como 

para 1 ::5 k ::s: n e (2) é verdadeiro para o martingal fn, então (2) 

também é verdadeiro para f. 

2.8. OBSERVAÇÃO: Seja 1 < p < ro, Então temos provado que E é um 

espaço U.M.D. se e somente se o operador de conjugação está bem deflnído 

e é limitado sobre LP(T,El. 

Na quarta seção do Capitulo I, mostramos que a transformada de 

Hilbert está bem definida e é limitada sobre LP(IR,E) se e somente se 

o operador de conjugação está bem definido e é limitado sobre LP(T,EJ. 
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HL 

Além disso, a limitação da transformada de Hilbert sobre LP(~.E) é 

equivalente à limitação da transformada de Hilbert maximal sobre 

L~'(IR, El. Logo E é um espaço U.M.D. se e somente se a transf'ornu,t.da de 

Hilbert ou a transformada de Hilbert maximal é limitada sobre 

para algum 1 < p < oo, 

L'IR,El 

Finalmente, um espaço de Banach E tem a propriedade U.M.O. se 

e somente se uma das condições do teorema 3.17 do Capitulo 

é satisfeita. 
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