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Introducao

Os “Cutting Stock Problems” estao entre as primeiras aplicagoes dos
métodos da Pesquisa Operacional (veja Kantarovich[1960], Eisemann[1957]
e Férstner{1959]) e continua, ainda hoje, despertando consideravel inte-
resse. Apenas como exemplo, segundo Dickhoff|6], seis das contribuigoes
para as reunides da EURO IV de 1980 em Cambridge, Inglaterra eram
sobre os “Cutting Stock Problems”.

Um ntmero ihimitado de pegas ou itens em estoque com diferentes
comprimentos - padrao L,k = 1,...., K devem ser cortados em compri-
mentos conhecidos até que N; pegas de comprimento &;,¢ = 1,..., sejam
produzidos e uma dada fungao objetivo seja otimizada. O problema pode
consistir em cortar tubos ou bobinas de papel, filmes pldsticos, celofanes,
discos de aco, etc. Este problema terd solugdo se para algum k e todo
Ly > L.

A abordagem usual encontrada na literatura é a de que cada com-
binagao (ou conjugacao} possivel de corte é associada a uma varidvel.
A relaxacao da integralidade das varidveis nos conduz a um problema de
programacao linear (pl) caracterizado por um nimero enorme de varidveis
potenciais € um nurmero relativamente pequeno de restrigoes, De fato, para
se resolver esses problemas, Gilmore e Gomory [1],[2],|3], desenvolveram
uma técnica especial de geracao de colunas. Resolvendo um “Knapsack
Problem” ou “Problema da mochila” em cada estidgio de um simplex re-
visado, oblem-se uma nova coluna {combinagao de itens) que melhore a
funcao objetivo. Esse procedimento permite gerar apenas algumas colu-
nas dentre milhoes de outras possiveis. Dyckhoff [6] propoe uma outra
maneira de se abordar o problema que difere da de Gilmore e Gomory
em dois pontos fundamentais: para Dickhoff o ntmero de operagoes de
corte ndo é limitado, ou seja, utiliza-se apenas uma faca (disco de corte
da miquina) em uma seqiiencia ilimitada de cories enquanto no modelo
tradicional o niirnero de facas é utilizado como um condicionante do pro-
blema; a segunda diferenga estd em Dickhoff |6] considerar que pegas resi-
duais possam ser interpretadas como novos comprimentos-padrao e divi-
didas posteriormentie por sucessivas operagoes de corte enguanto que em
Gilmore € Gomory [1],/2], a geragdo de novos comprimentos-padrao nao
ocorre. A abordagem de Dickhoff provoca um aumento no nimero de



restrigoes do problema e uma diminuigao do niimero de varidveis. Como
as duas abordagens conduzem & solugao 6tima, a opgao por uma ou outra
dependerid do contexto do problema.

Ao modelo original formulado por Gilmore and Gomory, foram incor-
porados ao longo de suas utilizagoes, varias particularidades dos processos
produtivos na forma de novas restrigdes. Este trabalho segue essa linha
no intuito de complementar a aplicagao do algoritimo em indusirias de
papel, agregando ao modelo clissico, que trata somente a rebobinadeira
da maquina de papel, as restri¢oes que representam cortadeiras e guilho-
tinas, ou seja, se no modelo original cortava-se bobinas de comprimento
padrdo L, em bobinas menores de comprimento ¢ < L, neste trabalho
serao consideradas as iransformacoes de bobinas de comprimento £; em
folhas de dimensoes (o % ;).



Capitulo 1

1.1 - O Problema do Planejamento de Producao
numa Fabrica de Papel

O planejador de produgao de uma fabrica de papel deseja atender a
carteira de pedidos de bobinas de larguras £ e formatos de dimensoes
(e x f), a partir das bobinas-mae fabricadas pelas méquinas de pa-
pel com dimensoes Ly, de maneira que o custo de produgao seja o menor
possivel. Seu problema é achar combinagdes de itens (bobinas e formatos)
que resultem em custo de produgao minimo. Em geral, o departamento de
vendas j4 faz a designagdo dos itens para as maquinas, ou mesmo o cliente
pode determinar a mdquina em que serd executado seu pedido, tendo em
vista uma maior uniformidade do produto. Assim sendo, o problema de
designagdo dos itens ds méiquinas se insere no ambito do departamento
cornercial, enquanto, neste trabalho, abordaremos o problema do ponto
de vista do planejamento e controle de producgao {PCP) da fabrica. Pro-
curaremos entdo, otimizar a operacao de corte na saida da mdaquina de
papel (rebobinadeira principal), objetivando a perda minima associada as
sobras nas bobinas-mae e aos refilos? das cortadeiras onde os formatos sdo
obtidos. Para isso, adotaremos uma 1nica largura de méquina L, = L.

Podemos entao definir a perda de planejamento para o nosso problema
da seguinte forma:

Seja I a largura da bobina-mae gerada pela méquina de papel e que
serd cortada em comprimentos menores £; < L nas tonelagens pedidas.

Seja L; a largura aproveitada da bobina-mae pela conjugagao® j e a;
o nimero de vezes que cada item {; comparece na conjugagao j.

Entao ,

Lj = Zase‘n J: 1,-..-,m (1)
i=1

Irefilo ; aparas laterais retiradas das bobinas e formatos para que o alinhamento seja
mantido.
Zconjugagdo : £ uma combinagio {esquema de corte} de itens em carteira que serdo

cortados simultaneamente.



Chamamos entao de w; a perda de uma conjugagao 7, que corresponde
a parte nao venddvel de L, sendo:

wy =L — Ly, 7=1,....m

ou reescrevendo:

w; = L - Z (11'8,', j‘ =1,.....,m (2)
1=1

O programador da produgao, tem ainda que determinar quantas bobinas-
mae serao cortadas seguindo cada conjugagao para que as tonelagens dos
pedidos sejam atendidas. Resumindo, nosso problema é encontrar um
conjunto de conjugagoes e delerminar quantas toneladas devem ser fabri-
cadas de cada uma delas de maneira a satisfazer a cartreira de pedidos
com uma perda minima. Estas e outras condigoes descritas a seguir serao

formalizadas no capitulo 2,



1.2 - O Fluxo de Producao

Apresentamos abaixo o fluxo de producao simplificado de uma unidade
produtora de papel cujos produtos finais sao bobinas e folhas.

FLUXO DE PRODUGAO

MAQUINA DE
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REBOBINADEIRA BOBINAS PARA
PRINCIPAL "l CLIENTES
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1.2.1 - A Rebobinadeira Principal

As bobinas-mae sao produzidas de forma ininterrupta pela miquina
de papel. Isso nos permite considerar que um estoque ilimitado dessas
bobinas esti disponivel para corte no equipamento seguinte 4 mdquina,
chamado Rebobinadeira Principal (RP), que dispbe de um nimero limi-
tado de facas (discos de corte), onde os ftens £; serdo obtidos a partir de
uma conjungao determinada. Da RP sairdo bobinas que serao enviadas
diretamente aos clientes e bobinas que alimentario outros equipamentos
de produgao como cortadeiras e rebobinadeira auxiliar.

A RP possui algumas resiri¢oes técnicas, sendo que obviamente nao
é possivel se fabricar um item cuja largura seja maior que sua largura
nominal. Itens pequenos, no entanto, podem causar dificuldades no pla-
nejamento, sendo os principais descritos abaixo:

a ) Conjugagbes envolvendo itens pequenos : Devido ao ndmero limi-
tado de facas, uma conjungao desse tipo tende a apresentar um apro-
veitamento muito ruim de bobina-mae, ou seja, w; muito grande.

b ) Itens com largura menor que a largura minima da maquina : Os
mecanjsmos de ajuste impeder . que as facas de corte encostem umas
nas outras, gerando entre elas uma distancia minima.

¢ } Diferenca de didmetro das bobinas : Nao é possivel conjugar dois
jitens com didmetros diferentes na rebobinadeira principal.

Quando ocorre as situagoes descritas acima, podemos recorrer a um
outro equipamento chamado Rebobinadeira Auxiliar.

1.2.2 - A Rebobinadeira Auxiliar

A rebobinadeira auxiliar (RA) é um equipamento com as mesmas ca-
racteristicas da RP, apresentando velocidade e dimensoes menores que
esta. A utilizagdo da RA estd associada a estratégias de redugao das per-
das na rebobinadeira principal, quando ocorrem os casos a,b, e ¢ descritos

no item anterior.



As estratégias para cada caso sdo descritas a seguir ilustrando a fungao
da RA.

1.2.2.1 - Itens pequenos/baixo aproveitamento (w; muito grande):

Quando houver itens pequenos ou mesmo alguns que sejam menores
que a largura minima da RP, utilizamos a RA segundo o exemplo que se
segue:

Exemplo: Suponhamos que nossa RP possua uma largura nomi-
nal de 4260mm e 9 facas. Imaginemos ainda que os
seguintes itens abaixo devam ser fabricados:

£y = 255mm £3 = 430mm
£, = 350mm £y = 200mm

A RP possui uma largura minima igual a 260mm. Assim, os itens £,
e £; ndo poderao ser fabricados e a melhor conjugagio possivel correspon-
dera ao corte de uma bobina-mie de 4260mm em 8 bobinas de 430mm o
que corresponde a um aproveitamento de 3440mm, que é bastante ruim.
E conveniente observar que apesar da RP possuir 9 facas, as duas posicio-
nadas nas extremidades da bobina-mae servem para a retirada dos refilos.
Assim, nessa mdquina consegue-se obter no maximo 8 bobinas em uma
conjugacao.

Suponhamos que agora temos uma RA de 1600mm de largura com 8
facas de corte e largura minima de 150mm. Pode-se entio fabricar os itens
£, e £4 antes impossiveis e reduzir as perdas na rebobinadeira principal
gerando itens maiores constituidos de combinagoes entre os itens pedidos.



Apenas como exemplo, o item abaixo pode ser gerado a partir de £, £,
e £3 .

IS mm DE "‘15 mm DE
REFILO
REFILO o8 350 430
1085 mm
FIGURA |

Obtemos entac um esquema de corte que nos permite cortar 4 bobinas
de 1065mm na RP, com aproveitamento total da bobina-mée(4260mm)
onde, cada bobina serd posteriormente enviada 28 RA e cortada em uma

bobina de 225mm, uma de 350mm e outra de 430mm, mais 30mm de
refilo.
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Podemos entao, gerar vdrias combinacoes entre os itens £, £y, €3 e £4

semelhantes a apresentada nas figuras 1 € 2 de maneira a reduzir as perdas
na RP e na RA.



1.2.2.2 - O Problema de acerto de diametros: Suponhamos agora que trés
itens devam ser fabricado na RP descrita no item anterior:

£, = 1400mm, £, = 1600mm, £5 = 1230mm

Os itens £; e {5 possuem diametro ¢ = 1100mm e €3 ¢ = 1000mm. A
bobina mie da qual serao cortados £; e £5 possui ¢ = 1100mm, e €3 seré
obtida de uma com ¢ = 1000mm. Podemos condiderar as 3 conjugagoes

abaixo para obten¢do dos itens:

Conjugacao | Largura Largura da | Didmetro | Bobina que
Aproveitada | Bobina-mae ¢ sobra(min)
3 x 1400 4200 4260 1.100 60
2 2 x 1600 3200 4260 1.100 1060
3 3 x 1230 3690 4260 1.000 570
Tabela 1 -

Na 1ltima coluna da tabela 1 nés temos as perdas de cada uma das
conjugagoes, que 520 consideraveis. Porém, podemos conjugar os trés itens
na R.P. e posteriormente enviar £; para a rebobinadeira auxiliar e corrigir
o seu didmetro de 1100 para 1000. Teremos como perda nessa operagao,
um anel de papel de 100mm de espessura mais o refilo que se é obrigado
a retirar na auxiliar. Mesmo assim, esse procedimento é vantajoso pois
podemos gerar agora a seguinte conjugacao na rebobinadeira principal:

conjugagdo na RP = 1.4, + 1.4 +1(f +refilo)

Considerando o refilo da RA como sendo de 30mm, podemos represen-
tar essa situagao como se segue:

1400 na I600 mm 1260 mm @+ oo mm




A bobina de 1260mm serd enviada para a RA onde seu didmetro sera
reduzido para 1000mm e sua largura para 1230mm como o pedido original:

REFILQ = 1% mm AEFILO* % mp
o

1230 mm Fz 1000 mm

Com esse procedimento, conseguimos uma conjugacao com aproveita-
mento total da bobina-mae e ficamos apenas com as perdas da RA.

1.2.3 - As Cortadeiras

Consideremos agora, que um determinado conjunto de itens £; ali-
mentaraoc as cortadeiras onde serao transforrnados em folhas de dimensao
(o, B; ), com o representando a largura e B8; o comprimento. Apesar
de agora estarmos produzindo itens que possuem duas dimensoes, o corte
de folbas pode ser representado como um “cutting-stock” unidimensional.
Isso se deve ao fato do comprimento j3; da folba a ser fabricada (conhe-
cido nas fébricas de papel como puzada) ser fixo, ou seja, desenrolamos
a bobina que alimenta a cortadeira sob um rolo que possui uma lamina
gue cortard de §; em S;mm o papel que estd sendo desenrolado, enquanto
facas de corte semelhantes as das rebobinaderias executam os cortes na
dimensao ¢; formando assim as folhas. Isso significa que continuamos a
otimizar larguras também nessa etapa do processo. Na cortadeira também
¢ retirado refilo como em outros equipamentos, para que o alinhamento
lateral seja mantido.

Existem porém, algumas pariicularidades no processo de fabricagao
das folhas que definirao inclusive a forma de tratamento das cortadeiras
no modelo. Entre essas particularidades estao as restrigoes técnicas do

10



equipamento, que sao:

a ) Largura méxima: corresponde & maior largura o; possivel de ser
fabricada no equipamento.

b } Largura minima: corresponde & menor Jargura o; que pode ser fa-
bricada. Essa restrigao aparece devido ao mesmo fato ja descrito
para as rebobinadeiras, ou seja, a menor distincia entre as facas de
corte.

¢ ) Puxada méxima: maior comprimento §; possivel de ser fabricado.
d ) Puxada minima: menor comprimento ; possivel de ser fabricado.

e ) Produgio méxima(t/dia): corresponde a produtividade maxima do
equipamento num determinado periodo.

f ) Diidmetro maximo: maximo didmetro de uma bobina que pode ser
enviada para a cortadeira.

Consideramos agora, que uma certa quantidade {em toneladas por
exemplo) de folhas com Jargura a; deve ser fabricada. Explorando o fato
de que o comprimento §; é fixo e portanto continuamos a otimizar Jargu-
ras, podemos tratar no modelo os itens folhas como se fossem bobinas que
possuem larguras como na expressao abaixo:

, , =0+ R (3)
onde R é o refilo retirado nas cortadeiras.

1.2.3.1 - Sentido de fibra: - Consideramos como sentido de fibra, a direcao
que as fibras ocupam quando da fabricacio do papel. Esse é um fator
técnicamente importante pois dependendo da utilizagao a que se destinam
as folhas, ele pode ser longitudinal ao comprimento da folha, transversal
ao comprimento, ou livre {tanto faz ser longitudinal ou transversal). Ob-
serve que esse fato nos possibilita fabricar folhas de dimensoes (o4, 5;) de
duas maneiras possiveis: uma considerando a Jargura como sendo a; € 0
comprimento & e outra considerando a largura como sendo f; e o compri-
mento a;. O cliente exige um dos dois sentidos ou se for indiferente para

11



ele, deixa que o fabricante decida o que lhe é mais conveniente, no caso,
a forma que provoque uma menor perda na rebobinadeira, e uma melhor
ocupagao da largura méxima das cortadeiras, objetivando maior produ-
tividade desses equipamentos, Portanto, uma folha de dimesdes (ay, §;)
pode ser obtida de uma bobina cuja larguraseja & = a; + Rou f, = fi+ R
dependendo do sentido de fibra desejado.

12



1.2.3.2 - Produtividade das Cortadetras

As cortadeiras, como ja mencionado anieriomente, também possuem
facas de corte que nos possibilitamn obter folhas de bobinas cujas larguras
sejarn multiplas das larguras das folhas. As figuras abaixo ilustram essa
situagao:

s
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Observe que na figura 3, a folha é obtida de uma bobina cuja largura
é f; = o, + R e na figura 4, de uma bobina com largura E: = 3a; + R.
Considerando-se que a velocidade da cortadeira é constante, a producio
horaria obtida cortando-se E; é exatamente 3 vezes maior que a producgao
cortando-se £. Como o tempo de utilizagao das cortadeiras é limitado,
as Jarguras £; geradas na rebobinadeira e que serao transformadas em
folhas na sequéncia do processo, devem fornecer uma produtividade que
possibilite a fabricagdo dos itens sem exceder um niimero total de horas
disponivel! nas cortadeiras. '

Numa fibrica de papel podemos ter cortadeiras com Jargura nominal e
velocidade de corte diferentes, o que significa termos produtividades dife-
rentes. Se 1ss0 acontecer, além da restricao de tempo, temos que resolver
o problema de balanceamento da produgao enire elas, pois numa dada
solu¢io do problema, poderiamos trabalhar com algumas cortadeiras na
limite de tempo e termos ountras ociosas. No caso deste trabalho, con-
sideraremos que todas as cortadeiras possuem a mesma largura nominal
e velocidade de corte, 0 que é 0 mesmo que considerarmos uma unica
cortadeira com disponibilidade de tempo igual & somatéria dos tempos
de todas. Assim, configuramos nosso problema como linhas de produgao
independentes compostas de uma maquina e sua rebobinadeira principal
sequenciadas por um grupo de cortadeiras idénticas, uma rebobinadeira
auxiliar e guithotinas.

1.2.4 - As Guilhotinas

As guilhotinas s3o magquinas que tranformam as folhas de pape] {forma-
tos) saidas das cortadeiras, em formatinhos (folbas menores) e difere destas
por nao possuir discos de corte e sim, uma }amina vertical que desce sobre
um conjunto de folhas cortando-as em uma dimensao, sendo em seguida
posicionadas manualmente pelo operador para o corte da outra dimensao.
Os itens destinados as guilhotinas, serao gerados na rebobinadeira prin-
cipal de forma semelhante aos destinados &s cortadeiras, excetuando-se
que terao um refilo a mais, pois passarao antes pelas cortadeiras onde é
retirado o primeiro refilo € em seguida irao para as guilhotinas onde se
retira o segundo.

14



1.3 - Folgas na Demanda

Os pedidos dos clientes s3o efetuados em toneladas, tanto para bobinas
como para folhas. Isso nos permite enta2o compatibilizar a produgao da re-
bobinadeira com a das cortadeiras. Além disso, o cliente aceita variagdes,
que em média localizam-se em torno de 5%, para mais ou para menos
em seus pedidos, o que dd ao fabricante uma certa flexibilidade ao seu
planejamento. Se tivéssemos que atender os pedidos dos clientes em suas
quantidades exatas, teriamos que resolver um problema de programacao
inteira, pois cada quantidade a ser fabricada de uma certa conjugagao, no
fundo, representa um namero de bobinas-mae a serem cortadas que irao
gerar um nimero de bobinas menores. Esse nimero de “bobinas-filhas” é
inteiro. Porém essa folga nos pedidos nos permite resolver um PL, obtendo
assim uma solugao em IR que serd transformada posteriormente em inteira
atravéz de um processo de arredondamento. No Capitulo 3, mostraremos
que esse procedimento nao nos distancia do ponto 6timo de maneira sig-
nificativa.

1.4 - A Funcao Objetivo Fraciondria

Como agora a quantidade a ser planejada da carteira de pedidos nao
serd um valor previamente determinado, mas sim um valor situado dentro
da faixa de toleréncia estabelecida pelos clientes, a perda de papel serd
medida com relagao ao total executado da carteira de pedidos. Portanto,
estaremos minimizando uma fung¢ao objetivo composta pelo quociente de
duas fungdes onde o numerador serd w; (equagdo 2) € o denominador o
total fabricado da carteira, ou seja:

Sy / S 1
i i
1.5 - Um Exemplo Simplificado

Suponhamos gue dois itens devam ser fabricados e uma mdéquina com
L. = 4000mm segundo dados abaixo:

15



ITEM LARGURA(mm) QUANTIDADE(t)

1 1200 200
2 1400 100

Largura maxima da méaquina: 4000min
A tabela 1.1 ilustra as possiveis conjugagoes entre os dois itens a serem

fabricados.
CONJUGAGOES Ne DE VEZES QUE LARGURAS UTEIS (mm)
CADA ITEM COMPARECE
Item 1 item 2 Item 1 | item 2 total
1 0 0 nao tem sentido
2 0 1 0 1400 1400
3 o 2 0 2800 2800
4 1 0 1200 0 1200
5 1 1 1200 | 1400 2600
6 1 2 1200 2800 4000
7 2 0 2400 0 2400
8 2 1 2400 | 1400 3800
9 2 2 IMPOSSIVEL
10 3 0 3600 | O | 3600
11 3 1 IMPOSSIVEL
12 3 2 IMPOSSIVEL
tabela 1.1
VARIAVEIS

Z = quantidade necessaria total em toneladas

z; = quantidade de toneladas produzidas na conjugacdo j
a;; = numero de vezes que o item ¢ aparece na conjugagao j
¢; = largura maxima em mm do item :

La: = Jargura em mm da maquina

@, = quantidade em toneladas a ser produzida do item z
NC = ntimero de cortes

16



MODELO : Minimizar z =)z, (4)
i

o Y (a,,;‘—) — (5)

3 maz

com t=1,---;n
I 2 0
(6)
Dados:
£, = 1200mm
£y = 1400mm
L6 = 4000mm
Q, = 200t
Q. = 100t
retiramos da tabela 1.1 os valores de a;;
ap =0 Qs = 1
ajz =0 agz = 2
aq =1 agq = 0
a5 = 1 gz = 1
a1 = 1 log = 2
ayy = 2 o7 = 0
ajg = agzs = 1
aie = 3 azpp = 0
e formulando o problema temos
minimizar 2 = %y + Ly +---+ Iyo
5.G. 0.3z4 +0.3z5; +0.3z¢g +0.6z; +0.6z3 +0.91
0.35z9 +0.7z3 10.3525 +0.7z¢ 10.351¢
Iy | zz | T4 | zTp Te | z7 | Ty | Tip RHS
z 1 1 1 1 1 1 1 1
& 03;03 [03|06] 06 [09]=/| 200
£, | 0.35 | 0.7 0.3510.7 0.35 = | 100

17



Utilizando-se o simplex revisado, tomemos como base inicial as variaveis
Iy € Ty4.
a ) Célculo de inversao de base

T4 Iy
Base | 0% 0 87 = {%33 2(:36]
“¢ 1o o35 ‘
b ) Cilculo dos multiplicadores ()
o 333 0 ]
7=CB =1 1)[ . 2_86}_(3.33 2.86)

Portanto 7y = 3.33 e my = 2.86
¢ ) Célculo dos custos reduzidos

c.]1 - Para as varidveis bdsicas sao iguais a zero

c.2 - Para as nao basicas:
dz -

=a Aj — ¢
7 7
d.‘l:j

T3 =7 -coly —c3 = (3.33 2.86)[007]—1=1

zs =7 -cols — 5 = (3.33 2.86)[ 0.3 ]—1:1

0.35
[ 0.3 ]

z¢ = 7 -colg — ¢g = (3.33 2.86) —1=2
L. 0.7 -l

zr=7 -col; —¢7 = (3.33 2.86) 066 -1=1
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zg =1 -colsg —¢g = (3.33 2.86) [ 00'365 ] ~1=2

Tip=1m - COl]D —Cip = (3.33 2.86) { 009 ] -1=2

d ) Escolha da varidvel para entrar na base

- A que fiver maior custo reduzido: por exemplo zy
- Se o maior custo reduzido < 0 = solugao étima = fim.

e ) Calculo de b

T o1, | 8330 200 | | 666
b=5B b'[ 0 2.86”100]*[286}

f) Célculo de «y; para varidvel que entrara na base
Y50 = B71 colyo

. 3.33 0 1.9 . 3 Yi 1w — 3
=1 o 28 /{0 Jo Yw = 0
g ) Escolha da varidvel que saird da base
- sal a varidvel cujo %" seja minimo € ;0 > 0
- somente %‘5 = 222 > 0 = x4 sal da base

h } Mudar a base e retornar ao passo 1

A solugao 6tima é:

z = 317,5(t) para =z¢ = 142,9(1)
M 174,6(t)

Observe que cada restricao representa um item e é limitada por sua
quantidade. Dessa forma, a base do PL terd o tamanho de linhas e colunas
igual ao do nimero de itens pedidos. A tabela 1.1 representa a geracao
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das colunas para o PL. Na prética, como o nimero de itens é bastante
grande, o nimero de colunas geradas também serd grande o que inviabi-
liza a enumeracao completa, O nimero de colunas depende também de
quantas vezes cada item cabe em L. Dessa forma, um método de geragao
implicita é necessario, pois seria impossivel armazenar milhoes de colunas
em um micro-computlador. Portanto, a cada jteragdo do simplex, nés re-
solveremos um “Problema da Mochila” para delerminar uma coluna que
ird integrar a nova base do PL.
Exemplo: Largura da maquina de papel = 6750 mm

Itens i Largura(mm)
1200
1000
750
1065
720

960
1400
1520
1420

—
£
.n.h-nq:pc:wmm.w!i_

O 00 =1 3 O o L) b

o NO de colunas = 5x6x9x ... = 6531840
» Matriz do problema = 9x6531840

¢ Base — 9x9

Base Busca via Branch-and-Bounds
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A cada passo do PL, resolvernos ¢ seguinte problema da mochila.

z = mézZma;

s.a Zaiﬂi é Lmtiz

>a < NC

onde 7; sa0 0s mu]t'iplicadores do PL e a¢; o numero de repetigoes de
cada item na conjugacdo (esquerna de corte). Todo desenvolvimento do
Problema da mochila se encontra no capitulo 2 deste trabalho.
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Capitulo 2
2.1 - Definicao das variaveis do modelo

Consideremos um problema que represente uma fabrica produtora de
papel, constituida de uma méquina, cortadeiras e guilhotinas identicas
produzindo bobinas e {olhas.

Seja L a largura tj]l maxima da rebobinadeira da maquina de papel e
NF o nttmero méximo de cortes (ou facas de cortes). O total NF de cortes
gera NB=NF-1 bobinas. Isso se deve ao {ato de que as duas facas da extre-
midade servem para retirar o refilo da bobina-mae que esta sendo cortada.

Definimos entao:

m = numero total de itens, que corresponde aos pedidos a serem fabrica-
dos (bobinas e folhas).

NC = ndmero de conjugacoes
@I; = quantidade minima em toneladas a ser fabricada do item ¢
QA; — Quantidade maxima a ser fabricada do item :

F = definimos como sendo o conjunto de itens folha, ou seja, itens que
passarao pela cortadeira (larguras k que séo folhas)

G = definimos como sendo o conjunto de ftens que passarao pela corta-
deira e posteriormente pela guilhotina.

Definimos portanto, o conjunto de trabalho FUG que representa todos
os {tens que passarao pela cortadeira dentre o total de itens pedidos.

I; = conjunto das larguras geradas a partir do item

¢,; = largura 1til da largura k gerada a partir do ftem ¢
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¢, = largura k gerada a partir do {tem ¢
Temos que £, = Zi; + Rc onde Re é o refilo técnico da cortadeira

ay; = numero de vezes que a Jargura k comparece na conjugacao J

z; = quantidade da conjuga¢do § a ser produzida (em toneladas)

Por conjugagao, entendemos uma combinacao de itens pedidos cuja
soma das Jarguras é menor que L gerando uma atividade de corte. Se
dividirmos a quantidade z; a ser produzida da conjugagao 7 pelo peso
de uma bobina de comprimento £, teremos o ntimero de bobinas-mae a
serem cortadas segundo a conjugagao j. Portanto, z; deveria seguir uma
relagao de multiphcidade com o peso da bobina-mae, ou seja, deveria ser
uma variavel inteira, propriedade esta que é relaxada para se caracterizar
um PL.

2.2 - Geragao dos Itens para o Modelo

Uma maquina pode produzir varios tipos de papel de diversas grama-
turas {g/m?) diferentes. A maguina é ajustada para um tipo de papel
e uma gramatura e ird produzir todos os itens pedidos com essas carac-
teristicas até que eles se esgotem. Serad em seguida reajustada para uma
nova situacao de produgdo e esgotados os {tens pedidos serd novamente
reajustada e assim por diante, até que toda a carteira de pedidos seja
atendida. Assim, considera-se para execucao das conjugagoes, itens que
pertengam ao mesmo grupo Tipo de papel/Gramatura e ainda, que pos-
suam mesmo diameiro interno e externo. O didmetro interno refere-se ao
tubete, ou canudo, onde o papel é enrolado para formar a bobina gue serd
entregue aos clientes ou alimentard outros equipamentos.

Definimos O como sendo o conjunto de ftens bobinas e folhas de mesmo
tipo de papel e gramatura. Chamemos de By, o subconjunto de O cujos
itens bobinas possuam o mesmo didmetro externoc e interno respectiva-
mente. Como nao tem sentido falar em didmetro para ftens folha, esses
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itens passam a periencer aos conjuntos By,. Portanto, ¥ é um subcon-
junto de By, desde que d e t se}am compativels com a cortadeira.
Obs: d: refere-se ao didmetro externo das bobinas
{: refere-se a0 diametro internoc ou tubete
Os itens tratados pelo modelo serao gerados a partir dos pedidos dos
clientes. O exemplo a seguir, ilustra a geracao dos conjunios e flens

NEeCEsSArios.

Sejam os seguintes pedidos:

Bobina | Item | Largura Pedida Diametro Diidmetro
Folha ¢ L (mm) Externo (mm) | Interno (mm)
Folha 1 660x960 - -

Folha 2 900x960 - -
Folha 3 470x570 - -

Bobina 4 400 1000 75
Bobina 5 500 900 75
Bobina 6 760 1000 75

Suponhamos gue o didmetro maximo da cortadeira seja de 1200mm.
Portanto, os diametros 1000 e 900mm sao compativeis com a cortadeira
(menores que 1200mm). Assim, seja d = 1 para o diametro 1000mm e
d = 2 para o diametro 900mm.

Formamos entao os conjuntos: By = { €1,£3,45,%4,%5 }

Portanto F = {{;,£s,£3} C By

Bz,1 = {EI:EE:E&JES }

e FC B2,1

Assim considerando o refilo da cortadeira igual a 30mm, geramos os
conjuntos I; da seguinte forma para o conjunio B




Bobina | Item do PL | Item do BRANCH- | K | Item
Folha ™ AND-BOUND ¢, i
Folha 660 690 = 660+30 1 1
Folha 1320 1350:(2X660)+30 2 1
Folha 900 630=900+30 3 2
Folha 470 500=470+30 4 3
Bobina 400 400 5 4
Bobina 760 760 6 6
Bobina 1520 1520=(2x760) 7] 6
folha 660;900 1590:(660+900)+30 8 1:2

Entao, formamos o conjunto I; se refere aos itens £, do Branch-and-

Bound que coniém o item £y, e que contém k=1,k=2¢ k=8

Il = { 1,2,8}

Assim podemos montar os outros conjuntos Iy :

L ={3,8%s1:= {4} 1, =4{5};Is = {6,7}

Existemn vdrios outros elementos &k nao representados aqui, que aumen-
tam o tamanho dos conjuntos I; explicitados, nao considerados no exemplo

propositadamente para que nao se tornasse extenso.

Para o conjunto B;;; geramos a seguinte tabela :

Bobina | Item do PL | Item do BRANCH- | K | ltemn
Folha &; | AND-BOUND ¢ :
Folha 660 690=660+30 1 1
Folha 900 930—=900+30 2 2
Folha 470 500=4704-30 3 3
Folha 570 600=570+30 4 3
Bobina 300 500 5 5
Bobina 1000 1000=2x500 6 5
Bobina 1500 1500=3x500 7 5




Temos que resolver dois Branch-and-bounds, um para o conjunto By,
e outro para o conjunto By ;. Assim, os conjuntos I; para By sdo :

L ={1}; I, = {2}; I, = {3,4}; I; = {5,6,7}

Note que o item 1 = 3 é gerado a partir de sua larguraparak =3 e a
partir de seu comprimento para k = 4. Quando tivermos sentido de fibra
livre, essa possibilidade serd considerada na geragao dos itens, bem como
os seus miiltiplos correpondentes. Devemos ainda, testar a dimensao que
serd considerada como comprimento da folha, com a “puxada mixima”
ou maximo comprimento de folha possivel de ser fabricado na cortadeira.

Os itens que se destinam a guilbotina sao gerados de maneira indéntica
aos da cortadeira, considerando-se apenas um refilo maior. Os {tens que
irao para a rebobinadeira auxiliar, também sio gerados como os da cor-
tadeira (apenas um refilo} com a resalva de que nao estdo sendo geradas
Jarguras que sejam combinagao de dois ou mais ilens diferentes. Neste tra-
balho, geramos apenas multiplos de um t{nico item mais o seu refilo para
a rebobinadeira auxiliar. Esse procedimento foi adotado para se evitar
um numero muito grande de itens a serem tratados pelo modelo quando
tivéssemos varios ftens destinados a auxiliar.
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2.3 - Definicao do Modelo

Para a formula¢ao do modelo, além dos parametros j4 mencionados
definimos os parametiros de produtividade da cortadeira, que é o equipa-
mento a ser incorporado ao problema na forma de uma nova restri¢ao :

TM = ternpo méaximo de ocupagdo da cortadeira (em horas)
TH = produtividade da cortadeira em t/h, com relacao a largura LS

LS = largura padrao da cortadeira

O fator T"\Egﬂ dd uma nocao de peso ( gquantidade produzida) por
unidade de comprimento da cortadeira. Essa normalizagao se deve ao fato
da cortadeira possuir, para uma dada gramatura de papel, velocidade
constante e sua produtividade ser proporcional & largura do item que esta
sendo fabricado.

Com as variaveis definidas, podemos formular o PL para determinar
as quantidades z; a serem fabricadas de cada conjugagao j.

Adotamos entao, como critério de otimizagao a perda percentual minima.
Dessa maneira representamos de um modo mais preciso a perda por con-
jugacao no processo de fabricacao de papel, pois é evidente que perder uma
tonelada em 20 é bastante diferente de se perder uma tonelada em 200.
Assim sendo, a perda percentual do processo de fabricagao é representado
pela perda de cada conjugacdo ponderada pela respectiva quantidade a
ser fabricada.

Entao temos :

Zy=3_HWL—>_ ) antu)/Lfz;=

i i kel

=20-TT b ),

t kel;



A expressao de Z) representa a fracao da largura dtil L que deixou
de ser utilizada e multiplicando-se por z; que é a quantidade a ser fab-
ricada da conjugagao 7, teremos a quantidade em toneladas que nao foi
aproveitada , ou seja, a perda da conjugagao j.

Seja:

= Z z; {2)

a quantidade total (em toneladas) a ser fabricada de todos os itens
pedidos (ftens).

Dividindo-se Z; por Zi, teremos a perda ponderada com relagao ao
total de pedidos e assim a fungao objetivo terd a seguinte forma:

Z Z Z —Gk:-'

Zl J i kel; (3)

Z2 L Zj
.

Observamos que (3) é uma funcao objetivo do tipo fraciondria. As
restricdes de quantidade dos pedidos, possuem a seguinte forma:

Ly )
Y Tenz = QL i/QL = QA (4)
i kel
Z Z b —aiz; + 5 = QA 1/QL < QA; (5)
7 kel
z; 20 (6)
0<S:;< QA — QI para todo i/QIL < QA; (7)

28



onde 5; representa a varidvel de folga relativa ao item i .
Uma solugdo factivel inicial para 0 modelo com as restrigbes de (4) a
(7) pode ser encontrada facilmente.

Assim B terd a seguinte forma.

0" .| k]
B = 0
0o o e k]

Por hipétese, #,; < L para todo 1, entdo temos

0< % liJ < 1 e a solugao factivel inicial z, terd a seguinte forma:

b | @B e ’___,__Q{,,,,_MT
ekl el el

Como cada restricao (4) e (5) representa um item i pedido que deve
ser satisfeito segundo uma certa quantidade QI; ou QA;, na solugio z;,
cada {tem pedido é satisfeito por uma tnica conjugagao contendo apenas
uma largura do item :.

Para completar o PL, incorporamos a restricdo de cortadeira as res-
trigoes de {4) a (7) -

L E TJIJ' + i1 = 15 (8)

kel
TEFUG

com S,,4; > 0 sendo a varidvel de folga para a cortadeira.
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Com a introducgao da restricdo (8) o PL completo terd a seguinte forma:

ZI*ZZ — )

kel

X Z
Min {—} =
Zs Z:{:J

Ekl _ EXQI _QA
;k%; i 2= Qh 1=1,"-+,m
LZ —akJ zj + S = QA E/_?I <QA
i kel; P= Ly,
TM.TH
3L Benit S = T

kel
EF‘U(

.‘DJ'ZO

0< 8 <QA-QL, 1/QL<QA

Sm-i—l Z 0

MODELO - 1

A solucdo bésica inicial z, apresentada pode nao ser factivel para o
Modelo-1, ou seja, z, pode violar a restrigao de cortadeira. Uma maneira
de achar uma solugao factivel para o Modelo-1 consiste em transformar a
restricao de cortadeira (8) em funcdo objetivo e minimizd-la. Esse proce-
dimento equivale 4 fase-1 do Simplex, que chamaremos de Subproblema-I
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Temos;

Zo = Min {z Ty %xj}

i iEFUG kel
s.a Z S oz, = QL i/QL = QA

Lk .
SN Eayr+ 5= QA 1/QL < QA

J kel; L

0< 8 <QA —QL, i/QL<QA

Subproblema-I

O tempo méximo de utilizagao das cortadeiras é:

LS
LTH

TM = Z,.

(9)

Dai podemos escrever o valor suficiente para Z, que servird como critério

de parada para a fase-1:

< TM LTH
- LS
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Como o modelo-1 possui uma restrigio a mais que o subproblema-l,
a base inicial do modelo-1 deverd possuir uma varidvel a mais do que a
base obtida no subproblema-I que é resolvido até que se chegue a solugao
6tima ou um valor suficiente de Zy (10). A varidvel de folga da restrigao
da cortadeira (8) completard a base inicial para o modelo-1.

entao temos
Smi1 >0

Precisamos agora, resolver um outro problema referente a geracao das
colunas candrdatas a entrar na base para chegarmos ¢ otimizacdo do sub-
problema-I. De maneira genérica, estamos resolvendo um PL da seguinte

Jorma:

Minimizar  Zy = Zx_,— (11)
7
s.aa. QI < Zﬂ;‘j.’fj <QA; 1=1,...m (12)
J
z; =20 (13]

Como o niimero de varidveis nao bdsicas pode ser muito grande, po-
demos gerar as novas colunas através de seus custos relativos definindo

subproblemas da seguinte forma:

6 =1- ) ma; (14)

é o coeficienle de custo relativo da varidvel nao basica z;, com =
sendo os multiplicadores simplex das restrigdes (12). Uma vez que P; =
(@55 .en. ,@m;)7 € um vetor que representa uma conjugagio vidvel, suas
coordenadas devem satisfazer a seguinte restrigao:

I
Zﬂ'ﬂ.f f L (]5]
i=1

com a; € {0,1,2....} {16)
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O problema de se minimizar ¢; sobre todas as colunas possiveis se
transforma em:

mazimizar Z T4 (17)

1
sujeito as restrigdes (15) e (16). Esse problema é conhecido como
“PROBLEMA DA MOCHILA” e sera resolvido pelo algoritimo BRANCH
AND BOUND descrito na préxima segao. Se o valor 6timo da fungao obje-
tivo em (17) é v, entdo o critério no simplex para um possive! incremento,

min g; < 0, se transforma através de expressao (14) em;

v>1 (18)

e a correspondente conjugacao é formada e pode entrar na base. Se
(18) nao é satisfeita e o custo reduzido das varidvels de folga €, satisfazem:

¢, =7y >0

entio a corrente solucdo é 6tima. [8]

Voltando agora ao subproblema-1 aqui formulado, para construirmos o
problema da mochila correspondente devemos efetuar o cdlculo dos custos

reduzidos para z,, ou seja:

dZO
. , by
G=—(=2 ) g+ W) o)
i k€l i kel
zki Eki
e; = - (?T,'."—*—]_ Qp; + Ti— Qg4
E ,%;‘ L ) 3 ';!‘ L 1
tEFUG -2 oUTN

pare 3 = 1,...., NO colunas geradas.
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Para as varidveis de folga S;, fazemos:

Cy. = T (20)

Dessa forma, podemos agora formular a mochila para geracao das co-
lunas candidatas do subproblema-1.

max Z Z (ﬂ;%—l)-l— Z m.% ai

’ k| ireer; ifkel;
EPUG EPUG

s.a Y ol <L
k
dar<NF-1
k

a; = inteiro positivo

MOCHILA-1

Resolvendo-se entao o subproblema-1 aliado a mochila-1, obteremos
uma solugao inicial factivel bdsica z; para o modelo-1. Da mesma ma-
neira que a mochila-1 foi formulada, procedimento anélogo deve ser ado-
tado para a geragao das colunas z; nao basicas do modelo-1. A dnica
diferencga nesse processo se deve ao fato de agora possuirmos uma fungao
objetivo fracionaria e isso provocard mudancas nos calculos dos custos re-
duzidos. Mostraremos agora que apesar disso, continuaremos a resolver

um problema do tipo mochila (KNAPSACK).

Seja a perda da conjugagao 7 :
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i=1

Seja z; a quantidade a ser fabricada na conjugagao y

(21)

Entao, o comprimento total cortado é L3; z; e o comprimento total

* LA ,
inatil € 32; w;z;

Z)

A porcentagem de perda é PP = 100 (L w;'{j)

pp - 100 2;wz;
L EjI_f

Segundo Gilmore and Gomory [2] definimos as varidveis :

21 = ij:r:j
5
&g = ij
H

100
Entio, PP = ~~.Z , onde = 2
L Za

Funcao Objetivo : Minimizar Z

R . ] " . ..
Restrigoes: Sejam N; e N; as quantidades minima «
maxima que se permite cortar do compri

mento &;.
Entao

ZaijijN; (iz 132!"*3??’)
i

> aijz; < N: {t=1,2,...,n)
;
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Seja §; > 0 a varidvel de folga para a restricao ¢ de (26)

temos que:

Sayzi—Si=N, (i=1,2..,n) (28)
f

as restrigbes (27) e (28) nos déo:

S;<(N/ -N)}) (=1,2,..,n) (29)

As restrigoes (29) nao entrarao como restri¢des no sistema; bastara
tratarmos as varidveis 5; como varidvels canalizadas,

Nosso problema entao fica:

Minimizar L= %
Sujeitoa  Z;— Y w;z; =0 (30)
3
Zy— > z;=0 (31)
J

Y ayz; - Si= N, (1=1,2,...n) (32)
j
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(PR) é um problema com fungio objetivo fracionéria e restrigdes line-
ares. Mostraremos como ele pode ser resolvido através de um problema
de prograrmagao linear.

A matriz bésica terd a seguinte forma quando nenhuma variavel de
folga estiver na base. A é a matriz cujo elemento (%, 7) é ay;.

_wl —wzinn--o --wn
~1 —1-ee e —1

OO -
S =D

2 A

0 1

0 2

0

-1 <—-ki-2
_0_

Nao é necessirio guardar toda a matriz IB. Basta guardar A e as
posicoes que as varidveis de folga ocupam na base.

A matriz inversa IB~! serd sempre da seguinte forma:
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1/0|x] mi-----s 7}
1|a} wkeeo- 7l
00
B =
A_I
o]0

e m=2 i (A7) (34)

";‘ff_oiﬂa

Qs valores de w; podem ser calculados de (21).

A atvalizacao de A™! é feita normalmente pivoteando-se em cima da
coluna (atualizada) que vai entrar na base.

Deve-se observar que as colunas 1 e 2 de 1B e IB~! nio se alteram.
Essas colunas referem-se as varidveis z) e z; que como se pode notar por
(23) e {24}, nunca serdo nulas e portanto serio sempre bésicas.

Para decidir qual varidvel nao bésica entrard na base, teremos que cal-
cular as derivadas direcionais ;. Como nossa funcao objetivo é fraciondria
temos:

L ,j#folgase (35)

j=m+1,.n

? = gL (36)
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Para uma conjugagao j que queira entrar na base, sua coluna é :

a;

— -~ -3 T
by = (_sz_laal,faaija""aanj)

Sabe-se que a primeira linha de B~! multiplicada por p; dd %. Idem
2

a segunda por p; dé gfj
7

Entao temos :

az 1 2 = 1
é-;; - ;E [zl'[oalaﬂ )pf —2(1,0,7 )pj] =

1T _
=z [z1(~1 +7la;) - Zo(—w; + 71'](1_7‘)] =

1
=3 l:w_{zg -z + Z(E]ﬂ? - 2271'1-1)0.,'3:]
T

~2

Usando-se a expressao (21) temos :

8z 1 .
3z, 2 [Lzz —a+y (anl - z(n] + Bf))aﬁl J=1,n  (37)

fazendo-se L3, — 21 = k

€ Elﬂ? — 22(?’?‘-1 + 67,) = —1IL (38]

temos que :
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oz 1 .
3.1: ( ) k— ZH a;), Jj=1l..,n (39)

Portanto, se quizermos decrescer Z, devemos escolher a conjugagao j
que minimize {k — 3_; Il;a;;) ou ainda, o problema equivalente que é :

Mazimizar Z I a;;
R

(40)
sa. el <L
a; inietro nae negativo

Isso € novamente um problema da mochila. A inica mudancga do caso
original é que agora os II; sao fungdes dos multiplicadores simplex #} e =2

8]-

Resumindo: Para encontrar a coluna a entrar na
base resolvemos (40}, onde :

~II; = 2177 — Zo(w} + £)

e 2, e 3y 520 0s valores das varidaveis basicas 1 e 2 no momento.

7} e nf sdo dados por (33) e {34).
Procedimento andlogo deve ser feito para as varidveis de folga das

restricdes de quantidade S;, 1 = 1,---,m e para a varidvel de folga da
restricao de cortadeira S,,41.

a ) Para as folgas S:
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1
ZS,- = _—2(227'{3 - EI?T?) (41)
]

b ) Para a folga Sy da cortadeira:

8z 5 8z

aZ — [zzasm‘i—l lasm-l—l]
S, 22

Zs . = Lo Y o (42
Smt1 = 22 (Z2Tppr — 2170 yq) )

2

Podemos agora, formular o Problema da mochila para a geracao das
colunas candidatas para o modelo - 1

Y-S Y Hae,

d 3 f kel
Z-’B:
_9Z _ ’
€= BIJ‘ N 8:::3-
eks Ekl
(1—22—%2% 21—22_%
£ kGI.- f kel;

ki 5 —

Cj = 525 (I—Zg —L—Gk:’.)Zz—Zl
1 'eks Zl
=+ 0-2 3 Hey -2
'z [ f k€l L 2y

Retirando-se os {ndices j temos:
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c ==~ é’lak 2 (43)

T kel Z2

Sabemos que Z; = Ilp;

Zj - (]—I13 T, Hm+l)pj

b

2. a;
kel _
& ,
Z L %k
ki
onde p; = X
& :
Z T
kEI’n
E: 3§
L
iEFUG kel i

entao:

=YY oyt T T T )

i kE]; IEFUG keld;

Devemos agora considerar de maneira separada os itens que passamn
pela cortadeira ( 1 € F UG ) e possuirao Il,1 que é o I da restri¢ao da
cortadeira e ¢ ¢ F U G, que sio itens bobinas que irao diretamente aos
clientes e nao passardo pela cortadeira.

Entao temos:
4 £y
= Y MY Fag+ Y (Y Fag) 4l 3 2T

tZFuG kcl; ieFuG kel; IEFUG kE;

Retirando-se o indice j temos:

= > I Z@aﬁ > Z (TLi8x: + Mpngs) (44)

igFUG kel iEFUG ke.r,
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Dividindo-se a expressaode C em 1 € FUG et ¢ F UG temos:

]. e ‘] E 1
C=*Z—(1“§“ -5 2 Ziﬂk—— > Ziﬂk
2 z 2 {gF UG kel; 2 JeFUG ke,
Calculando-se Z — C temos:
1 fh 43
igFuG kGI iePUG kel; 2
1 Zy
——fl - — 45
AL (45)

Podemos entao agora, explicitar o Problema da mochila que serd o
gerador de colunas para o modelo - 1 :

1 Ek, 1 Ek, 1

M{?LZ >_(m + >, > (0 Z L+Hm+lf ag

EFUG kel; tEFUG kel;
1 Zy
Ty
A Zs

s.a. Zak £, < L
)

Y ar <NF -1
k

ar initeiro positivo

Mochila para o modelo -1
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2.4 - Branch and Bound

Para se resolver o problema da mochila formulado para o mo-
delo-1 da secdao anterior, utilizamos o algoritimo Branch and Bound
descrito por Gilmore and Gomory|2|, simplificando-o para apenas uma
méiquina. Através dessa técnica, geramos uma coluna quando necessario,
sem necessitarmos da lista total de colunas que geralmente é bastante
grande.

Para produzir a préxima coluna, devernos achar uma coluna cujo pro-
duto escalar com os custos reduzidos correntes II; seja maximo. J& que
qualquer vetor de inteiros néao negativos @;, ¢ = 1,---,m é uma coluna
vélida somente se:

Y bia; <L
i=1

onde L é a largura da bobina-mae e £; a dos pedidos,
o problema de maximizagao é

mézz ;e (46)
i=1

i
5.4. Zﬂia‘- <L
i=1
onde TI; representa a expressao que multiplica a; na mochila para o
modelo-1, composta dos custos reduzidos correntes do PR e com ¢; inteiro
nio negativo. Se o maximo valor M em (46) é maior que o custo C da
bobina-mae de comprimento L, uma coluna que melhora a fungao objetivo
do PR foi achada. Se M < C, nenhuma melhoria é possivel e o “cutting
stock problem™ fol resolvido.
A seguir, descrevemos o algoritimo:
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Passo 1:

Passo £:

Passo 8:

Reordena-se as varidveis a;,as,---,a, de modo que II,/¢ >

M,/¢; > --- > N, /L. Introduz-se uma variavel a,,+1 com coefici-

ente {multiplicador) ;41 = 0 e comprimento £,,.; = 1. Sejam )

e 3 os m-vetores com coeficientes £, £y, -+, 8 eIy, I, ---, 1,

respectivamente. Para um s-vetor (¢}, de inteiros ndo negativos
.

a, Gz, +++,a;0ondel < s < m,por A (o:)_., representaremos Zﬁ,-a;

i=1

3
e por (), a fun¢io objetivo »_ILa; . Um vetor () é uma ex-
i=
tensdo de um vetor {a),, s < m: se 0s s primeiros coeficientes de
(). so exatamente os coeficientes de (),. No algoritimo, uma
sequéncia de vetores {a),, para varios valores de s, satisfazendo
L > X (o), sao gerados em ordem lexicograficamente decrescente,
onde (a!),, é lexicograficamente maior que (a?),, se e somente se
para algum ¢, 1 < 1 < min{s;,s:}, @ = ai,---,a! = d?,
enquanto a,; > a?_,. Um teste simples [Passo 5] nos permite ig-
norar muitos desses vetores. O primeiro vetor (o), na sequéncia
é o m-vetor lexicograficamente maior satisfazendo L > A (o),

que é:

seja ay = |L/&], az = [(L—ta1)/ls},---, e

am = {|L—(liay + Lrayg + -+ em—l“m—l”/em}

Seja M = C onde M é o valor da mochila. Esse vetor (). é entao
testado para determinar se o produto 3.(¢),. excede o maior valor
corrente de M.

Para L > Mo} e f{a)n > M, redefinimos M como sendo

B.(a)m.
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Passo 4: Seja s o maior 1t , 1 < ¢ < m, tal que ¢; # 0. Entao {a),
possui entre seus coeficientes, todos os coeficientes nao nulos de
{a}m € seu tltimo coeficiente € ndo nulo. O maior m-vetor lexi-
cograficamente menor que (&), tem necessariamente, seu s-ésimo
coeficiente menor em uma unidade do que a,; o que significa que
ele é uma extensao do vetor (o), o qual difere de (a), somente
por ter a, — 1 como seu s-ésimo coeficiente. Na primeira parte do
passo|5), (@), é redefinido como sendo {a'),.

Na segunda parte do passo|5] testa-se se é possivel para qualquer
extensao de {(a),, produzir um incremento no dltimo maximo valor
corrente de M. Uma condigdo necessaria para um incremento de
M ser possivel, assumindo que L > X.(a},, é que um incremento
ocorre quando a restiricao de integralidade em a,4; é relaxada e
.41 torna-se igual a (L — Aa),/€s11)-

Por causa da ordenagao escolhida para as varidveis, a condigao
para um incremento é:

Bua)e + ot (L — Ma)) /ey > M (47)

Essa condigi0o necessdria é testada em [5]. Se ela ¢ satisfeita passa-
mos a0 passo|7] e calculamos a extensdo lexicograficamente maior
{a}m de (&)s; o qual satisfaz L > A{a).. Caso contrario, um su-
cessor de {a), na sequencia de vetores, se ele existir, é calculado
em [6]. Esse cdlculo sé é efetuado quando s > 1. Entao o sucessor
é o lexicograficamente maior (s — 1)—vetor o qual é lexicografica-
mente menor que {a).. Esse sucessor é escolhido devido a falha
da condigdo necessiria em [5], onde se pode concluir que ele é o
(S — 1)-vetor lexicograficamente maior que pode ter uma extensao
que incremente o maximo valor de M . '
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Passo 5:

Passo 6:

Passo T:

Redefina a, como sendo a, — 1. Seja a condigao:

L > Ma), tal que (L — AMa)o) T4y > (M — B.(e)s)Lst1-

Se ela for satisfeita, v4 para o passo|7], caso contrario va para o
passo|6].

Redefina s como sendo o maior ¢, 1 <t < s—1, tal que a; # 0
e vé para (5). Se nao existir nenhum 1, entdo o valor corrente de

M € o méximo procurado.

Seja agy = [(L — A@)s)/Lust]s oo

vy @ = [(L— (A{a)s + Lot10ei1 + oo+ La28m1)) /€] € v para

(3).

O valor final de M é o méximo desejado quando o algoeritimo ter-
mina no passo{6). Isso é decorrente da ordem na qual os m-vetores
sao gerados e testados no passo (3) para possivels incrementos de
M. O primeiro vetor iestado em (3) é o vetor (a). lexicografi-
camente malor que pode satisfazer L > Mea)m e f.(a), > C, e
cada vetor testado posteriormente { de maneira sucessiva) em (3)
é o proximo m-vetor lexicograficamente maior que pode satisfazer
L>AMa)y,ef.(0). > M.

Visando reduzir o tempo de execucao do knapsack, foram feitas
algumas implementagoes no algorftimo original de Gilmore e Go-
mory [2], descritas a seguir:

2.4.1 - Triagem Inicial (Peneirio)

Esse procedimento é também descrito parcialmente em [2] e visa redu-
zir o tamanho do knapsack a ser resolvido a cada ileracao do PR. Essa
triagem consiste no seguinte:

Suponhamos que para os comprimentos & e £; com &; < £;, Il seja
major que II;, o que significa que o item £; apresenta um “ganho” maior
do que o item £;. Nesse caso o ftem ¢; fica fora do knapsack. Outros itens
que poderm ser retirados sao os que possuem II; < 0.
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2.4.2 - Passo fuga

Visando a diminui¢ao de tempo na resolucao do algoritimo, optamos
por fazer um numero maior de pivotamentos no PR ao invés de tentar
achar a cada knapsack resolvido, qual a melhor coluna para compor a
base do PR. Dessa maneira, se apds um niimero k de vetores (a). pesqui-
sados obtivermos um (&), cujo valor M seja maior do que M corrente
do knapsack, (@)}, serd a nova coluna da base do PR. Caso apds k vetores
nao encontrarmos nenhum velor (@), que satisfaca a condi¢ao M~ > M,
continnamos a busca até 2k e assim por diante, até que um vetor («);, seja
encontrado. Esse procedimento é também interrompido quando a arvore
for esgotada ou quando acharmos a coluna 6tima para o knapsack. Ape-
nas como observacao, para k = 1, implica em parar na primeira solugao
obtida e para k = oo , siginifica varrer toda a arvore.

2.4.3 - Limitac3o do Niimero de Facas de Corte

Foi implementado também, um novo bound do problema, que é a Ii-
mita¢do do nimero de facas de corte da maqguina de papel. Esse bound
mostra-se na maioria dos casos, menos eficiente (mais fraco} do que o
melhor valor corrente M do knapsack que estd sendo resolvido. Porém,
guando temos um grande numero de itens com larguras £; pequenas, esse
bour::l pode tornar-se bastante eficiente. Dessa maneira conseguimos me-
Thorar a eficiencia do algoritimo descrito por Gilmore e Gomory [2] rees-
crevendo o passo[5| como se segue:
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Passo 5: Redefina a, como sendo &, — 1. Se a, = 0, v4 para o passo|7].
Seja a condicio L > Ale), tal que (L — Ale)s)Tlan > (M —
B.{e)s)ls1. Se ela nio for satisfeita segue-se para o passo[6].
Caso contréario, testamos ¢ novo bound representado da seguinte
forma:

M,(NB - i a)+ Bla)s > M (48)

onde
I, = MAX{IL/{ > s}

e NB é o numero de bobinas possiveis de serem geradas a partir
de uma bobina-mae com o nimero de facas de corte NF que
a méiquina dispde. Vale ainda resaltar que NB = NF — 1, ou
seja, sempre conseguimos uma bobina a menos do que o nimero
de facas da méiquina, pois as duas da extremidade servem para
retirada do refilo.

Se os dois bounds {47} e (48) forem satisfeitos, segue-se para o
passo[7]. Caso a primeira condigio (47) seja satisfeita e o novo
bound {48) nao, retornamos & primeira parte do passo|5|, ou seja,
redefine-se a, como sendo a, — 1; caso a. = 0 segue-se para o
passo|7].

2.4.4 - Menor Comprimento £

Para se evitar passos desnecessarios no algoritimo, no passo|5} fazemos
o seguinte teste antes de verificar o primeiro bound:

Seja 6 = (L — Aea).)

se Min{{;/1 > s} > &, passa-se ao passo[6]

Caso conlrério, testa-se os bounds seguintes.
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Capitulo 3
3.1 - Resultados Praticos

A tendéncia atual para a resolugao do “Cutting Stock Problem” é
a utilizacao de heuristicas. Esses métodos visam diminiur o tempo de
resolugao do Knapsack que hoje representa a major parte do tempo de
processamento. Os dados da tebela 3-1 nos mostram que é possivel, mesmo
pelo método tradicional proposto por Gilmore and Gomory|2], se resolver
em um micro-computador, problemas que possuam um nimero de colunas
candidatas bastante grande em um ternpo médio bem pequeno, levando-
se em consideragao a sua aplicagao e desempenho no planejamento de
fibricas de papel, possibilitando uma grande agilidade na resolugao dos
casos, mesmo incorporando-se ao algoritimo as coriadeiras e guilhotinas
que geralmente aumentam o nimero de colunas.

A grande vantagem do algoritimo 6timo, é o fato dele nos fornecer
o 6timo global ou seja, o piso minimo da perda percentual. Ainda com
rela¢ao aos casos praticos observados nas indusirias de papel, verificamos
que quando temos somente bobinas para serem conjugadas, os maiores
lotes possuiam em torno de 20 a 25 itens e nos casos onde se misturavarm
bobinas com folhas esse numero raramente ultrapassava 15 itens. Nos ca-
sos maiores verificados, mesmo tendo-se o étimo global num processo de
otimizacao bastante rdpido, quando alguns itens apresentavam quantida-
des pequenas a serem fabricadas, o tempo gasto para o arredondamento
conveniente da solugdo era relativamente alto.
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A tabela abaixo nos mostra uma série de casos reais de indiistrias de
pape! otimizadas em um micro-computador PC-XT com coprocessador
aritimético de ponto flutuante 8087, onde misturamos folhas com bobinas
em alguns lotes, para otimizacdo de uma maquina de 4,25m de compri-
mento. Os testes 15, 16, 17 ¢ 18 da tabela foram executados com uma
largura de méquina de 6,75m o que ocasiona a geragao de casos bastantes
grandes, mesmo tendo-se sé bobinas no lote a ser otimizado.

Tabela 3-1
Testes | NC Bobinas | NO Formatos | Perda IR | Perda I | Tempo de
Folhas | Fibra (%) (%) eXecussao
Tesie 1 10 0 - 0.60 0.6 327
Teste 2 5 3 0 0.62 0.62 207
Teste 31 7 3 0 0.13 0.13 11°
Teste 4 6 3 0 1.64 1.66 1’277
1 2
Teste 5 11 6 0 0.95 .85 2’427
Teste 6 3 1 2 1.35 1.35 17”7
4 0

Teste 7 5 1 0 1.07 1.06 6"
Teste 8 12 6 2 2.20 218 111"
Teste 9 8 7 0 0.93 0.93 407
Teste 10 1 10 0 1.94 1.94 1’107
Teste 11 10 3 2 1.99 1.98 1’307
Teste 12 11 0 - 0.43 0.43 53"
Teste 13 9 0 - 0.84 0.82 597
Teste 14 7 6 0 0.39 0.39 47”7

[ MAQUINA DE 6,75m

[ Teste 15 25 0o | - 0.00 0.00 653"
Teste 16 12 0 - 0.06 0.06 1’18”
Teste 17 20 0 - 0.02 0.02 4’597
Teste 18 17 0 - 0.04 0.04 3’47

(1) O lote que constitui o Teste 3, possui itens bem maiores que a
média dos outros testes.
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Todos os lotes utilizados na tabela 3-1 sdo casos reais de planejamento
em industrias de papel e podemos notar que o tempo médio de otimizagao
é bastante pequeno.

E interessante notar que nos testes 7, 8, 11 e 13 a solugao inteira ar-
redondada apresenta perda percentual menor que a solugdo real. O que
ocorre nesses casos, é que algumas conjugagoes que apresentavam perda
alta, foram arredondadas para baixo, ocasionando essa diferenga. Ou-
tro fato importante, é que somente o arredondamento nao causa gran-
des distor¢oes na perda percentual global, porém para itens com tonela-
gens pequenas, o arredondamento pode causar diferengas significativas nas
guantidades fabricadas. Nesses casos, as heuristicas mostram-se bem mais
convenientes, do ponlo de vista de que reduzem {otalmente o tempo gasto
pelo planejador no arredondamento da solugao, embora possam apresen-
tar uma perda um pouco maior. Ainda com relagao as heuriticas, além de
se reduzir as dificuldades no ajuste da solucio, elas nos permite minimizar
os erros de arredondamento.

3.2 - Solucio Inteira x Solucao Real

Podemos verificar que em casos onde o numero de itens pedidos é
grande, o que significa um maior nfimero de colunas {conjugagdes possiveis),
a perda percentual étima inteira se situa bem préxima a fornecida pela
solugao em JR. Nesses casos, possuimos um conjunto de solugoes factivels
bastante grande e certamente podemos concluir que temos um nimero
elevado de boas solugoes na vizinhanca do 6timo. A experiéncia de exaus-
tivas rodadas do programa de otimizagao ao longo de dois anos nos mostra
que na maioria desses casos, possuimos mats de uma solugao com a mesma
perda percentual.

52



3.3 - Ntimero de Colunas Geradas - Eficiéncia dos
Bounds

Seja uma mdiquina de largura dtil L = 4250mm e os seguintes itens
pedidos abaixo:

£; = 562mm
fg = 500mm
£3 = 460mm
s = 475mm
£; = 440mm
EG = 435mm
£; = 445mm

Os itens €; sao de 7 a 10 vezes menores gue a largura 0til da méquina. O
lote apresentado acima foi otimizado utilizando-se inicialmente o sistema
normal, ou seja, com a triagem inicial e todos os bounds e em seguida
retirou-se ou os bounds ou a triagem inicial e finalmente os dots. Na
resolucao do Jote, o simplex gastou 5 iteracdes para chegar a solugao élima.

Tabela 3-2

Sem triagem inicial [ Com triagem Sermn Triagen

Sisterna Normal com Bounds Sem Bounds Sermn Bounds

N® ramos visitados | N9 ramos visitados N© ramos N© ramos visita
12 Iteracao 11 37 173 500
22 Iteracao 18 109 500 500
32 Iteragao 44 237 500 500
42 lteragao 33 500 190 500
52 lteragao 49 95 500 500

Se olharmos para a filtima coluna da tabela 3-2, onde retiramos a tria-
gem inicial e os bounds, notamos que para se achar uma coluna candidata,
é necessario percorrer a arvore por completo. Dessa forma, com apenas 7
ilens, temos 500 colunas geradas, o que nos fornece uma idéia do que pode
ocorrer com as propor¢oes de um problema pratico que possui geralmente
o dobro do nimero de itens do lote apresentado.

Outro fator importante na redugao do tamanho do problema e conse-
quentemente do tempo de otimiza¢ao, é a combinagao da triagem inicial
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com os bounds implementados. Em nosso exemplo, mesmo na iltima
iteracao do simplex, ndo chegamos a percorrer 10% da 4rvore. Obvia-
mente, buscas maiores s3o necessdrias quando retiramos a triagem inicial
oun os bounds.

3.4 - Conclusao

Embora a abordagem heuristica possua grandes vantagens sobre a
cldssica apresentada por Gilmore and Gomory [1],(2], o objetivo de imple-
mentar oulros equipamentos como cortadeira, guilhotina e rebobinadeira
auxiliar através do modelo cldssico se mostrou bastante vidvel na pritica,
possibilitando um planejamento mais 4gil e econémico. Embora o trata-
mento das folhas de papel gerern um niimero maior de conjugagdes para
o modelo, a implementa¢do dos novos bounds (niimero maximo de facas,
menor &) e de procedimentos como a “triagem inicial” e o “passo fuga”,
possibilitaram um tempo de execugao dos lotes bastante compativel com
o exigido na prética pelas indtistrias de papel, apontando a abordagem de
Gilmore and Gomory como ainda sendo uma boa opgao na resolucao de
problemas de otimizagao de cortes.
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