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Resumo
Este trabalho tem por objetivo modelar e resolver, matematiamente, umproblema físio onheido omo pêndulo simples. Disutimos, omo aso par-tiular, as hamadas osilações de pequena amplitude, isto é, uma aproxima-ção que nos leva a mostrar que o período de osilação é proporional à raizquadrada do quoiente entre o omprimento do pêndulo e a aeleração dagravidade.Como vários outros problemas oriundos da Físia, o pêndulo simples é re-presentado através de equações difereniais pariais. Assim, na busa de suasolução, apliamos a metodologia de separação de variáveis que nos leva aum onjunto de equações ordinárias passíveis de simples integração.Esolhendo um sistema de oordenadas adequado, é onveniente usar o mé-todo de Hamilton-Jaobi, disutindo, antes, o problema do osilador harm�-nio, apresentando, em seguida, o problema do pêndulo simples e impondoondições a �m de mostrar que as equações difereniais assoiadas a essesdois sistemas são iguais, ou seja, suas soluções são equivalentes.Para tanto, estudamos o método de separação de variáveis assoiado às equa-ções difereniais pariais, lineares e de segunda ordem, om oe�ientes ons-tantes e três variáveis independentes, bem omo a respetiva lassi�açãoquanto ao tipo. Posteriormente, estudamos as equações hipergeométrias,ujas soluções, as funções hipergeométrias, podem ser enontradas pelo mé-todo de Frobenius.Apresentamos o método de Hamilton-Jaobi, já menionado, para o enfren-tamento do problema apresentado. Fizemos no apítulo �nal um apêndiesobre a função gama por sua presente importânia no trato de funções hi-pergeométrias, em espeial a integral elíptia ompleta de primeiro tipo queompõe a solução exata do período do pêndulo simples.vii



Abstrat
This work aims to present and solve, mathematially, the physis problemthat is alled simple pendulum. We reasoned, as an spei� ase, the so al-led low amplitude osillation, that is, a onvenient approximation that makeus show that the period of osillation is proportional to the quotient squareroot between the pendulum length and the gravity aeleration.Like several other problems arising from the physis, we are going to broahit through partial di�erential equations. Thus, in the searh of its solution,we made use of the variable separation methodology that leads us to a bodyof ordinary equations suseptible of simple integration.Choosing an appropriate oordinate system, it is onvenient to use the methodHamilton-Jaobi, arguing, �rst, the problem of the harmoni osillator, with,then the problem of sf simple pendulum and imposing onditions to showthat the di�erential equations assoiated with these two systems are equal,that is, their solutions are equivalent.With the purpose of reahing the objetives, we studied the variable sepa-ration method assoiated with partial di�erential equations, linear and ofseond order, with onstant oe�ient and three independent variables, aswell as the respetive lassi�ation about the type. Afterwards, we studiedthe hypergeometrial equations whose solutions, the hypergeometrial fun-tions, are found by the Frobenius method.Introduing the Hamilton-Jaobi method, already mentioned, for addressingthe problem presented. We made an appendix in the �nal hapter on thegamma funtion by its present importane in dealing with hypergeometrifuntions, in partiular the ellipti integral of �rst kind onsists of the exatperiod of sf simple pendulum. viii
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Introdução
Durante os últimos dois séulos, diversos métodos foram desenvolvidos paraa resolução das equações difereniais pariais, sendo o método da separaçãode variáveis o mais antigo, usado na segunda metade do séulo XVIII nainvestigação sobre ondas e vibrações; posteriormente ele passou por re�na-mentos e generalizações [22℄. O que arateriza o método de separação devariáveis é a possibilidade de transformar uma equação diferenial parial emum onjunto de equações difereniais ordinárias, restringindo nosso estudooriginal ao estudo de equações difereniais ordinárias. Entre essas últimasestão as equações om três pontos singulares regulares. O protótipo dessetipo de equação é a hamada equação hipergeométria, ou equação diferen-ial de Gauss, uja solução reebe o nome de função hipergeométria, ouainda função de Gauss. Essas funções hipergeométrias pertenem à lassede funções ditas espeiais [3℄. Dentre as funções espeiais mais importantes,temos a função de Legendre e a função de Bessel, ujas equações são gera-das, algumas vezes, pela separação da equação de Helmholtz em oordenadaspolares esférias [12℄ e apareem em muitos problemas físios. Nos proble-mas tridimensionais, a separação de variáveis apliada à equação de Laplae
uxx + uyy + uzz = 0 leva à equação de Bessel em oordenadas ilíndrias e àequação de Legendre em oordenadas esférias, irunstânia tal que poten-ializa a relevânia do estudo dessas equações e das funções geradas por elas.As funções de Bessel formam uma área da Análise Matemátia muito ria,om muitas representações, propriedades e inter-relações muito úteis. Existeuma variedade de funções, até mesmo as elementares (raionais, trigonomé-trias, logarítmias, exponenias, et...), que pode ser representada por umafunção hipergeométria. Um exemplo visto nesse trabalho é a integral elíptiaompleta de primeira espéie que aparee na resolução da equação não-lineardo pêndulo simples.Iniiamos o primeiro apítulo explorando oneitos e de�nições básias deequações difereniais pariais de segunda ordem e estudamos a lassi�açãodas mesmas quanto ao tipo bem omo as suas reduções às suas respetivas1



formas an�nias. Depois disso, trabalhamos om o método de separação devariáveis, ou método de Fourier, para resolver as equações difereniais par-iais de segunda ordem. Levando em onsideração as ondições de ontornoe as ondições iniiais do problema, o qual envolve uma equação diferenialparial om m variáveis indepedentes, por esse método essa equação é ondu-zida a um onjunto de m equações difereniais ordinárias, ujas resoluções sãomais simples. Um modelo exemplar de equações difereniais pariais básiasassoiadas a fen�menos físios é a equação da ondução do alor, uja inves-tigação proporiona muita informação sobre as equações difereniais pariaislineares de segunda ordem. Por isso, ontemplamos, nesse apítulo, o estudodo problema de difusão de alor numa plaa retangular representado por umaequação om três variáveis independentes, uma delas temporal.No apítulo dois estudamos as funções hipergeométrias omo soluções dasequações hipergeométrias geradas pelo método de Frobenius apliado naequação diferenial ordinária om três pontos singulares regulares a saber,zero, um e in�nito. Estudamos, omo aso partiular de função hipergeomé-tria, a função de Legendre. Em seguida, usando um onveniente proesso delimite, o qual gera a on�uênia de duas singularidades da equação hipergeo-métria, introduzimos a equação hipergeométria on�utente ujas soluçõessão as funções hipergeométrias on�uentes. Como exemplo, apresentamosa função de Bessel.Já no tereiro apítulo, omeçamos om a revisão de oneitos e fórmulasenvolvidas nos osiladores harm�nios; em seguida, estudamos as teorias la-grangiana e hamiltoniana, reformulações permanentes e onomitantes oma teoria newtoniana [10℄, as quais propiiam uma representação simpli�adade vários problemas dinâmios. Exempli�amos a representação do movi-mento do pêndulo simples sob a ótia dessas teorias, obtendo, em ambos osasos, uma mesma equação na qual, imposta uma ondição de aproximação,onsolidamos a semelhança do pêndulo om o osilador harm�nio. Para en-errar o apítulo, estudamos a teoria de Hamilton-Jaobi usando sua téniapara disutir o movimento de um osilador harm�nio unidimensional e dosistema massa-mola.No apítulo quatro, fazemos uma abordagem história sobre a importâniado pêndulo na preisão do tempo, sem deixar de destaar, obviamente, omatemátio, Christiaan Huygens e sua busa pelo pêndulo isórono. Con-siderando uma partíula abandonada de uma erta altura numa superfíieiloidal, alulamos seu período de osilação e onstatamos, om isso, queele independe da altura iniial da partíula [23℄; Hyugens adaptou essa idéia2



para o pêndulo forçando-o a perorrer uma trajetória iloidal. Finalizamosesse apítulo realizando a meta prinipal desse trabalho que é apliar a teoriade Hamilton-Jaobi om o objetivo de obter a representação exata do períododo pêndulo simples através de uma função hipergeométria.Na parte �nal desse estudo, temos a onlusão de todo o trabalho e, emseguida, um apêndie sobre a função gama.
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Capítulo 1Equações DifereniaisPariais
Resolver uma equação diferenial parial geralmente requer mais trabalho,ou seja, é mais difíil que a resolução das equações difereniais ordinárias e, anão ser para ertos tipos espeiais de equações difereniais lineares, nenhummétodo geral de resolução é viável. Esse apítulo propõe a resolução de ti-pos partiulares de equaões lineares, sendo essas reorrentes em uma grandevariedade de importantes apliações em muitos ramos da Físia, da Químiae da Engenharia. É notório que a desrição matemátia dos fen�menos danatureza ou de eventos e proessos físios é realizada através de funções deduas ou três variáveis espaiais x, y e z e uma variável tipo tempo t. Vemdaí a importânia de nos onentrarmos em tais equações.Neste apítulo introduzimos o oneito de equação diferenial parial lineare de segunda ordem, bem omo sua lassi�ação quanto ao tipo [2℄. Apre-sentamos o método de separação de variáveis através de uma equação omduas variáveis independentes [5℄, de modo a reduzir, omo extensão da me-todologia, uma equação diferenial parial, linear, de segunda ordem e omtrês variáveis independentes, num onjunto de três equações difereniais or-dinárias1.1Isto pode ser estendido para o aso de uma equação om n variáveis independentes.
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1.1. Notação e de�nições1.1 Notação e de�niçõesA �m de simpli�ar a notação, neste trabalho utilizamos t, x, y e z ∈ IR paradenotar as variáveis independentes, enquanto que u e v denotam as variáveisdependentes. Uma equação diferenial é dita parial quando apresenta pelomenos uma derivada parial e sua ordem é determinada pela mais altaordem da diferenial parial que nela ontenha. Dizemos que uma equaçãodiferenial parial é linear se suas derivadas pariais oorrem somente noprimeiro grau e se não existirem produtos da variável dependente e suasderivadas pariais, aso ontrário, dizemos que a equação é não linear.1.1.1 Equação diferenial parial de segunda ordemA forma mais geral de uma equação diferenial parial linear de segundaordem om duas variáveis independentes é:
A

∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ F u = G (1.1)onde os oe�ientes A, . . . , G são funções das variáveis x e y e u = u(x, y).Consideremos os oe�ientes da equação e u(x, y) funções C2, além disso,

A, B e C não simultaneamente nulos. Essa equação é também dita linearporque todos os oe�ientes dependem somente das variáveis independentes
x e y e é hamada de segunda ordem porque esta é a mais alta ordem dadiferenial parial [2℄.En�m, quando G = 0, dizemos que essa equação é homogênea, aso on-trário, não homogênea.Vamos mostrar, iniialmente, que, numa equação diferenial parial om duasvariáveis independentes, existe a possibilidade de se enontrar uma transfor-mação de oordenadas que onserva sua forma, desde que o jaobiano datransformação seja diferente de zero. Considere a transformação das seguin-tes oordenadas:

ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y).Utilizando a regra da adeia, podemos esrever para as primeiras derivadas
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1.1. Notação e de�nições
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.Substituindo as expressões para as derivadas na Eq.(1.1), temos:
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1.1. Notação e de�niçõesRearranjando os termos, podemos esrever:
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+ C

(

∂η

∂y

)2
]

∂2u

∂η2

+

[

A
∂2ξ

∂x2
+ B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y

]

∂u

∂ξ

+

[

A
∂2η

∂x2
+ B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y

]

∂u

∂η
+ F u = G.Usando essa transformação na Eq.(1.1), obtemos:

A1
∂2u

∂ξ2
+ B1

∂2u

∂ξ∂η
+ C1

∂2u

∂η2
+ D1

∂u

∂ξ
+ E1

∂u

∂η
+ F1 u = G1 (1.4)onde introduzimos a notação:

A1 = A

(

∂ξ

∂x

)2

+ B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(

∂ξ

∂y

)2

,

B1 = 2A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ B

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)

+ 2C
∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

C1 = A

(

∂η

∂x

)2

+ B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(

∂η

∂y

)2

,

D1 = A
∂2ξ

∂x2
+ B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y
,

E1 = A
∂2η

∂x2
+ B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y
,

F1 = F,

G1 = G. 7



1.2. Classi�açãoEn�m, om um pouo de álgebra, podemos veri�ar que
B2 − 4AC = (B2

1 − 4A1C1)

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂ξ

∂y

∂η

∂x

)2e, portanto, a transformação não singular não muda o tipo da equação.Outra observação importante, prinipalmente para a próxima seção, é quea lassi�ação dessa equação depende somente dos seus oe�ientes A, B e
C onde A2 + B2 + C2 6= 0. Logo, obtemos as seguintes formas para a Eq.(1.1) e a Eq.(1.4), respetivamente

A
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
= H

(

x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)

A1
∂2u

∂ξ2
+ B1

∂2u

∂ξ∂η
+ C1

∂2u

∂η2
= H1

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)onde as funções H e H1 não ontêm as derivadas de ordem dois.1.2 Classi�açãoComo os oe�ientes A, B e C não são simultaneamente nulos, om umamudança onveniente das variáveis ξ e η, podemos transformar a equaçãodiferenial parial linear de segunda ordem, em sua forma original, na de-nominada forma an�nia [5℄, podendo ser do tipo parabólio, hiperbólioou elíptio, omo pode ser visto a seguir. De maneira análoga às quádriasda geometria analítia, a lassi�ação da Eq.(1.1) depende do disriminante
∆ = B2 − 4AC; essa equação será do tipo parabólio, hiperbólio ou elíptiose ∆ for nulo, positivo ou negativo, respetivamente.1.2.1 Equação do tipo hiperbólioSe B2 − 4AC > 0, a equação é do tipo hiperbólio e pode ser esrita nahamada primeira forma an�nia da equação hiperbólia dada por

∂2u

∂ξ∂η
= Φ1

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (1.5)onde de�nimos Φ1 = H1/B1 om B1 6= 0.8



1.2. Classi�açãoPara tal transformação devemos ter A1 = C1 = 0. Se trabalharmos om
A1 = 0, podemos obter:

A

(

∂ξ

∂x

)2

+ B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(

∂ξ

∂y

)2

= 0. (1.6)Considerando uma urva ξ(x, y) = te, temos:
dξ = 0de onde segue-se

∂ ξ

∂ x
dx +

∂ ξ

∂ y
dy = 0ou ainda, na forma

∂ ξ/∂ x

∂ ξ/∂ y
= −dy

dx
.Dividindo a Eq.(1.6) por (∂ ξ

∂ y
)2 e onsiderando a igualdade aima, temos

A

(

dy

dx

)2

− B

(

dy

dx

)

+ C = 0que é uma equação algébria om raízes reais e distintas dadas por
dy

dx
=

B ±
√

∆

2A
.Essas equações são hamadas equações araterístias. Obtemos, assim,duas soluções que são as duas famílias de urvas araterístias.Com uma segunda mudança de variáveis independentes

α = ξ + η e β = ξ − η,podemos esrever, neste aso, a hamada segunda forma an�nia dada por
∂2u

∂ α2
− ∂2u

∂ β2
= Φ̄1

(

α, β,
∂u

∂β
,
∂u

∂β

)

. (1.7)
9



1.2. Classi�ação1.2.2 Equação do tipo parabólioSe B2 − 4AC = 0, essa equação é do tipo parabólio e pode ser esrita naforma an�nia
∂2u

∂ ξ2
= Φ2

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (1.8)om Φ2 = H1/A1 e A1 6= 0, bem omo
∂2u

∂η2
= Φ3

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (1.9)om Φ3 = H1/C1 e C1 6= 0.Analogamente à anterior, temos a respetiva equação araterístia
dy

dx
=

B

2A
.1.2.3 Equação do tipo elíptioSe B2 − 4AC < 0, a equação é do tipo elíptio e pode ser esrita na formaan�nia

∂2u

∂α2
+

∂2u

∂β2
= Φ4

(

α, β,
∂u

∂β
,
∂u

∂β

) (1.10)onde introduzimos as oordenadas reais α e β tais que
α = (ξ + η)/2 e β = (ξ − η)/2i.1.2.4 ExemploTendo em vista que oorrem três tipos na lassi�ação, podemos exempli�arom uma equação interessante, a saber,

y
∂2u

∂x2
+ 2x

∂2u

∂x∂y
+ y

∂2u

∂ y2
= 0, u = u(x, y).Como ∆ = 4(x2 − y2), essa equação é do tipo hiperbólio, parabólio ouelíptio se x2 − y2 for, respetivamente, positivo, nulo ou negativo. Assim,no segundo aso, temos omo solução as bissetrizes dos quadrantes pares eímpares e, nos outros dois asos, as regiões delimitadas por essas bissetrizes.10



1.3. Método de separação de variáveisPodemos estender a nomenlatura hiperbólio, parabólio ou elíptio paraas equações om n variáveis independentes [24℄. En�m, este tipo de equaçãoque pode mudar de tipo, dependendo do domínio, é onheido omo equaçãodo tipo misto [2℄.1.3 Método de separação de variáveisAntes de apresentarmos o método de separação de variáveis [1℄, vamos intro-duzir as ondições de ontorno, as séries de Fourier2 e o hamado problema(ou sistema) de Sturm-Liouville3, tópios esses que onstituem pano de fundopara o método que será desenvolvido.1.3.1 Condições de ontornoSendo uma equação de�nida numa região ℜ do espaço, sua solução seráuma função que possui todas as derivadas pariais da equação em questão,num erto domínio I, onde I ⊃ ℜ. Além disso, essa função, bem omo suasderivadas satisfazem a equação no domínio ℜ.Modelando, por exemplo, um problema físio om uma equação diferenialparial, interessamo-nos por uma solução partiular, únia e estável no grupodas soluções gerais que satisfazem tal equação. Para tanto, nos utilizamosdas hamadas ondições de ontorno, advindas da geometria da fronteira dodomínio, bem omo das ondições iniiais oriundas do próprio problema.São três os tipos prinipais de ondições de ontorno, usuais em problemasda físia, a saber,i) Condições de Dirihlet (1805-1859), em que determinada função u éespei�ada em ada ponto de uma fronteira da região,
u(x, y)|x=x0

= adado a.2Joseph Fourier (1768-1830) foi um estudioso da propagação do alor e esreveu umdos grandes lássios da matemátia: a Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria analítiado Calor).3Sturm-Liouville, nome dado em homenagem aos matemátios Jaques-Charles Fran-çois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville (1809-1882).11



1.3. Método de separação de variáveisii) Condições de Neumann (1903-1957), em que é dado o valor da derivadada função na fronteira, ou seja:
∂

∂ x
u(x, y)|x=x0

= bom b dado.iii) Condições de Cauhy4, em que são forneidos os valores de u, em, porexemplo, x = x0, e da derivada parial, nesse aso em relação a x.1.3.2 Funções ortogonais e série de FourierO matemátio Fourier mostrou que uma função pode ser expressa por umasérie trigonométria, a hamada série de Fourier. Apesar de não ser abso-luta omo propunha, essa série representa uma extensa lasse de funções e émuito utilizada no estudo de problemas advindos da aústia, ótia, eletro-dinâmia, termodinâmia, dentre outras áreas.Diz-se que um onjunto de funções τn(x), n = 1, 2, 3,.... é ortogonal emrelação a uma função peso ω(x) em um intervalo (a, b) se
∫ b

a

ω(x)τn(x)τm(x)dx = 0 para m 6= n.Se ω(x) = 1 em (a, b), dizemos que o onjunto τn(x), n = 1, 2,... é ortogonalneste intervalo.Suponha que uma função f , de�nida no intervalo (−l, l), l > 0, possa serdesenvolvida na série trigonométria:
f(x) =

a0

2
+

∞
∑

n=1

(

an cos
nπ

l
x + bn sen nπ

l
x
) (1.11)4Cauhy naseu em Paris, em 1789 e morreu em 1857. São numerosos os termos emmatemátia que possuem seu nome. Ele inventou o método das araterístias, importantena análise das equações difereniais pariais. Entre suas obras, estão Cours d'analysede 1821 e os 4 volumes Exerises d'analyse et de physique mathematique (Exeríios deAnálise e de Físia Matemátia, 1840-47). Foi o primeiro a fazer um estudo uidadoso dasondições para onvergênia de série in�nita; também deu uma de�nição rigorosa de umaintegral independente do proesso de difereniação e desenvolveu a teoria matemátia daelastiidade. 12



1.3. Método de separação de variáveisonde o onjunto Λ =
{

1, cos nπ
l
x, sen nπ

l
x
} , n = 1, 2,... é ortogonal.Integrando formalmente ambos os membros da equação aima, temos:

∫ l

−l

f(x)dx =
a0

2

∫ l

−l

dx +

∞
∑

n=1

(

an

∫ l

−l

cos
nπ

l
x dx + bn

∫ l

−l

sen nπ

l
x dx

)

.Pela ortogonalidade do onjunto Λ, obtemos:
∫ l

−l

f(x)dx =
a0

2

∫ l

−l

dx = la0de onde segue-se
a0 =

1

l

∫ l

−l

f(x)dx.Multipliando a Eq.(1.11) por cos mπ
l

x e sen mπ
l

x, respetivamente, e inte-grando, obtemos:
an =

1

l

∫ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdxe

bn =
1

l

∫ l

−l

f(x) sen nπ

l
xdx.A paridade da função permite simpli�ação. Se a função f for par no intervalo

(−l, l), ela deverá ser expandida em uma série de ossenos:
f(x) =

a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos
nπ

l
xonde a0 = 2

l

∫ l

0

f(x)dx e an = 2
l

∫ l

0

f(x) cos
nπ

l
x dx.Por outro lado, se a função f for ímpar no intervalo (−l, l), ela deverá serexpandida em uma série de senos:

f(x) =
∞
∑

n=1

bn sen nπ

l
xom bn = 2

l

∫ l

0

f(x)sen nπ

l
xdx. 13



1.3. Método de separação de variáveis1.3.3 A equação de Sturm-LiouvilleAo resolver uma equação diferenial parial de segunda ordem pelo métodode separação de variáveis, omo será visto mais adiante, é frequente emer-gir equações difereniais ordinárias do tipo:
d

dx

[

p
dϕ(x)

dx

]

+ (q + λr)ϕ(x) = 0onde p, q e r são funções da variável independente x, λ é um parâmetro e
ϕ(x) é a variável dependente. Essa equação reebe o nome de equação deSturm-Liouville.Impondo as ondições de ontorno

{

α1ϕ(a) + α2ϕ
′(a) = 0

β1ϕ(b) + β2ϕ
′(b) = 0om α1, α2, β1, β2 ∈ R, não simultaneamente nulas, temos o sistema (ou pro-blema) de Sturm-Liouville, que é dito regular no intervalo [a, b] se as funçõesp e r são estritamente positivas nesse intervalo.Consideremos o operador diferenial linear:

L ≡ d

dx

[

p
d

dx

]

+ q(x).A equação de Sturm-Liouville pode ser esrita omo:
Lϕ(x) + λr(x)ϕ(x) ≡ 0 .Esse sistema trará soluções da equação diferenial ordinária de segunda or-dem original, que serão as autofunções ortogonais orrespondentes aos auto-valores λ. É importante menionar, então, algumas propriedades dos mes-mos, dadas em forma de teoremas [2℄.Teorema 1.3.1. Todos os autovalores de um sistema de Sturm-Liouvilleregular são reais.Teorema 1.3.2. Todo sistema de Sturm-Liouville regular gerará uma sequên-ia in�nita de autovalores reais λ1 < λ2 < λ3 < .... os quais orrespondemunivoamente às autofunções, a menos de uma onstante. Essas funções for-mam um sistema ortogonal ompleto em relação à função peso r(x). Aindamais, quando n → ∞, então λn → ∞.14



1.3. Método de separação de variáveisTeorema 1.3.3. Qualquer função f suave por pedaços em [a, b℄, que satisfaçaas ondições de ontorno do sistema regular de Sturm-Liouville, pode serexpandida numa série absoluta e uniformemente onvergente [13℄
f(x) =

∞
∑

n=1

cnun(x)onde os oe�ientes são dados por
cn =

∫ b

a

r(x)f(x)un(x)dx

∫ b

a

r(x)u2
n(x)dxom n = 1, 2, 3, ...1.3.4 Prinípio da superposiçãoSejam u1, ..., un, funções que onstituem soluções de uma equação difereniallinear ordinária homogênea, então a ombinação linear dessas funções

u = c1u1 + ... + cnun om ci = onstantetambém satisfaz a equação. Isso deorre do fato de serem lineares os opera-dores difereniais sobre o onjunto das funções [2℄.1.3.5 Separação de variáveisRessaltamos que, ombinando o método de separação de variáveis om a su-perposição de soluções bem omo utilizando as ondições de ontorno impos-tas, onstruímos o hamado método de Fourier para resolução da equaçãoa derivadas pariais linear e homogênea.A �m de introduzirmos expliitamente o método de separação de variáveis[1℄, vamos disutir o problema assoiado à propagação de alor (distribui-ção de temperaturas) numa plaa retangular. Este problema é desrito pelahamada equação de difusão (ou do alor) bidimensional (duas variáveis as-soiadas às duas oordenadas artesianas x e y):
k

(

∂2 u

∂ x2
+

∂2 u

∂ y2

)

=
∂ u

∂ tpara u = u(x, y, t) e t > 0, 0 < x < b e 0 < y < c.15



1.3. Método de separação de variáveisPara resolver a equação diferenial parial de segunda ordem om três variá-veis independentes, propomos a solução na forma u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t).Introduzimos u = u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t) ≡ XY T na equação do alor e,utilizando a notação om linha, temos:
k(X ′′Y T + XY ′′T ) = XY T ′.Dividindo a equação anterior pelo produto kXY T , obtemos:

X ′′

X
+

Y ′′

Y
=

T ′

kTou ainda na forma
X ′′

X
= −Y ′′

Y
+

T ′

kT
.Como o membro da esquerda é independente de y e t e o membro da direita éindependente de x, então ada membro deve ser igual a uma onstante que éa hamada onstante de separação. Portanto, igualamos ambos os membrosà onstante5 −λ2:

X ′′

X
= −Y ′′

Y
+

T ′

kT
= −λ2de onde seguem-se as equações:

X ′′ + λ2X = 0, (1.12)
Y ′′

Y
=

T ′

kT
+ λ2.Com raioínio análogo, introduzimos uma outra onstante de separação −µ2na equação anterior de modo a obter:

Y ′′

Y
= −µ2 e T ′

kT
+ λ2 = −µ2ou ainda:

Y ′′ + µ2Y = 0 e T ′ + k(λ2 + µ2)T = 0. (1.13)Isto é, reduzimos a equação diferenial parial em um onjunto de três equa-ções difereniais ordinárias, uma para ada variável independente.5A onstante, neste aso, foi esrita om um sinal de menos e um quadrado unia-mente por onveniênia de não arregarmos uma raiz quadrada bem omo não termos queexpliitar o respetivo problema de Sturm-Liouville.16



1.3. Método de separação de variáveisPassemos agora a resolver as equações difereniais ordinárias a �m de deter-minar, através das ondições de ontorno a serem impostas, as onstantes deseparação.As soluções gerais das equações difereniais ordinárias são:
X(x) = c1 cos λx + c2senλx (1.14)
Y (y) = c3 cos µy + c4sen µy (1.15)
T (t) = c5e−k(λ2+µ2)t (1.16)onde c1, c2, c3, c4 e c5 são onstantes de integração.A �m de efetuarmos os álulos, impomos as seguintes ondições de ontorno:
{

u(0, y, t) = 0 = u(b, y, t)
u(x, 0, t) = 0 = u(x, c, t)de onde segue-se
{

X(0) = X(b) = 0
Y (0) = Y (c) = 0;bem omo a ondição iniial

u(x, y, 0) = f(x, y).Apliando as ondições de ontorno na Eq.(1.14), temos:
c1 = 0bem omo, para c2 6= 0,

c2sen λb = 0 ⇒ λb = mπ ⇒ λ =
mπ

b
om m = 1, 2, ....Neste aso, {sen mπ

b
x
} é o onjunto ortogonal ompleto de autofunções omautovalores

λm =
mπ

b
, m = 1, 2,...Analogamente, apliando as ondições de ontorno na Eq.(1.15), obtemos:

c3 = 017



1.3. Método de separação de variáveisbem omo, para c4 6= 0,
c4senµx = 0 ⇒ µ =

nπ

c
om n = 1, 2, ...Voltando no produto u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t), obtemos:

umn(x, y, t) = Amne−k[(mπ

b
)2+(nπ

c
)2]tsen mπ

b
x sen nπ

c
yonde Amn é uma onstante a ser determinada.Utilizando o prinípio da superposição, temos:

u(x, y, t) =
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

Amne−k[(mπ

b
)2+(nπ

c
)2]tsen mπ

b
x sen nπ

c
y. (1.17)Impondo a ondição iniial u(x, y, 0) = f(x, y), podemos esrever

f(x, y) =

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

Amnsen mπ

b
x sen nπ

c
y.A expressão anterior é uma série de Fourier dupla. Para determinarmosos oe�ientes Amn, em analogia à série de Fourier, multipliamos o duplosomatório pelo produto sen (mπx/b) sen (nπy/c) e integramos no retângulo

0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ c. Temos6:
∫ c

0

∫ b

0

f(x, y) sen mπ

b
x sen nπ

c
y dx dy = Amn

∫ c

0

∫ b

0

sen 2mπ

b
x sen 2 nπ

c
y dxdy.Calulando as integrais, obtemos:

∫ c

0

∫ b

0

f(x, y) sen mπ

b
x sen nπ

c
y dx dy =

bc

4
Amn,6Na verdade, devemos multipliar por sen (pπx/b)sen (qπy/c) e usar a ortogonalidadede,onde segue-se que somente p = m e q = n é que ontribuem na integração de onde podemos,desde o iníio, omitir os somatórios. 18



1.3. Método de separação de variáveisde onde segue-se para os oe�ientes
Amn =

4

bc

∫ c

0

∫ b

0

f(x, y) sen mπ

b
x sen nπ

c
y dxdy.Em resumo, forneida a ondição iniial f(x, y), determinamos os oe�ientes

Amn e a solução do problema é dada por Eq.(1.17). Estudos mostram queesta solução existe e é únia.

19



Capítulo 2Funções Hipergeométrias
Dentre as várias lasses de funções ditas espeiais, estão as funções hiperge-ométrias, onheidas também omo funções de Gauss1. Essas funções apa-reem em nosso estudo omo solução das equações hipergeométrias, ujomodelo é usado para representar as equações difereniais ordinárias linearesde segunda ordem om três pontos singulares regulares.No presente apítulo, vamos estudar a equação hipergeométria e suas so-luções, a �m de, posteriormente, nos onentrarmos no aso partiular daequação de movimento do pêndulo simples dada por

d2

dt2
θ +

g

l
senθ = 0,uja solução exata nos leva ao período de osilação do pêndulo simples, dadoem termos de uma função hipergeométria.Essa última equação, apesar de se onstituir numa equação diferenial or-dinária de segunda ordem não-linear, desreve, de forma preisa, o movi-mento pendular. A aproximação senθ ≈ θ, validada para θ pequeno, onduza uma equação diferenial de segunda ordem linear, failmente integrável eque fornee, por exemplo, omo solução θ(t) = θ0 cos ωt + (α/ω) senωt, ondede�ne-se ω =

√

g/l e se impõem as ondições iniiais θ(0) = θ0 e θ′(0) = α(ver [3℄).Neste estudo, partindo de uma equação diferenial ordinária, linear, de se-1Johann Carl Friedrih Gauss (1777-1855).20



2.1. Método de Frobeniusgunda ordem e homogênea, introduzimos a hamada equação de Riemann-Papperitz2 ontendo três pontos singulares regulares: zero, um e in�nito [18℄.Assim, obtemos a equação hipergeométria e, om isso, a partir do método deFrobenius3, obtemos as hamadas funções hipergeométrias. Como asospartiulares dessas funções, onsideramos as funções de Legendre4. Em se-guida, estudamos as funções hipergeométrias on�uentes, ou funçõesde Kummer (1810-1893), omo soluções das equações hipergeométrias on-�uentes nas quais se estabelee a exigênia de um adequado limite e obtém-sea on�uênia de dois pontos singulares da equação [3℄. Como aso partiular,estudamos as funções de Bessel5.2.1 Método de FrobeniusNesta seção, apliando o método de Frobenius, vamos analisar todos os pos-síveis asos, envolvendo três parâmetros, que apareem na equação hiperge-ométria.Começamos esse assunto apresentando e disutindo pontos importantes deuma equação diferenial ordinária, homogênea, linear e de segunda ordem,
P

d2

dx2
u(x) + Q

d

dx
u(x) + R u(x) = 0 (2.1)onde onsideramos P = P (x), Q = Q(x) e R = R(x), polin�mios que nãotêm fatores omuns. Assim, para os pontos x 6= x0, em que P (x0) = 0,podemos dividir a equação aima por P (x), obtendo:2Johannes Erwin Papperitz (1857-1938).3Fernand Georg Frobenius (1848-1917) foi estudante e, depois, professor na Univer-sidade de Berlim. Mostrou omo onstruir as soluções em série no entorno de pontossingulares regulares, em 1874. O seu trabalho mais importante, porém, foi na álgebra,onde apareeu omo um dos preursores do desenvolvimento da teoria dos grupos.4Adrien-Marie Legendre (1752-1833), autor de Éléments de Géométrie, obra de suesso,om proposta pedagógia onde reordenou e simpli�ou as proposições de Eulides (360a.C.- 295 a.C.). No entanto, seu maior trabalho está nos ampos das funções elíptiase teoria dos números. As funções de Legendre apareem pela primeira vez em 1784, nainvestigação sobre a atração de esferóides.5Friedrih Wilhelm Bessel (1784-1846), matemátio e astr�nomo alemão; entre seusfeitos, sistematizou as funções de Bessel (desobertas por Bernoulli) em sua investiga-ção sobre as perturbações planetárias, em 1824. Fiou famoso por ter feito a primeiradeterminação preisa (1838) da distânia da terra a uma estrela.21



2.1. Método de Frobenius
d2

dx2
u(x) + p(x)

d

dx
u(x) + q(x)u(x) = 0 (2.2)onde p(x) = Q(x)

P (x)
e q(x) = R(x)

P (x)
.Os pontos onde P (x) não se anula são hamados pontos ordinários da equa-ção e, omo P (x) é uma função ontínua, então também esta função não seanula na vizinhança desses pontos. Assim, p(x) e q(x) são analítias nessavizinhança e podem ser expandidas em série de Taylor6 [3℄. Já o ponto x0 éhamado ponto singular se as funções p(x0) e q(x0) deixarem de ser analítiase, ainda mais, se x0 é pólo simples de p(x) e pólo de ordem menor ou iguala dois de q(x), então x0 é dito ponto singular regular. Caso ontrário, é ha-mado de ponto singular irregular [4℄. Note que estamos disutindo a equaçãode�nida em variável real, mas vale ressaltar que os resultados posteriormenteobtidos no trato dessa equação também são válidos se a mesma for de�nidaem C [12℄. Em se tratando da solução geral da Eq.(2.2), é provado que, emseus pontos singulares, os quais estão ontidos no plano omplexo, p(x) e

q(x) possuem seus pólos, evideniando aí uma relação entre as propriedadesdessas funções e das soluções da equação.Assim, tomemos uma equação diferenial ordinária homogênea om três pon-tos singulares regulares, x = x1, x = x2 e x = x3, isso será possível se, esomente se, p(x) tem pólo simples e q(x) tem pólo menor ou igual a doisnesses pontos. Ainda ondiionamos que o ponto no in�nito seja um pontoordinário dessa equação [2℄. Para tanto, realizamos a mudança de variável
x = 1/ξ onde

du

dx
= −ξ2du

dξ
,e

d2u

dx2
= ξ4d2u

dξ2
+ 2ξ3du

dξ
.Substituindo essas últimas expressões na Eq.(2.2), temos:

ξ4d2u

dξ2
+
(

2ξ3 − ξ2p (1/ξ)
) du

dξ
+ q (1/ξ) u = 0.6Brook Taylor (1685�1731).
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2.1. Método de FrobeniusLogo, a equação diferenial toma a forma
d2

dξ2
u(ξ) + p̄

d

dξ
u(ξ) + q̄ u(ξ) = 0, (2.3)onde de�nimos

p̄(ξ) =
2

ξ
− 1

ξ2
p (1/ξ) (2.4)e

q̄(ξ) =
1

ξ4
q (1/ξ) . (2.5)Conluímos, om essa operação, que o in�nito será um ponto ordinário se, esomente se, p̄ e q̄ forem analítias em ξ = 0. Como p(x) possui pólo simplese q(x) pólo menor ou igual a dois nesses pontos, temos:

p(x) =
A

x − x1
+

B

x − x2
+

C

x − x3
+ D (2.6)e

q(x) =
1

(x − x1) (x − x2) (x − x3)

(

E

x − x1
+

F

x − x2
+

G

x − x3

)

. (2.7)Substituindo a Eq.(2.6) na Eq.(2.4), obtemos:
p̄ =

2

ξ
− 1

ξ2

(

Aξ

1 − ξx1
+

Bξ

1 − ξx2
+

Cξ

1 − ξx3
+ D

)

que resulta em
p̄ =

2

ξ
− 1

ξ

(

A

1 − ξx1
+

B

1 − ξx2
+

C

1 − ξx3
+

D

ξ

)

.Substituindo a Eq.(2.7) na Eq.(2.5), temos:
q̄ =

1

ξ4

[

ξ3

(1 − ξx1) (1 − ξx2) (1 − ξx3)

(

Eξ

1 − ξx1
+

Fξ

1 − ξx2
+

Gξ

1 − ξx3

)]

,23



2.1. Método de Frobeniusou ainda, na forma
q̄ =

1

(1 − ξx1) (1 − ξx2) (1 − ξx3)

(

E

1 − ξx1

+
F

1 − ξx2

+
G

1 − ξx3

)

.Analisando as duas últimas equações, onluímos que, diferente de q̄, prei-samos impor as ondições D = 0 e A+B +C = 2 para termos p̄ analítia em
ξ = 0. Essas onlusões de�nem p e q. Vamos, ainda, formatar as funções pe q do seguinte modo:

p(x) =
Fi

(x − xi)
e q(x) =

Gi

(x − xi)
2 .Assim, podemos esrever:

Fi(x) = p(x) (x − xi)e, om isso, resulta
F1(x1) = A

F2(x2) = B

F3(x3) = COu seja, essas funções são analítias em x1, x2 e x3, respetivamente. E oma segunda função temos:
Gi(x) = q(x) (x − xi)

2 ,onde obtemos:
G1(x1) =

E

(x1 − x2)(x1 − x3)

G2(x2) =
F

(x2 − x1)(x2 − x3)

G3(x3) =
G

(x3 − x1)(x3 − x2)
.Temos, assim, mais uma vez, funções analítias em x1, x2 e x3, respetiva-mente. Pela analitiidade de ambas as funções Fi e Gi em seus pontos xi,podemos expandi-las em séries de Taylor em torno desses pontos, omo segue:

Fi(x) = Fi(xi) + F
′

i (xi)(x − xi) +
F

′′

i (xi)

2!
(x − xi)

2 + · · · (2.8)24



2.1. Método de Frobeniuse
Gi(x) = Gi(xi) + G

′

i(xi)(x − xi) +
G

′′

i (xi)

2!
(x − xi)

2 + · · · (2.9)A seguir, vamos apliar o método de Frobenius a �m de enontrar as soluçõesda equação diferenial na forma de séries de Taylor em torno das singulari-dades x1, x2 e x3. Para tanto, supõem-se três soluções da forma
ui(x) =

∞
∑

n=0

an (x − xi)
n+s , (2.10)para i = 1, 2, 3.Assim, alulando as derivadas u

′

i e u
′′

i , obtemos:
u

′

i =

∞
∑

n=0

an(n + s) (x − xi)
n+s−1 , (2.11)e

u
′′

i =
∞
∑

n=0

an(n + s)(n + s − 1) (x − xi)
n+s−2 . (2.12)Substituindo as Eqs.(2.11), (2.12), (2.8) e (2.9) na Eq.(2.2) temos:

∞
∑

n=0

an(n + s)(n + s − 1) (x − xi)
n+s−2 +

Fi(xi) + F
′

i (xi)(x − xi) +
F

′′

i
(xi)

2!
(x − xi)

2 + · · ·
(x − xi)

∞
∑

n=0

an(n + s) (x − xi)
n+s−1

+
Gi(xi) + G

′

i(xi)(x − xi) +
G

′′

i
(xi)

2!
(x − xi)

2 + · · ·
(x − xi)2

∞
∑

n=0

an (x − xi)
n+s = 0.Para i = 1, temos a somatória aima estendida da seguinte forma:

a0 [s (s − 1) + F1 (x1) s + G1 (x1)] (x − x1)
s−2 +

a1 [(1 + s) s + F1 (x1) (1 + s) + G1 (x1)] (x − x1)
s−1 +

a0

[

F
′

1 (x1) s + G
′

1 (x1)
]

(x − x1)
s−1 + · · · = 0Como a0 6= 0 e o oe�iente de (x−x1)

s−2 é nulo, obtemos a primeira equação25



2.1. Método de Frobeniusalgébria, hamada equação indiial:
s(s − 1) + sF1(x1) + G1(x1) = 0,ou ainda, na forma
s2 + (F1(x1) − 1)s + G1(x1) = 0.Considerando α e α

′ raízes dessa equação temos
α + α

′

= − (F1 (x1) − 1) = 1 − A ⇒ A = 1 − α − α
′ (2.13)e

αα
′

= G1 (x1) =
E

(x1 − x2) (x1 − x3)
⇒

E = (x1 − x2) (x1 − x3)αα
′

. (2.14)Proedendo do mesmo modo para x = x2 e x = x3, temos:
s2 + (F2(x2) − 1)s + G2(x2) = 0e
s2 + (F3(x3) − 1)s + G3(x3) = 0.Considerando β e β

′ raízes da equação indiial em torno de x2 tem-se
β + β

′

= 1 − B ⇒ B = 1 − β − β
′ (2.15)e

ββ
′

= G2 (x2) =
F

(x2 − x1) (x2 − x3)
⇒ F = (x2 − x1) (x2 − x3) ββ

′

.(2.16)Finalmente, proedendo de maneira análoga om γ e γ
′ , raízes da equaçãoindiial para x3, obtemos:

γ + γ
′

= 1 − C ⇒ C = 1 − γ − γ
′ (2.17)e

γγ
′

= G3 (x3) =
G

(x3 − x1) (x3 − x2)
⇒ G = (x3 − x1) (x3 − x2) γγ

′

.(2.18)26



2.2. Equação hipergeométriaSubstituindo esses resultados na Eq.(2.2), temos:
d2u

dx2
+

(

1 − α − α
′

x − x1

+
1 − β − β

′

x − x2

+
1 − γ − γ

′

x − x3

)

du

dx
+

[

(x1 − x2) (x1 − x3)αα
′

x − x1
+

(x2 − x1) (x2 − x3)ββ
′

x − x2
+

(x3 − x1) (x3 − x2) γγ
′

x − x3

]

×

× u

(x − x1) (x − x2) (x − x3)
= 0. (2.19)Esta equação é a hamada equação de Riemann7. Imp�s-se, anteriormente,que o ponto x = ∞ é ponto ordinário da equação diferenial dada e que,portanto, A + B + C = 2, o que leva à restrição α + α

′

+ β + β
′

+ γ + γ
′

= 1para as seis raízes das equações indiiais.2.2 Equação hipergeométriaA equação de Riemann tem solução u(x) om nove parâmetros diferentes: ostrês pontos singulares x1, x2 e x3 om seus respetivos pares de raízes {α, α
′
},

{

β, β
′
} e {γ, γ

′
} ligados pela restrição α + α

′

+ β + β
′

+ γ + γ
′

= 1. Comuma mudança de variável dependente, podemos reduzir estes parâmetros asomente três parâmetros independentes. Essa transformação é da forma
u(x) = (x − x1)

−r(x − x2)
−s(x − x3)

−tv(x)onde r + s + t = 0. Com essa mudança, tem-se a alteração das raízes dasequações indiiais nos três pontos singulares. Assim
v(x) = (x − x1)

r(x − x2)
s(x − x3)

tu(x).Ou seja, a solução v(x) nos mesmos pontos singulares x1, x2 e x3 tem,agora, omo raízes das equações indiiais {α + r, α
′

+ r
}, {β + s, β

′

+ s
}e {γ + t, γ

′

+ t
}, respetivamente. Além disso, estabeleemos a mudança davariável independente

x̃ =
Ãx + B̃

C̃x + D̃7Georg Friedrih Bernhard Riemann (1826-1866).27



2.2. Equação hipergeométriaonde Ã, B̃, C̃ e D̃ são onstantes a serem determinadas. O propósito dessamudança é desloar as três singularidades x1, x2 e x3 para os pontos padrões
x̃1 = 0, x̃2 = ∞ e x̃3 = 1. Esolhendo r = −α, s = α+ γ e t = −γ, a solução
v(x̃) nesses novos pontos terá pares de raízes indiiais dadas por {0, α

′ − α
},

{

α + β + γ, α + β
′

+ γ
} e {0, γ′ − γ}, respetivamente. Temos:

u(x) =

(

x − x1

x − x2

)α(
x − x3

x − x2

)γ

v(x̃).Ainda mais, introduzindo os parâmetros a, b e c de�nidos por
a = α + β + γ

b = α + β
′

+ γ

c = 1 + α − α
′e, lembrando que α+α

′

+β+β
′

+γ+γ
′

= 1, obtém-se a seguinte substituiçãodas raízes indiiais de v(x̃):
{

0, α
′ − α

}

→ {0, 1 − c}

{

α + β + γ, α + β
′

+ γ
}

→ {a, b}

{0, γ′ − γ} → {0, c − a − b}Assim, a Eq.(2.19) toma a forma
d2v

dx̃2
+

[

c

x̃ − 0
+ lim

x̃2→∞

1 − a − b

x̃ − x̃2
+

1 − c + a + b

x̃ − 1

]

dv

dx̃
+

+ lim
x̃2→∞

[

(0 − x̃2) (0 − 1) 0

(x̃ − 0)2 (x̃ − x̃2) (x̃ − 1)

]

v + lim
x̃2→∞

[

(x̃2 − 0) (x̃2 − 1) ab

(x̃ − 0) (x̃ − x̃2)
2 (x̃ − 1)

]

v+

+ lim
x̃2→∞

[

(1 − 0) (1 − x̃2) 0

(x̃ − 0) (x̃ − x̃2) (x̃ − 1)2

]

v = 0 (2.20)28



2.2. Equação hipergeométriaque resulta em
d2v

dx̃2
+

[

c

x̃
+

1 − c + a + b

x̃ − 1

]

dv

dx̃
+

[

ab

x̃ (x̃ − 1)

]

v = 0.Ou ainda, na forma
x̃ (1 − x̃)

d2v

dx̃2
+ [c − (a + b + 1) x̃]

dv

dx̃
− abv = 0. (2.21)Mostramos, portanto, que uma equação diferenial ordinária linear de se-gunda ordem, om três pontos singulares, pode ser onduzida a uma equaçãodiferenial da forma

x (1 − x)
d2u

dx2
+ [c − (a + b + 1)x]

du

dx
− abu = 0, (2.22)dita equação hipergeométria, uja solução denotamos por

u(x) = 2F1(a, b; c; x). (2.23)Prourando uma solução na forma de série de potênias em torno da origem
(x = 0), dada por

u(x) =

∞
∑

n=0

anxn+s (2.24)e, sabendo que ela é, nesse ponto, analítia om raízes indiiais s = 0 e
s = 1 − c, obtém-se o seguinte [3℄:

2F1(a, b; c; x) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞
∑

n=0

Γ(a + n)Γ(b + n)

Γ(c + n)Γ(n + 1)
xn. (2.25)Usamos a de�nição da função gama, denotada por Γ (ver Apêndie), tambémonheida omo função de Euler (1707-1783) de segunda espéie [16℄:

Γ(n + 1) = n! e Γ(n + k)

Γ(n)
= n(n + 1)(n + 2) · · · (n + k − 1).
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2.3. Funções de LegendrePara hegar a este resultado, substituímos a série dada pela Eq.(2.24) naEq.(2.22) e onsideramos a0 = 1. Se a raiz 1 − c não é inteira [17℄, obtém-seuma segunda solução linearmente independente da equação hipergeométriadada por
u2(x) = x1−c

2F1(b − c + 1, a − c + 1; 2 − c; x). (2.26)Observe que, se onsiderarmos a = 1 e b = c na solução (2.25) obtemos oseguinte resultado:
2F1(1, b; b; x) =

∞
∑

n=0

xnque nada mais é que a onheida série geométria. Em razão disso, a série
2F1(a, b; c; x) é dita série hipergeométria.2.3 Funções de LegendreNesta seção, vamos apresentar um aso partiular da função hipergeométria,as hamadas funções de Legendre [17℄.A equação diferenial para as funções de Legendre assoiadas é dada por

(1 − x2)
d2u

dx2
− 2x

du

dx
+

[

υ(υ + 1) − µ2

1 − x2

]

u = 0, (2.27)om µ, υ ∈ IR e u = u(x).Aqui, estamos interessados na lássia equação de Legendre, obtida a partirda Eq.(2.27) para µ = 0.Vamos obter a equação de Legendre a partir da mudança de variável inde-pendente x = 1−t
2
, introduzida na Eq.(2.22). Logo,

(1 − t2)
d2u

dt2
+ [a + b + 1 − 2c − (a + b + 1)t]

du

dt
− abu = 0.

30



2.3. Funções de LegendreNa Eq.(2.22) tínhamos 0 < x < 1, já nessa última equação, omo on-sequênia da mudança de variável, obtemos −1 < t < 1.Considerando a = −l, b = l + 1 e c = 1, temos:
(1 − t2)

d2u

dt2
− 2t

du

dt
+ l(l + 1)u = 0, (2.28)que é exatamente a Eq.(2.27) om µ = 0 e υ = l (om l inteiro não negativo),uja solução é dada por

u(t) = APn(t) + BQn(t),onde A e B são onstantes arbitrárias e Pl(t) e Ql(t) são os lássios polin�-mios de Legendre e as funções de Legendre de segunda espéie, respetiva-mente.Chegamos a essa solução do seguinte modo: primeiro expandindo em série asolução em torno de t = 0 (sem perda de generalidade)
u =

∞
∑

i=0

cit
i.Depois, substituímos essa série na Eq.(2.28) obtendo a relação de reorrênia:

ci+2 =
(i + n + 1)(i − n)

(i + 1)(i + 2)
ci.Logo,

u = c0

[

1 − n(n + 1)
t2

2!
+ n(n + 1)(n + 2)

t4

4!
− · · ·+ · · ·

]

+

c1

[

t − (n − 1)(n + 2)
t3

3!
+ (n − 1)(n + 2)(n − 3)(n + 4)

t5

5!
− · · ·+ · · ·

]

.O desenvolvimento desses polin�mios leva à solução
2F1

(

−n, n + 1; 1;
1 − t

2

)

= Pn(t) =

[n/2]
∑

r=0

(−1)r (2n − 2r)!

2n(n − r)!r!

tn−2r

(n − 2r)!
,
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2.3. Funções de Legendreonde [n/2] é de�nido omo o maior inteiro menor ou igual a n/2, enquanto
2F1(−n, n + 1; 1; 1−t

2
) é a função hipergeométria.Os polin�mios de Legendre podem também ser obtidos pela expressão

Pn(t) =
1

2nn!

(

d

dt

)n
(

t2 − 1
)nonheida omo fórmula de Rodrigues (1794-1851). Impondo a ondição

Pl(1) = 1, para todo l, obtemos para os primeiros polin�mios:
P0(t) = 1,

P1(t) = t,

P2(t) =
1

2

(

3t2 − 1
)

,

P3(t) =
1

2

(

5t3 − 3t
)

.Utilizando a fórmula de Rodrigues e integração por partes, obtemos a relaçãode ortogonalidade para os polin�mios de Legendre [13℄
∫ 1

−1

Pn(t)Pm(t)dx =
2

2n + 1
δnm =

{

0 , se m 6= n
2

2n + 1
, se m = n.Dada a equação de Legendre representada pela forma da Eq.(2.28), sua se-gunda solução linearmente independente, denotada por Qn(t), é hamadafunção de Legendre de segunda espéie e é dada por

Qn(t) =
1

2

∫ 1

−1

(t − η)−1 Pn(η)dη
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2.4. Equação hipergeométria on�uenteonde os primeiros são:
Q0(t) =

1

2
ln

(

t + 1

t − 1

)

,

Q1(t) =
t

2
ln

(

t + 1

t − 1

)

− 1,

Q2(t) =
1

4
(3t2 − 1) ln

(

t + 1

t − 1

)

− 3

2
t,

Q3(t) =
1

4
(5t3 − 3t) ln

(

t + 1

t − 1

)

− 5

2
t2 +

2

3
.En�m, onsiderando a Eq.(2.27) que é a equação diferenial de Legendre as-soiada, podemos onluir que suas soluções, na forma u(x) = (1−t2)m/2f(t),são obtidas por difereniação a partir de Pn(t) e Qn(t) e dadas por

P m
n (t) = (1 − t2)m/2(−1)m dm

dtm
Pn(t)

Qm
n (t) = (1 − t2)m/2(−1)m dm

dtm
Qn(t)ditas funções de Legendre assoiadas de primeira e segunda espéie, respe-tivamente [19℄.2.4 Equação hipergeométria on�uenteConsiderando a equação hipergeométria dada por Eq.(2.22), impomos asubstituição de variável x = t

b
e tomamos o limite b → ∞, obtendo om isso:

t
d2u

dt2
+ (c − t)

du

dt
− au = 0, u = u(t). (2.29)Assim, a equação que antes tinha três pontos singulares passa a ter somentedois: em 0, tem-se uma singularidade regular e, em ∞, uma singularidadeirregular uja on�uênia foi gerada pelo limite tomado na equação. Destemodo, a Eq.(2.29) reebe o nome de equação hipergeométria on�uente, tam-bém onheida pelo nome de equação de Kummer, sendo uma solução dada33



2.5. Funções de Besselpor
u1(x) = 1F1(a; c; x) = lim

b→∞

2F1

(

a, b; c;
t

b

)

≡ 1F1(a; c; x),onde 1F1(a; c; x) é hamada função hipergeométria on�uente ou função deKummer, podendo ser obtida numa representação em série do tipo Frobenius
1F1(a; c; x) =

Γ(c)

Γ(a)

∞
∑

n=0

Γ(a + n)

Γ(c + n)

xn

n!
.Para c 6= 0, −1, −2, · · · temos a segunda solução linearmente independenteda E.(2.29) dada por

u2(x) = x1−c
1F1(1 + a − c; 2 − c; x).2.5 Funções de BesselNesta seção, mais uma vez, vamos apresentar um aso partiular das funçõeshipergeométrias on�uentes, as lássias funções de Bessel.A usual equação de Bessel é dada por:

x2 d2ω

dx2
+ x

dω

dx
+ (x2 − υ2)ω = 0, ω = ω(x)uja solução em série do tipo Frobenius é dada por

Jυ(x) =

∞
∑

m=0

(−1)m (x/2)υ+2m

m!Γ(υ + m + 1)
.As funções de Bessel onstituem aso partiular das funções hipergeométriason�uentes dadas por

1F1

(

υ +
1

2
; 2υ + 1;−2ix

)

= Γ(1 + υ)eix
(x

2

)

−υ

Jυ(x).
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2.5. Funções de BesselAsseguramos, entre outras, as seguintes relações de reorrênia para as fun-ções de Bessel
Jυ−1(x) + Jυ+1(x) =

2υ

x
Jυ(x),

Jυ−1(x) − Jυ+1(x) = 2J ′

υ(x).Como não envolve a derivada, a primeira relação é onheida pelo nome derelação de reorrênia pura.En�m, apresentamos a hamada função geratriz para as funções de Bessel
exp

[

x

2

(

η − α2

η

)]

=
∞
∑

n=−∞

( η

α

)n

Jn(αx)onde α é um parâmetro [19℄.
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Capítulo 3Osiladores Harm�nios
Desenvolver um modelo matemátio que se ajuste a um fen�meno físio édeterminante quando se deseja fazer previsões a respeito desse fen�meno;entre os inúmeros asos bem suedidos está o osilador harm�nio. No mundoreal, muitos são os exemplos de osilações: aquelas geradas nas ordas de umviolino, em um pistão, em uma mola, no relógio de pêndulo, num balançode riança, nas partíulas de ar que geram um som, nos ampos elétrios emagnétios uja propagação produzem a luz, dentre outros.Atentos a esses movimentos osilatórios, o visionário Galileu1 empenhou-se em utilizá-los a �m de onseguir uma medição muito requerida em suaépoa: o tempo. Ele veri�ou, experimentalmente, que o intervalo entreas osilações de um pêndulo era o mesmo, independente da amplitude domovimento, mas não do omprimento da haste do pêndulo, onforme vamosestudar om detalhes mais adiante.3.1 Movimento harm�nio simplesOsilação é um movimento que reproduz periodiamente sua trajetória apre-sentando sentido regularmente invertido e, portanto, oupando alternada-mente a mesma posição om mesma veloidade e aeleração. Os exemplosilustrativos mais explorados no estudo de osilações são os pêndulos, orpossuspensos por molas e o iruito elétrio.1Galileu Galilei (1564-1643). 36



3.1. Movimento harm�nio simplesAs funções trigonométrias periódias, seno e osseno, apresentam-se omoreurso matemátio para a expressão dessas osilações, quando essas sãopequenas; por isso, tais movimentos são hamados movimentos harm�niossimples (MHS).Vejamos omo isso aontee:

Figura 3.1: Movimento harm�nio simples.Na Figura 3.1, o segmento de reta EE' representa a trajetória de uma partí-ula em MHS. Consideremos O, ponto médio de EE' e origem de um eixo x,a posição de equilíbrio do movimento.Nesse movimento, desprezando a força de amorteimento, hamamos a dis-tânia da partíula à origem de elongação, os pontos E e E', de pontos deinversão. Neles, a elongação é máxima araterizando a amplitude do movi-mento.Os sentidos são mostrados pelas setas da Figura 3.1. O tempo neessáriopara essa partíula passar novamente pelo mesmo ponto da trajetória, ouseja, ompletar uma osilação, é hamado de período e denotado por T . Ainversa do período (denotada por f) é a frequênia, ou seja, f = 1
T

queinforma o número de vezes que a partíula passa por um mesmo ponto datrajetória em uma unidade de tempo, geralmente o segundo.37



3.1. Movimento harm�nio simplesFazendo dessa trajetória o diâmetro de uma irunferênia de raio igual àamplitude do movimento, onforme vemos na Figura 3.2, podemos agoravisulizar uma determinada posição P da partíula omo a projeção de umponto C da irunferênia no seu diâmetro.Assim, o movimento irular uniforme (MCU) ao longo da irunferênia

Figura 3.2: Movimento irular uniforme.gera o MHS de P no diâmetro da mesma.Consideramos as nomenlaturas: s := elongação (medida de OP); A := am-plitude (medida de OE) e θ := ângulo CÔP.Temos a equação da elongação dada por
s = A cos θ. (3.1)Sabendo que a veloidade angular ω de C é

ω =
θ

t
(3.2)38



3.1. Movimento harm�nio simplesonde t é o tempo que C leva para perorrer o ângulo θ, de outra forma
θ = ωt. (3.3)Substituindo este resultado na Eq.(3.1), temos:

s = A cos (ωt) . (3.4)O ângulo ϕ do iníio do movimento, isto é, em t = 0, é denominado ângulode fase. Assim, a equação anterior se torna
s = A cos (ωt + ϕ) . (3.5)Essa é uma expressão para a equação de desloamento de uma partíula emmovimento harm�nio simples.Em se tratando de veloidade, podemos onluir, om o modelo aima, que,sendo vl a veloidade linear de C, ela é da forma:

vl =
2πA

T
. (3.6)Como a veloidade angular é periódia, temos:

ωt + 2π = ω (t + T ) (3.7)de onde segue-se
ω =

2π

T
. (3.8)Da última equação e da Eq.(3.6) obtemos:

vl = ωA (3.9)Sendo ṡ = v a veloidade linear de P, ou seja, ds
dt

= v(t), ela será dada por
ṡ = −ωAsen (ωt + ϕ) . (3.10)A veloidade ṡ é a omponente horizontal de vl. Assim, a taxa de variaçãodessa veloidade, ou seja, a aeleração, será dada por
s̈ = −ω2A cos (ωt + ϕ) . (3.11)39



3.2. Equação de LagrangeLogo, utilizando a Eq.(3.5), podemos esrever:
a(t) = −ω2s (3.12)onde a(t) = s̈ = d2s

dt2
.Assim, obtemos a equação diferenial equivalente:

s̈ + ω2s = 0 om s = s(t). (3.13)Essa última equação diferenial de segunda ordem arateriza um MHS.3.2 Equação de LagrangeA busa de um método geral e suinto que desrevesse os sistemas meânioslevou Lagrange2 a desenvolver uma formulação alternativa que, posterior-mente, inspirou Hamilton3 em seu trabalho.Dentre as obras de Lagrange está a monumentalMéanique Analytique (1788),que Hamilton desreveu omo um "poema ientí�o" e que ontém as equa-ções gerais de movimento de um sistema dinâmio, onheidas hoje omoequações de Lagrange. A meânia lagrangiana é onstituída de um sis-tema arbitrário de oordenadas generalizadas, permitindo esolhas apropri-adas para diferentes on�gurações de sistemas de partíulas. Além disso,dispensa variáveis redundantes, ou seja, aquelas envolvidas em forças quenão geram trabalho. Com essas vantagens sobre a meânia newtoniana, alagrangiana onstitui ferramenta importante da teoria da relatividade.2Joseph Louis Lagrange (1736-1813) estudou em Turim e foi professor de matemátiada aademia militar loal. Quando Euler deixou Berlim, Frederio, o Grande, esreveu aLagrange dizendo que "o maior dos reis da Europa" desejava ter em sua orte "o maiormatemátio da Europa" e Lagrange aeitou o onvite e oupou o lugar de Euler por vinteanos. Alguns anos depois de deixar Berlim, aeitou uma átedra na reém-riada EsolaNormal e, posteriormente, Esola Politénia de Paris, idade onde ele se revoltou muitoom as atroidades do regime de terror que se seguiu à Revolução Franesa.3William Rowan Hamilton naseu em Dublin em 1805 e foi um garoto prodígio. Comquinze anos omeçou a se interessar pela matemátia e, om vinte e dois, ainda aluno degraduação, foi indiado astr�nomo real da Irlanda, diretor do Observatório de Dunsink eprofessor de astronomia da universidade, prognostiou a refração �nia em ristais biaxiais(omprovado posteriormente pelos físios experimentais). Hamilton deu origem à álgebrados quatérnios e publiou Treatise on Quaternions mas faleeu em 1865, na mesma idadeem que naseu, antes de publiar uma obra ampliada desse último trabalho.40



3.2. Equação de LagrangeComo vimos na seção anterior, a meânia newtoniana faz uso da força eda aeleração vetorial para desrever o espaço de on�guração do sistema, alagrangiana, por sua vez, lida om as funções esalares T e V que são energiainétia e a energia potenial, respetivamente.Interessados em estudar as equações de movimento dos sistemas meânios,em partiular dos osiladores harm�nios, vamos, primeiramente entenderas equações de Lagrange sob a ótia do prinípio de Hamilton e omo elase aplia a esses fen�menos físios. Prosseguindo em nossos estudos, apre-sentamos as equações de Hamilton-Jaobi4 exempli�ando sua apliação noproblema do pêndulo simples.3.2.1 Prinípio de HamiltonSe onsiderarmos sistemas ineriais, onde as forças são onservativas, onse-guimos sob a ótia do prinípio de d'Alembert5, que onsidera a "força efetivainvertida" [11℄, deduzir as equações de Lagrange. No entanto, apresentamosuma formulação mais geral da lei do movimento dos sistemas meânios dadapelo prinípio de Hamilton, ou prinípio da ação mínima.Considerando um sistema de partíulas, podemos desrever suas posições esuas mudanças om o tempo (veloidade), fazendo uso, por exemplo, do sis-tema artesiano que arateriza o espaço de on�guração do sistema. Noentanto, muitas vezes, o uso das oordenadas dos eixos artesianos na des-rição do sistema gera equações de movimento omplexas de se resolver. Emalguns fen�menos, é mais onveniente usar as oordenadas polares, em ou-tros, as esférias e assim por diante, dependendo da geometria assoiada ao4Jaobi naseu em Potsdam em 1804. Estudou na Universidade de Berlim, onde sedoutorou em 1825. Dois anos mais tarde era indiado professor extraordinário em Königs-ber; mais dois anos e era guindado à ondição de professor permanente. Em 1842, omuma pensão do governo da Prússia, renunia à sua adeira em Königsber e transfere-separa Berlim, onde viveu até sua morte prematura em 1851.5Jean Le Rond d'Alembert (1717-1783) foi um matemátio e físio franês que desen-volveu as primeiras fases do Cálulo, formalizou a nova iênia da meânia e foi o editorde iênia da Enilopedia de Diderot. Em 1741 foi admitido pela Aademia de Ciêniade Paris onde trabalhou pelo resto de sua vida. Ele foi um dos primeiros a entender aimportânia de funções e o oneito de limites para o álulo, e também abriu aminhopara o uso de equações difereniais na Físia. Ajudou também a soluionar a ontrovérsiaem físia sobre a onservação de energia inétia melhorando a de�nição de Newton deforça no seu Traite de dynamique, que artiula o prinípio de d'Alembert de meânia. Eletambém estudou hidrodinâmia, a meânia de orpos rígidos, e o problema de três-orposem astronomia. 41



3.2. Equação de Lagrangeproblema [1℄. Queremos, agora, respeitar a diversidade de on�gurações etratá-las sem restringir a esolha onveniente de variáveis e, ainda, pensar nonúmero de variáveis que determinam a posição da partíula. Para tanto, é im-presindível supor que esse número não neessariamente se iguale à dimensãodo espaço, ou seja, dado um espaço de dimensão s, a partíula pode ou nãopertener a uma hipersuperfíie de dimensão n desse espaço. Assim, temos
n variáveis independentes, denotadas por q1, q2, . . . , qn que de�nem univoa-mente a posição das partíulas, nomeadas oordenadas generalizadas. Poronseguinte, desrever um sistema meânio, é determinar as posições daspartíulas em dois momentos: num instante presente t = t1 e no seguinte
t = t2, neessitando para isso da posição iniial do sistema, dada pelas o-ordenadas generalizadas, e da veloidade do mesmo, sendo esta determinadapelas derivadas dessas oordenadas que hamamos de veloidades generaliza-das.Pelo prinípio de Hamilton, um determinado sistema arateriza-se por umafunção

L(q, q̇, t)onde q é a n−upla (q1, q2, . . . , qn) assoiada à posição da partíula e q̇ serefere à (q̇1, q̇2, . . . , q̇n), lista que determina as veloidades. Suponhamos que,entre os instantes t1 e t2, o sistema move-se de tal modo que a integral
S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (3.14)resulte em um valor menor possível [10℄. Esse é o prinípio de Hamilton,inspirado no prinípio da ação mínima de Maupertuis (1698-1759), que a�rmaque "a quantidade de ação neessária para que qualquer mudança seja feitapela natureza é sempre a menor possível". A função L é dita função deLagrange e a integral aima hamamos de ação reduzida ou, simplesmente,ação. Suponhamos, para efeitos prátios, um sistema om um só grau deliberdade, em que q = q(t) é a função que minimiza S. Sendo assim, tomandoa função q̄ dada por
q̄(t) = q(t) + δq(t)onde δq(t), hamada variação da função, é uma pequena função em todo ointervalo de tempo de t = t1 até t = t2 e que se anula nesses pontos, istoé, δq(t1) = δq(t2) = 0. Obviamente, S rese quando substituímos q(t) por

q̄(t). 42



3.2. Equação de Lagrange
Assim, a variação de S é dada por

δS =

∫ t2

t1

L (q + δq, q̇ + δq̇, t) dt −
∫ t2

t1

L (q, q̇, t) dt.Desenvolvendo em série essa diferença, sob a integral, sabemos que os ter-mos de primeira ordem se anulam (ondição de mínimo de S), segundo aspotenias de δq e δq̇. Assim, o prinípio da ação mínima pode ser esrito naforma:
δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0.Fazendo a variação, temos:
∫ t2

t1

(

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)

dt = 0.Efetuando a integração por partes na segunda parela obtemos:
∫ t2

t1

(

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)

δqdt = 0.Para que essa integral seja nula, devemos ter o integrando nulo assim:
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0.Essas equações geradas são onheidas omo equações de Lagrange, as quaissão equações difereniais de segunda ordem em relação à q(t) e, ao relaio-nar posição, veloidade e aeleração de um sistema meânio de partíulas,onstituem as hamadas equações de movimento. Generalizando, se hou-ver vários graus de liberdade, teremos n equações difereniais om o mesmoformato que a anterior, dadas por

d

dt

∂L

∂q̇k

− ∂L

∂qk

= 0 om k = 1, 2, · · ·Dadas as ondições iniiais de um sistema físio, podemos determiná-lo om-pletamente, ou seja, enontrar as funções qk. O movimento pode ser re-presentado geometriamente por uma urva no espaço de on�guração omoordenadas qk. 43



3.2. Equação de Lagrange3.2.2 Função de LagrangeA função L(q, q̇, t) é onheida omo função de Lagrange. Um sistema meâ-nio inerial, ou seja, aquele onde o tempo é uniforme e o espaço é isotrópio,é dito fehado se há interação entre suas partíulas, podendo esta interaçãoser através de barras, �os, dobradiças, et. Quando nessas ligações (vín-ulos) não existir resistênia (atrito, por exemplo), a função de Lagrange,ao desrever tal sistema, é livre das variáveis que só apareem por estaremenvolvidas em tais pontos de ontato. Isso oorre porque as mesmas só in-terferem na on�guração geométria do sistema. Com isso, a teoria lagrangi-ana onstitui-se numa modelagem eon�mia de problemas físios onretos,omo será exempli�ado mais adiante.Assim, onsiderando uma partíula de massa m om posição r e veloidade
v, a função de Lagrange é onstituída por duas partes: uma dependente domódulo da veloidade da partíula, a qual onstitui a energia inétia dosistema, e outra dependente somente da posição da mesma. Deste modo, afunção de Lagrange é dada por

L(r, v, t) = T (v) − V (r) (3.15)onde T (v) = mv2

2
.Usando as equações de Lagrange, temos:

d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂r
= 0 ⇒ d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂r
.Utilizando a lagrangiana da Eq.(3.15), obtemos:

m
dv

dt
= −∂V

∂r
,ou ainda, na forma,

F = −∂V

∂r
.Esta é uma equação de movimento newtoniana. Assim, onstatamos queas equações de Lagrange não se onstituem numa outra vertente da teoriafísia meânia, mas numa forma alternativa de expressar suas leis e obterequações de movimento.
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3.2. Equação de LagrangeDesta forma, voltando às oordenadas generalizadas, a função de Lagrangeé dada por
L(q, q̇, t) = T (q̇) − V (q)onde T (q̇) = mq̇2/2.É oportuno onstatar, aqui, um resultado interessante que, primeiro, exem-pli�a tal de�nição e, em seção posterior, aplia-se à lei da onservação deenergia.Considerando a de�nição aima e derivando em relação a q̇, obtemos:

n
∑

k=1

q̇k
∂L

∂q̇k
=

n
∑

k=1

q̇k
∂T

∂q̇k
.Pelo teorema de Euler [11℄ temos:

n
∑

k=1

q̇k
∂T

∂q̇k
= 2T.Logo, temos a seguinte relação entre a função de Lagrange e a energia iné-tia:

n
∑

k=1

q̇k
∂L

∂q̇k
= 2T. (3.16)O pêndulo simples e a lagrangianaA exemplo de uma das apliações da teoria de Lagrange, vamos formular aequação de movimento do pêndulo simples [7℄.O pêndulo simples é um sistema onstituído de uma partíula de massa mpresa a uma das extremidades de uma haste de omprimento �xo l e massadesprezível; essa haste tem outra extremidade �xa, onforme Figura 3.3.Na on�guração newtoniana, haveria neessidade de um vetor de posição rom duas oordenadas rx e ry, entretanto, o ângulo θ que a haste do pêndulofaz om a vertial de�ne perfeitamente a posição do mesmo, uma vez que oomprimento l é suposto onstante. Assim, a trajetória da partíula é dadapor

s = lθ,45



3.2. Equação de Lagrange

Figura 3.3: Pêndulo simples.de onde obtemos para a veloidade linear da partíula
v = lθ̇.Com isso temos a energia inétia do sistema dada por

T =
mv2

2
=

ml2θ̇2

2
,enquanto que a energia potenial é

V = −
∫ θ

θs

F (θ)dθ = −
∫ θ

θs

(mgsenθ)ldθ = −
∫ θ

θs

mglsenθdθ.Considerando θs = π/2, obtemos:
V = −mgl cos θ.Um grá�o da energia potenial é mostrado na Figura 3.4.46



3.2. Equação de Lagrange

Figura 3.4: Energia potênial para um pêndulo simples.Inseridas as fórmulas da energia inétia e potenial na função de Lagrange,temos:
L = T − V =

ml2θ̇2

2
+ mgl cos θ.Usando a equação de Lagrange

d

dt

(

dL

dθ̇

)

− dL

dθ
= 0para a lagrangiana, dada aima, obtemos:

d

dt

(

ml2θ̇
)

+ mglsenθ = 0,o que resulta em
θ̈ +

g

l
senθ = 0. (3.17)Note-se que, para θ muito pequeno, temos senθ ≈ θ e, om isso, o pên-dulo passa a se onstituir num osilador harm�nio om frequênia dada por

ω =
√

g/l. Provamos isso om mais elegânia e rigor no próximo apítulo.47



3.3. Equações de Hamilton3.3 Equações de Hamilton3.3.1 Teoria de HamiltonTransitando da formulação lagrangiana para a hamiltoniana, ganhamos ummétodo geral de expressar as equações dos sistemas meânios. Nele obte-mos, agora, 2n equações difereniais de primeira ordem para 2n variáveisindependentes para expressar as equações de movimento. O proedimentoenvolvido em tal transformação onstitui a teoria de Hamilton-Jaobi, queserá tratada neste tópio. Usamos para tanto a transformação de Legendree o teorema de Euler das funções homogêneas [11℄.No lugar das veloidades generalizadas q̇k, usamos oordenadas pk, as quaisde�nimos do seguinte modo:
pk =

∂L

∂q̇k

om k = 1, 2, · · · (3.18)onde pk reebe o nome de momento an�nio onjugado a qk. As variá-veis q e p são hamadas variáveis an�nias, representadas pela 2n−upla
(q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn) e o espaço onde estão de�nidas é hamado espaçode fase.A função de Hamilton, de�nida a partir da função de Lagrange, é dada pelaseguinte expressão:

H(q, p, t) =

n
∑

k=1

q̇kpk − L (q, q̇, t) , (3.19)que representa a energia total de um sistema onservativo, omo será vistona próxima seção. Estando somente em função de q e p, o diferenial damesma é dado por
dH =

n
∑

k=1

∂H

∂pk
dpk +

n
∑

k=1

∂H

∂qk
dqk +

∂H

∂t
dt. (3.20)Usando a de�nição (3.19), o mesmo diferenial pode ser expressado por

dH =
n
∑

k=1

q̇kdpk +
n
∑

k=1

pkdq̇k −
n
∑

k=1

∂L

∂q̇k

dq̇k −
n
∑

k=1

∂L

∂qk

dqk −
∂L

∂t
dt. (3.21)48



3.3. Equações de HamiltonUtilizando a de�nição (3.18), obtemos:
dH =

n
∑

k=1

q̇kdpk −
n
∑

k=1

∂L

∂qk
dqk −

∂L

∂t
dt. (3.22)A equação de Lagrange fornee

ṗk =
∂L

∂qk
, (3.23)o que permite esrever a Eq.(3.22) na forma

dH =

n
∑

k=1

q̇kdpk −
n
∑

k=1

ṗkdqk −
∂L

∂t
dt. (3.24)Comparando essa última equação om a Eq.(3.20), obtemos:

q̇k =
∂H

∂pk

e ṗk = −∂H

∂qk

, (3.25)que são as onheidas equações de Hamilton ou equações an�nias de Hamil-ton, as quais englobam as 2n equações difereniais de primeira ordem, quesão equivalentes às equações de Lagrange de segunda ordem.Pela de�nição (3.19), obtemos, ainda, a seguinte equação adiional:
∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (3.26)Assim, podemos onluir que, quando a dependênia do tempo não é explí-ita, temos:

∂H

∂t
= 0de onde segue-se que a hamiltoniana é uma onstante de movimento, o quemostra que a onservação de energia está assoiada à translação temporal.EnergiaUm resultado interessante e pertinente no nosso trabalho, demonstrado aseguir, é que, para os fen�menos físios que nos interessam, aqueles onde as49



3.3. Equações de Hamiltonforças são onservativas, a hamiltoniana representa a energia total do sistema.Comparando a relação Eq.(3.16) e a de�nição (3.19), temos:
H = 2T − L = 2T − (T − V ),de onde segue-se

H = T + V = E.O pêndulo simples e a hamiltonianaUsando o momento generalizado que é da forma
p =

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,a energia inétia pode ser esrita da seguinte maneira:

T =
1

2

p2

ml2
.Como o sistema é onservativo, a hamiltoniana é:

H = T + V =
1

2

p2

ml2
− mgl cos θ. (3.27)Apliando as equações de Hamilton, temos:

ṗ = −∂H

∂θ
= −mglsenθ (3.28)e

θ̇ =
∂H

∂p
=

p

ml2
. (3.29)(3.30)A última equação equivale à

p = ml2θ̇. (3.31)Derivando a equação anterior, obtemos:
ṗ = ml2θ̈. (3.32)Igualando a última equação à Eq.(3.28), obtemos:

θ̈ +
g

l
senθ = 0.50



3.3. Equações de Hamilton3.3.2 Hamilton-JaobiConsiderando um sistema meânio desrito pelas variáveis an�nias (q, p)e pela hamiltoniana H(q, p, t), a �m de tornar as equações de movimentotriviais, efetuamos uma transformação de variáveis, ou seja, troamos o par
(q, p) por um outro par (Q, P ) que preserva as equações de Hamilton, ouseja,

Q̇k =
∂K

∂Pk

Ṗk = − ∂K

∂Qk
(3.33)onde K = K(Q, P, t) é uma nova hamiltoniana. Esse tipo de mudança éhamada de transformação an�nia [6℄.Primeiro, apliamos a função de Hamilton e impomos o prinípio variaional:

δ

∫ t2

t1

[

n
∑

k=1

pkq̇k − H(q, p, t)

]

dt = 0 (3.34)e
δ

∫ t2

t1

[

n
∑

k=1

PkQ̇k − K(Q, P, t)

]

dt = 0. (3.35)Usamos essas integrais bem omo o artifíio em onsiderar que ambos osintegrandos só diferem pela derivada total em relação ao tempo de umafunção F , onde:
δ

∫ t2

t1

dF (q, t)

dt
dt = 0.Para o nosso propósito, onsideramos a função F omo uma função do tipo

F = F2(q, P, t) e, na Eq.(3.35), fazemos a troa P → Q e Q → −P , mudançaessa que não altera as equações de Hamilton.
51



3.3. Equações de HamiltonAssim, manipulando só os integrandos, obtemos:
n
∑

k=1

pkq̇k − H(q, p, t) =

n
∑

k=1

−QkṖk − K(Q, P, t) +
dF2(q, P, t)

dt
(3.36)uma vez que δqk(t1) = δqk(t2) = δpk(t1) = δpk(t2) = 0 para as novas oorde-nadas.A expressão anterior pode ser oloada na forma

K(Q, P, t) +

n
∑

k=1

pkq̇k +

n
∑

k=1

QkṖk =

H(q, p, t) +
n
∑

k=1

∂F2

∂qk

q̇k +
n
∑

k=1

∂F2

∂Pk

Ṗk +
∂F2

∂t
(3.37)e, om isso, obtemos as equações:

pk =
∂F2

∂qk

(3.38)
Qk =

∂F2

∂Pk
(3.39)e

K(Q, P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
. (3.40)A função F2(q, P, t) é dita função geratriz e onstitui uma de quatro maneirasde se enontrar a transformação an�nia. As demais podem ser enontradasna referênia [6℄. Firmados no propósito iniial de tornar as equações demovimento mais simples de serem abordadas, busamos uma transformaçãoan�nia dependente do tempo, gerada pela função do tipo F2(q, P, t) e queanule a nova hamiltoniana, isto é:

K(Q, P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
= 0.
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3.3. Equações de HamiltonO estudo desse tipo de transformação an�nia onstitui a teoria de Hamilton-Jaobi. A função geratriz F2 será denotada por S e nomeada função prinipalde Hamilton. Nesse ontexto, temos as equações de Hamilton-Jaobi que sãoda forma:
H +

∂S

∂t
= 0, (3.41)

pk =
∂S

∂qk
, (3.42)

Qk =
∂S

∂Pk

. (3.43)Considerando as fórmulas aima, temos:
H = H

(

q1, q2, . . . , qn,
∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qn
, t

)

. (3.44)Assim, a Eq.(3.41) é uma equação diferenial parial de primeira ordem nas
n + 1 variáveis, logo uma solução geral envolve n + 1 onstantes arbitrá-rias. Note que a variável dependente S não aparee na Eq.(3.41), apenassuas derivadas pariais por respeito a q e t. Se S é alguma solução da equa-ção diferenial, então S + α, onde α é uma onstante, também é uma so-lução, pois a onstante aditiva não altera as derivadas pariais. Uma das
n + 1 onstantes de integração é uma onstante aditiva a S que não alteraa Eq.(3.33). Portanto, a ompleta solução da Eq.(3.41) pode ser esrita naforma S(q1, ..., qn, σ1, ..., σn, t) onde nenhuma das n onstantes é somente adi-tiva.Exemplo 1: osilador harm�nioSerá usada a ténia de Hamilton-Jaobi para disutirmos a equação de mo-vimento assoiado ao problema de um osilador harm�nio unidimensional.Como já vimos, a hamiltoniana desse osilador representa sua energia total,ou seja, é a soma da energia inétia om a energia potenial. Assim, ahamiltoniana, nesse aso, é dada por:

H =
p2

2m
+

mω2q2

2
,onde m é a massa e ω é a frequênia.53



3.3. Equações de HamiltonPela equação de Hamilton-Jaobi, temos:
p =

∂S

∂q
. (3.45)E, portanto, a equação hamiltoniana �a:

1

2m

(

∂S

∂q

)2

+
mω2q2

2
+

∂S

∂t
= 0.Essa equação é separável na forma

S = W (q) − αt, (3.46)onde W satisfaz a equação
1

2m

(

∂W

∂q

)2

+
mω2q2

2
= α.Consequentemente,

W =

∫

√

2mα − m2ω2q2dq,de onde segue-se
S(q, α, t) =

∫

√

2mα − m2ω2q2dq − αt.A �m de resolver a equação de movimento, onsideramos:
Q = β =

∂S

∂α
= m

∫

dq
√

2mα − m2ω2q2
− t,de onde segue-se

β =
1

ω
sen−1

(

√

mω2

2α
q

)

− t.Fazendo θ = ωβ, temos a solução:
q(t) =

√

2α

mω2
sen(ωt + θ), (3.47)que é a solução do problema do osilador harm�nio.54



3.3. Equações de Hamilton

Figura 3.5: Sistema massa-mola.Exemplo 2: sistema massa-molaConsidere o sistema meânio omposto por uma massa m presa a uma molaom onstante elástia k e que realiza osilações livres, ou seja, aquelas emque não atuam forças externas e nem de amorteimentos. Essa massa osi-lará em torno de uma posição de equilíbrio O, onforme Figura 3.5.Nesse sistema, existirá uma únia força atuante, restauradora e, portanto,de sentido ontrário ao do desloamento [8℄. Essa força é diretamente pro-porional ao módulo do desloamento e é gerada pela onstante elástia k damola
F = −kx. (3.48)Assim, sendo a energia potenial do sistema dada por V = −

∫

Fdx, ela será
V =

kx2

2
.Por outro lado, a energia inétia é

T =
mẋ2

2de onde segue-se para o momento
p =

∂T

∂ẋ
= mẋ.55



3.3. Equações de HamiltonTemos a energia total, ou seja, a hamiltoniana, dada por
H = T + V =

p2

2m
+

kx2

2
.Uma vez que o sistema é onservativo, temos, por Eq.(3.45) e Eq.(3.46), oseguinte [15℄:

∂W

∂q
=

∂S

∂q
= pque resulta:

1

2m

(

∂W

∂q

)2

+
kx2

2
= α.E, por onsequênia, temos:

∂W

∂x
=
√

2m(α − kx2/2)ou:
W = mω

∫ x

x0

√

a2 − ξ2dξna qual a =
√

2α/mω2 e ω =
√

k/m.Assim, usando novamente as equações de Hamilton, temos:
−β =

∂S

∂α
= −t +

∂W

∂a

da

dα
= −t +

1

ω

(

cos−1 x0

a
− cos−1 x

a

)ou ainda:
x = a cos[ω(t − t0) − φ],que é a solução de um MHS om t0 = β e cos φ = x0

a
.
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Capítulo 4O Pêndulo Simples

4.1 Um pouo de históriaA busa do homem pela medição do tempo é muito antiga. O primeirorelógio que o homem riou foi um relógio de Sol, em torno de 3500 a.C..Ao longo dos anos foram riados outros relógios, de água, de areia, dentreoutros. Durante muito tempo esses instrumentos ronológios mais rudimen-tares, apesar de impreisos, atenderam às neessidades da humanidade paramaração do dia e da noite. No entanto, na époa das grandes embarações,em meados do séulo XVI, um grande desa�o atormentou os europeus: adeterminação da longitude. Na époa, eles onseguiam determinar a latitudeatravés dos onheimentos astron�mios extremamente desenvolvidos até en-tão, mas pereberam, om sofreguidão, que esses onheimentos não serviampara o álulo da longitude.Assim, tinham di�uldades de se situar em alto mar e por isso a maior partedas grandes embarações �avam limitadas à osta territorial. Por esse mo-tivo os governos inglês, holandês e espanhol, entre outros, omeçaram a ofere-er prêmios para quem resolvesse o problema da determinação da longitude.Como o álulo da longitude está vinulado à preisão do tempo, esta era agrande obsessão da époa.Pode-se dizer que o maro iniial da venturosa busa de preisão do tempo sedeu na Catedral de Pisa, quando o italiano Galileu Galilei, ainda estudantede mediina, assistia a um serviço. Nessa noite ele se distraiu observandoque uma das lâmpadas de um grande lustre de bronze estava para fora do57



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isóronolustre e, solta, osilava; essa osilação aonteia om amplitude que deresiagradualmente, porém no mesmo período de tempo, o que Galileu onstatouusando as batidas de seu pulso, omo já fazia habitualmente para marar otempo. Entusiasmado om tal desoberta, fez experimentos posteriores queomprovavam o isoronismo do pêndulo, ou seja, mostrou que o período deum pêndulo em movimento não depende da massa mas sim do omprimentoda haste1(ver [9℄).Sabemos que essa onlusão de Galileu só é válida para osilações de pe-quenas amplitudes. Christiaan Huygens (1629-1695), também iente disso einspirado na desoberta de Galileu, prop�s-se a onstruir um pêndulo isó-rono, isto é, um pêndulo que tivesse o mesmo período para qualquer quefosse a sua amplitude de osilação. Assim ele onseguiu inventar o relógio depêndulo, em 1656, usando o esapo2, trabalho que publiou em HorologiumOsillatorium (1673). A desoberta do relógio de pêndulo e sua apliação noálulo da longitude onstitui uma revolução no âmbito da iênia na medidaem que soluionou um problema geofísio em terra om o oneito peso, nãomais usando os astros, onstelações ou qualquer onheimento astron�mioaumulado na époa, mas apliando a teoria newtoniana. As impliaçõesdessa desoberta no modo de produção das soiedades posteriores, sabemosbem, também foram revoluionárias, haja vista a Revolução Industrial quemelhor exempli�a as mudanças sofridas pelos homens em suas organizaçõespolítias, soiais e em seus valores ulturais. Por isso, podemos, om justiça,igualar esse feito à invenção da imprensa tipográ�a.4.2 Christiaan Huygens e o pêndulo isóronoO holandês Christiaan Huygens naseu em Haia, eduado iniialmente emsua própria asa, a qual era frequentada por inteletuais de destaque, en-tre eles, René Desartes (1596-1650) que, impressionado om seus primeirostextos de geometria, in�ueniou o desenvolvimento de sua habilidade mate-mátia. Assim, Christiaan estudou direito e matemátia na Universidade deLeiden.1Conta-se que essa desoberta foi a mola propulsora para o abandono da mediina porGalileu, passando a dediar-se à iênia e à matemátia.2Esapo - ou esape - é uma das três partes do meanismo do relógio de pêndulo (motor,regulador e esapo). O esapo é um órgão intermediário que torna reíproa a ação doregulador e do motor. 58



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isórono

Figura 4.1: Gravura de 1791.Apesar de ser onheido omo um dos grandes físios de seu tempo, prinipal-mente pelo seu estudo e invenção do pêndulo e das leis de quedas de orpos,Huygens foi importante no progresso da geometria e mostrou a importâniado álulo. Em seu marante trabalho, o Horologium Osillatorium, ele tam-bém provou que a ilóide é uma tautórona3.Christiaan passou 40 anos de sua vida envolvido na onstrução de relógios depêndulo. Na époa era muito importante que se onstruísse um ron�metromarítmo para a determinação da longitude e, omo o balanço dos navios alte-rava, inevitavelmente, as amplitudes de osilação dos pêndulos, perebeu-sea neessidade de se obter um pêndulo isórono. À prinípio, Huygens, fezonstruções empírias, oloando obstáulos em ambos os lados de um pên-dulo simples pois, dessa forma, à medida que o �o enostava no obstáulo,o omprimento efetivo do pêndulo se tornava menor. Como o período deum pêndulo diminui se enurtamos seu omprimento, esse proedimento po-deria forneer um meanismo que ompensasse o aumento do período para3Tautórona é a urva plana ao longo da qual uma partíula material atinge um pontodado da trajetória num espaço de tempo que não depende do ponto de onde ela saiu.59



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isórono

Figura 4.2: Christiaan Huygens.grandes amplitudes. Mas suas tentativas foram em vão e, assim, desistiutemporariamente de sua empreitada.
Figura 4.3: Pêndulo isórono.Certo dia, ao partiipar de uma ompetição sobre a ilóide, a onvite do fran-ês Blaise Pasal (1623-1662), Huygens perebeu que, se um pêndulo simplestivesse seu movimento restrito por obstáulos que obrigassem a partíulapresa em seu extremo inferior a desrever uma trajetória iloidal (Figura4.3), seu período seria o mesmo, qualquer que fosse a amplitude de osilação,e mais, demonstrou que os obstáulos deveriam ter uma forma iloidal paraque a trajetória do pêndulo fosse iloidal [9℄.60



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isóronoAssim, Huygens alançou o objetivo que busava, seu relógio de pêndulo re-duziu a margem de erro de era de quinze minutos por dia para meros dezou quinze segundos. O relógio se tornara, en�m, um instrumento realmenteon�ável para medir o tempo.Entendendo um pouo omo isso aontee, vamos analisar, matematia-mente, sua teoria [23℄.Primeiro omeçamos por lembrar a de�nição de ilóide: ilóide é uma urvadesrita por um ponto na irunferênia de um írulo, quando esta rola aolongo de uma linha reta. Ver Figura 4.4.

Figura 4.4: Cilóide.Quem a estudou primeiro foi Niolás de Cusa4 quando estava tentando enon-trar a área de um írulo pela integração; quem a de�niu apropriadamentedestaando suas propriedades foi Mersenne (1588-1648) e quem a nomeoufoi Galileu. As apliações dessa urva vão desde relógios, tobogãs, esteirasindustriais a sistemas ótimos de engrenagens.Huygens onsiderou o movimento de uma partíula em uma superfíie iloi-dal e analisou a projeção vertial desse movimento. Com isso onluiu queele oinidia om um movimento harm�nio uniforme.Suponhamos, então, uma partíula situada, iniialmente, num ponto Pda superfíie iloidal e abandonada de seu repouso de uma altura H , onsi-derando o ponto mais baixo da ilóide. Em um determinado instante, essa4Seu nome verdadeiro era Niolaus Krebs ou Chryp�s (1401-1464), mas �ou onheidopor Niolás de Cusa pela idade em que naseu, Kues61



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isórono

Figura 4.5: Movimento da partíula em uma superfíie iloidal.partíula atinge uma altura h, onforme Figura 4.5 onde, por onveniênia,desenhamos a ilóide om a sua onavidade para ima, e também, eso-lhemos os eixos artesianos de modo que a superfíie plana está loalizada auma altura igual a 2R.Pela onservação de energia temos:
mv2

2
= mg(H − h),o que resulta, para a veloidade:

v =
√

2g(H − h).A omponente vertial da veloidade é dada por
vy = −v cos θ = −

√

2g(H − h) cos θ. (4.1)Usando a propriedade fundamental da ilóide5, temos:
h = d cos θ om d = 2R cos θ (4.2)5Essa propriedade diz que a reta tangente à ilóide em um ponto P passa pelo pontomais alto da irunferênia geratriz e a reta normal passa pelo ponto mais baixo, no asoo alto e o baixo estão troados. 62



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isóronoonde R é o raio da irunferênia geratriz. Temos, então, o seguinte resultado:
cos θ =

√

h

2R
. (4.3)Substituindo o último resultado na Eq.(4.1), obtemos:

vy = −
√

g

R
h(H − h).Como h = h(t), podemos representar, matematiamente, a veloidade verti-al omo a derivada vy = dh

dt
e a equação anterior toma a forma:

dh

dt
= −

√

g

R

√

(H − h)h.Pela simetria do problema, o tempo que a partíula leva para hegar ao ponto
h = 0 é 1/4 do seu período T de osilação.Separando as variáveis da equação aima e integrando ambos os lados, temos:

∫ 0

H

dh
√

(H − h)h
= −

√

g

R

∫ T/4

0

dt,o que resulta em:
T = 4

√

R

g

∫ H

0

dh
√

(H − h)h
.A �m de enontrar esse período, fazemos a substituição de variável κ = h/Hna integral aima, obtendo:

T = 4

√

R

g

∫ 1

0

dκ
√

(1 − κ)κ
.Fazendo mais a seguinte substituição de variável:

κ =
1

2
(1 + senα),alançamos o seguinte resultado:

T = 4

√

R

g

∫ π/2

−π/2

cos αdα√
1 − sen2α

= 4π

√

R

g
= 2π

√

4R

g
.63



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isóronoContudo, no proesso de determinar o período exato para esse movimento,foi possível onluir que esse período independe da altura iniial que a partí-ula é abandonada. No aso do pêndulo, Huygens manipulou obstáulos aoseu redor de modo que ele perorresse essa trajetória iloidal e, assim, seuperíodo deixava de depender de sua amplitude de osilação, tornando-se isó-rono. O período do pêndulo isórono oinide om o de um pêndulo simplesde pequena amplitude de osilação onde o omprimento l da haste é igual a
4R.As anotações de Christiaan são mostradas na Figura 4.6.

Figura 4.6: Rasunhos de Christiaan Huygens.
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4.3. Apliação das equações deHamilton-Jaobi4.3 Apliação das equações deHamilton-JaobiVoltando ao pêndulo, a aproximação desoberta pelo já itado inventorChristiaan Huygens e que enontramos omumente nos livros introdutóriosde físia [8℄ é:
T = 2π

√

l

g
, (4.4)onde l é o omprimento do pêndulo e g a aeleração gravitaional. Comojá vimos no apítulo anterior, essa aproximação é obtida linearizando-se aequação diferenial assoiada ao movimento do pêndulo por meio desenθ ≈ θ (4.5)onde θ denota a posição angular do pêndulo em relação ao equilíbrio. Alinearização dada pela Eq.(4.5) é hamada de aproximação harm�nia e levaà equação do osilador harm�nio.Contornando as di�uldades matemátias, a aproximação harm�nia é lar-gamente usada nos ursos introdutórios de físia. Fora de um laboratóriodidátio, essa aproximação harm�nia tem dois problemas básios que a tor-nam de poua utilidade. O primeiro é o fato dela produzir resultados numé-rios bastante impreisos se a amplitude de osilação estiver fora do hamadoregime de pequenas osilações. Embora não sendo de�nido om lareza naliteratura, esse regime é tomado omo sendo o maior intervalo de amplitu-des dentro do qual o período da aproximação harm�nia difere em menosde 1% do valor exato. No aso, o ângulo máximo de osilação do pênduloorresponde a 23o, mas, se o omprimento do pêndulo for maior ou igual a

25cm e for exigida uma onordânia om o período exato de apenas 3 asasdeimais, o ângulo de osilação deverá ser menor que 0, 5o. O segundo pro-blema é que a aproximação harm�nia desreve o pêndulo omo um sistemaujo período não depende da amplitude de osilação. Esse omportamentouniforme, hamado de isoronismo, ontrasta om o do pêndulo real, ha-mado de anisoronismo, para o qual o período rese monotoniamente oma amplitude.Usando a onservação da energia meânia, é possível obter uma expressãoanalítia exata para o período do pêndulo simples. Essa expressão envolve65



4.3. Apliação das equações deHamilton-Jaobiuma função não elementar do Cálulo, a integral elíptia ompleta do pri-meiro tipo, que na prátia requer algum tipo de aproximação para ser ava-liada. Conforme vimos no apítulo anterior, a hamiltoniana do pêndulo édada por
H = T + V =

1

2

p2

ml2
− mgl cos θ. (4.6)Como a hamiltoniana representa a energia E total do sistema, onsideramosa função:

p(θ) = ±
√

2ml2(E + mgl cos θ). (4.7)Assim, omo E = −mgl cos θ0, se E < mgl, então −θ0 < θ < θ0, ou seja, opêndulo osila periodiamente entre −θ0 e θ0 (libração). Gra�amente, essemovimento representa uma urva fehada no espaço de fase (em forma deelipses), onforme Figura 4.7. Já, se E > mgl, o pêndulo ainda tem energiainétia no ponto mais alto θ = ±π e ontinua seu movimento sem inversãodo sentido (rotação). Assim, o movimento se repete ada vez que o ângulo θvaria de 2π. As urvas mais externas do grá�o expressam esse movimento.Finalmente, se E = mgl, o pêndulo enontra-se numa situação de limite ins-tável, pois, ao atingir a posião vertial θ = π, a energia inétia reduz-se azero e o pêndulo poderia permaneer nessa posição eternamente. No grá�oda Figura 4.7, a urva S que representa esse último quadro reebe o nomede separatriz.

Figura 4.7: Espaço de fase do pêndulo simples.
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4.3. Apliação das equações deHamilton-JaobiRetomando a Eq.(4.6), temos, pela equação de Hamilton-Jaobi, o seguinteresultado:
1

2ml2

(

∂S

∂θ

)2

− mgl cos θ +
∂S

∂t
= 0. (4.8)Sendo S(θ, α, t) = W (θ) − αt temos, nesse aso:

1

2ml2

(

dW

dθ

)2

− mgl cos θ = α, (4.9)o que resulta na expressão
W =

∫

√

2ml2α + 2m2l3g cos θdθ. (4.10)Assim, obtemos:
−β =

∂S

∂α
=

∫

2ml2dθ
√

2ml2α + 2m2l3g cos θ
− t (4.11)ou ainda na forma

t − β =

√

l

2g

∫

dθ
√

α/mgl + cos θ
. (4.12)Considerando que, no íniio do movimento, t0 = 0, a energia total é igual àenergia potenial, uma vez que a partíula está imóvel e a haste que a sustentafaz om a vertial um ângulo θ0, temos E0 = −mgl cos θ0. Como o sistemaé onservativo, sua energia é onstante, assim, sem perda de generalidade,podemos impor:

α = −mgl cos θ0. (4.13)Substituindo β por t0 = 0, obtemos:
t =

√

l

2g

∫

dθ√
cos θ − cos θ0

. (4.14)Usando a relação trigonométria cos φ = 1 − 2sen2(φ/2), temos:
2t =

√

l

g

∫ θ0

0

dθ
√sen2(θ0/2) − sen2(θ/2)

. (4.15)67



4.4. Representação por função hipergeométriaChamamos sen(θ0/2) = k e fazemos a substituiçãosen(θ/2) = ksenξ (4.16)onde, a variação 0 ≤ θ ≤ θ0 resulta em 0 ≤ senξ ≤ 1 e, onsequentemente,
ξ ∈ [0, π/2]. Segue, então, o seguinte:

t =

√

l

g

∫ π/2

0

dξ
√

1 − k2sen2ξ
. (4.17)Considerando omo período T do pêndulo o tempo que ele leva para voltarà posição iniial, temos que T = 4t. Logo,

T = 4

√

l

g

∫ π/2

0

dξ
√

1 − k2sen2ξ
. (4.18)Esta integral é onheida na literatura espeializada om o nome de integralelíptia ompleta de primeiro tipo e denotada por K(k). Deste modo,

K(k) =

∫ π/2

0

dξ
√

1 − k2sen2ξ
.Para pequenas amplitudes de osilação, o parâmetro k se aproxima de zero.Consequentemente, K tende à π/2 e a Eq.(4.18) toma a forma da apro-ximação harm�nia, ou seja, a linearização dada pela Eq.(4.5) equivale aaproximar a urva K(k) da reta horizontal π/2. Como K(k) é uma funçãomonotoniamente resente que diverge exponenialmente no limite |k| = 1,isto é, para θ = π, a razão entre o período exato T e a aproximação, digamos

T0, aumenta rapidamente om a amplitude [21℄, onforme podemos observarna Figura 4.8.4.4 Representação por função hipergeométriaA integral elíptia de primeiro tipo, função que ompõe o período do pêndulo,é uma função não elementar que pode ser representada pela função hiper-geométria 2F1, onforme apresentada no Capítulo 2. Com esse propósito,onsidere a distribuição binomial:
(1 + x)p = 1 + px +

p(p − 1)

2!
x2 +

p(p − 1)(p − 2)

3!
x3 + · · ·68



4.4. Representação por função hipergeométria

Figura 4.8: Período do pêndulo em função da amplitude.onvergente para |x| < 1 [14℄. Sendo |k2sen2ξ| < 1, essa distribuição binomialé válida no integrando da Eq.(4.18):
(1−k2sen2ξ)−1/2 = 1+

(

−1

2

)

(

−k2sen2ξ
)

+
1

2!

(

−1

2

)(

−3

2

)

(

−k2sen2ξ
)2

+

+
1

3!

(

−1

2

)(

−3

2

)(

−5

2

)

(

−k2sen2ξ
)3

+ · · · (4.19)onde x = k2sen2ξ e p = −1/2.Simpli�ando, podemos esrever:
(1 − k2sen2ξ)−1/2 = 1 +

1

2
k2sen2ξ +

1

2!

1

2

3

2
k4sen4ξ +

1

3!

1

2

3

2

5

2
k6sen6ξ + · · · (4.20)Essa série é onvergente e pode ser integrada termo a termo. A �m de obter-mos as integrais desses senos de forma reursiva, onsideramos um númeronatural par m da forma m = 2n [20℄ e tomamos a integral

Im =

∫ π/2

0

senmξdξ. (4.21)69



4.4. Representação por função hipergeométriaO termo seguinte onterá Im+2. Calulando-o, temos:
Im+2 =

∫ π/2

0

senm+2ξdξ =

∫ π/2

0

senmξsen2ξdξ =

∫ π/2

0

senmξ(1 − cos2 ξ)dξ

Im+2 =

∫ π/2

0

senmξdξ −
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ

Im+2 = Im −
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ, (4.22)o que implia no seguinte resultado:
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = Im − Im+2. (4.23)Por outro lado, utilizando a integração por partes, obtemos:
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = senmξ cos ξsenξ|π/2
0 +

−
∫ π/2

0

senξ
(

m senm−1ξ cos2 ξ − senm+1ξ
)

dξou ainda na forma
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = 0 − m

∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ +

∫ π/2

0

senm+2ξdξ,de onde segue-se
(m + 1)

∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = Im+2. (4.24)Substituindo a expressão (4.23) na expressão (4.24), obtemos:
(m + 1)(Im − Im+2) = Im+2 (4.25)de onde segue-se

Im+2 =
1 + m

2 + m
Im. (4.26)70



4.4. Representação por função hipergeométriaVisto que
I0 =

∫ π/2

0

dξ =
π

2
,podemos esrever reursivamente:

I2 =
1

2
I0 =

1

2

π

2
=

π

2

(

1

2

)

I4 =
3

4
I2 =

3

4

1

2
I0 =

3

4

1

2

π

2
=

π

2

(

1

2!

1

2

3

2

)

I6 =
5

6
I4 =

5

6

3

4

1

2
I0 =

5

6

3

4

1

2

π

2
=

π

2

(

1

3!

1

2

3

2

5

2

)

.Realizando, de fato, a integração da equação obtemos:
K(k) =

∫ π

2

0

(1 − k
2sen2ξ)−1/2dξ =

π

2
+

π

2

(

1

2

)2

k
2+

+
π

2

(

1

2!

1

2

3

2

)2

k
4 +

π

2

(

1

3!

1

2

3

2

5

2

)2

k
6 + · · ·Assim, utilizando o símbolo de Pohhammer6 [16℄, de�nido por:

(λ)k =
Γ(λ + k)

Γ(λ)
= λ(λ + 1) · · · (λ + k − 1),e omparando-o à representação em série da função hipergeométria, on-forme a Eq.(2.25), podemos esrever:

K(k) =

∫ π

2

0

(1 − k
2sen2ξ)−1/2dξ =

π

2

∞
∑

n=0

(

1
2

)

n

(

1
2

)

n

(1)nn!
k

2n.6Leo August Pohhamer (1841-1920). 71



4.4. Representação por função hipergeométriaSubstituindo a função hipergeométria enontrada em Eq.(4.18) e sabendoque k = sen(θ0/2), enontramos o período do pêndulo simples:
T = 2π

√

l

g
2F1

[

1

2
,
1

2
; 1; sen2(θ0/2)

] (4.27)assoiado à solução exata da equação de movimento
θ̈ +

g

l
senθ = 0,omo vista no apítulo anterior.Note que, para θ0 ≈ 0, reuperamos o lássio resultado

T = 2π

√

l

g
,uma vez que 2F1

(

1
2
, 1

2
; 1; 0

)

= 1.
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Conlusão
O problema do pêndulo simples onstitui-se no pano de fundo para o estudode uma ampla variedade de oneitos da físia e da matemátia, por isso,é tópio onstante das disiplinas de ursos vinulados à àrea das iêniasexatas. Ele é usado, na físia, para se estudarem oneitos omo aeleraçãoda gravidade, força, movimento harm�nio, entre outros. Já, na matemátia,esse problema omeça a mostrar sua importânia no apareimento frequentede sua equação de movimento no estudo básio de equações difereniais.Além disso, permeia teorias mais elaboradas da físia-matemátia omo asteorias lagrangiana e hamiltoniana, bem omo o estudo das funções espeiais,omo vimos nesse trabalho. Disutimos, aqui, o desenvolvimento teório dasformulações da meânia analítia visando à apliação da ténia dada pelaequação de Hamilton-Jaobi ao nosso problema do pêndulo simples.Iniiamos nosso trabalho om o estudo das equações difereniais pariais,sua lassi�ação quanto ao tipo e do método de Fourier. Apresentamos ométodo de separação de variáveis, o qual produz um onjunto de equaçõesdifereniais ordinárias. Depois disso, soluionamos a equação diferenial ordi-nária de segunda ordem om três pontos singulares regulares pelo método deFrobenius, onduzindo-a à equação hipergeométria, que tem omo soluçãoas funções hipergeométrias. O aso partiular, a função de Legendre, é abor-dada. Por um proesso de tomada de limite efetuado sobre a equação hiper-geométria, enontramos a equação hipergeométria on�uente om soluçãodada pelas funções hipergeométrias on�uentes, omo exemplo, meniona-mos a função de Bessel. Disutimos, depois disso, as formulações newtoni-ana, lagrangiana, hamiltoniana dos osiladores harm�nios unidimensionais,inluindo o pêndulo e o sistema massa-mola.73



4.4. Representação por função hipergeométriaComeçamos o último apítulo ontextualizando historiamente a deso-berta do pêndulo isórono, feita por Hyugens e expusemos sua onstruçãomatemátia no álulo do seu período. Finalizando esse último apítulo,estudamos o movimento do pêndulo pela teoria de Hamilton-Jaobi, elui-dando seu período omposto pela integral elíptia a qual induzida por téniareursiva e integração do álulo representamos na última seção pela funçãohipergeométria. Reuperamos, através da linearização da equação diferen-ial, o período do pêndulo assoiado às pequenas osilações.

74



Apêndie
A função gamaDado um número real p, de�nimos a função gama a partir da seguinteintegral imprópria [13℄

Γ(p) =

∫

∞

0

e−xxp−1dxom p > 0, intervalo no qual ela é onvergente7. O grá�o dessa função estárepresentado na Figura 4.9.

Figura 4.9: Grá�o da função gama.Essa de�nição não é válida para p ≤ 0, pois, nesse aso, a integral envolvida é7Essa de�nição pode ser feita sobre os C om Re(z) > 0 [3℄.75



4.4. Representação por função hipergeométriadivergente. Assim sendo, substituindo p por p + 1 na de�nição aima temos:
Γ(p + 1) =

∫

∞

0

e−xxpdx.Utilizando a integração por partes, obtemos:
Γ(p + 1) = p

∫

∞

0

e−xxp−1dxou seja,
Γ(p + 1) = pΓ(p).Essa equação é onheida omo relação reursiva da função Γ pois produz:

Γ(p + n) = (p + n − 1)(p + n − 2)(p + n − 3) · · · (p + 1)pΓ(p)para todo inteiro positivo n, onsistindo-se numa generalização da de�niçãode fatorial: n! = n(n − 1)!Um resultado muito importante envolvendo a função gama é o seguinte [3℄:
Γ

(

1

2

)

=
√

π.Mostremos tal resultado. A partir da de�nição da função gama om p = 1
2temos

Γ

(

1

2

)

=

∫

∞

0

e−xx−
1

2 dx.Introduzimos a mudança de variável x = t2 obtemos:
Γ

(

1

2

)

= 2

∫

∞

0

e−t2dt.Multipliando ambos os lados desta igualdade por Γ(1
2
) temos, omo resul-tado, uma dupla integral:

[

Γ

(

1

2

)]2

= 4

∫

∞

0

∫

∞

0

e−(t2+u2)dtdu.Utilizando as oordenadas polares no plano, podemos esrever:
[

Γ

(

1

2

)]2

= 4

∫ π/2

0

∫

∞

0

e−r2

rdrdθ.Integrando nas variáveis r e θ, obtemos Γ
(

1
2

)

=
√

π que é o resultado dese-jado. 76
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