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Resumo
Este trabalho tem por objetivo modelar e resolver, matemati
amente, umproblema físi
o 
onhe
ido 
omo pêndulo simples. Dis
utimos, 
omo 
aso par-ti
ular, as 
hamadas os
ilações de pequena amplitude, isto é, uma aproxima-ção que nos leva a mostrar que o período de os
ilação é propor
ional à raizquadrada do quo
iente entre o 
omprimento do pêndulo e a a
eleração dagravidade.Como vários outros problemas oriundos da Físi
a, o pêndulo simples é re-presentado através de equações diferen
iais par
iais. Assim, na bus
a de suasolução, apli
amos a metodologia de separação de variáveis que nos leva aum 
onjunto de equações ordinárias passíveis de simples integração.Es
olhendo um sistema de 
oordenadas adequado, é 
onveniente usar o mé-todo de Hamilton-Ja
obi, dis
utindo, antes, o problema do os
ilador harm�-ni
o, apresentando, em seguida, o problema do pêndulo simples e impondo
ondições a �m de mostrar que as equações diferen
iais asso
iadas a essesdois sistemas são iguais, ou seja, suas soluções são equivalentes.Para tanto, estudamos o método de separação de variáveis asso
iado às equa-ções diferen
iais par
iais, lineares e de segunda ordem, 
om 
oe�
ientes 
ons-tantes e três variáveis independentes, bem 
omo a respe
tiva 
lassi�
açãoquanto ao tipo. Posteriormente, estudamos as equações hipergeométri
as,
ujas soluções, as funções hipergeométri
as, podem ser en
ontradas pelo mé-todo de Frobenius.Apresentamos o método de Hamilton-Ja
obi, já men
ionado, para o enfren-tamento do problema apresentado. Fizemos no 
apítulo �nal um apêndi
esobre a função gama por sua presente importân
ia no trato de funções hi-pergeométri
as, em espe
ial a integral elípti
a 
ompleta de primeiro tipo que
ompõe a solução exata do período do pêndulo simples.vii



Abstra
t
This work aims to present and solve, mathemati
ally, the physi
s problemthat is 
alled simple pendulum. We reasoned, as an spe
i�
 
ase, the so 
al-led low amplitude os
illation, that is, a 
onvenient approximation that makeus show that the period of os
illation is proportional to the quotient squareroot between the pendulum length and the gravity a

eleration.Like several other problems arising from the physi
s, we are going to broa
hit through partial di�erential equations. Thus, in the sear
h of its solution,we made use of the variable separation methodology that leads us to a bodyof ordinary equations sus
eptible of simple integration.Choosing an appropriate 
oordinate system, it is 
onvenient to use the methodHamilton-Ja
obi, arguing, �rst, the problem of the harmoni
 os
illator, with,then the problem of sf simple pendulum and imposing 
onditions to showthat the di�erential equations asso
iated with these two systems are equal,that is, their solutions are equivalent.With the purpose of rea
hing the obje
tives, we studied the variable sepa-ration method asso
iated with partial di�erential equations, linear and ofse
ond order, with 
onstant 
oe�
ient and three independent variables, aswell as the respe
tive 
lassi�
ation about the type. Afterwards, we studiedthe hypergeometri
al equations whose solutions, the hypergeometri
al fun
-tions, are found by the Frobenius method.Introdu
ing the Hamilton-Ja
obi method, already mentioned, for addressingthe problem presented. We made an appendix in the �nal 
hapter on thegamma fun
tion by its present importan
e in dealing with hypergeometri
fun
tions, in parti
ular the ellipti
 integral of �rst kind 
onsists of the exa
tperiod of sf simple pendulum. viii
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Introdução
Durante os últimos dois sé
ulos, diversos métodos foram desenvolvidos paraa resolução das equações diferen
iais par
iais, sendo o método da separaçãode variáveis o mais antigo, usado na segunda metade do sé
ulo XVIII nainvestigação sobre ondas e vibrações; posteriormente ele passou por re�na-mentos e generalizações [22℄. O que 
ara
teriza o método de separação devariáveis é a possibilidade de transformar uma equação diferen
ial par
ial emum 
onjunto de equações diferen
iais ordinárias, restringindo nosso estudooriginal ao estudo de equações diferen
iais ordinárias. Entre essas últimasestão as equações 
om três pontos singulares regulares. O protótipo dessetipo de equação é a 
hamada equação hipergeométri
a, ou equação diferen-
ial de Gauss, 
uja solução re
ebe o nome de função hipergeométri
a, ouainda função de Gauss. Essas funções hipergeométri
as perten
em à 
lassede funções ditas espe
iais [3℄. Dentre as funções espe
iais mais importantes,temos a função de Legendre e a função de Bessel, 
ujas equações são gera-das, algumas vezes, pela separação da equação de Helmholtz em 
oordenadaspolares esféri
as [12℄ e apare
em em muitos problemas físi
os. Nos proble-mas tridimensionais, a separação de variáveis apli
ada à equação de Lapla
e
uxx + uyy + uzz = 0 leva à equação de Bessel em 
oordenadas 
ilíndri
as e àequação de Legendre em 
oordenadas esféri
as, 
ir
unstân
ia tal que poten-
ializa a relevân
ia do estudo dessas equações e das funções geradas por elas.As funções de Bessel formam uma área da Análise Matemáti
a muito ri
a,
om muitas representações, propriedades e inter-relações muito úteis. Existeuma variedade de funções, até mesmo as elementares (ra
ionais, trigonomé-tri
as, logarítmi
as, exponen
ias, et
...), que pode ser representada por umafunção hipergeométri
a. Um exemplo visto nesse trabalho é a integral elípti
a
ompleta de primeira espé
ie que apare
e na resolução da equação não-lineardo pêndulo simples.Ini
iamos o primeiro 
apítulo explorando 
on
eitos e de�nições bási
as deequações diferen
iais par
iais de segunda ordem e estudamos a 
lassi�
açãodas mesmas quanto ao tipo bem 
omo as suas reduções às suas respe
tivas1



formas 
an�ni
as. Depois disso, trabalhamos 
om o método de separação devariáveis, ou método de Fourier, para resolver as equações diferen
iais par-
iais de segunda ordem. Levando em 
onsideração as 
ondições de 
ontornoe as 
ondições ini
iais do problema, o qual envolve uma equação diferen
ialpar
ial 
om m variáveis indepedentes, por esse método essa equação é 
ondu-zida a um 
onjunto de m equações diferen
iais ordinárias, 
ujas resoluções sãomais simples. Um modelo exemplar de equações diferen
iais par
iais bási
asasso
iadas a fen�menos físi
os é a equação da 
ondução do 
alor, 
uja inves-tigação propor
iona muita informação sobre as equações diferen
iais par
iaislineares de segunda ordem. Por isso, 
ontemplamos, nesse 
apítulo, o estudodo problema de difusão de 
alor numa pla
a retangular representado por umaequação 
om três variáveis independentes, uma delas temporal.No 
apítulo dois estudamos as funções hipergeométri
as 
omo soluções dasequações hipergeométri
as geradas pelo método de Frobenius apli
ado naequação diferen
ial ordinária 
om três pontos singulares regulares a saber,zero, um e in�nito. Estudamos, 
omo 
aso parti
ular de função hipergeomé-tri
a, a função de Legendre. Em seguida, usando um 
onveniente pro
esso delimite, o qual gera a 
on�uên
ia de duas singularidades da equação hipergeo-métri
a, introduzimos a equação hipergeométri
a 
on�utente 
ujas soluçõessão as funções hipergeométri
as 
on�uentes. Como exemplo, apresentamosa função de Bessel.Já no ter
eiro 
apítulo, 
omeçamos 
om a revisão de 
on
eitos e fórmulasenvolvidas nos os
iladores harm�ni
os; em seguida, estudamos as teorias la-grangiana e hamiltoniana, reformulações permanentes e 
on
omitantes 
oma teoria newtoniana [10℄, as quais propi
iam uma representação simpli�
adade vários problemas dinâmi
os. Exempli�
amos a representação do movi-mento do pêndulo simples sob a óti
a dessas teorias, obtendo, em ambos os
asos, uma mesma equação na qual, imposta uma 
ondição de aproximação,
onsolidamos a semelhança do pêndulo 
om o os
ilador harm�ni
o. Para en-
errar o 
apítulo, estudamos a teoria de Hamilton-Ja
obi usando sua té
ni
apara dis
utir o movimento de um os
ilador harm�ni
o unidimensional e dosistema massa-mola.No 
apítulo quatro, fazemos uma abordagem históri
a sobre a importân
iado pêndulo na pre
isão do tempo, sem deixar de desta
ar, obviamente, omatemáti
o, Christiaan Huygens e sua bus
a pelo pêndulo isó
rono. Con-siderando uma partí
ula abandonada de uma 
erta altura numa superfí
ie
i
loidal, 
al
ulamos seu período de os
ilação e 
onstatamos, 
om isso, queele independe da altura ini
ial da partí
ula [23℄; Hyugens adaptou essa idéia2



para o pêndulo forçando-o a per
orrer uma trajetória 
i
loidal. Finalizamosesse 
apítulo realizando a meta prin
ipal desse trabalho que é apli
ar a teoriade Hamilton-Ja
obi 
om o objetivo de obter a representação exata do períododo pêndulo simples através de uma função hipergeométri
a.Na parte �nal desse estudo, temos a 
on
lusão de todo o trabalho e, emseguida, um apêndi
e sobre a função gama.

3



Capítulo 1Equações Diferen
iaisPar
iais
Resolver uma equação diferen
ial par
ial geralmente requer mais trabalho,ou seja, é mais difí
il que a resolução das equações diferen
iais ordinárias e, anão ser para 
ertos tipos espe
iais de equações diferen
iais lineares, nenhummétodo geral de resolução é viável. Esse 
apítulo propõe a resolução de ti-pos parti
ulares de equa
ões lineares, sendo essas re
orrentes em uma grandevariedade de importantes apli
ações em muitos ramos da Físi
a, da Quími
ae da Engenharia. É notório que a des
rição matemáti
a dos fen�menos danatureza ou de eventos e pro
essos físi
os é realizada através de funções deduas ou três variáveis espa
iais x, y e z e uma variável tipo tempo t. Vemdaí a importân
ia de nos 
on
entrarmos em tais equações.Neste 
apítulo introduzimos o 
on
eito de equação diferen
ial par
ial lineare de segunda ordem, bem 
omo sua 
lassi�
ação quanto ao tipo [2℄. Apre-sentamos o método de separação de variáveis através de uma equação 
omduas variáveis independentes [5℄, de modo a reduzir, 
omo extensão da me-todologia, uma equação diferen
ial par
ial, linear, de segunda ordem e 
omtrês variáveis independentes, num 
onjunto de três equações diferen
iais or-dinárias1.1Isto pode ser estendido para o 
aso de uma equação 
om n variáveis independentes.

4



1.1. Notação e de�nições1.1 Notação e de�niçõesA �m de simpli�
ar a notação, neste trabalho utilizamos t, x, y e z ∈ IR paradenotar as variáveis independentes, enquanto que u e v denotam as variáveisdependentes. Uma equação diferen
ial é dita par
ial quando apresenta pelomenos uma derivada par
ial e sua ordem é determinada pela mais altaordem da diferen
ial par
ial que nela 
ontenha. Dizemos que uma equaçãodiferen
ial par
ial é linear se suas derivadas par
iais o
orrem somente noprimeiro grau e se não existirem produtos da variável dependente e suasderivadas par
iais, 
aso 
ontrário, dizemos que a equação é não linear.1.1.1 Equação diferen
ial par
ial de segunda ordemA forma mais geral de uma equação diferen
ial par
ial linear de segundaordem 
om duas variáveis independentes é:
A

∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
+ D

∂u

∂x
+ E

∂u

∂y
+ F u = G (1.1)onde os 
oe�
ientes A, . . . , G são funções das variáveis x e y e u = u(x, y).Consideremos os 
oe�
ientes da equação e u(x, y) funções C2, além disso,

A, B e C não simultaneamente nulos. Essa equação é também dita linearporque todos os 
oe�
ientes dependem somente das variáveis independentes
x e y e é 
hamada de segunda ordem porque esta é a mais alta ordem dadiferen
ial par
ial [2℄.En�m, quando G = 0, dizemos que essa equação é homogênea, 
aso 
on-trário, não homogênea.Vamos mostrar, ini
ialmente, que, numa equação diferen
ial par
ial 
om duasvariáveis independentes, existe a possibilidade de se en
ontrar uma transfor-mação de 
oordenadas que 
onserva sua forma, desde que o ja
obiano datransformação seja diferente de zero. Considere a transformação das seguin-tes 
oordenadas:

ξ = ξ(x, y) e η = η(x, y).Utilizando a regra da 
adeia, podemos es
rever para as primeiras derivadas
∂u

∂x
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x
(1.2)5



1.1. Notação e de�nições
∂u

∂y
=

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂y
(1.3)bem 
omo para as segundas derivadas

∂2u

∂x2
=

∂

∂x

(

∂u

∂x

)

=
∂u

∂ξ

∂

∂x

(

∂ξ

∂x

)

+
∂ξ

∂x

∂

∂x

(

∂u

∂ξ

)

+
∂u

∂η

∂

∂x

(

∂η

∂x

)

+
∂η

∂x

∂

∂x

(

∂u

∂η

)ou ainda na forma
∂2u

∂x2
=

∂2u

∂ξ2

(

∂ξ

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+

∂2u

∂η2

(

∂η

∂x

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2
+

∂u

∂η

∂2η

∂x2
.E, de maneira análoga, obtemos:

∂2u

∂y2
=

∂2u

∂ξ2

(

∂ξ

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+

∂2u

∂η2

(

∂η

∂y

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2
+

∂u

∂η

∂2η

∂y2e
∂2u

∂x∂y
=

∂2u

∂ξ2

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+

∂2u

∂ξ∂η

[

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

]

+
∂2u

∂η2

∂η

∂x

∂η

∂y
+

∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂x∂y
.Substituindo as expressões para as derivadas na Eq.(1.1), temos:

A

[

∂2u

∂ξ2

(

∂ξ

∂x

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂x

∂η

∂x
+

∂2u

∂η2

(

∂η

∂x

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x2
+

∂u

∂η

∂2η

∂x2

]

+B

[

∂2u

∂ξ2

∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+

∂2u

∂ξ∂η

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)

+
∂2u

∂η2

∂η

∂x

∂η

∂y
+

∂u

∂ξ

∂2ξ

∂x∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂x∂y

]

+C

[

∂2u

∂ξ2

(

∂ξ

∂y

)2

+ 2
∂2u

∂ξ∂η

∂ξ

∂y

∂η

∂y
+

∂2u

∂η2

(

∂η

∂y

)2

+
∂u

∂ξ

∂2ξ

∂y2
+

∂u

∂η

∂2η

∂y2

]

+D

[

∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+

∂u

∂η

∂η

∂x

]

+ E

[

∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+

∂u

∂η

∂η

∂y

]

+ Fu = G.6



1.1. Notação e de�niçõesRearranjando os termos, podemos es
rever:
[

A

(

∂ξ

∂x

)2

+ B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(

∂ξ

∂y

)2
]

∂2u

∂ξ2

+

[

2A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ B

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)

+ 2C
∂ξ

∂y

∂η

∂y

]

∂2u

∂ξ∂η

+

[

A

(

∂η

∂x

)2

+ B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(

∂η

∂y

)2
]

∂2u

∂η2

+

[

A
∂2ξ

∂x2
+ B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y

]

∂u

∂ξ

+

[

A
∂2η

∂x2
+ B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y

]

∂u

∂η
+ F u = G.Usando essa transformação na Eq.(1.1), obtemos:

A1
∂2u

∂ξ2
+ B1

∂2u

∂ξ∂η
+ C1

∂2u

∂η2
+ D1

∂u

∂ξ
+ E1

∂u

∂η
+ F1 u = G1 (1.4)onde introduzimos a notação:

A1 = A

(

∂ξ

∂x

)2

+ B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(

∂ξ

∂y

)2

,

B1 = 2A
∂ξ

∂x

∂η

∂x
+ B

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
+

∂ξ

∂y

∂η

∂x

)

+ 2C
∂ξ

∂y

∂η

∂y
,

C1 = A

(

∂η

∂x

)2

+ B
∂η

∂x

∂η

∂y
+ C

(

∂η

∂y

)2

,

D1 = A
∂2ξ

∂x2
+ B

∂2ξ

∂x∂y
+ C

∂2ξ

∂y2
+ D

∂ξ

∂x
+ E

∂ξ

∂y
,

E1 = A
∂2η

∂x2
+ B

∂2η

∂x∂y
+ C

∂2η

∂y2
+ D

∂η

∂x
+ E

∂η

∂y
,

F1 = F,

G1 = G. 7



1.2. Classi�
açãoEn�m, 
om um pou
o de álgebra, podemos veri�
ar que
B2 − 4AC = (B2

1 − 4A1C1)

(

∂ξ

∂x

∂η

∂y
− ∂ξ

∂y

∂η

∂x

)2e, portanto, a transformação não singular não muda o tipo da equação.Outra observação importante, prin
ipalmente para a próxima seção, é quea 
lassi�
ação dessa equação depende somente dos seus 
oe�
ientes A, B e
C onde A2 + B2 + C2 6= 0. Logo, obtemos as seguintes formas para a Eq.(1.1) e a Eq.(1.4), respe
tivamente

A
∂2u

∂x2
+ B

∂2u

∂x∂y
+ C

∂2u

∂y2
= H

(

x, y, u,
∂u

∂x
,
∂u

∂y

)

A1
∂2u

∂ξ2
+ B1

∂2u

∂ξ∂η
+ C1

∂2u

∂η2
= H1

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

)onde as funções H e H1 não 
ontêm as derivadas de ordem dois.1.2 Classi�
açãoComo os 
oe�
ientes A, B e C não são simultaneamente nulos, 
om umamudança 
onveniente das variáveis ξ e η, podemos transformar a equaçãodiferen
ial par
ial linear de segunda ordem, em sua forma original, na de-nominada forma 
an�ni
a [5℄, podendo ser do tipo parabóli
o, hiperbóli
oou elípti
o, 
omo pode ser visto a seguir. De maneira análoga às quádri
asda geometria analíti
a, a 
lassi�
ação da Eq.(1.1) depende do dis
riminante
∆ = B2 − 4AC; essa equação será do tipo parabóli
o, hiperbóli
o ou elípti
ose ∆ for nulo, positivo ou negativo, respe
tivamente.1.2.1 Equação do tipo hiperbóli
oSe B2 − 4AC > 0, a equação é do tipo hiperbóli
o e pode ser es
rita na
hamada primeira forma 
an�ni
a da equação hiperbóli
a dada por

∂2u

∂ξ∂η
= Φ1

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (1.5)onde de�nimos Φ1 = H1/B1 
om B1 6= 0.8



1.2. Classi�
açãoPara tal transformação devemos ter A1 = C1 = 0. Se trabalharmos 
om
A1 = 0, podemos obter:

A

(

∂ξ

∂x

)2

+ B
∂ξ

∂x

∂ξ

∂y
+ C

(

∂ξ

∂y

)2

= 0. (1.6)Considerando uma 
urva ξ(x, y) = 
te, temos:
dξ = 0de onde segue-se

∂ ξ

∂ x
dx +

∂ ξ

∂ y
dy = 0ou ainda, na forma

∂ ξ/∂ x

∂ ξ/∂ y
= −dy

dx
.Dividindo a Eq.(1.6) por (∂ ξ

∂ y
)2 e 
onsiderando a igualdade a
ima, temos

A

(

dy

dx

)2

− B

(

dy

dx

)

+ C = 0que é uma equação algébri
a 
om raízes reais e distintas dadas por
dy

dx
=

B ±
√

∆

2A
.Essas equações são 
hamadas equações 
ara
terísti
as. Obtemos, assim,duas soluções que são as duas famílias de 
urvas 
ara
terísti
as.Com uma segunda mudança de variáveis independentes

α = ξ + η e β = ξ − η,podemos es
rever, neste 
aso, a 
hamada segunda forma 
an�ni
a dada por
∂2u

∂ α2
− ∂2u

∂ β2
= Φ̄1

(

α, β,
∂u

∂β
,
∂u

∂β

)

. (1.7)
9



1.2. Classi�
ação1.2.2 Equação do tipo parabóli
oSe B2 − 4AC = 0, essa equação é do tipo parabóli
o e pode ser es
rita naforma 
an�ni
a
∂2u

∂ ξ2
= Φ2

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (1.8)
om Φ2 = H1/A1 e A1 6= 0, bem 
omo
∂2u

∂η2
= Φ3

(

ξ, η, u,
∂u

∂ξ
,
∂u

∂η

) (1.9)
om Φ3 = H1/C1 e C1 6= 0.Analogamente à anterior, temos a respe
tiva equação 
ara
terísti
a
dy

dx
=

B

2A
.1.2.3 Equação do tipo elípti
oSe B2 − 4AC < 0, a equação é do tipo elípti
o e pode ser es
rita na forma
an�ni
a

∂2u

∂α2
+

∂2u

∂β2
= Φ4

(

α, β,
∂u

∂β
,
∂u

∂β

) (1.10)onde introduzimos as 
oordenadas reais α e β tais que
α = (ξ + η)/2 e β = (ξ − η)/2i.1.2.4 ExemploTendo em vista que o
orrem três tipos na 
lassi�
ação, podemos exempli�
ar
om uma equação interessante, a saber,

y
∂2u

∂x2
+ 2x

∂2u

∂x∂y
+ y

∂2u

∂ y2
= 0, u = u(x, y).Como ∆ = 4(x2 − y2), essa equação é do tipo hiperbóli
o, parabóli
o ouelípti
o se x2 − y2 for, respe
tivamente, positivo, nulo ou negativo. Assim,no segundo 
aso, temos 
omo solução as bissetrizes dos quadrantes pares eímpares e, nos outros dois 
asos, as regiões delimitadas por essas bissetrizes.10



1.3. Método de separação de variáveisPodemos estender a nomen
latura hiperbóli
o, parabóli
o ou elípti
o paraas equações 
om n variáveis independentes [24℄. En�m, este tipo de equaçãoque pode mudar de tipo, dependendo do domínio, é 
onhe
ido 
omo equaçãodo tipo misto [2℄.1.3 Método de separação de variáveisAntes de apresentarmos o método de separação de variáveis [1℄, vamos intro-duzir as 
ondições de 
ontorno, as séries de Fourier2 e o 
hamado problema(ou sistema) de Sturm-Liouville3, tópi
os esses que 
onstituem pano de fundopara o método que será desenvolvido.1.3.1 Condições de 
ontornoSendo uma equação de�nida numa região ℜ do espaço, sua solução seráuma função que possui todas as derivadas par
iais da equação em questão,num 
erto domínio I, onde I ⊃ ℜ. Além disso, essa função, bem 
omo suasderivadas satisfazem a equação no domínio ℜ.Modelando, por exemplo, um problema físi
o 
om uma equação diferen
ialpar
ial, interessamo-nos por uma solução parti
ular, úni
a e estável no grupodas soluções gerais que satisfazem tal equação. Para tanto, nos utilizamosdas 
hamadas 
ondições de 
ontorno, advindas da geometria da fronteira dodomínio, bem 
omo das 
ondições ini
iais oriundas do próprio problema.São três os tipos prin
ipais de 
ondições de 
ontorno, usuais em problemasda físi
a, a saber,i) Condições de Diri
hlet (1805-1859), em que determinada função u éespe
i�
ada em 
ada ponto de uma fronteira da região,
u(x, y)|x=x0

= adado a.2Joseph Fourier (1768-1830) foi um estudioso da propagação do 
alor e es
reveu umdos grandes 
lássi
os da matemáti
a: a Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria analíti
ado Calor).3Sturm-Liouville, nome dado em homenagem aos matemáti
os Ja
ques-Charles Fran-çois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville (1809-1882).11



1.3. Método de separação de variáveisii) Condições de Neumann (1903-1957), em que é dado o valor da derivadada função na fronteira, ou seja:
∂

∂ x
u(x, y)|x=x0

= b
om b dado.iii) Condições de Cau
hy4, em que são forne
idos os valores de u, em, porexemplo, x = x0, e da derivada par
ial, nesse 
aso em relação a x.1.3.2 Funções ortogonais e série de FourierO matemáti
o Fourier mostrou que uma função pode ser expressa por umasérie trigonométri
a, a 
hamada série de Fourier. Apesar de não ser abso-luta 
omo propunha, essa série representa uma extensa 
lasse de funções e émuito utilizada no estudo de problemas advindos da a
ústi
a, óti
a, eletro-dinâmi
a, termodinâmi
a, dentre outras áreas.Diz-se que um 
onjunto de funções τn(x), n = 1, 2, 3,.... é ortogonal emrelação a uma função peso ω(x) em um intervalo (a, b) se
∫ b

a

ω(x)τn(x)τm(x)dx = 0 para m 6= n.Se ω(x) = 1 em (a, b), dizemos que o 
onjunto τn(x), n = 1, 2,... é ortogonalneste intervalo.Suponha que uma função f , de�nida no intervalo (−l, l), l > 0, possa serdesenvolvida na série trigonométri
a:
f(x) =

a0

2
+

∞
∑

n=1

(

an cos
nπ

l
x + bn sen nπ

l
x
) (1.11)4Cau
hy nas
eu em Paris, em 1789 e morreu em 1857. São numerosos os termos emmatemáti
a que possuem seu nome. Ele inventou o método das 
ara
terísti
as, importantena análise das equações diferen
iais par
iais. Entre suas obras, estão Cours d'analysede 1821 e os 4 volumes Exer
ises d'analyse et de physique mathematique (Exer
í
ios deAnálise e de Físi
a Matemáti
a, 1840-47). Foi o primeiro a fazer um estudo 
uidadoso das
ondições para 
onvergên
ia de série in�nita; também deu uma de�nição rigorosa de umaintegral independente do pro
esso de diferen
iação e desenvolveu a teoria matemáti
a daelasti
idade. 12



1.3. Método de separação de variáveisonde o 
onjunto Λ =
{

1, cos nπ
l
x, sen nπ

l
x
} , n = 1, 2,... é ortogonal.Integrando formalmente ambos os membros da equação a
ima, temos:

∫ l

−l

f(x)dx =
a0

2

∫ l

−l

dx +

∞
∑

n=1

(

an

∫ l

−l

cos
nπ

l
x dx + bn

∫ l

−l

sen nπ

l
x dx

)

.Pela ortogonalidade do 
onjunto Λ, obtemos:
∫ l

−l

f(x)dx =
a0

2

∫ l

−l

dx = la0de onde segue-se
a0 =

1

l

∫ l

−l

f(x)dx.Multipli
ando a Eq.(1.11) por cos mπ
l

x e sen mπ
l

x, respe
tivamente, e inte-grando, obtemos:
an =

1

l

∫ l

−l

f(x) cos
nπ

l
xdxe

bn =
1

l

∫ l

−l

f(x) sen nπ

l
xdx.A paridade da função permite simpli�
ação. Se a função f for par no intervalo

(−l, l), ela deverá ser expandida em uma série de 
ossenos:
f(x) =

a0

2
+

∞
∑

n=1

an cos
nπ

l
xonde a0 = 2

l

∫ l

0

f(x)dx e an = 2
l

∫ l

0

f(x) cos
nπ

l
x dx.Por outro lado, se a função f for ímpar no intervalo (−l, l), ela deverá serexpandida em uma série de senos:

f(x) =
∞
∑

n=1

bn sen nπ

l
x
om bn = 2

l

∫ l

0

f(x)sen nπ

l
xdx. 13



1.3. Método de separação de variáveis1.3.3 A equação de Sturm-LiouvilleAo resolver uma equação diferen
ial par
ial de segunda ordem pelo métodode separação de variáveis, 
omo será visto mais adiante, é frequente emer-gir equações diferen
iais ordinárias do tipo:
d

dx

[

p
dϕ(x)

dx

]

+ (q + λr)ϕ(x) = 0onde p, q e r são funções da variável independente x, λ é um parâmetro e
ϕ(x) é a variável dependente. Essa equação re
ebe o nome de equação deSturm-Liouville.Impondo as 
ondições de 
ontorno

{

α1ϕ(a) + α2ϕ
′(a) = 0

β1ϕ(b) + β2ϕ
′(b) = 0
om α1, α2, β1, β2 ∈ R, não simultaneamente nulas, temos o sistema (ou pro-blema) de Sturm-Liouville, que é dito regular no intervalo [a, b] se as funçõesp e r são estritamente positivas nesse intervalo.Consideremos o operador diferen
ial linear:

L ≡ d

dx

[

p
d

dx

]

+ q(x).A equação de Sturm-Liouville pode ser es
rita 
omo:
Lϕ(x) + λr(x)ϕ(x) ≡ 0 .Esse sistema trará soluções da equação diferen
ial ordinária de segunda or-dem original, que serão as autofunções ortogonais 
orrespondentes aos auto-valores λ. É importante men
ionar, então, algumas propriedades dos mes-mos, dadas em forma de teoremas [2℄.Teorema 1.3.1. Todos os autovalores de um sistema de Sturm-Liouvilleregular são reais.Teorema 1.3.2. Todo sistema de Sturm-Liouville regular gerará uma sequên-
ia in�nita de autovalores reais λ1 < λ2 < λ3 < .... os quais 
orrespondemunivo
amente às autofunções, a menos de uma 
onstante. Essas funções for-mam um sistema ortogonal 
ompleto em relação à função peso r(x). Aindamais, quando n → ∞, então λn → ∞.14



1.3. Método de separação de variáveisTeorema 1.3.3. Qualquer função f suave por pedaços em [a, b℄, que satisfaçaas 
ondições de 
ontorno do sistema regular de Sturm-Liouville, pode serexpandida numa série absoluta e uniformemente 
onvergente [13℄
f(x) =

∞
∑

n=1

cnun(x)onde os 
oe�
ientes são dados por
cn =

∫ b

a

r(x)f(x)un(x)dx

∫ b

a

r(x)u2
n(x)dx
om n = 1, 2, 3, ...1.3.4 Prin
ípio da superposiçãoSejam u1, ..., un, funções que 
onstituem soluções de uma equação diferen
iallinear ordinária homogênea, então a 
ombinação linear dessas funções

u = c1u1 + ... + cnun 
om ci = 
onstantetambém satisfaz a equação. Isso de
orre do fato de serem lineares os opera-dores diferen
iais sobre o 
onjunto das funções [2℄.1.3.5 Separação de variáveisRessaltamos que, 
ombinando o método de separação de variáveis 
om a su-perposição de soluções bem 
omo utilizando as 
ondições de 
ontorno impos-tas, 
onstruímos o 
hamado método de Fourier para resolução da equaçãoa derivadas par
iais linear e homogênea.A �m de introduzirmos expli
itamente o método de separação de variáveis[1℄, vamos dis
utir o problema asso
iado à propagação de 
alor (distribui-ção de temperaturas) numa pla
a retangular. Este problema é des
rito pela
hamada equação de difusão (ou do 
alor) bidimensional (duas variáveis as-so
iadas às duas 
oordenadas 
artesianas x e y):
k

(

∂2 u

∂ x2
+

∂2 u

∂ y2

)

=
∂ u

∂ tpara u = u(x, y, t) e t > 0, 0 < x < b e 0 < y < c.15



1.3. Método de separação de variáveisPara resolver a equação diferen
ial par
ial de segunda ordem 
om três variá-veis independentes, propomos a solução na forma u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t).Introduzimos u = u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t) ≡ XY T na equação do 
alor e,utilizando a notação 
om linha, temos:
k(X ′′Y T + XY ′′T ) = XY T ′.Dividindo a equação anterior pelo produto kXY T , obtemos:

X ′′

X
+

Y ′′

Y
=

T ′

kTou ainda na forma
X ′′

X
= −Y ′′

Y
+

T ′

kT
.Como o membro da esquerda é independente de y e t e o membro da direita éindependente de x, então 
ada membro deve ser igual a uma 
onstante que éa 
hamada 
onstante de separação. Portanto, igualamos ambos os membrosà 
onstante5 −λ2:

X ′′

X
= −Y ′′

Y
+

T ′

kT
= −λ2de onde seguem-se as equações:

X ′′ + λ2X = 0, (1.12)
Y ′′

Y
=

T ′

kT
+ λ2.Com ra
io
ínio análogo, introduzimos uma outra 
onstante de separação −µ2na equação anterior de modo a obter:

Y ′′

Y
= −µ2 e T ′

kT
+ λ2 = −µ2ou ainda:

Y ′′ + µ2Y = 0 e T ′ + k(λ2 + µ2)T = 0. (1.13)Isto é, reduzimos a equação diferen
ial par
ial em um 
onjunto de três equa-ções diferen
iais ordinárias, uma para 
ada variável independente.5A 
onstante, neste 
aso, foi es
rita 
om um sinal de menos e um quadrado uni
a-mente por 
onveniên
ia de não 
arregarmos uma raiz quadrada bem 
omo não termos queexpli
itar o respe
tivo problema de Sturm-Liouville.16



1.3. Método de separação de variáveisPassemos agora a resolver as equações diferen
iais ordinárias a �m de deter-minar, através das 
ondições de 
ontorno a serem impostas, as 
onstantes deseparação.As soluções gerais das equações diferen
iais ordinárias são:
X(x) = c1 cos λx + c2senλx (1.14)
Y (y) = c3 cos µy + c4sen µy (1.15)
T (t) = c5e−k(λ2+µ2)t (1.16)onde c1, c2, c3, c4 e c5 são 
onstantes de integração.A �m de efetuarmos os 
ál
ulos, impomos as seguintes 
ondições de 
ontorno:
{

u(0, y, t) = 0 = u(b, y, t)
u(x, 0, t) = 0 = u(x, c, t)de onde segue-se
{

X(0) = X(b) = 0
Y (0) = Y (c) = 0;bem 
omo a 
ondição ini
ial

u(x, y, 0) = f(x, y).Apli
ando as 
ondições de 
ontorno na Eq.(1.14), temos:
c1 = 0bem 
omo, para c2 6= 0,

c2sen λb = 0 ⇒ λb = mπ ⇒ λ =
mπ

b

om m = 1, 2, ....Neste 
aso, {sen mπ

b
x
} é o 
onjunto ortogonal 
ompleto de autofunções 
omautovalores

λm =
mπ

b
, m = 1, 2,...Analogamente, apli
ando as 
ondições de 
ontorno na Eq.(1.15), obtemos:

c3 = 017



1.3. Método de separação de variáveisbem 
omo, para c4 6= 0,
c4senµx = 0 ⇒ µ =

nπ

c

om n = 1, 2, ...Voltando no produto u(x, y, t) = X(x)Y (y)T (t), obtemos:

umn(x, y, t) = Amne−k[(mπ

b
)2+(nπ

c
)2]tsen mπ

b
x sen nπ

c
yonde Amn é uma 
onstante a ser determinada.Utilizando o prin
ípio da superposição, temos:

u(x, y, t) =
∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

Amne−k[(mπ

b
)2+(nπ

c
)2]tsen mπ

b
x sen nπ

c
y. (1.17)Impondo a 
ondição ini
ial u(x, y, 0) = f(x, y), podemos es
rever

f(x, y) =

∞
∑

m=1

∞
∑

n=1

Amnsen mπ

b
x sen nπ

c
y.A expressão anterior é uma série de Fourier dupla. Para determinarmosos 
oe�
ientes Amn, em analogia à série de Fourier, multipli
amos o duplosomatório pelo produto sen (mπx/b) sen (nπy/c) e integramos no retângulo

0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ c. Temos6:
∫ c

0

∫ b

0

f(x, y) sen mπ

b
x sen nπ

c
y dx dy = Amn

∫ c

0

∫ b

0

sen 2mπ

b
x sen 2 nπ

c
y dxdy.Cal
ulando as integrais, obtemos:

∫ c

0

∫ b

0

f(x, y) sen mπ

b
x sen nπ

c
y dx dy =

bc

4
Amn,6Na verdade, devemos multipli
ar por sen (pπx/b)sen (qπy/c) e usar a ortogonalidadede,onde segue-se que somente p = m e q = n é que 
ontribuem na integração de onde podemos,desde o iní
io, omitir os somatórios. 18



1.3. Método de separação de variáveisde onde segue-se para os 
oe�
ientes
Amn =

4

bc

∫ c

0

∫ b

0

f(x, y) sen mπ

b
x sen nπ

c
y dxdy.Em resumo, forne
ida a 
ondição ini
ial f(x, y), determinamos os 
oe�
ientes

Amn e a solução do problema é dada por Eq.(1.17). Estudos mostram queesta solução existe e é úni
a.
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Capítulo 2Funções Hipergeométri
as
Dentre as várias 
lasses de funções ditas espe
iais, estão as funções hiperge-ométri
as, 
onhe
idas também 
omo funções de Gauss1. Essas funções apa-re
em em nosso estudo 
omo solução das equações hipergeométri
as, 
ujomodelo é usado para representar as equações diferen
iais ordinárias linearesde segunda ordem 
om três pontos singulares regulares.No presente 
apítulo, vamos estudar a equação hipergeométri
a e suas so-luções, a �m de, posteriormente, nos 
on
entrarmos no 
aso parti
ular daequação de movimento do pêndulo simples dada por

d2

dt2
θ +

g

l
senθ = 0,
uja solução exata nos leva ao período de os
ilação do pêndulo simples, dadoem termos de uma função hipergeométri
a.Essa última equação, apesar de se 
onstituir numa equação diferen
ial or-dinária de segunda ordem não-linear, des
reve, de forma pre
isa, o movi-mento pendular. A aproximação senθ ≈ θ, validada para θ pequeno, 
onduza uma equação diferen
ial de segunda ordem linear, fa
ilmente integrável eque forne
e, por exemplo, 
omo solução θ(t) = θ0 cos ωt + (α/ω) senωt, ondede�ne-se ω =

√

g/l e se impõem as 
ondições ini
iais θ(0) = θ0 e θ′(0) = α(ver [3℄).Neste estudo, partindo de uma equação diferen
ial ordinária, linear, de se-1Johann Carl Friedri
h Gauss (1777-1855).20



2.1. Método de Frobeniusgunda ordem e homogênea, introduzimos a 
hamada equação de Riemann-Papperitz2 
ontendo três pontos singulares regulares: zero, um e in�nito [18℄.Assim, obtemos a equação hipergeométri
a e, 
om isso, a partir do método deFrobenius3, obtemos as 
hamadas funções hipergeométri
as. Como 
asosparti
ulares dessas funções, 
onsideramos as funções de Legendre4. Em se-guida, estudamos as funções hipergeométri
as 
on�uentes, ou funçõesde Kummer (1810-1893), 
omo soluções das equações hipergeométri
as 
on-�uentes nas quais se estabele
e a exigên
ia de um adequado limite e obtém-sea 
on�uên
ia de dois pontos singulares da equação [3℄. Como 
aso parti
ular,estudamos as funções de Bessel5.2.1 Método de FrobeniusNesta seção, apli
ando o método de Frobenius, vamos analisar todos os pos-síveis 
asos, envolvendo três parâmetros, que apare
em na equação hiperge-ométri
a.Começamos esse assunto apresentando e dis
utindo pontos importantes deuma equação diferen
ial ordinária, homogênea, linear e de segunda ordem,
P

d2

dx2
u(x) + Q

d

dx
u(x) + R u(x) = 0 (2.1)onde 
onsideramos P = P (x), Q = Q(x) e R = R(x), polin�mios que nãotêm fatores 
omuns. Assim, para os pontos x 6= x0, em que P (x0) = 0,podemos dividir a equação a
ima por P (x), obtendo:2Johannes Erwin Papperitz (1857-1938).3Fernand Georg Frobenius (1848-1917) foi estudante e, depois, professor na Univer-sidade de Berlim. Mostrou 
omo 
onstruir as soluções em série no entorno de pontossingulares regulares, em 1874. O seu trabalho mais importante, porém, foi na álgebra,onde apare
eu 
omo um dos pre
ursores do desenvolvimento da teoria dos grupos.4Adrien-Marie Legendre (1752-1833), autor de Éléments de Géométrie, obra de su
esso,
om proposta pedagógi
a onde reordenou e simpli�
ou as proposições de Eu
lides (360a.C.- 295 a.C.). No entanto, seu maior trabalho está nos 
ampos das funções elípti
ase teoria dos números. As funções de Legendre apare
em pela primeira vez em 1784, nainvestigação sobre a atração de esferóides.5Friedri
h Wilhelm Bessel (1784-1846), matemáti
o e astr�nomo alemão; entre seusfeitos, sistematizou as funções de Bessel (des
obertas por Bernoulli) em sua investiga-ção sobre as perturbações planetárias, em 1824. Fi
ou famoso por ter feito a primeiradeterminação pre
isa (1838) da distân
ia da terra a uma estrela.21



2.1. Método de Frobenius
d2

dx2
u(x) + p(x)

d

dx
u(x) + q(x)u(x) = 0 (2.2)onde p(x) = Q(x)

P (x)
e q(x) = R(x)

P (x)
.Os pontos onde P (x) não se anula são 
hamados pontos ordinários da equa-ção e, 
omo P (x) é uma função 
ontínua, então também esta função não seanula na vizinhança desses pontos. Assim, p(x) e q(x) são analíti
as nessavizinhança e podem ser expandidas em série de Taylor6 [3℄. Já o ponto x0 é
hamado ponto singular se as funções p(x0) e q(x0) deixarem de ser analíti
ase, ainda mais, se x0 é pólo simples de p(x) e pólo de ordem menor ou iguala dois de q(x), então x0 é dito ponto singular regular. Caso 
ontrário, é 
ha-mado de ponto singular irregular [4℄. Note que estamos dis
utindo a equaçãode�nida em variável real, mas vale ressaltar que os resultados posteriormenteobtidos no trato dessa equação também são válidos se a mesma for de�nidaem C [12℄. Em se tratando da solução geral da Eq.(2.2), é provado que, emseus pontos singulares, os quais estão 
ontidos no plano 
omplexo, p(x) e

q(x) possuem seus pólos, eviden
iando aí uma relação entre as propriedadesdessas funções e das soluções da equação.Assim, tomemos uma equação diferen
ial ordinária homogênea 
om três pon-tos singulares regulares, x = x1, x = x2 e x = x3, isso será possível se, esomente se, p(x) tem pólo simples e q(x) tem pólo menor ou igual a doisnesses pontos. Ainda 
ondi
ionamos que o ponto no in�nito seja um pontoordinário dessa equação [2℄. Para tanto, realizamos a mudança de variável
x = 1/ξ onde

du

dx
= −ξ2du

dξ
,e

d2u

dx2
= ξ4d2u

dξ2
+ 2ξ3du

dξ
.Substituindo essas últimas expressões na Eq.(2.2), temos:

ξ4d2u

dξ2
+
(

2ξ3 − ξ2p (1/ξ)
) du

dξ
+ q (1/ξ) u = 0.6Brook Taylor (1685�1731).
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2.1. Método de FrobeniusLogo, a equação diferen
ial toma a forma
d2

dξ2
u(ξ) + p̄

d

dξ
u(ξ) + q̄ u(ξ) = 0, (2.3)onde de�nimos

p̄(ξ) =
2

ξ
− 1

ξ2
p (1/ξ) (2.4)e

q̄(ξ) =
1

ξ4
q (1/ξ) . (2.5)Con
luímos, 
om essa operação, que o in�nito será um ponto ordinário se, esomente se, p̄ e q̄ forem analíti
as em ξ = 0. Como p(x) possui pólo simplese q(x) pólo menor ou igual a dois nesses pontos, temos:

p(x) =
A

x − x1
+

B

x − x2
+

C

x − x3
+ D (2.6)e

q(x) =
1

(x − x1) (x − x2) (x − x3)

(

E

x − x1
+

F

x − x2
+

G

x − x3

)

. (2.7)Substituindo a Eq.(2.6) na Eq.(2.4), obtemos:
p̄ =

2

ξ
− 1

ξ2

(

Aξ

1 − ξx1
+

Bξ

1 − ξx2
+

Cξ

1 − ξx3
+ D

)

que resulta em
p̄ =

2

ξ
− 1

ξ

(

A

1 − ξx1
+

B

1 − ξx2
+

C

1 − ξx3
+

D

ξ

)

.Substituindo a Eq.(2.7) na Eq.(2.5), temos:
q̄ =

1

ξ4

[

ξ3

(1 − ξx1) (1 − ξx2) (1 − ξx3)

(

Eξ

1 − ξx1
+

Fξ

1 − ξx2
+

Gξ

1 − ξx3

)]

,23



2.1. Método de Frobeniusou ainda, na forma
q̄ =

1

(1 − ξx1) (1 − ξx2) (1 − ξx3)

(

E

1 − ξx1

+
F

1 − ξx2

+
G

1 − ξx3

)

.Analisando as duas últimas equações, 
on
luímos que, diferente de q̄, pre
i-samos impor as 
ondições D = 0 e A+B +C = 2 para termos p̄ analíti
a em
ξ = 0. Essas 
on
lusões de�nem p e q. Vamos, ainda, formatar as funções pe q do seguinte modo:

p(x) =
Fi

(x − xi)
e q(x) =

Gi

(x − xi)
2 .Assim, podemos es
rever:

Fi(x) = p(x) (x − xi)e, 
om isso, resulta
F1(x1) = A

F2(x2) = B

F3(x3) = COu seja, essas funções são analíti
as em x1, x2 e x3, respe
tivamente. E 
oma segunda função temos:
Gi(x) = q(x) (x − xi)

2 ,onde obtemos:
G1(x1) =

E

(x1 − x2)(x1 − x3)

G2(x2) =
F

(x2 − x1)(x2 − x3)

G3(x3) =
G

(x3 − x1)(x3 − x2)
.Temos, assim, mais uma vez, funções analíti
as em x1, x2 e x3, respe
tiva-mente. Pela analiti
idade de ambas as funções Fi e Gi em seus pontos xi,podemos expandi-las em séries de Taylor em torno desses pontos, 
omo segue:

Fi(x) = Fi(xi) + F
′

i (xi)(x − xi) +
F

′′

i (xi)

2!
(x − xi)

2 + · · · (2.8)24



2.1. Método de Frobeniuse
Gi(x) = Gi(xi) + G

′

i(xi)(x − xi) +
G

′′

i (xi)

2!
(x − xi)

2 + · · · (2.9)A seguir, vamos apli
ar o método de Frobenius a �m de en
ontrar as soluçõesda equação diferen
ial na forma de séries de Taylor em torno das singulari-dades x1, x2 e x3. Para tanto, supõem-se três soluções da forma
ui(x) =

∞
∑

n=0

an (x − xi)
n+s , (2.10)para i = 1, 2, 3.Assim, 
al
ulando as derivadas u

′

i e u
′′

i , obtemos:
u

′

i =

∞
∑

n=0

an(n + s) (x − xi)
n+s−1 , (2.11)e

u
′′

i =
∞
∑

n=0

an(n + s)(n + s − 1) (x − xi)
n+s−2 . (2.12)Substituindo as Eqs.(2.11), (2.12), (2.8) e (2.9) na Eq.(2.2) temos:

∞
∑

n=0

an(n + s)(n + s − 1) (x − xi)
n+s−2 +

Fi(xi) + F
′

i (xi)(x − xi) +
F

′′

i
(xi)

2!
(x − xi)

2 + · · ·
(x − xi)

∞
∑

n=0

an(n + s) (x − xi)
n+s−1

+
Gi(xi) + G

′

i(xi)(x − xi) +
G

′′

i
(xi)

2!
(x − xi)

2 + · · ·
(x − xi)2

∞
∑

n=0

an (x − xi)
n+s = 0.Para i = 1, temos a somatória a
ima estendida da seguinte forma:

a0 [s (s − 1) + F1 (x1) s + G1 (x1)] (x − x1)
s−2 +

a1 [(1 + s) s + F1 (x1) (1 + s) + G1 (x1)] (x − x1)
s−1 +

a0

[

F
′

1 (x1) s + G
′

1 (x1)
]

(x − x1)
s−1 + · · · = 0Como a0 6= 0 e o 
oe�
iente de (x−x1)

s−2 é nulo, obtemos a primeira equação25



2.1. Método de Frobeniusalgébri
a, 
hamada equação indi
ial:
s(s − 1) + sF1(x1) + G1(x1) = 0,ou ainda, na forma
s2 + (F1(x1) − 1)s + G1(x1) = 0.Considerando α e α

′ raízes dessa equação temos
α + α

′

= − (F1 (x1) − 1) = 1 − A ⇒ A = 1 − α − α
′ (2.13)e

αα
′

= G1 (x1) =
E

(x1 − x2) (x1 − x3)
⇒

E = (x1 − x2) (x1 − x3)αα
′

. (2.14)Pro
edendo do mesmo modo para x = x2 e x = x3, temos:
s2 + (F2(x2) − 1)s + G2(x2) = 0e
s2 + (F3(x3) − 1)s + G3(x3) = 0.Considerando β e β

′ raízes da equação indi
ial em torno de x2 tem-se
β + β

′

= 1 − B ⇒ B = 1 − β − β
′ (2.15)e

ββ
′

= G2 (x2) =
F

(x2 − x1) (x2 − x3)
⇒ F = (x2 − x1) (x2 − x3) ββ

′

.(2.16)Finalmente, pro
edendo de maneira análoga 
om γ e γ
′ , raízes da equaçãoindi
ial para x3, obtemos:

γ + γ
′

= 1 − C ⇒ C = 1 − γ − γ
′ (2.17)e

γγ
′

= G3 (x3) =
G

(x3 − x1) (x3 − x2)
⇒ G = (x3 − x1) (x3 − x2) γγ

′

.(2.18)26



2.2. Equação hipergeométri
aSubstituindo esses resultados na Eq.(2.2), temos:
d2u

dx2
+

(

1 − α − α
′

x − x1

+
1 − β − β

′

x − x2

+
1 − γ − γ

′

x − x3

)

du

dx
+

[

(x1 − x2) (x1 − x3)αα
′

x − x1
+

(x2 − x1) (x2 − x3)ββ
′

x − x2
+

(x3 − x1) (x3 − x2) γγ
′

x − x3

]

×

× u

(x − x1) (x − x2) (x − x3)
= 0. (2.19)Esta equação é a 
hamada equação de Riemann7. Imp�s-se, anteriormente,que o ponto x = ∞ é ponto ordinário da equação diferen
ial dada e que,portanto, A + B + C = 2, o que leva à restrição α + α

′

+ β + β
′

+ γ + γ
′

= 1para as seis raízes das equações indi
iais.2.2 Equação hipergeométri
aA equação de Riemann tem solução u(x) 
om nove parâmetros diferentes: ostrês pontos singulares x1, x2 e x3 
om seus respe
tivos pares de raízes {α, α
′
},

{

β, β
′
} e {γ, γ

′
} ligados pela restrição α + α

′

+ β + β
′

+ γ + γ
′

= 1. Comuma mudança de variável dependente, podemos reduzir estes parâmetros asomente três parâmetros independentes. Essa transformação é da forma
u(x) = (x − x1)

−r(x − x2)
−s(x − x3)

−tv(x)onde r + s + t = 0. Com essa mudança, tem-se a alteração das raízes dasequações indi
iais nos três pontos singulares. Assim
v(x) = (x − x1)

r(x − x2)
s(x − x3)

tu(x).Ou seja, a solução v(x) nos mesmos pontos singulares x1, x2 e x3 tem,agora, 
omo raízes das equações indi
iais {α + r, α
′

+ r
}, {β + s, β

′

+ s
}e {γ + t, γ

′

+ t
}, respe
tivamente. Além disso, estabele
emos a mudança davariável independente

x̃ =
Ãx + B̃

C̃x + D̃7Georg Friedri
h Bernhard Riemann (1826-1866).27



2.2. Equação hipergeométri
aonde Ã, B̃, C̃ e D̃ são 
onstantes a serem determinadas. O propósito dessamudança é deslo
ar as três singularidades x1, x2 e x3 para os pontos padrões
x̃1 = 0, x̃2 = ∞ e x̃3 = 1. Es
olhendo r = −α, s = α+ γ e t = −γ, a solução
v(x̃) nesses novos pontos terá pares de raízes indi
iais dadas por {0, α

′ − α
},

{

α + β + γ, α + β
′

+ γ
} e {0, γ′ − γ}, respe
tivamente. Temos:

u(x) =

(

x − x1

x − x2

)α(
x − x3

x − x2

)γ

v(x̃).Ainda mais, introduzindo os parâmetros a, b e c de�nidos por
a = α + β + γ

b = α + β
′

+ γ

c = 1 + α − α
′e, lembrando que α+α

′

+β+β
′

+γ+γ
′

= 1, obtém-se a seguinte substituiçãodas raízes indi
iais de v(x̃):
{

0, α
′ − α

}

→ {0, 1 − c}

{

α + β + γ, α + β
′

+ γ
}

→ {a, b}

{0, γ′ − γ} → {0, c − a − b}Assim, a Eq.(2.19) toma a forma
d2v

dx̃2
+

[

c

x̃ − 0
+ lim

x̃2→∞

1 − a − b

x̃ − x̃2
+

1 − c + a + b

x̃ − 1

]

dv

dx̃
+

+ lim
x̃2→∞

[

(0 − x̃2) (0 − 1) 0

(x̃ − 0)2 (x̃ − x̃2) (x̃ − 1)

]

v + lim
x̃2→∞

[

(x̃2 − 0) (x̃2 − 1) ab

(x̃ − 0) (x̃ − x̃2)
2 (x̃ − 1)

]

v+

+ lim
x̃2→∞

[

(1 − 0) (1 − x̃2) 0

(x̃ − 0) (x̃ − x̃2) (x̃ − 1)2

]

v = 0 (2.20)28



2.2. Equação hipergeométri
aque resulta em
d2v

dx̃2
+

[

c

x̃
+

1 − c + a + b

x̃ − 1

]

dv

dx̃
+

[

ab

x̃ (x̃ − 1)

]

v = 0.Ou ainda, na forma
x̃ (1 − x̃)

d2v

dx̃2
+ [c − (a + b + 1) x̃]

dv

dx̃
− abv = 0. (2.21)Mostramos, portanto, que uma equação diferen
ial ordinária linear de se-gunda ordem, 
om três pontos singulares, pode ser 
onduzida a uma equaçãodiferen
ial da forma

x (1 − x)
d2u

dx2
+ [c − (a + b + 1)x]

du

dx
− abu = 0, (2.22)dita equação hipergeométri
a, 
uja solução denotamos por

u(x) = 2F1(a, b; c; x). (2.23)Pro
urando uma solução na forma de série de potên
ias em torno da origem
(x = 0), dada por

u(x) =

∞
∑

n=0

anxn+s (2.24)e, sabendo que ela é, nesse ponto, analíti
a 
om raízes indi
iais s = 0 e
s = 1 − c, obtém-se o seguinte [3℄:

2F1(a, b; c; x) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞
∑

n=0

Γ(a + n)Γ(b + n)

Γ(c + n)Γ(n + 1)
xn. (2.25)Usamos a de�nição da função gama, denotada por Γ (ver Apêndi
e), também
onhe
ida 
omo função de Euler (1707-1783) de segunda espé
ie [16℄:

Γ(n + 1) = n! e Γ(n + k)

Γ(n)
= n(n + 1)(n + 2) · · · (n + k − 1).
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2.3. Funções de LegendrePara 
hegar a este resultado, substituímos a série dada pela Eq.(2.24) naEq.(2.22) e 
onsideramos a0 = 1. Se a raiz 1 − c não é inteira [17℄, obtém-seuma segunda solução linearmente independente da equação hipergeométri
adada por
u2(x) = x1−c

2F1(b − c + 1, a − c + 1; 2 − c; x). (2.26)Observe que, se 
onsiderarmos a = 1 e b = c na solução (2.25) obtemos oseguinte resultado:
2F1(1, b; b; x) =

∞
∑

n=0

xnque nada mais é que a 
onhe
ida série geométri
a. Em razão disso, a série
2F1(a, b; c; x) é dita série hipergeométri
a.2.3 Funções de LegendreNesta seção, vamos apresentar um 
aso parti
ular da função hipergeométri
a,as 
hamadas funções de Legendre [17℄.A equação diferen
ial para as funções de Legendre asso
iadas é dada por

(1 − x2)
d2u

dx2
− 2x

du

dx
+

[

υ(υ + 1) − µ2

1 − x2

]

u = 0, (2.27)
om µ, υ ∈ IR e u = u(x).Aqui, estamos interessados na 
lássi
a equação de Legendre, obtida a partirda Eq.(2.27) para µ = 0.Vamos obter a equação de Legendre a partir da mudança de variável inde-pendente x = 1−t
2
, introduzida na Eq.(2.22). Logo,

(1 − t2)
d2u

dt2
+ [a + b + 1 − 2c − (a + b + 1)t]

du

dt
− abu = 0.
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2.3. Funções de LegendreNa Eq.(2.22) tínhamos 0 < x < 1, já nessa última equação, 
omo 
on-sequên
ia da mudança de variável, obtemos −1 < t < 1.Considerando a = −l, b = l + 1 e c = 1, temos:
(1 − t2)

d2u

dt2
− 2t

du

dt
+ l(l + 1)u = 0, (2.28)que é exatamente a Eq.(2.27) 
om µ = 0 e υ = l (
om l inteiro não negativo),
uja solução é dada por

u(t) = APn(t) + BQn(t),onde A e B são 
onstantes arbitrárias e Pl(t) e Ql(t) são os 
lássi
os polin�-mios de Legendre e as funções de Legendre de segunda espé
ie, respe
tiva-mente.Chegamos a essa solução do seguinte modo: primeiro expandindo em série asolução em torno de t = 0 (sem perda de generalidade)
u =

∞
∑

i=0

cit
i.Depois, substituímos essa série na Eq.(2.28) obtendo a relação de re
orrên
ia:

ci+2 =
(i + n + 1)(i − n)

(i + 1)(i + 2)
ci.Logo,

u = c0

[

1 − n(n + 1)
t2

2!
+ n(n + 1)(n + 2)

t4

4!
− · · ·+ · · ·

]

+

c1

[

t − (n − 1)(n + 2)
t3

3!
+ (n − 1)(n + 2)(n − 3)(n + 4)

t5

5!
− · · ·+ · · ·

]

.O desenvolvimento desses polin�mios leva à solução
2F1

(

−n, n + 1; 1;
1 − t

2

)

= Pn(t) =

[n/2]
∑

r=0

(−1)r (2n − 2r)!

2n(n − r)!r!

tn−2r

(n − 2r)!
,
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2.3. Funções de Legendreonde [n/2] é de�nido 
omo o maior inteiro menor ou igual a n/2, enquanto
2F1(−n, n + 1; 1; 1−t

2
) é a função hipergeométri
a.Os polin�mios de Legendre podem também ser obtidos pela expressão

Pn(t) =
1

2nn!

(

d

dt

)n
(

t2 − 1
)n
onhe
ida 
omo fórmula de Rodrigues (1794-1851). Impondo a 
ondição

Pl(1) = 1, para todo l, obtemos para os primeiros polin�mios:
P0(t) = 1,

P1(t) = t,

P2(t) =
1

2

(

3t2 − 1
)

,

P3(t) =
1

2

(

5t3 − 3t
)

.Utilizando a fórmula de Rodrigues e integração por partes, obtemos a relaçãode ortogonalidade para os polin�mios de Legendre [13℄
∫ 1

−1

Pn(t)Pm(t)dx =
2

2n + 1
δnm =

{

0 , se m 6= n
2

2n + 1
, se m = n.Dada a equação de Legendre representada pela forma da Eq.(2.28), sua se-gunda solução linearmente independente, denotada por Qn(t), é 
hamadafunção de Legendre de segunda espé
ie e é dada por

Qn(t) =
1

2

∫ 1

−1

(t − η)−1 Pn(η)dη

32



2.4. Equação hipergeométri
a 
on�uenteonde os primeiros são:
Q0(t) =

1

2
ln

(

t + 1

t − 1

)

,

Q1(t) =
t

2
ln

(

t + 1

t − 1

)

− 1,

Q2(t) =
1

4
(3t2 − 1) ln

(

t + 1

t − 1

)

− 3

2
t,

Q3(t) =
1

4
(5t3 − 3t) ln

(

t + 1

t − 1

)

− 5

2
t2 +

2

3
.En�m, 
onsiderando a Eq.(2.27) que é a equação diferen
ial de Legendre as-so
iada, podemos 
on
luir que suas soluções, na forma u(x) = (1−t2)m/2f(t),são obtidas por diferen
iação a partir de Pn(t) e Qn(t) e dadas por

P m
n (t) = (1 − t2)m/2(−1)m dm

dtm
Pn(t)

Qm
n (t) = (1 − t2)m/2(−1)m dm

dtm
Qn(t)ditas funções de Legendre asso
iadas de primeira e segunda espé
ie, respe
-tivamente [19℄.2.4 Equação hipergeométri
a 
on�uenteConsiderando a equação hipergeométri
a dada por Eq.(2.22), impomos asubstituição de variável x = t

b
e tomamos o limite b → ∞, obtendo 
om isso:

t
d2u

dt2
+ (c − t)

du

dt
− au = 0, u = u(t). (2.29)Assim, a equação que antes tinha três pontos singulares passa a ter somentedois: em 0, tem-se uma singularidade regular e, em ∞, uma singularidadeirregular 
uja 
on�uên
ia foi gerada pelo limite tomado na equação. Destemodo, a Eq.(2.29) re
ebe o nome de equação hipergeométri
a 
on�uente, tam-bém 
onhe
ida pelo nome de equação de Kummer, sendo uma solução dada33



2.5. Funções de Besselpor
u1(x) = 1F1(a; c; x) = lim

b→∞

2F1

(

a, b; c;
t

b

)

≡ 1F1(a; c; x),onde 1F1(a; c; x) é 
hamada função hipergeométri
a 
on�uente ou função deKummer, podendo ser obtida numa representação em série do tipo Frobenius
1F1(a; c; x) =

Γ(c)

Γ(a)

∞
∑

n=0

Γ(a + n)

Γ(c + n)

xn

n!
.Para c 6= 0, −1, −2, · · · temos a segunda solução linearmente independenteda E.(2.29) dada por

u2(x) = x1−c
1F1(1 + a − c; 2 − c; x).2.5 Funções de BesselNesta seção, mais uma vez, vamos apresentar um 
aso parti
ular das funçõeshipergeométri
as 
on�uentes, as 
lássi
as funções de Bessel.A usual equação de Bessel é dada por:

x2 d2ω

dx2
+ x

dω

dx
+ (x2 − υ2)ω = 0, ω = ω(x)
uja solução em série do tipo Frobenius é dada por

Jυ(x) =

∞
∑

m=0

(−1)m (x/2)υ+2m

m!Γ(υ + m + 1)
.As funções de Bessel 
onstituem 
aso parti
ular das funções hipergeométri
as
on�uentes dadas por

1F1

(

υ +
1

2
; 2υ + 1;−2ix

)

= Γ(1 + υ)eix
(x

2

)

−υ

Jυ(x).
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2.5. Funções de BesselAsseguramos, entre outras, as seguintes relações de re
orrên
ia para as fun-ções de Bessel
Jυ−1(x) + Jυ+1(x) =

2υ

x
Jυ(x),

Jυ−1(x) − Jυ+1(x) = 2J ′

υ(x).Como não envolve a derivada, a primeira relação é 
onhe
ida pelo nome derelação de re
orrên
ia pura.En�m, apresentamos a 
hamada função geratriz para as funções de Bessel
exp

[

x

2

(

η − α2

η

)]

=
∞
∑

n=−∞

( η

α

)n

Jn(αx)onde α é um parâmetro [19℄.
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Capítulo 3Os
iladores Harm�ni
os
Desenvolver um modelo matemáti
o que se ajuste a um fen�meno físi
o édeterminante quando se deseja fazer previsões a respeito desse fen�meno;entre os inúmeros 
asos bem su
edidos está o os
ilador harm�ni
o. No mundoreal, muitos são os exemplos de os
ilações: aquelas geradas nas 
ordas de umviolino, em um pistão, em uma mola, no relógio de pêndulo, num balançode 
riança, nas partí
ulas de ar que geram um som, nos 
ampos elétri
os emagnéti
os 
uja propagação produzem a luz, dentre outros.Atentos a esses movimentos os
ilatórios, o visionário Galileu1 empenhou-se em utilizá-los a �m de 
onseguir uma medição muito requerida em suaépo
a: o tempo. Ele veri�
ou, experimentalmente, que o intervalo entreas os
ilações de um pêndulo era o mesmo, independente da amplitude domovimento, mas não do 
omprimento da haste do pêndulo, 
onforme vamosestudar 
om detalhes mais adiante.3.1 Movimento harm�ni
o simplesOs
ilação é um movimento que reproduz periodi
amente sua trajetória apre-sentando sentido regularmente invertido e, portanto, o
upando alternada-mente a mesma posição 
om mesma velo
idade e a
eleração. Os exemplosilustrativos mais explorados no estudo de os
ilações são os pêndulos, 
orpossuspensos por molas e o 
ir
uito elétri
o.1Galileu Galilei (1564-1643). 36



3.1. Movimento harm�ni
o simplesAs funções trigonométri
as periódi
as, seno e 
osseno, apresentam-se 
omore
urso matemáti
o para a expressão dessas os
ilações, quando essas sãopequenas; por isso, tais movimentos são 
hamados movimentos harm�ni
ossimples (MHS).Vejamos 
omo isso a
onte
e:

Figura 3.1: Movimento harm�ni
o simples.Na Figura 3.1, o segmento de reta EE' representa a trajetória de uma partí-
ula em MHS. Consideremos O, ponto médio de EE' e origem de um eixo x,a posição de equilíbrio do movimento.Nesse movimento, desprezando a força de amorte
imento, 
hamamos a dis-tân
ia da partí
ula à origem de elongação, os pontos E e E', de pontos deinversão. Neles, a elongação é máxima 
ara
terizando a amplitude do movi-mento.Os sentidos são mostrados pelas setas da Figura 3.1. O tempo ne
essáriopara essa partí
ula passar novamente pelo mesmo ponto da trajetória, ouseja, 
ompletar uma os
ilação, é 
hamado de período e denotado por T . Ainversa do período (denotada por f) é a frequên
ia, ou seja, f = 1
T

queinforma o número de vezes que a partí
ula passa por um mesmo ponto datrajetória em uma unidade de tempo, geralmente o segundo.37



3.1. Movimento harm�ni
o simplesFazendo dessa trajetória o diâmetro de uma 
ir
unferên
ia de raio igual àamplitude do movimento, 
onforme vemos na Figura 3.2, podemos agoravisulizar uma determinada posição P da partí
ula 
omo a projeção de umponto C da 
ir
unferên
ia no seu diâmetro.Assim, o movimento 
ir
ular uniforme (MCU) ao longo da 
ir
unferên
ia

Figura 3.2: Movimento 
ir
ular uniforme.gera o MHS de P no diâmetro da mesma.Consideramos as nomen
laturas: s := elongação (medida de OP); A := am-plitude (medida de OE) e θ := ângulo CÔP.Temos a equação da elongação dada por
s = A cos θ. (3.1)Sabendo que a velo
idade angular ω de C é

ω =
θ

t
(3.2)38



3.1. Movimento harm�ni
o simplesonde t é o tempo que C leva para per
orrer o ângulo θ, de outra forma
θ = ωt. (3.3)Substituindo este resultado na Eq.(3.1), temos:

s = A cos (ωt) . (3.4)O ângulo ϕ do iní
io do movimento, isto é, em t = 0, é denominado ângulode fase. Assim, a equação anterior se torna
s = A cos (ωt + ϕ) . (3.5)Essa é uma expressão para a equação de deslo
amento de uma partí
ula emmovimento harm�ni
o simples.Em se tratando de velo
idade, podemos 
on
luir, 
om o modelo a
ima, que,sendo vl a velo
idade linear de C, ela é da forma:

vl =
2πA

T
. (3.6)Como a velo
idade angular é periódi
a, temos:

ωt + 2π = ω (t + T ) (3.7)de onde segue-se
ω =

2π

T
. (3.8)Da última equação e da Eq.(3.6) obtemos:

vl = ωA (3.9)Sendo ṡ = v a velo
idade linear de P, ou seja, ds
dt

= v(t), ela será dada por
ṡ = −ωAsen (ωt + ϕ) . (3.10)A velo
idade ṡ é a 
omponente horizontal de vl. Assim, a taxa de variaçãodessa velo
idade, ou seja, a a
eleração, será dada por
s̈ = −ω2A cos (ωt + ϕ) . (3.11)39



3.2. Equação de LagrangeLogo, utilizando a Eq.(3.5), podemos es
rever:
a(t) = −ω2s (3.12)onde a(t) = s̈ = d2s

dt2
.Assim, obtemos a equação diferen
ial equivalente:

s̈ + ω2s = 0 
om s = s(t). (3.13)Essa última equação diferen
ial de segunda ordem 
ara
teriza um MHS.3.2 Equação de LagrangeA bus
a de um método geral e su
into que des
revesse os sistemas me
âni
oslevou Lagrange2 a desenvolver uma formulação alternativa que, posterior-mente, inspirou Hamilton3 em seu trabalho.Dentre as obras de Lagrange está a monumentalMé
anique Analytique (1788),que Hamilton des
reveu 
omo um "poema 
ientí�
o" e que 
ontém as equa-ções gerais de movimento de um sistema dinâmi
o, 
onhe
idas hoje 
omoequações de Lagrange. A me
âni
a lagrangiana é 
onstituída de um sis-tema arbitrário de 
oordenadas generalizadas, permitindo es
olhas apropri-adas para diferentes 
on�gurações de sistemas de partí
ulas. Além disso,dispensa variáveis redundantes, ou seja, aquelas envolvidas em forças quenão geram trabalho. Com essas vantagens sobre a me
âni
a newtoniana, alagrangiana 
onstitui ferramenta importante da teoria da relatividade.2Joseph Louis Lagrange (1736-1813) estudou em Turim e foi professor de matemáti
ada a
ademia militar lo
al. Quando Euler deixou Berlim, Frederi
o, o Grande, es
reveu aLagrange dizendo que "o maior dos reis da Europa" desejava ter em sua 
orte "o maiormatemáti
o da Europa" e Lagrange a
eitou o 
onvite e o
upou o lugar de Euler por vinteanos. Alguns anos depois de deixar Berlim, a
eitou uma 
átedra na re
ém-
riada Es
olaNormal e, posteriormente, Es
ola Polité
ni
a de Paris, 
idade onde ele se revoltou muito
om as atro
idades do regime de terror que se seguiu à Revolução Fran
esa.3William Rowan Hamilton nas
eu em Dublin em 1805 e foi um garoto prodígio. Comquinze anos 
omeçou a se interessar pela matemáti
a e, 
om vinte e dois, ainda aluno degraduação, foi indi
ado astr�nomo real da Irlanda, diretor do Observatório de Dunsink eprofessor de astronomia da universidade, prognosti
ou a refração 
�ni
a em 
ristais biaxiais(
omprovado posteriormente pelos físi
os experimentais). Hamilton deu origem à álgebrados quatérnios e publi
ou Treatise on Quaternions mas fale
eu em 1865, na mesma 
idadeem que nas
eu, antes de publi
ar uma obra ampliada desse último trabalho.40



3.2. Equação de LagrangeComo vimos na seção anterior, a me
âni
a newtoniana faz uso da força eda a
eleração vetorial para des
rever o espaço de 
on�guração do sistema, alagrangiana, por sua vez, lida 
om as funções es
alares T e V que são energia
inéti
a e a energia poten
ial, respe
tivamente.Interessados em estudar as equações de movimento dos sistemas me
âni
os,em parti
ular dos os
iladores harm�ni
os, vamos, primeiramente entenderas equações de Lagrange sob a óti
a do prin
ípio de Hamilton e 
omo elase apli
a a esses fen�menos físi
os. Prosseguindo em nossos estudos, apre-sentamos as equações de Hamilton-Ja
obi4 exempli�
ando sua apli
ação noproblema do pêndulo simples.3.2.1 Prin
ípio de HamiltonSe 
onsiderarmos sistemas iner
iais, onde as forças são 
onservativas, 
onse-guimos sob a óti
a do prin
ípio de d'Alembert5, que 
onsidera a "força efetivainvertida" [11℄, deduzir as equações de Lagrange. No entanto, apresentamosuma formulação mais geral da lei do movimento dos sistemas me
âni
os dadapelo prin
ípio de Hamilton, ou prin
ípio da ação mínima.Considerando um sistema de partí
ulas, podemos des
rever suas posições esuas mudanças 
om o tempo (velo
idade), fazendo uso, por exemplo, do sis-tema 
artesiano que 
ara
teriza o espaço de 
on�guração do sistema. Noentanto, muitas vezes, o uso das 
oordenadas dos eixos 
artesianos na des-
rição do sistema gera equações de movimento 
omplexas de se resolver. Emalguns fen�menos, é mais 
onveniente usar as 
oordenadas polares, em ou-tros, as esféri
as e assim por diante, dependendo da geometria asso
iada ao4Ja
obi nas
eu em Potsdam em 1804. Estudou na Universidade de Berlim, onde sedoutorou em 1825. Dois anos mais tarde era indi
ado professor extraordinário em Königs-ber; mais dois anos e era guindado à 
ondição de professor permanente. Em 1842, 
omuma pensão do governo da Prússia, renun
ia à sua 
adeira em Königsber e transfere-separa Berlim, onde viveu até sua morte prematura em 1851.5Jean Le Rond d'Alembert (1717-1783) foi um matemáti
o e físi
o fran
ês que desen-volveu as primeiras fases do Cál
ulo, formalizou a nova 
iên
ia da me
âni
a e foi o editorde 
iên
ia da En
i
lopedia de Diderot. Em 1741 foi admitido pela A
ademia de Ciên
iade Paris onde trabalhou pelo resto de sua vida. Ele foi um dos primeiros a entender aimportân
ia de funções e o 
on
eito de limites para o 
ál
ulo, e também abriu 
aminhopara o uso de equações diferen
iais na Físi
a. Ajudou também a solu
ionar a 
ontrovérsiaem físi
a sobre a 
onservação de energia 
inéti
a melhorando a de�nição de Newton deforça no seu Traite de dynamique, que arti
ula o prin
ípio de d'Alembert de me
âni
a. Eletambém estudou hidrodinâmi
a, a me
âni
a de 
orpos rígidos, e o problema de três-
orposem astronomia. 41



3.2. Equação de Lagrangeproblema [1℄. Queremos, agora, respeitar a diversidade de 
on�gurações etratá-las sem restringir a es
olha 
onveniente de variáveis e, ainda, pensar nonúmero de variáveis que determinam a posição da partí
ula. Para tanto, é im-pres
indível supor que esse número não ne
essariamente se iguale à dimensãodo espaço, ou seja, dado um espaço de dimensão s, a partí
ula pode ou nãoperten
er a uma hipersuperfí
ie de dimensão n desse espaço. Assim, temos
n variáveis independentes, denotadas por q1, q2, . . . , qn que de�nem univo
a-mente a posição das partí
ulas, nomeadas 
oordenadas generalizadas. Por
onseguinte, des
rever um sistema me
âni
o, é determinar as posições daspartí
ulas em dois momentos: num instante presente t = t1 e no seguinte
t = t2, ne
essitando para isso da posição ini
ial do sistema, dada pelas 
o-ordenadas generalizadas, e da velo
idade do mesmo, sendo esta determinadapelas derivadas dessas 
oordenadas que 
hamamos de velo
idades generaliza-das.Pelo prin
ípio de Hamilton, um determinado sistema 
ara
teriza-se por umafunção

L(q, q̇, t)onde q é a n−upla (q1, q2, . . . , qn) asso
iada à posição da partí
ula e q̇ serefere à (q̇1, q̇2, . . . , q̇n), lista que determina as velo
idades. Suponhamos que,entre os instantes t1 e t2, o sistema move-se de tal modo que a integral
S =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt (3.14)resulte em um valor menor possível [10℄. Esse é o prin
ípio de Hamilton,inspirado no prin
ípio da ação mínima de Maupertuis (1698-1759), que a�rmaque "a quantidade de ação ne
essária para que qualquer mudança seja feitapela natureza é sempre a menor possível". A função L é dita função deLagrange e a integral a
ima 
hamamos de ação reduzida ou, simplesmente,ação. Suponhamos, para efeitos práti
os, um sistema 
om um só grau deliberdade, em que q = q(t) é a função que minimiza S. Sendo assim, tomandoa função q̄ dada por
q̄(t) = q(t) + δq(t)onde δq(t), 
hamada variação da função, é uma pequena função em todo ointervalo de tempo de t = t1 até t = t2 e que se anula nesses pontos, istoé, δq(t1) = δq(t2) = 0. Obviamente, S 
res
e quando substituímos q(t) por

q̄(t). 42



3.2. Equação de Lagrange
Assim, a variação de S é dada por

δS =

∫ t2

t1

L (q + δq, q̇ + δq̇, t) dt −
∫ t2

t1

L (q, q̇, t) dt.Desenvolvendo em série essa diferença, sob a integral, sabemos que os ter-mos de primeira ordem se anulam (
ondição de mínimo de S), segundo aspoten
ias de δq e δq̇. Assim, o prin
ípio da ação mínima pode ser es
rito naforma:
δS = δ

∫ t2

t1

L(q, q̇, t)dt = 0.Fazendo a variação, temos:
∫ t2

t1

(

∂L

∂q
δq +

∂L

∂q̇
δq̇

)

dt = 0.Efetuando a integração por partes na segunda par
ela obtemos:
∫ t2

t1

(

∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇

)

δqdt = 0.Para que essa integral seja nula, devemos ter o integrando nulo assim:
∂L

∂q
− d

dt

∂L

∂q̇
= 0.Essas equações geradas são 
onhe
idas 
omo equações de Lagrange, as quaissão equações diferen
iais de segunda ordem em relação à q(t) e, ao rela
io-nar posição, velo
idade e a
eleração de um sistema me
âni
o de partí
ulas,
onstituem as 
hamadas equações de movimento. Generalizando, se hou-ver vários graus de liberdade, teremos n equações diferen
iais 
om o mesmoformato que a anterior, dadas por

d

dt

∂L

∂q̇k

− ∂L

∂qk

= 0 
om k = 1, 2, · · ·Dadas as 
ondições ini
iais de um sistema físi
o, podemos determiná-lo 
om-pletamente, ou seja, en
ontrar as funções qk. O movimento pode ser re-presentado geometri
amente por uma 
urva no espaço de 
on�guração 
om
oordenadas qk. 43



3.2. Equação de Lagrange3.2.2 Função de LagrangeA função L(q, q̇, t) é 
onhe
ida 
omo função de Lagrange. Um sistema me
â-ni
o iner
ial, ou seja, aquele onde o tempo é uniforme e o espaço é isotrópi
o,é dito fe
hado se há interação entre suas partí
ulas, podendo esta interaçãoser através de barras, �os, dobradiças, et
. Quando nessas ligações (vín-
ulos) não existir resistên
ia (atrito, por exemplo), a função de Lagrange,ao des
rever tal sistema, é livre das variáveis que só apare
em por estaremenvolvidas em tais pontos de 
ontato. Isso o
orre porque as mesmas só in-terferem na 
on�guração geométri
a do sistema. Com isso, a teoria lagrangi-ana 
onstitui-se numa modelagem e
on�mi
a de problemas físi
os 
on
retos,
omo será exempli�
ado mais adiante.Assim, 
onsiderando uma partí
ula de massa m 
om posição r e velo
idade
v, a função de Lagrange é 
onstituída por duas partes: uma dependente domódulo da velo
idade da partí
ula, a qual 
onstitui a energia 
inéti
a dosistema, e outra dependente somente da posição da mesma. Deste modo, afunção de Lagrange é dada por

L(r, v, t) = T (v) − V (r) (3.15)onde T (v) = mv2

2
.Usando as equações de Lagrange, temos:

d

dt

∂L

∂v
− ∂L

∂r
= 0 ⇒ d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂r
.Utilizando a lagrangiana da Eq.(3.15), obtemos:

m
dv

dt
= −∂V

∂r
,ou ainda, na forma,

F = −∂V

∂r
.Esta é uma equação de movimento newtoniana. Assim, 
onstatamos queas equações de Lagrange não se 
onstituem numa outra vertente da teoriafísi
a me
âni
a, mas numa forma alternativa de expressar suas leis e obterequações de movimento.

44



3.2. Equação de LagrangeDesta forma, voltando às 
oordenadas generalizadas, a função de Lagrangeé dada por
L(q, q̇, t) = T (q̇) − V (q)onde T (q̇) = mq̇2/2.É oportuno 
onstatar, aqui, um resultado interessante que, primeiro, exem-pli�
a tal de�nição e, em seção posterior, apli
a-se à lei da 
onservação deenergia.Considerando a de�nição a
ima e derivando em relação a q̇, obtemos:

n
∑

k=1

q̇k
∂L

∂q̇k
=

n
∑

k=1

q̇k
∂T

∂q̇k
.Pelo teorema de Euler [11℄ temos:

n
∑

k=1

q̇k
∂T

∂q̇k
= 2T.Logo, temos a seguinte relação entre a função de Lagrange e a energia 
iné-ti
a:

n
∑

k=1

q̇k
∂L

∂q̇k
= 2T. (3.16)O pêndulo simples e a lagrangianaA exemplo de uma das apli
ações da teoria de Lagrange, vamos formular aequação de movimento do pêndulo simples [7℄.O pêndulo simples é um sistema 
onstituído de uma partí
ula de massa mpresa a uma das extremidades de uma haste de 
omprimento �xo l e massadesprezível; essa haste tem outra extremidade �xa, 
onforme Figura 3.3.Na 
on�guração newtoniana, haveria ne
essidade de um vetor de posição r
om duas 
oordenadas rx e ry, entretanto, o ângulo θ que a haste do pêndulofaz 
om a verti
al de�ne perfeitamente a posição do mesmo, uma vez que o
omprimento l é suposto 
onstante. Assim, a trajetória da partí
ula é dadapor

s = lθ,45



3.2. Equação de Lagrange

Figura 3.3: Pêndulo simples.de onde obtemos para a velo
idade linear da partí
ula
v = lθ̇.Com isso temos a energia 
inéti
a do sistema dada por

T =
mv2

2
=

ml2θ̇2

2
,enquanto que a energia poten
ial é

V = −
∫ θ

θs

F (θ)dθ = −
∫ θ

θs

(mgsenθ)ldθ = −
∫ θ

θs

mglsenθdθ.Considerando θs = π/2, obtemos:
V = −mgl cos θ.Um grá�
o da energia poten
ial é mostrado na Figura 3.4.46



3.2. Equação de Lagrange

Figura 3.4: Energia potên
ial para um pêndulo simples.Inseridas as fórmulas da energia 
inéti
a e poten
ial na função de Lagrange,temos:
L = T − V =

ml2θ̇2

2
+ mgl cos θ.Usando a equação de Lagrange

d

dt

(

dL

dθ̇

)

− dL

dθ
= 0para a lagrangiana, dada a
ima, obtemos:

d

dt

(

ml2θ̇
)

+ mglsenθ = 0,o que resulta em
θ̈ +

g

l
senθ = 0. (3.17)Note-se que, para θ muito pequeno, temos senθ ≈ θ e, 
om isso, o pên-dulo passa a se 
onstituir num os
ilador harm�ni
o 
om frequên
ia dada por

ω =
√

g/l. Provamos isso 
om mais elegân
ia e rigor no próximo 
apítulo.47



3.3. Equações de Hamilton3.3 Equações de Hamilton3.3.1 Teoria de HamiltonTransitando da formulação lagrangiana para a hamiltoniana, ganhamos ummétodo geral de expressar as equações dos sistemas me
âni
os. Nele obte-mos, agora, 2n equações diferen
iais de primeira ordem para 2n variáveisindependentes para expressar as equações de movimento. O pro
edimentoenvolvido em tal transformação 
onstitui a teoria de Hamilton-Ja
obi, queserá tratada neste tópi
o. Usamos para tanto a transformação de Legendree o teorema de Euler das funções homogêneas [11℄.No lugar das velo
idades generalizadas q̇k, usamos 
oordenadas pk, as quaisde�nimos do seguinte modo:
pk =

∂L

∂q̇k


om k = 1, 2, · · · (3.18)onde pk re
ebe o nome de momento 
an�ni
o 
onjugado a qk. As variá-veis q e p são 
hamadas variáveis 
an�ni
as, representadas pela 2n−upla
(q1, q2, ..., qn, p1, p2, ..., pn) e o espaço onde estão de�nidas é 
hamado espaçode fase.A função de Hamilton, de�nida a partir da função de Lagrange, é dada pelaseguinte expressão:

H(q, p, t) =

n
∑

k=1

q̇kpk − L (q, q̇, t) , (3.19)que representa a energia total de um sistema 
onservativo, 
omo será vistona próxima seção. Estando somente em função de q e p, o diferen
ial damesma é dado por
dH =

n
∑

k=1

∂H

∂pk
dpk +

n
∑

k=1

∂H

∂qk
dqk +

∂H

∂t
dt. (3.20)Usando a de�nição (3.19), o mesmo diferen
ial pode ser expressado por

dH =
n
∑

k=1

q̇kdpk +
n
∑

k=1

pkdq̇k −
n
∑

k=1

∂L

∂q̇k

dq̇k −
n
∑

k=1

∂L

∂qk

dqk −
∂L

∂t
dt. (3.21)48



3.3. Equações de HamiltonUtilizando a de�nição (3.18), obtemos:
dH =

n
∑

k=1

q̇kdpk −
n
∑

k=1

∂L

∂qk
dqk −

∂L

∂t
dt. (3.22)A equação de Lagrange forne
e

ṗk =
∂L

∂qk
, (3.23)o que permite es
rever a Eq.(3.22) na forma

dH =

n
∑

k=1

q̇kdpk −
n
∑

k=1

ṗkdqk −
∂L

∂t
dt. (3.24)Comparando essa última equação 
om a Eq.(3.20), obtemos:

q̇k =
∂H

∂pk

e ṗk = −∂H

∂qk

, (3.25)que são as 
onhe
idas equações de Hamilton ou equações 
an�ni
as de Hamil-ton, as quais englobam as 2n equações diferen
iais de primeira ordem, quesão equivalentes às equações de Lagrange de segunda ordem.Pela de�nição (3.19), obtemos, ainda, a seguinte equação adi
ional:
∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (3.26)Assim, podemos 
on
luir que, quando a dependên
ia do tempo não é explí-
ita, temos:

∂H

∂t
= 0de onde segue-se que a hamiltoniana é uma 
onstante de movimento, o quemostra que a 
onservação de energia está asso
iada à translação temporal.EnergiaUm resultado interessante e pertinente no nosso trabalho, demonstrado aseguir, é que, para os fen�menos físi
os que nos interessam, aqueles onde as49



3.3. Equações de Hamiltonforças são 
onservativas, a hamiltoniana representa a energia total do sistema.Comparando a relação Eq.(3.16) e a de�nição (3.19), temos:
H = 2T − L = 2T − (T − V ),de onde segue-se

H = T + V = E.O pêndulo simples e a hamiltonianaUsando o momento generalizado que é da forma
p =

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇,a energia 
inéti
a pode ser es
rita da seguinte maneira:

T =
1

2

p2

ml2
.Como o sistema é 
onservativo, a hamiltoniana é:

H = T + V =
1

2

p2

ml2
− mgl cos θ. (3.27)Apli
ando as equações de Hamilton, temos:

ṗ = −∂H

∂θ
= −mglsenθ (3.28)e

θ̇ =
∂H

∂p
=

p

ml2
. (3.29)(3.30)A última equação equivale à

p = ml2θ̇. (3.31)Derivando a equação anterior, obtemos:
ṗ = ml2θ̈. (3.32)Igualando a última equação à Eq.(3.28), obtemos:

θ̈ +
g

l
senθ = 0.50



3.3. Equações de Hamilton3.3.2 Hamilton-Ja
obiConsiderando um sistema me
âni
o des
rito pelas variáveis 
an�ni
as (q, p)e pela hamiltoniana H(q, p, t), a �m de tornar as equações de movimentotriviais, efetuamos uma transformação de variáveis, ou seja, tro
amos o par
(q, p) por um outro par (Q, P ) que preserva as equações de Hamilton, ouseja,

Q̇k =
∂K

∂Pk

Ṗk = − ∂K

∂Qk
(3.33)onde K = K(Q, P, t) é uma nova hamiltoniana. Esse tipo de mudança é
hamada de transformação 
an�ni
a [6℄.Primeiro, apli
amos a função de Hamilton e impomos o prin
ípio varia
ional:

δ

∫ t2

t1

[

n
∑

k=1

pkq̇k − H(q, p, t)

]

dt = 0 (3.34)e
δ

∫ t2

t1

[

n
∑

k=1

PkQ̇k − K(Q, P, t)

]

dt = 0. (3.35)Usamos essas integrais bem 
omo o artifí
io em 
onsiderar que ambos osintegrandos só diferem pela derivada total em relação ao tempo de umafunção F , onde:
δ

∫ t2

t1

dF (q, t)

dt
dt = 0.Para o nosso propósito, 
onsideramos a função F 
omo uma função do tipo

F = F2(q, P, t) e, na Eq.(3.35), fazemos a tro
a P → Q e Q → −P , mudançaessa que não altera as equações de Hamilton.
51



3.3. Equações de HamiltonAssim, manipulando só os integrandos, obtemos:
n
∑

k=1

pkq̇k − H(q, p, t) =

n
∑

k=1

−QkṖk − K(Q, P, t) +
dF2(q, P, t)

dt
(3.36)uma vez que δqk(t1) = δqk(t2) = δpk(t1) = δpk(t2) = 0 para as novas 
oorde-nadas.A expressão anterior pode ser 
olo
ada na forma

K(Q, P, t) +

n
∑

k=1

pkq̇k +

n
∑

k=1

QkṖk =

H(q, p, t) +
n
∑

k=1

∂F2

∂qk

q̇k +
n
∑

k=1

∂F2

∂Pk

Ṗk +
∂F2

∂t
(3.37)e, 
om isso, obtemos as equações:

pk =
∂F2

∂qk

(3.38)
Qk =

∂F2

∂Pk
(3.39)e

K(Q, P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
. (3.40)A função F2(q, P, t) é dita função geratriz e 
onstitui uma de quatro maneirasde se en
ontrar a transformação 
an�ni
a. As demais podem ser en
ontradasna referên
ia [6℄. Firmados no propósito ini
ial de tornar as equações demovimento mais simples de serem abordadas, bus
amos uma transformação
an�ni
a dependente do tempo, gerada pela função do tipo F2(q, P, t) e queanule a nova hamiltoniana, isto é:

K(Q, P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
= 0.
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3.3. Equações de HamiltonO estudo desse tipo de transformação 
an�ni
a 
onstitui a teoria de Hamilton-Ja
obi. A função geratriz F2 será denotada por S e nomeada função prin
ipalde Hamilton. Nesse 
ontexto, temos as equações de Hamilton-Ja
obi que sãoda forma:
H +

∂S

∂t
= 0, (3.41)

pk =
∂S

∂qk
, (3.42)

Qk =
∂S

∂Pk

. (3.43)Considerando as fórmulas a
ima, temos:
H = H

(

q1, q2, . . . , qn,
∂S

∂q1
, . . . ,

∂S

∂qn
, t

)

. (3.44)Assim, a Eq.(3.41) é uma equação diferen
ial par
ial de primeira ordem nas
n + 1 variáveis, logo uma solução geral envolve n + 1 
onstantes arbitrá-rias. Note que a variável dependente S não apare
e na Eq.(3.41), apenassuas derivadas par
iais por respeito a q e t. Se S é alguma solução da equa-ção diferen
ial, então S + α, onde α é uma 
onstante, também é uma so-lução, pois a 
onstante aditiva não altera as derivadas par
iais. Uma das
n + 1 
onstantes de integração é uma 
onstante aditiva a S que não alteraa Eq.(3.33). Portanto, a 
ompleta solução da Eq.(3.41) pode ser es
rita naforma S(q1, ..., qn, σ1, ..., σn, t) onde nenhuma das n 
onstantes é somente adi-tiva.Exemplo 1: os
ilador harm�ni
oSerá usada a té
ni
a de Hamilton-Ja
obi para dis
utirmos a equação de mo-vimento asso
iado ao problema de um os
ilador harm�ni
o unidimensional.Como já vimos, a hamiltoniana desse os
ilador representa sua energia total,ou seja, é a soma da energia 
inéti
a 
om a energia poten
ial. Assim, ahamiltoniana, nesse 
aso, é dada por:

H =
p2

2m
+

mω2q2

2
,onde m é a massa e ω é a frequên
ia.53



3.3. Equações de HamiltonPela equação de Hamilton-Ja
obi, temos:
p =

∂S

∂q
. (3.45)E, portanto, a equação hamiltoniana �
a:

1

2m

(

∂S

∂q

)2

+
mω2q2

2
+

∂S

∂t
= 0.Essa equação é separável na forma

S = W (q) − αt, (3.46)onde W satisfaz a equação
1

2m

(

∂W

∂q

)2

+
mω2q2

2
= α.Consequentemente,

W =

∫

√

2mα − m2ω2q2dq,de onde segue-se
S(q, α, t) =

∫

√

2mα − m2ω2q2dq − αt.A �m de resolver a equação de movimento, 
onsideramos:
Q = β =

∂S

∂α
= m

∫

dq
√

2mα − m2ω2q2
− t,de onde segue-se

β =
1

ω
sen−1

(

√

mω2

2α
q

)

− t.Fazendo θ = ωβ, temos a solução:
q(t) =

√

2α

mω2
sen(ωt + θ), (3.47)que é a solução do problema do os
ilador harm�ni
o.54



3.3. Equações de Hamilton

Figura 3.5: Sistema massa-mola.Exemplo 2: sistema massa-molaConsidere o sistema me
âni
o 
omposto por uma massa m presa a uma mola
om 
onstante elásti
a k e que realiza os
ilações livres, ou seja, aquelas emque não atuam forças externas e nem de amorte
imentos. Essa massa os
i-lará em torno de uma posição de equilíbrio O, 
onforme Figura 3.5.Nesse sistema, existirá uma úni
a força atuante, restauradora e, portanto,de sentido 
ontrário ao do deslo
amento [8℄. Essa força é diretamente pro-por
ional ao módulo do deslo
amento e é gerada pela 
onstante elásti
a k damola
F = −kx. (3.48)Assim, sendo a energia poten
ial do sistema dada por V = −

∫

Fdx, ela será
V =

kx2

2
.Por outro lado, a energia 
inéti
a é

T =
mẋ2

2de onde segue-se para o momento
p =

∂T

∂ẋ
= mẋ.55



3.3. Equações de HamiltonTemos a energia total, ou seja, a hamiltoniana, dada por
H = T + V =

p2

2m
+

kx2

2
.Uma vez que o sistema é 
onservativo, temos, por Eq.(3.45) e Eq.(3.46), oseguinte [15℄:

∂W

∂q
=

∂S

∂q
= pque resulta:

1

2m

(

∂W

∂q

)2

+
kx2

2
= α.E, por 
onsequên
ia, temos:

∂W

∂x
=
√

2m(α − kx2/2)ou:
W = mω

∫ x

x0

√

a2 − ξ2dξna qual a =
√

2α/mω2 e ω =
√

k/m.Assim, usando novamente as equações de Hamilton, temos:
−β =

∂S

∂α
= −t +

∂W

∂a

da

dα
= −t +

1

ω

(

cos−1 x0

a
− cos−1 x

a

)ou ainda:
x = a cos[ω(t − t0) − φ],que é a solução de um MHS 
om t0 = β e cos φ = x0

a
.
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Capítulo 4O Pêndulo Simples

4.1 Um pou
o de históriaA bus
a do homem pela medição do tempo é muito antiga. O primeirorelógio que o homem 
riou foi um relógio de Sol, em torno de 3500 a.C..Ao longo dos anos foram 
riados outros relógios, de água, de areia, dentreoutros. Durante muito tempo esses instrumentos 
ronológi
os mais rudimen-tares, apesar de impre
isos, atenderam às ne
essidades da humanidade paramar
ação do dia e da noite. No entanto, na épo
a das grandes embar
ações,em meados do sé
ulo XVI, um grande desa�o atormentou os europeus: adeterminação da longitude. Na épo
a, eles 
onseguiam determinar a latitudeatravés dos 
onhe
imentos astron�mi
os extremamente desenvolvidos até en-tão, mas per
eberam, 
om sofreguidão, que esses 
onhe
imentos não serviampara o 
ál
ulo da longitude.Assim, tinham di�
uldades de se situar em alto mar e por isso a maior partedas grandes embar
ações �
avam limitadas à 
osta territorial. Por esse mo-tivo os governos inglês, holandês e espanhol, entre outros, 
omeçaram a ofere-
er prêmios para quem resolvesse o problema da determinação da longitude.Como o 
ál
ulo da longitude está vin
ulado à pre
isão do tempo, esta era agrande obsessão da épo
a.Pode-se dizer que o mar
o ini
ial da venturosa bus
a de pre
isão do tempo sedeu na Catedral de Pisa, quando o italiano Galileu Galilei, ainda estudantede medi
ina, assistia a um serviço. Nessa noite ele se distraiu observandoque uma das lâmpadas de um grande lustre de bronze estava para fora do57



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
ronolustre e, solta, os
ilava; essa os
ilação a
onte
ia 
om amplitude que de
res
iagradualmente, porém no mesmo período de tempo, o que Galileu 
onstatouusando as batidas de seu pulso, 
omo já fazia habitualmente para mar
ar otempo. Entusiasmado 
om tal des
oberta, fez experimentos posteriores que
omprovavam o iso
ronismo do pêndulo, ou seja, mostrou que o período deum pêndulo em movimento não depende da massa mas sim do 
omprimentoda haste1(ver [9℄).Sabemos que essa 
on
lusão de Galileu só é válida para os
ilações de pe-quenas amplitudes. Christiaan Huygens (1629-1695), também 
iente disso einspirado na des
oberta de Galileu, prop�s-se a 
onstruir um pêndulo isó-
rono, isto é, um pêndulo que tivesse o mesmo período para qualquer quefosse a sua amplitude de os
ilação. Assim ele 
onseguiu inventar o relógio depêndulo, em 1656, usando o es
apo2, trabalho que publi
ou em HorologiumOs
illatorium (1673). A des
oberta do relógio de pêndulo e sua apli
ação no
ál
ulo da longitude 
onstitui uma revolução no âmbito da 
iên
ia na medidaem que solu
ionou um problema geofísi
o em terra 
om o 
on
eito peso, nãomais usando os astros, 
onstelações ou qualquer 
onhe
imento astron�mi
oa
umulado na épo
a, mas apli
ando a teoria newtoniana. As impli
açõesdessa des
oberta no modo de produção das so
iedades posteriores, sabemosbem, também foram revolu
ionárias, haja vista a Revolução Industrial quemelhor exempli�
a as mudanças sofridas pelos homens em suas organizaçõespolíti
as, so
iais e em seus valores 
ulturais. Por isso, podemos, 
om justiça,igualar esse feito à invenção da imprensa tipográ�
a.4.2 Christiaan Huygens e o pêndulo isó
ronoO holandês Christiaan Huygens nas
eu em Haia, edu
ado ini
ialmente emsua própria 
asa, a qual era frequentada por intele
tuais de destaque, en-tre eles, René Des
artes (1596-1650) que, impressionado 
om seus primeirostextos de geometria, in�uen
iou o desenvolvimento de sua habilidade mate-máti
a. Assim, Christiaan estudou direito e matemáti
a na Universidade deLeiden.1Conta-se que essa des
oberta foi a mola propulsora para o abandono da medi
ina porGalileu, passando a dedi
ar-se à 
iên
ia e à matemáti
a.2Es
apo - ou es
ape - é uma das três partes do me
anismo do relógio de pêndulo (motor,regulador e es
apo). O es
apo é um órgão intermediário que torna re
ípro
a a ação doregulador e do motor. 58



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
rono

Figura 4.1: Gravura de 1791.Apesar de ser 
onhe
ido 
omo um dos grandes físi
os de seu tempo, prin
ipal-mente pelo seu estudo e invenção do pêndulo e das leis de quedas de 
orpos,Huygens foi importante no progresso da geometria e mostrou a importân
iado 
ál
ulo. Em seu mar
ante trabalho, o Horologium Os
illatorium, ele tam-bém provou que a 
i
lóide é uma tautó
rona3.Christiaan passou 40 anos de sua vida envolvido na 
onstrução de relógios depêndulo. Na épo
a era muito importante que se 
onstruísse um 
ron�metromarítmo para a determinação da longitude e, 
omo o balanço dos navios alte-rava, inevitavelmente, as amplitudes de os
ilação dos pêndulos, per
ebeu-sea ne
essidade de se obter um pêndulo isó
rono. À prin
ípio, Huygens, fez
onstruções empíri
as, 
olo
ando obstá
ulos em ambos os lados de um pên-dulo simples pois, dessa forma, à medida que o �o en
ostava no obstá
ulo,o 
omprimento efetivo do pêndulo se tornava menor. Como o período deum pêndulo diminui se en
urtamos seu 
omprimento, esse pro
edimento po-deria forne
er um me
anismo que 
ompensasse o aumento do período para3Tautó
rona é a 
urva plana ao longo da qual uma partí
ula material atinge um pontodado da trajetória num espaço de tempo que não depende do ponto de onde ela saiu.59



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
rono

Figura 4.2: Christiaan Huygens.grandes amplitudes. Mas suas tentativas foram em vão e, assim, desistiutemporariamente de sua empreitada.
Figura 4.3: Pêndulo isó
rono.Certo dia, ao parti
ipar de uma 
ompetição sobre a 
i
lóide, a 
onvite do fran-
ês Blaise Pas
al (1623-1662), Huygens per
ebeu que, se um pêndulo simplestivesse seu movimento restrito por obstá
ulos que obrigassem a partí
ulapresa em seu extremo inferior a des
rever uma trajetória 
i
loidal (Figura4.3), seu período seria o mesmo, qualquer que fosse a amplitude de os
ilação,e mais, demonstrou que os obstá
ulos deveriam ter uma forma 
i
loidal paraque a trajetória do pêndulo fosse 
i
loidal [9℄.60



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
ronoAssim, Huygens al
ançou o objetivo que bus
ava, seu relógio de pêndulo re-duziu a margem de erro de 
er
a de quinze minutos por dia para meros dezou quinze segundos. O relógio se tornara, en�m, um instrumento realmente
on�ável para medir o tempo.Entendendo um pou
o 
omo isso a
onte
e, vamos analisar, matemati
a-mente, sua teoria [23℄.Primeiro 
omeçamos por lembrar a de�nição de 
i
lóide: 
i
lóide é uma 
urvades
rita por um ponto na 
ir
unferên
ia de um 
ír
ulo, quando esta rola aolongo de uma linha reta. Ver Figura 4.4.

Figura 4.4: Ci
lóide.Quem a estudou primeiro foi Ni
olás de Cusa4 quando estava tentando en
on-trar a área de um 
ír
ulo pela integração; quem a de�niu apropriadamentedesta
ando suas propriedades foi Mersenne (1588-1648) e quem a nomeoufoi Galileu. As apli
ações dessa 
urva vão desde relógios, tobogãs, esteirasindustriais a sistemas ótimos de engrenagens.Huygens 
onsiderou o movimento de uma partí
ula em uma superfí
ie 
i
loi-dal e analisou a projeção verti
al desse movimento. Com isso 
on
luiu queele 
oin
idia 
om um movimento harm�ni
o uniforme.Suponhamos, então, uma partí
ula situada, ini
ialmente, num ponto Pda superfí
ie 
i
loidal e abandonada de seu repouso de uma altura H , 
onsi-derando o ponto mais baixo da 
i
lóide. Em um determinado instante, essa4Seu nome verdadeiro era Ni
olaus Krebs ou Chryp�s (1401-1464), mas �
ou 
onhe
idopor Ni
olás de Cusa pela 
idade em que nas
eu, Kues61



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
rono

Figura 4.5: Movimento da partí
ula em uma superfí
ie 
i
loidal.partí
ula atinge uma altura h, 
onforme Figura 4.5 onde, por 
onveniên
ia,desenhamos a 
i
lóide 
om a sua 
on
avidade para 
ima, e também, es
o-lhemos os eixos 
artesianos de modo que a superfí
ie plana está lo
alizada auma altura igual a 2R.Pela 
onservação de energia temos:
mv2

2
= mg(H − h),o que resulta, para a velo
idade:

v =
√

2g(H − h).A 
omponente verti
al da velo
idade é dada por
vy = −v cos θ = −

√

2g(H − h) cos θ. (4.1)Usando a propriedade fundamental da 
i
lóide5, temos:
h = d cos θ 
om d = 2R cos θ (4.2)5Essa propriedade diz que a reta tangente à 
i
lóide em um ponto P passa pelo pontomais alto da 
ir
unferên
ia geratriz e a reta normal passa pelo ponto mais baixo, no 
asoo alto e o baixo estão tro
ados. 62



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
ronoonde R é o raio da 
ir
unferên
ia geratriz. Temos, então, o seguinte resultado:
cos θ =

√

h

2R
. (4.3)Substituindo o último resultado na Eq.(4.1), obtemos:

vy = −
√

g

R
h(H − h).Como h = h(t), podemos representar, matemati
amente, a velo
idade verti-
al 
omo a derivada vy = dh

dt
e a equação anterior toma a forma:

dh

dt
= −

√

g

R

√

(H − h)h.Pela simetria do problema, o tempo que a partí
ula leva para 
hegar ao ponto
h = 0 é 1/4 do seu período T de os
ilação.Separando as variáveis da equação a
ima e integrando ambos os lados, temos:

∫ 0

H

dh
√

(H − h)h
= −

√

g

R

∫ T/4

0

dt,o que resulta em:
T = 4

√

R

g

∫ H

0

dh
√

(H − h)h
.A �m de en
ontrar esse período, fazemos a substituição de variável κ = h/Hna integral a
ima, obtendo:

T = 4

√

R

g

∫ 1

0

dκ
√

(1 − κ)κ
.Fazendo mais a seguinte substituição de variável:

κ =
1

2
(1 + senα),al
ançamos o seguinte resultado:

T = 4

√

R

g

∫ π/2

−π/2

cos αdα√
1 − sen2α

= 4π

√

R

g
= 2π

√

4R

g
.63



4.2. Christiaan Huygens e o pêndulo isó
ronoContudo, no pro
esso de determinar o período exato para esse movimento,foi possível 
on
luir que esse período independe da altura ini
ial que a partí-
ula é abandonada. No 
aso do pêndulo, Huygens manipulou obstá
ulos aoseu redor de modo que ele per
orresse essa trajetória 
i
loidal e, assim, seuperíodo deixava de depender de sua amplitude de os
ilação, tornando-se isó-
rono. O período do pêndulo isó
rono 
oin
ide 
om o de um pêndulo simplesde pequena amplitude de os
ilação onde o 
omprimento l da haste é igual a
4R.As anotações de Christiaan são mostradas na Figura 4.6.

Figura 4.6: Ras
unhos de Christiaan Huygens.
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4.3. Apli
ação das equações deHamilton-Ja
obi4.3 Apli
ação das equações deHamilton-Ja
obiVoltando ao pêndulo, a aproximação des
oberta pelo já 
itado inventorChristiaan Huygens e que en
ontramos 
omumente nos livros introdutóriosde físi
a [8℄ é:
T = 2π

√

l

g
, (4.4)onde l é o 
omprimento do pêndulo e g a a
eleração gravita
ional. Comojá vimos no 
apítulo anterior, essa aproximação é obtida linearizando-se aequação diferen
ial asso
iada ao movimento do pêndulo por meio desenθ ≈ θ (4.5)onde θ denota a posição angular do pêndulo em relação ao equilíbrio. Alinearização dada pela Eq.(4.5) é 
hamada de aproximação harm�ni
a e levaà equação do os
ilador harm�ni
o.Contornando as di�
uldades matemáti
as, a aproximação harm�ni
a é lar-gamente usada nos 
ursos introdutórios de físi
a. Fora de um laboratóriodidáti
o, essa aproximação harm�ni
a tem dois problemas bási
os que a tor-nam de pou
a utilidade. O primeiro é o fato dela produzir resultados numé-ri
os bastante impre
isos se a amplitude de os
ilação estiver fora do 
hamadoregime de pequenas os
ilações. Embora não sendo de�nido 
om 
lareza naliteratura, esse regime é tomado 
omo sendo o maior intervalo de amplitu-des dentro do qual o período da aproximação harm�ni
a difere em menosde 1% do valor exato. No 
aso, o ângulo máximo de os
ilação do pêndulo
orresponde a 23o, mas, se o 
omprimento do pêndulo for maior ou igual a

25cm e for exigida uma 
on
ordân
ia 
om o período exato de apenas 3 
asasde
imais, o ângulo de os
ilação deverá ser menor que 0, 5o. O segundo pro-blema é que a aproximação harm�ni
a des
reve o pêndulo 
omo um sistema
ujo período não depende da amplitude de os
ilação. Esse 
omportamentouniforme, 
hamado de iso
ronismo, 
ontrasta 
om o do pêndulo real, 
ha-mado de aniso
ronismo, para o qual o período 
res
e monotoni
amente 
oma amplitude.Usando a 
onservação da energia me
âni
a, é possível obter uma expressãoanalíti
a exata para o período do pêndulo simples. Essa expressão envolve65



4.3. Apli
ação das equações deHamilton-Ja
obiuma função não elementar do Cál
ulo, a integral elípti
a 
ompleta do pri-meiro tipo, que na práti
a requer algum tipo de aproximação para ser ava-liada. Conforme vimos no 
apítulo anterior, a hamiltoniana do pêndulo édada por
H = T + V =

1

2

p2

ml2
− mgl cos θ. (4.6)Como a hamiltoniana representa a energia E total do sistema, 
onsideramosa função:

p(θ) = ±
√

2ml2(E + mgl cos θ). (4.7)Assim, 
omo E = −mgl cos θ0, se E < mgl, então −θ0 < θ < θ0, ou seja, opêndulo os
ila periodi
amente entre −θ0 e θ0 (libração). Gra�
amente, essemovimento representa uma 
urva fe
hada no espaço de fase (em forma deelipses), 
onforme Figura 4.7. Já, se E > mgl, o pêndulo ainda tem energia
inéti
a no ponto mais alto θ = ±π e 
ontinua seu movimento sem inversãodo sentido (rotação). Assim, o movimento se repete 
ada vez que o ângulo θvaria de 2π. As 
urvas mais externas do grá�
o expressam esse movimento.Finalmente, se E = mgl, o pêndulo en
ontra-se numa situação de limite ins-tável, pois, ao atingir a posi
ão verti
al θ = π, a energia 
inéti
a reduz-se azero e o pêndulo poderia permane
er nessa posição eternamente. No grá�
oda Figura 4.7, a 
urva S que representa esse último quadro re
ebe o nomede separatriz.

Figura 4.7: Espaço de fase do pêndulo simples.
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4.3. Apli
ação das equações deHamilton-Ja
obiRetomando a Eq.(4.6), temos, pela equação de Hamilton-Ja
obi, o seguinteresultado:
1

2ml2

(

∂S

∂θ

)2

− mgl cos θ +
∂S

∂t
= 0. (4.8)Sendo S(θ, α, t) = W (θ) − αt temos, nesse 
aso:

1

2ml2

(

dW

dθ

)2

− mgl cos θ = α, (4.9)o que resulta na expressão
W =

∫

√

2ml2α + 2m2l3g cos θdθ. (4.10)Assim, obtemos:
−β =

∂S

∂α
=

∫

2ml2dθ
√

2ml2α + 2m2l3g cos θ
− t (4.11)ou ainda na forma

t − β =

√

l

2g

∫

dθ
√

α/mgl + cos θ
. (4.12)Considerando que, no íni
io do movimento, t0 = 0, a energia total é igual àenergia poten
ial, uma vez que a partí
ula está imóvel e a haste que a sustentafaz 
om a verti
al um ângulo θ0, temos E0 = −mgl cos θ0. Como o sistemaé 
onservativo, sua energia é 
onstante, assim, sem perda de generalidade,podemos impor:

α = −mgl cos θ0. (4.13)Substituindo β por t0 = 0, obtemos:
t =

√

l

2g

∫

dθ√
cos θ − cos θ0

. (4.14)Usando a relação trigonométri
a cos φ = 1 − 2sen2(φ/2), temos:
2t =

√

l

g

∫ θ0

0

dθ
√sen2(θ0/2) − sen2(θ/2)

. (4.15)67



4.4. Representação por função hipergeométri
aChamamos sen(θ0/2) = k e fazemos a substituiçãosen(θ/2) = ksenξ (4.16)onde, a variação 0 ≤ θ ≤ θ0 resulta em 0 ≤ senξ ≤ 1 e, 
onsequentemente,
ξ ∈ [0, π/2]. Segue, então, o seguinte:

t =

√

l

g

∫ π/2

0

dξ
√

1 − k2sen2ξ
. (4.17)Considerando 
omo período T do pêndulo o tempo que ele leva para voltarà posição ini
ial, temos que T = 4t. Logo,

T = 4

√

l

g

∫ π/2

0

dξ
√

1 − k2sen2ξ
. (4.18)Esta integral é 
onhe
ida na literatura espe
ializada 
om o nome de integralelípti
a 
ompleta de primeiro tipo e denotada por K(k). Deste modo,

K(k) =

∫ π/2

0

dξ
√

1 − k2sen2ξ
.Para pequenas amplitudes de os
ilação, o parâmetro k se aproxima de zero.Consequentemente, K tende à π/2 e a Eq.(4.18) toma a forma da apro-ximação harm�ni
a, ou seja, a linearização dada pela Eq.(4.5) equivale aaproximar a 
urva K(k) da reta horizontal π/2. Como K(k) é uma funçãomonotoni
amente 
res
ente que diverge exponen
ialmente no limite |k| = 1,isto é, para θ = π, a razão entre o período exato T e a aproximação, digamos

T0, aumenta rapidamente 
om a amplitude [21℄, 
onforme podemos observarna Figura 4.8.4.4 Representação por função hipergeométri
aA integral elípti
a de primeiro tipo, função que 
ompõe o período do pêndulo,é uma função não elementar que pode ser representada pela função hiper-geométri
a 2F1, 
onforme apresentada no Capítulo 2. Com esse propósito,
onsidere a distribuição binomial:
(1 + x)p = 1 + px +

p(p − 1)

2!
x2 +

p(p − 1)(p − 2)

3!
x3 + · · ·68



4.4. Representação por função hipergeométri
a

Figura 4.8: Período do pêndulo em função da amplitude.
onvergente para |x| < 1 [14℄. Sendo |k2sen2ξ| < 1, essa distribuição binomialé válida no integrando da Eq.(4.18):
(1−k2sen2ξ)−1/2 = 1+

(

−1

2

)

(

−k2sen2ξ
)

+
1

2!

(

−1

2

)(

−3

2

)

(

−k2sen2ξ
)2

+

+
1

3!

(

−1

2

)(

−3

2

)(

−5

2

)

(

−k2sen2ξ
)3

+ · · · (4.19)onde x = k2sen2ξ e p = −1/2.Simpli�
ando, podemos es
rever:
(1 − k2sen2ξ)−1/2 = 1 +

1

2
k2sen2ξ +

1

2!

1

2

3

2
k4sen4ξ +

1

3!

1

2

3

2

5

2
k6sen6ξ + · · · (4.20)Essa série é 
onvergente e pode ser integrada termo a termo. A �m de obter-mos as integrais desses senos de forma re
ursiva, 
onsideramos um númeronatural par m da forma m = 2n [20℄ e tomamos a integral

Im =

∫ π/2

0

senmξdξ. (4.21)69



4.4. Representação por função hipergeométri
aO termo seguinte 
onterá Im+2. Cal
ulando-o, temos:
Im+2 =

∫ π/2

0

senm+2ξdξ =

∫ π/2

0

senmξsen2ξdξ =

∫ π/2

0

senmξ(1 − cos2 ξ)dξ

Im+2 =

∫ π/2

0

senmξdξ −
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ

Im+2 = Im −
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ, (4.22)o que impli
a no seguinte resultado:
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = Im − Im+2. (4.23)Por outro lado, utilizando a integração por partes, obtemos:
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = senmξ cos ξsenξ|π/2
0 +

−
∫ π/2

0

senξ
(

m senm−1ξ cos2 ξ − senm+1ξ
)

dξou ainda na forma
∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = 0 − m

∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ +

∫ π/2

0

senm+2ξdξ,de onde segue-se
(m + 1)

∫ π/2

0

senmξ cos2 ξdξ = Im+2. (4.24)Substituindo a expressão (4.23) na expressão (4.24), obtemos:
(m + 1)(Im − Im+2) = Im+2 (4.25)de onde segue-se

Im+2 =
1 + m

2 + m
Im. (4.26)70



4.4. Representação por função hipergeométri
aVisto que
I0 =

∫ π/2

0

dξ =
π

2
,podemos es
rever re
ursivamente:

I2 =
1

2
I0 =

1

2

π

2
=

π

2

(

1

2

)

I4 =
3

4
I2 =

3

4

1

2
I0 =

3

4

1

2

π

2
=

π

2

(

1

2!

1

2

3

2

)

I6 =
5

6
I4 =

5

6

3

4

1

2
I0 =

5

6

3

4

1

2

π

2
=

π

2

(

1

3!

1

2

3

2

5

2

)

.Realizando, de fato, a integração da equação obtemos:
K(k) =

∫ π

2

0

(1 − k
2sen2ξ)−1/2dξ =

π

2
+

π

2

(

1

2

)2

k
2+

+
π

2

(

1

2!

1

2

3

2

)2

k
4 +

π

2

(

1

3!

1

2

3

2

5

2

)2

k
6 + · · ·Assim, utilizando o símbolo de Po
hhammer6 [16℄, de�nido por:

(λ)k =
Γ(λ + k)

Γ(λ)
= λ(λ + 1) · · · (λ + k − 1),e 
omparando-o à representação em série da função hipergeométri
a, 
on-forme a Eq.(2.25), podemos es
rever:

K(k) =

∫ π

2

0

(1 − k
2sen2ξ)−1/2dξ =

π

2

∞
∑

n=0

(

1
2

)

n

(

1
2

)

n

(1)nn!
k

2n.6Leo August Po
hhamer (1841-1920). 71



4.4. Representação por função hipergeométri
aSubstituindo a função hipergeométri
a en
ontrada em Eq.(4.18) e sabendoque k = sen(θ0/2), en
ontramos o período do pêndulo simples:
T = 2π

√

l

g
2F1

[

1

2
,
1

2
; 1; sen2(θ0/2)

] (4.27)asso
iado à solução exata da equação de movimento
θ̈ +

g

l
senθ = 0,
omo vista no 
apítulo anterior.Note que, para θ0 ≈ 0, re
uperamos o 
lássi
o resultado

T = 2π

√

l

g
,uma vez que 2F1

(

1
2
, 1

2
; 1; 0

)

= 1.
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Con
lusão
O problema do pêndulo simples 
onstitui-se no pano de fundo para o estudode uma ampla variedade de 
on
eitos da físi
a e da matemáti
a, por isso,é tópi
o 
onstante das dis
iplinas de 
ursos vin
ulados à àrea das 
iên
iasexatas. Ele é usado, na físi
a, para se estudarem 
on
eitos 
omo a
eleraçãoda gravidade, força, movimento harm�ni
o, entre outros. Já, na matemáti
a,esse problema 
omeça a mostrar sua importân
ia no apare
imento frequentede sua equação de movimento no estudo bási
o de equações diferen
iais.Além disso, permeia teorias mais elaboradas da físi
a-matemáti
a 
omo asteorias lagrangiana e hamiltoniana, bem 
omo o estudo das funções espe
iais,
omo vimos nesse trabalho. Dis
utimos, aqui, o desenvolvimento teóri
o dasformulações da me
âni
a analíti
a visando à apli
ação da té
ni
a dada pelaequação de Hamilton-Ja
obi ao nosso problema do pêndulo simples.Ini
iamos nosso trabalho 
om o estudo das equações diferen
iais par
iais,sua 
lassi�
ação quanto ao tipo e do método de Fourier. Apresentamos ométodo de separação de variáveis, o qual produz um 
onjunto de equaçõesdiferen
iais ordinárias. Depois disso, solu
ionamos a equação diferen
ial ordi-nária de segunda ordem 
om três pontos singulares regulares pelo método deFrobenius, 
onduzindo-a à equação hipergeométri
a, que tem 
omo soluçãoas funções hipergeométri
as. O 
aso parti
ular, a função de Legendre, é abor-dada. Por um pro
esso de tomada de limite efetuado sobre a equação hiper-geométri
a, en
ontramos a equação hipergeométri
a 
on�uente 
om soluçãodada pelas funções hipergeométri
as 
on�uentes, 
omo exemplo, men
iona-mos a função de Bessel. Dis
utimos, depois disso, as formulações newtoni-ana, lagrangiana, hamiltoniana dos os
iladores harm�ni
os unidimensionais,in
luindo o pêndulo e o sistema massa-mola.73



4.4. Representação por função hipergeométri
aComeçamos o último 
apítulo 
ontextualizando histori
amente a des
o-berta do pêndulo isó
rono, feita por Hyugens e expusemos sua 
onstruçãomatemáti
a no 
ál
ulo do seu período. Finalizando esse último 
apítulo,estudamos o movimento do pêndulo pela teoria de Hamilton-Ja
obi, elu
i-dando seu período 
omposto pela integral elípti
a a qual induzida por té
ni
are
ursiva e integração do 
ál
ulo representamos na última seção pela funçãohipergeométri
a. Re
uperamos, através da linearização da equação diferen-
ial, o período do pêndulo asso
iado às pequenas os
ilações.
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Apêndi
e
A função gamaDado um número real p, de�nimos a função gama a partir da seguinteintegral imprópria [13℄

Γ(p) =

∫

∞

0

e−xxp−1dx
om p > 0, intervalo no qual ela é 
onvergente7. O grá�
o dessa função estárepresentado na Figura 4.9.

Figura 4.9: Grá�
o da função gama.Essa de�nição não é válida para p ≤ 0, pois, nesse 
aso, a integral envolvida é7Essa de�nição pode ser feita sobre os C 
om Re(z) > 0 [3℄.75



4.4. Representação por função hipergeométri
adivergente. Assim sendo, substituindo p por p + 1 na de�nição a
ima temos:
Γ(p + 1) =

∫

∞

0

e−xxpdx.Utilizando a integração por partes, obtemos:
Γ(p + 1) = p

∫

∞

0

e−xxp−1dxou seja,
Γ(p + 1) = pΓ(p).Essa equação é 
onhe
ida 
omo relação re
ursiva da função Γ pois produz:

Γ(p + n) = (p + n − 1)(p + n − 2)(p + n − 3) · · · (p + 1)pΓ(p)para todo inteiro positivo n, 
onsistindo-se numa generalização da de�niçãode fatorial: n! = n(n − 1)!Um resultado muito importante envolvendo a função gama é o seguinte [3℄:
Γ

(

1

2

)

=
√

π.Mostremos tal resultado. A partir da de�nição da função gama 
om p = 1
2temos

Γ

(

1

2

)

=

∫

∞

0

e−xx−
1

2 dx.Introduzimos a mudança de variável x = t2 obtemos:
Γ

(

1

2

)

= 2

∫

∞

0

e−t2dt.Multipli
ando ambos os lados desta igualdade por Γ(1
2
) temos, 
omo resul-tado, uma dupla integral:

[

Γ

(

1

2

)]2

= 4

∫

∞

0

∫

∞

0

e−(t2+u2)dtdu.Utilizando as 
oordenadas polares no plano, podemos es
rever:
[

Γ

(

1

2

)]2

= 4

∫ π/2

0

∫

∞

0

e−r2

rdrdθ.Integrando nas variáveis r e θ, obtemos Γ
(

1
2

)

=
√

π que é o resultado dese-jado. 76
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