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Resumo

Este trabalho tem por objetivo modelar e resolver, matematicamente, um
problema, fisico conhecido como péndulo simples. Discutimos, como caso par-
ticular, as chamadas oscilacoes de pequena amplitude, isto é, uma aproxima-
¢ao que nos leva a mostrar que o periodo de oscilagao é proporcional & raiz
quadrada do quociente entre o comprimento do péndulo e a aceleragao da
gravidade.

Como varios outros problemas oriundos da Fisica, o péndulo simples é re-
presentado através de equacoes diferenciais parciais. Assim, na busca de sua
solucao, aplicamos a metodologia de separacao de varidveis que nos leva a
um conjunto de equagoes ordinérias passiveis de simples integracao.
Escolhendo um sistema de coordenadas adequado, é conveniente usar o mé-
todo de Hamilton-Jacobi, discutindo, antes, o problema do oscilador harmo-
nico, apresentando, em seguida, o problema do péndulo simples e impondo
condicoes a fim de mostrar que as equagoes diferenciais associadas a esses
dois sistemas sao iguais, ou seja, suas solugoes sao equivalentes.

Para tanto, estudamos o método de separacao de variaveis associado as equa-
coes diferenciais parciais, lineares e de segunda ordem, com coeficientes cons-
tantes e trés variaveis independentes, bem como a respectiva classificacao
quanto ao tipo. Posteriormente, estudamos as equagoes hipergeométricas,
cujas solucoes, as fungoes hipergeométricas, podem ser encontradas pelo mé-
todo de Frobenius.

Apresentamos o método de Hamilton-Jacobi, j& mencionado, para o enfren-
tamento do problema apresentado. Fizemos no capitulo final um apéndice
sobre a funcdo gama por sua presente importancia no trato de funcgoes hi-
pergeométricas, em especial a integral eliptica completa de primeiro tipo que
compoe a solugao exata do periodo do péndulo simples.
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Abstract

This work aims to present and solve, mathematically, the physics problem
that is called simple pendulum. We reasoned, as an specific case, the so cal-
led low amplitude oscillation, that is, a convenient approximation that make
us show that the period of oscillation is proportional to the quotient square
root between the pendulum length and the gravity acceleration.

Like several other problems arising from the physics, we are going to broach
it through partial differential equations. Thus, in the search of its solution,
we made use of the variable separation methodology that leads us to a body
of ordinary equations susceptible of simple integration.

Choosing an appropriate coordinate system, it is convenient to use the method
Hamilton-Jacobi, arguing, first, the problem of the harmonic oscillator, with,
then the problem of sf simple pendulum and imposing conditions to show
that the differential equations associated with these two systems are equal,
that is, their solutions are equivalent.

With the purpose of reaching the objectives, we studied the variable sepa-
ration method associated with partial differential equations, linear and of
second order, with constant coefficient and three independent variables, as
well as the respective classification about the type. Afterwards, we studied
the hypergeometrical equations whose solutions, the hypergeometrical func-
tions, are found by the Frobenius method.

Introducing the Hamilton-Jacobi method, already mentioned, for addressing
the problem presented. We made an appendix in the final chapter on the
gamma function by its present importance in dealing with hypergeometric
functions, in particular the elliptic integral of first kind consists of the exact
period of sf simple pendulum.
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Introducao

Durante os ultimos dois séculos, diversos métodos foram desenvolvidos para
a resolucao das equagoes diferenciais parciais, sendo o método da separagao
de variaveis o mais antigo, usado na segunda metade do século XVIII na
investigacao sobre ondas e vibragoes; posteriormente ele passou por refina-
mentos e generalizagoes [22]. O que caracteriza o método de separacdo de
variaveis ¢é a possibilidade de transformar uma equacao diferencial parcial em
um conjunto de equacoes diferenciais ordinarias, restringindo nosso estudo
original ao estudo de equacoes diferenciais ordinarias. Entre essas ultimas
estao as equagoes com trés pontos singulares regulares. O prototipo desse
tipo de equacao é a chamada equacao hipergeométrica, ou equagao diferen-
cial de Gauss, cuja solucao recebe o nome de funcao hipergeométrica, ou
ainda funcao de Gauss. Essas funcoes hipergeométricas pertencem a classe
de fungoes ditas especiais [3]. Dentre as fun¢oes especiais mais importantes,
temos a funcao de Legendre e a funcao de Bessel, cujas equagoes sao gera-
das, algumas vezes, pela separacao da equacao de Helmholtz em coordenadas
polares esféricas [12] e aparecem em muitos problemas fisicos. Nos proble-
mas tridimensionais, a separacao de variaveis aplicada a equagao de Laplace
Ugg + Uyy + U, = 0 leva a equacao de Bessel em coordenadas cilindricas e a
equacao de Legendre em coordenadas esféricas, circunstancia tal que poten-
cializa a relevancia do estudo dessas equacoes e das fungoes geradas por elas.
As funcoes de Bessel formam uma area da Andlise Matematica muito rica,
com muitas representacoes, propriedades e inter-relagoes muito uteis. Existe
uma variedade de fungoes, até mesmo as elementares (racionais, trigonomé-
tricas, logaritmicas, exponencias, etc...), que pode ser representada por uma
funcao hipergeométrica. Um exemplo visto nesse trabalho é a integral eliptica
completa de primeira espécie que aparece na resolucao da equacgao nao-linear
do péndulo simples.

Iniciamos o primeiro capitulo explorando conceitos e definicoes basicas de
equacoes diferenciais parciais de segunda ordem e estudamos a classificagao
das mesmas quanto ao tipo bem como as suas reducoes as suas respectivas



formas canonicas. Depois disso, trabalhamos com o método de separacao de
variaveis, ou método de Fourier, para resolver as equacoes diferenciais par-
ciais de segunda ordem. Levando em consideracao as condi¢oes de contorno
e as condicoes iniciais do problema, o qual envolve uma equagao diferencial
parcial com m variaveis indepedentes, por esse método essa equagao é condu-
zida a um conjunto de m equacoes diferenciais ordinarias, cujas resolugoes sao
mais simples. Um modelo exemplar de equacoes diferenciais parciais basicas
associadas a fenomenos fisicos é a equacao da conducao do calor, cuja inves-
tigacao proporciona muita informacao sobre as equacoes diferenciais parciais
lineares de segunda ordem. Por isso, contemplamos, nesse capitulo, o estudo
do problema de difusao de calor numa placa retangular representado por uma
equacao com trés variaveis independentes, uma delas temporal.

No capitulo dois estudamos as fun¢des hipergeométricas como solugoes das
equagoes hipergeométricas geradas pelo método de Frobenius aplicado na
equagao diferencial ordinaria com trés pontos singulares regulares a saber,
zero, um e infinito. Estudamos, como caso particular de fungao hipergeomé-
trica, a funcao de Legendre. Em seguida, usando um conveniente processo de
limite, o qual gera a confluéncia de duas singularidades da equagao hipergeo-
métrica, introduzimos a equagao hipergeométrica conflutente cujas solugoes
sao as funcgoes hipergeométricas confluentes. Como exemplo, apresentamos
a funcao de Bessel.

J& no terceiro capitulo, comecamos com a revisao de conceitos e formulas
envolvidas nos osciladores harmonicos; em seguida, estudamos as teorias la-
grangiana e hamiltoniana, reformulagoes permanentes e concomitantes com
a teoria newtoniana [10], as quais propiciam uma representacao simplificada
de varios problemas dinamicos. Exemplificamos a representacao do movi-
mento do péndulo simples sob a 6tica dessas teorias, obtendo, em ambos os
casos, uma mesma equacao na qual, imposta uma condicao de aproximacao,
consolidamos a semelhanca do péndulo com o oscilador harmonico. Para en-
cerrar o capitulo, estudamos a teoria de Hamilton-Jacobi usando sua técnica
para discutir o movimento de um oscilador harmoénico unidimensional e do
sistema massa-mola.

No capitulo quatro, fazemos uma abordagem historica sobre a importancia
do péndulo na precisao do tempo, sem deixar de destacar, obviamente, o
mateméatico, Christiaan Huygens e sua busca pelo péndulo isécrono. Con-
siderando uma particula abandonada de uma certa altura numa superficie
cicloidal, calculamos seu periodo de oscilacao e constatamos, com isso, que
ele independe da altura inicial da particula [23]; Hyugens adaptou essa idéia



para o péndulo forcando-o a percorrer uma trajetoria cicloidal. Finalizamos
esse capitulo realizando a meta principal desse trabalho que é aplicar a teoria
de Hamilton-Jacobi com o objetivo de obter a representacao exata do periodo
do péndulo simples através de uma funcao hipergeométrica.

Na parte final desse estudo, temos a conclusao de todo o trabalho e, em
seguida, um apéndice sobre a funcao gama.



CApriTULO 1

EQUACOES DIFERENCIAIS
PARCIAIS
e

Resolver uma equacao diferencial parcial geralmente requer mais trabalho,
ou seja, é mais dificil que a resolucao das equacoes diferenciais ordinarias e, a
nao ser para certos tipos especiais de equacoes diferenciais lineares, nenhum
método geral de resolucao é viavel. Esse capitulo propoe a resolucao de ti-
pos particulares de equacoes lineares, sendo essas recorrentes em uma grande
variedade de importantes aplicacoes em muitos ramos da Fisica, da Quimica
e da Engenharia. E notorio que a descricio mateméatica dos fenomenos da
natureza ou de eventos e processos fisicos é realizada através de fungoes de
duas ou trés variaveis espaciais x, y e z e uma variavel tipo tempo ¢t. Vem
dai a importancia de nos concentrarmos em tais equacoes.

Neste capitulo introduzimos o conceito de equacao diferencial parcial linear
e de segunda ordem, bem como sua classificagdo quanto ao tipo [2|. Apre-
sentamos o método de separacao de variaveis através de uma equacao com
duas variaveis independentes [5], de modo a reduzir, como extensdao da me-
todologia, uma equacao diferencial parcial, linear, de segunda ordem e com
trés variaveis independentes, num conjunto de trés equacoes diferenciais or-
dinarias®.

ITsto pode ser estendido para o caso de uma equacio com n variaveis independentes.



1.1. Notacao e defini¢oes

1.1 Notacao e definicoes

A fim de simplificar a notacao, neste trabalho utilizamos ¢, z, y e z € IR para
denotar as variaveis independentes, enquanto que v e v denotam as variaveis
dependentes. Uma equagao diferencial ¢ dita parcial quando apresenta pelo
menos uma derivada parcial e sua ordem ¢ determinada pela mais alta
ordem da diferencial parcial que nela contenha. Dizemos que uma equacao
diferencial parcial é linear se suas derivadas parciais ocorrem somente no
primeiro grau e se nao existirem produtos da varidvel dependente e suas
derivadas parciais, caso contrario, dizemos que a equacao é nao linear.

1.1.1 Equacao diferencial parcial de segunda ordem

A forma mais geral de uma equacao diferencial parcial linear de segunda
ordem com duas variaveis independentes é:
0%u 0u 0u ou ou

A B D—+EFE—+Fu= 1.1
8x2+ 3x8y+03y2+ 3x+ 3y+ u=G (11)

onde os coeficientes A, ..., G sao fungoes das variaveis z e y e u = u(z,y).
Consideremos os coeficientes da equagao e u(x,y) fungoes C?, além disso,
A, B e C nao simultaneamente nulos. Essa equacao é também dita linear
porque todos os coeficientes dependem somente das variaveis independentes
x e y e é chamada de segunda ordem porque esta é a mais alta ordem da
diferencial parcial [2].

Enfim, quando G = 0, dizemos que essa equagao ¢ homogénea, caso con-
trario, nao homogeénea.

Vamos mostrar, inicialmente, que, numa equacgao diferencial parcial com duas
variaveis independentes, existe a possibilidade de se encontrar uma transfor-
macao de coordenadas que conserva sua forma, desde que o jacobiano da
transformacao seja diferente de zero. Considere a transformacao das seguin-
tes coordenadas:

E=E&(x,y) e n=nx,y)

Utilizando a regra da cadeia, podemos escrever para as primeiras derivadas

Ou  Oudf  Oudn

%—a—g%—f‘a—na—x (1.2)



1.1. Notacao e defini¢oes

ou Oudé Ou @

9y ~ 0¢ay " nay ()

bem como para as segundas derivadas

OPu_ 0 (u\ _0ud (06) 060 (9u\ 0ud (On) 010 (u
0x2  Ox \Oxr) 060x \O0xr) Oxdx \0¢) Onox \0x) Oxdx \On
ou ainda na forma

ox

u  %u (85)2+282u 05 oy 0*u (an)2 Ou*¢ | Oudn
ox

o2~ 0¢ 0€0m 0 0z | O Yot T opon

E, de maneira analoga, obtemos:

0*u  0*u (35)2 , 0w 00y | Pu (@>2+ Ou0*¢  dudn

a7 —oe\oy) Taconayoy T ap \ay) Tacap T ayap

e

o2 0x Oy ' O Oxdy  On Oxdy’

0€2 9z By dxdy ' Oyox

Pu  PudfoE Pu 0§@+ 0¢ on +82u onon Ou 0*€ Ou On
0xdy  0€20x Oy OEOn

Substituindo as expressoes para as derivadas na Eq.(1.1), temos:
2 2 2 2 2 2 2
[P oeN P dcon  u (o) oude ouey
0&? 0&0n 0x dx ~ On? \ Ox 0¢ 0x?  On0x?

ox
PudEOE | Ou (06on D€, Puondn  du PE o oy
082 0xdy  0&0n \Oxdy Oy oz

on2 0z dy | O Dxdy + On Oxdy

2 2 2 2 2 2 2
o 8u(8§) L Pu 060y M(@) du %€ au@]

Oy

dude ouon] | Toude ouon)
[agw*anax} +E{8§8y+8n3y} lu =G

o \ay) " “acomoyay " ow \oy) T ocor T oy
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Rearranjando os termos, podemos escrever:

1.1. Notacao e defini¢oes

+ [A%+B§§y +C%+D%+Eg—§] g_z

Usando essa transformagao na Eq.(1.1), obtemos:

0*u 0*u 0? ou

ou

u
Ai— +B Di—+FEi—+Fu= 1.4
18§2+ 10§@n+010172+ 1af+ 1877+ 1u =G (1.4)
onde introduzimos a notacao:
4 =A%)y gAY (€Y
b Ox Ox Oy oy) '
o0& On o0& on  0& On 0& On
B = 248 p (LI KA 9n ST
! Ox Ox * (81’ oy Oy ox * Cayay’
on\’ on on on\?
= A(< anan an
G (895) TP Jy e oy’
¢ %€ RN e
D, = A—=+B — 4+ D=+ F=
! Ox? + Oxdy + CayQ + Ox + oy’
*n *n Pn . 0n 0y
E, = A B C D—+FEF—
! Ox? + 0x0y * 0y? + ox * oy’
F = F,
G, = G.



1.2. Classificacao

Enfim, com um pouco de algebra, podemos verificar que

2
B? —4AC = (B} — 4A,C)) (@@ -~ %@)

e, portanto, a transformacao nao singular nao muda o tipo da equagao.

Outra observacao importante, principalmente para a proxima secao, é que
a classificacao dessa equacao depende somente dos seus coeficientes A, B e
C onde A% + B? + C? # 0. Logo, obtemos as seguintes formas para a Eq.
(1.1) e a Eq.(1.4), respectivamente

0%u 9%u 0%u ou Ou
A B = H - —
Ox? * Oxdy * C@yQ (x,y,u, ox’ 8@/)
0%*u 0%*u 0%u ou Ou
A B gu _ g gu ou
1852 + 18587] +0137]2 1 (577]7U7 857877)

onde as func¢oes H e H; nao contém as derivadas de ordem dois.

1.2 Classificacao

Como os coeficientes A, B e C' nao sao simultaneamente nulos, com uma
mudanca conveniente das variaveis £ e 7, podemos transformar a equagao
diferencial parcial linear de segunda ordem, em sua forma original, na de-
nominada forma canédnica [5], podendo ser do tipo parabolico, hiperbolico
ou eliptico, como pode ser visto a seguir. De maneira analoga as quadricas
da geometria analitica, a classificacdo da Eq.(1.1) depende do discriminante
A = B%? — 4AC, essa equacao serd do tipo parabolico, hiperbolico ou eliptico
se A for nulo, positivo ou negativo, respectivamente.

1.2.1 Equacao do tipo hiperbélico

Se B? — 4AC > 0, a equacao ¢ do tipo hiperbdlico e pode ser escrita na
chamada primeira forma candénica da equagao hiperbolica dada por

0%u ou 8u>

ocon

(1.5)

) __
1 (fanaua 85’ 877

onde definimos ®; = H,/B; com By # 0.



1.2. Classificacao

Para tal transformacao devemos ter A; = C; = 0. Se trabalharmos com
Ay = 0, podemos obter:

oe\?  0€o¢ oe\*
(%) e (%) 2o 19

Considerando uma curva £(z,y) = cte, temos:

d¢ =0
de onde segue-se

9¢ 908,

ou ainda, na forma

d&/0r  dy

oE/0y  dx

Dividindo a Eq.(1.6) por (3—5)2 e considerando a igualdade acima, temos

dy 2 dy B
A5 (%) oo

que ¢ uma equagao algébrica com raizes reais e distintas dadas por

dy B B+ VA
dv 24
Essas equacoes sao chamadas equagoes caracteristicas. Obtemos, assim,

duas solucoes que sao as duas familias de curvas caracteristicas.
Com uma segunda mudanca de variaveis independentes

a=E§+n e =,

podemos escrever, neste caso, a chamada sequnda forma candnica dada por

2 2
@_ﬂ:él (Oﬁﬂ>

ou Ou
oa? 03? ’

o5 56 (1.7)



1.2. Classificacao

1.2.2 Equacao do tipo parabélico

Se B2 — 4AC = 0, essa equacao é do tipo parabolico e pode ser escrita na
forma canonica

d%u

ou Ou
8—52 = ®, <£7n7uaa_£78_n) (1-8)
com &y = Hy/A; e A1 # 0, bem como
9%u ou Ou
— =90 — — 1.
8772 3 (577]7U7 867 877) ( 9)

com cbg = Hl/C'l e Ol 7é 0.

Analogamente a anterior, temos a respectiva equagao caracteristica
dy B
dr 24

1.2.3 Equacao do tipo eliptico

Se B2 —4AC < 0, a equacao é do tipo eliptico e pode ser escrita na forma
canénica

2 2
0’u  O*u ou 8u) (1.10)

o = 2 (273535

onde introduzimos as coordenadas reais « e (3 tais que

a=(E+n)/2 e B=(—n)/2

1.2.4 Exemplo

Tendo em vista que ocorrem trés tipos na classificagao, podemos exemplificar
com uma equacao interessante, a saber,
0%u 0%u 0%u

~ 19 — =0 = .

Como A = 4(z* — y?), essa equagao ¢ do tipo hiperbdlico, parabolico ou
eliptico se 22 — y? for, respectivamente, positivo, nulo ou negativo. Assim,
no segundo caso, temos como solucao as bissetrizes dos quadrantes pares e
impares e, nos outros dois casos, as regioes delimitadas por essas bissetrizes.

10



1.3. Método de separacao de variaveis

Podemos estender a nomenclatura hiperbolico, parabolico ou eliptico para
as equagdes com n variaveis independentes [24]|. Enfim, este tipo de equagao
que pode mudar de tipo, dependendo do dominio, é conhecido como equag¢ao
do tipo misto [2].

1.3 Meétodo de separacao de variaveis

Antes de apresentarmos o método de separagao de variaveis [1], vamos intro-
duzir as condicoes de contorno, as séries de Fourier? e o chamado problema
(ou sistema) de Sturm-Liouville?, topicos esses que constituem pano de fundo
para o método que serda desenvolvido.

1.3.1 Condicoes de contorno

Sendo uma equagao definida numa regiao R do espaco, sua solucao seréd
uma funcao que possui todas as derivadas parciais da equacao em questao,
num certo dominio I, onde I D R. Além disso, essa funcao, bem como suas
derivadas satisfazem a equacao no dominio R.

Modelando, por exemplo, um problema fisico com uma equacao diferencial
parcial, interessamo-nos por uma solucao particular, tinica e estavel no grupo
das solugoes gerais que satisfazem tal equacao. Para tanto, nos utilizamos
das chamadas condi¢oes de contorno, advindas da geometria da fronteira do
dominio, bem como das condi¢oes iniciais oriundas do proprio problema.

Sao trés os tipos principais de condi¢oes de contorno, usuais em problemas
da fisica, a saber,

i) Condigoes de Dirichlet (1805-1859), em que determinada funcao u é
especificada em cada ponto de uma fronteira da regiao,

U([E, y)‘xiifo =a

dado a.

2Joseph Fourier (1768-1830) foi um estudioso da propagacao do calor e escreveu um
dos grandes classicos da matemaética: a Théorie Analytique de la Chaleur (Teoria analitica
do Calor).

3Sturm-Liouville, nome dado em homenagem aos mateméticos Jacques-Charles Fran-
cois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville (1809-1882).

11



1.3. Método de separacao de variaveis

ii) Condigoes de Neumann (1903-1957), em que é dado o valor da derivada
da fun¢ao na fronteira, ou seja:

0
%u(xay)‘ﬂmxo =b

com b dado.

iii) Condi¢oes de Cauchy®, em que sao fornecidos os valores de u, em, por
exemplo, x = x¢, e da derivada parcial, nesse caso em relacao a x.

1.3.2 Funcoes ortogonais e série de Fourier

O matematico Fourier mostrou que uma funcao pode ser expressa por uma
série trigonomeétrica, a chamada série de Fourier. Apesar de nao ser abso-
luta como propunha, essa série representa uma extensa classe de fungoes e é
muito utilizada no estudo de problemas advindos da actustica, Otica, eletro-
dinamica, termodinamica, dentre outras areas.

Diz-se que um conjunto de fungoes 7,,(x), n = 1, 2, 3,.... é ortogonal em
relagdo a uma fungao peso w(z) em um intervalo (a,b) se

b
/ w()Th(x) T (x)de =0 para m # n.

Se w(z) = 1 em (a,b), dizemos que o conjunto 7,(z), n = 1, 2,... é ortogonal
neste intervalo.

Suponha que uma fungao f, definida no intervalo (—I,1), [ > 0, possa ser
desenvolvida na série trigonométrica:

f(z +Z (ancos —x—l—b sen n%x) (1.11)

4Cauchy nasceu em Paris, em 1789 e morreu em 1857. S3o numerosos os termos em
matematica que possuem seu nome. Ele inventou o método das caracteristicas, importante
na analise das equagoes diferenciais parciais. Entre suas obras, estdo Cours d’analyse
de 1821 e os 4 volumes Ezercises d’analyse et de physique mathematique (Exercicios de
Analise e de Fisica Matemaética, 1840-47). Foi o primeiro a fazer um estudo cuidadoso das
condicOes para convergéncia de série infinita; também deu uma defini¢do rigorosa de uma
integral independente do processo de diferenciacido e desenvolveu a teoria matemética da
elasticidade.

12



1.3. Método de separacao de variaveis

onde o conjunto A = {1 cos “Fx, sen —x} n =1, 2,... é ortogonal.
Integrando formalmente ambos os membros da equagao acima, temos:

! ! o0 ! !
/_lf(a:)dx:%/_ldxjtnz:l(an/_lcosn%xdxjtbn/_lsennTﬁxdx).

Pela ortogonalidade do conjunto A, obtemos:

/llf(x)dx = %/lldx = layg
-1 [ 1w

Multiplicando a Eq.(1.11) por cos "z e sen ""x, respectivamente, e inte-
grando, obtemos:

1 [
= —/ f(z) cos " dz
- l
I nmw
= 7/ f(z)sen Ta:dx.

-l

A paridade da fungao permite simplificagao. Se a funcao f for par no intervalo
(—=1,1), ela devera ser expandida em uma série de cossenos:

0
Qo 4 Z nm
= — Ay COS —T
2 l
n=1

de onde segue-se

! ! nr
onde ag = %/ f(z)dz e a, = %/ f(z) cos D dx.
0 0

Por outro lado, se a fungao f for impar no intervalo (—[,1), ela devera ser
expandida em uma série de senos:

!
com b, = %/ f(z)sen nTﬂa:dx.
0

13



1.3. Método de separacao de variaveis

1.3.3 A equacgao de Sturm-Liouville

Ao resolver uma equacao diferencial parcial de segunda ordem pelo método
de separacao de variaveis, como sera visto mais adiante, é frequente emer-
gir equacoes diferenciais ordinérias do tipo:

d [ do(x)
— |p———=| + (@ + Ar)p(z) =0
& [P + e anete)
onde p, q e r sao funcoes da variavel independente x, A é um parametro e
o(x) é a variavel dependente. Essa equagdo recebe o nome de equagao de
Sturm-Liouville.

Impondo as condic¢oes de contorno

{ arp(a) + asy'(a) =0

Brp(b) + B2’ () = 0

com ay, as, A1, B2 € R, ndo simultaneamente nulas, temos o sistema (ou pro-
blema) de Sturm-Liouville, que é dito regular no intervalo [a, b] se as fungoes
p e r sao estritamente positivas nesse intervalo.

Consideremos o operador diferencial linear:
d d
dr [P@} +q(x).

L

A equacao de Sturm-Liouville pode ser escrita como:
Lo(z) + Ar(x)p(z) = 0.

Esse sistema trara solucoes da equacao diferencial ordinaria de segunda or-
dem original, que serao as autofungoes ortogonais correspondentes aos auto-
valores \. E importante mencionar, entdo, algumas propriedades dos mes-
mos, dadas em forma de teoremas [2].

Teorema 1.3.1. Todos os autovalores de um sistema de Sturm-Liouville
reqular sao reais.

Teorema 1.3.2. Todo sistema de Sturm-Liouville reqular gerard uma sequén-
cia infinita de autovalores reais A\ < Ay < A3 < .... 08 quais correspondem,
univocamente as autofuncoes, a menos de uma constante. FEssas fungoes for-
mam um sistema ortogonal completo em rela¢ao a funcao peso r(z). Ainda
mais, quando n — 0o, entao N\, — 0.

14



1.3. Método de separacao de variaveis

Teorema 1.3.3. Qualquer funcao f suave por pedagos em |a, b|, que satisfaga
as condi¢oes de contorno do sistema regqular de Sturm-Liouville, pode ser
expandida numa série absoluta e uniformemente convergente [13]

flz) = chun(x)

onde 0s coeficientes sao dados por

comn=1,23,...

1.3.4 Principio da superposicao

Sejam uyq, ..., u,, funcoes que constituem solucoes de uma equacao diferencial
linear ordinaria homogénea, entao a combinacgao linear dessas fungoes

u=cu + ... +cu, com c¢; = constante

também satisfaz a equacao. Isso decorre do fato de serem lineares os opera-
dores diferenciais sobre o conjunto das fungoes [2].

1.3.5 Separacao de variaveis

Ressaltamos que, combinando o método de separacao de varidveis com a su-
perposicao de solugoes bem como utilizando as condi¢oes de contorno impos-
tas, construimos o chamado método de Fourier para resolucao da equacao
a derivadas parciais linear e homogénea.

A fim de introduzirmos explicitamente o método de separacao de variaveis
[1], vamos discutir o problema associado a propagacgao de calor (distribui-
¢ao de temperaturas) numa placa retangular. Este problema é descrito pela
chamada equacao de difusao (ou do calor) bidimensional (duas variaveis as-
sociadas as duas coordenadas cartesianas z e y):

Pu 0w ou
k| =+ | =—
ox?  Jy? ot
para u = u(z,y,t) e t>0, 0<x<b e O<y<ec
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1.3. Método de separacao de variaveis

Para resolver a equagao diferencial parcial de segunda ordem com trés varia-
veis independentes, propomos a solu¢ao na forma u(z,y,t) = X (2)Y (y)T'(t).
Introduzimos u = u(z,y,t) = X(2)Y (y)T(t) = XYT na equacao do calor e,
utilizando a notacao com linha, temos:

EX"YT+ XY'"T)=XYT'.
Dividindo a equacao anterior pelo produto £XY'T', obtemos:

X// Y// T/
- + - =
X Y kT
ou ainda na forma
X// Y// T/
XY T
Como o membro da esquerda é independente de y e t e 0 membro da direita é
independente de z, entao cada membro deve ser igual a uma constante que é
a chamada constante de separagao. Portanto, igualamos ambos os membros

a constante® —\2:
X// Y// T/

=)
X Y * kT
de onde seguem-se as equacoes:
X"+ XX =0, (1.12)
Y// T/
— =+ )\
Y kT

Com raciocinio analogo, introduzimos uma outra constante de separagao — >

na equacao anterior de modo a obter:

Y/l T/
7:—u2 e ﬁ—i-)\Q:—uQ
ou ainda:
Y'+u2Y = 0 e T +k(\+p*)T =0. (1.13)

Isto é, reduzimos a equacao diferencial parcial em um conjunto de trés equa-
coes diferenciais ordinérias, uma para cada variavel independente.

5A constante, neste caso, foi escrita com um sinal de menos e um quadrado unica-
mente por conveniéncia de nao carregarmos uma raiz quadrada bem como nao termos que
explicitar o respectivo problema de Sturm-Liouville.

16



1.3. Método de separacao de variaveis

Passemos agora a resolver as equacoes diferenciais ordindarias a fim de deter-
minar, através das condicoes de contorno a serem impostas, as constantes de
separagao.

As solucoes gerais das equacoes diferenciais ordinérias sao:

X(z) = c1c08 AT+ cosen Az (1.14)
Y(y) = czcospuy+ casen py (1.15)
T(t) = cse FN RO (1.16)

onde ¢y, ¢, c3, €4 € 5 sa0 constantes de integracao.
A fim de efetuarmos os célculos, impomos as seguintes condi¢oes de contorno:

{ u(0,y,t) =0 =u(b,y,t)
u(z,0,t) =0 =u(z,c,t)

de onde segue-se

bem como a condic¢ao inicial

u(z,y,0) = f(x,y).

Aplicando as condi¢oes de contorno na Eq.(1.14), temos:
Ccl = 0
bem como, para co # 0,

csenAb=0 = No=mnr = )\:% com m=12 ...

Neste caso, {sen %x} é o conjunto ortogonal completo de autofungoes com

autovalores
mm

Ap = —, m=1,2,..
b m

Analogamente, aplicando as condigoes de contorno na Eq.(1.15), obtemos:

03:0
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1.3. Método de separacao de variaveis

bem como, para ¢4 # 0,
asenpr =0 = p= n%r com n=12 ..
Voltando no produto u(z,y,t) = X (z)Y (y)T'(t), obtemos:
Upn (T, Yy, 1) = Ao HET* 8 g0y %x sen n—:y
onde A,,, é uma constante a ser determinada.

Utilizando o principio da superposicao, temos:

u(z,y,t Z ZAmne [+ () e gen %x sen n—:y (1.17)

m=1 n=1

Impondo a condigao inicial u(z,y,0) = f(x,y), podemos escrever

e} o0
nmw
= E E mnsen —Z' sen 7y

m=1 n=1

A expressao anterior é uma série de Fourier dupla. Para determinarmos
os coeficientes A,,,, em analogia & série de Fourier, multiplicamos o duplo
somatorio pelo produto sen (mmz/b)sen (nwy/c) e integramos no retangulo
0<z<b 0<y<c Temos:

c rb
// f(x,y)sen%xsenn—ﬁydxdy = Amn/ / sen 220 ¢ sen —ydxdy
0o Jo ¢

Calculando as integrais, obtemos:

be

c b
x,1) sen T sen Ly dedy = —Amn,
Yy Yy Y
o Jo b c 4

Na verdade, devemos multiplicar por sen (pmz/b)sen (qmy/c) e usar a ortogonalidadede,
onde segue-se que somente p = m e ¢ = n é que contribuem na integragao de onde podemos,
desde o inicio, omitir os somatoérios.
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1.3. Método de separacao de variaveis

de onde segue-se para os coeficientes

4 c b
Apn = —/ / f(z,y)sen 7 sen @ydxdy.
be Jo Jo b c

Em resumo, fornecida a condigao inicial f(z,y), determinamos os coeficientes
A € a solugdo do problema é dada por Eq.(1.17). Estudos mostram que
esta solucao existe e é Unica.
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CAPITULO 2

FUNCOES HIPERGEOMETRICAS

Dentre as varias classes de funcoes ditas especiais, estao as funcoes hiperge-
ométricas, conhecidas também como funcoes de Gauss!. Essas funcoes apa-
recem em nosso estudo como solucao das equagoes hipergeométricas, cujo
modelo é usado para representar as equacoes diferenciais ordinarias lineares
de segunda ordem com trés pontos singulares regulares.
No presente capitulo, vamos estudar a equacgao hipergeométrica e suas so-
lugoes, a fim de, posteriormente, nos concentrarmos no caso particular da
equacao de movimento do péndulo simples dada por
2

d—@ + gsen@ =0,

dt? l
cuja solucao exata nos leva ao periodo de oscilacao do péndulo simples, dado
em termos de uma funcao hipergeométrica.
Essa tltima equacao, apesar de se constituir numa equagao diferencial or-
dinaria de segunda ordem nao-linear, descreve, de forma precisa, o movi-
mento pendular. A aproximacao senfl =~ 6, validada para # pequeno, conduz
a uma equacao diferencial de segunda ordem linear, facilmente integravel e
que fornece, por exemplo, como solugao 6(t) = 6 cos wt + (a/w) senwt, onde
define-se w = /g/l e se impdem as condigdes iniciais 6(0) = 0 e 6'(0) =
(ver [3]).
Neste estudo, partindo de uma equacao diferencial ordinaria, linear, de se-

! Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855).
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2.1. Meétodo de Frobenius

gunda ordem e homogénea, introduzimos a chamada equag¢ao de Riemann-
Papperitz* contendo trés pontos singulares requlares: zero, um e infinito [18].
Assim, obtemos a equagao hipergeométrica e, com isso, a partir do método de
Frobenius?, obtemos as chamadas fungoes hipergeométricas. Como casos
particulares dessas funcoes, consideramos as funcoes de Legendre*. Em se-
guida, estudamos as funcoes hipergeométricas confluentes, ou fungoes
de Kummer (1810-1893), como solugdes das equagoes hipergeométricas con-
fluentes nas quais se estabelece a exigéncia de um adequado limite e obtém-se
a confluéncia de dois pontos singulares da equagcao [3]. Como caso particular,
estudamos as funcoes de Bessel®.

2.1 Método de Frobenius

Nesta secao, aplicando o método de Frobenius, vamos analisar todos os pos-
siveis casos, envolvendo trés parametros, que aparecem na equacao hiperge-
ométrica.
Comecamos esse assunto apresentando e discutindo pontos importantes de
uma equagao diferencial ordinaria, homogénea, linear e de segunda ordem,
d? d

P@u(:ﬂ) + Q%u(:ﬂ) +Ru(z)=0 (2.1)
onde consideramos P = P(x), @ = Q(z) e R = R(z), polinémios que nao
tém fatores comuns. Assim, para os pontos x # x, em que P(zy) = 0,
podemos dividir a equagdo acima por P(x), obtendo:

2Johannes Erwin Papperitz (1857-1938).

3Fernand Georg Frobenius (1848-1917) foi estudante e, depois, professor na Univer-
sidade de Berlim. Mostrou como construir as solugoes em série no entorno de pontos
singulares regulares, em 1874. O seu trabalho mais importante, porém, foi na algebra,
onde apareceu como um dos precursores do desenvolvimento da teoria dos grupos.

4 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), autor de Eléments de Géométrie, obra de sucesso,
com proposta pedagogica onde reordenou e simplificou as proposigoes de Euclides (360
a.C.- 295 a.C.). No entanto, seu maior trabalho estd nos campos das fungoes elipticas
e teoria dos numeros. As funcoes de Legendre aparecem pela primeira vez em 1784, na
investigacao sobre a atragdo de esferoides.

SFriedrich Wilhelm Bessel (1784-1846), matematico e astronomo alemdo; entre seus
feitos, sistematizou as fun¢oes de Bessel (descobertas por Bernoulli) em sua investiga-
cao sobre as perturbagoes planetarias, em 1824. Ficou famoso por ter feito a primeira
determinacdo precisa (1838) da distancia da terra a uma estrela.
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2.1. Meétodo de Frobenius

d—Qu(x) + p(l’)%u(iﬂ) +q(z)u(z) =0 (22)

da?

onde p(z) = ggg e q(x) = ﬁg%

Os pontos onde P(x) nao se anula sdo chamados pontos ordindrios da equa-
¢ao e, como P(x) é uma fungao continua, entao também esta fun¢ao nao se
anula na vizinhanga desses pontos. Assim, p(z) e ¢(z) sdo analiticas nessa
vizinhanga e podem ser expandidas em série de Taylor® [3]. J& o ponto zg é
chamado ponto singular se as fungdes p(zo) e ¢(x) deixarem de ser analiticas
e, ainda mais, se o é polo simples de p(z) e polo de ordem menor ou igual
a dois de ¢(x), entao xq é dito ponto singular reqular. Caso contrario, é cha-
mado de ponto singular irreqular [4]. Note que estamos discutindo a equagao
definida em variavel real, mas vale ressaltar que os resultados posteriormente
obtidos no trato dessa equacao também sao validos se a mesma for definida
em C [12]. Em se tratando da solucao geral da Eq.(2.2), é provado que, em
seus pontos singulares, os quais estdo contidos no plano complexo, p(x) e
q(z) possuem seus polos, evidenciando ai uma relacao entre as propriedades
dessas funcoes e das solucoes da equagao.

Assim, tomemos uma equagao diferencial ordinaria homogénea com trés pon-
tos singulares regulares, © = x1, * = x3 e x = x3, iSso serd possivel se, e
somente se, p(z) tem podlo simples e g(x) tem poélo menor ou igual a dois
nesses pontos. Ainda condicionamos que o ponto no infinito seja um ponto
ordinario dessa equagao [2]. Para tanto, realizamos a mudanga de variavel

x =1/£ onde

du _ pdu
dv > de’
e d2
_4 3
€d§2+ fdg

Substituindo essas tltimas expressoes na Eq.(2.2), temos:

64([52 (26% - €p (1/9)) —+q(1/§) u=0.

6Brook Taylor (1685-1731).
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2.1. Meétodo de Frobenius

Logo, a equacao diferencial toma a forma

j—gzu@ +pd%u<5> T qule) =0, (2.3)

onde definimos
B(6) = z - g—ip (1/¢) (2.4)
7€) = équ/&)- (2.5)

Concluimos, com essa operacao, que o infinito sera um ponto ordinario se, e
somente se, p e ¢ forem analiticas em £ = 0. Como p(z) possui polo simples
e q(z) polo menor ou igual a dois nesses pontos, temos:

A B C
p(z) = + + +D (2.6)
r — T Tr — To r — T3

q(:c)z( ! (E LE G ) (2.7)

r—x)(r—x) (r—w3) \T—21 T—Ty T3

Substituindo a Eq.(2.6) na Eq.(2.4), obtemos:

o1 A B¢ ce
P= 52(1—5x1+1—5x2+1—5x3+D)

que resulta em

=21 < 4 B ° 2)
T e\l—en T-gm 1-ém €)
Substituindo a Eq.(2.7) na Eq.(2.5), temos:

e oo (175155
T (1 —=&x1) (1 —&a) (1 = Ewz) \1 =&y 1 =&y 1—Eaz) ]’
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2.1. Meétodo de Frobenius

ou ainda, na forma

- 1 ( E_ F G )
I 0G0 (1 —os) \1—&my | T—mn  1—éxs)

Analisando as duas tltimas equagoes, concluimos que, diferente de ¢, preci-
samos impor as condi¢oes D = 0e A+ B+ C = 2 para termos p analitica em
¢ = 0. Essas conclusoes definem p e q. Vamos, ainda, formatar as fungoes p
e ¢ do seguinte modo:

Fl(xl) =A
FQ(ZEQ) =B
F3(z3) =C

Ou seja, essas fungoes sao analiticas em 1, x5 e x3, respectivamente. E com
a segunda funcao temos:

Gi(x) = g(x) (z =),

onde obtemos:

E
Grm) = (z1 — 22) (21 — 23)
F
Go(za) = (@2 — 3716):(372 — )
Calma) = (23 — 1) (03 — 22)

Temos, assim, mais uma vez, fungoes analiticas em 1, x5 e x3, respectiva-
mente. Pela analiticidade de ambas as funcoes F; e G; em seus pontos x;,
podemos expandi-las em séries de Taylor em torno desses pontos, como segue:

Fy(x) = Fy(z;) + F; () (z — x) + F;//Q('xz)

(x =)+ - (2.8)
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2.1. Meétodo de Frobenius

1
G (i)
2!
A seguir, vamos aplicar o método de Frobenius a fim de encontrar as solucgoes
da equacao diferencial na forma de séries de Taylor em torno das singulari-
dades x1, x5 e x3. Para tanto, supoem-se trés solucoes da forma

Gi(x) = Gi(w) + Gyl (z — ;) + (x —x;)* 4 (2.9)

wia) = an (x— ;)" (2.10)
n=0
parat=1,2,3.

. . ’ "
Assim, calculando as derivadas u, e u,; , obtemos:

o0
u; = Z an(n+s) (x —z;)" 7", (2.11)
n=0
e
o0
u, = Z an(n+s)(n+s—1)(x —x)"2. (2.12)
n=0

Substituindo as Eqgs.(2.11), (2.12), (2.8) e (2.9) na Eq.(2.2) temos:
Z an(n+s)(n+s—1)(x—z;)"" >+
n=0

Fi(a) + Foa) (@ —2) + 580 (@ — g - &

(x — ;)

' G (@i o0
| Gilw) + Gy (@ —(;_) ;)21;! Mz — )2+ - gan o™ o
Para ¢ = 1, temos a somatoria acima estendida da seguinte forma:
ap[s (s — 1)+ Fy (z1) s+ Gy (x)] (# — 1) > +
ay [(1+5) s+ Fy (z1) (L+8) + Gy ()] (2 — 21)" ' +
ao | Fy (21) s + Gy (xl)] (x—21) "4 =0

Como ag # 0 e o coeficiente de (z—x1)* 2 é nulo, obtemos a primeira equagao
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2.1. Meétodo de Frobenius

algébrica, chamada equagao indicial:

s(s — 1)+ sFi(z1) + Gi(z1) =0,
ou ainda, na forma

s+ (Fy(x1) — 1)s + Gy(x1) = 0.
Considerando a e o' raizes dessa equacio temos

at+a =—(F(r)-1)=1—-4 = A=1—-a—a (2.13)

) E
aa =Gy (1) = 0 —10) (0 —73) =

E = (x; —x3) (x1 — 23) acr .

(2.14)
Procedendo do mesmo modo para z = x5 € * = x3, temos:

82 + (FQ(ZEQ) — 1)3 + GQ(I'Q) =0

s* + (Fs(z3) — 1)s + Gs(z3) = 0.

. ! . ~ . o .
Considerando 3 e 3 raizes da equagao indicial em torno de x5 tem-se

B+ =1-B = B=1-4-0 (2.15)

F

(e — x1) (29 — x3) = F = (12 — 1) (v2 — x3) B3 .(2.16)

55, = Gy ($2) =

. . , ’ L, ~
Finalmente, procedendo de maneira analoga com ~ e 7, raizes da equagao
indicial para x3, obtemos:

G

T3 — $1) (963 - $2)

’Y’Yl =G (13) = ( = G = (23 — 1) (r3 — 29) ’Y’Y/- (2.18)
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2.2. Equacao hipergeométrica

Substituindo esses resultados na Eq.(2.2), temos:

d2u+(1—04—0/4_1—5—3_’_1—7—7/) du

— -
r — I r — To r — T3

dx?

dx

(1 — 22) (21 — 73) aa i (22 — 1) (29 — 13) 55, i (3 — 1) (13 — 12) ”Y’Y,] %

r — I r — To r — T3
U
X =0.
(x —a1) (x — x9) (x — x3)

Esta equacdo é a chamada equacdo de Riemann’. Impos-se, anteriormente,
que o ponto x = oo é ponto ordinario da equacao diferencial dada e que,
portanto, A+ B+ C =2, o que leva a restricio a+a' + 4+ 5 +v++ =1
para as seis raizes das equacoes indiciais.

2.2 Equacao hipergeométrica

A equagao de Riemann tem solugao u(z) com nove parametros diferentes: os
trés pontos singulares x1, x5 e x3 com seus respectivos pares de raizes {04, o },
{B, ﬁ/} e {”y, 'y'} ligados pela restricio a +a' + 8+ 3 +v++ = 1. Com
uma mudanca de variavel dependente, podemos reduzir estes parametros a
somente trés parametros independentes. Essa transformacao ¢ da forma

w(x) = (z —x1) (2 — 29) (2 — 23) "0 (2)

onde r + s+t = 0. Com essa mudanca, tem-se a alteracao das raizes das
equacoes indiciais nos trés pontos singulares. Assim

v(z) = (7 — 11)" (7 — 29)%(2 — 23) ().

Ou seja, a solugao v(x) nos mesmos pontos singulares xj, xo e x3 tem,
agora, como raizes das equagoes indiciais {a +r, o + 7‘}, {ﬁ + s, ﬁl + s}
e {’y +t, 9 + t}, respectivamente. Além disso, estabelecemos a mudanca da
variavel independente } 3

Ar+ B

Cx+ D

"Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866).

T =
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2.2. Equacao hipergeométrica

onde A, B, C e D sdo constantes a serem determinadas. O proposito dessa
mudanca ¢é deslocar as trés singularidades x1, x5 e x3 para os pontos padroes
1 =0,2y =00e 23 =1. Escolhendo r = —a, s = a+y et = —, asolucao
v(Z) nesses novos pontos tera pares de raizes indiciais dadas por {0, a — a},
{a + 08+, a+p4 + 7} e {0, v/ — 7}, respectivamente. Temos:

=) (=2) o

Ainda mais, introduzindo os parametros a, b e ¢ definidos por

a=a+p+y
b=a+05 +7

c:1+a—d

e, lembrando que a+a' +3+0 +~v+7 = 1, obtém-se a seguinte substituicao
das raizes indiciais de v(Z):

{O,oz/—oz} — {0,1—¢}
{a+ﬁ+%o¢+ﬁ/+v} — {a, b}

{0, =7} = {0, c—a—b}

Assim, a Eq.(2.19) toma a forma

ﬁv+[ C 1—a—b+1—c+a+ﬂ5&+
di2 | F—0 " semse 7 — 7y i1 dz
Lim ) lim v
+@Hsz_m%z—@xf_n}‘me{@_oMf_@f@—4J i
, (1—-0)(1—7)0
lim v=20 2.20
*ﬁzm[@—oMi—@ﬂi—QJ (2:20)
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2.2. Equacao hipergeométrica

que resulta em

d2_v+ E+1—c+a+b d_v ab
dz? T Tr—1 dz

X
—~
X
|
—_
S~—
_
<
Il
(@)

Ou ainda, na forma

e d
:E(l—:%)d—;;Jr[c—(a+b+1);ﬁ]d—;—abv:0. (2.21)

Mostramos, portanto, que uma equagao diferencial ordinaria linear de se-
gunda ordem, com trés pontos singulares, pode ser conduzida a uma equagao
diferencial da forma

2
x(l—x)%—l—[c—(a—i—b—i—l)x]%—abu:O, (2.22)

dita equacgao hipergeométrica, cuja solucao denotamos por
u(z) = oFi(a,b;c; ). (2.23)

Procurando uma solugao na forma de série de poténcias em torno da origem
(x = 0), dada por

u(x) = Z anz"t* (2.24)

e, sabendo que ela é, nesse ponto, analitica com raizes indiciais s = 0 e
s =1 — ¢, obtém-se o seguinte [3]:

o F(a,b;c;x) = ZL ", (2.25)

Usamos a definigao da fun¢ao gama, denotada por I' (ver Apéndice), também
conhecida como fungao de Euler (1707-1783) de segunda espécie [16]:

F'n+1)=n! e W:n(n—kl)(n%—%---(n%—k—l).
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2.3. Fungoes de Legendre

Para chegar a este resultado, substituimos a série dada pela Eq.(2.24) na
Eq.(2.22) e consideramos ay = 1. Se a raiz 1 — ¢ nao ¢é inteira [17], obtém-se
uma segunda solucao linearmente independente da equacao hipergeométrica
dada por

uy(r) = ' i (b—c+1l,a—c+1;2—¢c ). (2.26)

Observe que, se considerarmos a = 1 e b = ¢ na solugao (2.25) obtemos o
seguinte resultado:

que nada mais é que a conhecida série geométrica. Em razao disso, a série
o F1(a,b; c; x) é dita série hipergeométrica.

2.3 Funcoes de Legendre

Nesta se¢ao, vamos apresentar um caso particular da funcao hipergeométrica,
as chamadas fun¢oes de Legendre [17].
A equacao diferencial para as fungoes de Legendre associadas é dada por

d*u du 12
1 —2%)— — 22— 1) —
(1—2%) r— + [v(v+1) .2

u=0, (2.27)

com p, v € Reu=u(z).
Aqui, estamos interessados na classica equacao de Legendre, obtida a partir
da Eq.(2.27) para p = 0.
Vamos obter a equac¢ao de Legendre a partir da mudanca de variavel inde-
pendente x = %, introduzida na Eq.(2.22). Logo,

2

d d
(1—t2)d—t§+[a+b+1—2c—(a+b+1)t]d—7z—abu:o.
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2.3. Fungoes de Legendre

Na Eq.(2.22) tinhamos 0 < z < 1, ja nessa tltima equagdo, como con-
sequéncia da mudanca de variavel, obtemos —1 <t < 1.

Considerando a = —I, b=1+1e c =1, temos:
d*u du
1—t)— —2t— +1(+1Du=0 2.28

que é exatamente a Eq.(2.27) com g = 0 e v = [ (com [ inteiro nao negativo),
cuja solucao ¢é dada por

u(t) = AP, (t) + BQx(t),

onde A e B sdo constantes arbitrarias e F)(t) e @;(t) sao os classicos polino-
mios de Legendre e as funcoes de Legendre de segunda espécie, respectiva-
mente.

Chegamos a essa solucao do seguinte modo: primeiro expandindo em série a
solu¢ao em torno de ¢t = 0 (sem perda de generalidade)

o

i

u = E ct .
i=0

Depois, substituimos essa série na Eq.(2.28) obtendo a relagao de recorréncia:

(it+n+1)(i—n)

T D+
Logo,
U= coy {1—n(n+1)%+n(n+1)(n+2)%—---+-~-] +
o {t—(n—1)(n+2)%+(n—1)(n+2)(n—3)(n+4)a—---+-~-]

O desenvolvimento desses polindémios leva a solucao

[n/2] _
1—t on —2r)! P
o [ (—n,n—l—l;l;T) =P,(t) = Z(_l)r ( )

— 2n(n —r)lr! (n — 2r)!’
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2.3. Fungoes de Legendre

onde [n/2] é definido como o maior inteiro menor ou igual a n/2, enquanto

oFi(—n,n+ 1;1; %) é a funcao hipergeométrica.

Os polindémios de Legendre podem também ser obtidos pela expressao

P = e () (-1

conhecida como féormula de Rodrigues (1794-1851). Impondo a condi¢ao
P,(1) = 1, para todo [, obtemos para os primeiros polindémios:

Po(t) L,
Pl(t) t,
Py(t) = %(39—1),
Pi(t) = %(5153—315).

Utilizando a formula de Rodrigues e integracao por partes, obtemos a relagao
de ortogonalidade para os polinomios de Legendre [13]

1 9 0 ,sem#n
/ P,(t)P,(t)de = ——§ :{ 2

1 T 2n_i_l,sem:n.

Dada a equagao de Legendre representada pela forma da Eq.(2.28), sua se-
gunda solucdo linearmente independente, denotada por @,(t), é chamada
funcao de Legendre de sequnda espécie e é dada por

/ (t—n)"" Pu(n)dn
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2.4. Equacao hipergeométrica confluente

onde os primeiros sao:

1 t+1
i = 3n (7).
t t+1
Ql(t) = 5 ln (t——1> — 1,
1 t+1 3

1 t+1\ 5, 2
Qs(t) = (5t 3t)ln<t_1) Rt

Enfim, considerando a Eq.(2.27) que é a equacao diferencial de Legendre as-
sociada, podemos concluir que suas solucdes, na forma u(x) = (1—12)™/2f(t),
sao obtidas por diferenciagao a partir de P,(t) e Q,(t) e dadas por

mdm

() = (1= ey

n

Bu(t)

Q) = (1 - )" (-1)" 201

ditas funcoes de Legendre associadas de primeira e sequnda espécie, respec-
tivamente [19].

2.4 Equacao hipergeométrica confluente

Considerando a equagao hipergeométrica dada por Eq.(2.22), impomos a
substituicao de variavel z = % e tomamos o limite b — 0o, obtendo com isso:

2

t% +(c— t)ili—? Cau=0, u=u(). (2.29)
Assim, a equagao que antes tinha trés pontos singulares passa a ter somente
dois: em 0, tem-se uma singularidade regular e, em oo, uma singularidade
irregular cuja confluéncia foi gerada pelo limite tomado na equacao. Deste
modo, a Eq.(2.29) recebe o nome de equagao hipergeométrica confluente, tam-
bém conhecida pelo nome de equacao de Kummer, sendo uma solucao dada
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2.5. Fungoes de Bessel

por
. t
u(z) = 1Fi(a; 0 ) = bhm o (CL, b; c; l_)) = 1Fi(a; ¢ 1),

onde | Fi(a;c;x) é chamada fungao hipergeométrica confluente ou funcao de
Kummer, podendo ser obtida numa representacao em série do tipo Frobenius

I'(c) ~=T'(a+n)z"
Fila: c: — E -
1hfase o) I'(a) <= I'(c+n) n!
Para ¢ # 0, —1, —2,--- temos a segunda solu¢ao linearmente independente

da E.(2.29) dada por

uy(z) = 2 (14 a—¢2—cm).

2.5 Funcoes de Bessel

Nesta secao, mais uma vez, vamos apresentar um caso particular das fun¢oes
hipergeométricas confluentes, as classicas funcoes de Bessel.
A usual equacao de Bessel é dada por:

cuja solucao em série do tipo Frobenius é dada por

2L (=)™ (z/2)
Z( )" (2/2)

—~ m!I'(v+m+1)

Jy(z) =

As fungoes de Bessel constituem caso particular das fungoes hipergeométricas
confluentes dadas por

1 A —v
1 Fi (U + 5 2v + 1; —22’3:) =T (1+wv)e” (g) Jo ().
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2.5. Fungoes de Bessel

Asseguramos, entre outras, as seguintes relagoes de recorréncia para as fun-
coes de Bessel

2v
Jv_l(x) + JU+1(I) = ?JU(I),
Jo-1(x) = Jusa(z) = 2J,().
Como nao envolve a derivada, a primeira relacao é conhecida pelo nome de

relagcao de recorréncia pura.
Enfim, apresentamos a chamada funcao geratriz para as funcoes de Bessel

o) - £ @ v

n=—oo

onde o é um parametro [19].
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CAPITULO 3

OSCILADORES HARMONICOS
]

Desenvolver um modelo matematico que se ajuste a um fenémeno fisico é
determinante quando se deseja fazer previsoes a respeito desse fenomeno;
entre os iniimeros casos bem sucedidos esta o oscilador harmonico. No mundo
real, muitos sao os exemplos de oscilacoes: aquelas geradas nas cordas de um
violino, em um pistao, em uma mola, no relégio de péndulo, num balanco
de crianga, nas particulas de ar que geram um som, nos campos elétricos e
magnéticos cuja propagagao produzem a luz, dentre outros.

Atentos a esses movimentos oscilatérios, o visionario Galileu! empenhou-
se em utilizd-los a fim de conseguir uma medicao muito requerida em sua
época: o tempo. Ele verificou, experimentalmente, que o intervalo entre
as oscilagoes de um péndulo era o mesmo, independente da amplitude do
movimento, mas nao do comprimento da haste do péndulo, conforme vamos
estudar com detalhes mais adiante.

3.1 Movimento harmonico simples

Oscilagao ¢ um movimento que reproduz periodicamente sua trajetoria apre-
sentando sentido regularmente invertido e, portanto, ocupando alternada-
mente a mesma posi¢cao com mesma velocidade e aceleracao. Os exemplos
ilustrativos mais explorados no estudo de oscilagoes sao os péndulos, corpos
suspensos por molas e o circuito elétrico.

!Galileu Galilei (1564-1643).
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3.1. Movimento harmoénico simples

As funcoes trigonométricas periddicas, seno e cosseno, apresentam-se como
recurso matematico para a expressao dessas oscilacoes, quando essas sao
pequenas; por isso, tais movimentos sao chamados movimentos harmonicos
simples (MHS).

Vejamos como isso acontece:

= lT:I__
- @

Figura 3.1: Movimento harmonico simples.

Na Figura 3.1, o segmento de reta EE’ representa a trajetoria de uma parti-
cula em MHS. Consideremos O, ponto médio de EE’ e origem de um eixo x,
a posicao de equilibrio do movimento.

Nesse movimento, desprezando a forca de amortecimento, chamamos a dis-
tancia da particula a origem de elongac¢ao, os pontos E e E’, de pontos de
inversao. Neles, a elongacao ¢ méxima caracterizando a amplitude do movi-
mento.

Os sentidos sao mostrados pelas setas da Figura 3.1. O tempo necessario
para essa particula passar novamente pelo mesmo ponto da trajetoria, ou
seja, completar uma oscilacao, é chamado de periodo e denotado por 7. A
inversa do periodo (denotada por f) é a frequéncia, ou seja, f = % que
informa o nimero de vezes que a particula passa por um mesmo ponto da
trajetoria em uma unidade de tempo, geralmente o segundo.
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3.1. Movimento harmoénico simples

Fazendo dessa trajetoria o diametro de uma circunferéncia de raio igual a
amplitude do movimento, conforme vemos na Figura 3.2, podemos agora
visulizar uma determinada posicao P da particula como a projecao de um

ponto C da circunferéncia no seu diametro.
Assim, o movimento circular uniforme (MCU) ao longo da circunferéncia

Figura 3.2: Movimento circular uniforme.

gera o MHS de P no diametro da mesma.

Consideramos as nomenclaturas: s := elongagao (medida de OP); A := am-
plitude (medida de OE) e # := angulo COP.

Temos a equagao da elongacao dada por

s = Acosé. (3.1)
Sabendo que a velocidade angular w de C é
0
= — 3.2
=1 (32)
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3.1. Movimento harmoénico simples

onde t é o tempo que C leva para percorrer o angulo 6, de outra forma
0 = wt. (3.3)
Substituindo este resultado na Eq.(3.1), temos:
s = Acos (wt). (3.4)

O angulo ¢ do inicio do movimento, isto é, em ¢t = 0, é denominado dngulo
de fase. Assim, a equacao anterior se torna

s = Acos (wt + ). (3.5)

Essa é uma expressao para a equagao de deslocamento de uma particula em
movimento harmonico simples.

Em se tratando de velocidade, podemos concluir, com o modelo acima, que,
sendo v; a velocidade linear de C, ela é da forma:

21 A
U= (3.6)
Como a velocidade angular ¢ periddica, temos:
wt+2r=w(t+1T) (3.7)
de onde segue-se
27
W= (3.8)
Da tltima equagao e da Eq.(3.6) obtemos:
v =wA (3.9)
Sendo § = v a velocidade linear de P, ou seja, % = v(t), ela sera dada por
§ = —wAsen (wt + ). (3.10)

A velocidade $ é a componente horizontal de v;. Assim, a taxa de variacao
dessa velocidade, ou seja, a aceleragao, sera dada por

§=—w?Acos (wt+ ). (3.11)
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3.2. Equacao de Lagrange

Logo, utilizando a Eq.(3.5), podemos escrever:

a(t) = —w?s (3.12)

e d?%s
onde a(t) = 5 = %3.

Assim, obtemos a equacao diferencial equivalente:
§+w?’s=0 com s=s(t). (3.13)

Essa ultima equacao diferencial de segunda ordem caracteriza um MHS.

3.2 Equacao de Lagrange

A busca de um método geral e sucinto que descrevesse os sistemas mecanicos
levou Lagrange? a desenvolver uma formulacao alternativa que, posterior-
mente, inspirou Hamilton? em seu trabalho.

Dentre as obras de Lagrange esta a monumental Mécanique Analytique (1788),
que Hamilton descreveu como um "poema cientifico" e que contém as equa-
coes gerais de movimento de um sistema dinamico, conhecidas hoje como
equacgoes de Lagrange. A mecanica lagrangiana é constituida de um sis-
tema arbitrario de coordenadas generalizadas, permitindo escolhas apropri-
adas para diferentes configuracoes de sistemas de particulas. Além disso,
dispensa variaveis redundantes, ou seja, aquelas envolvidas em forcas que
nao geram trabalho. Com essas vantagens sobre a mecanica newtoniana, a
lagrangiana constitui ferramenta importante da teoria da relatividade.

2Joseph Louis Lagrange (1736-1813) estudou em Turim e foi professor de matematica
da academia militar local. Quando Euler deixou Berlim, Frederico, o Grande, escreveu a
Lagrange dizendo que "o maior dos reis da Europa" desejava ter em sua corte "o maior
matematico da Europa" e Lagrange aceitou o convite e ocupou o lugar de Euler por vinte
anos. Alguns anos depois de deixar Berlim, aceitou uma catedra na recém-criada Escola
Normal e, posteriormente, Escola Politécnica de Paris, cidade onde ele se revoltou muito
com as atrocidades do regime de terror que se seguiu a Revolugao Francesa.

3William Rowan Hamilton nasceu em Dublin em 1805 e foi um garoto prodigio. Com
quinze anos comecou a se interessar pela matematica e, com vinte e dois, ainda aluno de
graduagao, foi indicado astronomo real da Irlanda, diretor do Observatorio de Dunsink e
professor de astronomia da universidade, prognosticou a refracao conica em cristais biaxiais
(comprovado posteriormente pelos fisicos experimentais). Hamilton deu origem & algebra
dos quatérnios e publicou Treatise on Quaternions mas faleceu em 1865, na mesma cidade
em que nasceu, antes de publicar uma obra ampliada desse tltimo trabalho.
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3.2. Equacao de Lagrange

Como vimos na secao anterior, a mecanica newtoniana faz uso da forca e
da aceleracao vetorial para descrever o espaco de configuracao do sistema, a
lagrangiana, por sua vez, lida com as funcoes escalares T' e V' que sao energia
cinética e a energia potencial, respectivamente.

Interessados em estudar as equacoes de movimento dos sistemas mecanicos,
em particular dos osciladores harmonicos, vamos, primeiramente entender
as equacoes de Lagrange sob a 6tica do principio de Hamilton e como ela
se aplica a esses fenomenos fisicos. Prosseguindo em nossos estudos, apre-
sentamos as equacoes de Hamilton-Jacobi* exemplificando sua aplicacio no
problema do péndulo simples.

3.2.1 Principio de Hamilton

Se considerarmos sistemas inerciais, onde as forcas sao conservativas, conse-
guimos sob a 6tica do principio de d’Alembert®, que considera a "forca efetiva
invertida" [11], deduzir as equagoes de Lagrange. No entanto, apresentamos
uma formulagao mais geral da lei do movimento dos sistemas mecanicos dada
pelo principio de Hamilton, ou principio da acao minima.

Considerando um sistema de particulas, podemos descrever suas posicoes e
suas mudancas com o tempo (velocidade), fazendo uso, por exemplo, do sis-
tema cartesiano que caracteriza o espaco de configuracao do sistema. No
entanto, muitas vezes, o uso das coordenadas dos eixos cartesianos na des-
crigao do sistema gera equagoes de movimento complexas de se resolver. Em
alguns fenomenos, é mais conveniente usar as coordenadas polares, em ou-
tros, as esféricas e assim por diante, dependendo da geometria associada ao

4Jacobi nasceu em Potsdam em 1804. Estudou na Universidade de Berlim, onde se
doutorou em 1825. Dois anos mais tarde era indicado professor extraordinario em Konigs-
ber; mais dois anos e era guindado & condi¢ao de professor permanente. Em 1842, com
uma pensao do governo da Prissia, renuncia & sua cadeira em Konigsber e transfere-se
para Berlim, onde viveu até sua morte prematura em 1851.

Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783) foi um matemético e fisico francés que desen-
volveu as primeiras fases do Célculo, formalizou a nova ciéncia da mecanica e foi o editor
de ciéncia da Enciclopedia de Diderot. Em 1741 foi admitido pela Academia de Ciéncia
de Paris onde trabalhou pelo resto de sua vida. Ele foi um dos primeiros a entender a
importancia de funcoes e o conceito de limites para o célculo, e também abriu caminho
para o uso de equacoes diferenciais na Fisica. Ajudou também a solucionar a controvérsia
em fisica sobre a conservagdo de energia cinética melhorando a defini¢do de Newton de
forca no seu Traite de dynamique, que articula o principio de d’Alembert de mecanica. Ele
também estudou hidrodindmica, a mecanica de corpos rigidos, e o problema de trés-corpos
em astronomia.
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3.2. Equacao de Lagrange

problema [1]. Queremos, agora, respeitar a diversidade de configuracoes e
trata-las sem restringir a escolha conveniente de variaveis e, ainda, pensar no
numero de varidveis que determinam a posicao da particula. Para tanto, é im-
prescindivel supor que esse niimero nao necessariamente se iguale & dimensao
do espacgo, ou seja, dado um espaco de dimensao s, a particula pode ou nao
pertencer a uma hipersuperficie de dimensao n desse espaco. Assim, temos
n variaveis independentes, denotadas por qi, ¢s, . . ., ¢, que definem univoca-
mente a posicao das particulas, nomeadas coordenadas generalizadas. Por
conseguinte, descrever um sistema mecanico, é determinar as posicoes das
particulas em dois momentos: num instante presente ¢ = t; e no seguinte
t = to, necessitando para isso da posicao inicial do sistema, dada pelas co-
ordenadas generalizadas, e da velocidade do mesmo, sendo esta determinada
pelas derivadas dessas coordenadas que chamamos de velocidades generaliza-
das.

Pelo principio de Hamilton, um determinado sistema caracteriza-se por uma
funcao

L(g,q,t)
onde ¢ é a n—upla (¢, ¢, ...,q,) associada a posicdo da particula e ¢ se
refere & (1, o, - - -, Gn), lista que determina as velocidades. Suponhamos que,

entre os instantes ¢, e t5, o sistema move-se de tal modo que a integral

to
S= [ L(gqt)dt (3.14)

t1

resulte em um valor menor possivel [10]. Esse é o principio de Hamilton,
inspirado no principio da a¢ao minima de Maupertuis (1698-1759), que afirma
que "a quantidade de acdo necessaria para que qualquer mudanca seja feita
pela natureza é sempre a menor possivel". A funcao L é dita funcao de
Lagrange e a integral acima chamamos de a¢ao reduzida ou, simplesmente,
ag¢ao. Suponhamos, para efeitos praticos, um sistema com um sb6 grau de
liberdade, em que ¢ = ¢(t) é a fun¢do que minimiza S. Sendo assim, tomando
a funcao ¢ dada por
q(t) = q(t) + 0q(t)

onde d¢(t), chamada varia¢iao da fun¢ao, € uma pequena fun¢ao em todo o
intervalo de tempo de t = t; até t = t, e que se anula nesses pontos, isto
é, 0q(t1) = 0q(t2) = 0. Obviamente, S cresce quando substituimos ¢(t) por

q(t).
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3.2. Equacao de Lagrange

Assim, a variacao de S é dada por

to

to
55:/ L(q+5q,c1+5cj,t)dt—/ L(q,q,t)dt.

t1 t1
Desenvolvendo em série essa diferenca, sob a integral, sabemos que os ter-
mos de primeira ordem se anulam (condi¢do de minimo de S), segundo as
potencias de dq e 6¢. Assim, o principio da a¢cao minima pode ser escrito na
forma:
to
0S = 6/ L(q,q,t)dt = 0.
t1
Fazendo a variacao, temos:

2 /oL OL )
—8q+ —0¢ | dt = 0.
/t1 (0q 4 dq 1

Efetuando a integracao por partes na segunda parcela obtemos:

2oL d oL
= DT Sqdt =
/tl (361 dt@q’) K

Para que essa integral seja nula, devemos ter o integrando nulo assim:

Essas equacoes geradas sao conhecidas como equagoes de Lagrange, as quais
sao equagoes diferenciais de segunda ordem em relagao a ¢(t) e, ao relacio-
nar posicao, velocidade e aceleracao de um sistema mecanico de particulas,
constituem as chamadas equagoes de movimento. Generalizando, se hou-
ver vérios graus de liberdade, teremos n equacoes diferenciais com o mesmo
formato que a anterior, dadas por

— — — = com k=1,2---
Dadas as condicoes iniciais de um sistema fisico, podemos determiné-lo com-
pletamente, ou seja, encontrar as funcoes ¢r. O movimento pode ser re-

presentado geometricamente por uma curva no espaco de configuracao com
coordenadas qy.
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3.2.2 Funcao de Lagrange

A funcao L(q, ¢,t) é conhecida como fun¢ao de Lagrange. Um sistema meca-
nico inercial, ou seja, aquele onde o tempo é uniforme e o espago é isotropico,
é dito fechado se ha interagao entre suas particulas, podendo esta interacao
ser através de barras, fios, dobradicas, etc. Quando nessas ligagoes (vin-
culos) nao existir resisténcia (atrito, por exemplo), a fun¢ao de Lagrange,
ao descrever tal sistema, ¢é livre das variaveis que s6 aparecem por estarem
envolvidas em tais pontos de contato. Isso ocorre porque as mesmas so in-
terferem na configuracao geométrica do sistema. Com isso, a teoria lagrangi-
ana constitui-se numa modelagem econdmica de problemas fisicos concretos,
como serd exemplificado mais adiante.

Assim, considerando uma particula de massa m com posicao r e velocidade
v, a funcao de Lagrange é constituida por duas partes: uma dependente do
modulo da velocidade da particula, a qual constitui a energia cinética do
sistema, e outra dependente somente da posicao da mesma. Deste modo, a
funcao de Lagrange é dada por

L(r,v,t) =T(v) — V(r) (3.15)

onde T'(v) = m2“2.

Usando as equagoes de Lagrange, temos:

doL oL . dOL_ 0L
dt Ov  Or dt ov  Or’

Utilizando a lagrangiana da Eq.(3.15), obtemos:

a  or’
ou ainda, na forma,
_ o
- or

Esta é uma equacao de movimento newtoniana. Assim, constatamos que
as equacoes de Lagrange nao se constituem numa outra vertente da teoria
fisica mecanica, mas numa forma alternativa de expressar suas leis e obter
equacoes de movimento.
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3.2. Equacao de Lagrange

Desta forma, voltando as coordenadas generalizadas, a funcao de Lagrange
é dada por

onde T'(q) = mqg?/2.

E oportuno constatar, aqui, um resultado interessante que, primeiro, exem-
plifica tal definicao e, em secao posterior, aplica-se & lei da conservacao de

energia.
Considerando a defini¢cao acima e derivando em relagao a ¢, obtemos:

~ . OT
Z% B
Pelo teorema de Euler [11] temos:

ZQk

Logo, temos a seguinte relagao entre a funcao de Lagrange e a energia ciné-
tica:

3%

qu (3.16)

aCIk

O péndulo simples e a lagrangiana

A exemplo de uma das aplicacoes da teoria de Lagrange, vamos formular a
equagao de movimento do péndulo simples |7].
O péndulo simples é um sistema constituido de uma particula de massa m
presa a uma das extremidades de uma haste de comprimento fixo [ e massa
desprezivel; essa haste tem outra extremidade fixa, conforme Figura 3.3.
Na configuracao newtoniana, haveria necessidade de um vetor de posicao r
com duas coordenadas r, e ry, entretanto, o angulo 6 que a haste do péndulo
faz com a vertical define perfeitamente a posicao do mesmo, uma vez que o
comprimento [ é suposto constante. Assim, a trajetoria da particula é dada
por

s =10,
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3.2. Equacao de Lagrange

Figura 3.3: Péndulo simples.

de onde obtemos para a velocidade linear da particula
v=16.
Com isso temos a energia cinética do sistema dada por

mu _ml292
2 27

enquanto que a energia potencial é

0 0 0
V= —/ F(0)do = —/ (mgsend)ldf = —/ mglsenfdf.
95 95 95

Considerando 05 = 7/2, obtemos:
V = —mgl cos?.

Um gréfico da energia potencial é mostrado na Figura 3.4.
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3.2. Equacao de Lagrange

Tmgl

Figura 3.4: Energia poténcial para um péndulo simples.

Inseridas as formulas da energia cinética e potencial na funcao de Lagrange,
temos: )
ml?0?

L=T-V =

+ mgl cosf.

Usando a equacao de Lagrange

4 (dLy _dL _
dt \ df do
para a lagrangiana, dada acima, obtemos:

% (ml29) + mglsenf = 0,

o que resulta em

0+ %sen@ =0. (3.17)

Note-se que, para # muito pequeno, temos senf =~ 6 e, com isso, o pén-
dulo passa a se constituir num oscilador harmonico com frequéncia dada por
w = y/g/l. Provamos isso com mais elegancia e rigor no proximo capitulo.
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3.3 Equacoes de Hamilton

3.3.1 Teoria de Hamilton

Transitando da formulagao lagrangiana para a hamiltoniana, ganhamos um
método geral de expressar as equacoes dos sistemas mecanicos. Nele obte-
mos, agora, 2n equacoes diferenciais de primeira ordem para 2n variaveis
independentes para expressar as equacoes de movimento. O procedimento
envolvido em tal transformacao constitui a teoria de Hamilton-Jacobi, que
serd tratada neste topico. Usamos para tanto a transformacao de Legendre
e o teorema de Euler das fungées homogeéneas [11].

No lugar das velocidades generalizadas ¢, usamos coordenadas pg, as quais
definimos do seguinte modo:

oL

Dk A com k=1,2, (3.18)
onde p, recebe o nome de momento candnico conjugado a qn. As varia-
veis ¢ e p sao chamadas varidveis candnicas, representadas pela 2n—upla
(G1,G2, -, Gns D1, D2, ---, Pn) € O espago onde estdo definidas é chamado espaco
de fase.
A funcao de Hamilton, definida a partir da funcao de Lagrange, é dada pela
seguinte expressao:

H(q,p,t) qupk— (q.d:1) (3.19)

que representa a energia total de um sistema conservativo, como sera visto
na proxima secao. Estando somente em funcao de ¢ e p, o diferencial da
mesma é dado por

OH
dH = dpk + Z qu + ot (3.20)

Usando a defini¢ao (3.19), o mesmo diferencial pode ser expressado por

— ~ oL oL oL
dH = " qedpp + Y prday — a—qu - 8—qu - 5ot (3.21)
k=1 k=1
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Utilizando a definigao (3.18), obtemos:

- “~ 0L OL
dH = kdpe — —dq,, — —dt. 3.22
ZQk Pk o0 U~ 2 (3.22)
k=1 k=1
A equacao de Lagrange fornece
oL
e = — 3.23

0 que permite escrever a Eq.(3.22) na forma

k=1 k=1

Comparando essa tltima equacao com a Eq.(3.20), obtemos:

OH i oH
e

= — = ——, 3.25
Opy, Pr oqy ( )

P

que sao as conhecidas equacoes de Hamilton ou equagoes candnicas de Hamil-
ton, as quais englobam as 2n equagoes diferenciais de primeira ordem, que
sao equivalentes as equacoes de Lagrange de segunda ordem.

Pela definigao (3.19), obtemos, ainda, a seguinte equacao adicional:

oH oL
E — _E. (3.26)

Assim, podemos concluir que, quando a dependéncia do tempo nao é expli-
cita, temos:

0H
i
ot
de onde segue-se que a hamiltoniana é uma constante de movimento, o que
mostra que a conservagao de energia estd associada a translacao temporal.

Energia

Um resultado interessante e pertinente no nosso trabalho, demonstrado a
seguir, é que, para os fendmenos fisicos que nos interessam, aqueles onde as
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forgas sao conservativas, a hamiltoniana representa a energia total do sistema.
Comparando a relagdo Eq.(3.16) e a defini¢ao (3.19), temos:

H=2T-L=2T—(T-V),

de onde segue-se
H=T+V =FE.

O péndulo simples e a hamiltoniana

Usando o momento generalizado que é da forma

oL .
= — = ml20,
=5

a energia cinética pode ser escrita da seguinte maneira:
1 p?
T=-—:.
2ml
Como o sistema é conservativo, a hamiltoniana é:

1p2

Aplicando as equacoes de Hamilton, temos:
H
p= _%—9 = —mglsenf (3.28)
e
. OH P
0= —=—. 2
dp  ml? (3.29)
(3.30)

A dltima equacao equivale a
p = mi?0. (3.31)

Derivando a equagao anterior, obtemos:

p = mi?0. (3.32)
Igualando a tltima equagao a Eq.(3.28), obtemos:

0+ %sen@ = 0.
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3.3.2 Hamilton-Jacobi

Considerando um sistema mecéanico descrito pelas variaveis canonicas (g, p)
e pela hamiltoniana H(q,p,t), a fim de tornar as equagoes de movimento
triviais, efetuamos uma transformagao de variaveis, ou seja, trocamos o par
(¢,p) por um outro par (@, P) que preserva as equacoes de Hamilton, ou
seja,

)
Qk - 8—]D]€
: oK
hi= =50 (3.33)

onde K = K(Q,P,t) é uma nova hamiltoniana. Esse tipo de mudanga é
chamada de transformacao canoénica [6].
Primeiro, aplicamos a fun¢ao de Hamilton e impomos o principio variacional:

to n
5/ [Z prie — H(q, p, t)] dt =0 (3.34)
t | k=1

to
)

t1

dt = 0. (3.35)

k=1

Usamos essas integrais bem como o artificio em considerar que ambos os
integrandos s6 diferem pela derivada total em relagao ao tempo de uma

funcao F', onde:
to
5/ L?(q’t)dt = 0.

Para o nosso proposito, consideramos a funcao F' como uma funcao do tipo
F = Fy(q, P,t) e, na Eq.(3.35), fazemos a troca P — @) e ) — —P, mudanga
essa que nao altera as equacoes de Hamilton.
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Assim, manipulando s6 os integrandos, obtemos:

dFQ(q, P, t)

- (3.36)

ZPka— (¢,p,1 Z —QuvP — K(Q, Pt) +
k=1

uma vez que 0qx(t1) = dqk(ta) = dpi(t1) = dpk(t2) = 0 para as novas coorde-
nadas.
A expressao anterior pode ser colocada na forma

K(Q, P,t) +Zkak+ZQkpk

k=1
oF: aF oF:
H(q,p,t +Z—2qk 2—2 Pt =7 (3.37)
e, com isso, obtemos as equagoes:
or,
—- - “ 3.38
P = B (3.38)
o0Fs
- 3.39
Qr P, (3.39)
e
or,

ot

A fungao Fy(q, P, t) é dita fun¢ao geratriz e constitui uma de quatro maneiras
de se encontrar a transformacao candénica. As demais podem ser encontradas
na referéncia [6]. Firmados no proposito inicial de tornar as equacoes de
movimento mais simples de serem abordadas, buscamos uma transformacao
canonica dependente do tempo, gerada pela fungao do tipo Fy(q, P,t) e que
anule a nova hamiltoniana, isto é:

OF.
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O estudo desse tipo de transformacao canonica constitui a teoria de Hamilton-
Jacobi. A funcao geratriz F; serd denotada por S e nomeada fungao principal
de Hamilton. Nesse contexto, temos as equacoes de Hamilton-Jacobi que sao
da forma:

H + % =0, (3.41)
=g (3.42)
Qr = g—g. (3.43)
Considerando as formulas acima, temos:
H:H(ql,qg,...,qn,g—i,...,g—i,t). (3.44)

Assim, a Eq.(3.41) é uma equacao diferencial parcial de primeira ordem nas
n + 1 variaveis, logo uma solugao geral envolve n 4+ 1 constantes arbitra-
rias. Note que a variavel dependente S nao aparece na Eq.(3.41), apenas
suas derivadas parciais por respeito a ¢ e t. Se S é alguma solucao da equa-
cao diferencial, entao S + «, onde o é uma constante, também é uma so-
lugao, pois a constante aditiva nao altera as derivadas parciais. Uma das
n + 1 constantes de integragao é uma constante aditiva a .S que nao altera
a Eq.(3.33). Portanto, a completa solugao da Eq.(3.41) pode ser escrita na
forma S(q1, ..., Gn, 01, ..., On, t) onde nenhuma das n constantes é somente adi-
tiva.

Exemplo 1: oscilador harmoénico

Sera usada a técnica de Hamilton-Jacobi para discutirmos a equac¢ao de mo-
vimento associado ao problema de um oscilador harmoénico unidimensional.
Como j& vimos, a hamiltoniana desse oscilador representa sua energia total,
ou seja, é a soma da energia cinética com a energia potencial. Assim, a
hamiltoniana, nesse caso, é dada por:

2 2 2
p mw=q
o=
2m+ 2 7

onde m é a massa e w é a frequéncia.
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Pela equacao de Hamilton-Jacobi, temos:

058

=5 (3.45)

p

E, portanto, a equagao hamiltoniana fica:

1 <3S)2 mw?g* 98

a_q 2 E—O.

2m
Essa equacao é separavel na forma
S =W(q) — o, (3.46)
onde W satisfaz a equagao

1 (O, e
2m \ 0Oq 2

= (.

Consequentemente,

W = / \/Qma — m2w?q3dyq,

de onde segue-se

S(q,a,t) = / V2ma — m2w2q2dg — ot.

A fim de resolver a equacao de movimento, consideramos:

oS dg
—8="=m —t,
©=0 dav / V2ma — m2w?q?

1 2
B = —sen ! ( it q) —t.
w 2x

Fazendo 0 = wf, temos a solucao:

de onde segue-se

q(t) = 20 sen(wt + 0), (3.47)

mw?

que é a solucao do problema do oscilador harmonico.
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Figura 3.5: Sistema massa-mola.

Exemplo 2: sistema massa-mola

Considere o sistema mecanico composto por uma massa m presa a uma mola
com constante elastica k e que realiza oscilagoes livres, ou seja, aquelas em
que nao atuam forcas externas e nem de amortecimentos. Essa massa osci-
lard em torno de uma posi¢ao de equilibrio O, conforme Figura 3.5.

Nesse sistema, existird uma tnica forca atuante, restauradora e, portanto,
de sentido contrario ao do deslocamento [8]. Essa forca é diretamente pro-
porcional ao modulo do deslocamento e é gerada pela constante elastica k da
mola

F = —kzx. (3.48)
Assim, sendo a energia potencial do sistema dada por V = — [ Fdx, ela sera
k 2
V="
2
Por outro lado, a energia cinética é
2
o mit
2
de onde segue-se para o momento
oT .
= — =ms
b= %i
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Temos a energia total, ou seja, a hamiltoniana, dada por

2 2
P kx

H=T+V=— 4 —.
+ 2m+ 2

Uma vez que o sistema é conservativo, temos, por Eq.(3.45) e Eq.(3.46), o
seguinte [15]:

ow 95

dqg g - P

ENCIANNE
2m \ Jq 7 — ¢

E, por consequéncia, temos:

que resulta:

ow 5
= V2m(a — ka?/2)

ou:

W:mw/ Va2 — £2d¢
zo
na qual a = \/2a/mw? e w = \/k/m.

Assim, usando novamente as equagoes de Hamilton, temos:

05 oW da 1 _1 Zo L
—ﬂ—a—a——t—‘—%@——t—‘—;(COS ;—COS 5)

ou ainda:
x = acos|w(t —tg) — ¢],

que ¢ a solugao de um MHS com ¢, = 3 e cos ¢ = %2
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CAPITULO 4

O PENDULO SIMPLES
]

4.1 Um pouco de historia

A busca do homem pela medi¢ao do tempo é muito antiga. O primeiro
relogio que o homem criou foi um relogio de Sol, em torno de 3500 a.C..
Ao longo dos anos foram criados outros relogios, de 4dgua, de areia, dentre
outros. Durante muito tempo esses instrumentos cronolégicos mais rudimen-
tares, apesar de imprecisos, atenderam as necessidades da humanidade para
marcacao do dia e da noite. No entanto, na época das grandes embarcacoes,
em meados do século XVI, um grande desafio atormentou os europeus: a
determinacao da longitude. Na época, eles conseguiam determinar a latitude
através dos conhecimentos astronémicos extremamente desenvolvidos até en-
tao, mas perceberam, com sofreguidao, que esses conhecimentos nao serviam
para o calculo da longitude.

Assim, tinham dificuldades de se situar em alto mar e por isso a maior parte
das grandes embarcacoes ficavam limitadas & costa territorial. Por esse mo-
tivo os governos inglés, holandés e espanhol, entre outros, comecaram a ofere-
cer prémios para quem resolvesse o problema da determinacao da longitude.
Como o calculo da longitude esté vinculado a precisao do tempo, esta era a
grande obsessao da época.

Pode-se dizer que o marco inicial da venturosa busca de precisao do tempo se
deu na Catedral de Pisa, quando o italiano Galileu Galilei, ainda estudante
de medicina, assistia a um servico. Nessa noite ele se distraiu observando
que uma das lampadas de um grande lustre de bronze estava para fora do
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lustre e, solta, oscilava; essa oscilacao acontecia com amplitude que decrescia
gradualmente, porém no mesmo periodo de tempo, o que Galileu constatou
usando as batidas de seu pulso, como ja fazia habitualmente para marcar o
tempo. Entusiasmado com tal descoberta, fez experimentos posteriores que
comprovavam o isocronismo do péndulo, ou seja, mostrou que o periodo de
um péndulo em movimento nao depende da massa mas sim do comprimento
da haste' (ver [9]).

Sabemos que essa conclusao de Galileu s6 é valida para oscilagoes de pe-
quenas amplitudes. Christiaan Huygens (1629-1695), também ciente disso e
inspirado na descoberta de Galileu, propos-se a construir um péndulo iso6-
crono, isto é, um péndulo que tivesse o mesmo periodo para qualquer que
fosse a sua amplitude de oscilagdo. Assim ele conseguiu inventar o reldgio de
péndulo, em 1656, usando o escapo?, trabalho que publicou em Horologium
Oscillatorium (1673). A descoberta do relogio de péndulo e sua aplicagao no
calculo da longitude constitui uma revolucao no ambito da ciéncia na medida
em que solucionou um problema geofisico em terra com o conceito peso, nao
mais usando os astros, constelacoes ou qualquer conhecimento astrondémico
acumulado na época, mas aplicando a teoria newtoniana. As implicacoes
dessa descoberta no modo de producao das sociedades posteriores, sabemos
bem, também foram revolucionarias, haja vista a Revolugao Industrial que
melhor exemplifica as mudancas sofridas pelos homens em suas organizagoes
politicas, sociais e em seus valores culturais. Por isso, podemos, com justica,
igualar esse feito a invencao da imprensa tipografica.

4.2 Christiaan Huygens e o péndulo is6crono

O holandés Christiaan Huygens nasceu em Haia, educado inicialmente em
sua propria casa, a qual era frequentada por intelectuais de destaque, en-
tre eles, René Descartes (1596-1650) que, impressionado com seus primeiros
textos de geometria, influenciou o desenvolvimento de sua habilidade mate-
matica. Assim, Christiaan estudou direito e matematica na Universidade de
Leiden.

! Conta-se que essa descoberta foi a mola propulsora para o abandono da medicina por
Galileu, passando a dedicar-se a ciéncia e & matematica.

2Escapo - ou escape - ¢ uma, das trés partes do mecanismo do relégio de péndulo (motor,
regulador e escapo). O escapo ¢ um Orgdo intermediario que torna reciproca a agao do
regulador e do motor.
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Figura 4.1: Gravura de 1791.

Apesar de ser conhecido como um dos grandes fisicos de seu tempo, principal-
mente pelo seu estudo e invencao do péndulo e das leis de quedas de corpos,
Huygens foi importante no progresso da geometria e mostrou a importancia
do calculo. Em seu marcante trabalho, o Horologium Oscillatorium, ele tam-
bém provou que a cicloide ¢ uma tautdcrona®.

Christiaan passou 40 anos de sua vida envolvido na construgao de relogios de
péndulo. Na época era muito importante que se construisse um cronoémetro
maritmo para a determinacao da longitude e, como o balanco dos navios alte-
rava, inevitavelmente, as amplitudes de oscilacao dos péndulos, percebeu-se
a necessidade de se obter um péndulo isécrono. A principio, Huygens, fez
construgoes empiricas, colocando obstaculos em ambos os lados de um pén-
dulo simples pois, dessa forma, & medida que o fio encostava no obstaculo,
o comprimento efetivo do péndulo se tornava menor. Como o periodo de
um péndulo diminui se encurtamos seu comprimento, esse procedimento po-
deria fornecer um mecanismo que compensasse o aumento do periodo para

3Tautécrona é a curva plana ao longo da qual uma particula material atinge um ponto
dado da trajetoria num espaco de tempo que nao depende do ponto de onde ela saiu.
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4.2. Christiaan Huygens e o péndulo is6crono

Figura 4.2: Christiaan Huygens.

grandes amplitudes. Mas suas tentativas foram em vao e, assim, desistiu
temporariamente de sua empreitada.

Figura 4.3: Péndulo is6crono.

Certo dia, ao participar de uma competicao sobre a cicldide, a convite do fran-
cés Blaise Pascal (1623-1662), Huygens percebeu que, se um péndulo simples
tivesse seu movimento restrito por obstaculos que obrigassem a particula
presa em seu extremo inferior a descrever uma trajetoria cicloidal (Figura
4.3), seu periodo seria o mesmo, qualquer que fosse a amplitude de oscilagao,
e mais, demonstrou que os obstaculos deveriam ter uma forma cicloidal para
que a trajetoria do péndulo fosse cicloidal [9).
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4.2. Christiaan Huygens e o péndulo is6crono

Assim, Huygens alcancou o objetivo que buscava, seu relégio de péndulo re-
duziu a margem de erro de cerca de quinze minutos por dia para meros dez
ou quinze segundos. O relogio se tornara, enfim, um instrumento realmente
confidvel para medir o tempo.

Entendendo um pouco como isso acontece, vamos analisar, matematica-
mente, sua teoria [23].

Primeiro comecamos por lembrar a defini¢ao de cicloide: cicldide € uma curva
descrita por um ponto na circunferéncia de um circulo, quando esta rola ao
longo de uma linha reta. Ver Figura 4.4.

Figura 4.4: Cicloide.

Quem a estudou primeiro foi Nicolas de Cusa* quando estava tentando encon-
trar a area de um circulo pela integracao; quem a definiu apropriadamente
destacando suas propriedades foi Mersenne (1588-1648) e quem a nomeou
foi Galileu. As aplicagoes dessa curva vao desde relogios, tobogas, esteiras
industriais a sistemas 6timos de engrenagens.
Huygens considerou o movimento de uma particula em uma superficie cicloi-
dal e analisou a projecao vertical desse movimento. Com isso concluiu que
ele coincidia com um movimento harmoénico uniforme.

Suponhamos, entao, uma particula situada, inicialmente, num ponto P
da superficie cicloidal e abandonada de seu repouso de uma altura H, consi-
derando o ponto mais baixo da cicléide. Em um determinado instante, essa

4Seu nome verdadeiro era Nicolaus Krebs ou Chrypffs (1401-1464), mas ficou conhecido
por Nicolés de Cusa pela cidade em que nasceu, Kues
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4.2. Christiaan Huygens e o péndulo is6crono

IR ¢ "I H
91 h
__-—-/ ’

Figura 4.5: Movimento da particula em uma superficie cicloidal.

particula atinge uma altura h, conforme Figura 4.5 onde, por conveniéncia,
desenhamos a cicléide com a sua concavidade para cima, e também, esco-
lhemos os eixos cartesianos de modo que a superficie plana esta localizada a
uma altura igual a 2R.

Pela conservacao de energia temos:

2

o que resulta, para a velocidade:

v=1/29(H — h).

A componente vertical da velocidade é dada por

vy = —vcosf = —/2g(H — h) cosb. (4.1)

Usando a propriedade fundamental da cicloide®, temos:

h =dcosf com d=2Rcosf (4.2)

SEssa propriedade diz que a reta tangente & cicléide em um ponto P passa pelo ponto
mais alto da circunferéncia geratriz e a reta normal passa pelo ponto mais baixo, no caso
o alto e o baixo estao trocados.
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4.2. Christiaan Huygens e o péndulo is6crono

onde R é o raio da circunferéncia geratriz. Temos, entao, o seguinte resultado:

h
0=\ 4.
oS ¥ (4.3)

Substituindo o ultimo resultado na Eq.(4.1), obtemos:

v, = — %h(H —h).

Como h = h(t), podemos representar, matematicamente, a velocidade verti-
cal como a derivada v, = dh o a equacio anterior toma a forma:

dt
—\/%/(H—h)h.

Pela simetria do problema, o tempo que a particula leva para chegar ao ponto
h =0 ¢ 1/4 do seu periodo T de oscilagao.
Separando as variaveis da equagao acima e integrando ambos os lados, temos:

/w% :‘\/%/omf”
Tﬁ/ﬁ

A fim de encontrar esse periodo, fazemos a substitui¢ao de variavel kK = h/H
na integral acima, obtendo:

R (Y dr
T:4\/;/0 V(I =Kk

Fazendo mais a seguinte substituicao de variavel:

o que resulta em:

1
K= 5(1 + sena),

alcangamos o seguinte resultado:

T4 5/“ cos ado _or
9 Jrp2V1— V1 —senZa



4.2. Christiaan Huygens e o péndulo is6crono

Contudo, no processo de determinar o periodo exato para esse movimento,
foi possivel concluir que esse periodo independe da altura inicial que a parti-
cula é abandonada. No caso do péndulo, Huygens manipulou obstaculos ao
seu redor de modo que ele percorresse essa trajetoria cicloidal e, assim, seu
periodo deixava de depender de sua amplitude de oscilacao, tornando-se is6-
crono. O periodo do péndulo isécrono coincide com o de um péndulo simples
de pequena amplitude de oscilagao onde o comprimento [ da haste ¢ igual a
4R.

As anotagoes de Christiaan sao mostradas na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Rascunhos de Christiaan Huygens.
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4.3 Aplicacao das equacoes de
Hamilton-Jacobi

Voltando ao péndulo, a aproximagao descoberta pelo ja citado inventor
Christiaan Huygens e que encontramos comumente nos livros introdutorios

de fisica [8] é:
T =2, (4.4)
=274/ -, .
9

onde [ é o comprimento do péndulo e g a aceleragao gravitacional. Como
j4 vimos no capitulo anterior, essa aproximacao é obtida linearizando-se a
equagao diferencial associada ao movimento do péndulo por meio de

senf ~ 0 (4.5)

onde # denota a posicao angular do péndulo em relacao ao equilibrio. A
linearizagao dada pela Eq.(4.5) é chamada de aprozimac¢dao harmonica e leva
a equacao do oscilador harmonico.

Contornando as dificuldades matemaéaticas, a aproximacao harmonica é lar-
gamente usada nos cursos introdutorios de fisica. Fora de um laboratorio
didatico, essa aproximacao harmonica tem dois problemas basicos que a tor-
nam de pouca utilidade. O primeiro é o fato dela produzir resultados numé-
ricos bastante imprecisos se a amplitude de oscilagao estiver fora do chamado
regime de pequenas oscilagoes. Embora nao sendo definido com clareza na
literatura, esse regime é tomado como sendo o maior intervalo de amplitu-
des dentro do qual o perfiodo da aproximacao harmonica difere em menos
de 1% do valor exato. No caso, o angulo maximo de oscilagdo do péndulo
corresponde a 23°, mas, se o comprimento do péndulo for maior ou igual a
25cm e for exigida uma concordancia com o periodo exato de apenas 3 casas
decimais, o angulo de oscilagao devera ser menor que 0,5°. O segundo pro-
blema é que a aproximacao harmoénica descreve o péndulo como um sistema
cujo periodo nao depende da amplitude de oscilacao. Esse comportamento
uniforme, chamado de isocronismo, contrasta com o do péndulo real, cha-
mado de anisocronismo, para o qual o periodo cresce monotonicamente com
a amplitude.

Usando a conservagao da energia mecanica, é possivel obter uma expressao
analitica exata para o periodo do péndulo simples. Essa expressao envolve
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uma funcao nao elementar do Calculo, a integral eliptica completa do pri-
meiro tipo, que na pratica requer algum tipo de aproximacao para ser ava-
liada. Conforme vimos no capitulo anterior, a hamiltoniana do péndulo é
dada por

2

1
H=T+V=-2__ . 4.
+V 5T mgl cos 6 (4.6)

3

Como a hamiltoniana representa a energia F total do sistema, consideramos
a fungao:

p(0) = £1/2mi2(E + mgl cos f). (4.7)

Assim, como E = —mgl costly, se E < mgl, entao —0y < 0 < 6y, ou seja, o
péndulo oscila periodicamente entre —fy e 6y (libragao). Graficamente, esse
movimento representa uma curva fechada no espago de fase (em forma de
elipses), conforme Figura 4.7. Ja, se £ > mgl, o péndulo ainda tem energia
cinética no ponto mais alto # = £7 e continua seu movimento sem inversao
do sentido (rotacdo). Assim, o movimento se repete cada vez que o angulo ¢
varia de 27. As curvas mais externas do grafico expressam esse movimento.
Finalmente, se £ = mgl, o péndulo encontra-se numa situacao de limite ins-
tavel, pois, ao atingir a posicao vertical § = 7, a energia cinética reduz-se a
zero e o péndulo poderia permanecer nessa posi¢cao eternamente. No grafico
da Figura 4.7, a curva S que representa esse ultimo quadro recebe o nome
de separatriz.

\

f

Figura 4.7: Espaco de fase do péndulo simples.

)
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4.3. Aplicacao das equagoes de
Hamilton-Jacobi

Retomando a Eq.(4.6), temos, pela equa¢io de Hamilton-Jacobi, o seguinte

resultado:
1 (95’ 08
—— | = | —mglcosf+ — =0. 4.
5 T2 <86’) mglcosf + — 0 (4.8)
Sendo S(0, a,t) = W(0) — at temos, nesse caso:
1 (dW?
5 T2 (W) —mglcost = q, (4.9)
o que resulta na expressao
W= / V2mi2a + 2m213g cos 0df. (4.10)

Assim, obtemos:

5= o8 / 2mi%do B
da \/le%z + 2m23g cos

ou ainda na forma

l do
Fh= \/%/ Va/mgl +cos (4.12)

Considerando que, no fnicio do movimento, t; = 0, a energia total é igual a
energia potencial, uma vez que a particula estd imével e a haste que a sustenta
faz com a vertical um angulo 6y, temos Fy = —mgl costy. Como o sistema
é conservativo, sua energia é constante, assim, sem perda de generalidade,
podemos impor:

/ (4.11)

a = —mgl cos . (4.13)

Substituindo 3 por ty = 0, obtemos:

t= L / d0 ) (4.14)
29 J +/cosl — cos b,

Usando a relagio trigonométrica cos ¢ = 1 — 2sen?(¢/2), temos:

L% do
= \/;/0 \/sen2(6y/2) — sen(0/2) (4.15)
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

Chamamos sen(fy/2) = k e fazemos a substituicao
sen(0/2) = ksen& (4.16)

onde, a variagao 0 < 0 < 6 resulta em 0 < sen¢ < 1 e, consequentemente,
¢ € 10,7/2]. Segue, entdo, o seguinte:

w/2
e / S S (4.17)
9 Jo 1 — k2sen?¢

Considerando como periodo 71" do péndulo o tempo que ele leva para voltar
a posicao inicial, temos que T" = 4t. Logo,

1 [ d
T =44/- / —5 (4.18)
9Jo /11— k%sen?¢
Esta integral ¢ conhecida na literatura especializada com o nome de integral
eliptica completa de primeiro tipo e denotada por K (k). Deste modo,

K(k) = /O &

1 — k2sen2¢

Para pequenas amplitudes de oscilagao, o parametro £ se aproxima de zero.
Consequentemente, K tende a 7/2 e a Eq.(4.18) toma a forma da apro-
ximagdo harmonica, ou seja, a linearizacdo dada pela Eq.(4.5) equivale a
aproximar a curva K (k) da reta horizontal 7/2. Como K (k) é uma fungao
monotonicamente crescente que diverge exponencialmente no limite |k| = 1,
isto é, para # = 7, a razao entre o periodo exato 1" e a aproximacao, digamos
To, aumenta rapidamente com a amplitude 21|, conforme podemos observar
na Figura 4.8.

4.4 Representacao por funcao hipergeométrica

A integral eliptica de primeiro tipo, fun¢ao que compoe o periodo do péndulo,
¢ uma funcao nao elementar que pode ser representada pela fungao hiper-
geométrica o F, conforme apresentada no Capitulo 2. Com esse proposito,
considere a distribuicao binomial:

(p=1) 5 pp—1)(p-2) ;

2? + ad 4

p
Y
(L4 2)" =1+ pr+ =, 3
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

10 0 0 40 50 60 (] BO a0

e (em graug)

Figura 4.8: Periodo do péndulo em fun¢ao da amplitude.

convergente para |z| < 1[14]. Sendo |k*sen?¢| < 1, essa distribui¢ao binomial
¢ valida no integrando da Eq.(4.18):

(1—k2sen?¢)"12 =1+ (—%) (—k?sen’¢) —1—% (—%) <—g> (—kQSen2§)2 +

+% <_%) (_g) (_g) (—k2sen%¢)” + - - (4.19)

onde x = k?*sen?¢ e p = —1/2.
Simplificando, podemos escrever:

1 113
(1 — k%sen?6)™ 12 =1+ §k2sen2§ + §§§k4sen4§ + ————kSsen®¢ + ... (4.20)
Essa série é convergente e pode ser integrada termo a termo. A fim de obter-

mos as integrais desses senos de forma recursiva, consideramos um nimero
natural par m da forma m = 2n [20] e tomamos a integral

w/2
I, = /0 sen"Ed¢. (4.21)
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

O termo seguinte conterd I, 5. Calculando-o, temos:

/2 /2 /2
Lo = / sen™t2EdE = / sen™Esen’Edé = / sen™¢(1 — cos® €)d¢
0 0 0
w/2 w/2
I = / sen"&d¢ —/ sen™¢ cos® £d¢
0 0

/2
Lo = [m—/ sen™¢ cos® EdE,
0
(4.22)

o que implica no seguinte resultado:

w/2
/ sen"¢ cos>dE = I, — Lpio. (4.23)
0

Por outro lado, utilizando a integragao por partes, obtemos:

w/2
/ sen™ ¢ cos” £d¢ = sen™¢ cos Esen|7” +
0

w/2
— / sen (m sen™ "¢ cos® € — sen™1¢) d¢
0

ou ainda na forma

/2 /2 /2
/ sen™¢ cos? EdE = 0 — m/ sen™¢ cos® £d€ + / sen™ 2 dE,
0 0 0

de onde segue-se

w/2
(m+ 1)/0 sen™¢ cos? EdE = o (4.24)

Substituindo a expressao (4.23) na expressao (4.24), obtemos:

(m+ 1) (I — Liny2) = Lo
(4.25)
de onde segue-se
14+m

Ipio = ——1,. 4.26
2= (4.26)
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

Visto que

w/2
h:/ de
0

podemos escrever recursivamente:

1 1
] :—] = —— =
2797079

4 42 422 2129

3 31 31w w113
! 2Ty 2 (2!22)

5) 531 531m w1135
I6 - —I4 - ———IO - ———— = — —_—— — —
6 642 6422 31222

Realizando, de fato, a integracao da equacao obtemos:

jus 2
1QM:A(L%%m%YW%:g+g<;)H+

113\ 7 /1135\°
It k4 o oYY kﬁ
3 <222) 3 <3222) +

Assim, utilizando o simbolo de Pochhammer® [16], definido por:

T(\+ k)

Ok =—T7 = MA+D Ok =),

e comparando-o a representacao em série da fungao hipergeométrica, con-
forme a Eq.(2.25), podemos escrever:

K(k) = /O_(l — k2sen2§)_1/2d§ = gz (5(113( )n L0

fLeo August Pochhamer (1841-1920).
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

Substituindo a fun¢ao hipergeométrica encontrada em Eq.(4.18) e sabendo
que k = sen(6y/2), encontramos o periodo do péndulo simples:

l 11
T = 271'\/;2171 {5, 5 b sen”(6y/2) (4.27)
associado a solucao exata da equacao de movimento
0+ %senQ =0,

como vista no capitulo anterior.

Note que, para 6y = 0, recuperamos o classico resultado

T =2m 1,
g

uma vez que o[} (%, ;1;0) =1.
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Conclusao

O problema do péndulo simples constitui-se no pano de fundo para o estudo
de uma ampla variedade de conceitos da fisica e da matematica, por isso,
é topico constante das disciplinas de cursos vinculados a area das ciéncias
exatas. Ele é usado, na fisica, para se estudarem conceitos como aceleracao
da gravidade, for¢a, movimento harmonico, entre outros. J&, na matematica,
esse problema comeca a mostrar sua importancia no aparecimento frequente
de sua equagao de movimento no estudo basico de equagoes diferenciais.
Além disso, permeia teorias mais elaboradas da fisica-matemaética como as
teorias lagrangiana e hamiltoniana, bem como o estudo das fungoes especiais,
como vimos nesse trabalho. Discutimos, aqui, o desenvolvimento teoérico das
formulagoes da mecanica analitica visando & aplicacao da técnica dada pela
equagao de Hamilton-Jacobi ao nosso problema do péndulo simples.

Iniciamos nosso trabalho com o estudo das equacgoes diferenciais parciais,
sua classificagao quanto ao tipo e do método de Fourier. Apresentamos o
método de separacao de variaveis, o qual produz um conjunto de equacoes
diferenciais ordinarias. Depois disso, solucionamos a equagao diferencial ordi-
naria de segunda ordem com trés pontos singulares regulares pelo método de
Frobenius, conduzindo-a a equagao hipergeométrica, que tem como solucao
as funcgoes hipergeométricas. O caso particular, a funcao de Legendre, é abor-
dada. Por um processo de tomada de limite efetuado sobre a equacao hiper-
geométrica, encontramos a equagcao hipergeométrica confluente com solugao
dada pelas fun¢oes hipergeométricas confluentes, como exemplo, menciona-
mos a funcao de Bessel. Discutimos, depois disso, as formulacoes newtoni-
ana, lagrangiana, hamiltoniana dos osciladores harmoénicos unidimensionais,
incluindo o péndulo e o sistema massa-mola.
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

Comecamos o ultimo capitulo contextualizando historicamente a desco-
berta do péndulo isécrono, feita por Hyugens e expusemos sua construgao
matematica no calculo do seu periodo. Finalizando esse ultimo capitulo,
estudamos o movimento do péndulo pela teoria de Hamilton-Jacobi, eluci-
dando seu periodo composto pela integral eliptica a qual induzida por técnica
recursiva e integracao do calculo representamos na tltima secao pela funcao
hipergeométrica. Recuperamos, através da linearizagao da equacao diferen-
cial, o periodo do péndulo associado as pequenas oscilagoes.
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Apéndice

A funcao gama
Dado um ntumero real p, definimos a funcao gama a partir da seguinte
integral impropria [13]

F(p):/ e “aP tdx
0

com p > 0, intervalo no qual ela é convergente’. O grafico dessa funcao est4
representado na Figura 4.9.
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Figura 4.9: Grafico da fun¢ao gama.

Essa definicao nao é valida para p < 0, pois, nesse caso, a integral envolvida é

"Essa defini¢io pode ser feita sobre os C com Re(z) > 0 [3].
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4.4. Representagao por funcao hipergeométrica

divergente. Assim sendo, substituindo p por p+ 1 na defini¢ao acima temos:

Cip+1) :/ e TzPd.
0

Utilizando a integragao por partes, obtemos:

F'p+1) = p/ e “aP~dx
0

ou seja,
I'(p+1) =pl(p).
Essa equacao ¢ conhecida como relagao recursiva da fungao I' pois produz:

Lp+n)=@E+n—1)p+n—-2)(p+n—3)--(p+1)pl'(p)

para todo inteiro positivo n, consistindo-se numa generalizacao da definicao
de fatorial: n! =n(n —1)!
Um resultado muito importante envolvendo a fun¢do gama é o seguinte [3]:

1
r (_> _ /&

2
Mostremos tal resultado. A partir da definicao da funcao gama com p = %
temos . -

r <—> = / e "r 2 dx.
2 0

Introduzimos a mudanca de variavel x = t? obtemos:

1 e
ri-]=2 “Udt.
(2> /0 e " dt

Multiplicando ambos os lados desta igualdade por I' (%) temos, como resul-
tado, uma dupla integral:

1\1? e
[F (—)] = 4/ / e~ ) didu,
2 o Jo

Utilizando as coordenadas polares no plano, podemos escrever:

(o[ e

Integrando nas variaveis r e ¢, obtemos I' (%) /T que é o resultado dese-
jado.

76



Referéncias Bibliograficas

[1] E. Romao Martins e E. Capelas de Oliveira, Equagoes Diferenciais e os
Sistemas de Stackel, Textos Didaticos, Vol.4, Imecc-Unicamp, Campi-
nas, (2006).

[2] E. Capelas de Oliveira e J. Emilio Maiorino, Introdu¢ao aos Métodos da
Matematica Aplicada, Terceira Edi¢cao, Editora da Unicamp, Campinas,
(2010).

[3] E. Capelas de Oliveira, Fungoes Especiais com Aplicagoes, Editora Li-
vraria da Fisica, Sao Paulo, (2004).

[4] E. Capelas de Oliveira e W. A. Rodrigues Jr., Fung¢oes Analiticas e
Aplicagoes, Editora Livraria da Fisica, Sao Paulo, (2006).

[5] E. Capelas de Oliveira, A. O. Chiacchio e J. Vaz Jr., Equagdes Diferen-
ciais: Métodos Analiticos e Aplicagioes, IMECC, Sao Paulo, (2008).

|6] H. Goldstein, Mecanica Clasica, Aguilar, Madrid, (1977).

[7] W. Greiner, Classical Mechanics: Systems of Particles and Hamiltonian
Dynamics, Springer-Verlag, New York, (1935).

|8] D. Halliday e R. Resnick, Fundamentos de Fisica, Livros Técnicos e
Cientificos, Rio de Janeiro, (2001).

[9] H. Whitley Eves, Introdu¢ao 4 Historia da Matemdtica, Editora da Uni-
camp, Campinas, (1997).

[10] L. D. Landau e E. M. Lifshitz, Mecdnica, Mir, Moscou, (1978).
[11] N. A. Lemos, Mecdnica Analitica, Livraria da Fisica, Sao Paulo, (2007).

[12] E. Butkov, Fisica Matemdtica, Guanabara Dois, Rio de Janeiro, (1978).

77



Referéncias Bibliograficas

[13] M. L. Boas, Mathematical Methods in the Physical Sciences, J. Wiley,
New York, (1966).

[14] E. Lages Lima, Andlise Real, vol. 1, IMPA, Rio de Janeiro, (2002).
[15] D. T. Greenwood, Classical Dynamics, Dover, New York, (1997).

[16] N. N. Lebedev, Special Functions and their Applications, Dover, New
York, (1972).

[17] B. Spain, Functions of Mathematical Physics, Van Nostrand Reinhold
Company LTD, Londres, (1970).

[18] J. Mathews e R. L. Walker, Mathematical Methods of Physics, W. A.
Benjamin, California, (1970).

[19] E. T. Whittaker e G. N. Watson, A Course of Modern Analysis, Cam-
bridge University Press, 4* Edi¢ao (1996).

[20] E. Capelas de Oliveira, Métodos Analiticos de Integra¢ao, Editora Li-
vraria de Fisica, Sao Paulo, (2010).

[21] P. Amore, M. C. Valdovinos, G. Ornelas and S. Z. Barajas, The
Nonlinear Pendulum: Formulas for the Large Amplitude Period, Rev.
Mex. Fis., E 53, 106-111 (2007).

[22] W. E. Boyce e R. C. Di Prima, Fquagoes Diferenciais Elementares e
Problemas de Valores de Contorno, Editora Guanabara Koogan S.A.,
Rio de Janeiro (1994).

[23] M. Burrowes e C. Farina, Sobre o Péndulo Isécrono de Christiaan
Huygens, Rev. Bras. Ens. Fis., 27 no.2, p. 175-179 (2005).

[24] D. J. Pamplona da Silva, Sobre um Tipo de Equagao Diferencial Parcial,
Relatorio de Pesquisa, IMECC-Unicamp, (2001).

78



