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Resumo

Este trabalho apresenta uma linguagem algébrica para dois elementos basi-
cos da teoria da informacdo quéantica (os bits quanticos e os operadores densi-
dade), baseada nas propriedades de uma dlgebra de Clifford de assinatura (n,3n).
Demonstramos que a nova descricao desses elementos preserva as mesmas pro-
priedades matematicas obtidas com a descricao classica. Com isso, estendemos
alguns resultados apresentados na literatura que relaciona Algebra de Clifford e

Informacao Quantica.
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Abstract

This work presents an algebraic language for two basic elements of quantum
information theory (the quantum bits and density operators), based in the proper-
ties of a Clifford algebra of signature (n,3n). We prove that the new description
of these elements preserves the same mathematical properties obtained with the
classical description. We also extend some results presented in the literature that

relate Clifford algebra and quantum information.
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Introducao

Neste texto, formalizamos e generalizamos a algebra de Clifford usada nos tra-
balhos de Havel, Doran, Lasenby e outros [DLG93, SLD99, DLG"96, HD02]. De
forma particular, estudamos o conceito de operadores densidade os quais sao de

grande importancia na teoria de informacgao quantica.

As algebras de Clifford, que tém esse nome em homenagem ao matemético
ingles do século 19, William Kingdon Clifford, sao uma classe de algebras as-
sociativas relacionadas a teoria de formas quadraticas. Tal classe de algebras

generaliza os conjuntos dos niimeros complexos e dos quatérnios.

Muito usadas na fisica-matemadtica, as algebras de Clifford sao 6timas ferra-
mentas para o estudo de algumas areas da mesma. Neste trabalho, usamos uma
classe dessas algebras com o intuito de estudar algumas propriedades da mecanica

quantica utilizadas na teoria da informacao e computagao quantica.

A “Lei de Moore”, de 1965, diz que a cada 18 meses a capacidade de processa-
mento dos computadores duplica, isso com um custo constante. Dessa previsao,
acredita-se que tal fenomeno tenha um limite de tempo, estimado entre os pri-

meiros 20 anos do século atual.

Com essa limitagao, alguns pesquisadores comecaram a pensar em como su-
perar esse problema e uma das possiveis solugoes apresentadas foi a utilizagao
das propriedades da mecanica quantica para tratar os problemas de computagao

e informacao.



Introducao 2

Ainda no século passado, David Hestenes comecou a reescrever os fundamen-
tos da fisica (mecanica classica e quantica) usando as ferramentas da algebra
geométrica e algumas outras algebras de Clifford. Com base em seus trabalhos,
muito foi desenvolvido nos tltimos anos chegando até o artigo [HD02] “Geometric
Algebra in Quantum Information Processing” de Havel e Doran, o qual serviu de

inspiracao para este trabalho.

Iremos nos concentrar em um conceito fundamental da teoria da informacao
quantica, os operadores densidade. Tal conceito é muito util quando queremos

provar matematicamente que certas estruturas usadas realmente funcionam.

Analisaremos, formalmente, como uma algebra de Clifford, mais precisamente
a algebra de assinatura (n,3n), pode ser usada para descrever os elementos prin-

cipais da teoria de informacao quantica.

O texto esta dividido em trés capitulos e tenta ser o mais auto-suficiente pos-
sivel. No primeiro capitulo, fazemos uma breve revisao das estruturas algébricas
tais como anéis, grupos e algebras, e finalizamos com a apresentacao das algebras

de Clifford e alguns exemplos das mesmas.

No segundo capitulo, “Algebra de Clifford e a Teoria Quantica”, apresentamos
os conceitos basicos da teoria de informacao quantica que tratamos no trabalho,
g-bits e operadores densidade, e mostramos as dlgebras de assinatura (n,3n) que

passam a ser usadas até o fim do texto.

Ja o terceiro e ultimo capitulo, “Positividade”, comecamos mostrando como
definir elementos definidos positivos na algebra de Clifford em questao, com o
intuito de definir os operadores densidade sem usar elementos da dlgebra das ma-

trizes. Finalizamos o trabalho apresentando defini¢oes equivalentes de operadores

densidade.



CapiTULO 1

Algebras de Clifford

Neste capitulo, falaremos sobre dlgebras dando um enfoque as algebras de Clif-
ford, formalizando-as e mostrando algumas propriedades bésicas. A linguagem

algébrica serd utilizada em todo decorrer deste texto.

1.1 Nocoes Basicas de Algebra - Anéis e Grupos

Um dos objetos bésicos que usamos no decorrer deste texto é o que chamamos
de anel. Um anel é uma tripla composta de um conjunto, A, e duas operagoes

binarias, + e -, que damos o nome de adi¢ao e multiplicagao, respectivamente.

Definicao 1.1.1. A uma tripla, (A,+,-), damos o nome de anel se para todos
a,b,c € A as sequintes propriedades sao validas:

1. As operacoes + e - sdao fechadas, ou seja, a+b €EA ea-b e A;

2. Existe0 eec A taisque0+a=a+0=acece-a=a-e=a;

3. Vale a propriedade distributiva, a-(b+c) = a-b+a-c e (a+b)-c = a-c+b-c;

3
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4. A operacdo soma € comutativa, a+b =b+ a;

5. Para todo a € A existe b € A tal que a+b =0, tal b é denotado por —a;

6. As operacoes sao associativas, a-(b-¢c) = (a-b)-c ea+(b+c) = (a+b)+c.

e Se a multiplicagcao também for comutativa, chamamos o anel de comutativo.

Como definimos, todo anel tem um elemento neutro referente a operagao de
multiplicagao, chamado de unidade. Vale observar que o termo anel também é
usado para uma estrutura um pouco mais geral, a qual difere dessa pela existéncia

da unidade. Alguns autores chamam a estrutura aqui definida de “anel com

unidade”.
Definigao 1.1.2. Sejam (A,+,:) um anel e I um subconjunto de A. Falamos
que 1 € um ideal a direita de A se:

1. Para todos a,b € 1, temos que a+b € [;

2. Para todo a € A, temos que al C 1, onde al ={a-x;x € I}.
Analogamente, definimos ideal a esquerda de A impondo que Ia C 1.

Quando o anel A é comutativo, chamamos simplesmente de ideal.

Exemplo 1.1.3. No anel dos numeros inteiros, se tomarmos o conjunto dos
numeros pares perceberemos com facilidade que esse € um ideal, pois a soma de
qualquer numero par € um numero par e a multiplicacao de qualquer nimero

inteiro por um numero par também € par.

Exemplo 1.1.4. Sejam A um anel e S C A nao vazio. O conjunto:

(S) = {Z xsS; s € A e g =0 a menos de um numero finito de vezes } ,

seS
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€ um ideal a direita de A. Falamos que (S) € o ideal a direita de A gerado por

S. Quando o contexto for claro falaremos apenas que este é o ideal gerado por S.

Se um ideal 1 for tal que existe um elemento a € 1 de tal modo que (a) =1,

entao damos a esse o nome de ideal principal.

Definigao 1.1.5 (Anel Quociente). Seja (A, +,-) um anel e m um ideal (a direita
ou a esquerda) de A. Definimos o anel quociente A/m com as operagoes induzidas

de A da sequinte forma:

1. (a+m)+(b+m)=(a+b)+m, Va,b e A, onde (a+m) ={a+c;c € m};

2. (a+m)-(b+m)=a-b+m, Va,b € A.

Falamos que o anel quociente é o anel das classes de equivaléncias de A, onde
a classe de a € A, a+ m, é equivalente a classe de b € A, b + m, se tem-se que

a—b € m e denotamos por: a = b.

Definicao 1.1.6. Sejam A e B anéis. Chamamos de homomorfismo de anéis

uma funcao f: A — B tal que:

1. fla+b) =f(a)+ f(b)

2. f(a-b) =1(a) - f(b).

Um homomorfismo injetivo e sobrejetivo ao mesmo tempo é dito um isomor-

fismo de anéis.

Exemplo 1.1.7. Sejam A um anel e m um ideal de A, a funcao T definida
abairo € um homomorfismo sobrejetor de anéis, a essa funcdo damos o nome de
projecao canonica.

nm: A — A/m

a — a+m.
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Outro objeto bésico utilizado neste texto é o que chamamos de grupo. Assim
como um anel, um grupo é um conjunto munido com uma operacao binaria que

segue algumas propriedades.

Definigao 1.1.8. Ao par formado por um conjunto nao vazio G e uma opera¢ao
bindria + : G x G — G damos o nome de grupo se para todos a,b,c € G wvale
que:

1. Ezxiste 0 € G de modo que a+0=0+a =a;

2. Dado a € G existe —a € G tal que a+ —a=—a+a =0,

3. A operacao € associativa, ou seja, (a+b)+c=a+ (b+c);

e Quando a operacdo ¢ comutativa, ou seja a+b = b + a, falamos que o

grupo é comutativo ou abeliano.
Assim como acontece com os anéis, definimos homomorfismos e isomorfismos

entre grupos.

Definicao 1.1.9. Sejam G e F grupos. Chamamos de homomorfismo de grupos

uma fungao f: G — F tal que:
fla+b) =f(a)+ f(b), Va,b e G.

Damos o nome de isomorfismo de grupos a um homomorfismo bijetor.

1.2 Mobdulos

O conceito de modulo é uma generalizagao dos conhecidos espagos vetoriais.

Definigao 1.2.1. Seja A um anel. Um mddulo a esquerda sobre A (A—mddulo

a esquerda), M, € um grupo abeliano com uma operag¢io de A x M em M tal que



1.2 M6dulos 7

para todos a,b € A ex,y € M temos:

(a+b)x =ax+bx e a(x+y) = ax + ay.

Analogamente, definimos maodulo a direita sobre A. Quando A € comutativo,
chamamos apenas de mddulo e quando A € um corpo, temos que o modulo €

exatamente um espaco vetorial.

Sendo M um modulo e N um subconjunto que tem estrutura de médulo, N é

chamado submodulo de M.

Definicao 1.2.2. Sendo M e N A—mddulos e f : M — N um homomorfismo de
grupos tal que f(ax) = af(x), para todo a € A, chamamos f de homomorfismo

de mddulos .

Definicao 1.2.3. Sejam M um A—mddulo e = {b1,ba,...} C M. Falamos
que 3 € um conjunto de geradores de M se para qualqguer m € M tem-se que

m = Z Apb, com A, € A e Ay, = 0 a menos de um numero finito de vezes.
bep

Quando existe B finito, falamos que M € um maodulo finitamente gerado.
Definicao 1.2.4. Sejam M um A—mddulo e B = {by,b,,...} C M. Falamos

que B € um congunto linearmente independente se a combinagao linear Z Apb =
bep

0, Ap € A e Ay, =0 quase sempre, € verdade apenas se todos os Ay forem nulos.
Definicao 1.2.5. A um conjunto de geradores linearmente independente damos

o nome de base.

Definicao 1.2.6. Sejam M um A—mddulo e N1, N2 submddulos de M. Se B =
N; UN;3 e N € o submodulo de M gerado por B, falamos que N é soma direta
de N1 e Ny se dado n € N existem 1inicos ny € Ny e ny € Ny de modo que

n=mng+ny e denotamos N = N7 & N;.
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1.3 Algebra

O conceito de algebra é uma das principais estruturas que estudaremos nesse

trabalho.

Definicao 1.3.1. Seja M um A—mddulo. Se existe em M uma operacdo bindria

A—bilinear
MxM — M
(mi,mz) — my-my
que seja associativa, distributiva em relacdo a soma e se M tem unidade, cha-

mamos M de A—dlgebra.

E importante destacar que uma algebra tem estrutura de anel. Como temos
um elemento unidade 1 € M, podemos usar o “mergulho” a — a - 1 e identificar

A como subconjunto A - 1 de M.

1.4 Algebras Graduadas

Sejam F uma A—4&lgebra com um conjunto de geradores {xi;i € I} e yo =
Xi,Xi, - - - Xip,, onde ¢ = (iy,---,ip) e [ é um conjunto de indices. Podemos

classificar os elementos Yy, pelo comprimento de o.

Seja Fr, o médulo gerado pelos y, de comprimento h. Pode-se provar que F é

a soma direta dos modulos Fg, Fq,-- -, ou seja:

F:Fo@F1@F2€B

!Falamos que uma funcdo f : M x M — N, onde M e N sdo A—mdédulos, é A—bilinear
se para todos a,b € A e todos wi,wa, w3, wy € M tem-se que: f(aw; + wz,bws +wy) =

abf(wi,w3) + af(wi,wq) + bf(wz, w3) + f(wa, ws).
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Também temos que FiF; C Fiy;2.

Definigao 1.4.1. Seja (T',+) um grupo. Uma dlgebra T—graduada € uma dlgebra

E que pode ser decomposta em soma direta de mddulos na forma:

Dt

ver

onde os £, sao submddulos de E tais que
EVE, CEy gy
Numa algebra I'—graduada E, um elemento, x € E,, ¢ dito elemento homoge-
neo de grau y.
Casos especiais:
1)Quando I' = Z, chamamos a &lgebra simplesmente de graduada;

2)Quando I" é um grupo binério, {0, 1}, chamamos a édlgebra de semi-graduada
e escrevemos E = ET @E ™, no lugar de Eg®E;. Observe que E, com as operacoes

induzidas de E é uma subalgebra de E, chamada de algebra par.

1.5 Algebra Tensorial

O produto tensorial é de grande valia para a mecanica quantica. Iremos trata-lo

nesta secao.

Definicao 1.5.1. Seja M um A—mddulo. Uma dlgebra, T, € dita dlgebra tenso-

rial sobre M se satisfaz as condicoes:

1. T € uma dlgebra contendo M como submodulo e € gerada por M e 1v;

2Em um anel A, o produto de dois subconjuntos B,C C A é o conjunto dado por: BC =

{bc;b € B,c € C}.
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2. Para qualquer transformacao linear, A\ : M — E, onde E € uma A—adlgebra,
existe um homomorfismo, 0 : T — E, estendendo N tal que o diagrama

abairo comuta, ou seja, A(x) = 0(i(x)), onde i € a inclusio de M em T.

M 1

T
A

E

Teorema 1.5.2. Para um A—mddulo M existe uma unica dlgebra tensorial, a

menos de isomorfismo.

Demonstragao. [Che96] O

Definicao 1.5.3. Sejam M e N A—mddulos, P =N&M e T a dlgebra tensorial
de P. O submddulo, Q de T,,® formado por todos os produtos {xy;x € N ey € M}
¢ chamado produto tensorial de N por M e € denotado por NQM, seus elementos

sao denotados por x®y, x € N ey € M.

Teorema 1.5.4. Dada uma transformacao bilinear, 3 : M X N — R, onde M, N
e R sao A—mddulos, existe uma transformacao linear, & : M ® N — R, tal que

d(x®y) =B(x,y) e o diagrama abairo comuta.

M x N

Demonstracao. [Che96] O

Quando M e N sao espacos de matrizes, um exemplo de produto tensorial
entre elementos desses espacos, m ®n, também conhecido como produto de Kro-

necker, é dado a seguir.

3T, é o médulo gerado pelo produto de quaisquer 2 elementos de P.
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Se m = (Myj)pxqg € M en = (Nni)kxt € N, entito m@n=1€ M® N, onde

1 = (lij)pkxqt, dado por

mpm | myn | --- | Mgn
1 mimn | MM | --- | MagN
MpiT | MpaM | -+ | MpgN

Assim, temos que M ® N € o espaco das matrizes de dimensao pk x qt.

Algumas propriedades interessantes, validas para qualquer produto tensorial,

sao dadas abaixo (ver [Lan97], para mais detalhes).

Sendo a € A, wm € Men,t € N, onde A é um anel e M e¢ N sao
A—modulos, entao:

e AN M =N am,

en®(M+wW) =n@mM+nRw;

e (t+N)@w=tw+new.

1.6 Algebra de Clifford

Finalmente, com os conceitos ja apresentados, poderemos tratar das algebras de

Clifford. Antes, precisamos definir uma forma quadratica.
Definigao 1.6.1. Seja M um A—mddulo. Uma funcao f: M — A é uma forma
quadrdtica se:

1. flax) = &*f(x), Va € A e x € M;

2. B: M x M — A, definida por B(x,y) =f(x +y)—f(x) —f(y), € bilinear.
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A funcao B € dita forma bilinear associada a f.

Definicao 1.6.2. Sejam T uma dlgebra tensorial sobre um A—mddulo M e ¢ o
ideal a direita de T gerado por elementos da forma x@x—f(x) 11, x € M, onde

f € uma forma quadrdtica em M e 11 € a unidade de T. A dlgebra quociente

ClL =T/c é chamada dlgebra de Clifford associada a M e f.

Como antes, denotamos por 7 a projecao canonica de T na algebra quociente

w: T — &4
tr—)t-l—c'

Assim (M) é o submédulo de CL que o gera como algebra.

1.7 Casos Especiais de Algebras de Clifford

Mostramos aqui alguns casos particulares de algebras de Clifford, um dos quais

serve como base para boa parte do que é feito no texto.

1.7.1 Primeiro Caso - Os Complexos

Consideremos M como um A—mddulo gerado por {x}, ou seja, M = Ax. Temos
aqui que T = A[x], anel de polinomios, é a &lgebra tensorial de M, tomando ¢

como o ideal gerado por x ® x — f(x) - 1, fazendo 7mt(x) = & e CL =T/c.

Temos que CL é da forma A @ A&, onde &2 = f(&) - 1, fazendo @ : M —
A&, ax — a&, mergulhamos M em C{ e podemos escrever C{ = A & M, isto

devido ao fato de @ ser um isomorfismo.

Agora se A = R, o corpo dos nimeros reais, e f é tal que f(x) = —1, temos

que a dlgebra aqui gerada é o corpo dos nimeros complexos (C).
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1.7.2 Segundo Caso - Algebra de Grassmann

Seja M um espaco vetorial sobre um corpo K, M é um médulo sobre K visto que
K é um anel e todas as propriedades de modulo sao satisfeitas por um espaco

vetorial. Tome f: M — K identicamente nula.

Sejam T a dlgebra tensorial de M e ¢ o ideal gerado pelos elementos da forma
x®x—f(x) -1+ =x®x. A dlgebra de Clifford associada a M e f é chamada de
algebra de Grassmann associada a M ou &lgebra exterior de M e denotada por

A(M).

O produto na algebra exterior é denotado por /A e é tal que x Ay = —y Ax.
De fato, 0 = (x +y) A (x+y) =xAx+xAy+yAx+yAy=xAy+yAx.

Assim a algebra exterior é anti-comutativa.

1.7.3 Terceiro Caso - A Algebra Cl; e as Matrizes de Pauli

Existem 3 matrizes especiais, chamadas de matrizes de Pauli, na teoria de infor-

macao quantica:

0 1 0 —i 1 0
o1 = , 02= y 03 = )
10 i 0 0 —1
onde 1 é o nimero complexo tal que i = —1. Temos aqui que 070, = 103 e

050y + 0% 05 = 28;;1, onde I é a matriz identidade. Também usaremos a notagao

0o para a matriz identidade de ordem 2.

Analisaremos o caso da dlgebra de Clifford do espaco vetorial R® com a forma

quadrética f(x) = x5 + x5 + x3, denotada por Cls.

Considerando o conjunto {e;, €2, 3} como uma R—base do espaco vetorial R?,
temos que o conjunto {1,e7,ez,e3,e1 @ ez,e1 Ve3,e2 e3,e1 Qe ® ez} é uma

R—base para a algebra C{3. Observe que essa tltima base tem 8 elementos.
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Na algebra das matrizes Mat(2, C), podemos tomar como uma R—base o con-

junto {I, 07, 02, 03,0702, 0,03, 0703, 010203} € esse também contém 8 elementos.

Obtemos um isomorfismo de algebras entre Mat(2,C) e Cl3 pela funcao @ :
Mat(2,C) — Cl; dada por @(I) =1, @(0;) = e; e estendendo linearmente para

o resto do espaco.

A funcao ¢ leva base em base e tais bases tém a mesma cardinalidade. Fica
provado assim que ela é um isomorfismo de espacos vetoriais. Agora é preciso

mostrar que @(ab) = @(a)e(b).

Para provar que @(ab) = ¢@(a)@(b), basta observar as tabelas de operacoes
referentes as operagoes de multiplicacao de cada algebra comparando assim os
resultados. Vale observar que sé é preciso montar as tabelas para os elementos
1,e1,e2,e, para a algebra Cl3 e I,07,02,03 para a algebra das matrizes em

questao e lembrar que ambas as algebras sao associativas.

1 el e €3
€1 1 er1 e e ®es
e | —e1®e; 1 e ®e;3
e3| —e1®e3 | —ex®e;3 1

I 0 02 03

(op! I 0102 | 0103

0y | —0102 I 0,03

03 | —0103 | —0203 I
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Referéncias do Capitulo

Recomendamos as seguintes referéncias para uma melhor compreensao sobre al-

gebras e especificamente as de Clifford. [Lan97, Lou97, Gar03, AM69, Knu88,
Che96, Sch85]

WL TV

“Mathematicians practice absolute freedom”

Henry Adams



CAPITULO 2

Algebra de Clifford e a Mecanica

Quantica

Neste capitulo, veremos a relacao entre uma algebra de Clifford e a mecanica
quantica. As idéias bédsicas aqui sdo encontradas em artigos [SLD99, DLG" 96,
DLG93, HD02, HCSTO01, SCH98, HDO01, Hav03|, sendo que a principal fonte é
[HCSTO1].

2.1 Conceitos Basicos de Informacao Quantica

Esta secao ¢ dedicada a introduzir a linguagem matematica utilizada na teoria da
informacao quantica. Tal linguagem é encontrada na maioria dos textos basicos

sobre informagao e computacao quantica.

16
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2.1.1 Espacos de Hilbert

Um espaco de Hilbert é um espaco vetorial real ou complexo, munido de um

produto interno e completo! com a norma induzida pelo produto interno.

Como iremos utilizar a mecanica quantica, os espagos de Hilbert aqui consi-
derados sempre serao complexos. Além disso, por estarmos interessados na teoria
da informacao quantica, tais espacos sempre terao dimensao finita. Vale observar

que todo espaco vetorial complexo de dimensao finita é um espaco de Hilbert.

Definicao 2.1.1. Sendo V um espaco de Hilbert, definimos um estado como
sendo um vetor unitdrio do mesmo, onde usaremos a notagao de Dirac, |) para

denotar o estado.

Observe que quando V é um espaco de dimensao finita, o estado [$p) é um vetor
coluna, enquanto que (p| = |$p)" é o vetor linha conjugado, ou seja o adjunto. Na

literatura é dado o nome de “ket” para o vetor |p) e (P| recebe o nome de “bra”.

Definicao 2.1.2. A um estado no espaco vetorial C*, damos o nome de estado
n

de 1 ¢-bit. Quando o estado pertence ao espaco vetorial ® C?, temos um estado

i=1

de n g-bits.

Os ¢-bits sao usados na mecanica quantica para descrever um sistema quan-
tico [NC00, Pre98|, mas como descrever o sistema quando o seu estado nao é
completamente conhecido? Tal descricao é feita com um conjunto de estados

puros com probabilidades associadas a esses estados.

Definicao 2.1.3. Damos o nome de “ensemble” a um conjunto {(pi,|pi))} de
pares formados por estados |pi) e probabilidades, pi, do estado ocorrer no sistema

quantico.

1'Um espaco com uma norma | -| é dito completo se toda sequéncia de Cauchy é convergente,
ou seja, se (xn) é uma sequéncia onde dado € > 0 existe ng natural de modo que para todos

naturais n, m > ng é verdade que [x, — x| < €, entdo a sequéncia converge.
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2.1.2 A Ligacao Entre os Estados e os Operadores Densi-
dade

Na secao anterior, definimos o objeto basico da teoria da informacgao quantica,
o g-bit. Agora, veremos um outro objeto que pode ser usado em substituicao
ao ¢-bit, que tem propriedades matematicas interessantes, de tal modo que os
postulados da mecanica quantica que a principio sao descritos com g-bits passam

a ser descritos via operadores densidade.

Definicao 2.1.4. Seja A € Mat(2"™,C) uma matriz complexa de ordem 2™. Se
A € semidefinida positiva e tem traco 1, dizemos que A € uma matriz densidade

ou um operador densidade.

Existe uma ligacao entre os operadores densidade e os g-bits, tal ligacao é

dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.1.5. Dados um estado |p) e um “ensemble” {(pi,|pi))}, as matrizes

definidas por A = |p) (p| e B = Z pilpi) (pil sao operadores densidade. Falamos

1
que A e B, respectivamente, sao os operadores associados ao estado e ao ensemble.

Demonstracao. Nao é dificil notar que A e B sao semidefinidas positivas, visto
que elas sao somas de projetores multiplicados por um nimero nao negativo e

tais projetores sao semidefinidas positivos.

Ja para o trago temos que

tr(A) = tr(lp) (pl) = (pllp) =1

tr(B) =tr (Z pilpi) W) = tr(pilps) (pil) =
> vitr(lod (o) = Y pitr((pilloy) = Y pi=1.
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Teorema 2.1.6. Se A ¢ um operador densidade, entao existe um ensemble de

modo que A € o seu operador densidade associado.

Demonstragao. Pelo fato de A ser uma matriz semidefinida positiva, existe uma
base ortonormal de autovetores. A soma dos autovalores de A é 1, pois tal soma

¢ igual ao trago da matriz, além disso seus autovalores sao nao negativos.

Se {(A,|di))} é tal que Ay é o autovalor associado ao autovetor |¢p;) de A,

entao tal conjunto ¢ um ensemble. O]

Vimos aqui dois elementos associados que sao usados para descrever os pos-
tulados da mecanica quantica [NC00]. No que segue, veremos novamente esses

conceitos em uma algebra nao usual.

2.2 Algebra de Assinatura (1,3)

Algebra de assinatura (1,3) é a algebra de Clifford associada ao R—espago vetorial
R* e a forma quadrética f : R* — R, f(x0,%1,%2,%X3) = x5 — (x5 + x5 + x3).
Tomaremos aqui {Yo,Y1,V2, Y3} como uma R—base p—ortonormal para R*, onde
3 é a forma bilinear associada a f. Por abuso de notacao a algebra de Clifford,

CL(R?, f), serd denotada por Cly 3. Além disso, omitiremos a notagao ® quando

se tratar de produto entre os elementos dessa algebra, ou seja, a®b = ab. Tem-se

aqui que v§ =Teyi =v; =v;=—1.
Proposicao 2.2.1. Em Gl 3, tem-se que viy; = —YjYi para i #j.

Demonstragao. Lembrando que C; 3 = T/c, onde T é a algebra tensorial de R* e

¢ é o ideal gerado por elementos da forma x@x—f(x)1t. Parai =1, 2, 3, tem-se

que vi ®vi — f(vi)1r = vi ®vi + 11, e para 'y, tem-se que Yo ®vo — f(vo)11t =
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Yo ® Yo — 1t. Como ¢ é um ideal, segue que yo @ Yo — I+ +viQvi+ 11 =
Yo ®Yo+Yi®Yi €C.

Observe agora que Yo®Yi+Yi®Yo+Yi®Yi+Yo®Yo = (Yi+Yo)®(vi+Yo) € c,
pois f(yi +vo) =1—1=0.

Paraj =1, 2, 3ej #1, tem-se que v; @y + 11 +vi®@vi+ 11 =v; @Yy +vi®
Yi+2-11 € c. Como anteriormente, v; @yi+vi®Vj +viQVi+V;®y;j+2-11 =
(Yi+7v;) ® (vi+7v;) +2- 11 € ¢, visto que f(yi +7v;) = —2. L

Adiante, serao usadas as seguintes notagoes:

0i =YiYo, i=1, 2, 3, e J=voY1Y2Y3-

Queremos, agora, fazer uma ligacao entre os estados de g-bits e a dlgebra de
Clifford. Para isso, lembremos que um estado de um g-bit, [), é um vetor unitério
do espago vetorial complexo C2, e quando visto como um R—espaco vetorial, tem
dimensao 4. Assim, podemos tomar {eg = (1,0)%, e; = (0,1)%, e; = (0,1)%, e3 =

(1,0)'} como uma R—base de C?.

Como visto na segao 1.4, podemos ver a algebra €y 3 como uma algebra semi-
graduada e escrevé-la como €€ 3 = Cly 3 ®CL; 3, onde CLy 3 é chamada de dlgebra

par.
Proposigao 2.2.2. A funcao

7 c? oot
3
a=(ap,a1,az,a3) — ao+y (—1) ey
k=1

Y

onde a estd escrito na base acima dada, € uma injecao de C* em Cly 3.

Demonstracdo. Sejam a,b € C? tais que 7t(a) = 7t(b) queremos mostrar que a =

b. Sea = (ag,ay,az,az)eb = (bp, by, by, b3) temos que 0 = 7t(a)—7t(b) = ap+
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3 3 3
D (D ade—bo— ) (=1)""biJok = ap—bo+ ) _(—1)* (ax—bi)Iay,
k=1 k=1 k=1
logo a; = b; para todo 1, ou seja, a = b. O

Essa funcao nos dé a ligagao entre a dlgebra de Clifford em questao e o espago

dos estados quanticos de um g-bit.

Definicao 2.2.3 (Reversao). Dado um elemento p na dlgebra de Clifford Cl; 3,

definimos sua reversao, denotada por \p, como sendo a inversao da ordem dos
n

produtos dos elementos da base no qual \p esta escrito, ou seja, se P = H”yi,

i=1
n—1

entao 1T) = H Yn_i.- Por exemplo, se \p =vy1Y3Y2, entao 1T) =Y2Y3Y1-
i=0
A reversao ¢é 1til para definirmos o elemento adjunto em C{; 3, o qual também

estd incluso no mesmo espaco.

Definicao 2.2.4 (Adjunto). Dado um elemento \p € Cly 3, definimos o seu ad-

junto, ™, como sendo:

1* = volyo.

Outra funcao importante é a funcao escalar definida a seguir.

Definicao 2.2.5. Definimos a fungao (-), : Cli 3 — R da dlgebra de Clifford
no corpo de escalares, como sendo o escalar que multiplica o elemento neutro da

multiplicacao da dlgebra.

Observe que a algebra que construimos neste capitulo é real, logo a funcao
escalar retorna um ntumero real. Mais adiante, transformaremos tal dlgebra em
complexa, mas manteremos a fun¢ao escalar com valores no corpo dos nimeros

reais.
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Nossa idéia é construir um produto interno na élgebra de assinatura (1,3).

Na proposigao a seguir, usaremos a funcao 7t (proposicao 2.2.2) para relacionar

C? com CL7 5.

Proposigao 2.2.6. Dados dois elementos, @), (), do espago de estados quain-
ticos de 1 g-bit, a parte real de (P|l@), R((P|le)), € dada por (V*@),, onde
v =7n(P) e o =7(|lQ)) . E mais, a parte “complexa”, R (—i(V||@)), € dada

por (—*Ja3),.

Demonstragdo. Sejam |@) = ajeq+bres +are, +bre; = (a3 +1ibg, az +1iby) 't e
W) = creo + dresz + crex + daer = (c7 +1dy, ¢z +1d2)" dois vetores complexos,

onde {ay, az, by, bz, c1,c2,dy,d2} CR.

Temos que a parte real do produto interno entre p) e [@) é dada por:
R (W) =R ((ar +1iby)(cr —idi) + (az +iba)(c2 —id2)) =
=ajcy; + bydy + azcy 4+ bods.

Temos também que 7t([)) =1 = ¢y +d1J63 — 362 + d2J07, 7t(le)) = @ =

a; +b1J63 —aJo, +byJoy ey =c¢y — d1Jo3 + c2J0, — dyJaoy.
Assim:
Y e = (c1 — d1Jo3 + c2J62 — dJ6q)(ar + b1J03 — aJ6, + b,J07) =

(ajc1 +bydy + azez + bods)
+c1(b1J63 — axJ0, + b2J0q)
—dqJo3(a; — ayJdo, + byJog)
+c2J6,(ay +byJ63 + byJoy)

—dzj(.Y] (Cl] + b]jdg — azjé‘z).
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Logo (W*@), = ajcy + byd; + azc, + bady, o que completa a demonstragao da

primeira parte.

A demonstragao é andloga para encontrar a parte complexa. O

Da proposicao acima e como (P||@) = R ((W[]e)) — iR ((P|[ig)), podemos

definir um produto interno entre os elementos da dlgebra €y ; como sendo:

W, (P>o = <1P*(P>o - <1|)*(de3>0 Jos.

Observe que aqui fazemos uma analogia entre o niimero complexo i e o ele-
mento Jo3 da dlgebra C; 3. Assim como o nimero complexo i, J63 é tal que seu

quadrado é —1, dando sentido a analogia.

Retornando a funcao 7t e com a analogia acima, podemos considerar a fungao

apenas na base {eo = (1,0)", e; = (0,1)*} e fazer 7t(i|dp)) = 7t(|Pp))Io3.

Na subsecao 1.7.3, descrevemos as matrizes de Pauli e mostramos que elas
geram o espago das matrizes de ordem 2, com entradas no corpo dos numeros
complexos e como corpo de escalares o conjunto dos niimeros reais. Esse espaco
gerado tem dimensao 8. Além disso concluimos que tal dlgebra é isomorfa a

algebra de Clifford C{3.

Proposicao 2.2.7. A dlgebra de Clifford Cl3 € isomorfa a dlgebra par 62{3.

Demonstracao. O primeiro fato a observar é que ambas as dlgebras sao reais,
ou seja, o anel de escalares é o corpo dos numeros reais. Também temos que
{67,02,063} gera Cl] 53 como dlgebra. De fato, como yiy; = —06:0j, qualquer

elemento de comprimento par pode ser gerado por esses elementos.

Lembrando que €3 tem como base o conjunto {1, ey, ez, €3, e;®e;, e1®e,®es},

considerando a transformacao T dada por:
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T Cls — el

Z@aijej = ZHaiﬂ/ﬂ’o = ZHaijGj )
i i i
encontramos o isomorfismo entre as algebras. De fato, primeiro observamos que
a transformagao leva base em base (como espago vetorial) e ambas bases tém
cardinalidade 8. Logo, ja tem-se um isomorfismo de espacos vetoriais, bastando

apenas montar a tabela de multiplicacao, como foi feito em 1.7.3, para concluir o

resultado. O

2.3 Aumentando a Dimensao

Como queremos trabalhar com estados quanticos de dimensoes maiores, ou seja,
estados de n g-bits, vamos generalizar a forma quadratica vista na secao 2.2.
Anteriormente, usamos o espaco vetorial real de dimensao 4. Consideraremos

agora espagos vetoriais de dimensao 4n, com n € N.

Definicao 2.3.1. Sejam V um espaco vetorial real de dimensdo 4n, comn € N,
e B ={eji}, comie€{0,1,2,3} ej €{1,...,n}, uma base para V. Definimos a

forma quadrdtica f:V — R a ser utilizada como sendo:

3
fx) =) (ijo - xi) :

j=1 1=1
onde x = E Xji€ji-
i,j
Podemos tomar B como uma base 3-ortonormal, onde 3 € a fungao bilinear

associada a f.

Denotaremos por Cly, 3n, a dlgebra de Clifford CL(V, f), e por {y;i}, a sua base

referente a base B. Vejamos agora algumas propriedades dessa algebra.
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Proposicao 2.3.2. Em Cl,, 3,, tem-se que szi = —1, parai # 0, e yjzo = 1.
Além disso, YiiYxi = —Yx1Yji paraj #k oui# L

Demonstragao. Temos que f(yjo) = 1 para todo j, e como v;o @Y;0—Tf(vj0)1 =0,
Yo = 1. Para i #0, f(y;;) = —1, logo v5; = —1.

Sejam T a algebra tensorial de V e c o ideal tal que C¢;, 3, = T/c. Temos que

Yjo®Vjo—1 € ceparai# 0, Vxi®vxi+1 € c, segue que Yjo ®Vjo+VYki®Vki € C.

Vemos que Vjo0QYki+Yki®Vj0+Y500Yi0 FYki®Yxi = (Yjo+Yri)®(Yio+Yxi) €
c, pois f(’on +vxi) €c) =0.

Agorasejam j #Zkoul#ie L, i#0. Vii®Vii+flvii) +ypn @y +flvj) =
Yri @Yri TYj1®@Yj1+2 € ¢. Por outro lado temos que Yii @ Yxi +Yxki @ Vi1 +Yji @
Yri+Yin®@vi+2 = (vki +vj1) @ (Yki +vj1) +2 € ¢, pois f(yxi +vwi) =—2. O

De maneira similar ao que foi feito anteriormente, denotamos aqui 6j; =

Y;jiYjo, onde i € {1,2,3}eje{1,...,nk

Introduziremos agora a nocao de correlator quantico na algebra de Clifford
Cln 3n, 0 que nos permitird considerar o ideal gerado por esse correlator como

uma algebra complexa.

Definimos o correlator quantico E,, como:

n

1 . .
En=]] 5 (1= T01613003)

k=2

onde J¢ = YeoYu1Ye2Yes, t=1,...,m.

Proposicao 2.3.3. O correlator quantico é um elemento idempotente, ou seja,

E2 =F,.
Demonstracao. Observemos que

1 RSN o o
(2(1 _jldl3jk0k3)) =1 (14 (J161390%3)* — 29161301 03) =
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) ) 1 ) )
(T4+1—273,0139x0x3) = 2(1 — 370130k 0%3).

Logo, o quadrado de cada termo é o proprio termo. Como cada elemento da

ENJIE

+

3ns € os elementos de um termo

multiplicagao estd dentro da algebra par, C{
sao distintos dos do outro termo, a menos do 1, eles comutam entre si. Ou seja,

concluimos que E,, é idempotente. O

Proposicao 2.3.4. A multiplicacao a esquerda de E, por Ji 03 independe do

indice k.

Demonstrag¢ao. Novamente, lembremos que cada elemento envolvido na multipli-

+

. 3n € tem as mesmas caracteristicas da demons-

cacao faz parte da algebra par C{

tragao acima. Logo, também comutam entre si. Para cada k fixo, temos:

(] - j] 613Jk6k3) jkdk3 - jko—k3 - j1 613jk6k33k6—k3 - jké—kS + j1 613

(1=9716130k0k3) J1013 = J1613 — J16013T0%301 613 = T Ow3 + 31013
Ou seja, multiplicar por Jx0x3 ¢ o mesmo que multiplicar por J;673. Como o
resultado é valido para qualquer k, segue que E, Jy 0x3 = EJ0y3. O

+

2 _
n3n Dotemos que Ji = —Eq,

Para obtermos uma “estrutura complexa” em C{

onde In = Enjkdkg.

Queremos agora projetar o espaco C?™ na algebra de Clifford Cln 3n. Para
isso, vamos generalizar a fungao 7t. Usaremos as notagoes |[+) = (1,0)" e |-) =

(0,1)*. Além disso quando estiver escrito |£), |[4+) ou |—) podem ocorrer.

Proposigao 2.3.5. Considere a fungao

T c*" — et

n,3n

AL n AL n
=S o @l o S (H@(m,w) E.
=1

j=1 i=1 i=1
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onde (X)‘i S R; }\) — (1)7 7nj)7 l) € {+7_}7 (p(’_> 71) = _316—127 (p(H_> 71) =1
e a estrutura complexa é completada fazendo (i) = 7t(|P))]n. Essa funcao é

uma injecao do espaco dos estados de n g-bits na dlgebra de Clifford Cly 3v.

Demonstragao. Fazendo a identificacao Jy0x3 = Jj053 temos que B, = 1. Que-

AL n
remos mostrar que a funcgao é injetiva, entao seja |a) = E o, ® li;) e [b) =
ji=1 i=1

Al n
Z Ba; ® ;). Supondo que 7t(|a)) = 7t(|b)) teremos que

j=1 i=1

pA n 2n n
PY (H o(li;) ,i)) =) B (H (i) 71))
ji=1 i=1 ji=1 i=1

implicando que
21’\,

Z(CXA]- — Ba) (H o([iy) ,i)) =
s

j=1

Cada produto do tipo H @([ij) ,1) forma um elemento da base de Cly 3y,
i=1

logo encontramos que o, — B, = 0 para todo j, assim temos que |a) = [b), ou

seja, a funcao é injetiva. n

Caminharemos agora para a construcao do produto interno associado a essa

algebra. Inicialmente, temos que definir o adjunto de um elemento em Cl;, 3.

Lembremos que definimos o adjunto de um elemento { em C; 3 por p* =
Yollvﬂ/o.

+

Na verdade, definiremos o adjunto apenas dos elementos da dlgebra par C{; 5, ,

pois esse é 0 espago que nos interessa.

Definicao 2.3.6. Dado um elemento 1 € CL" definimos o seu adjunto como

n,3n’
sondo = (H%o) P (H%o) |
i=1 i=1
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.
Notemos que E,, € Gﬁijn, En = H 2(1 — 776137k 0%3), e que se h = (1 —
k=2
J]G]gjkdkg), entdao h* = h = (1 —J]G]3Jkdk3). ASSiIIl, E: = En (§ E:En = E%l =

En.

+

Estamos prontos para definir o produto interno na éalgebra par G, ;,,.

Definigao 2.3.7 (Produto Interno). Dados \, b € CLf com P = 1t([P)) e

n,3n’

¢ =7(|d)), W), |d) € C*™, o produto interno entre P e ¢ ¢ dado por

(B, ) = (En)g ' [(W* ) — (W dTn)o T,

onde (En)y = T

Lembramos que aqui J0y 3 faz referéncia a unidade imaginaria dos elementos no
ideal (E,,) e que o produto interno foi definido apenas para elementos desse ideal.
Posteriormente, veremos outra forma de ver a unidade imaginaria, relacionada a

outro ideal, e com outras finalidades.

Proposicao 2.3.8. Sejam |@),|p) € CMe @, € 881’311, com @ = 11(|@)) e
b = 7t([p)), entao o produto interno entre |@) e |b) tem o mesmo valor que o

produto interno entre @ e\, a menos da unidade imaginaria que muda de i para

Jn.

Demonstragao. Inicialmente, consideraremos o caso mais simples, em Cly 3. Se-
jam |@) = (a; +byi,cq +dii)t e ) = (az + bai, co + dyi)* dois vetores em C2.
Temos que:

7i(lo)) = @ = a; + d1367 —c1J62 + byJ63,

7'[(’1])>) =1y =a; +d;Jo; —cJo; + byJo3

Il)* =da; — dzjd] + Czjdz —sz()‘3.
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Continuando, verificamos que:

<1|)*‘~P>o =aja; +dydy +cica + bbby

<1J)*(deg>0 =a; + bz — d1C2 +Cq dz — b1 as.

Assim, <1l), (p> =ajay+did+cic+bybr—(a;+br—djca+ci1dr —braz)Ios

que é o mesmo valor de (P||@) com a substituicao de i por J,, = J73.

Lembramos agora que se vi,v2, W7 e Wy sdo vetores, entdao (vi @ wi)(v, ®
w;) = (Viva) @ (Wiw,). Assim podemos perceber que o produto interno em um
espaco que é formado por produtos tensoriais de espagos componentes é 0 mesmo

que o produto dos resultados de cada um desses espacos componentes.

Observamos que se (xx), = 0 e (&), = 0 com o e &y nao nulos pertencentes
a parte j e k, respectivamente, j # k, entao (ojaxx), = 0. Assim, calcular o
produto interno em E,, é o mesmo que calcular em cada parte e depois multiplicar

os resultados, o que conclui a demonstracao. O]

2.4 O Espaco dos Operadores Densidade

Como observamos anteriormente, os estados quanticos sao levados em um ideal

T
na algebra par GZ:Sn , gerado por E,, = | | z(] — 7161391 013).
k=2

Criaremos agora outro ideal, onde poderemos identificar todos 0s Jx = YkoYk1Yk2Yk3-

i
Tal ideal também ¢é principal, gerado pelo elemento C,, = H z(] —J13%).
k=2
Proposicao 2.4.1. Seja ann(Cy,)? o anulador do ideal (Cr,) ={aCpn;a € CLF 5 1.

n,3n
Entao @E:{’g.n/ann(Cn) é isomorfo a (Cp).

2Denotamos por ann(A) o conjunto anulador de A € M, onde M é uma algebra, ann(A) =

{m e M;mA = 0}.
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Demonstracao. [Lan97]. O

O ideal ann(C,,) é gerado pelos elementos da forma (J; — Jy), pois (1 —
J19%)(T7 — %) =0, onde (1 —TJ7Jy) é divisor de C,, . Observado isso, temos que
as projecoes dos Iy em (Cy, ) sdo identificadas®, pois Jx—J; € ann(C,,) implicando
que Jx = J; em (C,,) . Tal identificacao é importante, pois a principio, Cly 3 €
uma algebra real. Entretanto, quando identificamos os pseudoescalares de cada
parte? como sendo o mesmo, transformamos o ideal (Cy) em uma C— algebra.
Com esse outro ideal, estamos prontos para construir a versao dos operadores

densidade na algebra de Clifford em questao.

Lembrando que os operadores densidade sao da forma E a; [1) (i, considera-

1
remos inicialmente o termo [i) (i|.

n 1 '
O elemento idempotente H,; = H z(] + 0x3) é util na definigao dos opera-
=1

k=
dores densidade na algebra de Clifford. H, é equivalente a matriz diagonal cujo
tnico elemento nao nulo estd na posi¢ao (1,1) e tem valor 1. Tal matriz é dada
por:

e (I +o0 3)
— 2

i=1

onde 03 é uma matriz de Pauli.

Definicdo 2.4.2. Seja |i) € C*", associado ao operador densidade P = i) (i.
Definimos o operador densidade equivalente a P na dlgebra de assinatura (n,3n)
como p = 7t(|[i))H; (7t([1)))*Cy. Ou seja, consideramos os operadores densidade

como elementos do ideal (Cy).

Na defini¢ao acima, levamos o estado para a dlgebra, multiplicamos pelo seu

3Falamos que identificamos Jx com J; pois no anel quociente €y 3n/ann(Cy), Jx e J; re-

presentam a mesma classe de equivaléncia e assim denotamos Jx = Jj.
4 Estamos chamando de parte k ao conjunto gerado por elementos da forma Yxj, onde

j €1{0,1,2,3}.
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conjugado e fazemos sua proje¢ao no ideal gerado por C,,.

Novamente, ressaltamos que os elementos C,,, H, e E, sdo idempotentes e

E;, =E..
No caso geral temos que os operadores densidade sao da forma:

Definicao 2.4.3. Seja P = Z o [3) (jI, o operador densidade associado ao en-

j
semble{(4,1j))}. Definimos o operador densidade equivalente a P em G’Eiﬁn como

p= Z(aj +b5J)p;, onde &; = a; + bji e p; € o operador densidade equivalente

@ ) 61

Veremos agora como ficam os operadores da forma [\p) (¢].

Definigao 2.4.4. Seja P um operador da forma P = [p) (|, onde ), |p) € C*™.

Definimos o seu associado na dlgebra de assinatura (m,3n) como:

p = 7)) Ho7t(|d))" Con.

Vimos acima como levar qualquer matriz de Mat(2n, C) na algebra de assi-
natura (mn,3n). Veremos agora uma proposi¢ao que nos da um outro modo de de

fazer isso. Mais adiante, concluiremos que ambos sao equivalentes.

Proposicao 2.4.5. Identificando a + bi € C com a + bJ € Gﬂfg, as dlgebras
Mat(2,C) e Cly 3 sdo isomorfas.

Demonstracao. Mat(2,C) tem dimensao 4 sobre C e o conjunto {0y, 07, 02,03}
¢ uma C-base, como espaco vetorial, para esse espago. Notemos também que

{00, 07,02,03,100,107,102,103} é uma R— base para esse mesmo espaco.



2.4 O Espaco dos Operadores Densidade 32

3
Sejam v = Z(a]- +bji)oj e

j=0

i Mat(2,C) — €U,
3
v — (a,——l—b,-ﬂ)('f]-
j=0

Mostraremos que 7t é um isomorfismo.

Primeiro notemos que com a troca do nimero complexo i por J a funcao 7t
3 3

é linear, se v = Z(a,- + bji)o; e w = Z(cj + dji)oj, segue que v+ w =
j=0 j=0
3 3
Z a; + ¢; + (bj + dj)i)oj, implicando que 7t(v + w) = Z(aj + ¢ + (b; +
j=0 j=0
3 3
d;)9)6; = Z a; + b;9)65 + ) _(cj + d;9)&; = 7t(v) + 7i(w). Também é fcil
j=0

Assim a linearidade é comprovada.

Se v € Ker(7t) , temos que

((lj+bjj)6'j:O<:>((lj+bjj):OV)'<:>(lj :bj:OVj<:>V:O.

E=(
=
I
o
T
M e

=0
Segue que 7t é injetiva.
E f4cil observar que 7t também é sobrejetiva. Falta entao mostrar que 7t(vw) =

7t(v)t(w) .

Sejam v = ZXjGj ew = Zy]-crj ,onde X3 = (a; + bji) e y; = (¢5 + dji)
j=0 j=0
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para todo j. Calculando o produto vw temos:

(50) (500 -

(xoYo +x1Y1 +X2Y2 + X3Y3)00 + (XoY1 + ar1yo) oy
+(x0Y2 +x2Y0)02 + (X0Y3 +X3Y0)03
+(x2y3 —x3Y2)0203 + (x1Y2 — x2Y1)0102
+(x1y3 —x3y1)0103
= (xoYo +x1Y1 + x2Y2 + x3Y3) 0o
+(xoy1 + x1Yo + x2Y3i — x3y2i) 0y
+(xoy2 +x2Yo + x1y3i — x3y11) 02

+(XxoUs3 + X3Yo + x1Y21 — x7Y21)03.

Assim:

7tlvw) = (xoYo +Xx1Y1 + X2y + x3Y3)60 +
(xoy1 + x1Yo + x2Y3J — x3y27) 071 +
(xoy2 + x2yo + x1y3J — x3y17)62 +
(x0Y3 + x3Yo +x1Y2J — x1Y2J) 63
= (xoYo +x1Y1 + x2Y2 + x3Y3) 0o + (xoy1 + a1yo)o71 +
(xoY2 +x2Yo) 02 + (x0Y3 +x3Yo) 03 +
(x2Y3 —x3Y2) 0203 + (x1y2 — X2Y1)6162 +
(x1Y3 —x3Y1)0103

= 7(v)7(w).

Ou seja, de fato, 7t é um isomorfismo de algebras. O]



2.4 O Espaco dos Operadores Densidade

34

WL T

“In mathematics you don’t understand things. You just get used to them”

John Von Neumann



CaApiTULO 3

Positividade

Este capitulo é dedicado a construcao formal dos operadores densidade na algebra
de Clifford de assinatura (n,3n). Além disso, mostraremos a equivaléncia entre
tais operadores e o que ja foi feito no capitulo anterior. A principal contribuicao
desta tese encontra-se neste capitulo quando damos uma definicao para elementos
positivos definidos e como consequéncia para operadores densidade na algebra de

Clifford.

3.1 O Ideal (C,)

O objetivo dessa secao é mostrar que o ideal (C, ) € isomorfo a dlgebra de matrizes
n
1
Mat(2™,C). Lembramos que C, = H z(] —J7J%) e que estamos vendo (Cp)
k=2

+

como um ideal de CL 5., .

O primeiro fato a observar é que como (J1 —Jx)Cy, =0, (J7 —Jy) € ann(C,,).
Ou seja, multiplicar C,, por J; é o mesmo que multiplicar por Ji. Isto permite

identificar todos os Jy e assim passar a denota-los por J.

35
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mn

Teorema 3.1.1. O conjunto {6;C.}, onde &; = Hdkik et € {0,1,2,3}, ¢
k=1

linearmente independente em (Cy).

1
Demonstracao. Expandindo | | 2(1 — J13%), obtemos:
k=2

1
Ch = 2—n<1—ZJi]Jh+ > 349,900,

11,12 i1,i2,13,14

+ e (=ML Z jil"'jizl%J ’

RSN

onde |-| é a fungao que retorna o maior inteiro menor ou igual ao valor dado.

Temos que provar que Z(ai—l—biﬂ) 0;Ch, =0= a;+bJ =0 Vi. Reescrevendo
somatorio, temos:
Y (ai+b:9)gCh =06 Y @i+ Y Jibig +H =0,

i i,j

—_—
(1) (2)

onde H é a soma dos termos de C,, que contém o produto de pelo menos dois

termos da forma Jy.

Observemos que (1) é o unico termo da expressao acima que nao envolve
qualquer tipo de Jy, implicando que nenhum outro termo que apareca em (2) ou

H pode anular (1). Logo, devemos ter a; = 0 para todo 1i.

Em (2), aparecem apenas somas de Ji e nao produtos deles, implicando que
nenhum termo em H pode anular (2). Portanto, by = 0 para todo 1, o que conclui

a demonstracao.

Veremos agora que o ideal (C,) é isomorfo a dlgebra de matrizes Mat(2™, C).
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Para isso precisamos generalizar a funcao 71, dada na demonstracao da proposigao

2.4.5. Ou seja,

Teorema 3.1.2. A transformacdo linear

i Mat(2",C) ety
5 (a0 + bel) o, (z(amea)mjkj)cn,
0 ji=1 0 j=1

¢ sobrejetiva sobre (C,,) e t(AB) = 7t(A)7t(B).

Demonstracdo. Comecamos a demonstracdo observando que cada parte! k de

CL,, 3., é gerada como uma R—dlgebra pelo conjunto By = {Gj, i Gy}, que tem

8 elementos.

n
Se A € (%;3“, temos que A = Z Co H Bx;, onde By, € Bx. Também temos
o k=1

que se A € (Cpn), entdao A = AC,, para algum A € CLF

n3n- Lembrando que

identificamos todos os Jy, temos que:

A= (Z co | ] ﬁkj> Cn=) (ao+bed)]]ov.
k=1

o [S] 1=1

Assim, se tomarmos H = Z(ae + bei) ® 0j,, temos que 7t(H) = A. Ou
0

1=1
seja, 7t é sobrejetiva.

Mostraremos agora a segunda parte do teorema.

A tabela de multiplicacdo da parte k no ideal C,, é dada por:

Cn 6k1 Cn é—kZ Cn dk?) Cn
01 Cn —Cy 0%1012Cn | Ok10%3Ch
012Cn | —0%10%2Cy —Cr 0%201k3Cn
013Cn | —0%10%3Ch | —032013Cn —Cn

! Estamos chamando de parte k ao conjunto gerado por elementos da forma Yxj, onde

j €1{0,1,2,3}.
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Por outro lado a tabela de multiplicagoes de Mat(2, C) em relagao a base das

matrizes de Pauli é:

I 01 () 03
07 —I 0102 | 07103
02 | —0702 -1 0203
03 | —0103 | —0203 —1

Dos fatos (A ® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) e 0yj011 = 0110 para k # 1,
concluimos que a tabela de multiplicacoes da base de (C,,) equivale a tabela de

multiplicagoes da base de ® Mat(2, C) e assim terminamos a demostracao deste

teorema. O

Dos teoremas 3.1.1 e 3.1.2 temos o seguinte coroldrio:

Corolario 3.1.3. O ideal (C,,) € isomorfo a dlgebra de matrizes Mat(2™,C).

3.1.1 O Traco

Comecaremos aqui analisando o caso mais simples e lembramos que o traco de
uma matriz é a soma dos elementos de sua diagonal. Manteremos o conjunto das

matrizes de Pauli, {0p, 07, 02, 03}, como uma base para o espaco das matrizes

Mat(2,C).

Seja A € Mat(2,C). Como A = Z x40, segue que tr(A) = tr <Z ocici> =

Ztr(ociO'i) = Z xitr(oy) = aotr(op) = 2. Ou seja, o traco da matriz A é
i

i
dado por duas vezes o escalar que multiplica o primeiro elemento da base acima

dada: a matriz identidade.

Visto isso, podemos definir:
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Definicao 3.1.4. Dado p € (%Tﬁ, definimos o trago de p como:

tr(p) =2({p)o — (pT)o 1)

Como foi definido, o traco retorna um numero complexo. Contudo podemos

trocar 1 por J na definicao passando assim a retornar um valor na algebra, pelo
7 ’ +

fato de podermos mergulhar o corpo dos ntmeros complexos na élgebra Cly 5,

levando a + bi em a + bJ.

Com essa definicao, segue o teorema:

Teorema 3.1.5. Dado A € Mat(2,C), tr(A) = « se, e somente se, tr(7(A)) =

x.

Demonstracao. De fato, basta observar que 71(2x0y) = 2(a+bJ) onde &« = a+bi
3

oo + Z a;0;. Isso nos dé que tr(7(A)) = a.

i=1

x

e que se tr(A) = «, entao A = >

O outro lado da demonstracao segue os mesmos principios. O]

Passemos agora a descrever o que ocorre no caso geral. Ou seja, o espaco de

matrizes envolvido é o Mat(2"™,C) e a élgebra de Clifford é o CL;; 5,..

Como anteriormente, analisaremos o que acontece com o trago no espago das
matrizes. Para isso, vamos escolher uma base conveniente usando os produtos

tensoriais das matrizes de Pauli, n vezes, obtendo uma base com 4™ elementos.

Para o calculo do trago, somente os elementos que sao tensoriais entre oy e
03, sem incluir os outros, é que sao importantes, pois nos demais elementos, a
diagonal é nula. Na realidade, apenas oy é levado em conta, pois tr(A ® 03) =

tr(A) —tr(A) =0.

Como feito antes, seja B = {w;} a base formada pelos tensoriais mencio-

n
nados acima, onde wy = ®Go, ou seja, wp ¢ a matriz identidade. Dado
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n,3n

A € Mat(2™, C), obtemos:

Se A = Z X Wi, temos que

1

tr(A) =tr (Z ociwi> = Z trlowi) = Z aitr(wi) = aotr(wy) = 2™ .

Assim, o trago da matriz A é dado por 2™ vezes o escalar que multiplica o primeiro

elemento da base B.

Podemos entao definir o traco em (C,,) da seguinte forma:

Definigcao 3.1.6. Sendo p € (C,), definimos o traco de p como:

tr(p) =2"({p)o — (pT)o 1)

Também podemos generalizar o teorema 3.1.5.

Teorema 3.1.7. Dado A € Mat(2™,C), tr(A) = « se, e somente se, tr(7(A)) =

x.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema segue direto das defini¢coes do

trago, da fungao 7t e da decomposicao de A em E X Wy. [

1

3.2 Positividade em C{F

n,3n

Nesta secao apresentaremos uma definicao para um elemento semidefinido posi-

+

tivo em €l 5.,

Inicialmente, consideramos o caso de 1 g-bit, ou seja, estaremos em C{7 ;.

Lembremos que esse espaco é isomorfo ao espaco das matrizes Mat(2,C).

Lema 3.2.1. Sejam p € (C) e P =17t '(p), entdo a primeira coluna de P € ndo

nula se, e s6 se, tr(pH,p*) # 0.
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“I+0
Demonstragao. Suponha que \p) seja a primeira coluna de P e faga H = ® 5 =3

Temos que tr(pH,p*) = tr(PHP*) = tr([p) (W) = (W|hp). Concluimos que
tr(pH, p*) # 0 se, e 56 se, (P|[P) # 0, ou seja, se, e s6 se, a primeira coluna de

P é nao nula. N

Definicao 3.2.2. Dizemos que A € €Ly 5 ¢ definido positivo se, para todo B €
CLY 5, com tr(BH B*) # 0, temos que:

(B"AR)y — (B*ABT)o 1 — (B"ABG3)o + (B"APG3T)51 > 0.
Quando ocorre

(B*AR)y — (B*ABT) o1 — (B*"ABG3), + (B"ARG3T)1 >0,
dizemos que A ¢ semidefinido positivo.

Teorema 3.2.3. Uma matriz A € Mat(2,C) € (semi) definida positiva se, e

somente se, Tt(A) € Gﬁfé ¢ (semi) definido positivo.

Demonstracio. Seja 0 #v € C?. Construimos a matriz V = [vjw], onde V tem
como colunas o vetor v dado e um outro vetor w qualquer. Se A € Mat(2,C) é
definida positiva, temos que v:Av > 0. E facil observar que, C = V*AV implica

que ¢11 = V*Av > 0. Além disso,

Ci1+cC22 Ci2 +C21 Ci2 —C21. Ci1 —C22
— __c“ 10'2+

¢ 20 2 2 2

03.

Dado p € Gftg, temos que B = ijc'rj, onde ‘bj = bj1 +bj2J e by € R.

Observamos que = ijcr]- € Mat(2,C), onde b; = bj; + bjai, € tal que
j
i(B) = B.
Sejam A = 7t(A), X = B*AR e X = B*AP, temos que 7t(X) = 7i(B*AB) = X,
além disso (B*AB), — (B*ABI) i — (B"ABG3), + (B*"ABG3T) 1 = x11 > 0,

assim A ¢ definido positivo.



3.2 Positividade em CL 42

n,3n

O caso semidefinido positivo segue de maneira analoga.

Queremos agora generalizar o que foi feito acima, ou seja, definir quando

+

w3n € definido positivo. Para isso, definimos duas fungoes

um elemento em Cf

auxiliares s e §, dadas por:

s: NU{0} = @ Mat(2,C)

k= os(k)= (@(63)"‘> ® 1

i

$: NU{0} — et

n,3n

ko= sk =] J(ew)e

i

onde Z x;2' é a representacao binaria de k.
Definicao 3.2.4. Dada a fungdo P,

P: (Ch) — C

2" —1 2n—1
A = PA) =Y (AS(K), — Y (As(K)T)oi
k=0 k=0

dizemos que um elemento B € (Cy,) € definido positivo, se para todo p € (Cy),com
com tr(pH,p*) # 0, temos que P(p*Bp) > 0. Quando temos P(p*Bp) > 0,
falamos que 3 € semidefinido positivo.

+

Lembramos que (Cy) é o ideal a direita gerado pelo idempotente C,, € CL;, 3,

e que os elementos Jy sao identificados na multiplicacao por C,,, fazendo sentido

usar apenas J.

A definicao acima é justamente a generalizacao que querfamos. Enunciaremos

agora um teorema que também generaliza o teorema 3.2.3.
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Teorema 3.2.5. Uma matriz A € Mat(2™,C) € (semi) definida positiva se, e

somente se, T(A) € (Cyn) € (semi) definido positivo.

Demonstragao. Sejam X € Mat(2™,C) e D a matriz diagonal que tem a mesma

diagonal de X. Assim, podemos escrever D como:

com o = a; + bji € C. Além disso, Dyj = ) o = a+bi. Seja Y =X —D.
j
Temos que 7t(Y) é tal que (71(Y)), = 0 e (71(YJ)), = 0, assim encontramos que

(7t(X))o = (D +Y))o = (D))o + (7t(Y))o = (D))o = <Z ajT"f(S(J'))> =

0

<Z a]-s'(j)> — a. Também vale que (7(X)J), = (7t(D)J), = <Z bjﬂs'(j)f1>
j 0 j

0

<Z _bjé(j)> = —b. Disso concluimos que P(X) = a+ bi = «.
j 0

Para finalizar a demonstragao vemos que A é (semi) definida positiva se, e s6
se, para todo |$) € C*" vale que (p| A |d) > 0 que é equivalente a exigir que Xq7 >
0 onde X = V*AV e V = [|$p) [0]. Assim P(7t(V*AV)) = P(7(V)*t(A)7(V)) > 0

se, e s6 se, 7(A) é (semi) definido positivo. O

3.3 Operadores Densidade

Como caracterizados em 2.1.4, os operadores densidade sao definidos como matri-
zes em Mat(2™, C) semidefinidas positiva, com traco 1. Na secao anterior, vimos
como definir positividade para elementos da algebra de Clifford C{, 3. Agora,

veremos que elementos dessa algebra podemos chamar de operadores densidade.
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3.3.1 Operadores Densidade em C{, 3,

Chegamos ao ponto onde ja é possivel definir os operadores densidade em um
algebra de Clifford. Nas secoes anteriores, definimos o que seria um elemento
positivo e o que seria o traco em uma algebra de Clifford. De posse dessas

informacoes, podemos definir o seguinte:
Definicao 3.3.1. Chamamos de operadores densidade os elementos p € Cly 3n

que satisfazem as sequintes condi¢oes:

1. O elemento pertence a dalgebra par, p € Gﬂ::,g,n;
2. Esta no ideal (Cy,);

3. p € semidefinido positivo;

4. O traco de p € igual a 1;

5. Vale que p = p~.

3.3.2 Voltando a Falar de Adjunto

Definimos anteriormente que, dado 3 € C{; 3, seu adjunto ¢ dado por :
B* =voBYo-
Observaremos agora que, de fato, essa definicao faz sentido.

Teorema 3.3.2. Seja M € Mat(2,C). Se T € a matriz adjunta de M, entao
7i(T) = t(M)*.

Demonstracao. Escrevendo M como M = E ;i 0}, temos que M* = E oo =

i i
T (lembramos que as matrizes de Pauli sdo auto-adjuntas). Temos também que
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(M) = Z(%(oq) +J(x;)J) 0y, onde R é a funcao parte real e J é a funcao parte
i
imaginaria.
Vejamos agora que ¢; = 0; e que J* = —J. Por defini¢do, 0; = viyo €
& =Y06iYo = YoYoYiYo = YiYo = Gi.

No mesmo caminho, temos que

T =vY0Y3Y2Y1Y0Y0 = YoY3Y2Y1 = —YoY1Y2Y3 = —J.

Ou seja:

Por outro lado:
#(T) =) (R(&) +I(®)I)or = Y _(R(ow) — I(o:)9) 61 = 7(M)”,

o que conclui a demonstracao.

Vimos entao que em Ct; 3, a defini¢ao de adjunto faz sentido. A definicao que

demos para o adjunto em Cf,, 3, nada mais é que a definicao em Cf; 3, pensada

n n
em cada parte, p* = (H%o) 1T) (HY“’)' Portanto, podemos enunciar o
i=1 i=1

teorema:

Teorema 3.3.3. Seja M € Mat(2™,C). Se T € a matriz adjunta de M, entao
i(H) = t(M)*.

Demonstragao. Ja sabemos que se ay pertence a parte k do sistema e «; pertence
a parte j, com k # j, entdao o5 = &, ou seja, eles comutam. Assim quando
calculamos o adjunto de um elemento podemos agrupar os termos por suas refe-

rentes partes e calcular o adjunto de cada uma dessas partes. Também usamos
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que (A ®B)* = A* ® B*. Para finalizar usamos o mesmo passo da demonstragao

anterior e o teorema 3.3.2. O

3.3.3 Relacionando as Definicoes de Operador Densidade

Vimos duas maneiras distintas de descrever um operador densidade: partindo

da algebra das matrizes, com um operador da forma Z i [i) (i], e definindo na

i
propria algebra de Clifford que estamos trabalhando. Fica a pergunta: essas duas

definigoes sao consistentes uma com a outra? Responderemos isso agora.

Lema 3.3.4. Sejam ) € C*" e = [[P)[X] € Mat(2™,C), onde a pri-

. , . . n -
meira coluna é W) e as demais podem ser quaisquer vetores em C* . Entdo,

Al H, Cp = 7(W)H,

Demonstracdao. Primeiro, facamos algumas observagoes importantes para demons-

trar o lema:

1. 6xoHy = 6ksHy = Hy;

2. Ox2Hy =J0Hy;
n
3. E.Ch = H Z(] + 0130%3)Cp, ou seja, ja estamos fazendo a identificacao

k=2
dos elementos Jy;

n

1
Se A = ® E(I + 03), temos que 7t(A) = H,C,,. Também é verdade que
i(Pp)H, = 7t(PA), onde YA = [[P)[0]. Ou seja, como nao importa a escolha de

X, tomaremos um valor especifico de modo a facilitar a demonstracao.

Vamos analisar o que acontece em cada parte do sistema, pelo fato de que

partes diferentes nao influenciam uma na outra.
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Temos que 7t age em cada parte k da seguinte maneira: 7 leva (1,0)" em E,,

e (0,1)" em —Jx012E,. Além disso, o escalar complexo é levado em Jy 0y3.

Seja [k)

n

(ax, by)*' a parte k de . Se tomarmos By = ax0p + b0, teremos

n
que ) = ® [k) sera a primeira coluna de B = ® Bx. Temos entao que

k=1

k=1

(k) = (R(ax) + I(ax)Tk ks — R(by)Iok2 + T(by )Tk 6k ) En,

implicando em:

7(Ik))H. C

n

= (R(ax) + I(ax)Ikors — R(bx)Iok2 + I (bi) Ik o1 )HL Cr
ax) + J(ax)Ioks — R(by)Iok2
1

(bk)36k1)z(] + ox3)H Cyy

(Rlax) + I(ax)Ioks — R(bx)Iok2 + T(by)Iox

= (R(

N =

+ R(ak)oxs + I(ax)I — R(by)Iokr + TI(by)ok2)HL Cr

—_—

= z((m(ak) + (@) (T + 6x3) + (T(by)
— R(by)I)(0x2 + I6k1) ) HL Cyr.

Por outro lado, temos que 7t(Byx)H, é dado por:

7t(Bi)H

N = N =

(Rlax) + T(ax)T + (R(bx) + T(bx)T)ox1)CrHy

—

R(ax) +I(ax)I + (R(bi) + T(bi)T)6x1) 5 (1 + 6x3)H, Cry

N—= 0

[(R(ax) +I(a)I) (1 + 6x3) + (R(by)
(by)I)(=I9)(6x1 + I6k2) Hi Cry
[(R(aw) + T(a)T) (T + 6x3)

(I(bi) = R(bx)I)(I6k1 — 6x2)] H4 Cor.
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Com isso encontramos a igualdade do teorema. O]

Teorema 3.3.5. A sequinte igualdade € verdadeira:

() HL (7([9)))"Cr = 7t([) ().

Demonstragao. O primeiro fato a observar é que para{p e ¢ € Mat(2"™,C), onde

= [} [X] e ¢ = [ld) [X], temos que () (| = hAd*, onde A = ® (I+03).

Temos entdo que;
i) (Pl) = R(WAG*) =
R)F(A)(H*) = 7Y H7t())".
Do lema 3.3.4 obtemos
#(Y)H, = 7([h))H, Cn

e
Hy7t(¢)" = (7(d)H4 )" = (7(ld))HL Cr)™
Ou seja,
() (¢l) = t(WP)H L H 7t ()" = () Hy Cr (7e(Ip) )H Cr )" =
() H (eI d)))"C
o que completa a demonstracao. O

Teorema 3.3.6. Um operador densidade, sequndo a definicdo 2.4.2, obedece as

propriedades da definicio 3.3.1.

Demonstragao. Seja p = 7t(|i))H, (7t(]1)))*Cy. Claramente, p satisfaz as propri-

edades 1 e 2

Do teorema 3.1.7 e pelo fato de [i) (i ser uma matriz densidade (equivalente

a p), temos que o trago é unitario, pois o trago de [i) (i] é unitario.
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Também é fécil observar que vale a propriedade 5, ou seja, p = p*. Para isso

basta usar que H; = H , C;, = C,, e que C,, comuta com todos os elementos do

ideal (Cn).

Pelos teoremas 3.2.5 e 3.3.5, temos que p é semidefinido positivo, pois [i) (i| é

semidefinida positiva.
Assim, verifica-se a validade da proposigao.
O

Teorema 3.3.7. Um operador densidade, sequndo 2.4.3, obedece as propriedades

de 3.3.1.

Demonstracao. Em linhas gerais, repetiremos a demonstracao do teorema ante-

rior.
Por definigao, as propriedades 1 e 2 sao satisfeitas.

Se P = Z o i) (j| ¢ um operador densidade associado a um ensemble {( oy, [j))},
j

onde o = aj + bji, temos entdo que 7(P) = 7 (Z o 1) <j|) = Z(aj +
]. ,

b;J)7t([j) (jI), segundo o teorema 3.3.5, e 7t(P) = Z(ai+ij)7'c(!j>)H+(ﬁ(!j}))*Cn.

Ou seja, 7t(P) também ¢é o operador densidade equivalente a P em CL

n,3n-
Agora usando os teoremas 3.2.5, 3.3.3 e 3.1.7 temos que o teorema é vélido. [J

Teorema 3.3.8. Dado um operador densidade p, sequndo 3.3.1, existe um en-

semble com operador densidade associado P tal que P € equivalente a p (defini¢ao

2.4.3).

Demonstrag¢ao. Se p é um operador densidade em Cf{, 3, segundo 3.3.1, entao

existe P € Mat(2™,C) de modo que 7t((P) = p e P é um operador densidade
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classico, logo por 2.1.6 existe um ensemble {(«;,[j))} com P = Z o 1j) Gl
j

Agora resta observar que o operador densidade equivalente a P segundo 2.4.3
éigual a p. De fato, se p’ = Z(a]- +b;7)7t(i) ) H4 (7t(lj)))* Cr, onde o5 = a;j+byi,
j
temos por 3.3.5 que p’ = Y (a; + by9)7(}j) () = ) _diloy li) () = #(P) = p e
j j
assim provamos que o teorema é verdadeiro. O

WL T

“Anyone who has never made a mistake has never tried anything new”

Albert Einstein



Consideracoes Finais

Vimos aqui que as dlgebras de assinatura (n,3n), Cly, 3n, contém ideais com os
quais podemos identificar tanto a algebra das matrizes, onde se encontram os

operadores densidade, quanto o espago vetorial dos bits quanticos.

+

n,3n e

Mostramos como podemos considerar um elemento na &élgebra par C{
decidir se o mesmo é ou nao equivalente a uma matriz semidefinida positiva.
Também vimos como se comportam as “tradugoes” de operagoes basicas da algebra

de matrizes, tais como a funcao trago, adjunto e produto interno.

Como principal contribuigao, construimos duas formas equivalentes de vermos
os operadores densidade na algebra de Clifford. Tais formas traduzem exatamente
o que ocorre na teoria “tradicional” da informacgao quantica. Ou seja, mostramos
como lidar com os g-bits que se transformam em elementos do ideal gerado pelo

n
1 . . , :
elemento E,, = | | 2 (1 — 776137 0x3) e também como tratar os seus equivalentes

k=2
(operadores densidade) contidos no ideal principal de @B:sm, gerado por C,, =

e
H E“ —J10y).
k=2

Um dos pontos “delicados” foi a forma como “traduzimos” a unidade imaginé-
ria complexa para a algebra de Clifford, onde apresentamos duas formas distintas
de observar tal unidade, Ji e J,6y3. A primeira, quando lidamos com os elemen-

tos do ideal (C,,) e a segunda, quando tratamos do ideal (E,,). Isso foi necessario,

+

pois precisamos transformar a algebra real CC 5,

em uma algebra complexa (es-
calares no corpo dos niumeros complexos), ja que a teoria da informagao quantica

¢ baseada em uma algebra tensorial com base nos complexos.

51
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Um ponto nao considerado neste trabalho foi a descricao dos axiomas da
mecanica quantica. Entretanto, como apresentamos um isomorfismo entre as
algebras, basta usa-lo para descrever como a evolucao do sistema e as medidas sao
caracterizadas na algebra de Clifford. Os dois outros axiomas sao consequéncias

diretas do texto.

Varias questoes surgiram como consequéncia da conclusao desta tese, onde

destacamos algumas delas:

1. Como fica o emaranhamento quantico na algebra?

2. Existe alguma forma eficiente de saber se determinado elemento da algebra

par é (semi) definido positivo?
3. Como se comportam as operacoes quanticas?

4. Que aplicagoes praticas podemos obter com essa reformulagao?



Referéncias Bibliograficas

[AM69] M. F. Atiyah and I. G. Macdonald. Introduction to Commutative
Algebra. Addison-Wesley Publishing Company, Massachusetts, 1969.

[Che96]  Claude Chevalley. Collected Works / Claude Chevalley v.2. The alge-
braic theory of spinors and Clifford algebras. Springer, Berlin, 1996.

[DLG93]  Chris Doran, Anthony Lasenby, and Stephen Gull. States and opera-
tors in the spacetime algebra. Foundations of Physics, 23:1239-1264,
1993.

[DLG'96] Chris Doran, Anthony Lasenby, Stephen Gull, Shyamal Somaroo, and
Anthony Challinor. Spacetime algebra and electron physics. Advances
m Imaging and Electron Physics, 95:271-386, 1996.

[Gar03]  Yves Garcia, Arnaldo e Lequain. Elementos de Algebra. Projeto Eu-
clides. Associacao Instituto Nacional de Matematica Pura e Aplicada,

Rio de Janeiro, 2003.

[Hav03]  Timothy F. Havel. The real density matrix. Quantum Information
Processing, 1:511-538, 2003.

[HCSTO1] T.F. Havel, D. G. Cory, S. S. Somaroo, and C. Tseng. Geometric Alge-
bra with Applications in Science and Engeneering / Geometric Algebra
m Quantum Information Processing by Nuclear Magnetic Resonance.

Birkauser Boston, 2001.

53



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 54

[HDO1]

[HD02]

[Knus8]

[Lan97]

[Lou97]

[INCO0]

[Pre9g)

[Sch&5]

[SCHOS]

[SLDYY]

Timothy Havel and Chris J. L. Doran. Interaction and entanglement
in the multiparticle spacetime algebra. arXiv:quant-ph/0106063v1,
pages 81-100, 2001.

T. F. Havel and C. J. L. Doran. Geometric algebra in quantum infor-

mation processing. AMS Contemporary Mathematics Series, 2002.

Max-Albert Knus. Quadratic Forms, Clifford Algebras and Spinors.

Semindrios de Matematica. IMECC-Unicamp, Campinas, 1988.

Serge Lang. Algebra. Addison-Wesley Publishing Company, Massa-
chusetts, third edition, 1997.

Pertti Lounesto. Clifford algebras and spinors. Number 239. Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1997.

Michel A. Nielsen and Isaac L. Chuang. Quantum computation and

quantum information. Cambridge University Press, Cambridge, 2000.

John Preskill. Quantum information and computation. Lecture Notes

for Physics 229 - California Institute of Technology, 1998.

Winfried Scharlau. Quadratic and Hermitian Forms, volume 270 of
Grundlehren der mathematischen Wissenschaften. Springer-Verlag,

Berlin, 1985.

Shyamal S. Somaroo, David G. Cory, and Timothy F. Havel. Expres-
sing the operations of quantum computing in multiparticle geometric

algebra. Physics Letters A, 240:1-7, 1998.

Shyamal Somaroo, Anthony Lasenby, and Chris Doran. Geometric
algebra and the causal approach to multiparticle quantum mechanics.

J. Math. Phys., 40:3327-3340, 1999.



Indice de Notacoes

En, 25 7t, 32
N ® M, 10
7, 20

51, 20

ee, 12

Clp 3n, 24
()os 21
(b, d), 28
7t, 20, 26
P*, 21

P, 21
x®vy, 10
(S), 5

Cn, 29
H.,, 30
T, 26

I, 25

i, 25
(Pl, 17
Cl 3, 19
ey 5, 20
tr, 39, 40
b)), 17

55



Indice Remissivo

Adjunto, 21, 27 de anéis, b

Anel, 3 de grupos, 6
Quociente, 5 de médulos, 7

Base, 7 Ideal, 4

Conjunto Gerado, 5

Principal, 5
de Geradores, 7

a direita, 4
linearmente independente, 7

a esquerda, 4

Definido
Matriz
positivo, 42
Densidade, 18
Ensemble, 17 Modulo, 7
Espacgo finitamente gerado, 7
de Hilbert, 17 a esquerda, 6
Estado
Operador
de g-bits, 17
Densidade, 18
estado, 17
densidade (em Cly 3n), 31, 44
forma
Parte k, 37
bilinear, 12
Produto

quadratica, 11 )
tensorial, 10

Grupo, 6 Projecao
abeliano, 6 canonica, 5
Homomorfismo Reversao, 21

56



INDICE REMISSIVO

57

Soma
direta de médulos, 7

Submodulo, 7

Traco
em €l 5, 39
em Cly 3n, 40
Algebra, 8
Cls, 13

de Clifford, 12

de Grassmann, 13
Graduada, 9
tensorial, 9

Algebra de assinatura (1,3), 19



	Introdução
	Álgebras de Clifford
	Noções Básicas de Álgebra - Anéis e Grupos
	Módulos
	Álgebra
	Álgebras Graduadas
	Álgebra Tensorial
	Álgebra de Clifford
	Casos Especiais de Álgebras de Clifford
	Primeiro Caso - Os Complexos
	Segundo Caso - Álgebra de Grassmann
	 Terceiro Caso - A Álgebra C3 e as Matrizes de Pauli 


	Álgebra de Clifford e a Mecânica Quântica
	Conceitos Básicos de Informação Quântica
	Espaços de Hilbert
	A Ligação Entre os Estados e os Operadores Densidade

	Álgebra de Assinatura (1,3)
	Aumentando a Dimensão
	O Espaço dos Operadores Densidade

	Positividade
	O Ideal  (Cn)  
	O Traço

	Positividade em  Cn,3n+ 
	Operadores Densidade
	Operadores Densidade em Cn,3n
	Voltando a Falar de Adjunto
	Relacionando as Definições de Operador Densidade


	Considerações Finais
	Referências Bibliográficas
	Índice de Notações
	Índice Remissivo

