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EXPLICAÇÃO 
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CAP!TULO I 

INTRODUÇÃO 

Esta tese nasceu de wna tentativa de desenvolver algoritmos 

em paralelo na álgebra linear. Nesta tentativa constatamos à nos-

sa surpresa o papel importante que o produto de Kronecker de duas 

matrizes B e A pode desempenhar em algoritmos paralelos. Ele estE. 

presente em quase ·toda tese quer no conceito da matriz-determinan 

-te do Capitulo III, quer na cquaçao matricial LA - BL ~ R do Ca-

pltulo V ou nas equaçoes HA + A*I-I :::: N do Capitulo VI. 

Muitos algor1tmos nossos são baseados em simetrizadoras e a 

implementação em paralelo util.i.za a matriz-determinante do pJ;odu-

to de I<ronecker. 

Como a nossa atenção é voltada para os aspectos ' . compucaclo - · 

nais, quase sempre trabalhê!.mos com uma matriz A (a ij) de I-IesseJ• 

berg inferior em forma normalizada: 

= o se j > i+l e a. '+l l, J. 
L 

Isto é equivalente a dizer que A é uma matriz não-derrogatória ou seja 

o polinômio caracterlstico de A é igual ao polinÔmio mlnimo de A. 

O Último fato já garante que a menos de similaridade uma matriz 

arbitrária pode ser escrita como soma direta de ma·trizes de Hes-

sePberg infer.iores em forma normalizada. Esta redução consta ·tam-

bém no Capitulo IV. Computacionalmente é inte1:essante trabalhar 

' 
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com matrizes de Hessenbe1··-._;, pois uma matriz arbitrária pode ser 

transformada em uma mat i de Hessenberg por similaridade, usando 

o método eficiente e ur" ·icamente estável de Househo1der [41] 

I>luitos algoritmos : '"'jem ser 12xecutados mais rapidamente se 

certos passos são exec'-:L:udos ao mesmo tempo. A idéia de usar par~ 

lelismo para melhorar o tempo de execuçao de programas é muito a

trativa; em certos casos, n proc> ,o;sadores serao n vezes mais rápJ:. 

dos do que wn único processarloo.-. Ao mesmo tempo, certos algor:í-t -

mos não se prestam a este t i.po de execução, e pa:t"ecem inerenteme2:!-_ 

te sequenciais: a dispor:.i.!)ilidade de um número arbitrário de pro

cessadores não resulta e·.\: melhor tel•:po de execução. A investigação 

deste fenômeno é in·tcressante, ta1 l.:o do pon·to de vis·ta teórico 

quanto na prática. A questão: c~l!. i. é a melhora que pode ser cons.:::_ 

guida, em geral, ao se pas.s."'".L de um modelo sequencial para um mo

delo paralelo de compute:'.:·>-' e uma das grandes pergunt:as em aber-

to da Teoria da Computação. Do ponto de vista práticor vários 

computadores paralelos foram construidos nos Últimos anos. Alguns 

destes são "super-computadores", projetados para resolver rapida·-

mente problemas extremamenC.e compl·:xos (O ILLIAC IV [ L:S ·1 o 

STARAN [ 2Sl sao alguns e~:emplos (:.-:s primeiras máquinas deste tipo). 

Outras máquinas foram projetado~·. para tentar explorar o baixo cus 

to de mini e microcomputadc1 ~; (o computador experimental C*, em 

funcionalmente, é um exer,·rj_Lo [ 33]). O baixo custo de novas tecno

logias (VLSI) permitirá, (~!1' breve, a construção de computadores 

altamente paralelos, com u:' nWTiero muito grande de processadores 

(10.000 ou mais) a um pc ço atrativo. 
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Existem ainda vár1os obstáculos ã cons·trução e uso destas 

máquinas: os oroblemas de sincronização, interconexão e resistên-

cia a falhas em processadores são algumas das questões importan-

tos àinda por resolver. Há, no entanto, um outro problema básico: 

a inexistência de algoritmos paralelos para muitos problemas. Os 

algoritmos sequenciais existentes, nao se prestam, em geral, a 

exc:>cu.ção paralela. Nossa instrução e nossas técnicas de prova,que 

são a base para a slntese de algoritmos, são muitas vezes sequen-

ciais. Assim, o problema de desenvolver algoritmos paralelos, é 

importan·te e não-trivial, e uma melhor compreensão do problema e 

necessária. 

No Capitulo II, estudamos os algo:r:·ltmos em par~ 

lclo existentes. Para nós, o mais importante desses algoritmos e 

mn algoritmo de Csanky para resolução do sistema: Ax = b. Csanky 

[8 mostrou que o sistema Ax = b pode ser resolvido em paralelo 

usando somente 2 
O (log n) passos, onde n é a ordem do sistema. o 

mesmo nlune.ro de passos e suficiente-· para inverter uma matriz A. de 

ordem n ou computar o determinante de A. 

O Capitulo III parte do principio que multiplicação de matr.i 

zes er.. paralelo e uma coisa simplesf fazendo com que matrizes se-

jam vistas como números. Assim trabalhamos sobre um anel comutati 

v o E de matrizc:>s m x m sobre um corpo F. Se J.\. é uma matriz n x n 

sobre E, então indicamos por matriz-determinantE, de A (I.Vi-det A) o 

determinante de A sobre E. Gostariamos de ter conseguido a compu-

tação da H-det A à maneira de Csanky. Há dificuldades técnicas 

nesta direção e conseguimos fazê-lo apenas quando a matriz A e 
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uma matriz em forma de hlc: i)S de um produto de Kronecker. Se A e B 

sao duas matrizes m x rL n x n respec·tivamente, então a matriz 

nm>: nm indicada por P. U Im-I @A é chamada do produto de Kro
n 

necker de B e A. Not~ que se A= (a .. ) e B = (b .. ) ent~o o produ-
1] lJ 

to de Kronecker de B e A pode ser representada em blocos por 

K 

(onde I iS a matri:;; identidade m>:m). 

b I 
nn 

b l-A 
nn 

Assim K é uma matriz n x n sobre o anel E "" k [A] e a matriz 

determinante de K pode ser computada usando o método de Csanky.E~ 

ta computação é importante para a impleiitentação em paralelo de vã 

rios algoritmos desenvolvirlo~-· nos Capítulos IVY V e VI .. 

No Capitulo IV tratamn~-; de simetrizadoras de uma matriz de 

Hessenberg. Uma matriz X é .Jita simetrizadora de uma matriz A se, 

X é simétrica e 

í l.l) 

Simetrizadora[" !:em um <,pel significante na .resolução do 

problema de autovul.Jres. Pc 1.· o:xemplo, com o conhecimen-to de sime-

t.rizadoras, o problema de '~tovalores para urra matriz não simétrica 
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A,(isto é Ax = ,\x) pode ser transformada no SGguinte problema 

de autovalores para matrizes simétricas: 

:X]\.X ÀXX 

OU SC]a 

Cx = ÀXX I l. 21 

onde ambas as mÇ>trizes C e X sao s.imétricas. Em particular, se a 

simetrizadora. X é positiva definida, pode se mostrar [lO] que 

(l.2) reduz-se ao problema padrão para matrizes simétricas da for 

ma 

Ez ÀZ 

onde E e uma matriz simétrica. Assim, neste CCIS0
1 

o problema de 

computa::? os autovalores de uma matriz não simétrica A reduz-se 

ao problema de computar os autovalores de uma matriz sj.métrica. 

'I'aussky e Zassenhaus f 38] mostraram em 1959 quo, se mna ma-

triz A ê não-dernxjatÕrj.a, cada solução X de (l.l) é simét:rica, e 

que existem simetrizadoras cJ.e uma matriz não-derrogatOria A. Toda-

via, niio havia na literatura um aJgoritmo numérico oara computar 

simetrizadoras. Em 1972, Datta [lO] propôs ur.1 algoritmo p::~.ra com-

putar uma classe de simetrizadoras não singulares. Observou-se que 

o algoritmo é rápido, e estável nwnericamcnte [ 101 . 

Um dos resultados mais importantes elo Capltulo IV e o Teore-

ma 4.2, já provado por 'l'aussky e Zas.sEmhaus [38] dando "I.L--na deco.m--

posição canônica de uma simetrizadora X na forma T P(A), onde T 
o o 

têm uma forma especial e P(A) e uma matriz polinômio em A. A 

' 



unicidade desta decompo~; :1:.::10 parece nova e ela é usada no Capitu-

lo V (Teorema 5. 3) par,t tchar um algoritmo novo para a computação 

oo polinÔmio caractf•l_-istico de uma matriz de Hessenbe:-:-g. 

Uma das boas aplicações de simetrizadoras se encontra no Ca-

pi tulo V (Teorema 5. :'), onde damos um alg·ori tmo para que duas ma-

trizes A e B não i:t_,,,ham nenhum autovalor em comum. Este problema 

surge para matrizes sobre R ou C em várias situações [Jrá-ticas.Por 

.. 
exemplo, sabe-se [26 J que a eqcF.cçao matricio.l 

XA - BX c (L3) 

adm.i te liD1a solução Únj c se, e somente se 1 A e B não têm nenhum 

autovalor em comum. l'. equação ma.tricial surge em várias aplica ~-

çoes de Flsica e Mecânica. 

li. simetrizadora S é const1:•1ida seguindo o Algoritmo de Dat·ta 

d.o Capitulo IV, enquanto a Ú.l 

do a equaçao matricial 

LA - BL 

1 1na linha s de S é co1rpu·tada usan
n 

R· 
' 

u matriz R tem suas primeiras (n·- _) linhas nulas, enc::uanto a sol~ 

çÉÍ.o L é wna matriz triangular J_c ;:erior com diagonal unit2íria. A 

teoria atrás desta construção baseia mais umu vez ;1o produto 

de I<ronecker. Um aspecto siq, i Iicativo do nosso algor·ítmo c o .se-

guinte: rrn-0 cnlirpufwti(l-.} I'' 

Ainda no Capitulo 1/ damos um algoritmo muito interessante 

(Teorema 5. 3) para a computação do polinômio ca_racterisU.co de 
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uma matriz de Hessenberg Bem forma normalizada. Ela se baseiu na 

computação da solução L da equação matricial LA - BL = R, onde 

A é escolhida como a matriz nilpotente: 

o l o o 

o o l o 

A 

o l 

o o 

f·1ais uma vez no Capitulo VI destacamos o papel de simetriza-

doras na localização de raizes de polinômios - wn problema l.mpor-

tcmte no estudo da estabilidade do sistema de equdçoes diferenci-

o.is X(t) = Ax(t). 

Nestes problemas é importan·te saber o I'!U.II112..JW de GJ.Utovalores 

de A coru partes reais positivas, negativas e nulas. Este problema 

é conhecido como o problema de l.ni§rcia da matriz A. A resposta e 

dada em termos de autovalores de uma matriz hermitiana H ussocia-

da a A, Ja que os autovalores de H podem ser computados pelo mét~ 

do de LDLt ou pelo método de Jacobi. Entre todos os algoritmos na 

busca de uma matriz hcrmi-tidnd II adequada, o mais citado é o méto 

do de Fujiwara (Teorema 6"6). Há llill método recente de Carlson-

-Datta para a computação da inércia de uma matriz de Hessenberg A 

em forma normalizada. Mostramos que o métddo de Carlson-Dutta e 

baseado na forma hermitiana de Fujiwara (Teorema 6.6). Mostramos 

'"f ,, 
' 
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também que a simet:_ L::>adora S do Capltulo V e baseada na forma qu_~ 

drática de BezouL (Teorema 6.4). 

Há ainda o ,J_roblema do circulo unitário, onde queremos saber 

o número de autovalores de t-, ~-, matriz l>. dentro do circulo uni-

tário. Aqui também existe 1:1\ método de F'ujiwara (Teorema 6. 7) dan 

do a resposta em termo~·; ,_:o numero de autovalores positivos de uma 

matriz hermitiana desde que a matriz A seja uma matriz com-

panheira. Damos do-i,- novos algoritmos para o caso ond1~ l\. e uma 

matriz de Hessenb<'!-0 em forma norn·.::>lizada (Algorítmos 6.5.1 c 

6.5.2). Estes a],-,,ritmos usam o !'Osso algoritmo do Capitulo V pa

ra computacão ,:_-,polinômio ca:r 1.:teristico de A. Será ::nuito inte-

ressante desenvolver um alc:F'i ltmo baseado diretamente na forma 

hermitiana de Fujiwara d'' __ nida por F 
2

. 

Achamos importantl?; .alientar que as demonstraçÕes dadas nes-

te upit:ulo, inclusiY<_' dos teoremas de Fujiwar,:;_ são baseadas na 

eguaçao matricial TJ\ - BL = R. Assim as provas são diferen-tes c 

mais atrativas do '-_lUe as provas conhecidas. Para todos os al~rorl tmos 

abordados temos uma ''ersao em paralelo. 

Os problemas p~·opostos neste tese herdam paralelismo sufici

ente e os algoritmos que propomos possuem tempo de execução em p.§:_ 

ralelo de O (log
2
n), (sendo n as ordens das matrizes envolvidas) com 

um um ni"unero de pcncessadorc~_,-; 1nlinomialem n.Os algoritmos sequen -

ciais correspond< ,Jtes use-; 1;;m contraste um tempo polinomial com 

um Único processajor. 
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Cl\P 1TULO I l 

U~1 ESTUDO DOS ALGORITMOS EH PARALELO EXISTEN'rES 

2. l. INTRODUÇÃO. 

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos básicos de com-

putação em Po.rulelo e fazemos um breve estudo dos algoritmos par~ 

lc1os existentes de Ãlgcbra Linear. Nosso estudo é baseado no ar-

tiqo recente de Hell e r I 21 j e numa bibliografia preparada por I'o-

ale e Vogt f 21] . 

-Notamos aqui que ainda nao existe nenhum algori-t:mo em parals: 

lo nél literatura para resolver o problema de Localização de ra.i-

ZC:ôs de um polinômio on separação de autovalores de urna matri?.. Nes 

ta Tese tratamos destes problemas num Capítulo pos-terior. 

Fazemos as seguintes hipótese básicas: 

i. Temos acesso a um numero de processadores idênticos. (em 

bora era muitos casos daremos limitações ao número de proce.ssadores). 

ii. Qualquer processador pode dar acesso a memória de qual--

quer outro processador (desde que is"co não resulte em conflitos). 

iii. Qualquer processador pode executar qualquer um:1 das qua-

tro operaçoes aritméticas em qualquer tempo, mas processadores di 

fcrentes podem fazer operações diferentes ao mesmo tempo. 

i\r. Não 8 gasto nenhum tempo para comunicação de dados cn-

tre processadores e mem6rias. 
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v. Instruções ~",C:~c sempre disponiveis para cxecuçao quando 

necessário. 

vi. Cada oper !l,:ao gasta o mesmo t,~mpo, a que no:3 referimos 

como um passo un' 'Xio. 

Uma motivaç. o básica para o desenvolvimento de algorltmoé:i em 

pê.!.rale lo é se conseguir uma maior velocidade de compu·tação. En-

t5o, a eficiência de um algo.; ~.tmo paralelo depende de quão rápido 

o algoritmo é em comparação -~om o algoritmo ordinário (sec:ruencial) 

co:rrespondente. 

Nós definimos a ve ~ cidade de um algoritmo seque::-~cial como o 

número de operações it, :.tméticas necessárius ao processo, enquanto 

a velocidade de um .-:1 goritmo paralelo será o numero d·2 passos uni 

tários. Um resulta1. bãsj_co para os doi~ c: 

TEOREMA 2.1. Se. 1--:~fn men.oó 

COIJiputa!L Q p!Lee-üa de pc_' ,. mC..J'luf:. m(P,q+l) pa.6.6o.6, ovtdc_ m(P,N) e 

a p!L o X-Ül adan1 C.J1-t e 

e 

m (", t·i) ~ --1- log(P/2) para P < N 

!_~ (P IN) [ log Nl para P > N. 

A demonstração do resultad'' acima pode ser encont.rachl em [ 211 

Se 'r é o tempo de execc~ ::-ío de um algoritmo (scquencial) 
l 

e 

'I' o tempo de execução do rr .. L\O algoritmo usando P pr:occs~;aclores, 
p 
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,I 

I 
I 

I 
I 
! 
I 

I 

I 
I 

I 
I 
j 

cnt~o 

S = T /1' '-- l -p p 

ll 

e umc. medida da melhora do tempo de execuçao usando-se paralelismo 

E - S /1' 
p p 

e cha.':r:.ada a medida da eficiência. 

2. 2. ALCUNS HESUL'rADOS BÁSICOS. 

2 . :2 . l. Dado r 1 n ·c l t ~ c x, r x p~X c ser compu -_auo em tempo log n i usando --

se 21penas doj_s p.rccessadorPs. 

DEr-'lONSTW\ÇÃO: 2 tl 8 
X 1 X ,. X , ••• !' 

Um processador computa succssi vame;i.·te 
2,~ 

enquaro-C.o O~ltro proces!3Rdor acUitlU.la o produ-to das potên-

ci~1s ~opr~lp:riadas de x à med Lda c::ue elas s~lo gerétdas. Cu da t.ermçJ 

118 prvduto acumulado corr:esponc1e a um 1 na representélÇÕ.o binâr.ia 

de n. 

- . . n . 
OBSERVll.ÇllO: A computação de x prec.1sa de log n passos mesmo quG 

um númcr0 infinit.o de processadores seja usado. A mescna delimita 

çao pode ser consegni.da apenas com 2 procc::.ssa.dores. 

2. 2. 2 .. Sejam numeras dados. 11. soma 
N 
5: 

i=l 
pode 

em [ (log N) 1 p0SSOS usando-.se r~ 1 proccssudores. 

compu tu ela 



IH\;\101\JSTRAÇÃO: Escreve' 

N n- ' N 
1: a j_ d 

i + ~ (_j 
.i. i=l l - J. i=n 

b.plicundo essa dGcomposição re· ,_,tidn.mente, a soma 
N 

~ 

l=l 
i1. 

l 

J2 

12 comun-

tadc1 êffi [ log N passos e processadorc.s sao nccec1sários. 

:!..2 . .3 • .7\J.qoritmo do tipo "'"an-in" ComputCJç5o de recursao: 

-onde 'o' e 'Jma opcrôçao 

pode ser compu l:~--:.do em [log Nl passos se processado 

r.cs são usados na comput:·. :_co. 

DE!'lONSTRAÇÃO: Daremos um.: C::iemonstração no caso especial N = 8. O 

caso geral é análogo. A de.:1onstração e melhor entendtcla seg-uindo-· 

s12 a seguinte arvore: 
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2.2.4. Computa.ção de Iterações 

Dada a relaç.J:o recursiva yi. ~ f(yj_
1

J onde f(y) 6 uma fun-
~ 

ç,l.o rac.i.onu.J_ c y 0 = :x 1 y
0 

pode ser cor;cpu"Cado em O ( log n) passos. 

DEHONS'I'RAÇi\.0: Consideremos primeiro o caso quando f {y) '-" linear 

:i.::.to é, f (y) ay -~ b, neste caso 

-a L .• a{ax + b) 

n-·1 
n l 

a x + b 1:: a 

n 
Ct X 

i=O 

n 
(a ~ l) 

-:-b ... )+b 

n b b 
a (x + a=I a=-r 

f: claro que y pode ser computado eu:. [ J.oc::r n] + 2 n. assas . . n r. uscmdo n 

processadores. 

Se f é em .função linear de e y. 1 , ... , y. ! a computação 
·l- ·l-m 

mais complicada, mas ainda O (log n) passos são nt=;cessários [ 3 

2. 2 .. 3. Computação de uma funçilo racional: 

Seja f(y) uma função racional e d grau de f (y). Então da-

dn a relação recursiva 

Y ~ f(·· i ·i--.Yi-l c c1. condiç.J:o inicial x, 

( n loq c1 I passos silo necessários para computar yn 

pelo menos 
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Dl-:MONSTRAÇÃO: O res1·; ado segue do resultado anterior observando 

2. L.. c-i. O Produto cscetla.r de dc-,j s vetores: 

O produt.o escalar de ·- ,Jis v c ~-=:ores com n componeni~es pode ser 

comput udo em ( log n) + 

DEUO~STRAÇÃO: Comp<:t- inos n multiplicações no prjmeiro passo, de--

pois adicionamos <J:-> n produtos em ( log n) passo~. 

2.1.7. O Produto de duas Matrize: 

O produto de duas matriz,,,- A c Bi A de ordem m x n c B de or-

dcm n x p pode ser computado -~m (l_og n) + 1 passos. 

DE!vlONSTRAÇÃO: A matriz d1 '\roduto é de ordem m x p e cada compo--

nente dessa ma·triz é ~.n !:Jrodu·to es< 1lar de dois vetores com n com 

ponen_.tes. O resultado então segue d'J resultado ante.r-ior_·. 

OJ3SEHVAÇÃO: O resultado -~ima foi <j ·ncralizêldo por Kuck e l'-laruy 

ami'L [281 da seguinte Jn .n1~ira: 

Se tA, tH e t::;: pase,os sao nec :::sários para fazer 

multipli.cações e inversões de matrL ~s de ordem N 1 cnt.::lo qualqc:er 

expressão mat-ricial envolvendo n mat 'izes r'!e ordem N (::;em invcr-

.s::io) pode ser computada em [2 log n] l t + t 1 passo::;" Se A M 
in ver-

~6c~ são ncccssârius cnt~o, 

;; ssos são neces::>ários. 
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2. 3" COMPUTAÇÃO DE UG'l POLIN01\UO EM PA:RAl,ELO: 

(a implementação do algorl.tmo de IIorner). 

O algoritmo de Horner para computar o valor de um polinômio 

p{x) num ponto dado foi um dos primeiros método::; irnpJcmenta_dos em 

poralelo. 

Estrin [ 3 J deu wn algoritmo para compu-tar p (x) em a aprg_ 

ximadamente 2 llog nl pu_ssns. 

Seja p {x) = 
i=O 

à. 
l 

X. 
l 

então o algoritmo de E.strin computa recursivamente 

onde 

p {x) 

q(x) == 

I I I n/2 +l] I I q X X + r X 

l n/2 -l] 
)) 

i=O 

rn./2] 

i 
a· f /21 li x l-i- n · · 

rlxl ·· )) i 
él. X 

l i=O 

obviamente este processo p1:ecisa de 2 [log n] passos. 

Dorn I. 3 j descreveu um algori·tmo que decompõe o polinôm.io 

em k sub-polinômios e computa cada polinômio usando o mé·t.odo pa-

drÕ.o de Horncr; 

Seja m ~ [ln-il/k] c 

l 
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i:..: O, ... ,k-1 

então p(x) 
k-l 

L 
i=C'· 

i 
Ji (x) x . Com k processadores este algoritnto p~ 

de ser implementado em 2n/k + 2log 1<- passos. 

Munro e Paterson [ 3 ] ffi(,straram que p (x) pode ser computado 

em menos que l/2 log n +O ((lo~~ :'.) ) passos. 

O algorítmo pode se:_- descrito da seguinte maneira: Seja 

o 
r 

J r (r+ l) + l, 
L 

p = [Jug(n+l)] 

e 

Suponha que 

D ,. -- ' < p < o 
r 

O polinÔmio 'Ode ser escrit:o na forma: 

p lxl 
p-r 

I I , I 2 = q X + ql \X X o --

2 2p-r 
+ q

2 
(x) x • + 

r p-r 
I I 

I?. -11,2 
+ ... + q r X X 

2 --l 

onde qi(x) são polinÔn' , JS de grau menor que 
p-r 

2 • 

Então para comput .. :L" p(x), computamos {qi}, no passo seguin-

te multiplicamos por potências cq)ropriadas de x e depois usanos 

mais r passos para ad:i.·-~ionar 2·· termos. 

Podemos mostrar [.1or indução que o algorítmo precisa de (p+r+l) 
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I 
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passos no máximo. 

Pl-\OVA: Para r=O e p=l e o polinômio de grau 1 pode ser compu-

tLtdo em 2 passos. 

Suponha que o resultado é verdadeiro para todos os graus me-

nores que 

desde que 

n; então {q.} pode ser computado em tempo 
l 

(p-r) + (r-1) + l ~ p 

p-r < D -r 
r o l . r-

As pot6ncias de x tamb6m -
sao obtidas neste tempo. 

algoritmo precisa de p+r+l passos. Como 

(r(r-1) )/2 < p 

podemos a_fj_rmar que 

o \:empo total 1/2 < log n+(2log n) + 0(1). 

Então, 

2. 1. COMPUTAÇÃO DA INVERSA DE Ur<IA J"'U\TRIZ E SOLUÇÃO DE SISTEMA 

DE 1·:QUAÇÕES: 

o 

Por algum tempo se acreditava que o processo de eliminação 

de Gauss-Jordan seria o melhor mêtodo para .resolução (em paralelo) 

L1G sist(~ma Ax = b e inversão da matriz A. 

Intuitivamente, é claro que qualquer algoritmo recursivo co-

mo o processo de~ eliminação precisa ele pelo menos n passos, 

'1 
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Recentemente f,. 1 mostrado por Csanky [ 8 ] que o número de 

passos necessárioc·, }ara i;-,,_,erter uma matriz de ordem n, o número 

de passos para CIIItputar o ieterminante de uma matrJz de ordem n 

e o número de pêls:·;os pari;! resolver n equações lineares com n in-

cógnitas, -sao to r ~ s da ~"·' · sma ordem de ma.gni tu de. 

Em cada ca,;c~, sac- Jlecessários, 2 
O(log n) passos, dado um numc-

r o finito de p1 'C e,- ._.dores. Nenhum 1~esul ta do melhor do que esse 

foi encontrado ,__ia. 

Abaixo :~~~-s explicamos um mf,todo de Csanky para resoluç5.o do 

sis t~ema 

Seja 

f (z I n 
~ z 

Ax b 

-1- c 
1

z +c . 
n- n 

O polinômio , acterístico de A e seja S. = 
l 

l 
tr(A I 

i. Comput_r::, o vetor resolvendo o 

tr icmgular 

] o o . o o cl -~;1 

51 2 

52 sl 

i 
' 

l l 
. I 

s s S. n 

L ;nJ -.::; 
n-1 n-2 n 

si:~tcma 

J 
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ii. Compute A ..L usando u fórmuln 

A-1. -(An-1 + n-2 
c 1A + ... +c 2A +c li)/ n- n- n 

iii. Compute A-1b. 

Paro dotenrj_nar o numero de po.ssos, notamos k que l\ 1 < k < n 

pode o:: e r conqu ta do em loq n j ( log n-1-l) I 

11 

petssos com 

.soclores. Como tr{A) 

log n passos usando 

>= 
i=l 

2 
n 

a .. , podemos computar 
ll -

processadores. 

C' 
•J • ' 

J. 

O sistema triangular pode ser resolvido em [ (log n+l)] 

proce2 

em 

3 2 
passos u~oando I ~ 

8 
I + O (n ) [ (log n+2)/2j ] -1 " proccs~;ar oreõ:~ e A po"e 

f.>er computctdo ( - 2 2 I em log n+ . passos usando 3 d n processa ores. Pinal 
-1 ntente, a compu·taçào de x =A -b precisa de l (log n+l)l passos e 

n
2 

~>roccssadores. Então, concluimos CJUe, o processo precisa ' üC 

2 4 
a.penrts O(log n) passos usando O(n-) processadores. Recentemente 

Prcpo.rata c Sa.rwatc [ 31] mostraram que o nümero de proce.ssado:ces 

acima pode ser reduzido (man·tendo o mesmo tempo de Olog (n) passos)
1 

se a multiplicação de duas matrizes de ordem pode ser feito em 

p:on:a] c lo em tempo 2 
(n /log n) processadores, pa-O{log(n)) usando 

ru algum a real que satisfaz 2 < c~ < 3. O número de processado ··

res neste caso e 2na+(l/ 2 ) / (log n) 2 . 

Embora, o método do Csanky citado acima e realmente interes-

sante teoricamente, ele depende da computação exata em t:odos os 

passos. Os erros de arredondamento cometü1os na computação do tra 

ço de A causam problemas de .instabilidade em muitos casos f 11] 
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Entiio, o método e i11v' _lvel numericamente. 

Para se obte:· ·.::;tabilidadc, temos de usar os métodos p<JdrÕcs 

de eliminação: G.;uss-Jordan, LU ou decomposiçã.o QR, 

SOLUÇÃO DE SISTEHh .IANGULAR 

Nessa secçao co1 - .. deramos o problema de computar a soJução do 

sistemu Ax ~ b, em '"·alelo; onde l, é uma matrj_z triangular. E 

f5cil ver que a sr 1ção sequencictl do sistema acima p:recisa de 
2 

n 

operaçoes aritmÊ~t :,cas. A soh:---:.o em paralelo do sistema foi consi. 

derada primeirc-· por Hellr,-·" : 3 que mostrou que pode .ser computa-

2 4 da em O ( log n) passos ,--·ht O (n ) processadores. 

Este resultado (,"Ji melhorado depois. Agora sabe.~.TtOS que a 

solução ~c pode se~ ;;amputada em O (loc/n) passos usando-se 

processadores. N-- realidade e pnssivel mostrar [ 21] que com algu--

mas restrições, ~ 
2 

pode ser con: -_,_Jtado em O ( log n) passos 

númoro de procGssadores ab."' .:o de 3 
n -

Discutiremos agora 1 _,is alguns algoritmos. 

l) Algoritmo (BorodLt <; Munro [ J): 

Seja 

com o 

onde A
1 

e A
3 

sao 

n/2, então 

1 _rizes tricr, ;ulares inferiores e A
2 

de ordem 
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A 

Fl',S:l, I - Compu-te :o;imultaneamente 

FASE II - Multipl:i.gue y por 

21 

Então t (n), o tempo necessário para inverter uma matrix -trJ:. 

nngular A de ordem n de acordo com o algoritmo acima, é dado por: 

t(n) < T(~) + [2log nl 2 
~ O (log n) . 

Observe que o determinante de uma matriz triangular pode ser com-

] put<1do em pa_ralGlo em log n passos. 

I 
J L) Ou-tro e o método cri<:Jdo independentemente por Heller ]21] 

Suponha que A tem a diagonal unitária e seja A I L, onde 

L e umu ma-triz ·triangulRr inferior 

X A -lb (I -l 
-r,) • b já que Ln ~ o 

I 2 Ln-1) b ~ I+ L+ L + .. . + .. 

(I+ L) b 

onde p - [log n] . 
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x e computa de ,- azendo-se o quadrado de L rcpetidamen·te 

ucLunulando-se os ,-,-)dutos de acordo com a fórmula acJ.rna. 

O algoritmo lJOde ser efetuado em p
2 

+p passos usa::1do no máximo 

2 
n (n+l) processodores. 

:;::: • G. SOLUÇÃO DE SI.STE.f'.1A rr· ~c DIAGONAL: 

O problema de r:e~-;, iGr o sistema Ax = v onde A e uma matriz 

tridi~gonal surge em -.~ias aplicações práticas e por isso, dare-

mos aqui um ·tratamcn., separado deste problema. 

Na literaturo C:'-Xistem várias maneiras de se resolver este 

problema em para1clo. O problema foi estudado primeiramente por 

~~teme l2ll que mostrou q·:<' o problema_ pode ser J:esolvido nsEmdo 

SOIDE>n te O(log n) passos. 

Seja A = LDU; onde ~ matriz triangular inferior, D & rna-

l:r_i /~ c]j_agona.l e U é n:,ll ciz trianguliJ.T superior. Os clemcnto.s de 

D sil:o: 

d, bl 
~ 

I 
d. -· b. -a.c. 

1
/d. 

1 
2< < ~ ~ I bl cl J J J r- r. 

- a. /d. 1 
2 onde ~ il2 b c2 

J J ]- 2 

u. c./d. l~j~E aJ b3 c.l 
J J J '. 

a n-1 
b 

n·-l c n-l I 
i 

I L a b 
n n _j 
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I 
I 
I 

I 

. I . I 

Stone suqere a scguJ.nte manc:i.ra <-12 computar C!S c.l.emcnto::-:: dd dL:'g_Q 

n::l J.:: (em paral.clo). 

DctiEa n 1 o 

pl b]_ 

pl. - b.p~ l-a.c~ lp. 2 r J-~- J _:- J---

d. -- jJ./p. -
J J J--_L 

Urra vez d m2ltriz f) e COitlputada; AS m2:d:::ri::::cs I-' c -U ~)ClO 

tamen·t2 detETF:inuclas por D c, o sistema P'-x =v, pode então ser 

resolvido; resolvendo-se os dois sistemas bidinqonuis: 

' c Vx -- D 1·w 

s]_stemus lüdiaç;on::üs podem se1:· resolvidos nsando-sc reLou;;oes 

cursj_v3s 

c:;.:-;a dP O (l.oCJ n) 

grau, 

·- l 
passos. Pinalmonts D- 1" 

:1pen.t.~; Ulll passo, usando-s'~ n proccc3sado.t:e.s. l';n·tão o nümc:o::·o i:otal 

de p,l.ssos neste processo e de-• O (log n). 

O processo de Stone falhCL quél.ndo o· pj_votamell"tD e ncce.ss:;\:,:io 

:-.; 1\uc!-~ [21 J 

:J,J .1_ 

'I 



J\ltern2da.;:nente, 'l'rcLc]·, r 39] sugerJ.U dois métodos ~-terativos; 

O mét.odo LE err~ pa.~:il. c: lo e o métor'!o de Gauss em paralelo. D~;s 

crcvcrnos aL-uixe: o rr.étu::Ju de Gauss: 

o Hét.odo de Gauss c,, Paralelo: 

Suponha que os olemt=;" os da diagonal princ.i..pal de l\. sao ndo 

nuloo;. De fatn, poder110s qiJ(-" 

E:' 1 es -- . +-- . sao unl ~ar_LOS. 

ondE:> _~'\L é uP\3 matriz CUJOS elementos nao nulo.':> scl.o SOJI_\Gt-ll:c o~:; 

ficam na prjmeira subdiaçronal 

Oados 

Sejam E (o). ' ( ()) 
T e 

i} (I -

i i) (I -

iii) 
(i) 

X 

(o) 
e. 

J 
:i 

A E(i-l} ' 
) ~'· 

,lJ 

L 

ALE(M) I f (i I 

(N I 
f 

·' 

I dac}.J s-

- AR ' i - I 

v Il f (i-]_) 
J,L. 

. (i-li 
' i 

(i) 
c 

l 
i CJ,l ••• M 

(i) 
c j_ l 

h7) ___ _;_L ____ , e 
j 

-· 

(i-l) J 1 l-u .e j-1 J 

. . . H 

. i l .. N 

l ... p 

r! 

n-1 



I 
I , 
I 
I 
" 

daélos 

" ( ()) 
l. 

J 
2 ... 1\ j 

b]_ 1 i o-c O ••• N 

I . , 
c \ ]_! 
.1. • 

J 
1·-<: . 

J 

(11']) 
c. -

J -- j_ 

(oi 
x. ' j- 1, ... m-1 

:J 

X 
li) 
J 

1~ ,i-0,1 
111 

f ~N) 
J 

,, 
.. , 1 

?5 

i l N 

J 

' l ' 
p 

] ,, 1 ' n···l 

[~ 1:la1~0 qv_c~ o algoritmo dcj_nvl é Em algn.r:itn'lo p.J.ra1elo_. pois t;x1os 

. • ., I L) 
;Js ccE1ponen·ce:s uc 1-:, podem O:>e:c 20.m.putac1a::-; em paralelo ;:~ p.:crl~il~ 

I • > 'J F\ :L·--_, __ , . 

n·2~cmit:.c resolver ur:~ sisb:;mu_ tr_LclLH,;·or:;".l n:.Jm T:.empo j_nclependcn-Ce ..-J:::. 

''":, o nlinK•ro dG C>CJ'--12c;i)c.s c _i_ncC:>.rnit.as .. O tempo Uepcnc1e somente ('.a 

~ominfiilcia diagonal d2 nlatrjz l~, os er~os ir1ici2is e acuidade fi-

nal exigid2. Mas ain~a, a norma do erro ~ reduzida a cad2 
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Cl:..PÍ:TULO lii 

!\. I·1!\.~_'!U~ DE'l'ERIVIINI\NTE 1~ O PRODUTO DE l(RONECKER 

3. 1. INTRODUÇi\0 

ConY) o_pontumos na. Introc1uçiio, nossa m·2tn c dcscobrjr novos 

a.lso:ci-c.mos pE1.ra in:plelilcntaç.J.o em pa:r-ulolo. Difcreni:erncnte d~ im--

pl CL 0n·taçao scguenc:Lal, a multiplicaç3.o de duas m2t1: izc:>s envol vn 

~;_p'2nas ( .log n+l) 4 
passos usando··-se n p:rocosso.do_rec:o. Is-to suqere 

cp~ <?:w pa.1:a.lclo, mut.rizcs podem ~;cr vj_st0('; como simples n\imcTos c 

que a muJ.tip.U.cação de mat.J:i?.ct~ exige quase o m:::'.s,m nlunero de pas-· 

sos gu2 a multi..pl:Lcação de nl1.meros comuns. Dado Gstc ponto de vis-· 

-c::.,, o antigo '-~orpo de nltmero~-;; cede lugar paro um aw~J. 

d~ mat.rizcs. A.ssim podemos ccm~Jiderar uma matr·i7. n x n cujas entr_~; 

c_las :-J~o r:•atrj_zes m x m~ Do ponto de vist2 prático isto conduz 

, l ·f' - un·,,·, Ina·trl' z· ·,·1 2 ',', ,, 2 ]'' Unli:l ::;lmp l .. J.cuç:ao enorme: _ , . 

.:;c :c \lista corr:u uma matr:i::: n Y n h .. cadc:>. ent;.:-ada de A .sendo um blc-· 

c·~> n :< n 1 r'lcsdc que os blocos inC:Uviduais COiWll:cm en+:._~-e si. 

Port,'l d.:o va~r:os troba_l!Jcu· .c;obre um anel comu-t:at."_vc 2 d_e matri 

zc-~s w "< m sobye um corpo F fechado algebricamente. Já exist.e na l:i.. 

tern·i:Ll:t"Cl r 19] o conceito do clete:rrünante de matrizes .c::ob::.:-e E. Re ... 

:.)e::_:-e: qutc ull!d Jlli'l.L~-ci_z n >.: "- 1\ sob.:cc E i_~odc :-::;er vistu também como u;na 

uv_·_t::.ci:::-: nm >< nrn A' sobre 1:'. Temos o d2termJ.nonte de A sobre o 

qur_] é urn,J. '::1&tri7 m x r~1 em 2; portanto chamamo-lo de l.':at/i{:é cleteh-

li:(;:at 1
((• de A. Por outro Jade tem-se o dctc-:rminzmtc de A' sobre F .. 
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u qc::tl e um escalar.. Pror-osic,-ão JO prop!.XCiona. a importante 

8rttre os dois conce~ os. 

Do ponto de v:i_:;ta de rtplicação o qL1e e j_mport.antf:o é u nat:riz 

v " 1 ., • ' d< ' 11111 · nm n . r" lmprescln l P2 -· que os blocos m x m de A' p.dJc1uzinúo o. 

~atr:i z n x n I-\ comutem en ... e si. f: jmportantc também que a equaçao 

cdracterlstico de A sr. ::a.toriz l:Lnearmente sobre E" No finu.l des 

t.c capítuJo damos un ,:xemplo, onde csL:J. fatoração não é possiveJ. 

P,_ maior aplicac :1 :J dcstet técn:Lca envolve o p_t·odut.·:::. ele J\rnncó:cr 

Cowo e.pontamos na Ir::.: ~.-odução o ·produto de K:conecker.· d2 dua2, ntaLc .. i_ 

.zes 13 '-' ;:_\ de ordem r; ._, m respccLtvdmenb::: se enc1uudra :::m no~_;:;-;o:o; c·~~ 

f __ udos idealmente, ,,. 
•· vez que os blocos com1xtam entre sj_, podendo 

assim t.rabalb_tr a:-' ,as com d rr:utriz nxn K de blocos. Neste cani-tu 
j_ --

lo c<'llculamos a ;y, triz detenr.' .:unte clr:=> I\ em paralelo u::~ando ~Jm;::t 

L~'Cl·.i_c,J. direta qu-O' segue imed_i_:-- tamcntc dos :;._-esultados de C::32nky. 

J. 2. 2--\ MATRIZ DE'I'KR' I L ~-)1\t-J'IE E S(Jl\S PROPHIEDADES 

Sei am F um i:li!Cl cornututivo e um anel comot:<'l'\:: i_vn dt:' na-

n1 :< m sob:,~e F O ca::: i.ntcr-essclílte e '-Juando E -. k ti\-~ 

:-_;çndo k um corpo e A umu r.:a;- r.1 x m. 

Seja A uma matriz 11 sob:ce 

cud~'. A .. c uma matriz m"! ~;obre P. Cnut< os 
J_] 

Entiío 

I\. . . 
lJ 

A = 

comuto_rn 

onde 

porlcwo.c: 



cscn;\J2:llo~; r~l··· rJ_et-_ 11. 

ll.' ' 
L] 

11. corno 

' ,, 
·;r 

S -' {1, .. o,lJ} • 

que o fo um 

il\ X P1 

a Jiirlt'c;_::: de 

ncd~,, .... 

/-\quj_ u.p1~esentamos 0l91.Una..'; prop:,:·:i_,_•Jadc,,s d0. mLt"cris C.l:.::tc:.::r:i:l.~,<Jil ... -

nRonos·I-·'"'~' .·1 .. · .1. ' l: ' .. ',;-i"-

r11. det 

de Uüld linho. (colurli-.1} de A po:c uuu matri.z c l-=: E en-â.o 

i'L dct_ D 



P!\OPUSIÇÃO 3: Se a ma1· B sobre E ,~ obtida de h pcJ é~ L roeu 

qu~is~uer duas linhas JU colunas) d.:-':" A, então 

PRC!2ll.SJÇAO 4: 1\ t.em duas (üll colunas) :i.suai", 

M. dc·t A --

P~O?OSTÇÃO 5: se B ê uma J!.·triz (sobre E) ohti.da c~e 1\ adicionan--

do-se um mLlltiplo de uma _: nha ( colunu) com outra, e.n l:ão 

M det B M l::--.t A .. 

PHOPCJSIÇÃ.O 6: Se A i:em u· ·:, linhc: (ou colunn) nula enliio 

~1. det A -- O. 

PROPOS :LÇÃ.O 7 ~ Se 1\. e D .wi~;quer duas matrizes sobre E en til o 

M.det(A.D) = (M.det A) (M.llr:t D) ~' M.dct(DA). 

I\ proposição mostra a 1 '''ao en·t::re det A' c det (M .. det i'~) 
' 

Se n 2, esta rclaçào é m. forte c é bem c:onhecidct: 
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PHOPOSIÇ.L\0 8: Seja 

A 

ondo X, Y, P, O sao blocos de partição de E c são comutativus. 

:C:1tão 

det A' - det(M det A) 

onde J\' e a matriz 2m x 2m associada a A. 

i DE!IJONS'l'RAÇÍ\.0: A _l.)rova se cncont.ra em f 18, Vol. Ij. 

I 
i 
' :i 

-1 i?RCJ?.:lSTÇÃO 9: Seja h= (u:Lj) uma matriz nxn sobre anel comuta··· 

ti vo E. Indicamos oor c. 
c l J 

= (-l_) i+j det A .. onde l~ .. 
l J l.J 

o co fator de a. em A, 
Jj 

3 mettriz ( n··l I X ( n-·1 I 

:·:•:_i_nlo D. i-ési.nkt linha. e u -j--és.ima coluna de A. 

Entao 

.,, (~. ·-· 'L -

C ~ (c .. I 
l.J 

l1 

c'lé:'!t A - >: 
i=] 

(det A) I 11 . 

Zl .. c .. 
lJ l] 

j_sto e C. 
lj 

obtido o e A 51)··· 

' ' 
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DEMONSTMÇÃO: ver God .,lt I 19 I pp. 321-323. 

o seguinte rec c::ado mostra a relação entre o det:ermilléHlte da 

matriz nm x nm l-1. · a matriz det.crminante de A" 

PHOPOSIÇÃO 10: Sejam A uma m:- ·iz. n x n no anel comui~ativo E e 

l\' ,} mGtriz nm" nm de f ' ._,o pül" ll. sobre um corpo P. J::nt,~o a nvL-

,1gular se, e somente se a_ natr:i.z m / m 

n det A em E e nac- .1gular. 

rJEnONS'l' Rl\ÇÃO: 

onde A .. E E. 
l] 

;-::revamos 

A = 

Sej3 

Ent~o pela Proposiçãr 

sendo I a matri·- i.dentidaúô" n x n em E. 
n 

Podemos con~; _:.:lerar cada uma dest:a.s mut.r·izes coP,·:::J 

nm" nm sobre F e ainda con-ti~lUCinlCJS a -í::(~_r 

A, (C: 

Tomando-se deter:1 ,,ante~ _em-se 

n 
(det (M det A)) 

-rnatxizes 
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(2m ;12m [Jn.trtGGs) 
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2 
-- (clel.: /\) 

;._"L?t. ó - clot_ 1\' 

ele t A' 

dct h~ = c~et (M- de-c .i'\) 

con_,..:_, jií tlnhcr.mos ol.Jse:cvado !1a Propos.i.ç.:lo 8. 



3. -:~. O PRODUTU DE KROll"' EH 

~--;o~.)l-l:' ;un critf:rio pr. 

~is adio_ntc no Capltulo V vol-taremos 

1 ou-tro crité:cio computacionalrt)(~n-tc: mcüs 

::":::essantc (Teoretl. 5. 2). 

nm x nm indica(~ por 

I3 0 I 
J:'• 

Kronecker c':.e D e i\. Note~ que se A 

33 

au-

CO! ,c; t c: 

i_ n·-

(a .. ) 
] _ _] 

c B (b .. ) entãc 
l] 

produto de l\roneckc2:" dt? B e ?\ pode se.r -;:-e;:Jr;=::-· 

sent21do err. blocos por 

K 

I l_ 

I 

·.J • I 
D_l_ 

I 

b I 
nn 1 

·-·I 
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'" é.)OfilC_\'i ' '· 

,\ l' .\) , ... 

te 

' ''ll' 

m x m). 

ri c~ I<r-:::mcckc;r {cu:~;:;,_ Ylkl !_·r:'_z 

se:: 2 llkt n: :I z dL' ter:r:__~_t;a"tJ ,_~(' 

'-:o, c somcn lc: se '~ ( .\ . ) / 0 

i ll f i I~. 0 .' O O ' 0 'j o: .. n 

I :c i 

i 
l 

2\ 

L-' C 

de 

i\ 

con '-·_, --. 
\~ _. L(._ ,_/ 

,':_:c·-



!JiU'li ó om C li-f nac -.s.(IJ;_r-'.c(a_:r_ 

-~'· "'· OS li1}~TODOS or-: , At-H\Y. PAPA O Pf:OVUTO D[ KROiFfCi\[1(. 

l'l 11 --u lJ
11

,>--- -,'-c 
n-. 

,·ude .. l.:_; C. suo nntrj:_ccs C.e E .. 
l 

.n-L 

de l\" Observe) q !C 

n --;! c . 1· 
)!··2'' 

é o pc J _;_nômio aracterí.st J.co 

O. Este Eato e ::,~m c..onbeciclc. 

:'•'_; 

--~st.a ·2 n equaçuo que, como no Capitulo ::u conduz]_rFt c~u c,'§.lcrt 

:_·onecke_r- _,:-:; _. se a _-_:_nversa. 0zisb:~. 

sob_;: c 

Ncsmo assim, pccle-~:e aDlicax os métodos de Csar1ky no caso in 

pc:l_-l_an te do produ \::_o d 2 I<roncc!· C:''i.. Nossa obse:!:>Jação con~;_i_ ,_,te em 

;JrJ"0\7'21 ta r ~l .fo.rma em blocos dr' prod'ccto de J.\J~(Jnccker. 

1\o fim exemplo de um 

~~i:~cs ~ostrando ~ fa_l.ta dR fatoração do f(~) sobre E. 

' 
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e C\ Dl'Odut,:J ct~ KJ:-oneckcr ele B c A em formCl de blocos" 

Como 
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m sobre E. 



E 
'·'I'-) = 1'1 rlc_<c'· ' ]\ \ '' --

,,:_j_ c- E. Assirr_ 
:r, 

se ·>~ (.\) = (-l) n, 

I ' I 
-j I " •.• (> n 

b 
2

r 
1 -

b T n?.-

n-' I (;\+A_)-- --'--+ 
. ,_ m 

b I 
.ln 

+í:\ J: 1 
o !'1 
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PJ;.i.meiram8n-Cc estamos in te ~ssados na fvJ- c1_ct elo p:coc1uto df~ 

lVJ - d< K ~ 

ç~o natural de F em E) . 

111 elo ckcn1tnto 1Ío a 

COII\r)UtadO em paraleL 

clones. 

-

2 
JemO(losnl 

}1 --- clet 1\ dJ~~ (i\) -- I- I 
n r 

11
n-J 

]\ -I-;_> l 
n--" 

(entendida :1 5.dent.ifica 

+ ... + r) T 1 'o-Lml 

prores:~~ 

1 ') • _I 
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Usando o método de Csanky diretamente podemos 

2 

computar todos os 

si (i= 0,1,2, ... ,n-l) em O(log n) passos com 4 
O(n ) processadores 

k [ 8 J • Para determinar o número de passos, notamos que A , 1 < k < n 
n3 -

pode ser computado em log k[log m+lJ passos com fk ~] processadQ 

2 res. Então para computar M det k precisamos O(log n) passos com 
4 

O(n) processadores. 

Passamos a computar agora o polinômio caracteristico de K so 

bre E. Corno apontamos ele é 

S I (HA)n-l 
n-1 m 

( 3. 2) 

onde os n 1 sao matrizes m x m em E. 

Ora, o1 =coeficiente de (-l)nÀi 

( 3. 3) 

onde O < i < n-1. 

A computação dos 

por um método análogo 

coeficientes D. pode ser feita em paralelo , 
em O(log

2
n) passos com máximo número de pro 

cessadores O(n
5
). Feito isto, se A e B não tem nenhum autovalor 
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em comum, então a inver:::a de K em E existe e pode se1; computado 

2 rn.n 2 3 em O(log mn) passos com 0([--
2
-1 .m .n) processadores no máximo 

Por ver isto, basta observar que 

K-1 (enCE) D Kn-2 
n-1 

Podemos resumir estes resultados da seguinte maneira. 

TEOREMA 3. 3. Oh c.oe.6.ic.-i.en.te.-6 do poi{nÔmio c.altac..te.tr.Z.ót{c.o do p!tod~ 

to de K!tonec.ke!t K de. B e A 6oblte E= F[A] podem 6elt Qompu.tadoA em 

2 4 d -O(log n) pa-660.6 com O(n) p!toc.e.66a olte.-6 .tambe.m .óe A e B têm 

nenhum au.tovaiolt. em c.omu.m, então a .-i.nve.JtAa de K em E pode -6 vr. 6ei-

0([~] 
2 

2 3 m n ) p!toc.e.-6-6ado!te.-6. 

OBSERVAÇÕES: Recentemente, Preparata e Sarwate [311 mostraram que 

os limites 
1 a+-

2n 2 

2 
( 1og n) 

de Csanky acima podem ser atingidos, usando somente 

processadores, se a multiplicação de duas matrizes (so-

bre um corpo F) pode ser feita em paralelo em tempo O(log n) usan 
na 

do processadores para algum real satisfazendo 2 < a < 3. 
log n 

Assim podemos reduzir o número de processadores citados aci-

ma se usarmos o resultado de Preparata e Sarwate. 

3.5. UM EXEMPLO: 

Se tivermos a fatoração de polinômios sobre E em fatores li-

neares, poderlamos ter trabalhado com qualquer nwtriz sobre E em 
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vez do produto de Kronecker. Por exemplo 

~~().) = 
n 
IT {À - ( Â • I - A)} 

i=l 1 m 

onde os Ài sao valores caracteristicos de B sobre F. Portanto, o 

seguinte exemplo é interessant'e. 

EXEMPLO: 

Seja A = Jo NJ 
LI2 o 

onde 
N = [ ~ ~] 

I 2=[ ~ ~] 

e N, r
2 

em E. 

~ ( Â) = M det (H-A) = M det rÂ -:j -I 
2 

= I A2 - N 
2 

Fácil ver que 

~(A) = A 
2 

- N 

= 
O N 

N O [: :l = o 

·~ 

f 



Então ~(À) é o polinômio característico de A, mas ${À) nao 

tem fatorização sobre E, pois não existe nenhuma B E k[N] tal 

2 
que B - N = O. 



CAP!TULO IV 

SIMETRIZADORES 

4. l. INTRODUÇÃO 

A partir deste capítulo passamos a estudar matrizes simetri-

zadoras de matrizes de Hessenberg em forma normalizada (4.2). 

Vários de nossos algoritmos paralelos bem como sequênciais se ba-

seiam no estudo e cálculo de simetrizadoras relevantes. A imple-

mentação em paralelo destes algoritmos se torna viável graças a 

computação da matriz determinante abordada no Capitulo anterior.C~ 

mo destacamos na Introdução desta tese, o interesse de nossos al-

gorítmos se deve ao fato que eles são implementados em 

passos, sendo n a ordem das matrizes em estudo. 

2 
O(log n) 

Neste capitulo apresentamos primeiro um método de Datta [lO] 

para achar uma família de simetrizadoras de uma matriz de Hessen-

berg em forma normalizada e em seguida a sua implementação em pa-

ralelo. 

Seja X uma simetrizadora de uma matriz de Hessenberg A em 

forma normalizada. Os Teoremas 4.1 e 4.2 são interessantes tam-

bérn do ponto de vista técnico da álgebra linear. A cada simetriza 

dora X, associamos uma matriz polinômio P(A) (em A) e fornecemos 

uma decomposição de X na forma X = T P (A) onde 
o 

e uma sime-

trizadora canônica de A gozando de uma propriedade simples. A uni 

cidade desta decomposição é o conteúdo do Teorema 4.2. 

Damos também um método recursivo para computar a natriz polinômio 



43 

P(A). Finalmente, damos um método para construir uma simetrizado-

ra positiva definida de uma matriz companheira (quando existe) e 

apresentamos a sua implementação em paralelo. Encerramos o Capí-

tulo com uma pergunta cuja resposta seria certamente interessante 

do ponto de vista teórico. 

4.2. MATRIZES DE HESSENBERG E O PROBLEMA DE AUTOVALOiillS 

Uma matriz A = (a .. ) é di ta matriz de Hessenberg 
l] 

inferior 

(superior) se = o sempre que i ~ j+2 (j ~ i+2) . 

Uma matriz arbitrária pode ser transformada em uma matriz de 

Hessenberg por similaridade e essa transformação pode ser feita 

usando os métcxios eficientes e numericamente estáveis de Householder 

[36] ou de Givens [36]. Assim, ao tratar o problema de autovalo-

res ou problemas afins, pode-se assumir, sem perda dE! general ida-

de, que a matriz dada é uma matriz de Hesscnberg . De fato, pode-se 

assumir ainda mais que a matriz de Hessenberg em quest.ão não tem n~ 

nhum elemento nulo na codiagonal. Isto pode ser visto da seguinte 

maneira: Seja A = (a .. ) uma matriz de Hessenberg inferior. Sabe
lJ 

mos que se todos os elementos na din.ryonal superior sã.o zero, en-

tão A é uma matriz triangular inferior e os autovalores de A 
-sao 

os elementos da diagonal. Assim podemos nos restringir ao caso, 

onde A é uma matriz de Hessenberg com um ou mais elementos não-

nulos na sua diagonal superior. Senão, A pode ser particio-

nada na forma 
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o 
A ~ 

onde A1 e A2 sao matrizes de Hessenberg inferiores e a matriz 

-e ou uma matriz 1 x l ou tem todos os elementos não-nuills 

na sua diagonal superior; se algum elemento na diagonal superior 

de A2 é ainda nulo, podemos ainda particionar A
2 

da maneira indi

cada acima; o processo pode ser continuado e depois de alguns pa~ 

sos finitos, chegaremos a uma partição: 

o 

A 

' 

* 

onde as matrizes -A11 , A22 , ••• ,Akk sao ou matrizes l X l ou 

matrizes de Hess~g inferiores, tendo todo elemento da diagonal 

superior não-nulo. 

Ora, 

donde concluimos o seguinte: sabendo resolver o problema de auto-

valores de matrizes de Hessenberg tendo todo elemento não-nulo na 

sua codiagonal não nulo, .sa.berros também resolver o problema de autovalores 
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de matrizes de Hessenberg quaisquer. Feita esta observação, con-

vém fazer a seguinte definição: 

DEFINIÇÃO l. Uma matriz n x n (com n 2 2) inferior (superior) com 

com todo elemento na diagonal superior (inferior) não-nulo e 

chamada de matriz de H e.J..d en be.Jtg não-reduzida. 

Observe que, uma matriz de Hessenberg não-reduzida pode ser 

ainda mais reduzida a uma matriz de Hessenberg com codiagonal uni 

târia (tendo tcdb o elemento da codiagonal igual a 1) via urna 

transformação diagonal de similaridade. Assim, se A= (aij) 

uma matriz de Hessenberg inferior não-reduzida e 

1 
' 1) 

e 

então DAD-l é uma matriz de Hessenberg inferior, tendo todo o el~ 

mente na diagonal superior unitário. Uma observação análoga vale 

sobre matrizes de Hessenberg superiores não-reduzidas. Isto nos 

conduz à seguinte definição: 

DEFINIÇÃO 2: Uma matriz n x n (com n > 2) de Hessenberg inferior 

com codiagonal (superior) unitária será chamada de matriz de Hr.ó-

,:) c.nbe.Jtg n.oJtmaLí..zada. 

Nosso interesse em simetrizadoras se deve às suas aplicações 

aos problemas relacionados com autovalores. Em tais s.ituações,poE 

tanto, podemos sempre trabalhar, face às observações feitas acim~ 

com matrizes de Hessenberg normalizadas, quer inferiores, quer 
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superiores. 

4.3.0 ALGOR!TMO DE DATTA PARA CONSTRUIR SIMETRIZADORAS DE MATRI-

ZES DE HESSENBERG. 

Seja 

l o o 

l o 
A = 

l 
. . . . 

uma matriz de Hessenberg normalizada. 

Sabemos que [ 381 cada solução X da equaçao matricial XA~ATX 

e simétrica e que a equaçao admite soluções se, A e uma matriz 

não-derrogatória. 

Sejam x 1 ,x2 , ... ,xn as linhas sucessivas de uma simetrizado 

ra de A. Então segue o Algoritmo de Datta: 

PASSO 1. Escolher xn arbitrariamente 

PASSO 2. Computar xn-l'xn_ 2 , ... ,x2 e x
1 

recursivamente por: 

( 4. l) 

onde i= n-1, n-2, ... , 2,1. 
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DEMONSTRAÇÃO. A equaçao matricial é equivalente ao seguinte sis

tema de equações, ao notar que At é uma matriz de Hessenberg' su 

perior: 

14.2 I 

X A = X l + a X n n- nn n 

Vamos ·:Jlhar para est -,s equaçoes como equaçoes llneares com 

coeficientes no anel comutativo K[A]. Assim, se indicamos por I 

a matriz identidade n x n, teríamos o seguinte sistürna: 

x
1

(a11 r-A) +x
2

(a
21

I)+ ... + xn(an
1

I) = o I lI 

x
1

I + x2 (a22I- A)+ •.. + xn (an2I) = o ... I 2 I 
I 4 . 2 I ' 

o + x 2 I + ••• +x(a
3
r) 

n n 
o ... I 3 I 

x 
1

I + x (a I-A) = 0 ... (nl 
n- n nn 

Seja B a matriz de coeficientes: 



I 
l 

(a
11

I -A) a21I 

I (a
22

I-A) •.• 

B ~ 

o I . 

I 

anli 

an2I 

. an3I 

( a I-A) 
nn 
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( 4. 3) 

Observe que o sistema de equaçoes (2), (3), ••• , (n) de (4.2') 

pode ser visto com um sistema em transpondo - se 

os termos de xn ao lado direito. A matriz (n- l) x (n- 1) dos 

coeficientes deste novo sistema é: 

I a
22 

I -A ... an-1 2 1 
' 

o I an-1 31 
' D 

(4.2) 11 

o o I an-1,4 1 

o o I 

cuja M-determinante, é I. Assim, -sao unicamen-

te determinados por xn. Ainda precisamos mostrar que a solução 

assim obtida satisfaz a equação (1) de (4.2)' 

Em ·notação matricial, o novo sistema é equivaL,ente a: 



.. 

o 

- X (a I -A) 
n nn 

enquanb'~ {4. 2)' e equivalente a 

B' = o 

an-1,11 -x a I 
n nl 

-x a I n n2 

-x (a I-A) 
n n:n 
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Ora, se multiplicamos a primeira, segunda, ... ,n·-ésima linhas 

de B' r:;elos cofatores de anl I, an 2 I, .•• , (anni-A) em B , respecti

vamente e somamos, obtemos o sistema equivalente: 

o o 

o 

-x • (A) n 

-x a I 
n n2 

' -x (a I-A) 
n nn 

(o novo sistema é equivalente, pois o cofator de an1I e I o 

que é inversivel no anel k I A] ) . 
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Ora 'fi (X) é o polinômio característico de At.' e portanto t~ 

bém de A. Logo -Xn'f'(A) = O, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, mos 

trando que a equação (1) do sistema (4.2) 1 é consistente com as 

demais equações. Assim, mostramos que xn pode ser escolhido ar-

bitrariamente e urra vez que xn é dado as demais linhas, x 
1

, x 
2

, 
n- n-

... , x1 são determinadas de (4.2) e satisfazem (4.1). 

DEFINIÇÃO 3: Como uma simetrizadora X de uma matriz de Hessenberg 

inferior normalizada A é unicamente determinada pela sua última 

linha x , referimo-nos a X 
n como a ~imetnizadona de. A a~~oeiada 

ao ve.;toJt xn 

4.4. IMPLEMENTAÇÃO DO ALGORiTMO DE DATTA EM PARALELO; 

~ claro que as fÓrmulas apresentadas em (4.1) nao sao adequa 

das para computar eficientemente simetrizadoras em paralelo. 

Vamos agora reformu1á-1as. 

PASSO I 

PASSO II 

Escolher x arbitrariamente. 
n 

De (4.2)' temos 

X ~ -x (A I - A) n-1 n nn 

[ 
a I-A n-ln-1 

X ~ +x M-det n-2 n 
I 

a I nn-1 

ann I-A 
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X = 
l 

n-1 
(-1) X • Mdet 

n 

l 
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I 

o I 

I 

Ora, T(n) é o numero de passos para calcular a matriz-dete~ 

rninante B
1 

cujos elementos são n x n matrizes sobre o corpo 

k, pertencendo ao anel comutativo E = k[A] sendo k um corpo f~ 

chado algebricamente de característica O ou p > n. Assim, pode-

mos apelar ao Teorema 3.1 com "n 11 = n-1 e "m 11 = n. Concluímos 

então que, T(n) = "O{log2mn)" = O(log 2n) usando no máximo n 7 

processadores. Portando a computação de uma simetrizadora pode ser 

feita em O{log 2n) passos. 

OBSERVAÇÃO l: 

Se xn = {a,O,O,O ... O), com a f; O, então a simetrizado 

ra resultante é não singular, pois neste caso a simetrizadora X 

tem a forma: 
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* * * * a 

* *a o . . . . 
X = .. 

. 
• • 

a·- - - - - - - ~ - - o 

4.5. MATRIZES POLINOMIOS P(A) EM UMA MATRIZ DE HESSENBERG 

NORMALIZADA. 

No que segue neste capitulo, supomos que k seja um corpo fe-

chado algebricamente, A uma matriz n x n (com n > 2) de Hessen-

berg e que a caracteristica p de k e maior que n ou p =o. Mui-

tas vezes esta condição sobre a caracteristica p nao e necessãri~ 

PROPOSIÇÃO 4.1. Sejam A uma matJti.z n x n de. He.6f>e.nbe.!tg inb<Ut1oJt 

no!tmali.zada e E= (1,0,0, ... ,0) em kn. Ent~o o~ ve.tone.~ E, EA, 
2 n-1 

EA , ••• , EA 4~o line.aJtme.nte. 1nde.pe.nde.nte4 em k". Se um 

ve.taJt quatque.n de kn então e.xi4te. um polinômio P(X) E k[XJ tal 

que. xn ê a p!time.i!ta linha da rnatJtiz polinômio P(A) • Ma14 ainda, 

a polinômio P(X) e unic.ame.nte. de.te.Jt.minado pon e.4..ta pJtopJtf..edade. , 

4e o gJtau de. P(X) So!t me.noJt que. ou igual a n-1. Se A ê uma matniz 

n x n de. He.J.:,J.J e.nbvz.g .&upe.nioJt noJtma.l.iza.da, um Jte.&u.t:tado análogo va

le. c.om c= {0,0, ••• ,1) e c.om a ÚLtima linha e.m ve.z da ph.iriÍei.-'La 

tinha. 

PROVA: Provamos o resultado para A uma matriz de Hessenberg in-

ferior. 



53 

Observe que 

(A) .. ~ l se i ~ i+l 
"J 

~ o se i > i+l 

2 
(A) i i ~ l se i ~ i+2 

~ o se i > i+2 

k 
(A) i i ~ l se i i+k 

onde i > l· i,k < n ' 
se j > i+k 

Seja 

E ~ (1,0, ..• ,0), 

então 

EA ~ (*,1,0, ... ,0) 

EA
2 

~ (*,*,1,0, •.. ,O) 

t evidente que todos os vetores 
2 

E, cA, EA , ... , n-l 
EA sao 

linearmente independentes em kn. Eles são primeiras linhas de I, 

2 n-1 
A, A , , .• ,A 

Ora, se 

tomamos P (X) 

= a E + 
o 

n-l a
1

sA + ... + an-lEA , então simplesmente 

n-l + ..• + a
0

_ 1 x e E • P (A) = xn. 

Como E· P(A) e a primeira linha de P(A), o resultado segue. 
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Para a segunda parte, observe que o polinÔmio P(X) pode ser 

escolhido tal que o grau OP < n-1. Se Q(X) = b +b
1

x + •.• +i 
1 

é o n-
é um outro polinômio com grau Q < n-1, tendo X como a prime~ n 

+ b EAn-l 
n-1 o fato 

n-1 
de s,sA, •.. ,sA determinarem uma base de kn mostra que ai = 

= bi para todo i= 0,1,2, ... ,n-l. Assim P(X) = Q(X). 

TEOREMA 4.1. [13) Seja A uma matniz n x n de He~~enbeng in6enion 

no.ILmaR..izada e. xn um ve:tolt não nulo, 

De6ina neeun~ivamente o~ vetone~ 

i-1 
[ 

j=l 
, i=l,2, ... ,n-l ... ( 4. 6) 

-Então ex/.-6:te um pot{nôm-i.o P(X) E k[X) tat que P(A) e a ma-

DEMONSTRAÇÃO. Indique por e as i-Seimas linhas de A e 

I respectivamente. Pela Proposição 4.1 existe um polinômio P{X)E 

E K[x)· tal que a primeira linha de P{A) é 

p1 = X . Ora, 
n 

p2 = p1B1 = e
1

P(A)B
1 

= e
1

B
1

P(A) = e
2

P (A) . 

·~ l.i 
''! 
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Assim p2 e a segunda linha de p (A) • Supomos agora que 

pi (i > 2) e a i-ésima linha de P(A). 

Então 

i-1 

pi+l p,B, - " aijpj l l j=l 

uma vez que P{A) e Bi comutam 

notando-se que a
1 

e a i-Seima linha da matriz de Hessenberg A. 

Assim 

= e 
1

P (A) • 
H 

e a (i+l)-ésima linha de P(A), i=l,2, ... ,n-l. 

Observamos que uma vez conhecida a primeira linha da matriz 

polinômio P(A), as demais linhas sao determinadas por relações 

recursivas (4.6). Isto nos conduz imediatamente ao seguinte re-

sultado. 

COROLÂRIO 4.1. Uma matJt~z poLi..nôm--Lo e.m uma matJtiz de. HMMlnbeJtg _,(_J1-

ée_tt}_oJt !10Jtmal-izada C: unic.ame.nle. dete_ftminada peJ'.a !.lua pJtimeüta li

nha. Ma{l.l el.lpe.c.it)-Lc.amel1t:r!. -Se_ A e: uma ma.tiLiz de. He.6J.Je.nbe.ILg intjeft.,[o!L 

noJwHd'.-tzada e g (x) e_ h (x) 

tJtJ..zel.l po.tinômio.6 g(A) e h(A) .tem a me.-5ma pft_,{me.iJta J:_;_nha não-nu.-ta, 
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g(A) = h(A). 

-OBSERVAÇÃO 2: O resultado do Corolário 4.1 nao é válido se A e 

uma matriz de Hessenberg qualquer. Para ver isso, tome 

A=[: :] 
g(x) = x

2 + 4x + 4 

h(x) = x 2 + 3x + 5 

Então g (A) r:: J h (A) [ :: J 
g(A) e h(A) têm a mesma primeira linha, mas g(A) ~ h(A). 

OBSERVAÇÃO 3: Note que na observação 2 a matriz A e uma matriz 

de Hessenberg superior normalizada. Neste caso, tanto o Teorema 

4.1 como o Colorário 4.1 sofrem modificações relevantes. Por 

exemplo·: 

COROLÃRIO 4.1'. Urna matJt1z pot;_nôm.<.o e.m uma matJtiz de. He.t,.H_nb(Utg 

jUpCUti.on n.oJtmaLLzada é:" uvLi.came.nte. de.:te.ttminada pe.f.a -5ua út:t-tma .tJ.-

nha. 
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OBSERVAÇÂO 4...Note que no Corolário 4.1 pode bem acontecer que 

g(x} 1- h(x), embora g(A) = h(A). No entanto, isto nao é posslvel, 

se exigimos que o grau ag ~ n-1. Isto é, se g(x) e h (x) sao 

polinômios de grau menor que ou igual a n-1 tais que g (A) 

e h (A) tem as mesmas primeiras linhas, sendo que A i~ uma matriz 

de Hessenberg inferior normalizada, então g(x) = h(x) e logo 

g(A) = h(A). Isto segue da unicidade que consta no enunciado da 

Pr0posição 4 .1. 

DEFINIÇÃO 3: Seja A uma matriz de Hessenberg infer.íor normaliza 

da. Dado um vetor x
11

, dizemos que uma ma:tft-iz poiJ..nôm-<.o P(A) em A 

se a primeira linha de P (}\) é vetor x . 
n 

4.6. UMA DECOMPOSIÇÃO CAN0NICA DE SIMETRIZAOORAS DE A: 

TEOREMA 4.2. Sejam T0 um simetrizadora de A associada ao ve

tor (1,0, ••• ,0) e X. Então existe uma matriz polinômio P(A) 

tal que 

X T
0

P(A). 

Mais ainda esta decomposição de X e unica no segundo sentido. Se 

X= T Q (A) sendo Q(A) uma matriz polinômio, en·tão P(A) = Q(A). 
o 

DEMONSTRAÇÃO: Primeiro queremos provar que T é um simetrizador de 

A. Então 
2 i 

TA, TA , ... ,TA, .•• (i=l,2, .•. ) são todos simetrizado-

res de A. 
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(TA) • A = (A tT)A 

Seja TA
1 

uma simetrizadora de A, queremos mostrar que TAi+l e 

é também uma simetrizadora de A. 

Notamos que 1) se x,y sao duas simetrizadoras de A, então 

(x+y) é também simetrizador de A . Pois, 

2) Para cada a c k, aT é uma simetrizadora de A. Destas ob

servaçoes segue que para toda matriz polinÔmio p (A), T P (A) e tam 

bém uma simetrizadora de A. 

Sejam T0 uma simetrizadora de A associada 

(1,0, ••• ,O) e indique por X 
n a última linha de 

com um vetor 

X. 

Seja P(A) uma matriz polinômio de A com primeira linha 

Note que pela observação 1, 

• l 

* l o 

T ' o = o ' / 

l 

l 

l 
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Vê-se que a Última linha de T P(A) é também x . Assim X e 
o n 

T
0

P(A) são duas simetrizadoras de A com mesma Última linha. Logo, 

X = T P (A) 
o 

( 4 • 7) 

Para mostrar que esta decomposição de X, P(A) é Única: Supo-

nha que X = T0 Q(A) onde Q(A) é uma matriz polinômio. Segue im~ 

diatamente que a primeira linha de Q(A) é 

lário (4.1), tem-se 

Q (A) = P (A) • 

x . Apelando ao Coro
n 

OBSERVAÇÃO 5. Note que na decomposição de X na forma X ~ 

a primeira linha de P(A) é a Última linha de X. 

T P (A) 
o 

OBSERVAÇÃO 6. Originalmente tentamos conseguido a decomposição de 

X na forma 

X = TQ(A) 

onde T -e forma especial 

l o . 

t ln-1 

l 

l 

o 

o 



e Q(A) uma matriz polinomial em A. Uma pergunta natural 

X = TQ(A) = T P(A) 
o 
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-e se 

sendo a decomposição canônica do Teorema 4.2, sera que T = T
0 

e 

Q (A) = P (A)? 

Primeiro observamos que a primeira linha de Q(A) e P(A) sao 

iguais. Logo pelo Corolário 4.1 

Q(A) = P(A) 

Não e verdade que T = T sempre. Por exemplo se X = O o 

tomar qualquer T da forma indicada 

plo de um X f O damos o seguinte 

Tome 

o 

A = o 

1 

t1 

T = -1 

1 

P(x) 1 2 = + X 

Pelo Teorema 

1 o 

o 1 

-1 1 

-t 
1 

1 

o 

4.2 

1 

o 

T = o 

temos 

1 

-1 

1 

onde 

Como 

caso interessante: 

-1 1 

1 o 

o o 

t1 e arbitrário e 

pode se 

ex em-



X~T P(A) ~ 
o 

1 

-1 

1 

-1 

1 

o 

e uma simetrizadora de 

Ora, 

t1 

TP(A) ~ -1 

1 

1 

o 

1 

Evidentemente 

TP(A) 

1 

o 

o 

A. 

-t 
l 

1 

o 

o 

o 

o 

1 

1 

1 

1 

o 

1 
j 

1 

1 

1 

~ T P (A) 
o 
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o 1 1 o 1 

o 1 o o o 

o 1 1 o 1 

1 o 1 

1 o 1 

1 o 1 

observe que P(A) é uma matriz singular. Em visto disto o seguin-

te resultado é interessante pela unicidade de T para algumas ma-

trizes P(A) mesmo singulares. 

TEOREMA 4. 3. Sejam 

X ~ TQ(A) ~ T P(A) 
o 

de.eompo-SJ_ç.Õe.-6 de. uma .õ.úne.t!tizadoJta X de_ A na-6 6o1Lma.6 incücadcw ac-éma. 
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En-tão Q(A)=P(A) e -6e a.0 plt{me{/r.a.6 r k.Jnha.ó dP. P(A) ,são fJnrMmentr_ A..vt-

pe.nde.n.te..t. (r 5.. n-1) e.n.tão a-6 ZLLt-i.ma-6 .tinha-6 (r+l) f-Lnha-6 de. T e 

T -6 ão ..i.g ua-i-6. o 

DEMONSTRAÇÃO: Seja pi a i-ésima linha de P. 

Sejam p 1 , ... ,pr 

tem-se: 

tll t12 t 
1n-1 

t r1 t r2 ... t 1 
rr-1 ·· 
~ 

~ 

t n-ll 
1~ 

1 

o o 
tll t12 . . 

"o to = tr1 r2 • 
' 

to 1 ' n-1 

1 

. 

linearmente independentes. De TP{A)=T P{A) 
o 

1 p1 

• p2 

pr 

Pr+l 

Pr 

to 1 r p1 1n-1 
' 

' 
~ p2 

' 
1' 

pr 

Pr+l 

pr 

' ,, 
' 



" 

e 

Consideremos a i-ésima linha do produto dos dois lados. 

Observe que 

t .. 
l] 

l 

t .. ~ o 
l] 

se i+j n+l 

se i+j > n+l . 

Comparando-se os dois lados teriamos 

t1·1P1 + tl. zPz + · · · + t · · P · + P 1 · ln-l n-l n+ -1 

+ ... + p l . n+ -l 

Obse~·ve que p e cancelado e portanto se n+l-i 

i < r então 
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sao linearmente independentes. Logo se i > n-r en·tão as i-ési-

mas linhas de T e T
0 

So iguais. Portanto 

(n-(r+l) ésima, (n-r) ésima, ... , n-ésima linhas 

sao iguais para T e T 
o 

Isto é, as últimas (r+l) linha de T e T sao iguais. o 

OBSERVAÇÃO 7. Vê-se no Teorema 4.3, 

Mas P{A) pode ser singular. 

Por exemplo 

T = T se P(A) e inversível. 
o 
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o 1 o 

o o 1 
A = 

o o o 
-1 

o 

Neste caso TA = T
0

A => T = T . 
o 

Note por exemplo que, se X = O, então r = O e r+l = 1 
' 

neste caso como se vê, logo T e T somente podem ter a Última o 
1 inha igual. 

PERGUNTA 1. ~ possivel afirmar que dada a matriz polinômio P(A), 

TP(A) = T0 P(A) implica em 

o posto de P(A) > n-1? 

T = T 
o para todo T se, e somente se 

EXEMPLO 1. Seja C a matriz companheira do polinômio 

n 
X 

n-1 
- C X 

n 

c = 

o 1 

o o 

o 

1 

o 

o 

c 
n 

( 4. 8) 

Seja X a simetrizadora de C associada com o vetor x 
n 

(não nulo), então temos 

c.x 
1 n ' i = n, n-1, ... , 3, 2. 



essas equaçoes podem ser escritas com 

x =xC-ex n-1 n n n 

X = X C - C X n-2 n-1 n-1 n 

= (xnc - c x l c 
n n 

- C X n-1 n 

= X C2 - C X C - C X n n n n-1 n 

X n-3 

Analogamente 

Portanto, 

= x 2c 
n-

= X c3 -n 

n-2 
= X C 

n 

c 

c X 
n n 

2 
X c -c X c n n n-1 n 

65 

- c X 
n 
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Pelo Teorema (4.2) e pelas relações recursivas lá encontradas, se-

gue que 

X 
n 

X C 
n 

x c 2 
n 

n-2 X C 
n 

n-1 
X C 

n 

~ Q(C) 

para algum polinômio Q(x) E k[ x] 

Então, temos 

X~ T Q(C) 
o 

onde T0 e simetrizadora de C com a Última linha (1,0,0,0}. 

1 
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O seguinte resultado é Útil do ponto de vista teórico, pois ele 

analisa o relacionamento de simetrizadoras de A com a. da matriz 

companheira c de A. 

PROPOSIÇÃO 4.2. Sejam C a matriz companheira de uma matriz A de 

Hessenberg inferior normalizada e Y' e Y simetrizadoras de C de A 

associada ao mesmo vetor y . Então existe uma matriz: triangular 
n 

inferior com diagonal (1,1, ... ,1) tal que 

Y = LtY'L 

DEMONSTRAÇÃO. Para A, uma matriz de Hessenberg inferior normaliz~ 

da 1 existe uma matriz triangular L com diagonal (1,1, .... ,1) tal 

que 

onde C é a matriz companheira da forma (4. 8) do po_linômio carac 

teristico de A. Como Y é uma simetrizadora de A, temos 

onde Bt e a transposta de B. 

ou 
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Isso mostra que (Lt)-l YL-l ê uma matriz simetrizadora de C. 

Como (Lt)-
1

YL-l e y• tem mesmas últimas linhas decorre que 

(4.10) 

EXEMPLO 2. Seja 

l o 

A = l 

Seja X última linha de simetrizadora de -A e (1, O, O! , então 

l 

X = l o 

l o o 

Seja x 1 uma simetrizadora de A com Última linha (0,1,0). 

Pelo Teorema 4.2., 

X = X • P (A) 
l o (4.11) 
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onde P(A) = (b0 I + b.:..A + b
2

A
2

) e primeira linha de P(A) e Úl-

tima linha de X ' 

entao 

Comparando os dois lados 

l 

o 

entao b
1 

= 1 

De (4.11) temos 

(all-"331 (ctll-a22 I all- a33 l o l o 

+a2l- a32 

= 

all- a33 l o a2l a22- all l 

l o o 



, I 
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o 

l I 4.12 I 

o l o 

Obtemos o mesmo resulta do, usando as relações recursivas em ( 4. 1) . 

x3 = (O l o I 

x2 = x
3

A a33x3 

= (a2l a22-a33 li 

xl = x
2

A - a22x2-a32 xl 

= [a21 (all-a33)+a3l a21 0] 

onde 

el p (A) = pl Yn 

4.7. SIMETRIZADORA POSITIVA DEFINIDA E SUA IMPLEMENTAÇÃO EM 

PARALELO: 

14.13) 

Nessa secção mostramos que a inversa da matriz de Henkel das 

somas de Newton é uma simetrizadora de uma matriz companheira A. 

Essa matriz é positiva definida se, e somente se os autovalo 

res de A são reais e distintos. Damos também uma técnica conve-

niente para construir em paralelo a matriz de Hankel das somas de 

1 



.. 

Newton. 

Seja 

o 

o 
A = 

1 o 

o 1 

a
2 

•••••• 

o 

o 

a 
n 

uma matriz companheira associada ao polinômio 

f(x) 

Definimos 

A matriz 

so 

s1 

H = 

n-1 
a x 

n 

s1 . . 

s2 . . 

. 

. 

0,1,2, ... 

. 

. 

s n-1 

s n 

s 2n-2 

e chamada da matriz de Hankel das somas de Newton. 
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TEOREMA 4.4. [9] A inversa da matriz de Hankel das somas de New-

ton é uma simetrizadora da matriz companheira definida acima, is-

to é 



I 
I 

' 
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ou, 

AH = H AT • 

DEMONSTRAÇÃO. E bem conhecido [IBJ que as somas de Newton satisfa 

zem as seguintes relações: 

s. ""' a s. 1 + a 1 s. 2 + . . . + a
2

s
1 

+ a
1

s ( i=l, 2, ... , n) 
l n 1- n- 1- o 

usando essas relações, e fácil verificar que 

. . . 

82 . . . • • • • 
AH = 

. . . . . . 

s 
n 

s n+l 

s 2n-l 

é simétrica. Corno H também e uma matriz simétrica, 

simetrizadora de A. 

uma 

TEOREMA 4.5. A matriz de Hankel das sornas de Newton é positiva de 

finida se todos os autovalores de A são reais e distintos. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam À1 ,À 2 , ... ,Àn os autovalores de A. 

podemos escrever 

Então 

1 
' 



= 

l 

Àl 

À2 
l 

s 
o 

s n-l 

l 

À2 

. 

. 

n-l 
Àl 

n-l 
À2 

. . 

. . . À 

s n-l 

s 
n 

s 2n-2 

l 

n 

À2 
n 

n-l 
Àn 

l Àl 
n-l 

Àl 

l À2 
n-l 

À2 

l À À n-l 
n n 

onde V é a matriz de Vandermonde. 
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Como 

À1 ,À 2 , ... ,Àn sao reais e distintos, V é não singular, e então H 

é positiva definida. Como a inversa de uma matriz positiva defini 

da é positiva definida, temos dos teoremas acima: 

TEOREMA 4.6. A inversa da matriz de Henkel das somas de Newton e 

uma simetrizadora positiva definida de uma matriz companheira. 

4. 7 .l. CONSTRUÇÃO DA MATRIZ DE 'IENKEL EM PARALELO. 

Apresentamos agora um método eficiente para computar a matriz 
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de Hankel das somas de Newton em paralelo. Recentemente, Datta 

[ 9 ] mostrou que a matriz de Hankel, das somas de Newton é igual 

à matriz de Hankel dos parâmetros de Markov associada a f(x) e 

f' (x), onde f(x) e o polinômio caracterlstico de A e f' (x) e 

a primeira derivada de f(x). 

Como existe uma simples relação recursiva para gerar os coe-

ficientes de urna matriz de Hankel dos parâmetros de Markov, pode-

mos utilizar esse fato conveniente para construirmos a matriz de 

Hankel das somas de Newton em paraleloi como segue: 

Sejam 

Então 

então 

f (x) 

f' (X) 

= n 

n-1 a x 
n 

n-1 n-2 
= nx -(n-1)a x 

n - ··· - a2 · 

s 1 + s (-a ) = -(n-l)a 
o n n 

s 2 - a s
1 

- a 
1

s n n- o 

+ 2a 
1 n-

-(n-2)a 
n-1 

1 



e assim 

a - 2a 
n n-1 

det 

1 

s
3 

= a s
2 

- a 
1

s
1 

- a 
2

s 
n n- n- o ~ -(n-3)a 

n-2 

2 = a (a + 2a 1 ) + a a 1 + 3a 2 n n n- n n- n-

1 

o 

+ 3a a 1 + 3a 2 n n- n-

-2a n-1 

1 

3a 
2 n-

-a 
n-1 
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-2a n-1 
k-·1 + 3a 2 . • . + ( -1) k a (k 1 ) n- n- -

1 

o 

o 

onde k = 1,2, ... ,n. 

-a 
n-1 

k-·2 
+ (- 1 ) an- (k-2) 

1 



i ! 

Para k = n+l, n+2, o o o, 2n-2, 

temos 

que pode ser escrito na forma 

-2a n-1 o a 
n+1 +(-1) na

1 . . . n 

1 n-2 n-1 an -a n-1 . . . . +(-1) a 2+(-1) a 

o 
l 

. o 

o 

a 
n 
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Cada matriz sk acima é uma matriz de Hessenberg e a compu

tação do determinante de uma matriz de Hessenberg deste tipo pre-

cisa de 2 4 O{log n) passos usando n processadores (durante estes 

passos, os menores principais líderes são computados também [201 o 

Como s 1 ,s2 ,.o.,Sn-l são computados como menores principais 

lÍderes de s e também n são computados co-

mo menores principais lideres de s
2

n_
2 

,concluimos que a matriz 

de Hankel pode ser computado em 2 4 O(log n) passos usando n pro-

cessadores. 

PERGUNTA 2. Sejam A uma matriz companheira e H a simetrizadora 

que é inversa da matriz de Hankel. Então, pelo Teorema 4 o 2 



-1 H ~ T P(A) 
o 

Qual o polinômio P(x) se 
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dP < n-1? 



CAPÍTULO V 

A EQUAÇÃO MATRICIAL LA - BL =R 

5. 1. INTRODUÇÃO 

Uma simetrizadora X de uma matriz n x n pode ser vista como 

uma solução da equação matricial XA- AtX = O. Como apontamos no 

capitulo anterior, existe uma infinidade de soluções X toqas em 

função da sua Última linha. Neste capitulo consideramos uma gene-

ralização da equação acima, a saber 

XA - BX = R 

onde B é uma matriz n x n de Hessenberg inferior normalizada, A 

uma matriz n x n qualquer e R uma matriz tendo as suas primeiras 

(n-1) linhas nulas. Admitimos uma liberdade na escolha da Última 

linha rn de R. Em particular rn pode ser escolhido de maneira 

que rn-'==E:(-l)rp(A),onde E= {1,0,0, ••• ,0) e IO(x) é o polinômio c~ 

racteristico de B. Assim existe uma siroetrizadora X=T (-l)n~(A)de 
o ' 

A tendo rn como sua Última linha e a não-singularidade desta 

simetrizadora fornece um critério para que as duas matrizes A e B 

tenham um autovalor em comum. 

Nosso método possibilita um algoritmo para a computação do 

vetor rn e junto com o algoritmo da construção da simetrizadora, 

temos um método construtivo para o problema de autovalor em comum. 

Como apontamos na Introdução desta tese, este Último proble-

ma é de grande interesse em várias situações práticas. Os dois 



79 

métodos conhecidos até agora empregam o resultado de polinômios 

característicos das matrizes envolvidas e o produto de Kronecker 

de A e B respecti\'amente. Como observamos no Capítulo III, o de-

terminante do produto de Kronecker de A e B é a M-determinante de 

uma matriz conveniente no anel comutativo k lA ] de matrizes. Es-

te relacionamento é de fato o que está atrás da demonstração do 

Teorema onde fornecemos o referido critério. Dado o nosso ponto 

de vista o trabalho sobre o anel comutativo k [A j SE! torna mais 

interessante computacionalmente tanto em paralelo como sequencia_l 

mente. 

Enquanto o método envolvendo o produto de Kronecker exige o 

cálculo de um determinante de ordem 2 
n ' nosso método divide o 

problema em três passos computacionalmente interessante: 

l) o cálculo do vetor r . 
n' 

2) construção da simetrizadora X; 

3) testar a nEw singularidade da matriz simétrica X. 

O último ponto é facilmente verificado, pois X, sendo simétrica, 

admLte twa decomposição 
T 

X = LDL onde L é uma matriz triangular 

inferior com diagonal unitária e D uma matriz diagonal. Observe 

também que existem métodos eficient.es para conseguirmos esta de-

composição [lSa] . 

Assim o nosso algoritmo é interessante sequencj_almente, embo 

ra os dois métodos tenha a mesma complexidade em paralelo. 

Observe que no método envolvendo o resultante, e necessário 

calcular os polinômios caracterlsticos das matrizes envolvidas. No 
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estudo de nossa equaçao XA- BX ==R, uma escolha adequada de A 

proporciona um algoritmo novo para o cálculo explicito do polinô-

mio característico de uma matriz B de Hessenberg inferior em for-

ma normalizada. Este algoritmo sequencial parace muito interessan 

te, uma vez que ele consegue abaixar o número de passos necessáric:s 

de l 3 
6 n para i (n

3
- n) (ver [41J }. (Esperamos ainda melhorar 

esta última limitação. O Teorema 5. 3 trata deste algoritmo bem 
simples. 

Finalmente cabe apontar que usamos a forma da equaçao 

LA - BL = R, pois muitas vezes o caso interessante e de L ser 

triangular inferior. 
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5. 2. A EQUAÇÃO MATRICIAL LA - BL = R 

TEOREMA 5.1. Se.jam B uma ma,t.-tt.-tz n x n de. He.lde.nbeJr..g in6e.~t-Loll. nofL 

maLizada, A uma matn-Lz n x n quafqueJt. Sejam q, (x) o pofi..nômi.o c.a

c.ac..teJt:Zó:U .. c.o de B e .t1 um veto!L anbLt!LãJtio qua.tque11.. Então ex-U.

te.m matJtizeó n x n L e R tai..-6 que 

( 2) 

( 3) 

a-6 p!time.<__;r..all (n-1) 

a n-ê<.ima i-<.nha r 
n 

linha-6 de R 0ao nuia-6; 

(4) LA- BL =R. Mai,s a-inda, L e un.ic.ame_nte de.:te.flminada po!L .t
1

. 

DEMONSTRAÇÃO: De 

LA-BL=R 

tem-se 

LA = BL +R ( 5. l) 
ou 

j'l bll l. o ... o {l 

{2 b2l b22 1 ... o .1'2 o 
A = + (5. 2) . . 

J'.n b nl b n2 ..... bnn in rn 

1 



.. 
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Comparando-se os dois !:'dos da equaçao (S. 2) têm-se: 

( l) 

( 2) 

b 1 l!l+b 12!2+ ... +{ l(b 1 li-A)+ .tI= O n- , n- n- n- n- n 

+ ... + b 
1
-u 

1
+! (b I-A)=- r ••• (n) 

n,n- n- n nn n 

I o o 

I ' 

' 
o = ( 5. 4) 

(bn-ln-1 I-A) I 

bnl I • • , . . . . . . . . . . . . 

Multiplicando-se a primeira, a segunda, ... , a n-ésima equa-

çoes de (5.3) -çelos co fatores de (b11 I- A), b
21 

I, •.. 1 bnl I ern 

somando-se têm-se: 

D e 

(5. 3) 



n = (-1) r 
n 

onde ÇP (x) é o polinômio característico de B 
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Do sistema (5.3) se vê que as linhas t
2

, ••• ,in de L sao uni

camente determinadas pelo .t1 e que rn satisfaz (3) e (4) é válido.

que L é unicamente determinada por !
1 

é imediato. 

COROLÃRIO l. Com as mesmas hipSteses do teorerra, se tomamos A == Bt , en-

tão L e uma simetrizadora de Bt, sendo escolhida a primeira linha 

t 1 de L arbitrariamente. 

DEMONSTRAÇÃO: Se A= Bt, então ~(A) =O logo R= O e 

LA-BL=O ou 

LBt - BL = O ou 

definindo L como urna simetrizadora de é. 

COROLÂRIO 2. Com as mesmas hipóteses sobre B e A, a equação matri 

cial 

XA - BX o ... 

admite uma solução nao nula se, e somente se ~(A) e singular. 

-DEMONSTRAÇÃO: Como 4>(A) é singular existe um vetor nao nulo tal 

que L 1 ~(A) =O. Se construirmos L partindo de 1 1 na maneira 

,, 
' 



citada na demonstração do Teorema 5.1, então 

LA - BL = O pois r = O. Logo 
n 

X L é uma solução de 

XA - BX O. 
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Reciprocamente se existe uma solução X = L 'f O da equaçao citada, 

então a Demonstração do Teorema 5.1 mostra que i 1 = D, pois nestE: 

caso as relações recursivas de (5.3) definindo L demonstraram que 

L = O, é um absurdo. 

e 

Portanto rjl(A) é singular. 

Um problema importante na áJ.gebra linear trata de matrizes 

que comutam: Se A e n são duas matrizes que comutam, e possivel 

descrever alguma relação entre A e B? Por exemplo, se T e uma ma-· 

triz normal em Cn com um produto interno, então T* comuta com T 

e T* e uma matriz polinômio em T. Em geral, se AB = BA não decor-

re que A e B tem uma relação polinomial. 

Por exemplo: Tome 

l o o 

A - o o o 

o o o 
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e 

o o o 

B o l o 

o o o 

Então AB = BA = O. Mas A I f(B) e B I g(A) qualquer que sejam os 

polinômios A e B. 

Em visto destas observações o seguinte resultado e intereS-

sante. 

COROLÁRIO 3: Se B é uma matriz de Hessenberg normalizada e L uma 

matriz que comute com B, então L é uma matriz polinomial em B. 

Mais ainda, pode-se calcular o polinômio envolvido facilmente. 

DEMONSTRAÇÃO: Não há perda de generalidade ao tornar B como matriz 

de Hessenberg inferior. Se L comuta com B, então 

LB - BL O 

sendo um caso particular da eguaçao (5.1) com A= B e R= O. 

As relações recursivas de (5.3) definindo as linhas de L to-

mam a seguinte forma: 

e 
i-1 

I 
j=l 

( 5. 5) b.f. 
J J 



onde i = l, 2, ... , n. 

As relações (5.5) junto com o Teorema 4.1 mostrem que 

uma matriz polinômio em B com primeira linha t
1

. 

Para computar o polinômio basta observar que 

se 

então 

n-1 + a 
1

cB n-

n-1 
an-lx 
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L e 

COROLÂRIO 4: Com as mesmas hipóteses do Teorema 5.1 sobre A e B 

a equaçao matricial 

XA - BX O 

admite apenas a solução trivial se, e somente se ~(A) e nao sin-

gular ou equivalentemente se, e somente se A e B não tÊm autovalores 

comum. 

DEMONSTRAÇÃO: O resultado é imediato do Corolário 3. 

O interesse deste Corolário realmente está na segunda afirma 

çao o que resulta do Teorema 5.2 que segue mais adiante. 

OBSERVAÇÃO!:~ interessante observar que se A e B são ambas matri-

zes de Hessenberg inferiores normalizada e i = (1,0,0 ... 0), en
l 

tão a matriz L do Teorema 5.1 é uma matriz triangular inferior com 

a diagonal (1,1, ... 1). 
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5 . 3. UM CRITÉRIO PARA O PROBLEMA DE AUTOVALOR COMUM 

Partindo de duas matrizes n x n A e B de Hessenberg inferi:?_ 

res normalizadas, construímos wna simetrizadora S de A cuja nao 

singularidade fornece um critério para que A e B não tenham ne-

nhum autovalor em comum. Como destacamos na introdução deste capi 

tulo, o algoritmo proposto aqui tem suas vantagens tanto na sua 

forma sequencial como na sua implementação em paralelo. A escolha 

da última linha de S é crucial na determinação de S coillorne diz 

o Algoritmo de Datta. Esta escolha como a computação explÍcita des 

ta Última linha sn de Sé dirigida pelo Teorema 5.1. 

TEOREMA 5.2. Sejam A e B dua;., matJti.ze.-6 de fie.l.:de.nbeJLg 

HoJtmaR.i.zada-6. Seja L a Ún{.c.a i.}o.tução da. Eqr_wção Maxni..c.úU. (5.1) c.om 

.t1 == {1,0,0, ... ,0) e. LA- BL =R, tendo R a.ó .óua.t:o p!t-<-me-<-~ta.ó {n-1) 

linhaJ nula.ó. Sejam rn a ~ltima linha de R e S a .t:.-<_met!tizado!ta de 

A a.t:..t:.oc.-<_ada no veto!t rn. Então Sé Hão-.t:.-<_ngufa!t .t:.e, e .t:.omen-te .t:.e 

A e B não tem nenhum auto vafo!t em comum. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja P(A) a matriz polinômio associada à sirnetriza

n 
dora S. Pelo Teorema 5.1 {-1) rri=.t:

1
!jl(A) =a primeira linha de <jl(A), 

onde <jl(x) é o polinômio característico de B. Pelo Teorema 4.2 e 

Corolário 4.1, concluímos agora que, 

P (A) ~ <P (A) • Pelo Teorema 4.2 , 

'I 



88 

e Se nao singular se, e somente se, ~(A) e nao singular. 

Por outro las o, se :\
1

, À 
2

, ... , \n sao os autovalores de A e 

]J
1

,p 2 , .•. ,]Jn os de B, os autovalores de <jl(A) são cp(:\
1

) , ... ,cpO.n). 

q) (A) é não- singular se, e somente se nenhum cp (À.) é nulo. Como 
l 

temos 

I À.-" I . 
J n 

Então cp(A) e não-singular se, e somente se, Àj I l-li para todo i 

e j. 

5.4. UM EXEMPLO 

I: l o l l o 

A ~ o l e B ~ l l l 

L2i -l 2i l l l 

duas matrizes de ordem 3. Os autovalores de A sao i, -i, 2i e os 

de B sao o 3+/5 3+/5 
I 2 1 2 

Verificamos agora que A c B nao tem autovalor ~~m comum usan 

do nosso algoritmo 

== (-1,1,0) 



então 

1 

= -1 

o 

Seja 

o o 

l o 

o 1 

* * 

* * 

e A -
2 

:: (0,0,1) 

LA - BL 

o 1 

o o 

2i -1 

* 

* 

21 -2 21-1 

o 

l -

2i 

s 3 = -( 2i -2 2i-l) 

= (-2i +2 l-2i) 

l l o r l o 

l l l l-: l 

1 l l o 

s
2 

= {-2i 2 l-2i) A- 2i(-2i 2 l-2i) 

= ( 2i -i-4i 2) 

2i -2i) 

'1 
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o 

o 

l 



2i -2i 

s ~ -l-4i 2 

-2i 2 l-2i 

e det S ;" O. 

-Então A e B nao tem nenhum autovalor em comum. 

5. 5, O ALGOR!TMO PROPOS'T'O PARA O PROBLEMA DE AUTOVALOR COMUM 

PASSO l. Seja ll ~ (1,0,0 ... ) 

PASSO 2. Compute 

t A -
k bk.l. 

J J 

k = 1,2, ... ,n-l 

PASSO 3, Compute 

(LA - BL) para achar Última linha 

90 

PASSO 4. Constr_--,_Ia uma matriz S com linhas s 1 ,s
2 
... s

11 
tal 

que 

~ r 
n n 

e 

onde i = n-1, n-2. . , 3,2,1. 

s 
n 



9l 

Vamos implementar nossa técnica de implementação de algorít-

mos em paralelos do Capitulo III. 

Portanto 

(bll I-A) I 

analogamente 

com 

(bll I-A) 

Podemos computar todas as linhas 
7 

[O (n
2

)] processadores [Cap. III]. 

I o 

' I 

(bn-ln-1 I-A) 

2 de L em O(log {n-1) passos 

Uma vez L é construida, compute a última linha de R, via 

LA-BL=Rem 2 
[O(log n)+2] passos com (2n) processadores[Cap.IIJ. 

Também já sabemos do Capítulo IV que a 

de S pode ser feita em 
2 

O(log n) passos com 

construção das linhas 
n7 

[O (2)] processadores. 

Concluimos que a construção da matriz S em paralelo pode ser feita 
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2 
em O (log n) passos usando somente 

7 
[O (n

2 
) J processadores. 

5. 6. DOIS MÉTODOS PARA COMPUTAR O POLIN<lMIO CARACTERÍSTICO DE 

UMA MATRIZ DE HESSENBERG NORMALIZADA. 

Neste parágrafo descrevemos dois novos algoritmos sequen-

ciais para a computação explícita do polinômio caract.eristico de 

uma matriz de Hessenberg inferior normalizada. Ambos os algorít -

mos dependem do fato de que a matriz é de Hessenbersr normalizada. 

As observações feitas no Capítulo IV mostram que isto nao acarre-

ta a perda da generalidade. A justificativa para o primeiro algo 

ritmo se baseia na solução da Equação Matricial (5.1) dada no Teo 

rema 5.1. 

I- TEOREMA 5.3. Sc.ja B uma ma:tJtiz de_ i-IC.-6.t.enbe.!Lfl in612.Jtio!L e_ noflma 

LLzada e A a ma:tniz ni.tpo:ten:te. dada pon 

o l o o 

o o l o 

A 
l 

o o . o 

c. /5e.ja L a Ün.{c.a .õofuç_ão da Equação Ma~tJt--lc.--la-t LA- BL =R do Te.o 

!tf'_ma 5.1 c.om t
1 

= {1,0, ... ,0). 

S c_j a n n n-1 ~ 
cjl(x) = (-1) x +bn_

1
x + ... + b

0 
(5.6) o poL.érwm--lo c.a!tac.te.-

~IAt~c.o de. B. Se. r ~ a ~ltima linha de. R e.ntao 
n 

(-1)nr =(b,b
1

, •.• ,b 
1

J. 
n o n-
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DEMONSTRAÇÃO: Do Teorema 5.1 sabemos que 

( s. 7 I 

onde f 1 e a primeira linha de L, e ~ (x) o polinômio caracteris 

tico de B. 

~ (x) n 
x + p (x) 

onde o grau de p(x) < n-1. 

~(AI 

Observe que An = O; logo 

Como n-1 
{c,cA,E:A, ••• ,eA} 

ca de n 
k , temos que 

n 
(-1) r ~ (b ,b

1
, ... ,b 

1
1 

n o n-

como quer 1 amos. 

II - ALGORÍTMO (SEQUENCIAL) PROPOSTO. 

PASSO l. Seja !
1 

~ (1,0 ... O) 

PASSO 2. Compute 

k = l,=, ... ,n-1 

e de fato a base canóni-

'1 
i 
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PASSO 3. Compute (LA - BL) para achar a última linha do R. 

então o polinômio caructeristico de B e 

c!> (xl 1-l)nxn+c xn-1 + + 
n-l · · · co 

III - NÜMERO DE PASSOS NA Il'IPLEMENTAÇÃO SEQUENCIAL 

Mostramos agora que o nosso algoritmo acarreta ~ma ligeira 

melhora no número de passos. O melhor resultado até a~gora diz que 

o polinÔmio caracterlstico pode ser 

do n a ordem da matriz envolvida. 

l 3 computado em 6 n passos, sen 

Mostramos que se A é uma matriz de Hessenberg inferior norm~. 

lizada, então o algoritmo proposto possibilita o mesmo resultado 

em um número de passos menor ou igual a i(n 3-n). 

Note que na computação da (k+l)-ésima linha de L, para efe~ 

to do cálculo de número de passos, fkA não entra, po:Ls as entra

das de A são O ou 1. Observe que L = i_ij é urna matriz triangu

lar inferior com diagonal (1,1,1, ... ,1); portanto a multiplicação 

por .tii não entra no nosso cálculo. Assim os números de passos ne

cessários para a computaçao de 1'. 1 ,t 2 ,-t 3 ,1' 4 ,1'S, ... ,f.
11 

silo respectiv.§:_ 

mente 0,0,1, 1+2, 1+2+3, • o • 1 e 1 +2+ ... + (n-2) • Assim o número de 
n (n-l) (n-2) 

passos para a computação de L e E 2 
.Na base das ob-

n=3 

servaçoes feitas acima, a computação da Última linha de LA BL 

pode ser feita em (n-l)+(n-2) + ... + 1 
n (n-l) 

2 
Portanto, o 



95 

numero de passos para a computação do polinômio caracteristico e 

n 
L 

n=3 

{n-1) {n-2)) 
2 

+ 1 n{n-1)) 
2 

n-2 
{ L 
n=l 

n{n+1)) + 
2 

n {n-1) 
2 

1 
n-2 

= 2 ( L 
1 

2 
n ) + 

n-2 
1 
2 E 

1 

! !rn-2) {n-1) {2n-3) 2 6 

n + 

1 
+ 2 

n {n-1) 
2 

{n-2) {n-1) 
2 

1 
~ TI{n-1) { {n-1) {2n-3) +3 {n-2) +6n) 

n{n-1) 
+ 2 

IV - O nosso próximo algoritmo (sequencial) segue o mesmo espíri-

to do algoritmo anterior. Ele é uma ligeira modificação de um al-

goritrno de Datta tl2J. Na forma discreta aqui apresentada ele apa 

rece mais interessante que na forma existente na literatura. Da-

mos ,.-aqui um. exemplo de algoritmo -liU{).-ic.i.e.n-te.. 

'I 
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ALGORÍTMO II.Sc.jam B uma mat:tL(Z de_ HC...ó.óe.Ytbc.Jtg noJtmaiiz:ada e <P (x)= 

oo. 

PASSO 1. Computar recursivamente 

"-o 
~ c ~ (1,0, ... ,0) 

Ll ~ sB ~ (bll' l , ... , O) 

t2 ~ 

!3 ~ 

c 
n-l 

PASSO 2. Computar 

t
1

B ~ t B2 
o 

t
2

B l B
3 

n-1 
= cB 

o 

cB
2 

~ cB
3 

S -- cBn -- (c c o' l' ... 

~ b B 
n-l 

PASSO 3. Computar 

'c li n-

~ J3 o 

- b = c + b b 
n-2 n-2 n-1 n-l,n-1 

- b ~ c +b . b 2 2 +b lb l 2 n-3 n-3 n-L n- ,n- n- n- ,n-

b ,b. k+l 
J J ' 

k = n-1, n-2, ... , O 
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-Então b , b
1

, ... 1 b 
1 o n- sao os coeficientes desejados do pol~ 

nômio característico de B. 

DEMONSTRAÇÃO: Temos que justificar o algoritmo. Ora ~(B) = O.Con 

duza n-1 - . • • - b 
1 

EB 
n-

seguem as equaçoes do 

Passo 3 por comparaçao. 

Vamos agora mostrar que o algoritmo requer um número bem ele 

vado de passos na sua implementação seguencial. Como no algoritmo 

que segue o Teorema 5.3, o cálculo de 
1 3 

gem 6(n -n) passos. O passo 3 requer 

C.l,i2, ... ,fn-l e s 
(n-1) n 
----2-- passos. Assim 

mos ao total o seguinte número de passos: 

n (n-1) 
2 

3 2 
n +3n -4n 

6 > 
3 

n + 
6 

exi-

obte-

se n > 4 e 
3 2 n +n 

> 6 se n > 2. Portanto, este Último algoritmo 

é ineficiente e o nosso primeiro algoritmo, deduzido do Teorema 

V. Finalmente é evidente como implementar o primeiro algoFltmo 

em paralelo. O número de passos neste caso é O(log 2n) 
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VI • UM EXEMPLO 

' Retomamos o exemplo do Parágrafo 5.4. 

Sejam 

f o 
-1 

l o l l o 

A o l B ~ l l l ~ . o e 

Lo o o l l l 

:::: (0,1,0) - (1,0,0) 

"" (-1, l, 0) 

~ (O, -1, l) - [ (l, O, O) + (-l, l, O)] 

= (0, -21 1) 



Então 

LA - BL = 

1 o o o 1 o 1 1 

-1 1 o o o 1 1 1 

o -2 1 o o o 1 1 

o 1 o o 1 o o 

o -1 1 o -1 1 ~ o 

o o -2 o -1 1 o 

q~ (x) = polinômio caracteristico de B. 

Logo o polinômio caracteristico de B 

Repare que os autovalores de B sao 

o 1 o o 

1 -1 1 o 

1 o -2 1 

o o 

o o 

1 -3 

-e 3 2 
x + 3x - x. 

3+/5 o, 
2 

3-/5 
2 
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CAPÍTULO VI 

SIMETRIZADORAS NO ESTUDO DE LOCALIZAÇÂO DE RAÍZES 

DE UM POLINOMIO E SEPARAÇÂO DE AUTOVALORES 

DE UMA MATRIZ 

6.1. INTRODUÇÃO: O sistema de eQuaçoe4 d~6ekenc~a~~ 

x(t) ~ Ax(t) 

Surge em várias aplicações práticas. O !J-i.-6-tema é dito 

(I) 

estável, 

rr- se, cada solução x(t) __,_ O com t ---+ oo. Como urna solução arbitrá-

ria do sistema pode ser escrita na forma: 

X ( t) 

é fácil ver que o sistema será estável se, e somente se, as par-

tes reais de todos os autovalores de A sao negativas. Por outro 

lado, em matemática aplicada o sistema (I) é frequentemente apr2_ 

ximado pelo sistema de equações diferenças da forma 

( II) 

e este -sistema é estável se, e somente se, todos os autovalores 

de A estão dentro do circulo unitário. 

1 
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De fato, esses p1··-.blemas de estabilidade sao casos especiais 

de dois problemas antigos de matemática: o problema do circulo 

unitário e o problema da inércia de uma matriz. A iné:r-cia de uma 

matriz A denotado nor In(A) é uma tripla (n(A) ,v(A),ô(A)) onde 

n(A), v(A) e O(A) são respectivamente os números de autovalores 

de A com partes reais positivas, negativas e nulas. Então o pro-

blema de estabilidade do sistema I I) e um caso especial do pr~ 

blema de inércia. Nos termos de inércia, podemos dizer que o sis 

tema I I) é estável se, e somente se 

In IA) I O, n, 0) • 

A ~atriz A com In(A) = (O,n,O) -e dita mat~~z eótáve~. 

Analogamente, o problema da estabilidade do sistema (II) 

e um caso especial do problema de circulo unitário. No caso parti 

cular em que a matriz A é uma matriz companheira de urn polinômio 

f(x), os problemas de inéricia e círculo unitário são conhecidas 

como os problemas de localização de raizes de f(x) e foram trata

dos separadamente na literatura de matemática e teoria de contra-

le. Existem muitos métodos para resolução dos problemas de locali 
' .; 

zação de raizes de f(x). Entre esses, o método mais citado em li-

teratura é um método antigo de Fujiwara [17] gue deu uma solução 

unificada de ambos os problPn;as usando a forma bilinear de Bezout. 

O método de Fujiwara é considerado como um método original e mui-

tos outros métodos desenvolvidos posteriormente são considerados 

como variações do método de Fujiwara. O método de Fujiwara preci

sa dos coeficientes exatos de f(x). O método de Fujhv-ara consiste 

em expressar o número de raizes com partes reais negativas de um 
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polinômio f(x) em termos de inércia de uma matriz hermitiana F
1

. 

Neste capítulo daremos um tratamento unificado dos resulta

dos de Fujiwara e Carlson-Datta. A nossa primeira observação con

siste em ligar a simetrizadora, s do Parágrafo 6.3 à forma quadr~ 

tica de Bezout. De fato, S é nada mais do que uma matriz represe~ 

tando a forma quadrática de Bezout numa base convenientei 

pela mudança da base a partir da matriz de Bezout. 

obtida 

Dada esta observação encaramos a matriz hermitiana, F
1 

de 

Fujiwara como a matriz de uma forma hermitiana F(f), a qual por 

sua vez sugere a possibilidade de mudança da base. Esta observa-

çao nossa, torna-se muito proveitosa, pois conseguimos mostrar 

que a matriz H de Carlson-Datta descrevendo a inércia de uma ma

triz de Hessenberg A é também uma matriz representando a forma 

hermitiana F (f) de Fujiwara. 

Neste Capítulo também implemen·tamos em paralelo o método de 

Fujiwara e de Carlson-oatta. 

Finalmente sob este ponto de vista conseguimos achar um novo 

algoritmo baseado no método de Fujiwara para o problema do círcu

lo unitário. Este algorítmo é o conteúdo de 6.5.1 e 6.5.2. 
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6.2. ALGUNS TEOREMAS DE INERCIA E DO CÍRCULO UNITÂRIO 

Nesta secçao citamos dois teoremas, urrt de inércia e outro um teorema 

de circulo unitário, que usaremos mais tarde neste capitulo. 

TEOREMA 6.1. (Carlson e Schneider [ 6 J). 

Seja A uma ma.tJt..iz c.ompfe_xa c.om O (A) = O. 

Se_jam H uma malft_{z he!tm~i . .tiana não -6.-i.ngula!t e N uma matJtiz P!!_ 

,:,_(_;tJ.va ~e.m.ide6ini.da tal que HA + A*H = N. 

Então In(A) ~ In(A*) ~ In(H). 

·TEOREMA 6.2. (Datta [ll]). 

Seja A uma matniz c.omple.xa c.om nenhum autovalofl de m5dulo um. 

Sejam H uma ma.t!tiz he.flm{t.<_ana não .t.J.ngu.f.an e N uma ma.tJtiz p~ 

nitiva .t.emide.6inida. 

(A*HA - H) ~ N. 

Então o numeno de. autovalo!te.n de dentno (6ona) do c.ZI[c.ulo 
-
e v(A) (rr(H)). 

l 
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6.3. A FORMA BILINEAR DE BEZOUT 

Dados dois polinômios f(x) e g(x) a forma Bilinear de Bezout 

associada a 

f (x) 
n n-l 

~ a X -a x 
n n-l 

g (x) b 
n - b n-l 

X X 
n n-l 

e definida da seguinte 

B (f. g 

" o - ... - a x-a a 
l o n 

b X- b b o - ... - > 
l o n 

< 

maneira 

·_'{I y) ~ f(x)g(y) - f(y)g(x) 

X - y 

n-l 

" i, k:=O 

( 6. l) 

( 6 • 2) 

A matriz Bfg = (bik) é simétrica e é chamada de matriz de Bezout. 

Esta matriz simétrica define a forma Bilinear de Bezout. 

'rEOREMA 6.3. O deien.m..i.nan:te. drt nw:tn-Lz de 13ezou:t e_ igual ao ne-eu.t

.tan:te_ de f(x) e. g(x) muftipf..i.c.ado po!t (-1)
11

. A,::.~.J..i.m I Bfg \ = (-l)n 

(o •••ultante de f(x) e g(x)). VaZ Bfg 
- -('_ nao .t.if1gUl(U!. he, e -Oomen:t:e 
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~e f(x) e g(x) n~o tem nenhum ze~o em comum. 

~ evidente portanto, que a forma bilinear de Bezout pode ser 

usada para problema de autovalor comum de duas matrizes A e B
1 

desde que conheçamos seus polinômios caracteristicos. De fato, o 

algoritmo proposto no capitulo V (Teorema 5.2) é nada mais de que 

uma reformulação da 11 matriz de Bezout" numa outra base mais con-

veniente do ponto de vista computacional. Passamos a esclarecer is 

to mais precisamente. 

A primeira observação e um fato devido a Datta e Barnett [ 111. 

PROPOSIÇÃO 1. (Barnett-Datta): Sejam f(x) e g(x) polinÔmios como 

(6.1) e l (6.2) respectivamente e C matriz companheira de f(x). 
a 

Então a matriz de Bezout é 

= X onde 

X e simetrizadora de C associada ao vetor a (Eg(C)). 
n 

(b a -a b, b a 1 - a b
1

, ... , b a 
1

- a b 
1
1. 

n o n o n n n n- n n-

n 

Então a forma bilinear de Bezout é kepne.6e.n~ada pon X (numa ba~~ 

c.onve.n{.e.n~e). 

A matriz X é chamada por Fujiwara de matriz de Bezout. Has 

reparamos que esta matriz depende de base, e portanto a forma bi

linear de Bezout pode ser representada por várias matrizes. 
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Vamos supor que f e g sao polinômios caracterist~icos de duas 

matrizes A e B respectivamente (não necessariamente matrizes com-

panheiras) , 

Nossa meta é comput:ar a forma bilinear de Bezout: de f e g 

partir das matrizes A e B sem computarmos f e g. Port:anto examin~ 

mos o efeito da mudança de base sobre simetrizadoras .. Encaramos 

uma simetrizadora como uma forma bilinear. 

PROPOSIÇÃO 2. - - ' -1 Se A e C sao semelhantes, isto e, se A = DCD e se 

X 8 urna simetrizadora de A então DtXD é uma simetrizadora de C. 

Portanto, as duas sirnet~"iZadoras definam a mesma forma bilinear. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejarr: 

então 

Portanto DtXD e simetrizadora de C. f:: evidente gue X e 

definem a mesma forma bilinear. 

O próximo resul·tado descreve a conexao do algoritmo do Pará-

grafo 5.2 com a forma bilinear de Bezout. 

TEOREl'-1A 6.4: Se.jam A e. B duat. ma.tn-lze.f.> de. He.1.>oe.nbe.1tg em Qo!tma no!t 

malizada e S a matn-lz !..>ime.thizado!ta de. A aot.oc-lada ao ve..to!t rn co 

mo 110 te.one.ma 5.2 . Então s também !te.p!teóe.nta a 6o!tma bil),neall dr_ 

Be.zout (JJa ba1.>e de A) dob poiin3mioh ea!taetenlt.tie.oh de. A e. B. 
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DEMONSTRAÇÃO: Por construção S é uma sirnetrizadora de A. Se C e 

a matriz companheira de A então 

e 

e uma simetrizadora de C. 

Ora, 

s de onde 

Logo, 

e 

t t 1 
X = O SD = D T DD- (-1)n~(A)D 

o 

Sejam 

f (x) = (-l)nxn -

~ ( x) = (-l)nxn -

a 
1 

x n-
n-1 

b n-1 
X n-1 -

- a 
o 

- b 
o 

os polinômios caracteristicos de A e D respectivamente. 

Apelamos ao Teorema 5.2 para concluir o seguinte: Sejam C e 

Y as matrizes companheiras de f(x) e ~(x) respectivamente. Então 

IC - YI = R onde I é a matriz identidade n x n e R -e uma matriz 

tendo as suas primeiras (n-1) linhas nulas e a n-ésima linha rn = 

n 
= (-1) (ao-bo, al-bl, ... ,an-1- bn-1). 
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Logo 

n 
c(-l) ~(c) = rn 

n 
= ( -l) (a - b , .. ., a 

1
- b 

1
) . o o n- n-

Portanto a Última linha da simetrizadora X de C é igual a 

(-l)n(a -b, a 1-b
1

, ... ,a 
1

- b 1 ) 
o o n- n-

= a Última linha de 

6.4. A PRIMEIRA FORMA HERMITIANA DE FUJIWARA 

O problema de inércia de uma matriz é de fato wn problema de 

localização de raizes do seu volinômio característico. Este Últi-

mo problema é respondido por dois teoremas ·ae Fujiwa:r-a, associan-

do matrizes hermitianas a polinômios dados e recolocando o probl~ 

ma em termos de valores característicos destas matrizes hermitia-

nas. Como existem métodos eficientes para a computação de valores 

característicos de matrizes hermitianas, esta colocação de Fuji-

wara responde ao problema de localização de raizes de polinômios 

de modo eficiente. 

No caso geral, o problema de inércia de uma matriz qualquer 

se reduz a inércia Ue matrizes de Hessenberg (inferiores) em for 

ma normal, como aplicamos no Parágrafo 4.2. No caso então, de uma 

matriz de Hessenberg A em forma normalizada, o interesse se trans 

fere para um método que não envolve o cálculo explicito do polinô 

mio característico de A. Este algoritmo é proporcionado por um te 

orema de Carlson-Datta. 
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Mostramos neste parágrafo que a matriz hermitiana de Carlson 

Datta é nada mais do que a forma hermitiana de Fujiwara numa ou-

tra base. Conseguimos fazê-lo porque olhamos "a matriz de Fuji-

wara" como uma forma hermitiana, a qual por sua vez sugere a pos-

sibilidade da mudança da base. 

n n-1 Dado um polinômio complexo f(x) = anx -anx - ... -a
0 

com 

a f O, definimos g(x) por g(x) = f(-x). n 
. n-1 

Sejam D = dlag(l,-1,1,-l, ... ,(-1) ) e Bf 
,g 

= B -
f,f(-x) a 

"matriz de Bezout" de f e g. Então, a "matriz de Fujiwara 11 e dada 

por F1 = DBf,f(-x). Esta matriz é hermitiana, pois se F
1 

= (cij 

e F* = Bf D = ld .. I e B = (a .. I 1 ,g lJ f,g lJ 

(-1) i-1 d. - j-1 c. = a .. e = a .. (-1) lj lJ lJ lJ 
e 

j-1- (-1)j-1;;:_ d. c .. = (-11 aji = Jl lJ lj. 

A matriz F 1 define uma forma hermitiana que indicaremos por 

F (f) • 

O Teorema de Fujiwara segue . A prova nossa usa a equaçao 

(5.1) e o Teorema de Carlson-Schneider. 

TEOREMA 6.5. (Fujiwara [ 171). Suponha que. F
1 

-e nao 

E n-tã.o, 

(a) o n~me.no de zeno~ de f(x) ~om pan~e. ne.al nega~iva (po~i

tiva) é igual ao núme.no de au-tovaRone_,o pc,oi-tivo.ó (ne.gaV.vu-6) de. F
1

. 

(b) em pa.Jt.ticula!t, f(x) ê. e.lltãve_t fie., e ilome.nte. ile., F
1 

ê. po

-6 itiua de.6-ú1}_da. 



DEMONSTRAÇÃO: Seja A a matriz companheira de f(x). 

F 1A+A*Fl 

=DAtE +A*DB 
f,g f,g 

pois Bfg e uma simetrizadora de A 

= (DAt + A*D) B 
f,g 

~ (DA+AD)*Bf 
,g 

~ fácil verificar que 

110 

I 6. 3) 

DA + AO = R e uma matriz cujas primeiras (n-1) linhas sao 

nulas e a Última linha r e 
n 

- n (-a +a (-1) 
o o ' 

que e (-1) vezes a Última linha de Bfg 

Então de (6.3) temos 

-r* r 
n n 

I 6 • 4) 

A matriz no lado direito e claramente uma matriz herm:Ltiana e ne-

gativa definida. 
.. 

A não singularidade de F 
1 

implica que Bfg e nao <üngular e 

pelo Teorema 6.4 temos que f(x) e g(x) não tem nenhum zero em co 

mum, isto é 6 (A) = o. 
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Aplicando o ao Teorema de Inércia de Carlson e Schneider a 

( 6.1) , obtemos o Teorema (6. l) de Fuj iwara. 

Vamos agora descrever o método de Carlson-Datta para a inér-

cia de uma matriz de Hessenberg em forma normalizada e em seguida 

mostramos que a matriz H de Carlson-Datta simplesmente representa 

a forma hermitiana F{f) de Fujiwara (numa outra base). 

6.4.1. 0 M~TODO DE CARLSON e DATTA PARA COMPUTAR A INERCIA 

Seja A uma matriz de Hessenberg inferior normalizada. 

PASSO 1: Construir urna matriz triangular inferior L com diagonal 

n-1 
(1, -1, 1, ... , (-1) ) tal que as primeiras (n-1) linhas de 

LA + AL = R 

-sao nulas. 

PASSO 2: Computar a Última linha r de R. 
n 

PASSO 3: Constru1r a simetrizadora S de A associada com r n. 

PASSO 4: Computar H = L*S 

I 6 .lO) 

TEOREMA 6.6 (i) a ma:tJtf._z H é heJLmi:tiana e H é nao hinguf.aJt f>e., ç_ 

,.somente f.le a ma-tniz P1 de Fujj_wana 'é nZí.o ó--lngufaJt. Se H "é não .óin 

gulaJt, e.n:ta.o H JtepJte-5enta a 6oJtma heJtmi-tiana de. Fujiwana e In(A)= 

= In(H). 

l 
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rw-0 um atL-fova.toJt em c.omum. 

DEMONSTRAÇÃO. Sejam A uma matriz de Hessenberg normalizada infe-

rior e C a matriz companheira de A. 

Então existe uma matriz triangular T com diagonal 

tal que 

Pelo Teorema 5.1, existem matrizes L
1 

e n
1

, onde L
1 

n-1 gular inferior com diagonal (1, -1, 1, ... , (-1) ) e R
1 

unitária 

e trian-

e uma 

matriz tendo as primeiras (n-1) linhas nulas tais que L
1 

C+ CL
1 

= 

Ora, 

L (O') -lAT 
l 

Sejam 

L 

+ (TI -lp; TL 
l 

e 

donde 

I 6. sI 

Note que R têm a mesma forma de r.:
1 

e que L é uma matriz triangu

lar inferior com diagonal (1, -1, ... , (-1} 0-l). Pelo (6.5) temos 

LA + AL = R I 6 . 6 I 
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Pelo 'l'eorema 6. 5 

s = (Tt) -1 Bfg(T)-1 
j 
I 

I ora I 

I 
(T*) - 1L*Tt (Tt)-1 Bfg(T)-1 I [] L*S = 

1 
I 
i 

I (T*)-1 L* -1 = Bfg T . 
I 1 
I 

Pela construção L1 e a mesma matriz D de (6.3)i então 

H = (T*)-1 D Bfg T1 

T* DBfg T1 onde Tl 
-1 .. 

1 T 

Logo, H é hermitiana e pelo Teorema de Fujiwara segue o resultado 

de Carlson-Datta, ao notar que InH = InF
1 

= InC = InA. 

6. 5. A SEGUNDA FORMA HERMITIANA DE FUJIWARA 

Neste parágrafo consideramos o método de Fujiwara que descr~ 

ve o número de raizes de um polinômio f(x) dentro do circulo uni-

tário. Aplicamos este método a uma matriz de Hessenberg A e damos 

aqui um algoritmo descrevendo o número de valores característicos 
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de l\ dentro do circulo unitário. Nosso algorl·tmo usa o método de 

Fujiwara via o Algoritmo 5.3. Infelizmente não conseguimos um me-

todo computacional que use diretamente a forma hermitiana de Fuj~ 

wara via mudança da base. Tal algoritmo seriu certamente mais in-

teressante. 

TEOREMA 6. 7 (Fujiwara [17]). Se_jam f(x) 

LUII po C .{.nôm..i_o c. h (x) 

o o l 

o o l o 
p 

l o o 

Cl o 

e a matriz hermitiana F
2 Bfh P. Suponha que F 

2 
c nao singular .Então 

(a) o numero de zero de f(x) dentro (fora) do Circulo unitá-

rio é igual ao número de autovalores positivos (negat:ivos) de P
2

. 

(b) em particular todos os zeros de f (x) estão den-tro do clr 

culo unitário se, e somente se, F 
2 

é posi·tiva definida. 
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DEMONSTRAÇÃO. Seja 

A = 

o 

o 

n 1-l) a 
o 

a matriz companheira dG f (x). 

ao usar o fato de que 

l 

o 

o 

l 

" 

o 

o 

' 
' 
'l 
n I -1) a 

115 

n 

I 6 . 6 l 

~ fácil verificar diretamente que R APA - P e uma matriz cu-

ja.s primeiras (n-1) linhas são nulas a última linha 

(ã" a -1, 
o o 

n - - n a a
1

+a 
1

(-1) , ... ,a a 
1

+a
1
(-l) ). o n-. o n-

~ fácil verificar que a Última linha de =1-lllrl 
n 

Então de (6.6) temos 

A*F A - F = (-1) r* r 
2 2 n n 

,, 
' 
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A nao singularidade dP 

implica que Bfh e nao singular, então pelo Teorema 6.1, temos 

que f(x) e h(x) não tem nenhum zero em comum. Isto por sua vez 

significa que A não têm nenhum zero com módulo um. 

O Teorema 6.8 agora segue imediatamente do Teorema 6.2. 

Portanto, de uma matriz de Hessenberg A, descreve:mos dois me 

todos para a computação do nürrero c_le uutovalores de A dentro (ou fora) do 

circulo unitário: os dois métodos passam pela matriz companheira 

c de 11.. 

6.5.1. ALGOR1TMO I. 

Sejam A L®a matriz de Hessenberg inferior normalizada e N a 

matriz nilpotente do Teorema 5.3. 

PASSO 1: Construir uma matriz triangular inferior com primeira li 

nha (1,0 ... O) tal que as primeiras (n-1) linhas de 

LN - AL R -sao nulas I 6. 71 

PASSO 

(assim 

2 : Computar a Última linha r de R, tal que 
n 

n 
(c ' c 

1 
I . I -l) r cl' ... , 

n o n-

(-l)nr vai ser a última linha da matriz comparheira C 
n 

A, via o Teorema 5.3). 

de 
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PASSO 3: Computar 

CPC - P onde 

o o o l 

o o l o 
p ~ 

l o o 

Seja r' a 
n 

última linha de Rl. 

PASSO 4' Construir uma simetrizadora sl com Última linha (-11 (f 1 ) 

n 

PASSO 5: Computar F2 = s
1

P. 

Se S e nao singular. Então o numero de valores caracterlsti l 

cos de A dentro (fora) do circulo unitário e igual ao número de 

autovalores positivos (negativos) de F
2

. 

DEMONSTRAÇÃO DO ALGORÍ'l'MO. A validade deste algoritmo segue ime-

diatamente da demonstração do Teorema 6.8 de Fujiwara via o Teore 

ma 5.3. 

6.5.2. ALGORITMO 2. Sejam A uma matriz de Hessenberg inferior nor 

malizada e N a matriz nilpotente do Teorema 5.3. 

PASSO 1 e PASSO 2: como no algoritmo anterior. 
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PASSO 3: Construir uma matriz triangular inferior T com diagonal 

(l,l, ... ,1) tal que 

TC - AT O 

PASSO 4: Computar 

PASSO 5: Computar 

-onde R
1 

c uma matriz cujus (n-1) linhas sao nulas. 

Seja r' 
n 

a Última linha de 

PASSO 6: Construir uma simctrizadora s1 com Última linha (-r~). 

PASSO 7: Computctr 

-e nao singular, então o numero de autovalores de A 

dentro (fora) do circulo unitário e igual ao número de autovalo-

res positivos (negativos) de H
1

. 

DEMONSTRAÇÃO DO ALGOR1TMO 

Observe que C e a matrj_z companheira de A e que C 
-1 

T l\T. 
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Temos CPC - P = P = R, corno na prova do Teorema 6.8 de Fujiwara. 

Substituindo-se temos: 

isto e, 

donde 

R1 , onde R1 tem as suas primeiras (n-1) linhas 
nulas. 

Ora, 

=(T*)-1 

6.6.1M~TOD0 DE FOJIWARA EM PARALELO 

Para implementar o méL :o de Fujiwara em paralelo, usamos o 

fato de que a ma.triz de Bezout Bfg associada a dois polinômios f (x) 

e g (x), respectivamente de grau n e m ..2. n, e urna simetrizadora da 

matr1z companheira A de f(x). Como wna matriz companheira é um ca 

so particular de uma matriz de Hessenberg com codiagonal unitária, 

pelo nosso método de construção de uma simetrizadora em paralelo 

usando matriz determinante, vamos que as matrizes de Bezout 

dos 

com 

teorema de Fujiwara 
7 

[~]processadores. 

podem ser computadn 2 em o ( log n) 

Os produtos DBfg e Bfgp precisam 

passos 

de um 
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passo. 

de 

Os menores principais lideres F 
11

, 

2 
F 

2
) podem ser computados em O ( log n) 

F
12

, F
13

, etc., de F
1 

(ou 

4 
pc.ssos com O(n) processa 

dores [ 20]. Finalmente, para achar o número de variações (perma-

n~ncias) de sinais de (1, F
11

, F
12 

, ... ) sequências de menores 

prlncipais lideres de F
1 

(ou analogamente de F 
2

1 , nós seguimos 

o seguinte caminho: 

Seja 

l ' Fl2'''''xn =" Fln 

Inicialmente designamos \Jm mi.ni-cornputac1or tendo cada elemento x. de 
l 

sequênc ia . Esses rrU,ni -cornputadores contl?..ón as seguintes informações: 

(i) O numero de N de variações de sinais da sequência aci-

ma; 

(ii) O sinal do primeiro elemento P da sequência; 

(iii) O sinal do Último elemento U da sequência .. 

Inicialmente seja 21 o comprimento da sequência (i= O, ... ,k) 

onde 

O < i < n 

Seja N = O, neste caso P U ao sinal do elemento no compu-

tador. 

Se o computador representa a sequência de comprimento 2i 



L__N_1_[___=._~1 _ _j_/_=-~ 1--l/ EI: 2 J}] 
p 

3 

· d - · - · 2i+l e · O comprlmento a prox1ma sequenc1a ser a U 
3

= U 
1

, P 
3

== P 
2 

se 

se 
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·1 Se o comprimento da sequência e n, precisamos de log n passos em 

paralelo com n processadores. 

; J 

Então, o número total de passos para a implementação de am-
7 _ _ 2 n 

bos os metodos de Fujiwara e O(log n) com f~ J processadores. 

6. 6. 2. M.f:TOT"JO DE CARLSON E DATTA EM PARALELO~ 

NO PASSO 1, precisamos res· er um sistema triangular ·ae ordem 
3 3 n(n-1) 

2 e precisa-se de O(log 2n) passos com n (n-1) 
8 processad~ 

res. 

NO PASSO 2, para achar a Última linha r de R Tlrecisamos 
' de 

O(log n) passos. 

NO PASSO 3, construlmos uma simetrizadora e nos já sabemos que a 

construção de urna simetrizadora precisa de O(log 2n) passos com 
7 

[ ~ 1 processadores. 
2 

1 
' 
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NO PASSO 1, para achar H precisamos de mais O(log n) passos. 

Então, para achar H nós precisamos de um total de O(log 2n) 
7 

[-n I d passos com 
2 

processa ores. 

6.6.3. M~TODO DE FUJIWARA PARA ClRCULO UNITÃRIO EM PARALELO. 

Como constatamos em vários algoritmos em paralelo nesta te-

se, a implementação de ambos os algoritmos do 

2 
do no método de Fujiwara leva O(log n) passos 

Parágrafo 
7 

n 
com O r-2 ] 

6.5 basea 

processa-

dores. Isto é, uma computação rotineira, visto o papel da M-deter 

minante e da simetrizadora s
1

. 



I 
I 
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I 
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