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PROLOGO

Nesta tese nos demonstramos a equivaléncia entre os conceitos de
resisténcia fraca e %orte de Boente, Fraiman e Yohai, para estimadores
invariantes por permutagdes das coordenadas, no contexto dos processos
estacionarios ergédicos, estendendo analogo resultado provado por Boente,
Fraiman e Yohai (1987, The Annals of Statistics, Vol.15, No3, 1293-1312),

no ambito dos processos com observagdes independentes identicamente

distribuidas (i.i.d.).

., - - A . -~ z . -~ »
A invariancia por permutagdes é uma restricdo muito forte nos
estimadores em processos ndo i.i.d., motivo que limita a aplicabilidade de

nosso resultado.
O trabalho esta organizado da seguinte maneira:

No capitulo 1 nos ocupamos da evolugdo histérica das idéias de

robustez.

No capitulo 2 revisamos as propriedades gerais da topologia fraca no
conjunto M das medidas finitas definidas no espago mensuravel (Q,B), onde
B = {borelianos do espaco métrico (Q,d)}. Apresentamos aqui' resultados

conhecidos que usualmente se encontram restritos a medidas de

probabilidade , agora com enunciados e demonstracgbes validas em M.



No capitulo 3 abordamos o estudo da métrica de Prohorov no espago M,
realizando comparagdes entre as métricas de Levy e Prohorov no caso em que
Q é o conjunto dos numeros reais com a métrica usual. Revisamos o trabalho
de Prohorov e as relagdes da topologia induzida pela métrica de Prohorov
em M e a topologia fraca, em especial no caso (Q,d) separavel e completo.
Provamos a equivaléncia de diferentes caracterizagées da métrica de
Prohorov e também a equivaléncia entre a completitude de (M,T1) e a de

(¥.17/%9), onde ¥ = {MeM ' M(Q)=1}.

No capituleo 4 fundamentamos formalmente a necessidade da estimacgido
robusta em modelos paramétricos, mostrando que em geral o "modelo
paramétrico” é um subconjunto magro do espago das distribuigbdes. Sio
enunciadas e provadas algumas propriedades do espacgo (F,1) que Jjustificam
a escolha de I, por sua capacidade de absorver os desvios das situagdes
ideais. Também fundamentamos a escolha dos espagos métricos separaveis e

completos como "espacos das observacgoes".

No capitulo 5 estudamos a evolugdo dos conceitos de robustez
qualitativa (Hampel / Papantoni-Kazacos e Gray / Boente, Fraiman e Yohai)
e de resisténcia (Mosteller e Tukey/ Hampel/ Boente, Fraiman e Yohai).
Finalmente demonstramos aqui a equivaléncia dos conceitos de resisténcia
fraca e forte em estimadores invariantes por permutacdes das coordenadas

em processos estacionarios e ergddicos.

._.II..



Segundo nosso pontoc de vista, as contribuigdes deste trabalho sdo:

i) O Teorema 5.22, onde demonstramos a equivaléncia dos conceitos de
resisténcia fraca e forte, para estimadores invariantes por permutagdes,

em processos estacionarios e ergédicos.

ii) As proposicdes 4.10 e 4.11 (1), (3) e (4)), que ddo um suporte
formal a certa "sabQdaria popular" em torno das limitagdes dos modelos
paramétricos e o papel das técnicas robustas. Hampel (1986) afirma que:
a estatistica paramétrica classica considera somente um subconjunto (muito
“"magro"”) de baixa dimensio do conjunto de todas as probabilidades. Na
Proposigdo 4.10 provamos que, nos casos usuais, "o modelo" é um conjunto
magro no sentido estrito (unido enumeréyel de nio densos) do conjunto de
todas as probabilidades. Complementariamente, 4.11 diz respeito da
adequacidade da métrica de Prohorov na descrigdo de uma "vizinhanga real"
de qualquer distribuigdo (nos provamos apenas (1), (3) e (4); (2) é devido

a Prohorov}.

iii) As propriedades da métrica de Prohorov da Proposigao 3.10, que
mostram a estrutura de cone de um espago vetorial topolégico do conjunto
das medidas finitas. Utilizamos estas propriedades na demonstracdo da
equivaléncia entre a completitude do espago das medidas finitas e o das

probabilidades (Lema 3.22).

iv) As demonstracdes de equivaléncia de definicdes da métrica de
Prohorov e comparacdes entre as métricas de Levy e Prohorov (no Capitulo
3), fatos conhecidos cujas demonstragdes nido se encontram disponiveis na

literatura, segundo nosso conhecimento.
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v) A generalizagdo das propriedades da topologia fraca ao espago das
medidas finitas (Capitulo 2). Usualmente estes resultados (também
conhecidos) s6 se encontram na literatura restritos ao espago das

probabilidades.

vi) A exposigdo numa linguagem corrente, sem cair em simplificacgdes
excessivas, da problematica da robustez objetivando possibilitar o acesso

de um publico vasto a estas idéias. Tentamos fazer isto no Capitulo 1.
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CAPITULO 1

IDEIAS GERAIS SOBRE ROBUSTEZ

1.A. UM EXEMPLO DA VIDA REAL.

Na edicdo de terga feira, 24 de janeiro de 1995, do jornal "Gazeta
Mercantil", numa matéria intitulada "Razdes para  mudar cambio", séo
citadas declaragdes do ex-presidente do Banco Central e eminente
economista Affonso Celso Pastore, nas quais ele reconhece ter cometido um

erro grosseiro em suas previsdes a respeito do saldo da balang¢a comercial.

O que teria levado tdo distinto usuario de métodos estatisticos a

semelhante erro? Sera que a teoria estatistica estaria errada?

O préprio Pastore, na matéria acima citada, tenta um esbogo de
resposta: "Uma coisa é uma equagido baseada numa regressdo matematica,

outra é o mundo real". O que é uma verdade trivial que nada esclarece.

Nio é muito dificil, entretanto, imaginar o que aconteceu. O Dr.

Pastore wutilizou wum procedimento estatistico - estimou uma reta de



regressido (por quadrados minimos) - a partir de dados do passado e fez sua
previsdao mediante extrapolagdo. Mas ele nao considerou que o governo,
através da anulagdo ou da diminuigdo drastica dos impostos de importagéo,
tinha mudado totalmente as regras do jogo. E possivel que o Dr. Pastore
soubesse que os estimadores.. de quadrados minimos sdo muito utilizados ou
também que até sdo "6timos" em algum sentido. Mas ndo considerou que eles

foram concebidos para funcionar apenas sob determinadas condigdes.

Na falta de qualquer outra ferramenta tedérica que lhe permitisse
atacar a nova situacdo, teria sido preferivel que o Dr. Pastore tentasse
uma resposta na base do "chutdometro" a ficar preso a uma férmula

matemdtica inaplicavel.
.,

Pensemos numa situagdo equivalente: uma pessoa qualquer (portanto
nio necessariamente o Dr. Pastore) utiliza "o melhor martelo do mundo"

para apertar um parafuso. Certamente o resultado ndo seréd muito bom.

Este tipo de erro, que consiste em fazer de conta que qualquer
procedimento pode ser utilizado em qualquer circunstancia, é habitual na

aplicacdo das ferramentas matematicas.

As causas deste uso inapropriade s3o muito profundas e (segundo
nosso ponto de vista) tem a ver com as terriveis deficiéncias da educacio
matematica em todos os niveis (autoritaria e centrada na inttil deco;aqéo
de foérmulas). Raramente é explicado que todas as ciéncias trabalham com
modelos aproximados da realidade e ndo com a realidade mesma, o que
dificulta enormemente a compreensao tanto da realidade como dos modelos

matemdticos que tentam descrevé-la.
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Por exemplo, na escola primaria, a chamada "regra de trés" ocupa um
espago importantissimo: se um paozinho vale 5 centavos, entdo 8 péezinhos
valem 8 vezes 5 centavos. O problema nido estd no ensino da "“receita", mas
sim em lhe conferir o status de lei universal. Ndo demorariam em aparecer
as contradigdes com “"a realidade" (caso nao fossem habilmente
escapulidas), como ¢é possivel verificar através dos dois seguintes

exemplos:

a) a regra diz: se um pédozinho vale 5 centavos, entiac 10.000
paezinhos valem 10.000 vezes 5 centavos = 500 reais. A realidade ensina
que a pessoa que comprasse 10.000 paezinhos certamente obteria um

abatimento no precgo;

b) a regra diz que se 5 pedreiros demoram 100 dias para concluir a
construcido de uma pequena casa, entdo 50.000 pedreiros demoram (5x100
dias)/50.000 = 0,01 dia = 14,4 minutos. A realidade diz que 50.000 pessoas

nem caberiam no espago fisico destinado a construcgéao.

Ou seja, n3o é dito que a regra de trés é apenas uma receita que se
aplica em algumas circunstancias, como, por exemplo, nas compras diarias
de uma familia. Existe uma enorme variedade de opg¢des para mostrar de
forma simples que, muitas vezes, a receita ndo funciona. Por exemplo, se
um rapaz de 12 anos tem 1,50 metro de estatura, isto ndo implica que a

-

estatura aos 24 anos sera de 3 metros.

0 aluno mais esperto no uso da "regra de trés" sera, sem duvidas,

conceituado como um dos melhores da turma. Sera que esta esperteza é um
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sinal de "inteligéncia", ou denotara apenas falta de capacidade de

observagio e de espirito critico?

Ja na escola secundaria, quando se trabalha com a funcgéo qdadrética
ou a funcgdo logaritmica, perde-se muitas vezes a oportunidade de mostrar
que a interpolagdo linear funciona razoavelmente,-Aesde que os dois pontos
entre os quais se interpole nédo estejam "muito longe". Isto pode ser feito
escolhendo trés valores conhecidos "“muito préximos", estimando o wvalor
central por interpolagdo entre os dois extremos e comparando com o valor
verdadeiro. Por outro lado, poderia ser estimado logaritmo (10) por
interpolacdo entre logaritmo (1) e logaritmo (20), sendo trivial a
verificacdo da inadequagdo desﬁe procedimento. Ou, também, estimado
logaritmo (10—2/2) por interpolagdo entre logaritmo (10—20) e logaritmo
(107%), questionando o carater absoluto das expressdes "muito perto" ou
"ndo muito longe", relacionando-as com a velocidade da mudanca da funcao
no conjunto de interesse e com a precisdo desejada. Entretanto o aluno é
“ensinado” a interpolar de forma mecdnica, sem sequer ter pensado no papel
de pressupostos de continuidade ou monotonia da fungao entre cujos valores

pretende-se interpolar linearmente.

Sempre segundo nosso ponto de vista, na sociedade dividida em
classes ha mais interesse no "treino" do que na educacdo matematica (ou
melhor, na educacido em geral), Jjad que é suficiente que alguns poucos
pensem. Mas o furo é tdo grande que até as pessoas destinadas a pensar
acabam tendo também prejudicado o seu desenvolvimento, como acabamos de

comprovar no caso do sempre ministeriavel Dr. Pastore.



Deixando de lado as questbes sociais, voltemos ao nosso exemplo.
Qual é a relagdo dos fatos acima descritos com a problematica da robustez?

Para responder a esta pergunta, deveremos previamente dar um significado a

esta palavra (veja 1.C).

1.B. UMA OLHADA CRITICA NO ESTIMADOR DE MAXIMA VEROSIMILHANGA.

A idéia desta segdo é colocar algumas interrogac¢des na utilizacgédo
costumeira das técnicas estatisticas. Dado que o estimador de maxima
verossimilhangca ({(e.m.v.) ¢é um dos procedimentos estatisticos mais
prestigiados e de uso mais divulgado, ele é um bom ponto de partida para

colocar alguns questionamentos.

Uma de suas propriedades mais importantes & que o e.m.v., sob certas
condigdes, é assintoticamente normal e eficiente {(veja por exemplo Cramer,

1946). Isto significa que, pelc menos em termos assintéticos, ele é

imbativel.

Analisemos, entretanto, a definigdo de e.m.v.: suponhamos ter uma
amostra aleatéria simples (observagdes independentes identicamente
distribuidas) xl,mz,...,xn de uma variavel aleatéria cuja distribuicgdo é
dada por uma densidade fe, onde 6 é o parametro a estimar. O e.m.v. ¢é

definido como o valor de 8 que maximiza a expressao:

f (x),
j

[ R ]

1
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ou equivalentemente é a solugdo da equacdo de verossimilhanga:

n

.Z log(fe/fe)(xj) =0,

j=1

resultando evidente a dependéncia do estimador nao apenas das

observacgdes como também de fe.

Entédo, mesmo deixando de lado a resolugdo da equagdo de

verossimilhanga, dado que:
- pode-se ter erro na medigdo dos « ;
i

- o0 modelo fe € apenas uma aproximagdo da distribuigdo de uma

caracteristica do fendmeno sob estudo;

- as "certas condigdes" sob as quais o estimador é o6timo raramente

sdo verificadas, acontecendo o mesmo com a hipbétese de independéncia;

é razoavel se perguntar a respeito da estabilidade da solucdo da

equacido de verossimilhanga sob desvios das condigdes ideais.

Infelizmente a resposta a pergunta acima n3o é, em geral,
satisfatéria, ja que o comportamento dos estimadores e testes classicos é
altamente instdvel na presenca de desvios em relagdo as hipéteses em que
estes procedimentos se baseiam. A estatistica robusta assume que as
hip6éteses sdo satisfeitas apenas aproximadamente e tenta construir

procedimentos estatisticos que @garantam alguma estabilidade neste

contexto.
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1.C. O QUE SIGNIFICA ROBUSTEZ EM ESTATISTICA?

QUAIS 0S OBJETIVOS DOS PROCEDIMENTOS ROBUSTOS?

1.C.1.Algumas definigdes.

Kendall e Buckland (1971), no seu dicionario de termos estatisticos,

dizem que:

"Um procedimento estatistico €& chamado robusto se ndo é muito

sensivel a desvios das suposi¢des sobre as quais se baseia”.

Huber (1981, p. 1), afirma que:

"A inferéncia estatistica se baseia apenas parcialmente nos dados.
Uma parte ligualmente importante €é formada por supostos aprioristicos a
respeito da situag¢do subjacente. Ainda nos casos mais simples existem
hipéteses explicitas ou implicitas acerca de aleatoriedade e
independéncia, relativas a modelos distribucionais, talvez a distribuigdes

a priori para alguns pardmetros desconhecidos, etc..

Estas hipoteses ndo sdo exatamente verdadeiras - elas sdo
racionaliza¢bées matemdticas de conhecimentos freqlientemente difusos ou
crencas. Como em qualquer outro ramo da matematica aplicada, tais
racionaliza¢bes ou simplificacdées sdo vitais, sendo seu uso justificado

pela invocacdo de um vago principio de estabilidade ou continuidade: um
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pequeno erro no modelo matemdtico causara apenas um pequeno erro nas

conclusbes finais.
Infelizmente isto nem sempre é verdadeiro.”

Um pouco mais adiante esboga uma definigdo geral que coincide com a

de Kendall e Buckland:

"Robustez significa insensibilidade a pequenos desvios dos

supostos”.

As expressdes "insensibilidade" e "pequenos desvios" serido dotadas
P

de um sentido mals preciso nos capitulos 4 e 5.

Muitas pessoas associam de forma confusa robustez com rejeigdo de
"outliers" ou também com estatistica ndo paramétrica. A seguir tentaremos

esclarecer estas "confusdes".

1.C.2.Relagdes entre robustez e rejeicao de outliers.

Segundo Bustos (1988):

"guando realizamos uma experiéncia e medimos uma certa variavel,
nunca podemos estar absolutamente seguros de que um determinado dado seja
realmente uma manifestacio genuina do fendmeno que queremos estudar. Sem
duvida a confiabilidade provdvel de uma observagdo se baseia em sua
relagdo com o conjunto das outras observag¢bes dessa varidvel realizadas em

condi¢bes similares. Assim, um outlier dentro de um conjunto de dados sera
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uma observagdo (ou um conjunto de observacdes) que parece ser

inconsistente com a maioria de dados do conjunto”.

A detecgdo de outliers faz parte da estatistica robusta e tem sido
uma preocupacdo antiga dos cientistas. Neste item faz-se necessarioc o

esclarecimento de alguns pontos.

(1) A deteccdo de outliers é apenas um dos objetivos da estatistica
robusta, porém importantissimo, dado o enorme impactc dos outliers nos
estimadores convencionais: média e variancia amostral, coeficientes da

reta de regressio amostral, coeficiente de correlacido amostral, etc.

(22 E importante salien}ar que o objetivo n3o é a rejeigio
automatica de outliers, mas sim sua detecgdo para um posterior tratamento
em separado, que pode ser inclusive a rejeicido. Este seria o caso de um
fisico que pretende estimar o comprimento de um objeto e obtém varias
medicbes muito parecidas e uma uUnica totalmente discordante: ele deve
calcular a média de todas as observagdes exceto a discordante. Entretanto,
muitas vezes o outlier é a observagdo mais importante e merece estudo
especial: no ano de 1845 o astrénomo francés Urbano Le Verrier explicou o
comportamento "andmalo" do planeta Urano pela existéncia de um planeta
“transuraniano”, calculando teoricamente sua érbita provavel. No ano
seguinte o astrénomo alemdo Johannes Gottfried Galle descobriu o planeta
Netuno seguindo as indicagdes de Le Verrier. Posteriormente, algumas
anomalias ainda inexplicadas de Urano e as proprias do planeta Netuno
levaram a descoberta de Plut3do em 1930 no obsevatério Lowell, no Arizona
(criado em 1905 com o objetivo principal da busca do planeta

transnetuniano).
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(33 Algumas pessoas, duvidando da necessidade de desenvolver
procedimentos estatisticos robustos, se perguntam: porque apés a detecgédo
dos outliers nio se os separa e se analisa as observagdes restantes
segundo alguma técnica convencional? Esta conduta é inadequada mesmo no
caso, relativamente simples, em que todas as observagdes seguem o modelo
assumido, com excegcdo de um unico outlier. Muitas vezes um outlier é
reconhecido porque ele tem um residuo muito grande em relagdo ao ajuste,
mas, mMesmo no caso simples acima descrito, isto nem sempre acontece. Tal é
o caso dos outliers de alto "leverage" em regressao: estes pontos tem
"tanta forca" que fazem que a reta de regressio de minimos quadrados passe
bem "perto" deles, fazendo, em conseqiéncia, gque varios pontos "bons"
fiquem "longe" da reta (com residuos muito grandes) e, portanto, sendo
caracterizados como outliers. A caracterizacdoc dos outliers através de um
residuo grande deve ser feita somente apdés um “ajuste robusto". Além
disso, a rejeicdo de outliers coloca o problema das falsas rejeicdes e
falsas retencdes, como também o da especificagdo do modelo a partir do

qual se aceita ou rejeita uma observacéo.

1.C.3. RelagBes entre robustez e estatistica nio paramétrica.

A area de contato entre os procedimentos robustos e a estatistica
nido paramétrica ndoc é muito grande. Por exemplo, os estimadores nio
paramétricos da mediana e da média sido respectivamente a mediana amostral
e a media amostral, sendo que na presenga de poucos outliers o primeiro é

insensivel e o segundo altamente influenciavel.



De um modo geral, a estatistica nao paramétrica trabalha com o
conjunto de todas as distribuigdes possiveis, que usualmente (por exemplo
no caso de distribuigdes sobre o conjunto dos numeros reais) pode ser
pensado como um espago de dimensao infinita. Algumas vezes sao colocadas
algumas restricBes (simetria, unimodalidade, etc.) que reduzem o espaco

anterior em algumas dimensdes.

A estatistica robusta estd intimamente relacionada a estatistica
paramétrica, cuja caracteristica mais notavel reside em que seus modelos
reduzem a descrigdo de grandes quantidades de dados a uns poucos
parametros, trabalhando em subespagos de dimensao finita do espago das
probabiliques (geralmente conjuntos magros). A estatistica paramétrica
classica fornece procedimentos o6timos, desde que todos os pressupostos
sejam estritamente satisfeitos. A estatistica robusta toma um modelo
paramétrico e assume apenas que O0s pressupostos ocorrem de uma forma
"aproximada", ou seja, trabalha numa "vizinhang¢a" do modelo paramétrico. A
estatistica robusta "€ a estatistica dos modelos paramétricos aproximados”

(Hampel, 1986, p- 7).

Para esclarecer um pouco estes conceitos, estudaremos um exemplo
simples em que o espago de todas as probabilidades seja um subconjunto de

um espag¢o de dimensdo finita.

Consideremos o conjunto Q = {0,1,2}, seja & a o-algebra das partes

de Q e seja ¥ = {medidas de probabilidade em ({2,#4)}. Neste caso ¥ pode ser

pensado como:

_ 3, @ry+y =1 .
F = {(m,q,q)eR ' gzo. yzo, 520 } , ou equivalentemente
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x+y =1

2,
¥ { (a,7)eR™! 20, 420 } , onde «,y e 4 representam as

probabilidades de {0},{1} e {2}, respectivamente.

Seja agora B(2,t) € % o conjunto das probabilidades binomiais de

parametros 2 e 't (0st=1), entdo

.2 _ ;2
B(2,t) = {(m,q,q)eR3: =t q_giéilt)' =t } , ou equivalentemente
2 2
_ 2, =t7, g=(1-t)
B(2,t) = { (x,7)eR™. O<t=1 } .

Podemos informalmente dizer que a estatistica ndo paramétrica
, trabalha no conjunto convexo ¥, a estatistica paramétrica na curva B(2,t)

(que é um subconjunto magro de ¥), e a estatistica robusta trabalha numa

vizinhanga do modelo B(2,t),

O significado estrito das palavras "aproximado"” e "vizinhanga" sera
posteriormente esclarecido, Ccomo também as afirmacgdes sobre

dimensionalidade e conjuntos magros feitas acima (Veja capitulos 4 e 5).

1.C.4. Os objetivos e propriedades desejaveis dos procedimentos robustos.

Segundo Hampel (1986, p. 11), pensando em termos de analise de

dados, os principais objetivos da estatistica robusta sio: -

(1) descrever estruturas que se ajustem 4 massa dos dados;
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(2) identificar os pontos excepcionais (outliers) e também as
diferentes estruturas presentes (clusters, etc.) nos dados para um

posterior tratamento.diferenciado;

(3) identificar e ter presente, para o uso desta ou daquela
ferramenta, os pontos gue tém uma influéncia muito grande (pontos de alto
"leverage") para o caso de estruturas de dados ndo balanceadas (por

exemplo em regressdo);

(a) considerar, no contexto de séries de tempo, os desvios das
estruturas de correlagdo assumidas, particularmente a hipotese de

independéncia.

Para Huber (1981, p. 5), trabalhando no contexto dos modelos

paramétricos, um bom procedimento robusto deve ter as seguintes

propriedades:
(1) eficiéncia quase 6tima no modelo assumido;

(2) o seu desempenho  deve ser pouco prejudicado  por

pequenos desvios dos supostos do modelo;

(3) desvios moderadamente grandes nao devem causar

catdastrofes.

1.D. UM POUCO DE HISTORIA.
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A seguir, sera feita uma breve resenha histérica, que ndo pretende
ser exaustiva, mas que ira apenas mostrar alguns dos fatos e trabalhos
cujos conhecimentos nos surpreenderam. Alguns deles s3o as pedras
fundamentais da estatistica robusta posterior a 1960 (Huber 1964, Hampel
1971 e 1974), outros tém a virtude de serem muito claros e didaticos e,
portanto, fundamentais na divulgagédo da problemética da robustez, como por

exemplo Tukey (1960 e 1975} e Huber (1972).

0 conteﬁdo desta secdo esta baseado nos trabalhos de Huber (1972),

Stigler (1973), Rey (1978} e Hald (1990).

1.D.1.0s primeiros passos.

Devido em grande parte ao desenvolvimento da computagdo a &rea de
robustez comegou a receber muita atengdo por parte dos estatisticos a
partir de 1950 ou 1960. Mas a preocupagao de muitos cientistas pela

robustez das técnicas estatisticas é muito antiga.

Rey (1978) chama a atencdo para um escrito de Tucidides do ano 428
antes de Cristo onde se reporta do uso da moda como estimador de locacio,
Jjustamente por ser pouco sensivel a certas alterag¢des nos poucos dados

disponiveis.

Ja mais perto de nossa época, a pratica de descartar outliers era de
uso comum pelo menos 200 anos atras. Stigler (1973) cita o caso de
Legendre (1805, "On the method of 1least squares") que advoga

explicitamente:
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"Se entre estes erros estdo alguns que parecem muito grandes para
serem admissiveis, entdo aquelas equa¢les que produziram estes erros serdo

rejeitadas, como provenientes de experimentos muito defeituosos..."”.

Huber cita wum trabalho anénimo de 1821 (Dissertation sur la
recherche du milieu le plus probable, Ann. Math. Pures et Appl. 12, 181-

204), no qual afirma-se que:

"Ha certas provincias na Franga onde, para determinar a produ¢do
média de uma propriedade rural, costuma-se observar esta produg¢do durante
vinte anos consecutivos, descartar a melhor e a pior producdo e tomar a

média dos anos restantes”.

1.D.2. A média, a distribuicado gaussiana e o autoritarismo.

Certamente a distribuicdo gaussiana, também chamada normal, é o

modelo mais famoso e utilizado da estatistica.

Mas, por que um modelo paramétrico seria tao importante do ponto de

vista da robustez? Ha varias razodoes, entre outras:

(1) porque, em geral, a estatistica robusta trabalha numa

vizinhan¢a dos modelos paramétricos;

(2) porque, sendo o mais conhecido, é o mais wutilizado na

literatura, o que inclui a documentacdo de muitos casos de uso inadequado.

Huber (1972) popularizou o trabalho no qual Gauss introduz a

distribuicio normal (1821, "Gotingische gelehrte Anzeigen", p. 321-327).
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Antes de analisar uma parte desta publicagdo, é bom esclarecer que
Gauss estava trabalhando no modelo de medicdo: X = a + e, onde a variavel
X representa as medi¢des de wuma distadncia a« desconhecida e toda a

variabilidade de X deve-se ao erro de medicido e.

O modelo de medigdo era muito wusado pelos astrénomos. Galileo

Galilei, na sua obra "Didlogo" (1632, citada em Anders Hald, 1990) diz a

respeito:

{1) existe um unico nimero que da a distdncia da estrela até o

centro da terra, a verdadeira distancia,

(2) todas as observa¢des tém erros, devido ao observador, aos

instrumentos e demais condi¢bdes observacionais,

(3) as observacdes estdo distribuidas simetricamente em torno do

verdadeiro valor, os erros estdo distribuidos simetricamente em torno de

zero,
{(a) pequenos erros sdo mais freqgiientes que grandes erros.

Observa-se que os modelos de distribuig@o das observagdes dados por
densidades em forma de sino satisfazem as condic¢des de Galileo. Observa-

se, também, que ndo ha, aqui, evidéncias de preocupacdo com modelos.
Voltemos agora a Gauss (1821, op. cit.):

"0 autor do presente tratado, quem, no ano de 1797, primeiro
investigou este problema de acordo aos principios da teoria das

probabilidades, logo se deu conta que era Impossivel determinar o valor
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mais provavel da quantidade desconhecida, a menos que a fungdo
representante dos erros fosse conhecida. Mas como isto ndo acontecia, ndo
houve outro recurso que supor tal fungdo de uma maneira hipotética.
Pareceu-lhe natural tomar o caminho oposto e buscar a fun¢do que deve ser
tomada como base a fim de que, para o caso mais simples de todos, se
obtenha um procedimento ou regra geralmente aceita como boa: simplesmente
que o valor mais provdvel € a média aritmética de muitas observacdes de um
mesmo fenémeno repetido em iguais condi¢bes. Isso implicou que a
probabilidade de um erro deveria ser tomada como proporcional a uma
expressao exponencial da forma exp(-hzxz). Este método, que
posteriormente, em particular desde 1801, ele teve oportunidade de usar
quase diariamente em diversas computagbes astronémicas, e que entretanto
também Legendre encontrou por acaso, agora é de uso geral sob o nome de

método dos quadrados minimos".

0O fato mais notadvel deste trabalho é que Gauss introduz o modelo
chamado normal a partir da aceitagao axiomdtica da exceléncia da média
amostral (que é o estimador de quadrados minimos do parametro o do modelo
de medicdo acima descrito) e deduzindo a partir deste fato a forma que

deveria ter a fungdo de densidade da distribuigdo dos erros.

Huber atribui a um mal entendimento do teorema de Gauss- Markov e do
Teorema Central do Limite a confianca ilimitada na média amostral (e nos

estimadores de quadrados minimos em geral).

O primeiro afirma que se a variéncia populacional for finita a média
amostral é o estimador de variancia minima entre os estimadores lineares e

nido viciados da média populacional. O resultado vale em geral para o

1.17



estimador de quadrados minimos de qualquer combinagdc 1linear das

observagdes, em caso de variancia finita da distribuigido dos dados.

E muito interessante a forma em que Tukey (1972) detalha o enxuto
enunciado do teorema de Gauss-Markov do paragrafo anterior agrupando os

supostos em sete itens, que ndo sdo evidentes em uma leitura ingénua:

"(1) se o valor central de y para x’s dados é ZBij' onde os Bi

sdo completamente desconhecidos;
(2) se conhecermos os x’s sem erros;

Sa . . 2 . 3
(3) se a variadncia do j-ésimo y é ¢ /wj, onde wj € conhecido mas ¢

(a) se as covaridncias dos diferentes y's sdo zero, (é possivel,
. R 2 . .
obviamente, substituir zero por hjko com hjk conhecidos complicando um

pouco a resposta);

(s) se estivermos dispostos a permanecer confinados a estimadores

dos Bj’s que sejam func¢des linerares dos y’s dados;

(6) se estivermos dispostos a considerar os valores centrais em (1)

como sendo médias e nos restringirmos a considerar estimadores ndo
viciados em média;
(7) se estivermos dispostos a julgar a qualidade de nossos

estimadores por suas varidncias (para o conjunto dado de x’s)".

A conclusdo é a usual: "entdo o melhor estimador de qualquer B ou

qualquer combinag¢do linear dos B deve ser obtido por quadrados minimos”.
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Posteriormente Tukey analisa os perigos do afastamento destes

pressupostos.

A versdo mais popular do Teorema Central do Limite (T.C.L.) é a de
Liapunov, que afirma que, quando o numero de somandos tende para infinito,
a distribuicdo limite da soma de variaveis aleatérias independentes
identicamente distribuidas (i.i.d.) é normal se as variaveis tiverem
variancia finita. Uma leitura superficial (que em geral sé lembra da tese
dos teoremas) deste enunciado leva a interpretacdes erradas do seguinte
tipo: "quase toda variavel pode ser decomposta como soma de pequenos

efeitos, portanto quase toda variavel é aproximadamente normal”.

Existem versdes mais novas onde as hipoéteses do T.C.L. (condigdes
tipo Lindeberg, por exemplo) sdo menos restritivas, mas nem por isso de
facil verificagdo. Na maioria dos casos concretos, a invocagdo do T.C.L.
para concluir sobre a normalidade de uma variavel é incorreta. Isto ocorre
porque, em qualquer versao do T.C.L., a verificagdo das hipéteses é quase
impossivel e certamente bem mais complicada do que o teste direto da

normalidade da variavel em questao.

Ha também o resultado de que, sob normalidade, a média amostral é o
estimador da média populacional de minima variancia entre os ndo viciados
(e n3o apenas o melhor entre os estimadores ndo viciados e lineares)
Também, sob normalidade, o estimador de quadrados minimos coincide com o

estimador de maxima verossimilhanga.

Ou seja, existe uma série de resultados muito importantes que,

quando considerados superficialmente, levam a argumenta¢des circulares que
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Justificam a média pela normalidade e vice-versa. A confusdo é tido grande

que o fisico francés Lippman, prémio Nobel em 1908, afirmou:

“todos acreditavam na distribuicdo normal: os matematicos porque
pensavam que era um fato experimental, os experimentadores porque pensavam

que era um teorema matematico..."”

.Os fatos acima expostos, o© enorme prestigio de Gauss e o
autoritarismo nos ambientes cientificos, levaram ao uso pouco cuidadoso
dos esfimadores de quadrados minimos e do modelo normal. Muitos conjuntos
de dados foram considerados "normais" apesar de evidéncias claras em
contrario. Outras vezes, conjuntos completos de dados reais foram

desconsiderados porque ndo se adequavam a curva normal.

1.D.3. Outras tentativas.

Aparentemente (segundo Stigler (1973)) o primeiro trabalho
matematico sobre estimacdo robusta seria o de Laplace (1818, Deuxieme
Suplement a la Théorie Analitique des Probabilités), que estudou a mediana
e, mais geralmente, fungdes lineares das estatisticas de ordem, dando
inclusive condigdes necessarias e suficientes sobre a distribuigdo dos
erros para que a mediana amostral tenha menor variédncia assintética que a

média amostral. .

O primeiros trabalhos a respeito de critérios matematicos sobre

rejeicdo de outliers sdo devidos a Benjamin Peirce (1852, Criterion for
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the Rejection of Doubtful Observations, Astronomical Journal, 2, 161-3) e

Chauvenet (1863, Manual of Practical Astronomy, Philadelphia).

A filosofia por tras da rejeicdo também esta muito ligada ao modelo

normal e apresenta os seguintes problemas, como bem observa Huber (1972):

(1) a classificagdo das observacbes em duas classes, as "normais" e
os outliers, € artificial e ndo faz sentido se a distribuigcdo subjacente

tiver caudas mais pesadas do que a normal;

(2) pretende-se "limpar"” os dados através da rejei¢do dos outliers,
mas este processo leva a falsas retengbes e falsas rejei¢bes e portanto é

errado assumir que os dados retidos sdo normais.
1 .

A primeira tentativa de lidar com distribuigdes de caudas pesadas e
abandonar o modelo normal deve-se a Newcomb (1886, A generalized theory of
the combination of observations so as to obtain the best result, Amer. J.
Math., 8, 343-366). Sua proposta de modelo para a distribuicio dos erros
consiste numa mistura de normais (ele tinha observado que muitas vezes

trabalhava com observagdes de diferentes graus de precisio).

Em 1912 Newcomb estimou a média populacional através de uma média

ponderada das observacgdes ml,mz,...,x com os pesos respectivos
n
u%,ug,...,u% dados por:
w = c/maximo{ |z -a|,c} 1=j=n, sendo c uma constante positiva a
J
determinar;
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n

é importante salientar que, chamando agora €« a Y w a e iterando
j=1

sucessivamente, o procedimento converge a o M-estimador definido por Huber
que sera visto em

em 1964 com fuh&éo ¢(t) maximo{-c,minimo(t,c)},

1.D.4.b).

1.D.4. Os principais conceitos desenvolvidos no passado préoximo.
Segundo Martin and Yohai (1984) os principais conceitos no contexto

de estimacdo robusta (sob a hipdétese de observagdes i.i.d.) ultimamente
robustez

desenvolvidos sdo, em ordem de aparicgdo: robustez em eficiéncia,
minimax e robustez qualitativa.

a) Robustez em eficiéncia (Tukey, 1960).

Seja X uma variavel aleatéria real cuja distribuigdo segue o modelo
{P., 6€B@ }, onde B8 £ R. Seja €, ..., L uma amostra aleatéria simples de
n

6
X e Tn(xl,mz, ..,& ) um estimador do parametroc 8. Como usualmente define-
n
se eficiéncia de Tn no modelo P9 por:
Eficiéncia(Tn,Pg) =
Var (estimador fixo 6timo) / VarPn(Tn),
2]
onde Var denota variancia e Pg a distribuigio produto (Pe)n.

Se o objetivo for a eficiéncia assintética o estimador serd denotado

e a medida (produto) do processo (x ) por PY,
n ne€N 0

por T
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Eficiéncia(T,Pg) =
Var assintoética (estimador fixo étimo) / Vm(T),

onde Vm(T) = variancia assintética de (n)'*Tn em Pz.
Seja P = {P ,P R um conjunto de modelos distribucionais
6,1’ 0,2 O,m
onde 6,j € R, 1=j=n. Entdo T (ou Tn) é robusto em eficiéncia (para P) se e

somente se T tem alta eficiéncia para todos os P9 > 1=j=m.

Este conceito pode ser generalizado ao caso nio i.i.d. (substituindo
a medida produto pela distribuicdo conjunta) e também para parametros

vetoriais mediante uma definigdo apropriada de eficiéncia multivariada.

b) Robustez minimax (Huber, 1964).

Huber (1964) introduziu os M-estimadores, dando uma contundente
resposta ao desafio de como se construir procedimentos robustos. Se
€ X ,....,& ¢é uma amostra aleatéria simples de uma variavel aleatéria X

n .

1
com distribuicdo dependente do pardmetro de locagdo 8, o M-estimador de 6

~

é definido como o valor 8 que minimiza:

n ~
Y p[m,-e] , onde p(0)=0, p é par, convexa e crescente em (0,w)};
]
1

j:

ou, equivalentemente, 6 é a solucgao de: .

Zw[ccj—é] =0, (*)
1

j=

onde ¢ = p’.
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A equacdo (*) tem solugido essencialmente Unica. Mais precisamente,
Huber (op. cit.), provou que a convexidade de p implica em que o conjunto
de solugbes de (*) é um intervalo compacto de R e que, em caso de

convexidade estrita de p, a solugdo é unica.

Para conseguir que os M-estimadores sejam pouco sensiveis a presenga

de outliers deve-se acrescentar a condigio de que ¥ seja limitada.

Para torna-los equivariantes por mudangas na escala das observagdes

a equacgido (*) é substituida por:

n ~
z:w(§d(mj-6)} = 0 , onde s é um estimador robusto de escala, por
j=1

exemplo'pode—se escolher

s = mediana{lx.-mediana{xl,mz,...,m }I} .
J n

1=<j=n

Os M-estimadores formam uma classe muito rica, que entre outros
contém o estimador de quadrados minimos (p(t)=t2, que é a média amostral),
a mediana amostral (p(t)=i{t}) e também o de maxima verossimilhanga (p(t)=-

logaritmo(f(t)), onde f é a fungdo de densidade das «).

Huber demonstrou a consisténcia e normalidade assintética destes
estimadores no modelo de posigiao sob condigées bastante gerais. O leitor
interessado pode consultar o trabalho citado de Huber ou também Huber

(1981).

Apesar de terem sido concebidos no marco de estimagciao de um
parametro de locagdo, a utilidade dos M-estimadores é muito grande, ja que

eles podem ser adaptados ao contexto de regressido (mediante sua aplicacgio
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aos residuos) através de convenientes modificagdes. Por exemplo, para
garantir que o M-estimador seja pouco influenciado por outliers de alto
leverage, castuma-se exigir que p também seja limitada. Neste caso y deve
ser redescendente, com o que perde-se as propriedades de que p seja
convexa e crescente com |t| e conseqlientemente a "quase" unicidade da

solucdo de (*).

Os M-estimadores sdo também aplicaveis ao contexto de séries de
tempo com as modificag¢des adequadas. Por exemplo é possivel obter robustez
em eficiéncia mediante o uso de M-estimadores nos modelos ARMA, mas estes

estimadores n3o sdo qualitativamente robustos no sentido em que sera

definido Capitulo 5.

Posteriormente, para obter ©propriedades de robustez, foram
introduzidos os M-estimadores generalizados ou GM-estimadores, que néao
dependem apenas dos residuos das observagdes mas também do seu "leverage".

Eles sdo definidos como o valor do parametro 6 que minimiza

n - 1 h 1
) n[s (rj(e)),"xj“J,

j=1
onde 7(r,x) é par e mondtona ndo decrescente em r, xj sdao as
observagdes, r (8) sdo os residuos e | | denota uma norma conveniente.
J
Estes estimadores sdo qualitativamente robustos e resistentes (estes

conceitos serdo definidos no Capitulo 5) em estimagdo de processos AR se 7

for continua e limitada. O trabalho de Martim and Yohai (1984) contém umg

resenha destes assuntos.
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Voltemos a Huber (1964). Neste famoso trabalho ele também introduziu
o modelo dos erros grosseiros ou de contaminagdo , assumindo que a

distribuicdo das observagdes era dada por:

F = (1-¢)G+eH, onde a distribuig¢do G representava o modelo, H a
“contaminacido"” e £ a proporgao de contaminacéo”(G e £ fixos e F varia com

H).

Huber pensou o problema de estimagdo como um jogo, onde a "natureza"
escolhe uma F e o estatistico um M-estimador (dado por uma ¥). A fungdo
perda (do ponto de vista do estatistico) é dada por V(y,F), a variancia
assintétiéa do estimador ¥ na situagdao F. Huber provou que, sob condigtes
bastante razoaveis, a varianc?a assintética tem um ponto de sela, isto é
existe um par (WO,FO) £al que:

supremoV(wo,F) = V(wo,Fo) = infimoV(y,F ),
F ('

Huber provou que, se o modelo G é normal, entdo o par (wO,FO)
satisfaz:
wo(t) = maximo [—k,minimo(k,t)]

ou equivalentemente

2
(172)t7se L)<k

po(t)— 5
kltl—(l/Z)k se ltIZk

e FO tem densidade

£(t) = (1-g) (2n) V2PV
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onde k>0 e € e k estdo relacionados através da férmula:

-1
[(z—c)/(z-Zc)J = ¢(k)-k ¢’ (k),
onde ¢ é a funcio de distribuicio acumulada da normal(0,1).

c) Robustez qualitativa e conceitos associados (Hampel, 1968, 1971 e

1974).

Hampel introduziu a chamada “abordagem infinitesimal” na teoria de
robustez, baseando-se nos trabalhos de Volterra, Von Mises e Prohorov,
cujas contribuigdes permitiram unificar a teoria assintética e a de

amostras finitas.

Esta abordagem estd baseada em trés conceitos fundamentais: robustez
qualitativa, fung¢d3o de influéncia e ponto de ruptura, que, em um sentido
geral, correspondem as nogdes de continuidade, primeira derivada e

distancia a singularidade mais préxima de uma fungado.

Huber (1972) estabeleceu a seguinte analogia dos conceitos acima e
propriedades de estabilidade de wuma estrutura mecanica: Trobustez
qualitativa significa que pequenas perturbagdes produzem pequenos efeitos,
a fungdo de influéncia mede os efeitos de perturbagdes infinitesimais e o
ponto de ruptura informa até quando é possivel perturbar sem quebrar a

estrutura.

A robustez qualitativa, que, segundo dito nos paragrafos acima, é

uma propriedade relacionada com continuidade sera abordada no Capitulo 5.
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A seguilr serdo apresentados brevemente os conceitos de curva de
influéncia e ponto de ruptura, sendo que a primeira sera revista no

Capitulo 4 num contexto mais geral.

Suponhamos ter uma amostra aletéria simples (wrag,...,w ) de uma
n

variavel aletéria cuja distribuigdo depende de um parametro desconﬁecido

eeRk.

Por definicdo, um estimador, é uma seqiiéncia (Tn) eN de aplicagdes
n

mensuraveis:

T :(R",B")-———- >(Rk,Bk) VneN, onde Bl= {borelianos de Rj}.
n

Muitos estimadores podem ser definidos através processo descrito a

seguir. Sejam:

i) ¥ = {medidas de probabilidade em (R,B)},

ii) € subconjunto convexo de ¥ tal que gz{dlstr{bglqoes}, ou seja
empiricas
_1n
€ 2 {é Y 1w_1 w €R, neN} (lw denota a medida de massa 1 em w), e
J j
j=1

iii) T um funcional T:@——>Rk; nestas condig¢des, T induz um estimador

invariante por permutagdes das coordenadas definido por

n

T(w,0,...,0 ) = T(n-lz 1 ) V(w ,w,...,0 )eR"VneN,
n 1 2 n j:le 1 2 n

caso as aplicagbes T acima definidas sejam mensuraveis VneN.
n

Abusando um pouco da notagdo, denotaremos a este estimador por T.
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Seja FeG, Hampel chamou curva de influéncia do estimador T na

distribuicido F a fungao IC(T,F):R————>Rk definida por:

(IC(T,F)(w) = limite [T(F+t.(1 —F))—T(F)).t_1=
t-=->0" @

= limite [T((l-t)F+t.1 )—T(F)].t-l, weR,
t-=->0" ©

desde que o limite acima exista VweR.
A IC(T,F) fundamentalmente serve para:

i) avaliar a velocidade de mudanga do valor de T quando o modelo F é
contaminado por uma distribuicio de massa 1 em w (VweR, a influéncia

maxima neste aspecto é dada por: .,

>

GES(T,F) = supremo |(IC(T,F))(w)]
weR

chamada por Hampel sensibilidade a erros grosseiros (de T em F).

Sera vista no Capitulo 4 a relagdao, sob certas condigdes, da
GES(T,F) com o vicio assintético de T e conseqiientemente a sua utilidade

na definigdo dos estimadores com vicio minimax, introduzidos por Huber

(1964} ;

ii) calcular a variancia assintética de T, ja que, sob determinadas

condigdes, vale que esta é igual a EéIC(T,F))2= I[(IC(T,F)(w)]ZdF(w).

A curva de sensibilidade de Tukey, usualmente denotada
(SC(wl,wz,..,w ))(w) ou SCn(w) e definida por:
n
(n+1}1(T (v, ,w_,..,0 ,w)-T (0 ,w_,..,0 })},
n+1 1 2 n n 1 2 n
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é uma versdo amostral da IC(T,F) que permite estudar a influéncia de uma
nova observagdo w relativa a massa introduzida (1/n+1) no valor do

estimador.

A curva de influéncia (e todas as medidas dela derivadas) da uma
idéia do comportamento local de um estimador. Introduziremos agora o

conceito de ponto de ruptura, que é uma medida da confiabilidade global do

estimador.

Sejam (R,B) o espago das observagdes, (T)neN um estimador e Fe¥,
n
¥
Hampel (1971) definiu o "ponto de ruptura & do estimador (I;)neN em F"

por:
»* . *
d =28 ({Tn}neN’F) =

k
_ .3 K(8) compacto em R* tal que
B s“”re”"’{‘ssl‘ M(F,G)<§ » lim G(T &K(8)=1 [

onde I = Hd denota a métrica de Prohorov em ¥ associada a d. Esta métrica
sera definida no Capitulo 3, onde serado exibidas suas propriedades; aqui
apenas basta saber que diametro (¥,11)=<1 e que T induz em ¥ a topologia da

convergéncia em distribuicgao.

Se (T ) eN for um estimador definido através de um funcional T com
n n

dominio em ¥, ou seja se:

n
T(w,0,...,0) =T(n'Y1 ) V(w,0,...,0 )eR” VneN,
n 1 2 n =1 wj 1" 2 n

o ponto de ruptura pode ser definido como em Hampel (1968):
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t 3
é (T,F) = supremo {6: diametro T{G!T(F,G)<8} < m}.

»*
Intuitivamente, o ponto de ruptura 8 indica a que distancia de F (o

modelo) o estimador deixa de ter qualquer utilidade.
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CAPITULO 2.
CONVERGENCIA FRACA DE MEDIDAS EM ESPACOS METRICOS.

A TOPOLOGIA FRACA.

2.A. INTRODUCAO E RESUMO DO CAPITULO. .,

Neste capitulo serdo transcritos os enunciados de alguns resultados
fundamentais e bastante conhecidos referentes a topologia fraca no espaco
M+ das medidas finitas definidas nos borelianos de um espaco métrico
(Q,d). As demonstragdes, restritas a medidas de probabilidade, estdo, com
algumas excecgdes, nos textos <classicos de Billingsley (1968) ou
Parthasarathy (1967). A extensdo destes resultados ao ambito mais geral
das medidas finitas é, na maioria dos casos, trivial, ndo sendo, porén,
facilmente encontrada na literatura. Por este motivo generalizaremos aqui

esses resultados ao contexto das medidas finitas.

A Proposicido 2.13 é de Prohorov (1958). Nossas contribuigdes séo:



-0 lema 2.11, onde provamos (2.11.a) que, com excegdo de
convergéncia a medida nula, a convergéncia fraca de medidas finitas se
reduz a convergéncia fraca de medidas de probabilidade, em 2.11.b) damos

uma caracterizacgido simples da convergéncia a medida nula;

+
-a demonstragido da Proposigdo 2.25.b) (separabilidade de M em caso

de (Q,d) separavel).

A fim de que a exposigdo seja mais fluida, as demonstrag¢des foram

colocadas na ultima segdo. Esta norma sera adotada em forma geral.

2.B. MEDIDAS FINITAS NOS BORELIANOS DE UM ESPACO METRICO.
NOTAGAO.

(Q,d) denotara um espago métrico, onde Q é um conjunto nio vazio e d

uma métrica em Q;

B(Q,d) = {borelianos de (Q,d)}, quando nio haja possibilidade de

confusdo sera denotado simplesmente por B;
¥ = {medidas de probabilidade sobre (Q,B)};
M'= {medidas finitas sobre (Q,B)};

R denotara o conjunto dos numeros reais e (R,e) o espago métrico

onde e é a métrica euclideana usual em R;
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ucL(Q,d) = f:(Q,d)'—995{9{9929229—99225993—>(R, )
limitada
PROPOSIGAO 2.1.
Seja (Q,d) um espago métrico, B = {borelianos de (Q,d) e M uma

medida finita em (Q,8B). Entio:

(a) VCeB vale que A = aderéncia(C) é um Ga (interseccdo de uma
familia enumeravel de abertos) e que C°= interior(C) é um Fa (unido de uma

familia enumeravel de fechados), conseqiientemente todo conjunto fechado é

um Ga e todo aberto um Fo ;
(b) F fechado = M(F) = infimo{M(A)! A aberto e AQF}
e também
G aberto = M(G) = supremo{M(B)2 B fechado e BSG};

{c) VCeB Ve>) existem F fechado e G aberto tais que:

FeCeG e M(G-F)<e;

(d) todo boreliano é "regular", isto é VCeB vale que:

M(C)=inf{M(G):G aberto,G2c}=sup{M(F):F fechado,FQC}.
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(e) M medida finita em (Q,B), entdo M fica completamente

determinada por {M(F): F fechado} ou equivalentemente por {M(G): G

aberto}.

Comentario: em Billingsley (1968, p. 7} esta provada esta proposigédo
para o caso em que M é uma probabilidade, a generalizagdo a medidas

finitas n3o oferece problemas. A afirmagdo a) é de natureza estritamente

topolégica.o
OBSERVAGAO 2.2.

E facil verificar que a hipétese de que Q seja métrico em
2.1.(b,c,d,e) pode ser enfraquecida; basta que Q seja um espaco topoldgico
com a seguinte propriedade: todo fechado é um G‘S ou equivalentemente todo

aberto é um Fo'
PROPOSICAO 2.3.
(,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)}.
{(a) Sejam FeB, F fechado e >0,
existe uma fungio feUCL(Q,d) tal que:
0=f=1, f/F=1 e {/{weQi dlw,F)ze} = 0;
(b) M e N medidas finitas em (Q,B), entao:
JfdM = [fdN VfeUCL(Q,d) = M = N.

Comentario: a afirmacdo (a) é de carater estritamente topolégico e

mostra que os espacos métricos sdo normais (ou seja que dados dos
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conjuntos fechados disjuntos existem vizinhangas disjuntas desses

conjuntos), a fungdo f pode ser definida por:
f(w) = d(w,F)/[d(w,F)+d(w,Ale)),
onde A(eg)={teQ'!d(w,F)ze};

a parte (b} é conseqgiiéncia de (a) e o teorema de convergéncia dominada de

Lebesgue, valido para medidas em geral (inclusive n3o finitas).
Veja a demonstragdo completa em 2.G.D
DEFINIGAOC 2.4.

(Q,7) espago topoloégito, ®B={borelianos de (Q,7)}, M ={medidas

finitas sobre (Q,B)}, MeM

M é tight PEF ve>0 EKC compacto tal que M(K;)<e.

Comentario:

1) no capitulo seguinte este conceito serd extendido a qualquer
: + ) . <7 . =
subconjunto de M e sera, depois, utilizado na caracterizacido dos seus

subconjuntos relativamente compactos;

2) M é tight ¢ M tem algum suporte o-compacto, onde suporte(M) é

qualquer boreliano B tal que M(B“)=0.o
PROPOSIGAO 2.5.
(Q,d) espaco métrico separavel e completo,

B = {borelianos de (Q,d)},
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M uma medida finita sobre (Q,d),
entdo: M é tight.

Comentario: veja Billingsley (1988, p.10), a generalizagdo para

qualquer medida finita é trivial e consta em 2.G.o

2.C. CONVERGENCIA FRACA DE MEDIDAS FINITAS NOS BORELIANOS DE UM ESPACO

METRICO.

DEFINIGAO 2.6.

Sejam (Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (£,d)}, M+= {medidas

finitas em (Q,B)}, MeMe M} < M
n neN
EF
M converge fracamente a M6 SfdM--->FfdM VfeCL(Q,d);
a convergéncia fraca de M a M sera denotada por:
n
M--=-- >M (w pela palavra inglesa "weak").

OBSERVAGAO 2.7.

a) quando existe convergéncia fraca, o limite é uUnico, dado o item

(b) da Proposicdo 2.3;

b) o conceito de convergéncia fraca depende apenas da topologia e
nao da métrica particular que gera a topologia, dado que a definigao

depende da classe das fungdes continuas.
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PROPOSIGAO 2.8.

Sejam (Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (R,d)}, ¥ = {medidas

de probabilidade sobre (Q,B)}, {Pn)neNgé’ Pe¥. Sio equivalentes:

b) IfdPn———>ffdP, para toda feUCL(£,d),
c) VF fechado 1im sup P (F) = P(F),

nn
d) VG aberto lim infnP (G) =z P(G),

n

e) lin%Pn(A) = P(A) VA tal que P(8A)=0, onde 8A significa fronteira

de A = A'- A°, sendo A = aderéncia(A) e A°=interior(A).

Comentario: a demonstragdo deste resultado estda em Billingsley

(1968, p. 11).o

PROPOSICAC 2.9.

Dados {M } ENS.M+, MeM+, as seguintes condigdes sdo equivalentes:
njn

b) ffdM --->ffdM, para toda feUCL(Q,d),
n
c) M (Q)--->M(Q) e VF fechado lim supnMn(F) = M(F),
n
d) M (Q)--->M(Q) e VG aberto lim inann(G) z M(G),
n

e) limnMn(A) = M(A) VA tal que M(8A)=0.



Comentario: a demonstracdo do resultado decorre da Observagdo 2.10 e
do Lema 2.11.D
OBSERVAGAO 2.10.

A Proposicido 2.8 é a versio da 2.9 restrita a medidas .de

probabilidade; portanto é trivial verificar que 2.9 implica 2.8.

0 seguinte Lema 2.11 permite mostrar uma quase reciproca do

resultado acima, que poderia ser assim enunciada:

{M } SM+ e M (Q)-->0 > M——!—->medida nula

n|neN n
e 3 2.9;
2.8 .

. ’ Al = + . ao s
isto mostra que a convergéncia fraca em M é determinada pela convergéncia

fraca em ¥, com excegdo do caso da convergéncia a medida nula.

A condigéo Mn(Q)-——>M[Q), que aparece em c) e d) da Proposigdo 2.9,

impede o "escape de massa" e ela estda implicita em b) {(considere f=1) e em

e) (pois 8(Q)=¢).

LEMA 2.11.

a) {M} <M, Mem” e M(Q)#0, entso:
n nSN

b) M--Y-—>medida nula see M (Q)--->0.
n



As duas proposicoes seguintes fornecem caracterizacgdes da

convergéncia fraca que serdo utilizadas posteriormente.
PROPOSIGAO 2.12.

(2,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M e M medidas
n
finitas em (Q,B). Sejam Mnh'1 e Mh™' as medidas finitas definidas nos

borelianos de R por
MhT(B) = M (h'(B)) e Mh'(B) = M(h(B)).

Nestas condigdes:

M -"->M see M h7-%->Mn™' Vh: (Q,d)-S2253292 5 (R o).

limitada

Comentario: a demonstracdo para o caso de medidas de probabilidade
estd em Billingsley (1968), em 2.G estd a generalizacido para o caso de
medidas finitas, que n3o oferece o menor problema. Também é possivel
eStender o resultado em outros aspectos. Por exemplo, pode-se verificar
que a hipétese de continuidade de h poderia ser substituida por
M{discontinuidades de h}=0 e também heCL{Q,d) por heUCL(Q,d) (veja a

demonstracido em 2.G).o
PROPOSICAC 2.13.

(Q,d) espaco métrico, B(R,d) = {borelianos de (Q,d)}, M= {medidas
finitas sobre (Q,B)} e seja U subfamilia de B(Q,d) com as seguintes

propriedades:

1) Qel,



2) Ael, BelU = AnBel,

3) V aberto em (Q,d) » 3{Un,neN}§U tal que Vv =U u.
neN

Nestas condigdes, U é uma classe limite determinante, ou seja se

{M ineN} ¢ M e MeM’, vale que:
n
lim M (U) = M(U) YUeU = Mn ————— >M.
n

Comentario: este resultado figura em Prohorov (1956}, em Billingsley

encontra-se a versdo restrita a medidas de probabilidade.no

2.D. ELEMENTOS ALEATORIOS E CONVERGENCIA EM DISTRIBUIGAOQ.

DEFINIGAO 2.14.

Seja (S5,%,P) um espagco de probabilidade, {Q,d) espago métrico, B =

{borelianos de (Q,d)} e Y:S-—————-- >Q,

Y é um elemento aleatério DgF Y é ¥-B mensuravel;
a medida de probabilidade PY™! definida em (Q,B) por:
PY ' (B) = P(Y"'(B)) VBeB

é chamada a distribuigcdo de Y, ou seja, dado um elemento aleatério Y

este determina univocamente uma medida de probabilidade: Py .

A afirmagdo acima admite uma especie de reciproca: seja (Q,d) espago

métrico, B = {borelianos de (Q,d)} e Q uma probabilidade em (Q,B), entio:



Y: (Q,8,Q)--->(Q,B) definida por Y(w) = w VweQ,

satisfaz

ou seja, Q € a distribuigdo de um elemento aletédrio.

E claro que nido necessariamente havera unicidade do elemento

aletério cuja distribuigao é Q.
DEFINICAO 2.15.

Se jam (Sn,yn,Pn) espagos de probabilidade VneN, (Q,d) espago

métrico, B = {borelignps de (Q,d)},
Y : (s ,¥ ,P )——— >(Q,B) elemento aleatdrio vneN,
n n’"n’'n
e também Y:(S,¥,P):--->(Q,B) elemento aleatério.
Nestas condicoes:

. sas x DEF -1 fracarente -1 .
Y converge em distribuicdo a Y "6 RY --=---=----= >PY ', e sera
n

denotado por

OBSERVAGAC 2.16. -

a) Em muitos casos VneN (Sn,fn,Pn) = (S,¥,P) e geralmente o S ndo é
considerado, jad que muitas vezes toda a informagdo relevante esta nas py
n

(ou PY!) e PY};
nn



b) Dada a correspondéncia entre elementos aleatérios e distribuigdes
comentada na Definig¢do 2.14, todo resultado sobre convergéncia fraca tem
uma versdo em termos de convergéncia em distribuicdo, e viceversa. Por
exemplo, na Proposig¢ido 2.17, a seguir, sera reformulada a Proposicgido 2.8

em termos de convergéncia em distribuigdo.

¢) Na literatura adota-se muitas vezes uma terminologia hibrida. Por

exemplo, é comum o seguinte enunciado do teorema central do limite:

xl,xz,...,x,.ﬁ.iid (P
n > [no ]_{ZXj—nE(Xl)}———>N(O,1),

2 ca s
o =Variancia(X )<eo j=1

onde as Xj sdo varidveis aletdrias (e portanto toda fungido das X é)
j

e N(0,1) denota uma medida de probabilidade).

d) também, por abuso de notagdo, a topologia fraca ¢é chamada

topologia da convergéncia em distribuicgao.
PROPOSICAO 2.17.
Sejam (Q,d), B, (Sn,yn,Pn), (5,9,P), Yn e Y como na Definicdo 2.15.

Entdo as seguintes afirmagdes sao equivalentes.

b) lim E(f(Yn)=limn_l“fdPnY:=IfdP_1=E(f(Y)) VEeUCL(Q,d);
n
c) lim sup PnY:(F) < PY Y(F) V F fechado:
n
d) lim inf P Y;l(G) = PY 1(G) V G aberto;
n

e) 1im P Y'(A) = PY''(A) VA tal que PY ' (8A)=0.
nn
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Comentario: a demonstragdo é trivial, dado o resultado 2.8 e a

definigdo de convergéncia em distribuigédo.o

2.E. O CASO PARTICULAR DE (R,e): CARACTERIZAGAO DE MEDIDAS FINITAS E DE

CONVERGENCIA FRACA VIA FUNGOES DE DISTRIBUIGAO.

DEFINIGAO 2.18.

Seja M uma medida finita definida nos borelianos do espago métrico
(R,e), onde R é o conjunto dos numeros reais e e(r,s)=|r—s| é a métrica

usual em R.
Define-se FH:R——-—>R+={ueR: uz0} por:
FH(t) = M(-o,t], onde (-»,t] = {ueRiust};

FH assim definida é chamada a funcdo de distribuicdo de M, quando

nio haja possibilidade de confusdo sera denotada simplesmente por F.

Na Proposicdo 2.19, seguinte, serad demonstrado que existe uma
correspondéncia biunivoca entre as medidas finitas e as fungbes de
distribuicdo em geral, cuja definigao sera dada a seguir. Em 2.20 sera

'dqda uma caracterizacdo da convergéncia fraca de medidas através da

convergéncia pontual das respectivas fungdes de distribuigao.



PROPOSIGAO 2.19.

Seja M uma medida finita definida nos borelianos do espago métrico
(R,e), onde R & o conjunto dos numeros reais e e(r,s)=|r-s| é a métrica

2usual em R. Seja FH a funcdo de distribuicio de M acima definida. Entio:
a) F tem as seguintes propriedades:
1) FH é nio decrescente,
2) FH é continua a direita,

3) lim Fn(t) =0 e lim Fn(t) < w;
t-—>-w t-—>o

por outro lado qualquer F satisfazendo 1)}, 2) e 3) serd definida
como fungdo de distribuicdo e sera utilizada a seguinte notacio:

F(-w)= 1im F(t) e F{(o) = 1im F(t);
t—-—>-o t-—>w

b) reciprocamente, se F for uma fungio satisfazendo 1), 2) e 3)
acima, existe uma uUnica medida finita definida nos borelianos de R tal que

M(-o,t] = F(t) (necessariamente esta medida satisfaz M(R)=F(w)).

Comentdrio: a demonstragdo de a) é de verificagdo simples. Uma

demonstragio de b) baseia-se na c-aditividade da funcio.de conjunto

M(a,b] = F(b)-F(a) sobre a o semianel de conjuntos

I = {(a,b]: acR, beR, a<b}u{¢}; este fato pode provar-se mediante

uma generalizagcdo da demonstracdo usual da c-aditividade da medida de



Lebesgue em I, utilizando a aditividade finita de M sobre I, a
compacidade dos intervalos fechados e as propriedades de regularidade
dos intervalos em geral; a posterior extensdo de M a uma medida nos

borelianos de R fundamenta-se no teorema de extensdo de Caratheodory.

A demonstracdao nao sera dada aqui. Os elementos para desenvolver o
caminho sugerido acima podem ser consultados em livros de teoria da medida

de nivel elementar, como por exemplo Halmos (1950).

Esta proposicdo admite uma ébvia generalizagdo ao caso de RP, com a

métrica euclideana e os respectivos borelianos.

A identificacido medida~fungdo de distribui¢do e a validade dos

argumentos subsistem se a condigdo 3) for trocada pela mais fraca "3')

lim F(t) = 0", ocorrendo neste caso uma correspondéncia biunivoca entre a
t-—>-o

classe de fungdes que satisfaz 1), 2) e 3') e o conjunto de medidas
definidas nos borelianos de R (ou RP) tais que cada compacto tem medida

finita (como no caso da medida de Lebesgue).o

PROPOSIGAO 2.20.

Sejam (R,e) o espago métrico onde R = {numeros reais} e e a métrica
euclideana usual, B = {borelianos de (R,e)} e 1M+= .M+(R,e) = {medidas
+

finitas sobre (R,B)}. Nestas condicdes, se {Mn:neN} S M, MeM+, e {Fn:neN}

e F sdo as respectivas funcgdes de distribui¢do, tem-se que:

F (t)---->F(t) Vt ponto de continuidade de F

M ——E-—>M see n e
n Fn(w)———>F(m)
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2.F. TOPOLOGIA FRACA NO ESPAGO DAS MEDIDAS FINITAS DE UM ESPAGO METRICO.

PROPOSIGAO 2.21.

Sejam (Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)} e M= {medidas

finitas em (9,d)}.

+ . L. .
Consideremos agora, para cada MeM , a seguinte familia de conjuntos:

W(M)={W(M,f1,f2,...,fk,e)l keN, fjeCL(Q,d) se 1=<j=k, c>0} ,
onde
WM, f ,f_,...,f €)= {QEM+: |Jf dQ - Jf dM|<e, 15j5k}

1’72 k j j

{(a) Para cada MEM+, a familia W(M) tem as seguintes propriedades:
1) VeW (M), MeV;

2) UeW (M), VeW (M) = JweW (M) 43! que WCUnV,

3) VVeW (M) IWeW (M) tal que WSV e WeW(Q) VQeW,

que sdo satisfeitas por uma base de vizinangas de um ponto em

qualquer espago topoldgico.

. ~ . +
Reciprocamente, se W ¢é& uma fungdo que associa a cada MeM uma

familia W(M) satisfazendo 1) e 2), entdo a familia

g = { wer'l WeW (M) vMeW }
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. : + . .
€ uma topologia em M ; se também 3) for satisfeita, entdo W(M) é uma

base de vizinangas de M respeito da topologia 7.

Em particular, a topologia J associada a familia (W(M):MEM+} é

designada pelo nome de topologia fraca.

(b) (M+,7) é um espago de Hausdorff, ou seja:
MeM®, Ne#’ e M=N > FUeW (M) e IVeW(N) tais que UnV=¢.

Comentario: quanto a (a), é facil comprovar que para cada Met® a
familia W(M) satisfaz as condig¢des 1), 2) e 3); a reciproca, que diz como
construir uma topologia a partir de um sistema de vizinhancas de cada
ponto é uma propriedade de validade geral, cuja fundamentagdao pode ser

vista em Kelley (1962).

Ja& (b) é de verificacdo simples: sabe-se que se M e N sdo elementos
de M" e SfdM = [JfdN V¥feCL(Q,d) » M = N (Proposicdo 2.3.(b)), portanto,

dado que M#N, tem-se que: 3geCL(Q,d) tal que fgdM-JgdN = a # O,
em conseqiiéncia:
WM, g, |a|/2) n WN,g,|a|/2) = ¢.0
PROPOSICAO 2.22.
+ + -
{M ,neN}cM , MeM . Entéo:
n
M--—--- >M see M converge a M na topologia fraca.
n

Comentario: a demonstracio é conseqiéncia das definigdes.no



PROPOSIGAO 2.23.

As seguintes familias de conjuntos também s&o bases locais para a

+ .
topologia fraca J acima definida. Para cada MeM , definem-se:

F ,1=j=k,fechados em (Q,d)

2) V(M)= {VIM,F ,F_,....F ) J ,
! keN, €>0

onde

+ Q(Fj)<M(FJ)+£, 1=j=k
V(MF ,F_,...,F ,e) = {QeM ! ,
bl * lQ(Q)-M(Q) |<e

G ,1=j=k, abertos em (Q,d)

b) UM) = {UM,G,G_,....G ,€): J . ,
! keN, €>0
onde
+ Q(G >M(G )-e, 1=j=k
UM,G ,G,,...,G ,e) = {QeM ! J J
|Q(Q)-M(Q) |<e
c) Y(M)= {Y(M,Cl,Cz,...,Ck,c): keN, M(6Cj)=0, 1=j=n, c>0},
onde
+ c e
Y(M,C,C,...,C €)= {QEM bletc))-M(C ) <e, l—J—k}.

Comentario: em c¢) ndo hd necessidade de colocar explicitamente uma
condicido equivalente a |Q(Q)—M(Q)'<s, ja que ela estad embutida na
definicdo geral de vizinhanca (considere Y(M,Q,e)), como acontece na

definicdo dada em 2.21 da topologia fraca (considere W(M,1.,€); em

Q’



Billingsley (1968, p. 236) ha uma demonstracio restrita a medidas de

probabilidade, veja generalizacdo para o caso geral de medidas finitas em

2.G.o
OBSERVAGAQ 2.24.

Dadas as diversas caracterizagdes da topologia fraca dadas em 2.23 e
tendo provado em 2.22 que M——!—->M see Mn converge a M na topologia fraca

n

é bastante simples provar agora os resultados 2.8 e 2.9.

PROPOSIGAO 2.25.

(Q,d) espaco métrico, B = {borelianos em (Q,d)}, M+={medidas finitas

em (Q,d)}. Consideremos a topologia fraca 7 em n. Entdo: .
a) as medidas a suporte finito sdo densas em M+;
b) (Q,d) é separavel = (M+,ﬁ) é separavel.

Comentario: a) esta provado em Billingsley (1968, p. 237) para
medidas de probabilidade, a generalizacdo a medidas finitas é trivial

(veja 2.G); quanto a b), provaremos que se D =Q, entéo

p*={L M+,suporte(L)§D, suporte(L) finito
=\*€M" ‘atomos de L t€m massa racional

é denso enumeravel em (M+,7), veja 2.G). No capitulo seguinte (veja

Proposicdo 3.12.2)) sera provado que a separabilidade de (Q,d) implica

também que (M+,ﬂ) é metrizavel (além de separavel).o
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2.G. DEMONSTRAGOES.

Demonstracdes da Secdo 2.B.

Proposicao 2.1.

Seja (R,d) um espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)} e M uma

medida finita em (Q,B). Entio:

(a) VCeB vale que C = aderéncialC) é um G_ e que C’= interior(C) é

3

um Fo’ portanto todo conjunto fechado é um G, e todo aberto um F@;

3

(b) F fechado = M(F) = infimo{M(A): A aberto e AQF} .
e também
F aberto = M(G) = supremo{M(B): B fechado e BQG};

{c) VCeB ve>0 existem F fechado e G aberto tais que:
F<CeG e M(G-F)<e;

{(d) todo boreliano é "regular", isto é ¥CeB vale que:
- M(C)=inf{ﬁ(G):G aberto,G2c}=sup{ﬁ(F)!F fechado,FSC};

(e) M medida finita em (Q,B), ent3do M fica completamente
determinada por {M(F)! F fechado} ou equivalentemente por {M(G): G

aberto}.
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Demonstracio:

VCeB vale que C = {weQ: d(w,C)=O} = NG
neN "

onde os conjuntos Gn= {weQ! d(w,C)(n-l} satisfazem:

Gn aberto VneN,

C=n¢gG,
neN n
portanto:

c é G3 (interseccéo enumerévéi de abertos)
M(C ) = lim M(G ) (por ser M finita);

por argumentos de complementacao,

C® é um Fq (unido enumeravel de fechados)

e sendo M finita, tem-se

M(c®) = Lim M(F )

onde os conjuntos F = {wte d(w,Cc)zn_i} satisfazem:
n

F fechado VneN,
n

2.
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c’=UF;
neN n

dado que

C fechado e C=C

e que

C aberto & C = C°

a demonstracio de (a) esta completa;

dado que {b) é uma conseqiiéncia de (a), (e) é conseqiiéncia de (d); e
a finitude de M implica na equivaléncia de (c) e (d) é suficiente provar

(c):

Ve>0 3F fechado e 3G aberto

tais que FeCeG e M(G—F)<e} , provaremos

seja entido € = {CGB:

que & é uma o-algebra que contém os fechados (o que implicara que 628}:

seja entdo >0, se C for fechado (b) implica que existe uma
seqiéncia decrescente de abertos Gn tal que M{(G )--->M(C), portanto basta
n
tomar Gm tal que M(G )<M(C}+e e definir F=C e G=G , mostrando-se assim que
m m

Ce€ (ou seja provou-se que {fechados}<C);

provar que € é uma o-dlgebra equivale a provar que € é fechada para

unides enumeraveis e complementos:
seja {C ,neN}ct e €>0,
n

por definicao de €, V¥neN existem Fn fechado e Gn aberto satisfazendo
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FSCESG e M(G-F)<es2a"",
n n n
seja meN tal que

M(UF -U Fn) =M(U Fn) - M( U Fn) < g/2,

n
neEN n=m ne€N n=<m

entso F = U Fn e G=UG verificam que:
n=m neN "

F fechado, G aberto, F €U C ¢ G e M(G-F)<e,
neN n .

portanto U Cn€€ e € é fechada para unides enumeraveis;
neN

s6 falta verificar que € é fechada para complementos, mas isto é
trivial ja que:

FSCSG see G'c C°c F°

F fechado e G aberto see G'fechado e F aberto
G-F = F°-G°.o

Proposigdo 2.3.

(Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}.
(a} Sejam FeB, F fechado e £>0,

existe um; funcao feUCL(Q,d) tal que:

0=f=<1, f/F=1 e f/{weRi d(w,Fl)ze} = 0;

(b) M e N medidas finitas em (Q,B), entio:
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1
=

JfdM = JfdN VfeUCL(Q,d) = M
Demonstracao:

. Observe-se que se C¢¢, entdo g(w) = d(w,C) é uniformemente continua,

ja que, em conseqiiéncia da desigualdade triangular:
d(w,C) = d(w,Tt)+d(1,C) e d{(1,C) = d(1,w)+d{w,C),
e portanto
|d(w,C)-d(7,C)| = dlw,T).

Agora, se A e B sdo dois conjuntos fechados de Q tais que AnB=¢,

entao f:{3-—->R definida por:
f(w) = d(w,B})/[d(w,A)+d(w,B)]
satisfaz
0=f=1, f/A=1, £f/B=0 e f é continua,

(a continuidade decorre do fato de ser f quociente de fungdes

continuas com denominador nio nulo);

além disso, acrescentando a hipdtese de que d(A,B}>0, tem-se que f é
uniformemente continua, ja que o numerador d{(w,B) é uniformemente continuo

e o denominador d(w,B)+d(w,A) = d(A,B)>0;

o resultado (a) é conseqgiiéncia do acima exposto, ja& que basta tomar
A =F e B = {(we: d(w,F)ze} e observar que A é fechado (por hipdtese), B &

fechado (pois d(w,F) é continua) e verificar que d(A,B)ze>0;

2.24



devemos agora provar (b), sejam entdo M e N medidas finitas em (Q,B)

tais que:
JfdM=ffdN V{:Q--->R uniformemente continua e limitada,
seja F um fechado fixo, consideremos:
fn(w) = d(w,Bn)/[d(w,F)+d(w,Bn],
onde B ={weRid(w,F)zn""}

e sendo que as f s3o uniformemente continuas e limitadas por (a), a
n

hipétese assegura que
Jf dM = ff dN VneN, o
n n
mas também

0=f =1, e VweQ vale que lim f (w) = 1_.(w),
n n F

n

(onde 1_ é a fungdo caracteristica do conjunto F),

F

portanto, pelo teorema de convergéncia dominada, tem-se que:

M(F) = f1 . dM = 1im Jf dM = lim Jf AN = J1_dN = N(F);
F n" ' n n"n . F

este argumento vale para todo conjunto fechado F,ou seja, que M e N
coincidem no conjunto dos fechados, portanto, pela proposigdo anterior M =

N em B.o
Proposicgao 2.5.

(Q,d) espago métrico separavel e completo,



B={borelianos de (Q,d)},

M uma medida finita sobre (Q,d),

entdo: M é tight.

Demonstracgao:

seja €>0, provaremos que BKC compacto com M(K)>M(Q)-¢;
se we e r>0 seja Bl(w,r) = {t! d(w,1)<r},

se neN vale que Q = U B(w,n-l),
well

sendo  métrico, Q separavel equivale a que Q tem base de abertos
enumeravel e portanto Q tem a propriedade de Lindeloff (i.e. toda

cobertura de Q por abertos tem uma subcobertura enumeravel),

entdao existe uma seqiliéncia {}f} € Q tal que Q <U B?, onde B? =
j J j
JEN

B(w?,n—l), se ja jn tal que M{ U Bj} > M(Q)-e/2";
J=)
n

o procedimento acima pode ser feito VneN, neste caso o conjunto

n

J

L =n UB

satisfaz M(L°)>M(Q)-¢,
€ €
neN ijn

além disso, L8 é totalmente limitado, portanto, sendo (Q,d)

completo, K = aderéncia(l._) é compacto,
€ €
por outro lado, M(K€)>M(Q)‘C.D

Demonstracdes da Secédo 2.C.




IfdMn= Mn(Q)fod(Mn/Mn(Q))-——->M(Q)xffd(M/M(Q)) = [fdM;

Lema 2.11.

a) {M } <M, Mem® e M(Q)#0, entsdo:
n|neN

b) M--Y-->medida nula see M (Q)--->0.
n
a) seja M;—!——>M, onde M(Q)=0:

por outro lado

Ifd(Mn/Mn(Q))=(Mn(Q))-lffdMn-———>(M(Q))-lffdM=Ifd(M/M(Q));

reciprocamente, se e

b) na parte inicial da demonstracdo de a) provou-se que se M

M-—Y__ M > M (Q) = J1_dM -“-->J1_dM = M(Q),
n Q n Q

entao tem-se que

n

> M (Q)-—-->M(Q), em particular se M é a medida nula tem-se que Mn(Q)———-
n

>0;

reciprocamente se M (Q)--->0:
n

2.
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|SfaM | = J|f]|aM = (supremo |f(w)|)an(Q)——->0 = [fdo, onde O
weQ

denota a medida nula.o
Proposigédo 2.12.

(R,d) espago métrico, B = {borelianos 'de (Q,d)}, Mn e M medidas
finitas em (Q,B). Sejam Mnh_l e Mh' as medidas finitas definidas nos

borelianos de R por
-1 -1 -1 -1
Mnh (B) = Mn(h (B)) e Mh "(B) = M(h "(B)).
Nestas condigdes:
M -¥->P see M h™'-%->Mh"}, vh:(Q,q)-S22tinu2_ >(R,e).
n n ' 1 a
Demonstragao:

(=) sera provado que

VF fechado em R vale que lim supnMnh—l(F) < Mh (F);

h continua e F fechado » h™ (F) fechado em (Q,d), e, dado que por

hipétese Mn——g—->M, tem-se que:
lim supnMn(h‘l(F)) < M(h"HF)),

o que significa que

-1

lim supnMnh-l(F) < My (F);

(=) se h:(Q,d)EgEElEEE>(R,e), provaremos que [hdM -->[hdM,
n

limitada
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dado que Mnh-l—y-—>Mh_1, vale que

VfeCL(Q,d) ffdMnh'l—-——>J‘fth'1 :
ou seja que
VfeCL(R, e) I(foh)dMn————>I(foh)dM,

dado que h é limitada, 3 k>0 tal que sup{]|h(w)|iweQ}=k, seja entido

fk definida por:

fk(t) = max{min{t,k},—k} = mih{max{t,—k},k},

fkeCL(R,e) > kah = h satisfaz

Proposigao 2.13.
(Q,d) espago métrico, B(Q,d) = {borelianos de (Q,d)}, M= {medidas

finitas sobre (Q,B)} e seja U subfamilia de B(Q,d). com as seguintes

propriedades:
1) Qel,
2) AelU, BelU = AnBelU,

3) V aberto em (Q,d) > 3{U ,neN}<U tal que V =U u.
n
neN

Nestas condigdes, U é uma classe limite determinante, ou seja, se

{Mn:neN} c M e MeM+, vale que:
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limM (U) = M(U) VUeU = M ---—- >M.
nn n
Demonstracgao:

Dado que por hipétese U é fechada para intersec¢des finitas, tem-se

que:

1 1
M ( UUj): IMU)-TMUAN) +IM (UintnUk) - ..

n
i=1 i=1 i<j«1 i<j<k<l

1 1

—-->Y M(U ) - ¥ M(U NU ) +ZM(U‘nU,r\Uk) - ... =M(Uu),
i=1 0 i<g<l j<j<k<l’ j=1 3

ou seja, U é também fechada para unides finitas.
Seja agora G aberto e £>0, 'y

por hipétese, existe {Uj:jeN} € U tal que G =U Uj, entio:
jeN

ImeN tal que M({ UU ) > M(G)-¢g,

3=

em conseqiiéncia da afirmagdo da linha anterior e do fato de U ser

fechada para unides finitas:

MG)-e < M(UU) = 1imM (Uu) = 1lim infM(UU) = lim
J nn . ] nn )
j=m j=m j=m
inf M (G),
nn
ou seja:

VG aberto Ve>0 tem-se que M(G)-g£ =< lim inf Mn(G),
n

que por sua vez implica:



VG aberto tem-se que M(G)-e¢ = lim inann(G);

dada a Proposigdo 2.9 e a afirmag¢do da linha acima, para provar M --
n

¥__>M falta verificar que Mn(Q)—-—>M(Q), que ¢é imediato pois QeU

(propriedade 1)).o

Demonstracdes da Secdo 2.E.

Proposigao 2.20.

Sejam (R,e) o espago métrico onde R = {numeros reais} e e a métrica

B = {borelianos de (R,e)} e M= M+(R,e) = {medidas

euclideana wusual,

finitas sobre (R,B)}. Nestas condigdes, se {Mn:neN} [« M+, MeM+, e {Fn:neN}

e F sdo as respectivas fungdes de distribuigdo, tem-se que:

F (t)--—->F(t) Vt ponto de continuidade de F

M ——!—>M see n e
n F_()-==>F ()

Demonstragao:

() pela Proposicdo 2.9,

M -—-Z-- >M see limnMn(A) = M(A) VA tal que M(S8A)=0,

dado que:

M(5(-w,t])=M{t}=limite F(s)-limite F(s)=F(t)-limite F(s)
s—=>t, s>t s-->t, s<t s-->t, s<t

t é ponto de continuidade de F = M(8(-w»,t]) = O,

portanto, M ——y——>M; t ponto de continuidade de F e a Proposigdo 2.9
n

implicam que:



M (-0, t]-——->M(-,t],
n
ou seja, se t é ponto de continuidade de F,
F (t)-—---—>F(t);
n
finalmente, dado que 8(Q) = ¢ e que M ——-->M,
n
F (o) =M (Q)-—->M(Q) = Flw);
n n

(¢) se B denota a familia dos borelianos de um espago métrico Q, M e

Mn,neN medidas finitas sobre B e USB a Proposigido 2.13 afirma que:
se U satisfaz
15 Qel,
AU, BelU =» AnBell,

3) V aberto em (Q,d) = 3{Un,neN}Sil tal que Vv =U u.
neN

entdo:
U é classe limite determinante,ou seja, que
limM (U) = M(U) YUed 5 M --——— >M,

nn n

sejam entdo B={borelianos de R}, Mn e M medidas finitas sobre, F e
n

F suas respectivas funcdes de distribuigdo, por hipdtese
F (t)--->F(t) VYt ponto de continuidade de F e Fn(m)—->F(w),
n

provaremos que Mn——y——>M utilizando a Proposigao 2.13;
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seja U = {(a,b]: aeR, beR, a<b, M{a}=M(b}=O} v {R,¢},

verifiquemos que U satisfaz as condigdes de 2.13:
1) Q=RelU por definigio,
2) (a,bln(c,d] = (max(a,c), min(b,d)],

3) provar que todo aberto de R é unido enumeravel de conjuntos de U
equivale a provar que todo intervalo aberto é wunido enumeravel de

elementos de U,

(a,b) =U (a, b ], onde os extremos a e bn sdo escolhidos de tal
nGN n n n

forma que
-1 -1
a<a <a+n e b+n <b <b,
n n

a escolha ¢é possivel, pois sendo M finita existe no maximo uma
quantia enumeravel de conjuntos disjuntos com medida estritamente
positiva, Jja que VneN existe apenas um numero finito de conjuntos

disjuntos de medida maior que 1/n e

{AGB: M(A)>O} =y {AGB: M(A)>1/n};

neN

falta apenas provar que Mn(U)——*>M(U) vUeU:
seja U={a,b], onde a<b e M{b} = M{a} = O,

por hipétese: F (b)--->F(b) e Fn(a)—-—>F(a),
n
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entao,
Mn(U) = Fn(b)-Fn(a)-——>F(b)—F(a) = M(a,b],
se U=¢, VneN Mn(¢) = M(¢) = O,

se U=R, por hipdtese temos que Fn(m)—--—>F(w), e dado que Fn(m) =

Mn(R) e F(w) = M(R), tem-se que Mn(R)————>M(R).D

Demonstracdes da Secao 2.F.
Proposigao 2.22.

{Mn,neN}§M+, MeM' . Entso:

M —-=-- >M see M converge a M na topologia fraca.
Demonstracgao:
seja Mn—-y——>M, consideremos W(M’f1’f2""’fk’€)’ onde €>0 e

f eCL(Q.d), 1=j=k,

K
dado que W(M’f1’f2""’fk’€) =j01W(M,fj,e), para provar a

convergéncia de Mn a M na topologia fraca basta provar que:
dado €>0 e feCL(RQ,d) 3no tal que nzno > M eW(M,f,¢e),
- n

) . c s w
0 que é verdadeiro, dado que por definicao de ----- > deve ocorrer

que IfdMn—~——>ffdM;

reciprocamente, seja feCL(Q,d) e £>0,
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dado que por hipétese M;———>M na topologia fraca,
3no tal que nzno = MneW(M,f,e),

equivalentemente

Ino tal que nzno = |IfdMn—IfdM|<e.D

Proposigao 2.23.

As seguintes familias de conjuntos também sdo bases locais para a

topologia fraca 7 acima definida. Para cada MEM+, def inem-se:

F ,1=j=k,fechados em (Q,d)
a) V(M)= {V(M,F ,F_,...,F &) J ,
keN, £>0

onde

+ Q(F )<M(F )+e, 1=j=k
V(M’F1’F2""’Fk’€) = {QeM ! J J :
|Q(Q)-M(Q) |<e

G ,1=j=k, abertos em (Q,d)

b) UM)= {UM,G ,G,,...,G &)} J ,
keN, £>0
onde
+ Q(G )>M(G )-e, 1=j=k
UM,G,G,,...,G ,€) = {Qeh’: J J
. lQ()-M(Q) | <e
c) Y(M)= {Y(M,cl,cz,....,ck,e): keN, M(6Cj)=0, 1=<j=n, £>O},
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onde
+ .
Y(M,Cl,CZ,...,Ck,e)‘T {QGM . |Q(Cj)—M(Cj)|<e, 1-Jsk}.

Demonstragao: sera provada a equivaléncia dos trés sistemas de
vizinangas acima ao da topologia fraca W(M) da seguinte forma: V equivale

a W, V equivale a U e V equivale a Y;

1) V equivale a W, parte W»V,

onde a notagdo W»V significa que o sistema de vizinangas de W é mais

fino que o de V,ou seja, que ¥YVel (M) IWeW (M) tal que WcV,

K
dado que V(M’F1’F2""’Fk’€) =nV(MF _,e) , é suficiente considerar
j
3=1

V = V(M,F,e):

pela Proposicido 2.3, dado n>0 3fneCL(Q,d) tal que fnsl em F, anO em

{w! d(w,F)zﬁ1 } e Oan(w)sl Vwel,

se G ={w! d(w,F)<n’ ) vale que G <G e que F =n G (veja 2.1),
n n+l n neN n

se ja neN escolhido de tal forma que M(G )<M(F)+e/2,
! n
€ facil verificar que:

WM, f,1_,e/2)SV(M,F,e);

Q’

ve jamos agora que V»W:
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k
dado que W(M,fl,fz,...,fk,s) =N W(M,fj,e) sera considerado apenas
j=1

W=W(M,f,e),
também, para facilitar a notagdo, serd suposto que
YweQ 0<f (w)<1,

o que ndo implica perda de generalidade, ja que VfeCL(Q,d), se

a<inf{f(w) weQ} e b>sup{f(w)!wel} tem-se que g=(b-a)-1f satisfaz:
geCL(Q,d) e 0<g<l em Q e W(M,g,e) = WM, f, (b-a)e)),

seja entdo W=W(M,f,e) com O<f<1:

sejam 6>0 a determinar posteriormente e keN tal que k—1<6, defina-se
Fj={w. f(w)=jsk}, 0=j<k (entio, F0=Q e Fk=¢),
considere-se agora
V(M,F ,F ,...,F ,8),
1’72 k

se Y denota unido disjunta, dado que 0<f<1, tem-se que:

k
Q=Y {w: (j—l)/ka(w)Sj/k} ,
j=1

ap6és algumas simplificacgdes

k
vQen® vale Q(F ) = JfdQ < kQ()+k 'Y QF ),

1 j=1

I~ =

b]

portanto, VQeV(M,Fl,Fz,...,Fk,S) vale que
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k
JfdQ < kK Q) +k ' ¥ (M(F )+3] < K 'Q(Q)+SfAM+3,
j=1

e como k<3 e QeV(M,F,F ,...,F ) » QIQ)<M(R)+3,
VQeV(M,F ,F_,...,F ,8) vale J[fdQ < JfdM+8(M(Q)+s+1),

portanto basta escolher 8>0 tal que 62+6(M(Q)+1)<c, O que sempre é

possivel, ja que h(8) = 5%+8(M(Q)+1) é continua, h(8)>0 se 8#0 e h(0)=0;

a desigualdade [fdQ > JfdM-¢ demonstra-se argumentando de forma

similar com 1-f em lugar de f;

2) V equivale a U, decorre da seguinte afirmagdo de verificagéo

simples:
Ve>0 VF fechado em (Q,d) e VG aberto em (Q,d) vale que

V(M,G°,e) € U(M,G,2¢) e UM,F°,e) € V(M,F,2¢);

3) V equivale a Y, parte V»Y,
é conseqiiéncia da equivaléncia entre V e U e da afirmacio:

se M(3A) = O tem-se que: V(M,A ,e) | UM, A°,e) € Y(M,A,e) , que

demonstramos a seguir:

M(8A)=0 > M(A®)=M(A)=M(A ),



portanto, dado que sempre Q(A)=Q(A ) e Q(A)=Q(A®)), se M(3A)=0 vale

que:

{Q:Q(A’)<M(A")+e}n{Q:Q(A°)>M(A°)+c}

ou seja, finalmente, se M(SA)

[a}

{Q:lQ(A)—M(A)I«:} ,

0 tem-se que:

VIM,A ,e) UMM, A, e) € Y(M,A,e) ;
falta ver que V«Y:

utilizaremos o seguinte resultado:

sejam M uma medida finita em Q e {AA}AEI uma familia de subconjuntos
mensuraveis de Q tal que:

V{A,T)elx] AzT > AAnAT=¢

entdo JESQ, E enumeravel tal que M(AA) = 0 VAeES

(VNeN a finitude de M implica que {A:M(AA)>n'1} ¢ finito, em

conseqiiéncia {A:M(AA)>0}= U{riM(A
neN

A)>n-1} é enumeravel);

para qualquer conjunto F, seja Av={w:d(w,F)=v}, vz0,
os AVGB (sdo fechados) e satisfazem v#T = AvnAT=¢,
também 6(Fv)9{w:d(w,F)=v}=Av,

entdo, dado o resultado acima:
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3v>0 tal que M(8(FV))=0 e M(F")<M(F)+e,
portanto,

dados F fechado e €>0 3v>0 tal que:
{Q:|Q(FY)-M(F") |<e} € {Q!Q(F)<M(F)+2¢e}.0
Proposigédo 2.25.

(Q,d) espago métrico, B = {borelianos em (Q,d)}, M+={medidas finitas

em (Q,d)}. Consideremos a topologia fraca J em #*. Entio:

. .. ~ +
a) as medidas a suporte finito s@o densas em M ;

b) (Q,d) é separavel = (M+,7) é separavel.

Demonstracéo:
a) sejam KkeN, Gl’Gz""’Gk abertos em (Q,d) e €>0, considere-se a
partigao finita gerada por G1’G2""’Gk’ isto é a familia de conjuntos:

* * »* * * c
d=4 GnG_...nG I G=G ouG =G, 1<jsk ;
1 2 k i i J

se 4 = {A1’A2""’Am}’ para cada i, 1=i=m, escolhe-se um ponto

qualquer wieAi e define-se LeM’ por:

L =

i

M(Ai)x1 |
w
1 i

I e =

onde 1w é a medida de probabilidade com massa 1 em w_,
1
i

2.40



dado que L(Al) = M(Ai), 1si=m = L(Gj) = M(GJ), 1sj=<k, tem-se que
LeV{M,G ,G_,...,G ,e),
1’72 K

dado que #(suporte L)SmSZk e que, em espagos métricos qualquer ponto

é fechado (portanto boreliano), o resultado esta provado;

b) sejam (Q,d} separavel e D denso enumeravel em (Q,d), na

demonstragao anterior foil provado que o conjunto:
+ . .. . +
D = {LeM \ suporte(L) é f1n1to} é denso em M ,

seja agora

. _ +, suporte(L)<€D, suporte(L) finito
D* = {LeM | . . ,
atomos de L tem massa racional

é claro que D* € D e que D* é enumeravel,
provaremos que
D € (D*) (ou seja que D* é denso em D),

o que implicarid (dado que D = M+) que D* é denso em # e portanto

que M+ €& separavel (ja que D* é enumeravel);

para facilitar a demonstragido de "D ¢ (D*) " -utilizaremos

ferramentas e resultados do capitulo seguinte:

consideremos a métrica de Prohorov definida no espaco M+por M(M,L) =

inf{oo: M(B)<L(B%)+e A L(B)=M(B%)+e VBEEB},
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onde BY = {weQ! d(w,B)<e}
(para maiores informagdes veja Definicdo 3.1),

provaremos que D* é Tl-denso em D e, dado que a Proposicio 3.4
+
garante que T induz em M uma topologia mais fina que J, teremos entdo que

D* é J-denso em D;

consideremos AN SN A, S S ¢ elementos de Q,
1 2 n 1 "2 n

r ,r_,...,r ,ql,qz,...,qn reais positivos e T definido por:
n
T = max { max{d(wj,yj):lsjsn} , n.max{|r -q |i1=jsn} },
i
sejam M e N as medidas definidas por:

M=
J

i
[

n
1 , = .
M5 Hw ) N=Xq 1(7.}
j = j
se €>T = € > max{d(wj,yj),lsjsn), entio:

wjeA > yjeAc, 7jeA = wjeAe, 1=<j=n,

portanto
n n
= < .
M(A) .Z rj'l(w.GA} .Z rj 1(7.eA€}
j=1 3 j=1 3
e
n n

N(A)=‘Z qj.l{z‘eA} = .Z qj.l{w.EAc);
j=1 )] 1 j
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por outro lado, também e>T = c>n.max{|rj—qj|:15jsn},

portanto
n n e
LTy aafy = L1, qfyte = N(AT)ve
=1 | J=1 j
e
n n

yr = M(A%)+e,

J‘.1{(‘).6‘(“2:}4-8
1 J

em conseqiéncia

e>T » M(A)=N(A%)+e e N(A)=M(A®)+e,
que por sua vez implica que
NI(M,N)=t, por definicgdo de T;

finalmente, seja €>0 fixo e consideremos uma medida qualquer MeD, M

n
é da forma: M=%Yr .1 , com w €Q, r real, r >0, 1=j=n,
= {w} j j J

n
N = glq .1{7J;, com zjeD e qj racional, qj>0 1=j=n,

de tal forma que

T = max { max{d(wj,yj):lstn} , n.max{lrj—qj]:ISJSn} }
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satisfaz © < ¢ (pois D =R e {racionais} = {reais}),

pelas consideragdes anteriores

M{M,N)=t, portanto D* é& Tl-denso em D.o
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CAPITULO 3
A DISTANCIA DE PROHOROV E

A METRIZACAO DA TOPOLOGIA FRACA.

3.A. INTRODUGAO E RESUMO DO CAPITULO.

Todo este capitulo estd dedicado a um importantissimo trabalho de
Prohorov de 1956 (ver referéncias), do qual mencionaremos alguns dos

principais resultados a seguir:

se jam:

(Q,d) um espaco métrico separavel e completo,

B = {borelianos de (Q,d)},

M+(Q,B) = {medidas finitas sobre (Q,B)}, e
inid M+ +

Hd definida em M xM por:

my(M,L) = inf {€>O: M(B)<L(BE)+e A L(B)=M(B%)+¢ VBefB}

onde B= {weQ! d(w,B)<e}.



nestas condigdes:
1) Hd é uma distancia (hoje conhecida como "métrica de Prohorov")
que metriza a topologia fraca J (definida em 2.21) no espago M+, isto é a

topologia induzida por Hd em M+ é a topologia T;
2) o espacgo métrico (M+,Hd) ¢ também separivel e completo;

3) seja N subconjunto de (M+,Hd)

N é tight
N é relativamente compacto see e ,
sup{M(Q) ‘MeN }<w

portanto, se ¥ € ¥, compacidade equivale a tightness.

Em particular, mediahte a utilizacgdo do resultado 3) acima, Prohorov
+
caracterizou os subconjuntos compactos de (M ,Hd) nos dois casos classicos

seguintes:
i) Q =cClo,1] = {f:[0,1]52233353>(R,e)}, d é a métrica sup,

com discontinuidades

ii) Q@ = Df0.1] = {f:[O,l] ———————————————————— >(R,e)}, sendo d a

da primeira espécie

métrica de Skorohod.

Todos estes resultados, com excepcdo dos dois casos particulares
acima referidos, serao provados aqui, inclusive com maior generalidade que

Nno resumo acima.

Na Secdo B abordaremos o caso em que Q = R, o conjunto dos numeros
reais, d = e, a métrica euclidiana usual e B sdo os respectivos conjuntos

borelianos. Neste caso sera definida a métrica L de Levy em (M+((R,B),L) e
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provado L metriza a topologia fraca (posteriormente, os resultados da
segdo D implicardo que a topologia fraca em‘M+(R,B) é também separavel).
Também sera provado aqui que (M+((R,B),L) € um espaco métrico completo,
fato que serd utilizado posteriormente na Segdo E na demonstragdo da
completitude (M+(Q,B),Hd), onde (Q,d).-é um espago métrico separavel e
completo e Hd a métrica de Prohorov. As demonstragdes desta secdo sido

nossas.

Na Segdo C serd definida a métrica de Prohorov T num contexto muito
mais geral do que no caso anterior de L. Com, efeito, T pode ser definida
no conjunto M+(Q,B), onde (§,d) é um espaco métrico qualquer. Entretanto,
Prohorov definiu sua .métrica certamente tomando a idéia essencial da
métrica de Levy, dai a importancia de L. Serdo tratadas varias definigdes

equivalentes de 1II, e algumas de suas propriedades a respeito das

aplicagdes:
R+><.M+—-——>M+ definida por (A, M)———->2M, e
M xM —-=->#" definida por (M, N)=—-—>M+N.

As demonstragdes deste segido sdo nossas, com excegdo da Proposigdo
3.9., parte c), que é uma adaptagdo da demonstragido de Huber (1981), que
foi feita para medidas de probabilidade. Alguns autores (por exemplo
Huber, 1981) utilizam a definicido alternativa da métrica de Prohorov dada
na Proposigido 3.9b), por esta causa e também para facilitar a comparacgio
com a métrica de Levy no caso Q = R, fol demonstrada a equivaléncia entre

a definicdo original de Prohorov (que figura em 3.A) e a versdo de Huber.



Na Secdo D sera provado que a topologia induzida por T em M & mais
fina que a topologia fraca e que as duas topologias sdo iguais quando
(M+,7) (J=topologia fraca) satisfaz o primeiro axioma de numerabilidade,
isto é, quando existe base enumeravel de vizinhangas de qualquer ponto em
(M+,ﬁ). Também provaremos aqui, que a separabilidade de (Q,d) equivale &
separabilidade de (M+,H), e portanto implica na metrizabilidade de (M+,H)
(j3 que em espagos métricos separabilidade equivale a existéncia de base
enumeravel de abertos, propriedade que em qualquer espago topolédgico

implica o primeiro axioma de numerabilidade).

As demonstragdes deste segdo sdo adaptagdes das de Billingsley
(1968, Apéndice 1III), que s@do restritas a medidas de probabilidade. A

iﬁfroducéo da equivaléncia c) na Proposigdo 3.12 é nossa e ela implica que

a separabilidade de (M+,H) equivale a do seu subespaco (¥,1/%), onde

F={MeM ! M(Q)=1}.

Na Secdo E provaremos a completitude de (M+(Q,B),H)) sob a hipétese
de completitude de (Q,d). Neste caso, também serdo caracterizados os

subcon juntos relativamente compactos de (M+(Q,£),H)).

As demonstra¢ées nesta se¢do sdo essencialmente devidas a Prohorov
(1956). A Proposicgdo 3.16. parte a) e o Lema 3.20 estido apenas enunciados

em Prohorov, as demonstragdes sio nossas. A Proposicgdo 3.22 é nossa.
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3.B. MEDIDAS FINITAS NOS BORELIANOS B de (R,e). A METRICA DE LEVY

L EM #*(R,B). COMPLETITUDE DE (#*(R,B).L),

DEFINICAO 3.1.

Sejam R o conjunto dos numeros reais, e a métrica euclidiana usual
em R, B = {borelianos de (R,e)} e M+(R,B)={medidas finitas em (R,B).

Define-se L:M+><M+—-—>R+ por:
L(P,Q) = inf {e>0: G(t-c)—CSF(t)SG(t+€)+e, VteR},

onde PeM+, Q€M+ e F e G sdo as respectivas fungdes de distribuigao

gveja 2.19);
a fungdo L assim definida é conhecida como a "métrica de Levy".

PROPOSICAO 3.2.

a} a métrica de Levy L definida em 3.1 é uma distancia propriamente

dita em M+, isto é, L satisfaz:
L=0,
L(M,L)=0 see M=L,
L(M,L)=L(L,M),
L(M,N)<L(M,L)+L(L,N);

além disso vale que L(M,L) s maximo{M(Q),L(Q)}, portanto se Me¥, Le&¥

> LML) = 1;
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b) L pode ser alternativamente definida por:

L(P,Q) = inf {e>0: P(A)SQ((A€)~)+£ A Q(A)SP((A€)~)+€ VAed}, onde

£={A§R: JaeR tal que A = (—m,a]} e (A)~ ={weQ! e(w,A)=e}.

PROPOSICAO 3.3.

Seja L a métrica de Levy definida em 3.1, entéo:

a) L = K, onde K é a distancia de Kolmogoroff:

K(M,N) = sup (lF(t)-G(t)l: teR},

F e G sdo as respeétivas fungdes de distribuigdo de M e N;

b) se He € a métrica de Prohorov definida em 3.8 e e é a métrica

euclidiana usual em R, vale que
L = He, além disso existem P e Q em M+ tais que: L(P,Q) < He(P,Q).
PROPOSICAO 3.4.

Se B = {borelianos de (R,e)}, a métrica de Levy L induz a topologia

fraca 9 em M+(R,B).

Comentario: posteriormente, na Seg¢do 3.D, provaremos que neste caso
também a métrica de Prohorov He induz J, sendo portanto ambas métricas

equivalentes.o
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DEFINICAO 3.5.
(2,7) espago topolégico, B = {borelianos de (Q,7)}, M= {medidas

finitas sobre (Q,B)}, N§M+.

N é tight b&F Ve>0 3 K8 compacto tal que N(K;)<c VNeX.

PROPOSIGAO 3.6.

Consideremos a métrica de Levy L definida em M+(R,fB), onde B =

{borelianos de (R,e)}. Seja {Mn: néN} ¢ M+(R,B).
Se {Mn: néN} for uma seqiéncia de Cauchy a respeito de L, entio:
a) {M ) neN} é tight; b){Mn(Q): neN} é Cauchy em R.
n

Comentario:

a idéia da demonstragiao é simples: ja que todas as Mn sdo tight,
dado p>0, existe para qualquer uma das Mn um compacto K=K{(p,n) tal que
Mn(K(p,n))c<p; pelo fato de (Mn,neN} ser uma sequéncia de Cauchy ¢é
possivel escolher um ko apropriado de tal forma que vnzko
Mn(K*(p,ko))°<h(p), onde K*(p,ko) € um compacto obtido mediante uma
expansio de K(p,ko) e h(p) é alguma funcdo continua e positiva de p com
h(0)=0; restam ainda as medidas {Mn,n<ko}, mas estas s3o em numero finito

e todas sao tight;

este resultado implica que toda seqiiéncia He—Cauchy também é tight,

ja& que toda seqiiéncia He-Cauchy é necessariamente L-Cauchy (dado que L =

He, por 3.3.b).o



PROPOSIGAO 3.7.
Sejam B = {borelianos de (R,e)} e L métrica de Levy em M+(R,.‘B).

Entdo o espago métrico (M+(R,B),L) é completo.
Comentario: o teorema de selegdo de Helly que afirma que:

“sejam F = f:R___ggg_égggggggzg__>R , {F :neN}eF, X e A’ reais tais
continua a direita n

que AsF (t)=A’ VteR VneN,
n

nestas condig¢les existem uma subseqiiéncia {F imeN} e uma FeF tais
m

que:
- A=F(t)=A’VieR,
- lin%F (t)=F(t) Vvt ponto de continuidade de F".
n

A versdo do teorema de selegdo de Helly aqui utilizada é levemente
mais geral que a que aparece em Billingsley (1968, Apéndice II, p, 226),
em que A e A’ acima sao 0 e 1, respectivamente. Entretanto a demonstracio

de Billingsley permanece valida, ja que ela estd baseada em dois fatos:

i) toda FeF identifica-se a (F{(q)iqg racional)eR”, fato claramente

valido na versao Billingsley e na nossa,

ii) o critério de compacidade em R”: seja r = (rj:jeN) um ponto de

Rw, entdo A é compacto see VjeN {r ireA} é um conjunto limitado de R, que
J

obviamente funciona em ambas as versodes.

A demonstracdo desta proposicdo estard baseada no teorema de Helly:

se (Mn:neN} for uma seqiiéncia em M+(R,B), a seqliéncia {Fn:neN} das
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respectivas fun¢des de distribuigdo estd contida em F; se a seqiliéncia for
L-Cauchy necessariamente supnsup(an(t)I:teR}<m, portanto o teorema de
Helly garante a existéncia da subseqiiéncia Fm e da FeF de tal modo que
linLFm(t)=F(t) vVt F-ponto de continuidade. Provaremos que a funcido de
conjunto M definida por F é& wuma medida e que Mm ————— >M; dado que

(M+(R,B),7) € um espago de Hausdorff isto implicara que .M ----- >M.o
COROLARIO DAS PROPOSIGOES 3.4, 3.7 e 3.12.
(M+(R,B),He) é completo.
Comentario: o resultado decorre de 3.7 e dos fatos:
i) L = He’ entio (Mn:neN} He—Cauchy > {Mn:neN} L-Cauchy,

ii) L e He induzem em M+(R,B) a topologia fraca J (veja proposicdes

3.4 e 3.12), portanto:
{Mn:neN} é He—convergente see {Mn:neN} é L-convergente.

Na Segdo 3.E serd generalizado o resultado acima, provando-se a
completitude de (M+(Q,B),Hd), onde (Q,d) é um espaco métrico separavel e

completo e B = {borelianos de (Q,d)}.o

3.C. MEDIDAS FINITAS NOS BORELIANOS B DE UM ESPACO METRICO QUALQUER

(Q,d). A METRICA DE PROHOROV EM M+(Q,B),

DEFINICAO 3.8.



Se jam:

(Q,d) um espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M+=

finitas ndo negativas sobre (Q,B)};

nestas condicdes define-se le:M+><M+——-—>R+ por:
Ud(M,L) = inf {s>0: M(B)<L(B®)+e A L(B)=M(B%)+e VBEB}

ou equivalentemente por:

inf{e>0! M(B)sL(B®)+e VBeB}
Hd(M,L) = max
inf{e>0! L(B)=M(B®)+c VBeB}

3 .

onde em todos os casos B°= {weQ! d(w,B)<e},

e também por
ML) = inf{e>0: M(B)=L((BS)~)+c A L(B)=M((B%)~)+e VBEB},
onde (B®)~ = {weq! d(w,B)=e};

ﬂd assim definida é uma distancia.

{medidas

Se as medidas M e L tém a mesma massa total, ou seja, se M(Q)=L(Q),

o primeiro conjunto de desigualdades implica o segundo e vice-versa,

portanto

myM,L) = inf{e>0: M(B)=L(B%)+e VBEB}

e também T (ML) = inf{c>0: L(B)=M(B%)+¢ VBGB} ,
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Quando ndo houver duvidas a respeito do espago (Q,d) original, Hd

poderd ser denotada simplesmente por II.

Dada a regularidade das medidas finitas definidas nos borelianos de
um espago métrico (Proposicdo A.1.1), em todas as férmulas precedentes da

definicdo de T "vBeB" pode ser substituido por "VB fechado".

d

Estas afirmagSes a respeito da métrica de Hd’ conhecida como

"métrica de Prohorov", serdo formalmente demonstradas na seguinte

proposicao.
PROPOSIGAO 3.9.

Sejam (Q,d) um espago métrico, B = { borelianos de 1Q,d)},

+_ [ medidas ndo negativas } _ +, _ -
e { definidas em (Q,B) e ¥ {FEM . F(Q)—l}. Ent3o:

a) a métrica de Prohorov é uma distancia propriamente dita, isto e,

H=Hd satisfaz:
=0,
M(M,L)=0 see M=L,
MM, L)=1T(L,M),

M(M,N)=<T(M,L)+I(L,N);

além disso vale que NM(M,L) = maximo{M(Q),L(Q)}, portanto se Me¥, Le¥

> M(M,L) = 1;

b) a métrica de Prohorov Hd pode ser alternativamente definida por:
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Hd(M,L) = inf{e>0! M(B)=<L((B®)~)+e A L(B)=sM((B¥)~)+e VBEB},

onde (Be)~ = {weQ! d(w,Bl=e};
c) se MeM , NeM, M(Q)=L(Q) e £>0, tem-se que:
VBeB M(B)<L(B®)+e = VBeB L(B)=M(B%)+e,

portanto na definicdo 3.8. da métrica de Prohorov o primeiro
conjunto de desigualdades implica o segundo {e vice-versa, dada a

simetria da situacgdo), que entdo pode ser dispensado;

d) na definicio da métrica de Prohorov "VBeB" pode ser substituido

por "VB fechado".
PROPOSIGCAC 3.10.

Sejam (,d) um espaco métrico, B = { borelianos de (Q,d) },

H= e e iy h # = {ren’ =1} e e 2 metrica ae
Prohorov em M+. Entido:

(a) Vaz0 V(P,Q)eM xM™: T(AP,2Q) = (Av1)T(P,Q),

(b) V 0=a=1 VP€M+ tal que P(Q)=1 vale que N(AP,P)=1-A,

(c) V(P,Q,F,G)e(#M): M(P+Q,F+G) = 2{N(P,FIVI(Q,G)};

{d) as aplicacdes: {(A,P)-—=>AP e (P,Q)--->P+Q ,

de R\ :———>mM" e de M+xM+———>M+, sdo continuas, onde as topologias

+ + - . . .
em R e M sdo a usual e a induzida por I, respectivamente.
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Comentario: no caso da topologia fraca, a continuidade das operag¢des
+ e * & um fato conhecido. O resultado aqui apresentado é um pouco mais
geral, jad que a topologia induzida pela métrica de Prohorov é sempre mais
fina que a topologia fraca. Além disso sdo de interesse as propriedades
(a), (b) e (c), que serdo utilizadas, por exemplo, na demonstracio da

Proposicao 3.22.0

3.D. SEPARABILIDADE E METRIZABILIDADE DE M.
PROPOSICAO 3.11.

Sejam (Q,d) espago métrico, B={borelianos de (Q,d}},

}, J a topologia fraca e Hd a métrica de

{-{n;' ,'35
M+— medidas nao negativas
- definidas em (Q,B)

+ ~
Prohorov em M . Entao:
1) 9 é sempre menos fina que Hd;
2) sfo equivalentes as seguintes afirmag¢des:

a) MeM+ e existe base enumeravel de J-vizinhangas de M;

b) MEM+ e M tem suporte separavel;

c) {ﬂ—vizinhancas de M} = {ﬁd—vizinhangas de M}.
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Comentario: o resultado 2) refere-se a propriedades locais, ja 1), o

corolario seguinte e a Proposi¢ao 3.12 sdo de carater global.o
COROLARIO DA PROPOSICAC 3.11.
Se jam (Q,d) espaco métrico, B={borelianos de (Q,d)},

= medidas ndo negativas
- definidas em (Q,B)

}, J a topologia fraca e Hd a métrica de
Prohorov em M+. Entao:

g é metrizavel see a métrica de Prohorov Hd metriza J.

Comentdrio: é uma conseqiiéncia de que em todo ponto de um espago

métrico existe base enumeravel de vizinhancgas, veja detonstracdo em 3.F.o
PROPOSICAO 3.12.

Sejam (Q,d) espaco métrico, B={borelianos de (Q,d)},

definidas em (Q,B)

+ { medidas ndo negativas
M= d

}, J a topologia fraca e I, a métrica

de Prohorov em M+.

Nestas condigdes sdo equivalentes as seguintes afirmagdes:
a) o espago métrico (Q,d) é separavel;
+ + . ,
b) (M ,9) = (M ,Hd) e 7 é separavel;

c) as topologias induzidas em F={MeM’ ! M(Q)=1} por 9 e Hd coincidem

e além disso ¥ é T (e Hd)—separével.



3.E. COMPLETITUDE E COMPACIDADE EM M'.
COMENTARIO 3.13.

Recapitularemos, aqui, alguns resultados e definig¢des gerais sobre

nogdes conexas com compacidade e completitude.
Seja (Y,Y) um espago topolégico, ACSY:

A U A, A.eY VYael, entio

DEF Ael AT A
A é compacto & ;

3F finito, Fc<I, tal que AS U A
A
- A€F

As seguihtes propriedades sdo equivalentes:
a) A é compacto,

b) toda rede em A tem sub-rede convergente a um ponto de A;

c) (FA)AEI familia de subconjuntos fechados de A com a propriedade
de interseccédo finita (isto é J finito, JEI 5 ] FA¢¢)’ entdo FA¢¢'
A€l Ael

A é relativamente compacto PEF A"= aderéncia(A) & compacto.

Qualquer subconjunto fechado de um compacto é ele mesmo compacto, se
o espago topolégico for de Hausdorff (como no caso dos espabos

metrizaveis) compacto = fechado.

. " - DEF oA s
A é seqiencialmente compacto & toda seqiiéncia de elementos de A

contém uma subseqliéncia convergente a um elemento de A;



portanto vale que: A compacto = A seqiiéncialmente compacto.

Seja (Y,Y) espago topolégico:

vye U A, A €Y Vael, entdo
AT A
Ael

3F enumeravel,FcI,tal que AS UAA
A€eF

(Y,Y) é de Lindeloff &

Em todo espaco de Lindeloff (Y,¥Y) s&o equivalentes:
a) A é seqliéncialmente compacto,

b) A é compacto;
esta equivaléncia vale também em espagos topolégicos metrizaveis:

com efeito, se (Y,Y) for metrizadvel e ASY o seu subespago (A,
topologia relativa) também é; também ndo é dificil provar que qualquer uma
das condig8es a) e b) acima em espacos metrizaveis implica separabilidade,
que por sua vez -sempre em espagos metrizaveis- equivale a existéncia de
base de abertos enumeravel, que em qualquer espago topolégico implica a

propriedade de Lindeloff; portanto também vale que:
{Y,Y) espaco topoldgico metrizavel, sio equivalentes:
a) A é seqiiéncialmente compacto,

b) A é compacto.

A partir daqui nosso espaco topolégico sera um espago métrico (Q,d),

e consideraremos a questdo da completitude.

Se ja (xn,nEN} uma seqiliéncia, {x ,neN}cQ,
n



{xn,neN é de Cauchy DEF

Ve>0 3n eN, tal que nzn , mzn = d{x ,x )=¢.
[} o o n m

Toda seqliéncia convergente de um espago métrico é de Cauchy. Um
espago métrico é, por definigao, completo, see toda seqgiiéncia de Cauchy
for convergente. Um subconjunto de um espago métrico completo é também

completo see ele for fechado.

A completitude ndo ¢é um - invariante topolégico, ela depende
estritamente da métrica: ja que o fato de uma seqgiiéncia ser convergente é
invariante por homeomorfismos, mas o fato de uma seqgliéncia ser de Cauchy

nao é.

Por exemplo, os conjuntos (-1,1) e R, ambos munidos da métrica
euclidiana, sdo homeomorfos ja& que h:R—-—->(-1,1) definido por
h(t)=t/(1+|t|) é um homeomorfismo. Entretanto a seqiiéncia {nineN} ndo é
Cauchy em R, mas {h(n)ineN} = {n/(n+1):neN} é Cauchy em (-1,1); é sabido
que (R,e) é completo, o exemplo acima mostra que ((-1,1),e) ndo é, ja que

a seqiéncia {n/(n+1)ineN} é de Cauchy mas ndo converge (em (-1,,1)).

(,d) métrico, se weR e 8>0 seja B(w,6)={w’:d(w,w’)<6} e ASQ, por
definicao,

A é totalmente limitado see

v8>0 3F=F(8) finito, F<Q, tal que A ¢ U B(w,8).
weF



Sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:
a) A totalmente limitado e BSA » B totalmente limitado;

b) unido finita de conjuntos totalmente limitados é também

totalmente limitado;
c) A totalmente limitado see A totalmente limitado

((2) decorre de A € U B(w ,8), CEQ (C ndo necessariamente finito) e
weC

a>0 > A € UB(w ,a+8); (&) é conseqiiéncia de a)).
weC

O seguinte resultado condensa algumas das relagdes entre compacidade

e completitude:
(Q,d) espago métrico, ASQ, sdo equivalentes:
a) A é compacto,
b) toda seqiiéncia de A tem subseqiiéncia convergente,
c) A é totalmente limitado e A é completo;
pbrtanto em (9,d) métrico, compacto implica completo.

Uma outra conseqiéncia do resultado acima é que se (Q,d} for

completo s@o equivalentes: -
a) A é compacto,
b) A é totalmente limitado;

portanto em (Q,d)} completo:
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a) A compacto see A fechado e totalmente limitado,
b) A relativamente compacto see A totalmente limitado.

Os fundamentos para provar todas as afirmagbes constantes neste
comentario podem ser encontrados em 1livros de topologia geral, por

exemplo, Kelley (1962).

A respeito do caso particular que nos ocupa, optamos aqui por seguir

a linha de Prohorov, provando em primeira instancia a completitude do
. . + . .

espaco métrico (M ,Hd) e caracterizando posteriormente os seus

subconjuntos compactos mediante a utilizagdo dos resultados imediatamente

acima.

Um outro caminho ©possivel seria —caracterizar os conjuntos
relativamente compactos, provar que as seqiiéncias de Cauchy s3o

relativamente compactos e dai concluir a completitude.

LEMA 3.14.

completo
Sejam (Q,d) um espago métricd, B = { borelianos de (Q,d) },

+ medidas finitas nio +
= [ .
A { negativas em (Q,B) }’ e N M:

Ve>0 ¥8>0 IFeQ, F=F(e,8) finito,

¥ é tight see ,
tal que WYMeN M(( U B(w,a))°]<e
weF

onde B(w,8) = {Q’GQ: d(w’,w)<6}.

Comentario:
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na Proposigdo 2.5 prova-se que toda medida finita em um espago
métrico completo é tight, a demonstracdo desse resultado sugere a

utilidade da caracterizacao acima;

o resultado:

Ve>0 V8>0 3AF<SQ, F=F(e,8) finito,

¥ é tight = ] , onde B(w,8) =
<g

tal que VMeN M[( U B(w,s8))°¢
weF

{w’eQ: d(w’,w)<6}, é valido em todo espa¢o métrico (Q,d) (veja 3.F).o

LEMA 3.1S.

(Q,d) espaco métrico separavel e completo,

medidas finitas ndo
egativas definidas em (Q,B)[’

B = {borelianos de (Q,d)}, M+= {n
H=Hd a métrica de Prohorov em M. Nestas condigdes:
a) {Mn,neN} seqliéncia de Cauchy em (M+,Hd) = {Mn,neN} é tigth.

b) {Mn(Q),neN} é Cauchy em R.

Comentario: Na Sec¢do B provou-se este resultado para o caso

particular (Q,d) = (R,e).n
LEMA 3.16. )
(Q,d) espago métrico B = {borelianos de

+ _ medidas finitas nio
(@,d)}, M (Q,d) = {negativas definidas em (Q,@)}’

3.20



U=Hd a métrica de Prohorov em M+(Q,d), R={reais}, e a métrica

euclidiana em R, L a métrica de Levy em M+(R,e), f:(Q,d)-~--- >(R,e)

continua. Ent3o:
a) K compacto em (Q,d) e £>0, entdo 38=8(¢,K) tal que:
xeKa, yeK6 e d(x;y)<6 3 e(f(x),fly))<se;
b) (Mn,neN) seqiiéncia de Cauchy em (M+(Q,d),Hd)
entio: {Mnf—}neN} seqliéncia de Cauchy em (M+(R,e),L).
LEMA 3.17.
(Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, .

M+(Q,B) = {medidas finitas ndo negativas em (Q,3B)}, Hd a métrica de

Prohorov associada a d, M€M+(Q,B).
Se ja (Mn:neN} uma seqiiéncia tight em M+(Q,B)
tal que  VfeCL(Q,d) 3 J(f) = lim JfdM e |J(f)]|<w,
Nestas condigdes:
a) J:CL(Q,d)--->R, satisfaz: J é linear e que fz0 = J(f)=z0;

*
b) existe uma Unica funcio de conjunto M definida na &algebra B

gerada pelos abertos de (Q,d), finitamente aditiva e regular tal que:
J(f) = ffdM, onde M regular significa que:

*
vBeB M(B)=sup{M(F)'!F fechado,FsB}=inf{M(G).G aberto,G2B},
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(é claro que M é finita, ja que M(Q) = J1dM);
c) Ve>0 existe K(g) compacto tal que M(K(g)) =z M(Q)-¢;

t
d) VBeB M(B)=sup{M(K)iK compacto,KEB};
E 3

e) M é g-aditiva em B ;

f) M tem Unica extensido a uma medida em (8,3B).

PROPOSIGAO 3.18.
{Q2,d) espago métrico separavel e completo,
B6 = {boreli§nos de (Q,d)},

.M+(Q,d) = {medidas finitas ndo negativas sobre (Q,B}}, H=Hd a

métrica de Prohorov em M+(Q,d).

Nestas c6ondic¢des, o espago métrico (M+,Hd) é separavel e completo.

LEMA 3.19.
(R,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)},

M+(Q,£) = {medidas finitas nfo negativas em (Q,B)} e Hd a métrica

de Prohorov associada a d.

Sejam M,f,8,€ e H tais que:

Met' (Q,B), f:(Q,B)"SH2Y1(Q.B), &0, H={weR!d(w,f(w))<d} €>0 e

M(H ) =¢

entao: Hd(M,Mf—l) < maximo{e,S8}.
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COROLARIO DO LEMA 3.19.

(Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, #'(Q,B) = {medidas

finitas ndo negativas em (Q,B)}, I, a métrica de Prohorov associada a d,

d
+
MeM (Q,B).
Dados {w ,0 ,w_,...,0w }SQ e &>0, seja
o 1 2 n )
v=Y(lvw ,0w ,0,...,0 ,8), ¥V:Q-——=—- >Q definida por:
o 1 2 n
Viw) = w se weB(wl,S)

5-1
y(w) = w, se weB(wj,B)- U B(w ,8) se 2sj=n
i=1

1]

n
Y(w) w se wg U B(wi,é),

i=1

onde B(w,8) = {w’eQ! d(w’,w)<6},
nestas condigdes:

M(( U B(wi,61)°)<£ > Hd(M,Mw-l) < maximo{e,8}.
i=1

LEMA 3.20.

(Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M+(Q,B) = {medidas

finitas nio negativas em (Q,B)}, Hd a métrica de Prohorov associada a d,

Met (2, B).
O subconjunto finito de Q e a>0, nestas condigdes:

4 = {M€M+(Q,B): M(Q)}=a e suporte(M)cA}
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é um subconjunto totalmente limitado de (M+(Q,B),Hd).
PROPOSICAO 3.21.

Sejam (Q,d) espago métrico separavel e completo, B={borelianos de

medidas finitas néo
negativas em (Q,3B)

(Q.d)}, M= { }, g a topologia fraca e M, a métrica de

Prohorov em M+ e NSM+. Entao:

N é tight
N é J-relativamente compacto see e R
sup{M(Q) IMeN }<»

Comentario: nossa demonstracdo da parte (&) foi feita aqui segundo a
versido de Prohorov e é bastante simples, ja que sendo (Q,d) separavel e
completo, LM+(Q,d),Hd) também ¢é (por Proposicdo 3.18), o que reduz a

demonstracdo a provar que ¥ é totalmente limitado.

A demonstracdo de (&) que figura em Billingsley (1968), embora
restrita a medidas de probabilidade, é mais complexa; porém tem o mérito
ser valida em espagos métricos quaisquer, dispensando a hipétese de
separabilidade e completitude de (Q,d). A demonstragdo ¢é feita em
sucessivos passos: comega por Rk utilizando o teorema de selegao de Helly,
a seguir reduz o caso R” ao de Rk, mediante aplicagdao do teorema de
consisténcia de Kolmogoroff. Depois passa a I o-compacto e Q qualquer

mediante a aplicacdo dos seguintes resultados de facil demonstracio:
BoeB(Q,d), Bo={BnBo: BeB}, MeM' (Q,B), M =M/Bo,
Me#” (2,Bo), define-se VAeB M°(A)=M(AnBo);

nestas condigdes:
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1) N tight em (Bo,Bo) = N°={M"!MeN} tight em (Q,B),

A generaliza¢do da demonstragido de Billingsley acima mencionada a

medidas finitas nao oferece maiores dificuldades.o
COROLARIO DA PROPOSIGCAO 3.21.

Nas mesmas condig¢des de 3.21, com a hipdétese adicional ¥ € ¥ =

(Me#: M(Q)=1}, vale que:
N é T-relativamente compacto see ¥ é tight.

PROPOSICAO 3.22.

Sejam (Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M=

}, Hd=H a métrica de Prohorov em M+ e & =

medidas finitas
definidas em (Q,d)

{Me#” :M(Q)=1}. Entéo:
(M+’Hd) é completo see (%,NI/¥) é completo.

Comentario: este resultado é bastante util, ja que em geral na
literatura é tratado apenas o caso do espaco ¥; também é possivel deduzir
da demonstragdo que a completitude de (M+,Hd) equivale a de {MeM M(Q)=r},
onde r é qualquer real positivo. A demonstracdo da parte (=) é simples, j2
que (%,7I/%) é um subespago fechado do espago métrico completo (M+,H),
portanto (¥,1I/%) é completo. No sentido (&), prova-se que se {Mn:neN} é

uma seqiiéncia de Cauchy em (M+,H), entido (Mn(Q)ineN} é uma seqiiéncia de
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Cauchy em R e portanto 3az0 tal que Mn(Q)——>A. Se A for 0 prova-se que
Mn-——>6 (onde 8 é a medida nula). Se A>0, Jno tal que Mn(Q)>O Vnzno e
prova-se que a seqiiéncia de medidas de probabilidade {Mn/Mn(Q),nzno} é de
Cauchy e portanto, dada a hipétese da completitude de ¥, convergente a uma
medida de probabilidade P; finalmente se vera que este fato implica que

M --->AP.0O
n

3.F. DEMOSTRAGOES.
Proposigédo 3.2.

a) a métrica de Levy L definida em 3.1 e uma distancia propriamente

dita em M+, isto é, L satisfaz:
L=0,
L(M,L)=0 see M=L,
L(M,L)=L(L,M),
L(M,N)=L(M,L)+L(L,N);

além disso vale que L(M,L) = maximo{M(Q),L(Q)}, portanto se Me¥, Le&¥

5 L(M,L) = 1;

b) L pode ser alternativamente definida por:

L(P,Q) = inf {e>0: P(A)SQ((A€)~)+£ A Q(A)SP((A€)~)+€ VAGA}, onde
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A={A§R: JaeR tal que A = (—m,a]} e (A%)~ ={weQ: e(w,B)=c}.

Demonstracao:

a) L(M,N) esta bem definida, dado que £ = max {M(Q),N(Q)}
satisfaz IC(t-e)—esF(t)SG(t+e)+e VteR,

onde F e G sdo as acumuladas de M e N respectivamente,

o que prova também que L(M,N) = max{M(Q),N(Q)};

é trivial verificar que L(M,N)=0;

ve jamos agora que L(M,N) = L(N,M):

G(t-€)-e=<F(t) VteR see G(u)=F(u+g)+e VueR (tome u=t—ei,
F(t)sG(t+e)+e VteR see F(u-e)-e=G(u) VueR (tome u=t+e),
portanto:

G(t-e)-e=<F(t)=sG(t+e)+e VteR & F(t-e)-e=G(t)=sF(t+e)+e VteR,
portanto a definigdo é simétrica;

seja L(M,N)=0, entdo VYe>0 vale que: F(t)=G(t+e)+c, VYteR e por

simetria G(t)=F(t+e)+e,

tomando limites quando €->0 e dado que F e G sdo continuas a direita

e nado decrescentes:

F(t) = G(t') = 1im G(t) = G(t) VteR,
s->1,s>t
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G(t) = F(t%) = 1im F(t) = F(t) VteR,
s->t s>t

portanto F(t) = G(t) ViteR = M = N;

para verificar a desigualdade triangular é conveniente utilizar a

segunda versdo da definicdo de L, que sera provada imediatamente depois:
L(M,N) = L(M,L)+L(L,N}, pois
VBSQ Ve>0 VYt>0 vale que (BY)T¢ BT

(ja que VweQ VneQ tem-se que d(w,B)=d(w,n)+d(n,B));

ve jamos agora a segunda versao da definigdo de L:

sejam M e N em~M+com as respectivas fung¢bes de distribuigédo F e G,

entédo:
G(t-g)-e=<F(t)=G(t+e)+e VteR
equivale a (dada a simetria acima provada)
G(t-g)-e=sF(t)=G(t+e)+e A F(t-e£)-e=G(t)=sF(t+e)+e VteR,
gue por sua vez equivale a
F(t)=G(t+e)+e A G(t)=F(t+g)})+e VteR,
(ja que F(t)fé(t+c)+e VieR o F(t-£)-esG(t) VieR,
e que G(t)=F(t+e)+e VteR & G(t-g)-e=<F(t) VteR),

portanto L pode ser definida por:
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L{(M,N) = inf {s>02 F(t)=G(t+e)+e A G(t)=<F(t+e)+e VteR}, ou também

por

L(M,N) inf {8>0: M(A)=N((A)~)+e A N(A)=M((A%)~)+e VAGJ}, onde

d={A§R: JaeR tal que A=(—m,a]} e (A%)~ = {weQ! elw,A)=e}.o

Proposigao 3.3.

Seja L a métrica de Levy definida em 3.1, entao:

a) L = K, onde K é a distancia de Kolmogoroff:

K(M,N) = sup {|F(t)-G(t)]! teR},

F e G sdo as respectivas fungdes de distribuicdo de M e N;

b) se He é a métrica de Prohorov definida em 3.8 e e é a métrica

euclidiana usual em R vale que
L = He, além disso existem P e Q em M+ tais que:
L(P,Q) < He(P,Q).
Demonstragac:

a) sejam F e G as respectivas fun¢des de distribuicdo de M e Ne T =

K(M,N),

entdo, dado que F e G sfo nao decrescentes e a definicdo de K tem-se

que:
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G(t-t)-T = G(t)-T = F(t)= G(t) = G(t7+t)+T VteR

portanto L(M,N) = t;

b) as caracterizacgdes de L e He dadas em 3.2.b) e em 3.9.b),
respectivamente, permitem provar em forma direta que L = He, pois 4<B e ao

substituir B por 4 na definicgio de He obtém-se a definicgdo de L;

ve jamos agora que existem pares de medidas (P,Q) onde a desigualdade

L = He ocorre em forma estrita:

seja A = {0,2}) e sejam P e Q duas medidas de probabilidades em (R, B)

definidas por:
P{0}=A e P{2}=1-A, onde 0<A<l, A fixo e Q{1}=1,

ou pelas respectivas fun¢des de distribuigdo

0 se <0
F(t) = { A se 0st<2 e G(t) = { gee it
1 se 2st se t=

H

, _ € € se g=x]
é claro que P{A} = 1 e que Q(A7)+¢ { 1+e se £>1 °

portanto, sendo P e Q medidas de probabilidade,

1 = He(M,N) = inf {M(B)fN(B€)+€ VBCB} 213 He(P,Q)=1,

por outro lado, L(P,Q) = K(P,Q) = max{A,1-A} < 1, ja que 0<a<l.o



Proposicgao 3.4.
Se B = {borelianos de (R,e)}, a métrica de Levy L induz a topologia

fraca 7 em M+(R,£).
Demonstracgéo:

sendo (R,e} & um espago métrico separavel, os resultados da Secio
3.D implicam que Hd induz a topologia J em M+(R,B), por outro lado provou-
se na proposicao anterior que LSHe, que implica que a topologia induzida

por L é menos fina que a induzida por He,

portanto esta proposigdo estara demonstrada se provarmos que J é

menos fina que a topologia induzida pela métrica de Levy em M+(R,8);

se ja entéo MEM+(R,B), consideremos a vizinhanca de M na topologia T

definida por:

WM, f,g)

{NGM+(R,fB) ! | SEAN-FEdM| <e},

onde £>0 e f:(R,e)—5223;223—3—>(R,e) (veja 2.21),
limitada

sejam k, T e A numeros reais estritamente positivos a serem fixados

posteriormente,

dado que f é continua e que o intervalo [-k,k] é compacto, f é

uniformemente continua em [-k,k], entdo dado t>0 existe &=8(f,k,T) tal

que:

sel-k,k], tel-k,k], |s-t|<s = [f(s)-f(t)]<z,
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consideremos QE{N€M+(R,£): L(N,M)(A}, entdo se F e G sdo as fungdes

de distribuicdo de M e Q, respectivamente, tem-se:
F(t-A)-A = G(t) = F(t+A\)+A  VteR
entao
JE()A(F(t-a)-a) = JE(t)d(G(t)) = SE(t)dF(t+A)+A),

fazendo na integral de Stiel jes da esquerda as mudangas de variavel

u=t-A e t=u, obtém-se:
JE()A(F(t-2)-2) = Sf(t+A)dF (1)
"e fazendo na integral da direita as mudancgas u=t+a e t=u,.tem—se:
JE()AF(t+x)+A) = [ (t-2A)dF (),
entdo:
[FEE+0)AF () -FF (2-2)dF(t) | = J}f(t+a)-£ (t-A)|dF(t),
se A<3/2, tem-se que:
JIE(+2)-£ (t-2) [dF(t) =
T.M([-k,k])+2.sup{f(t)!teR}.M([-k,k]°)

dado que M é tight, o numero real k=k(f,M,e) pode ser escolhido de

tal forma que

2.sup{f(t)iteR}.M([-k, k] )<e/a,
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a seguir, escolha-se t=t(M,k} tal que

T.M([-k,k])<e/4,

obtendo-se que:

| F£(t+2)dF () -FF(t-2)dF (t)] < €/2,

que implica

[SE(t+2)dF (£)-JE(t)dG(t) | < e/2  (*)

(pois Jf(t+A)dF(t) = JT(t)d(G(t)) = Jf(t-A)dF(t)),

{observe-se que uma vez escolhidos k e T como acima pode-se escolher

o 8=8(f,k,t) tal que '
sel-k,kl, tel-k,kl, |s-t|[<& » |[f(s)-f(t)|<T,
e por fim definir A=8/2);

por outro lado,

se A<
[SE(t+2)dF (t)-JE(t)dF (L) | = J|f(t+2)-£(t)|dF(t) =

< 7.M([-k,k])+2.sup{f(t)!teR}.M([-k,k]1°),

que por sua vez ficarad menor que £/2 se k e T forem os acima

escolhidos e neste caso entdo
|JE£(t+0)dF (t)-Sf (t)dF (L) | < /2 (**);

finalmente, (*) e (**) implicam que
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| SE(t)AF(t)-Ff(t)dG(t)|<e, ou seja QeW(M,f,e);
resumindo, provamos que dada a vizinhanga W(M,f,c)da medida M na

topologia fraca , existe uma L-esfera de raio A=A(W) tal que

{NeM+(R,fB): L(N,M)<A} c WM, f,e),

dado que as W(M,f,e) formam uma subbase do sistema de vizinhancas de
M da topologia J, e que em qualquer espaco métrico a familia das esferas
com centro num mesmo ponto é base do sistema de vizinhangas do ponto, esta

demonstrado que J é menos fina que a topologia induzida por L em M+(R,B).D

Proposigdo 3.6.

Consideremos a métrica de Levy L definida em M+(R,3), onde B =

{borelianos de (R,e)}. Seja {Mn: neN} < M+(R,B).
Se {Mnl néN} for uma seqiiéncia de Cauchy a respeito de L, entéo
a) {Mn: neN} é tight e b) {Mn(Q): neN} é Cauchy.
Demonstragao:
a) denotaremos por Fn a funcgdo de distribuigdo de Mn, VneN;

seja €>0, € arbitrario e fixo, sejam A, T e m numeros reais

estritamente positivos a serem determinados posteriormernte;

dado A 3noeN tal que vnzn L(M M )<A;
[ n No
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espago métrico completo é tight, entdo Fno é, portanto, dado >0 BKT

compacto tal que M (K<,
No T

mas em R, todo compacto é limitado, entdo existe um intervalo (a,b]

tal que Krs(a,b], portanto vale que:
dado >0 3(a,b] intervalo tal que Mn (a,b]>Mn°(Q)—r;
o .
por definigao de L, se
mA e nzno F (b+m)=zF (b)-m e F (a-m)<F (a)+m,
n No n No
portanto, se m>A e nzno:
M [a-m,b+m] = M (a-m,b+m} = F_(b+m)-F (a-m) =
n n n n

2 F (b)-m—-(F_(a)+m) = F_(b)-(F_(a)-2m = M_ (a,bl-2m;
No No No No No

por outro lado, dado que VMGM+(R,B) VNe#' (R, B) vale que |M(Q)-

N(Q)|sL(M,N), tem-se que
LM M )<a > M (Q)-M_(Q)]<A,
: n nho n No
portanto: nzno = |M _(Q)-M_(Q)]|<x = M_ (Q)>M_(Q)-2;
n No No n
resumindo, se m>A e nZno:
M {a-m,b+m) 2 M (a,bl-2m, e
n No

M _(Q)-M_ (Q)]<a,
n No
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M (Q)-
n

achar

forma

Entéao

portanto, se m>A e nzno: M [a-m,b+m] 2z M_ (a,b]-2m =z M_ (Q)-t-2m >
n No No

A-T-2m,

a afirmagdo acima implica que, se m>A e nZno:

Mn[a—m,b+m] > Mn(Q)—A—r—Zm,

portanto, dado que m>A, escolhendo max{m,T)<e/4, tem-sebque:
nno = Mn[a—m,b+m] > Mn(Q)—e,

ou seja provou-se que:

dado €>0 3Ke = [a-m,b+m] compacto tal que ¥nzno Mn(Ke)c<e,

dado que as medidas {Mn,n<no} sdo todas tight, dado £>0, é possivel

um intervalo [c,d] de tal forma que Mn([c,d])°<€ Vn<no,
portanto, tomando u=min{a-m,c} e v=max{a+m,d}, vale que:
VneN M ([u,v] )°<e,

resumindo, dado £>0, é possivel achar um compacto K€=[u,v], de tal

que YneN Mn([u,V])c<c,

portanto a seqiiéncia de Cauchy {Mn:neN} é tight.o
b) decorre de IM(Q)—N(Q)ISL(M,N)

Proposicao 3.7.

Sejam B = {borelianos de (R,e)} e L métrica de Levy em M+(R,B).

o espaco métrico (M+(R,B),L) € completo.
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Demonstracao: por definigdo de completitude, devemos provar que toda

seqiiéncia de Cauchy é convergente;

seja {Mn,neN} uma seqiiéncia de Cauchy em (M+iR,3),L) e {F ,neN} a
n

familia das respectivas fungdes de distribuicao,

se {Mn.neN} for sequéncia de Cauchy em (M+(R,B),L), entio
{Mn(Q),neN} sera seqiiéncia de Cauchy em R (pois |M(Q)-N(Q)|=<L(M,N)),

portanto {M (Q),neN} é limitada,
n

dado que M (Q) = F (o) = 1im F (t) = sup{F {t)i!teR}, que {M (Q),neN}
n n t__>mn n n

é limitada e que as Fn sdo nao decrescentes, tem-se que:
3A>0 tal que sup sup(Fn(t):teR} =< A,
n

e como também OSFn(t) VteR VneN,

portanto o teorema de Helly garante a existéncia de uma F e de uma

subseqiiéncia {F;,meN) de {Fn,neN} tais que:
- O=<F(t)=A VteR, F nio decrescente e continua a direita, e
- lim Fn(t) = F(t) Vt ponto de continuidade de F,
n

seja M a fungdo de conjunto definida nos intervalos (a,b] de R por
M(a,b] = F(b)-F(a) e devidamente extendida aos borelianos de R (veja

Proposicdo 2.19), provaremos que:

a) M6N+(R,£), e
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b) Mm-E—>M, sendo que esta afirmagdao implica que Mn-!->M, dado que
(M+(R,B),L) por ser métrico € um espaco de Hausdorff e portanto o limite é

unico;

{Mn(Q),neN} seqiiéncia L-Cauchy = (Mm(Q),neN} seqiiéncia de Cauchy em

R, entdo, pela Proposicdo 3.6 acima, (Mm,neN} é tight, portanto,
dado £>0 BKC compacto tal que Mm(K€)>Mm(Q)—s VYmeN,
também 3 (a,b] intervalo tal que
a e b sdo pontos de continuidade de F e Kes(a,b],
portanto
Mm(a.b] > Mm(Q)—e VmeN,
em conseqiiéncia, dado que ((a,bl)’= (-w,alu(b,®),
Fm(a)=Mm(—w,a]<€ vneN e Mm(Q)—Fm(b)=Mm(b,m)<£ YmeN,
ou seja que:
dado £€>0 existem a e b pontos de continuidade de F (*)
tais que VmeN: Fm(a)<c e Fm(b)>Mm(Q)—e;
ve jamos que M é uma medida:
dado (*) tem-se que F(a)=limmFm(a)58, portanto,
dado £€>0 3aeR tal que F(al<e,

entdo, sendo F(t)=0 VteR,



F(-o) = limite F(t) = 0,
t-->-w

sendo M c-aditiva na semi-algebra dos intervalos (a,b], sua extensio
aos borelianos também é, a condigdo F(-®)=0 garante que M é uma medida

{(veja Proposicdo 2.19);

ve jamos agora que Mm——y-—>M:

dado que sabemos que

- Fn(t)-->F(t) Yt ponto de continuidade de F,

- MeM+(R,B), onde M é a funcdo de conjunto M associada a F,

para ver que M ----->M basta verificar (Proposicdod 2.20) que
m

Fm(m)——->F(m), ou equivalentemente que M (Q)--->M(Q),
m

dado que {Mm:meN} € uma sequéncia de Cauchy, {M (Q)!meN} também é
m
(ja que [M(Q)—N(Q)ISL(M,N)), portanto {M (Q)imeN} é convergente, queremos
m

ver que o limite é M(Q):
Vt ponto de continuidade de F vale que
F(t) = 1imF (t) = 1lim M (Q)
m m m m

mesmo sendo s uma descontinuidade de F, F(s)=limM (Q), ja que
m m

sempre 3t ponto de continuidade de F tal que s<t, neste caso seria

F(s) = F(t) = limm Mm(Q)
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portanto provou-se que:
F(t} = lim M (Q) VieR,

m m
em conseqiliéncia
Flo) = M(Q) = 1im M (Q);

mom

por outra parte, por (*),
dado €>0 3b ponto de continuidade de F tal que
VmeN Fm(b)>Mm(Q)—e;
portanto, provou-se que:
dado £>0 3beR tal que F(b)=linth(b)2 lin%Mm(Q)—e,
entao,

M(Q) = F(o) = limite F(b) =z 1imM (Q).0
b-—>oo m m

Proposigao 3.9.
Sejam (Q,d) um espago métrico, B = { borelianos de (Q,d) },
M+= { medidas nao negatlva} e G = {FEM T F(Q)=1}. Entdo:

definidas em (Q,B)

a) a métrica de Prohorov ¢ uma distancia propriamente dita, isto é

H=Hd satisfaz:
11=0,

M(M,L)=0 see M=L,
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M(M,L)=II(L,M),
M(M,N)=<IT(M,L)+II(L,N);

além disso vale que TM(M,L) = maximo{M(Q),L(Q)}, pbrtanto se Me¥, Le%

> M(M,L) = 1;

b) a métrica de Prohorov Hd pode ser alternativamente definida por:
Hd(M,L) = inf{e>0: M(B)=<L((B¥)~)+e A L(B)=M((B%)~)+e VBEB},

onde (BY)~ = {weq! d(w,Bl)=se};
c) se MeM , NeM, M(Q)=L(Q) e €>0, tem-se que:
VBeB M(B)<L(B%)+e = VBeB L(B)=M(B%)+e,

portanto, na definicdo 3.8. da métrica de Prohorov o primeiro
conjunto de desigualdades implica o segundo (e vice-versa, dada a

simetria da situagdo), que entdo pode ser dispensado;

d) na definigcdo da métrica de Prohorov "VBeB" pode ser substituido

poer "VB fechado".
Demonstracao:

a) a definigcdo ¢é boa, -ja que todas as desigualdades sio
"simultaneamente satisfeitas se £ 2 maximo(M(Q)},L(Q)), o que por outro lado

mostra que 1T = maximo(M(Q),L(Q)), também NM=0 por definigdo;

T(M,M)=0, dado que Ve>0 VBeB M(B)=M(B)+e,



reciprocamente se T(M,L)=0, as desigualdades na definigdo de T sao

satisfeitas Ve>0 e portantc VB boreliano vale que:

1imM(B)=<lim L(BS)+e A 1lim L(B)=<lim M(B%)+e,
£-->0 £-->0 £€-->0 £-->0

1i/n

se B for fechado, sendo (Q,d) métrico, B=pn (B")

neN

portanto:

VB fechado vale M(B)sL(B) e L(B)SM(B),
en conseqgiiéncia

Y B fechado M(B)=L(B),

ou seja, M e L sao duas medidas finitas que coincidem sobre os

conjuntos fechados, entdo (por Proposicdo 2.1.(e)):

VBeB M(B)=L(B) ;

NM.L) T(L,M) dada a simetria da definicdo de W;

M(M,N) = T(M,L)+II(L,N), pois
VBEQ Ve>0 V1>0 vale que (B®)Tc B®*'

(ja que YweQ YneQ tem-se que d(w,B)=d(w,n)+d{(n,B));

b) seja NI~ = Hd~ definida por
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n~(M,L) = inf{s>0: M(B)=<L((B®)~)+e A L(B)=M((B®)~)+e VBEB},

onde (BY)~ = {weq! d(w,B)=e};

e seja II a métrica de Prohorov da definicdo 3.8, isto é
MM,L) = inf{e>0: M(B)=L(B%)+e A L(B)=M(B%)+e VBGB},

onde BF = {weQd: d(w,B)<e};

M~=<M, ja que (BS)~ 2 BY,

para provar que II~2Il é suficiente verificar que:
T~(P,Q)<Ax e £>A =» TN(P,Q)<e;

M~(P,Q)J<A = VBeB vale P(B)sQ(BA)~+A e Q(B)SP(BA)~+A,
e>A » BY 2 (BA)~

portanto se

M~(P,Q)<A e £>A = VBeB vale P(B)SQ(BC)+£ e Q(B)SP(B€)+8, entio

(P,Q)<e;

c) a seguinte demonstracdo é uma adaptagdo da encontrada em Huber

(1981, pag.27):
sejam M(Q) = L(Q), €>0 e VBeB: M(B) = L(B%)+e,

em particular (B%)C satisfaz as desigualdades acima, entdo:

M(BE)® = L(B5)HF)+e,
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equivalentemente

M(Q)-M(BE) = L(Q)-L(((B)®)%)C+e.

e como M(Q) = L(Q) e B < B = (((B5)9)%)®

L(B) = L(((BS)®)®)®= M(BY)+e,

entao:

L(B) = M(B%)+e;
d) se a = inf{€>0: M(B)=<L(B¥)+e A L(B)=M(B%)+e VB fechado}

entdo « < M(M,L), por definicio de TI;

falta provar que NI(M,L) = a, ou equivalentemente que

o+h

“*Pyrath A L(BY=M(B*™)+a+h;

V h>0 VBeB vale: M(B)=<L(B
seja entdo h>0 e BeB,

M(B) = sup {M(F)! F fechado, F<B}

dado que {L(B) sup {M(F): F fechado, Fcg} (Por A.1.1.e),

existe uma sequéncia crescente de fechados {F } e tal que:
nn

N
M(B) = limnM(Fn) e L(B) = lin;L(Fn),

por definicaoc de a e dado que os Fn sdo fechados:
VneN! M(F )SL(F )*"+a+h e L(F )sM(F )*"+ath

e dado que F €B e que M(B) = 1im M(F ) e L(B) = 1lim L(F )),
n n n n n
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a+h Oo+h

M(B) 11'an(Fn Y+a+h = L(B )+at+h

iA

tem-se que
M(B*™))+a+h

A

L(B)

1A

1im M(F¥*®) +a+h
n n
o que termina a demonstracdo.o

Proposigédo 3.10.

{ borelianos de (Q,d) },

Sejam (Q,d) um espago. métrico, B
M= {d';;fggggsf;;;i;gfm} ¢ ¥ = {FeM+‘: pm):l}. Entdo:

(a) VBOVWQkMKMﬂnuRMns(wnnm@L

(b) V 0=a=1 VP€M+ tal que P(Q)=1 vale que H(A?,P)Sl—A,

(c) V(P,Q,F,G)e(#)?: M(P+Q,F+G) = 2{NI(P,F)VII(Q,G)};

(d) as aplicagdes: (A,P)——>AP e (P,Q)--->P+Q ,

+
de R :———>mM" e de xM+—-—>M+, sdo continuas, onde as topologias

emR e M+ sdo a usual e a induzida por I, respectivamente.
Demonstragao.
{a) é obviamente satisfeita se A = 0, se A # 0 vale que:
T(AP,AQ) = inf{e!P(B)=Q(B%)+e/A A Q(B)=<P(B®)+c/A VBeB),
entao se a<l
M(AP,AQ) = inf{e!P(B)=Q(B%)+e A Q(B)=P(B%)+e VBeB} = M(P,Q)

e, se Azl
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MAP,AQ) = inf{e:P(B)=Q(BE *)+e/A A Q(B)=P(AS"?)+e/A VBYB)
= ATI(P,Q);

inf(e!AP(B)SP(Bz)+e} VBeB
inf{e!P(B)sAP(B )+&} VBeB

(b) T(AP,P) = maximo {
entdo se 0 = A =<1 e P(R) =1
M(AP,P) = 0 v inf{e!P(B)=AP(BY)+e VBeB) =

= inf{e:(1-A)P(B)=e VBeB} = 1-a;

inf{e! (P+Q) (B)=(V+W) (B )+e VBeB) }

(c) TM(P+Q,V+W) = max { inf{e! (V+W) (B)=(P+Q) (B )+¢ VBeB}

Ve>0 e VBeB vale que

P(B)=V(B¥P4es2 e Q(B)=H(BE ?)+es2 » (P+Q) (B)=(V+H) (B )+e
e também que

V(B)=P(B*?)+e/2 e W(B)=Q(B* %+es2 » (V+W) (B)=(P+Q) (B )+e
portanto, tem se que

M(P+Q,V+W) = 2{T(P,V)VII(Q,W)};

(d) A continuidade de + ¢é conseqiéncia imediata de (c);

continuidade de * sera demonstrada em 3 etapas:

(i) vaz0 Vv (P,Q) € MxM: T(P,Q) >0 = M(AP,AQ) >0,
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(ii) Yaz0 VYPeM: A >a » T(AP,aP) >0;

(iii) * é continua, ou seja

Voz0 V(P,Q)eMxM: A >a e NM(P,Q) >0 » M(AP,aQ) >0.
Observacgdo: em {(ii) e (iii), se a=0, considere—se A >0,

(i): é consequéncia imediata de (a);

(ii): a partir de (b) conclui-se que:

P(Q)=<1l e A >1 entdo T(AP,P) >0; (1)

aplicando sucessivamente (a) e (b) tem-se:
se A>1:  T(AP,P)=TI(AP,2AA"'P) = AII(P,A”'P)
-1

e se P(Q) = 1: T(P,AP) = 1-a77,

portanto

se P(Q)=<1 e A >1+ entdao M(AP,P) >0 (11)
conseqiientemente, dados (1) e (11),
P(Q)=<1 e A >1 = TI(AP,P) >0; (111)

seja agora P(Q) > 1, define-se Q(B) = P(B)/P{(Q) VBeB,
entdo
M(AP,P) = M(AP(Q)Q,P(Q)Q) = P(Q)N(AQ,Q) (por (a)),

sendo Q(Q) = 1, (111) garante que se A—>1 > T(AQ,Q)—>0,
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obtendo-se

P(Q)>1 e A >1 = T(AP,P) >0; (1v)

(111) e (1v) podem ser reunidos em

>1 entdo M(AP,P) >0;

se A

finalmente seja o«>0:

entio A—>x 3 A.« '—>1 e sendo H(AP,aP)=H(Aa~1aP,aP), obtem-se

que:

>a entdo (AP, aP) >0,

A>0 e A

ou seja, que falta apenas provar (ii) para o caso a = 0, que é

trivial, ja que, se 6 for a medida nula, M(AP,0) = AP(Q).
(iii): pela desigualdade triangular
M(AP,aQ) = TM(AP,AQ) + T(AQ,aQ),
portanto, por (i) e (ii),

>0 entdo T(AP,aQ) >0,

>a e TM(P,Q)

se A

>AP é continua.o

ou seja *:(A,P)
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Proposigao 3.11.
Sejam (Q,d) espago métrico, B={borelianos de (Q,d)},

M+— { medidas ndo negativas

definidas em (Q,B) }, J a topologia fraca e N, a métrica de

d

Prohorov em M+. Entao:
1} J é sempre menos fina que Hd;
2) sd3o equivalentes as seguintes afirmacgdes:
a) MEM+ e existe base enumeravel de J-vizinhancas de M;

+ .
b) Me# e M tem suporte separavel;

c) {7—vizinhangas de M} = {Hd

-vizinhancas de M}.

Demonstracao:

1) em primeiro lugar, veremos que a topologia fraca é menos fina que

a definida pela métrica de Prohorov;

sejam MeM', F fechado em (Q,d) e £>0,

dado que F = {{w: d(w,F)<n-1}, existe T tal que:
neN

O<t<e e M(FT)<M(F)+€/2,

entdo vale que:
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+, +, QF)M(FS)+e | _
{QeM ' Hd(Q,M)<t/2} < {QEM ' |Q(Q)—M(Q)[<s} = V(M,F,e),

Jja que:

Hd(Q,M)<T/2 > |Q(Q)-M(Q)| = Hd(Q,M) < 1/2 < €, e

T/2

M (QM)<T/2 5 Q(F) = M(F*)+t/z = M(FT)+1/2 < M(F)+g;

_ F fechados, 1<j=k
(sendo V(M) = {V(M’F1’F2""’Fk’€)' j KeN. €>0 }, onde

+, Q(F )<M(F )+e, 1sjsk

V(M’F1’F2""’Fk’€) = {QEM : j |Q{Q)—M(Q)|<e } é base de vizinhancgas

de M na topologia fraca 7 (veja Proposigdo 2.23), é suficiente considerar

vizinhangas de M da forma V(M,F,e), isto é, uma sub-base da topologia,

dado que
k
V(M’F1’F2""’Fk’8) =N V(M,Fj,e), e
Cj=1
k + +
N {QeM 1 (Q,M)<s_} = {QEM B (Q,M)<min{€.215j5k}} );
=1 d j d j

portanto fica provado que 7 é menos fina gque a topologia induzida

por I, em M+;

d
2) al)=sb): seja Me#® tal que existe base enumeravel de vizinhancas de

em todo espago topolégico vale que: existindo uma base enumeravel de
vizinhangas do ponto M, toda outra base de vizinhangcas de M contém uma

subfamilia enumeravel que também é base (se (Bn:neN} for a base
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enumeravel, existe uma B’ vizinhanga de M na outra base tal que B’SB ,
n n n

entdo (B;:neN} é também base), portanto:

se jam {Bn:neN} qualquer base enumeravel de vizinhancas de M e

n

(n;:neN) € V(M), base de vizinhancas de M, entio {Vn!neN}, onde V =n B;,
n
j=1

também € base;

na Proposigdo 2.25 provou-se que as medidas com suporte finito séao

densas em M+, portanto:
vYneN existe Mn com suporte finito Sn tal que MneVn,
mas, dado que VneN Vn c Vn+1,
Vkzn: Mkevn e em conseqiiéncia Mn——!——>M;
falta ver que M tem suporte separavel, é suficiente ver que S & um

suporte de M, onde S =U S, pois sendo S enumeravel S sera separavel:
neN "

seja V = V(M,S ,e), onde £>0,
dado que M —-H——>M, Jdno tal que nzno = M €V,
n n

portanto,

It

Vnzno: M (Q) = M (S7) < M(S )+e, .
n
por outro lado, dado que M ----- >M,
n

Mn(Q)———>M(Q),

entdo: M(Q) = M(S-)+e,



uma vez que a afirmacio acima vale Ve>0, tem-se M(Q) = M(S ) e

portanto que M(Q) = M(S );

b)=c): dado que em 1) provou-se que sempre J é menos fina que Hd’ é
suficiente provar que, sob a hipotese de M ter suporte separavel, Hd é

menos fina que J, ou seja que:

basta provar que:
Ve>0 3Y J-vizinhangca de M tal que Y € {QGM+: Hd(Q,M)<e}:

sejam D = {w ineN} denso em S = suporte(M) e a>0 a fixar
n

posteriormente, dado que D €S é claro que

scU {Q€M+!d(w,w )<a},
neN n

e também que se a<b, b a fixar posteriormente,

scl {weQ:d(w,w )<a} cU {weQ:d(w,w )<b} (*);
neN n neN n

por outro lado, dado que

{w’eQ: a<d(w’,w)<b} = U {w’eQ: d(w’,w)=t}

a<t<b

e que, sendo M finita, existe no maximo uma quantidade enumeravel de

conjuntos disjuntos de medida estritamente positiva, é verdadeira a

seguinte afirmacgao:

se a<b, YweQ 3Is tal que: a<s<b e M{w’ !d(w,w’ )=s} = 0,
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portanto, VneN 3tn tal que a<t <b e M{w eQid(w ,w )=t }=0,
n n n
se B = {weQ:d(w,w )<t }, sendo que
n n n

8(B) € {weQid(w,w )=t } e dado (*), tem-se:
n n n

ScUB e VneN: M(8(B ))=0;
neN n n

n-1
sejam A =B, A =B - UB se nz2, entio,
1 1 n n i
j=1
n

6(A1)=6(B1), vnz2z: 6(An) <cU S(Bj) e VYneN: didmetro(A )<b,
n
j=1

portanto:

ScUA e VneN: M(S8(A ))=0 e didmetro(A )<b,
nEN n n n

Kk
dado que M(Q) = M(S), 3keN tal que M( U Aj) > M(Q)-b,
j=1

K
seja C=( U Aj)c (é claro que M(&8(C))=0),
j=1

seja Y = Y(M,Al,Az,..,Ak,C,b/k) definido por:
Y={QEM+: |Q(C)-M(C) |<bsk e |Q(Aj)—M(Aj)|<b/k, 15jsk},

Y € uma vizinhanga de M na topologia fraca J (veja Proposicio 2.23),

veremos que, para b conveniente,
+
YQ{QEM ! Hd(Q,M)<c};
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seja 4 = unides finitas {Al’Az""’Ak}’

K
dado BeB, sejam I = {j' 1=jzk e AjnBz¢} e A=U Aj (Aed),
jel

k
entdo, B < au( U AJ_)C e A< Bb(pois diametro(A )<b, 1=j=k), portanto
J
j=1

se QeY:

M(B) < M(A)+b < Q(A)+b+b = Q(B®)+2b < Q(B®P)+3b,

também

k k
Q(B) = Q(A)+Q[(UAj)°] < M(A)+b+M[(UAJ)C)+b/k < M(A)+b+b+b/k =

j=1 j=1

M(BP)+3b = M(B®)+3b,
portanto, VB boreliano: M(B) = M(B3b)+3b e Q(B) = M(B3b)+3b,

ou seja, provamos dque:

Y ¢ {Q6M+: Hd(Q,M)<3b}, portanto é suficiente tomar a<b para

convalidar a construcdo anterior e 3b<g para obter Y & {QEM+: Hd(Q,M)<s};
c)=a): por hipodtese,
c) {7—vizinhan¢as de M} = {Hd-vizinhangas de M}, | .
entdo é claro que: {Bn: neN}, onde Bn = {Q€M+: Hd(Q,M)<1/n},
é base enumeravel de vizinhancas de M.o
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Corolario da Proposigdo 3.11.
Sejam (Q,d) espago métrico, B={borelianos de (,d)},

}, J a topologia fraca e 1, a métrica de

d

n= medidas ndo negativas
- definidas em (Q,B)

Prohorov em M+. Entao:

J é metrizavel see a métrica de Prohorov Hd metriza J.

Demonstragao:

seja J é metrizavel, necessariamente existe VYMeM base enumeravel de

W(M), como, por exemplo, [{Q: D(Q,M)<n_1)]n€N, sendo D uma métrica que
metriza T; mas (pela Proposicdo 3.4.) a existéncia de base local
enumeravel ocorre see T e Hd se equivalem localmente e isto

acontecendo VM€M+ significa que os espacgos topolégicos (M+,ﬂ) e (M+’Hd)

sdo iguais;
no outro sentido a demonstracaoc resultado é trivial.o

Proposicédo 3.12.

Sejam (Q,d) espago métrico, B={borelianos de (Q,d)},

M+- { medidas ndo negativas

definidas em (Q,B) }, J a topologia fraca e T a métrica

d

de Prohorov em M+. Nestas condigBes sdo equivalentes as seguintes
afirmacgdes:
a) o espaco métrico (Q,d) é separavel;
+ + i
b) (M ,9) = (M ,Hd) e 7 é separavel;
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c) as topologias induzidas em ?={MEM+: M(Q)=1} por 7 e Hd coincidem

e além disso ¥ é T e Hd-separével;
Demonstracgéao:
provaremos : a=b=c=ab)=a);
al)=b):

(,d) separavel , entdo toda medida tem suporte separavel (o préprio

Q), portanto, pela proposigédo 3.11 vale que:

VM€M+: {ﬂ-vizinhancas de M} = {H -vizinhangas de M},

d

portanto (M+,7) = (M+,Hd);
na demonstracgdo da Proposigdo 2.25 b), provou-se que se D for denso
enumeravel em (Q,d):

. suporte(Q) é finito
QeM | suporte(Q)&D
massas de cada atomo racionais

¢ um conjunto enumerdvel e denso em (M+,ﬂJ, portanto (M+,7) é

separavel;
b=c):

. . + . . .
dado que J e Hd coincidem em M , eles necessariamente coincidem em

¥; ja& a separabilidade de (¥,7/%) decorre dos seguinte fatos:

dado que (M+,Hd) é métrico e F<M' tem-se que: (¥,11,/%) é métrico,

d
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falta ver que (9,Hd) é separavel: neste sentido é interessante
salientar que a propriedade de um espaco topolégico ser separavel ndo é
hereditaria, mas a propriedade de ter base de abertos enumeravel é
hereditaria e em espacos métricos equivale a separabilidade (em geral ela
implica a separabilidade), por estes motivos, sendo (9,Hd)'Subespaqo de

(M+,Hd) {métrico e separavel), ele é separavel;
c)=b):
no caso particular da topologia fraca vale o seguinte argumento:

seja (¥,9/%) separavel e seja D denso enumeravel em (¥,7/%), entio:

0.D = {q.M: qeQ A MeiD}, onde Q = {racionais},

+
é um conjunto enumeravel e denso de (M ,Hd), sendo que este

argumento independe da metrizabilidade de ¥ ou M+;

se ja MeM+, Mz0, consideremos uma vizinhanca qualquer da base V(M) de

J-vizinhangas de M, ou seja:
V(M,FI,FZ,..,Fk,c)={NoM+:|N(Q)—M(Q)|<8,N(Fj)<M(FJ)+e,1$jSk}
onde €>0 e F_ fechado, 1=j=k,

j

provaremos que 3Mer.DnV(M,F1,F2,..,Fk,e):

se M(Q)eQ, consideremos a vizinhanga V' de P=M/M(Q) na topologia

relativa de ¥ induzida por J definida por:
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Vo= {Qeg‘- Q(Fj)<P(Fj)+c/M(Q), 1sjsk},

dado que D. & denso em ¥, 3QoeDnV’, agora é simples verificar que:
Mo = M(Q).Qon.ﬂnV(M,Fl,FZ,..,Fk,e) (veja que Mo(Q)=M(Q))i

se M(Q)eQ sejam V' e Qo como acima, seja agora goeQ tal que
M(Q)-e<go<M(Q),

é facil verificar que qo.Qer.DnV(M,Fl,Fz,..,Fk,e);

se M=0, seja Qo qualquer elemento de ¥nD, é muito simples verificar

que: VneN Qn=n_?Qer.D e que Qn ————— >0; .
bl=sa):

(?,Hd) é métrico separavel see (?,Hd) é métrico com base de abertos
*
enumeravel = Q = {1w: wef)} com a métrica induzida é métrico com base de
*
abertos enumeravel see (Q ,Hd) é métrico separavel,
por outro lado Hd(lw’lr) = minimo {1,d(w,T)} V(w,T)eQxQ, o0 que
* * *
implica que Q@ ¢é homeomorfo a Q, entdo se D ¢é enumeravel denso em Q a

sua imagem homeomorfa sera enumeravel e denso em Q, que serd portanto

separavel.n

Lema 3.14.

com ﬁle fo,
B = { borelianos de (R,d) },

Sejam (Q,d) um espago métrico? =

+ medidas finitas nao +
= C .
M { negativas em (Q,B) } eN <M
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ve>0 V8>0 3IFeQ, F=F(e,8) finito,
N é tight see ,
tal que VMeN M[( U B(w,a))°]<c
weF

onde B(w,d8) = {w’eQ: d(w’,w)<6}.
Demonstracgao:
() seja N tight, entdo Ve>0 3FK=K(e) compacto tal que M(K°)<e,

v¥8>0, é claro que K € U B(w,8), entdo a compacidade de K implica que

we
JFcQ, F=F(8) finito, tal que K ¢ U B(w,8), sendo claro que
[ weF
C
M[ U B(w,46)} ]s M(K®)<e;
el

observe-se que (=) é valido em todo espago métrico (Q,d);

(¢) seja £>0, pela hipbétese, VneN existe F finito tal que VMeN
n

vale: M(B(n))%<e/2", onde B(n) = U B(w,n" 1),
weFn

consideremos o conjunto B = B(n), e claro que:
neN

VMeN M(B°)<e e que B é totalmente limitado, sendo (Q,d) completo B

é compacto e YMeN M((B )“)<e.n

Lema 3.15.
(Q,d) espaco métrico separavel e completo, B = {borelianos de
+ medidas finitas ndo _ e
(@d)}, M (Q,d) {negativas definidas em (Q,B)}’ H_Hd a metrica de

Prohorov em M+. Nestas condicdes:



a) {M ,neN} seqiiéncia de Cauchy em M+(Q,d) = (Mn,neN} é tigth.
n
b) {M,(Q) 'neN} é seqliéncia de Cauchy.

Demonstracgao:

Q) sejam >0 e &>0, provaremos que existe F=F(g,8) finito, F&Q, tal

que:
vneN M [( U B(w,é/z))c)<2e;
"\ weF
seja A = min(e/3,8/2) e seja n_ tal que n=n = H(Mn ,Mn)<A, pela
o

Proposicido 2.5 do capitulo anterior, dado que (Q,d) é separavel e

completo, Mno é tight, portanto: .

3F finito, FEQ, tal que Mno(Bc)<€/3, onde B = U B(w,8/3);
weF

portanto: M_(Q) = M_ (B)+M_ (B°) < M_ (B)+e/3,
No No No No

2e, dado que H(Mno,Mn)<A Se nZno e que A = £/3:

VYnzno: M (Q) < M (B)+e/3 = M (BA)+K+8/3 =M (BA)+2€/3,
No No n n

também, A = 8/2 » B¢ B>%c U B(w,8), entio:

weF

VneN: M (BA)+2€/3 =M ( UB(w,8))+2e/3,
n n
- weF

conseqiientemente, Vnzno: M_( U B(w,8)) > M_(Q)-2e/3 (*);
weF °

por outro lado, dado que ¥(M,N)et =t : |M(Q)-N(Q)|=T (M,M),

vnzno: |M ()M (Q)I =nT,(M ,M ) <A = ¢/3 (**);
n No d n’ no
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entdo, dados (*) e (**), tem-se que:

Vnzno: Mn( UB(w,8)) > M (Q)-¢;
weF R

dado que o conjunto {M, n<n } é finito e que todos seus elementos
n [o] . .

sao medidas tight:

¥n<no 3Fn finito tal que Mn( U B(w,8)) > Mn(Q)—e,
welFn

finalmente, se Fo for defindo por:

Fo = F u U Fn,
n<no

entdo Fo satisfara:

Fo &€ finito e VneN: Mn( UB(w,8)) > Mn(Q)—e,
weFo

o resultado a) esta demonstrado;
b) decorre de |[M{Q)-N(Q)|=<TT(M,N).o
Lema 3.16.

(Q,d) espago métrico : . B = {borelianos de

(Q.d)}, M+(Q,d) {n medidas finitas nao

egativas definidas em (Q,B)}’ H=nd_ a métrica de

Prohorov em M+(Q,d), £f:(Q,d)-——-- >(R,e) continua. Entio:
a) K compacto e £>0, ent3o: 3 6=8(g) tal que

xek® | yek® | d(x,y)<s = el(f(x),f(y))<e;
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b) R={reais}, €& a métrica euclideana em R, L a métrica de Levy em

M+(R,e), {Mn,neN} seqiéncia de Cauchy em (M+(Q,d),Hd)
entédo: (Mnf_fneN} seqiiéncia de Cauchy em (M+(R,e),L)
Demonsiraqéo:

a) a demonstracdo sera feita em dois passos:

i) mostraremos que existem V aberto em (Q,d) e 1>0 tais que: K&V e

se xeV , yeV e d(x,y)<t » e(f(x),f(y))<e;

ii) dados K compacto, V aberto e K&V existe a tal que O<a e KaSV, ou
seja que os conjuntos da forma K sdo base de vizinhancas de qualquer

compacto K de um espaqovmétrico;
de i) e ii) concluir-se-a que é=aAt satisfaz:
o] 8
se xeK~, yeK e d(x,y)<d =» e(f(x),f(y))<e.

Dem de i): pela continuidade de f, VweQ existe §,=8(w,e) tal que se

d(x,w)<8y, » e(f(x),f(w))<e/4;

€ trivial verificar que K ¢ %KB(w,Sw), seja agora ¢>0 um numero de
we

Lebesgue de {K,{B(w,d8,):weK}}, isto é:
YweK existe w’eK tal que B(w,o)QB(w’,éw') (Kelley, 1962, p.178);
mas também vale que K ¢ UkB(w,(oAéw)/B) =V,
we

e, sendo K compacto, existe {wl,wz,...,w }€K tal que:
n
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n
Ke v B(wj, (G‘/\Sw )/3) =V,
j=1 j]

seja,I=minimo((6A6w )/3: 1=js=n}, sera provado que:
j

se xeV, yeV e d(x,y)<T =» el(f(x),f(y))<e;

com efeito, sejam xeV, yeV e d(x,y)<t, entdo existem w e w tais
j

que: d(x,wj)<(0A6w )/3 e d(y,wk)<(0A6w /3, que, juntamente com d(x,y)<t,
j K

J

implicam que d(wj,wk)<0, e portanto, por definigdo de o, que:

Jw eK tal que weBlw ,8 ) e weB(w ,8 ), entdo
o j o W, k o W,

e(f(wj),f(wk))<2€/4 (*)

mas também, d(x,wj)<(0A6wj)/3 éAd(y,wk)<(0A6wk)/3 implicam que:
e(f(x),f(wj))<c/4 e que e(f(y),f(wk))<e/4 (**)

(*) e (**) implicam que e(f(x),f(y))<e, portanto, estd provado que:
existem V aberto e >0 tais que:

KSV e se xeV, yeV e d{x,y)<t = e(f(x),f(y))<e;

Dem de ii): dados K compacto, V aberto e K&V, tem-se que:

K co2mpacto, V¢ fechado e KnV¢=¢, o que implica que: d(K,Ve¢)=r>0,

portanto, se a<r vale que KaSV, o que termina a demonstracdo de ii).

b) dado que {M ,neN} seqiiéncia de Cauchy em (M+(Q,d),ﬂd), por Lema
n

dado £>0 31(8 compacto tal que M (K8)>M {K)-£/2 ¥neN,
n n
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seja & tal que se
S , ) , ,
we(Ke) , W €(K4:) , dw,0’ )<é » d(f(w),f(w))<e,
entdo 3noeN tal que
Vnzno, VYmzno supremo(Hd(Mn,M ) < A=minimo{8,c/2},
m
seja «a>0,
Mf " (-wal =M (£ (-0,0]))K _+e/2 =
n n €
-1 A -1
=M (((f (—oo,a])nl(e) J+A+e/2 = M f (-w,o+e]+g,
m
portanto se nzno e mzno vale que L{(M f-l,Mmf_i) = £.0
n
Lema 3.17.

(Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M+(Q,B) = {medidas

finitas em (Q,B)}, Hd a métrica de Prohorov associada a d, MGM+(Q,B).
Se ja {Mn:neN} uma seqiiéncia tight em M+(Q,£)
tal que VYfeCL(Q,d) 3 J(f) = lim ffdM e | J(£) | <,
Nestas condicgdes:
a) J:CL(Q,d)--->R, satisfaz

J é linear e fz0 = J(f)=0;

*
b) existe uma unica fung3o de conjunto M definida na &lgebra B

gerada pelos abertos de (Q,d), finitamente aditiva e regular tal que:
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J(f) = JfadM, onde M regular significa que:

»*
vBeB M(B)=sup{M(F)'F fechado,F<B}=inf{M(G)!G aberto,G2B},
é claro que M é finita, ja que M(Q) = J1dM);

c) Ve>0 existe K(e) compacto tal que M(K(e)) = M(Q)-g;d) VBeB*

M(B)=sup{M(K) K compacto,KEB};
*
e) M é o-aditiva em B ;
f) M tem Unica extensdo a uma medida em (Q,B).
Demonstracao:

a) consideremos J:CL(Q,d)--->R definida acima, dado que limite é

linear é facil verificar que:
J é linear e que 20 = J(f)=z0;

b) seja J:CL(Q,d)--—->R, J linear e tal que fz0 =» J(f)z0, nestas
condicdes (veja Parthasaraty, 1967, p. 35) existe uma 4unica fungdo de
»*
conjunto M definida na 4algebra B gerada pelos abertos de (Q,d),
finitamente aditiva e regular tal que:
J(f) = JfdM
(onde M regular significa que

»*
vBeB M(B)=sup{M(F).F fechado,FsB}=inf{M(G):G aberto,G2B},

é claro que M é finita, ja que M(Q) = [1dM;
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c) dado que {M ineN} é 3.15, ¢é tight, entdo dado £>0 existe K(e)
n

compacto tal que
VYneN Mn(K(e)°)<€ (*),
pela regularidade de M,
M(K{(g)) = inf{M(G): G aberto, G2K(e)},
dado 8>0, a igualdade acima e a finitude de M implicam que:
3 Go=G{&8) aberto tal que K(£)SGo e M(Go)<M(K(g))+8,
se ja agora g:Q---->R definida por
g(w) = d(w,K(e))/(d(w,K(e))+d(w, (Go)®),
dado que: d(w,K(e))+d(w, (Go)® é . nio nulo VYweQ e que
se B boreliano, h(w)=d{w,B) & continua em (Q,B),
tem-se que g é continua;
também g é limitada, mais precisamente 0 = 1K(£)$ g =1 =1,

pela hipétese, sendo g continua e limitada, tem-se:

JgdM --->fgdM, também: M (K(e) = fgdM = fgdM e
n n K(g) " " ’

JgdM = JgdM = M(Go) < M(K(e))+8,
Go

as trés Ultimas afirmagdes implicam que

lim supnMn(K(e)) < lim supnfngn = limnfngn = fgdM < M(K(g))+8,

3.66



e dado que & é arbitrario

lim supnMn(K(e)) = M(K(e))

também, VneN Mn(K(c)) > Mn(Q)—e (por (*)),

entéao

M{K(e)) = lim sup%Mn(K(e)) z lim supnMn(Q)—c =

lim supnfldMn—e = limnfldMn—e = [1dM-g¢ = M(Q)-¢,
provamos entdo que

Ve>0 existe K(e) compacto tal que M(K(eg)) = M(Q)—e{.
d) sejam {Kn:neN} compactos tais que M(Kn)ZM(Q)-l/n,
seja F fechado e consideremos.Fn= FnKn, neN,

dado que (Q,d) é Hausdorff, Kn ¢ fechado, entdo os F sdo compactos
n

(por serem fechados contidos em compactos),
dado que VneN M(Kn)ZM(Q)—l/n, resulta
vneN M(Fn)zM(F)-1/n,
que juntamente com ¥YneN FncF,
implicam que M(F) = supnM(Fn) = sup{M(K)!K compacto, K<F}
e dado que, M é monétona (por ser aditiva),

M(F) = sup{M(K)'!K compacto, Kg&F};
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devemos ainda provar que a propriedade acima, provada para qualquer
fechado F, vale em geral para todo boreliano B, mas isto é conseqiiéncia da

propriedade acima e da regularidade de M, mais precisamente:
M(F) = sup{M(K)!K compacto, KSF} VF fechado e
M(B)=sup{M(F)'F fechado,FSB} VB boreliano

implicam que M(B) = sup{M(K)!K compacto, KSB} VB boreliano;

*
e) vejamos que M é c-aditiva em B ;

*
sendo M aditiva em B, a oc-aditividade equivale a seguinte

propriedade: .,

"VYneN A 2A e NA=¢ = limM(A) = 0",
n n+l neN n : n n

suponhamos, que VneN A 2A e NA=¢, mas lim M(A )=e>0,
n n+1 nEN n n n

entao existe {K !neN} tal que:
n
vneN: K compactos, K €A e M(A -K y<es2™t,
n n n n n

*
consideremos Kn =N Kj VneN, {Kn:neN} satisfaz:

* * *
YneN: K 2K e MK )ze/2,
n n+1 n

*
portanto (Kn:neN) é uma familia de compactos com a

propriedade de intersecgdo finita (p.i.f.), ou seja a intersecgdo de

L 3
qualquer subfamilia finita de {K 'neN} é ndo vazia, e este fato implica
n
ey
* *. v *»
(em qualquer espaco topolégico) que MK = ¢ (se NK =¢p > se meN, Km < Q
n n
neN : neN
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»* »* *
= UK AC, entdo K < U (K )° onde F é um subconjunto finito de N e
neN n€F

* * *
mgF, portanto Km nfnk ]=¢ e {Kn: neN} nio teria p.i.f.),

eF "
*
mas n Kn ¢ contradiz a suposigido NA= ¢, portanto
neN _ nen "
necessariamente lin%M(A ) = 0;
n

*
f) acabamos de provar que M é o-aditiva em B ; uma versdo do teorema

de extensdo de Caratheodory diz que M admite uma uUnica extensio a uma
L 3
medida na o-algebra gerada por B , que é& a o-algebra B dos conjuntos

borelianos de (Q,d).o
Proposigao 3.18.
Sejam (Q,d) espago métrico separavel e completo,
B = {borelianos de (Q,d)}, M’ (Q,d) = {medidas finitas sobre (Q,B)},
H=Hd a métrica de Prohorov em M+(Q,d).

Nestas condigdes o espago métrico (M+,Hd) é separavel e completo.

Demonstragao:

a separabilidade de (M+,Hd), sob a hipdétese da separabilide, foi

provada na Proposicdo 3.12; portanto sé6 falta demonstrar a completitude;

sejam {M ‘neN} uma seqliéncia de Cauchy em (M+(Q,£),Hd) e feCL(Q,d),
n

isto é, f:(Q,d)--->(R,e), continua e limitada;
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pelo Lema 3.16, {Mf 'ineN} é uma seqiéncia de Cauchy em
n

(M+(R,e—borelianos),L), cuja completitude foi demonstrada na Proposicao

3.7),
entdo 3 M_em (#" (R, e-borelianos),L) tal que Mnf-l—-!——>Mf,
entdo Igof)aM = J‘ngnf_l——-—>Ingf VgeCL(R, e),
em particular para g(t) = max{min{t,supf},inff} vale a sentenca

acima, entdo, dado que gof = f, tem-se que:
sraM ---->JfaM °=" 3(f),
n

ou seja, provou-se que: VfeCL(Q,d) existe J(f) = lim IfdMn, |J(f)|<m (*);
n

como {M ineN} é sequéncia de Cauchy, é tight (Lema 3.15), portanto
n

estamos nas condigdes do Lema 3.17, que, entre outras coisas, garante que:

*
i) M é c-aditiva em B ,

ii) M estende-se a uma unica medida em M+(Q,B),
dados i), ii) e que:
JfdM = J(f) = limnffdM VfeCL(Q,d),

n

esta provado que M -4 5M e em conseqiiéncia a completitude de
n

' (Q,8).0



Lema 3.19.

Sejam (Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)},

M+(Q,B) = {medidas finitas em (Q,B)} e "d a'ﬁétrica de Prohorov associada

a d.

Sejam M,f,8,c e H tais que:

Ment (Q,B), (2,880, B), 550, H={weR!d(w,f(w))<s} €0 e
M(H ) =¢

entao: Hd(M,Mf'l) < maximo{e,8}.

Demonstfaqéo:
. -1,.8 -1 d
VB borelianoc vale que: BnH € f (B') e f (B)nH € B,
e dado que M(H®)=e,
tem-se que: M(B) = M(BnH)+M(BnH®) = M(f_l(Ba))+c, e também
-1 -1 -1 c 3
M(f "(B)) = M(f (B)nH)}+M(f "(B)nH ) = M(B }+¢,
portanto Hd(M,Mf-l) < maximo{e,8}.no

Corolario do Lema 3.19.

Sejam (Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M+(Q,B) =

{medidas finitas em (Q,B)}, Hd a métrica de Prohorov associada a d,

MM’ (Q,B).

Dados {w ,w ,0_,...,w }EQ e &>0, seja
o 1 2 n
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¢=w(wo,w1,w2,...,w ,8), ¥:Q----- >Q definida por:

n
yw) = wl'se weB(wl,é)

j-1
w. se weB(w ,8)-U B(w ,8) se 2=j=n
j j
i=1

v(w)

v(w) w se wg U B(wi,é),

i=1

onde B(w,8) = {w’eQ: d(w’,w)<6},
nestas condigdes:

M(( U B(wi,a))c)<c - Hd(M,Mw_l) < maximo{e,3}.
i=Y

Demonstracgéo:

B(wi,é) € {weR'd(w,f(w))<d} = H,
1

=
I
nCo

i

dado que: M(H®) = M(H'®) < ¢
entdo, pelo Lema 3.18: Hd(M,Mw_l) < maximo{e,8}.o

Lema 3.20.

Sejam (Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, M+(Q,B)

{medidas finitas em (Q,B)}, Hd a métrica de Prohorov associada a d,

Me’ (Q,B).
O subconjunto finito de Q e a>0, nestas condigdes:

d = {MeM+(QZ,B): M(Q)=a e suporte(M)cA}
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é um subconjunto totalmente 1imitado de (M+(Q,£),Hd).

Demonstracgao:
seja £€>0, prefixado,

se A = {al,az,...,ak}, seja neN tal que n 1< e/k,

*

* -
definamos agora « : 4 = {Ne&: N{aj} é maltiplo de n Y lstk} =

.

M(Q)=a, suporte(M)gA

+
= {NGM (@, 8): N{o } ¢ maltiplo de n ', ISJSk}’

*
portanto, sendo & finito, para provar que 4 é totalmente limitado

em (M+(Q,B),Hd) é suficiente mostrar que:

. +
A Sugﬂ.Bn(N,E), onde BH(N,C) = {QeM (Q,B)! Ud(Q,N)<c},

* * *
ou equivalentemente VYMed 3IM ed tal que Hd(M,M )<g:

* *
seja entdo Med, define-se M ed por:

* -1 * ¢
MA{a} =n [n.M{aj}], 1=j=<k e M (A7)=0,
j
onde [t] denota a parte inteira de t, portanto:

* * -1 * o %
se 1=j<k: M {aj} = M(aj} =M {aj}+n e M (A")=M (A")=0,

) *
entdo: VBeB: M (B) = M(B) = M(B')+1 V1>0, e

k/n

* ¥*
VBeB: M(B) =M (B)+k/n = M (B " )+k/n, em conseqiiéncia,

*
dado que k/n<e: Hd(M,M )J<e. O



Proposicgdo 3.21.

Sejam (Q,d) espago métrico separavel e completo, B={borelianos de

+_ medidas finitas . Ly
(Q,d)}, M= {gefinidas om (Q,B)}’ J a topologia fraca e Hd a métrica de

Prohorov em M+ e N§M+. Entio:
N é tight

N é J-relativamente compacto see e
sup{M(Q) IMeX }<w

Demonstragao:

(¢) seja agora Neu® tal que N é tight e sup{M(Q) MeN}=pu<w; dada a
completitude de (M+,Hd), para demonstrar que ¥ & compacto é suficiente
provar que N é totalmente limitado, ou seja, que Ve>0 existe uma familia

finita B de Hd—esferas tal que ¥ cU B;
BeB

sendo ¥ tight, dado £>0, a Proposicdo 3.14 garante que:

n
B{wl,wz,...,w }eQ tal que M( U(B(wj,e/z))c)<s/2 VYMeXN,
n
j=1

seja wo um outro elemento de Q, considere-se a funcgido V¥,
¥V = y(wo,0 ,0_,...,w ,€£/2)
1 2 n

definida no Corolario do Lema 3.19 e defina-se:
w¥ DEF { My Mew }

dados M(¥1(Q)) = M(Q) YMe#® (ja que WMeM :¥ 1 (Q)=Q), e a definicio

de ¥, tem-se que:
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NW cd= {MeM+: M(Q)=u e suporte(M)s{wo,wl,wz,...,w )},
n

que €& totalmente limitado (pelo Lema 3.20), em conseqiiéncia NW é

totalmente limitado, portanto

N Cx

existem Ml’Mz""’Mk em M+ tais que NW (-

B (M ,e/2)},
j=1 © )

1

onde Bn(M’T) = {NEM+: Hd(N,M)<r};
agora temos que: Hd(M,Mw—1)<c/2 VMGM+ (Corolario da Prop. 3.19),
»Y PEF { M MeN } (por definicio),

§ ¢

o Cx

Bn(Mj,e/z) (por ser NW totalmente limitado),

j=1

nC

o que permite concluir que: N <

B (M ,e),
=1

1

sendo € arbitrario, N resulta totalmente limitado e, sendo (M+,Hd)

completo, ¥ é relativamente compacto;

(=) seja N relativamente compacto, para provar que ¥ é tight, dada a
Proposicdo 3.14, basta provar que dados € e & positivos existe
{w ,0_,...,0 }€Q tais que:

1 2 n

n
M[ U Bn(wj,a)] > M(Q)-& VMeXN:
j=1



N ¢é por hipétese relativamente compacto em (M+,Hd), entdo ¥ é
totalmente limitado, e entdo, dado A>0 (a fixar a posteriori), existe uma

subfamilia finita N#’=N’(¥,A).de ¥ tal que: ¥ ¢ U BH(M’ JA),
M eXN’

dada a completitude de (Q,d)}) e o fato de ¥ ser finita

B{wl,wz,...,w;}sﬂ ({wi,wz,...,wn) depende de ¥ e A) tal que:
n
M [ U Bd(wj,a/z)] > M (Q)-2 WM eN’ (*),
j=1

e dado que WYMeN 3IM eN’ tal que T(M,M’ )<A, existindo as seguintes

relacdes entre M e M':

n n A n
M’ [UBd(w_,a/z)]sM[UB (w,,a/z)] +)\=M{U
. j d j .

B (w,,6/2+A)]+A,
. d i’
j=1 j=1 j=1

n n
ou seja, M’(U Bd(wj,a/z)] = M[U Bd(wj,a/zﬂ)}ﬂ,
]

=1 j:1

portanto, dados (*) e a desigualdade acima,

M[ U Bd(wj,8/2+h))+h > M (Q)-2A (**)
j=1

também, para o mesmo par (M,M’) vale:
M (Q) > M(Q)-A  (***) pois |M(Q)-M’ (Q)Isnd(M,M’ )),

finalmente, dados (**) e2 (***), provou-se que:

n
YMeN ! M(UBd(wj,é/zﬂ)} > M(Q)-3A,
j=1
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tomando A = minimo{A/2,c/3}, obtém-se

VYMeN M{LJBd(wj,é)] > M(Q)-¢,
j=1

0 que, dado que £ e & sdo positivos e arbitrarios, prova que ¥’ ¢é

tight;

para terminar esta demonstragdo falta apenas ver que o conjunto

{ M(Q) ' MeN } é limitado em R,

mas ja vimos que, sendo ¥ totalmente limitado (por ser relativamente
compacto), 3 A e N’ subconjunto finito de ¥ tais que ¥ e U B"(M’,A),
M eXN’ '
entao YMeN 3M’'eN’ tal que |M(Q)-M'(Q)] = M, (M,M) <&,
portanto  supremo{M(Q) MeXN} = A + supremo{M’ (Q) M eN’},

e, sendo ¥’ finito, supremo{M(Q) MeN}<w.DO

Proposigido 3.22.

Sejam (Q,d) espago métrico, B={borelianos de (Q,d)}, M =

medi_das finitas _ s + @ =
{definzidas em (Q,B)}’ H—Hd a métrica de Prohorov em Me &

(MeM+:MiQ)=1}. Entéo:(M+,Hd) é completo see (¥,1/%) é completo.

Demonstracgéo:

(), em um espaco métrico completo um subconjunto é completo see ele

¢ fechado, portanto é suficiente provar que ¥ é fechado:
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se jam entio {Mn,neN) seqiéncia em ¥, MeM' e IimnH(Mn,M)=0, provaremos

que Me¥:
dado que NeM',Le#’ » T(N,L)z|N(Q)-L(Q)],
obtém-se 1 = limnM (Q) = M(Q); portanto Me¥%;
n

(¢) agora assume-se a completitude de (¥,1/¥) e deve-se provar a
completitude de (M+,H), o seja que se (Mn,neN} € uma seqiiéncia de Cauchy

+ )
em M ela sera convergente:

em primeiro lugar provaremos que se {M ,neN} é uma seqiiéncia de
n

Cauchy em (M+,H) entio {Mn(Q),neN} é convergente em R:

com efeito, lembrando mais uma vez que NeM+,LeM+: (N, L)z|N(Q)-L(Q) |,

tem-se que se {M ,neN} for seqiiéncia de Cauchy em (M+,H), entéao
n
(Mn(Q),nEN} sera Cauchy em R, portanto, dado que R é completo existira Az0

tal que A=lim M (Q),
nn
serdo agora analisados em separado os casos A=0 e A>0;
caso A=0:

sabe-se que T(N,L) = miximo{N(Q),L(Q)} (Proposigdo 3.9.a)}, entdo se

6 denota a medida nula: VneN: H(Mn,e) =M (Q),
n

portanto 6=lim M ;
nn
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caso A>0:

dado que A>0, 3no tal que nZno = Mn(Q)>0, provaremos que: (1) a

seqiiéncia (Mn/Mn(Q),nzno} € ¥ é de Cauchy e portanto a existéncia de PeF

tal que limnH(Mn/Mn(Q),P) =0,
(2) limnH(Mn,AP) = 0, o que completara a demonstracéo;
(1): a Proposicgido 3.10(a) afirma que
120, Ne L em #° 5 T(rL,™M) = (tv1).T(N,L),
entdo tem-se que: Vm=no, VYmZno:
H(Mn/Mn(Q),Mm/Mm(Q)) = U[I/Mn(ﬂ)]vl).H(Mn,[MD(Q)/Mm(Q)]Mn),
dado que limn(l/Mn(Q)) = 1/2,
existe keR tal que VYnzno! l/Mn(Q) = k,
portanto:
VmZno, VYmZno: H(Mn/Mn(Q),Mm/Mm(Q)) = (kV1)'H(Mn’[Mn(Q)/Mm(Q)]Mn) (*),

sendo que limM (Q)=A>0 e dado que lima= a e limB= B e B=0
nn nn nn

implicam que lim an/Bn= a/B, tem-se que:

! <

dado £>0 3n1=n1(e), nlzno tal que: Vnznl. 1-g = Mn(Q)/Mm(Q) < l+g, (**)

por outro lado é facil verificar que:

(***)

NeM+, >0 = T(N,vN) = £.N(Q) Vv tal que |v|=e,

também, dado que {Mn(Q),neN} converge
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Ih>0 tal que: VneN! Mn(Q) < h, (****)

finalmente, considerando (*), (**), (***) e (****), provou-se que:
dado £>0 3n1=n1(€), n Zno tal que

m=n_, szn1 H(Mn/Mn(Q),Mm/Mm(Q)) = (kvl).e.h

{sendo k e h constantes dependentes da seqiiéncia {Mn,neN}),

portanto a seqiiéncia {Mn/Mn(Q),neN) de elementos de F é de Cauchy e
portanto, dada a hipétese de completitude de ¥, 3IPeF tal que

limnH(Mn/Mn(Q),P) = 0, entdo (1) esta provado;
(2): dados os seguintes fatos:
lin;H(Mn/Mn(Q),P) =0, lin%Mn(Q) = A e que
a aplicacdo {n,N)-->nN é continua (Proposicdo 3.10(d))
tem-se que: limnH(Mn,AP) = 0,

portanto a proposigdo estd provada.o
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CAPITULO 4

FUNDAMENTACAO FORMAL DA ESTIMACAO ROBUSTA EM MODELOS PARAMETRICOS E
JUSTIFICATIVA DA ESCOLHA DAS FERRAMENTAS MATEMATICAS ADEQUADAS.

4.A. INTRODUGAO E RESUMO DO CAPITULO.

0 principal objetivo deste capitulo é explicar porque certos entes
matemdticos foram escolhidos na formalizagdo da teoria da robustez de
Hampel. Estas idéias estdo dispersas e nem sempre explicitas na
literatura. Nosso trabalho aqui foi, fundamentalmente, de organizagdo e

explicitacgao.

Em funcdo do objetivo acima enunciado, faremos uma breve revisao do
conceito de estimador e trataremos de dar uma resposta as seguintes

perguntas:

-Quais os inconvenientes dos métodos tradicionais de estimagdo em

modelos paramétricos? Em que marco estio imersos esses modelos?



-Porque convém que o espago das observagdes seja um espago métrico

separavel e completo?

-Porque utilizar a métrica de Prohorov para medir disténcia entre

medidas de probabilidade?

Também neste capitulo, completaremos algumas idéias que poderiam ter
sido expostas no Capitulo 1, seg¢do 1.D.4, mas que foram postergadas até
aqui em razdo de sua complexidade. Estes assuntos sdo tratados nas segbdes
4. F e 4.G. Nossa exposigcdo fol baseada fundamenfalmente em von Mises
(1964), Fernholz (1983), Hampel (1968 e 1971), Huber (1964) e Martin,

Yohai e Zamar (1989).

As demonstracgdes neste capitulo sdo poucas, nosso aporte aqui foi:

a) a generalizagdo ao contexto dos processos estacionarios ergédicos
da demonstragdao de Parthasaraty da convergéncia das distribuigodes
empiricas a distribuigdo subjacente no caso i.i.d. em espagos métricos

separaveis;

b) a Proposicdo 4.10, onde provamos que na maioria dos casos usuais

o "modelo” & um subconjunto magro do espaco ¥ das probabilidades;

c) a formulagdo matematica das propriedades da métrica de Prohorov

nos itens (1), (3) e (4) da Proposicido 4.11. .

4.B. ESTIMADORES DEFINIDOS ATRAVES DE FUNCIONAIS.
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Em inferéncia estatistica classica, assume-se que o processo gerador
das observacgdes pode ser descrito por um modelo paramétrico. Isto é,

observa-se um vetor aleatério Y a valores em RP, cuja distribuigéao

pertence a familia de espagos de probabilidade P = {(Q,Q,Pe)eee} , onde 8

< Rk. Nestas condigdes, pretende-se obter informagdo a respeito do

parametro desconhecido 6 a partir dos valores observados de Y.

. : . cas k
E possivel generalizar o esquema acima, substituindo RP e R por
espacos métricos separaveis e completos Q e A, respectivamente. Para isso

introduzimos a seguinte notacgéo.
NOTAGAO.

-(Q,8B) espacgo mensuravel, onde (Q,d) é um espago métrico separavel e
completo e B={borelianos de (Q,d)} (Q é o espago das observagdes ou espago

amostral),
-F = {medidas de probabilidade definidas em (Q,?)},
- (A,A) espago métrico separavel e completo, 8 € A,
-P = {Pe, ee@} € % (P é& o "modelo paramétrico"),

-Y elemento aleatério, ou seja, Y:(S,¥,P)-—-—-=-==-== ,B), onde
(S,9,P) é um espaco de probabilidade e a distribuigdo de Y (ou seja a

medida PY ') pertence a familia P,

2% e 0 espagos de n-uplas e de seqliéncias de elementos de Q,

respectivamente,



-B" e B” as c-algebras produto em Q" e Q" (sendo (Q,d) métrico
separavel coincidem com as c-algebras geradas pelas respectivas topologias

produto).

A seguinte caracterizacio dos estimadores, devida ao matemdtico
italiano Vito Volterra (1860-1940), possibilitou a utilizagio de elementos

de analise funcional na formalizagdo da teoria de robustez.

Seguiremos aqui a versdo de von Mises (1964), que é a mesma de

Hampel (1971).
DEFINICAC 4.1.
Um estimador é uma seqiiéncia {Tn,neN} de aplicacdes
Tn:(Qn,B —————————— >(A,d), 4 = {borelianos de (A,A)}.

Denotaremos por w1,w2,...,w ,... 0OS sucessivos valores observados de
n

Y. Também, como é costume, assume-se que os elementos aleatérios {Y_ = j-
J

sima realizacgdo de Y, jeN} sdo uma familia independente. Em conseqiiéncia,

dada a amostra wl,wz,...,w de tamanho n, o conjunto (wi,wz,...,w } & uma
- n n
estatistica suficiente para 6 (ou seja que a ordem dos w’s ndo contém

informagdao adicional a respeito de @6, uma vez conhecido o conjunto

{w ,w,...,w}).
1 2 n

Portanto, nestas condig¢des, basta considerar estimadores invariantes
por permutacdes nos elementos da amostra, ou seja, que dependam apenas da

medida empirica



onde 1w denota a medida de probabilidade com massa 1 em w.

Observe-se que via identificagido da amostra wl.wz,...,w com a
n

respectiva medida empirica F consegue-se que as 'amostras" e a
n

"distribuigdo subjacente" estejam no mesmo espaco .

suporte de F é finito e
Seja ¥ = {Fe¥ . probabilidade dos atomos de F} ,neN;
n
€ miltiplo de 1/n

em virtude dos argumentos acima expostos um estimador invariante por

permutacdes pode ser pensado como uma seqiiéncia de aplicagdes:

T :F ~——->A,
n n
desde que os T satisfazam as seguintes condig¢des de consisténcia:
n
2 [0 -_—
V(n,m)eN VFefnn?m vale que Tn(F) Tm(F).

Dados Fe¥, (T ,neN} estimador invariante por permutagdes e a
n
hipétese de independéncia, fica univocamente determinada em (A,A) a
n.-1

seqiiéncia de medidas de probabilidade (FnTgl)neN (F Tn € wusualmente

denominada a distribuigio de Tn sob F).
DEFINIGAO 4.2.

Um caso particular importante ocorre quando existem um subconjunto D

de ¥ e uma fungdo T definida em D tais que:

UgcD e T:D---->8,
neN
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entdo {Tn, neN} definido por Tn= T/??n € um estimador invariante por

permutagdes. A fungdo T é dita um funcional estatistico com dominio D.

EXEMPLOS.

Muitos estimadores clédssicos podem ser definidos pelo procedimento

acima, como o mostram os seguintes exemplos:

(1) dada X:Q--->R mensuravel, VFeD = {Fe¥: [|X|dF<w} define-se T(F)
= JXdF = JX(w)}dF(w); T é o funcional esperanca ou média de X sob F, sera

especialmente estudado na seguinte secdo e satisfaz:

_1n
Fn=n j?

n
> T(Fn)=f11 )3 X(wj), a média amostral;
J j=1 ,,

1
W

1

(2) mas,em geral, se X:Q-—-->R mensuravel, define-se o momento de

ordem m T(F)=fX"dFVFeD = {Fe?2I|X|mdF<m}, entio T(F ) é o m-simo momento
n

amostral de X sob F;

(3) se X:Q---->R mensuravel, m>1 e D é como no exemplo anterior,

define-se T(F)=f|X—EF(X)|mdF (o momento central de ordem m), sendo T(F ) o
. n

m-simo momento central amostral; no caso de n=2 temos a variancia de X sob

F.

(4) Se Y:QxB----- >R mensuravel, define-se T(F) como a solugido de
JY(w, T(F))dF(w)=0, se a solugido da equacio anterior existir e for unica
(em caso de varias solugbes a unicidade pode ser forgada via restrigdes);

portanto Tn(que corresponde a F=Fn) é definido como a solugio

n
de ¥ W(wj,Tn)=O (o M-estimador de Huber).
j=1



4.C. CONVERGENCIA DAS MEDIDAS EMPIRICAS A DISTRIBUIGA0 SUBJACENTE.

NECESSIDADE DE FUNCIONAIS CONTINUOS.
OBSERVAGAO 4.3.

Dadas variaveis aleatdérias 1.i.d. com fungdo de distribuigio

acumulada comum F, o teorema de Glivenko-Cantelli afirma que:
3C<R com F(C)=1 tal que VweC:

limite (supremo|F (t,w)-F(t)|) = 0,
n-—->w teR "

),
onde F (t,w) denota a distribuicdo empirica associada a uma amostra
n

aleatéria simples de F.
O resultado acima implica:
3C<R com F(C)=1 tal que YweC

limite F (t,w) = F(t) VteR
n

n———->w

em particular VteR
onde F é continua )’

ou seja que:

F (p)ER-distribuicdo . 0 r brobabilidade 1.
n

A Ultima afirmagcdo permanece valida num contexto mais geral: as
variaveis aleatérias podem ser substituidas por elementos aleatdrios a

valores em qualquer espag¢o métrico separavel (Q,d), sendo F qualquer



medida de probabilidade nos borelianos de (Q,d) e F a medida empirica
n

associada a wuma amostra iid de F. Concretamente, tem-se o seguinte

resultado:

Q espago métrico separavel, (S,¥,P) espaco de probabilidade,

VjeN! yj:(s,y,P)-T§9§95§Y?1>(Q,£), Y, Y, Y, id.d(F),

entdo vale que:

n s - o
F (s) = nly v (s)--EB-distribuicdo .o

j=1 7 com F-probabilidade 1

Parthasaraty (1967) exibe uma demonstracido desta afirmagdo, baseada
na existéncia, em todo espaqo métrico separavel, de clases limite-
determinantes de cardinalidade enumeravel. A argumentacdo de Parthasaraty
pode ser extendida sem dificuldades para produzir uma versdo do resultado
acima valida para processos estaciondrios e ergdédicos, como se vera na

proposicgao 4.5.
DEFINICAO 4.4.
(H,X) espago topolégico, denotemos por CL(H,X), ou por CL(H), se nio

houver possibilidade de confusao, a

CL(H) = {f:(H,x)-SopLinua o,
limitada

FSCL(H), F é, por definigdo, uma classe limite determinante se e

somente se:

(vn,neN} e v medidas de probabilidade em (H,borel. de X),



se [fd --->Jfd VfeF entio v 2.
v v n

n

PROPOSICAO 4.5.
(Q,d) espaco métrico separavel, B = {borelianos de (Q,d)},

¢ uma medida de probabilidade em (Qm,Bm), K={1,2,...,m}, M o2 K-

distribuigdo marginal de p. Nestas condi¢cBes a segiiéncia (“K(wn))neN

definida por

-1
gll(w , W

lil—m
ny _ o -

(uK(w ) = (n-m+1) W
j TS j+m-1

J

satisfaz

w 1 -
——————— -
px(w )n--—>m M, com p probabilidade 1.

Comentario: deve-se salientar que esta proposigado também é valida

para qualquer K = {k1’k2”"’k } subconjunto finito dos naturais e of=
n
. <i<m}- -
{(wk1’wk , .,wkm).wkjeQ,l j=m}; na demonstragdo em 4.F provamos apenas o
caso K = {1,2,...,m} para evitar complicagdes na notagido.n

OBSERVACAOC 4.6.
Dado que F converge em distribuigcdo a F com F-probabilidade 1
n
{Observacdo 4.3), tem-se que:

Q espago métrico separavel,
T funcional estatistico definido em Fo,
T fracamente continuo,

entdo:

T ) on F-probabilidade 17 )



isto significa que, satisfeitas as condigdes acima, T(F) podera ser

razoavelmente estimado pelc seu estimador natural T(Fn).

Em processos estacionarios ergbédicos, segundo a Proposigdo 4.5,
somente temos convergéncia das distribuicdes empiricas as marginais
finito—dimensionais; em Papantoni-Kazacos e Gray (1979) pode ser visto que
mesmo assim, se T for um funcional continuo consistente Fisher com dominio
nos processos estacionarios e ergdédicos de (Qm,Bm), o estimador natural do
parametro T(um) a partir do vetor observado w  sera T(uwn), onde M n é o
processo estacionario ergdédico definido vBeB” por:

n-1 .
u n(B) = n‘?j§o1B(FJw(n)),

onde w(n)eQ” é defindido por:
(w(n))i= (wn)i_ , 0O=i-=p-1, i- congruente i méd(n),
e Fi1Q7-———>0" & definido por:

(F{w)) = w Vi natural.
i i+1

4.D. OS FUNCIONAIS LINEARES ESTATISTICOS E 0OS ESTIMADORES A ELES

ASSOCIADOS. .

Entre os estimadores definidos através de funcionais merece um

destaque especial a classe que definiremos a seguir.



DEFINIGAO 4.7.

Seja X:Q---->R mensuravel, nestas condig¢des um funcional linear

estatistico é uma fungdo T:¥---->R definida por:
T(F) = JXdF = [X(w)dF(w).

T(F) estd definida se e somente se X for F-integravel. Se F =
n

n
n-lz 1w , a medida empirica associada a amostra i.i.d. A{w ,wz,..,w },
=1 7 1 n
ln
entdo T(F )=n '} X(w ).
n J

=1

Como é de praxe, assumiremos aqui que o processo gerador das
observagdes é descrito por um elemento aleatério Y e que as sucessivas
realizacdes de Y, denotadas por {Y},jeN), sdo uma familia independente.
Nestas condigdes, os estimadores construidos via funcionais lineares
estatisticos sdo muito uteis, em grande parte pelas propriedades

condensadas na seguinte proposicéio:
PROPOSIGAO 4.8.

Seja T um funcional linear estatistico definido por T(F) = J[XdF,

entdo T tem as seguintes propriedades:

(1) o dominio de T é um convexo de ¥ que contém as distribuigdes de

suporte finito;
2y T(F ) é estimador nio viesado de T(F));
n

(3) Variancia (T(F )) = n 'Variancia X;
n
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() T(F ) é& estimador consistente de T(F) se a variancia de X for
n

finita;
(5) T(F ) é assintoticamente normal se a variancia de X for finita.
n

OBSERVAGAO 4.9.

Von Mises (1947) definiu o conceito de derivada para funcionais
estatisticos e desenvolveu expansdes tipo Taylor para aproximd-los por
funcionais mais simples. Mediante estas ferramentas estudou (o}
comportamento assintético dos estimadores definidos wvia funcionais
estatisticos, em particular extendeu a normalidade assintética dos
estimadores definidos por funcionais lineares estatisticos a estimadores

v,

definidos por funcionais ndo lineares com convenientes propriedades de

diferenciabilidade.

Estas boas propriedades dos estimadores definidos através de
funcionais lineares estatisticos s8o, entretanto, insuficientes desde o
ponto de vista da robustez, jad que nos espagos de distribuicgdes definidos
sobre conjuntos de cardinalidade ndo finita, nem as propriedades de
diferenciabilidade ou mesmo a linearidade garantem continuidade, que é uma

condicido que permite estimar T(F) via T(F ).
n

Mais precisamente, o funcional linear

T(F) = [fXdF com X:Q---->R mensuravel

sera fracamente continuo se e somente se X for continua e limitada
(veja Huber, 1981, p. 21), condigdo n3o satisfeita, por exemplo, se Q=R e

X=identidade.
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Justamente a falta de robustez de muitos procedimentos da
estatistica classica ¢é conseqliéncia da nfo continuidade do funcional
esperanga, no qual ela estd montada. Nas préximas segdes serio analisadas
formalmente as propriedades de continuidade dos estimadores definidos via

funcionais.

Entretanto, a derivada de von Mises serd considerada em 4.F, ja que
ela é importante na teoria de robustez pela sua relagdo com o conceito de

fungdo de influéncia de Hampel (1968 e 1974).

4.E. O MODELO PARAMETRICO COMO SUBCONJUNTO MAGRO DE UM *ESPACO DE

DISTRIBUIGOES, OS DESVIOS DO MODELO E A METRICA DE PROHOROV.

Muitos procedimentos de estimagdo da estatistica paramétrica
classica produzem estimadores otimos em algum sentido, mas sempre sob
estrita aderéncia ao modelo. Mas, como ja temos observado reiteradamente,
em qualquer situagio real as hipéteses do modelo sdo satisfeitas apenas de
uma forma aproximada, o que obriga a questionar a estabilidade das

solucdes obtidas pelos procedimentos tradicionais.

Como ja temos dito a situacdo €& a seguinte: observa-se um elemento
aleatério Y:(S,¥,P)-——->(Q,B), onde (S,¥,P) &€ um espago de probabilidade,
(Q,d) é um espago métrico separavel e completo e B = {borelianos de
(2,d}}. A hipdtese basica é que a distribuigdo de Y, ou seja a medida Py’

em (Q,B), esta em



P = {(Q,B,Pe), 96@} {o modelo),

onde ® € A e (A,A) é espago métrico separavel e completo.

Hampel (1968 e 1971) considerou fundamental a apreciagdo das trés

seguintes fontes de desvio do modelo P:

(1) erros de arredondamento, que sdo pequenos em valor absoluto e de

alta freqiéncia de ocorréncia,

(2) erros grosseiros, de grande valor absoluto mas de rara

ocorréncia,

(3) os desvios produzidos ptlo fato do modelo ser apenas uma

simplificacdo do mecanismo gerador dos dados.

Para poder estudar os efeitos produzidos por estes desvios, Hampel
(1968 e 1971) considerou o modelo como subconjunto do espago ¥ = {medidas
de probabilidade sobre (Q,B)}. ¥ ¢é um subconjunto gerador do espacgo
vetorial M das medidas finitas com sinal sobre (Q,B). No caso usual de Q =

RP, M é unm espacgo vetorial de dimensido infinita.

Assim, no caso usual A=Rk, o modelo P pode ser pensado como a imagem
de uma fungdo T:8---->%, continua respeito da topologia usual em Rk e
alguma topologia razoavel em ¥. Isto implica que P=1(©) é uma k-superficie
em ¥ e portanto em geral um conjunto magro, sendo que este fato subsiste
em caso de se considerar um supermodele (na Proposicdo 4.10 sdo

formalizadas estas afirmacSes). Entd3o, é conveniente assumir que a
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distribuicdo de Y pertence a uma vizinhanca de P e nao necessariamente a

P.

Para estudar este problema, Hampel propés munir o espaco ¥ da
topologia induzida pela métrica de Prohorov Hd, ja que esta possui as
propriedades necessarias para levar em consideracéio o§' trés tipos de
desvio do modelo acima relacionados. Algumas dessas propriedades sé&o

mostradas na Proposicdo 4.11.

Deve-se salientar que as técnicas classicas sao resistentes apenas
aos erros de arredondamento e muito sensiveis aos erros grosseiros e a
imperfeig¢do do modelo. De um modo geral, o uso de topologias muito finas
(por exemplo, distédncia do supremo entre fungdes de distribuicio
acumulada) impede os erros grosseiros de "chegarem perto"”, enquanto que os
desvios da situacdo ideal modelada sdo simplesmente desconsiderados, ja

que se procura a solugdao 6tima dentro do proprio modelo.

PROPOSICAO 4.10.

Sejam (2,d) espaco métrico separavel e completo, B = {borelianocs de

{(Q,d)}, ¥ = {medidas de probabilidade em (Q,B)} e I a métrica de Prohorov

em ¥.

a) (Q2,d) nao compacto e ¥ compacto em (¥,1) = ¥ é ndo denso, isto é,

aderéncia(#) tem interior vazio;

b) (©,d) n3oc compacto, entdo qualquer conjunto c-compacto em (%F,M)

tem interior vazio.

Comentéario:



Como conseqiiéncia desta proposigdo, em quase todos os casos de uso

corrente, o "modelo" sera um subconjunto magro de (%,1).

Com efeito, na maioria dos casos o conjunto ©® de todos os valores
] L . . . k . ~
possiveis do parametro é subconjunto de R e Q=R". Também, a funcao
1::9——>Pe (8--->%), que associa a cada valor do parametro 6 uma

distribuigéo P6 do modelo, deve ser continua (caso contrario o modelo nio

prestaria).

Resumindo as condicdes acima, tem-se: T(®)CF, @SRk, T continua e
Q=RP. Dado que a imagem por uma fungdo continua de um compacto é compacto
e que Rk é o-compacto, T(8) estd contido num conjunto o-compacto de (%,1).
Por outro lado, sendo Q=RF - nio compacto- a Proposigédo 4.10 garante que

T(®) tem interior vazio.o

PROPOSIGAO 4.11.

Sejam (S,¥,P) espaco de probabilidade, (,d) espaco métrico e B =

{borelianos de (Q,d)}. Entao:

Y.z: (s, ¢, p)clementos_aleatorios o g

(1) F e G as respectivas distribuigdes > Hd(F,G)ssva;

P{sid(Y(s),Z(s))ze} = &

(2) se (Q,d) for separavel, Hd induz em ¥ a topologia da

convergéncia em distribuicéao;
(3) se 0=g=1, entido Hd(F,(l—e)F+eH)$8 VHeF;

(4) as distribuicdes sem momentos finitos sio densas em (?(RR,B).



Comentarios:

a) se pensarmos Y como a variavel de interesse e Z como a realmente
mensurada, a propriedade (1) diz respeito dos erros de "arredondamento"
{incluidos em {s:id(Y(s),Z2(s)<e}) e dos erros "grosseiros" {incluidos em

{s1d(Y(s),Z(s)ze};

b) a propriedade (2) permite a absorcdo dos desvios decorrentes do
fato do modelo ser apenas uma aproximagaoc da realidade sob estudo; lembre-
se que a separabilidade é uma condigdo suficiente para que a topologia da
convergéncia em distribuigdao seja 1induzida por Hd e também bpara a
convergéncia das distribugdes empiricas a distribuigdo subjacente; além da
separabilidade acostuma-se também adicionar a hipétese de completitude de
(Q,d), pois esta Ultima é condigdo suficiente para que estimadores
induzidos por funcionais continuos definidos em ¥ sejam consistentes, veja
por exemplo em Hampel (1971, lema 2); também nos espagos métricos
separaveis e completos existem boas condic¢des para o estudo da teoria
assintética, dado que, devido ao trabalho de Prohorov .(1956), estao

caracterizados os seus conjuntos relativamente compactos, como foi visto

no Capitulo 3;

c) em (3), F pode ser interpretado como o modelo e H como qualquer
contaminacao, inclusive erros grosseiros e/ou uma distribuigcdo sem
momentos finitos; portanto (3) em geral e (4) no caso particular A=Rk
ilustram os "perigos" que podem existir numa vizinhanga da distribuigao

"melhor comportada".o



4.F. DERIVADA DE VON MISES E CURVA DE INFLUENCIA DE HAMPEL.

4.F.1.Derivada de von Mises e curva de influéncia.

DEFINIGAO.4.12.

Sejam (Q,d) espacgo métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, ¥ = {medidas
de probabilidade em (Q,B)}, €<%, € convexo, T:6--->R, Fe€. Por definigao,

T & von Mises diferenciavel em F se e somente se:

a) 13 T;(G—F) = 11m1te+[T(F+t(G-F))—T(F)].t‘1 YGe€,
n--->0
\
e também .
b) 3 ¢F;Q@?9§95§Y91>R tal que T’ (G-F)=f¢_()d(G-F)(w) VGEE.

OBSERVACOES 4.13.
a) sendo & convexo, Fe€, Ge€ e 0O=<t=1, entdo
F+t (G-F)=(1-t)F+tGe€;

b) dado que (G-F)(Q)=0, ¢F é unica a menos de uma constante, a

unicidade pode ser obtida impondo a condigio f@r(w)dF(w) = 0;
c) se T for von Mises diferenciavel em F e 1we€, vale que:

& (w) = limite [T(F+t.(1 -F))—T(F)}.t";
F + w
n--->0

d) se definirmos (A(F,G))(t) = T(F+t(G-F)), O=<t=1l, e T for von Mises

diferenciavel, entao



T (G-F)=[8/8t(A(F,G))(t)]
F t=0

mais ainda, von Mises considerou a expansdoc em série de Taylor de

(A(F,G))(t) em t=0, sendo a expansio de primeira ordem:
T(G) = T(F) + T;(G—F).t + resto (T-F);

(observe-se que a expansdo de A induz uma expansdo de T).

DEFINIGAO 4.14.

Sejam (Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, ¥ = {medidas
de probabilidade em (,B)}, 6<%, € convexo, T:6--->R, Fef. Hampel (1968,
1974) definiu a curva de influéncia do estimador T na distribuicdo F

(denotada por IC(T,F)) por:

(IC(T,F))(w) = limite+[T(F+t.(1w-F))-T(F)].t-1=
n--->0

= limite+[T((1-t)F+t.1w)-T(F)].t‘l,
n--->0

se este limite existir VweQ.

OBSERVAGOES 4.15.

a) se T for von Mises diferenciavel em F e {1w:weQ}S€, entdo existe

IC(T,F) (que é igual a QF(w) de 4.13.c)) e portanto vale que

T;(G-F) = f(IC(T,F))(w)d(G-F)(w) VYGeC;

a reciproca nio € verdadeira, ou seja, a existéncia da curva de
influéncia ni3o é condigdo suficiente para a diferenciabilidade de von

Mises (veja contraexemplo em Fernholz, 1983);



b) como conseqiiéncia da definigdo acima, em caso de existéncia, €

claro que IC(T,F):Q--->R (pois T:Q--->R};

entretanto n&o haveria problemas em generalizar a definigdo para

T:Q-—->Rk, sendo que neste caso
K
IC(T,F):Q-——>R;

c)} o valor {IC(T,F))(w) informa a respeito da velocidade de mudanga
do valor de T quando o modelo F é contaminado por uma distribuigdo de

massa 1 em w;

a curva de sensibilidade de Tukey, usualmente denotada
(SC(wl,wz,..,wn))(w) ou SC (w) e definida por:
n i
(n+1 (T (v ,0,..,0 ,0)-T (W ,0_,..,w )),
n+1 1 2 n n 1 2 n

€ uma versdo amostral da IC(T,F) que permite estudar a influéncia de

uma nova observacdo w relativa a massa introduzida (1/n+1) no valor do

estimador;

4 .F.2.Medidas de robustez deduzidas da curva de influéncia.

DEFINIGAO 4.16.

A influéncia maxima que qualquer contaminag¢do por uma distribuicio
de massa 1 em w pode ter sobre o estimador é dada pelo supremo em Q da
funcdo de influéncia, que foi denominado por Hampel (1968 e 1974)

sensibilidade a erros grosseiros , cujas iniciais em inglés sdo GES:
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GES(T,F) = supremo |(IC(T,F))(w)]|;
we

caso T:Q--->R¥, | | pode ser substituido pela norma do supremo em

OBSERVAGAO 4.17.

Serdo consideradas aqui as relacgdes entre a IC(T,F) e a variancia

assintética de T, onde T é um estimador definido através de um funcional.

Sejam (Q,d) espago métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, ¥ = {medidas
de probabilidade em (Q,B)}, €<%, € convexo, € 2 {distribuigdes empiricas},
T:€-~-->R. Também, como usualmente, assume-se dgque as observagbes sio

i.i.d..

Pode-se provar que, sob certas condigdes, a variancia assintética do

estimador T sob F é igual a
E(IC(T,F))?= S(IC(T,F))%(w)dF (0);

com efeito, dado que I@F(w)dF(w)=O, fazendo na expansio de primeira

ordem de von Mises dada em 4.11.d as substituicgdes G

1!

*r

]

o]
™
Pt

€

[¢)]

t=1, tem-se:
T(F ) = T(F) + T'(F -F) + resto(F -F) =
n n n

= T(F) + I(IC(T,F))(w)d(Fn)(w) + resto(Fn~F) =
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= T(F) +n ¥ (IC(T,F)) (W) + resto(F -F),
j=1

se também

E}IC(T,F))2=I(IC(T,F))2dF(w)<m e

1/2 .
n .resto(Fn F)F_probabjljdgde>o'

o teorema central do limite garante que:

n'Z(T(F )-T(F))~3725:5p=====->N(0,E(IC(T,F))*.
n distribuicgao

OBSERVAGAO 4.18.

Serido consideradas aqui as relagdes entre GES e viés assintético.

Sejam (Q,d) espaco métrico, B = {borelianos de (Q,d)}, ¥ = {medidas

de probabilidade em (Q,B)}, €<%, € convexo, € 2 {distribui¢des empiricas},

T:6--->R e (T ) o estimador induzido por T.
n nE&N

Freqientemente estimadores sao comparados mediante o critério do

erro quadrdtico médio (EQM) definido por:

EQM(T ,F) = E_ (T -0)°= Variancia T + (Viées T )2,
n F n Fn Fn

onde Viés T = |E (T )-6|, | | é uma norma conveniente no espaco
Fn F n

paramétrico e 8 é o parametro a estimar;

na maioria dos estimadores razoaveis

lim Variadncia T =0 e 1imE (T ) = T(F)
n Fn n F n
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limnEF(Tn) = T(F));

nestas condi¢OSes é razoavel julgar um estimador através do seu viés

assintotico dado por:
v(T,F)=|T(F)-8].

Considere-se o modelo de contaminagdo, isto é, assuma-se que a

verdadeira distribuicao pertence a familia:
Cont. (Fo,e) = {FiF=(1-€)Fo+eM VMeM},
onde £ é fixo e Fo pertence ao modelo paramétrico;

neste caso, uma medida da robustez do estimador sera o maximo viés

no conjunto Cont. (Fo,g), ou seja
v(T,Fo,€) = supremo {"T(F)—eo" ! FeCont.(Fo,e)},

se T for consistente Fisher, isto é se T(F) coincidir com o

parametro a estimar:
v(T,Fo,e) = supremo {IT(F)—T(F0)| : FeCont.(Fo,e)};

por outro lado, se existir expansdo de primeira ordem de von Mises

tera-se:
|T(F)-T(Fo)| = |T (F-Fo).& + resto (F-Fo)|,
o

sob condig¢des suficientes para desprezarmos o resto:
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|IT(F)-T(Fo)| = |Tp(F-Fo).e| = & [J(IC(Fo,T))(w)d(G-F)(w)| =

€.GES(T,Fo),

portanto, sob convenientes condigdes de diferenciabilidade de T em

Fo vale que:
v(T,Fo,e) = €.GES(T,Fo);

obviamente esta férmula sé tera utilidade se GES(T,Fo)<w.

DEFINICAO 4.19.
A sensibilidade local a deslocamentos do estimador T na distribuigao

F é usualmente denotada por LSS e definida por:

LSS(T,F) = supremo {|(IC(T,F))(w)-(IC(T,F))(w’)|/|w--0"|};

WFW

esta ferramenta tem a fun¢do de mensurar os efeitos produzidos sobre

os estimadores quando os valores das observagdes sdao levemente
exemplo, com o arredondamento e/ou

modificados, como ocorre, por

agrupamento dos dados.

DEFINIGAO 4.20.

Este conceito tem a ver com a 1idéia de rejeitar os dados
extremamente afastados do centro da distribuigdo. Se Q=R" e F for

simétrica entorno de OeR”, define-se o ponto de rejeicdo de T em F como:

infimo {r>0: (IC(T,F))(w)=0 se |w|>r},

onde | | indica alguma das normas usuais em R".
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4.G. ESTIMADORES ROBUSTOS COM VIES MINIMAX.

Consideremos as condigdes de 4.18, ou seja que estejam dadas as
condigdes para Jjulgar um estimador dado por um funcional T definido em'?

através do seu viés assintético.
DEFINICAO 4.21.

Seja & uma classe de estimadores definidos através de funcionais. Um

*
estimador T tera viés minimax na classe & para uma fracdo de contaminacgéio

€ se e somente se:

*
v(T ,Fo,e) = minimo v(T,Fo,€).
Te€

onde, da mesma forma que em 4.18,
v(T,Fo,e) = supremo {V(T,F): FeCont.(Fo,e)}, e

Cont. (Fo,e) = {FiF=(1-g)Fo+eM VYMeM}.
OBSERVAGAO 4.22.

Sera visto aqui que, sob determinadas condigdes, é possivel obter a

GES(T,Fo) e o uma versdo do ponto de ruptura a partir de v(T,Fo,€).

Em 4.14 foi definida a curva de influéncia do estimador dado pelo

funcional T na distribuicg&do Fo por:
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(IC(T,Fe))(w) = limite [T((l—t)Fo+t.1 )—T(Fo)}.t_l,
>0t w

também (Definicgdo 4.16):

GES(T,Fo) = supremo |(IC(T,Fo))(w)];
we

se T for consistente Fisher, ter-se-ia que:

(IC(T,Fo)) (W) = 11m1te+v(T,(1—t)Fo+t.1w).t‘1;
n--->0

dado que por definigao

v(T,Fo,t) = supremo {V(T,F): FeCont.(Fo,t)},

é claro que

v(T,Fo,t) = supremo V(T,(l—t)Fo+t.1w),
we

entdo, dadas as condi¢des que transformem a desigualdade acima numa

igualdade e que também permitam trocar a ordem entre

limite+e supremo,
n--->0 we

ter-se-ia que:

GES(T,Fo) = limite [supremo v(T, (1-t)Fo+t.1 ).t-l] =
+ w
n--->0 wel

= 11mite+v(T,Fo,t).t'1= 6/5t[v(T,Fo,t)]
n--->0

t=0 ’

ou seja que sob determinadas condigdes:
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GES(T,Fo) = 6/6t[v(T,Fo,t)]t=o :

também é claro que € possivel definir uma versdo do ponto de ruptura

através de:

E 3
€ = infimo {¢! v(T,Fo,€) = w}.

As duas férmulas acima mostram que, dadas as condigdes adequadas, a

»*
curva v(T,Fo,e) contém muita informagdo, que inclui GES e ¢ .

Alguns resultados sobre estimadores com viés minimax.

Huber (1964) provou que, no modelo de posicdo, para Fo simétrica e

unimodal e observagdes i.i.d., vale que:
s,

vimediana,Fo,e) = minimo v(T,Fo,€),
Te&

sendo & ={estimadores invariantes por translagdes}.

Martin, Yohal e Zamar (1989) acharam os estimadores de viés minimax

na classe € = {M-estimadores} para o modelo de regressio sob os seguintes

supostos:

i) a distribuicdo dos erros tem densidade simétrica e unimodal,

ii) distribuigdo das observagdes eliptica, isto é a distribuicido das
observacdes x depende de ”x”A= x’Ax, sendo a matriz A simétrica e definida

positiva.

O estimador com viés minimax é obtido minimizando o quantil a« dos

valores absolutos dos residuos, onde a depende da fracdao de contaminacio
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€. Por este motivo ele é denotado por Qa' Nos casos estudados, o valor de

o é pouco sensivel a alteragdes no valor de €.

Caso oo = 1/2, Qa coincide com o estimador de minima mediana de

quadrados proposto por Rousseau (1984).

Martin, Yohai e Zamar, no trabalho ja citado, também obtiveram
estimadores com viés minimax na classe dos GM estimadores para o modelo de

regressao.

4.H. DEMONSTRAGOES.
Proposicao 4.5.
(Q,d) espaco métrico separavel, B = {borelianos de (Q,d)},

p uma medida de probabilidade em (Q°,8%), K={1,2,...,m}, poa K-

distribuigio marginal de pn. Nestas condigdes a seqiiéncia (“x(wn))neN

definida por

?—m—l
Y1
el (0,0 ...

ny o_ -
(uK(w ) = (n-m+1) . "
j i+l j+n-1

J

satisfaz
p(w )———‘i’———>uK com p -probabilidade 1.

K n-—-->mw

Demostracao:
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a hipétese de estacionariedade implica que a aplicacéo:

w=w 0 ,...,0)——>W W ,...,0 )

1’2 m 2’3 m+1
preserva medida, entdo, dado que:

n T
Jfd (w') = (n-m*+1) Y f(w ,0 _,...,w
H : j i jrm-1

K j=1

seja cL®) = f:(Qx,tomﬂogia)__gggiiggg__>R , ©o teorema ergddico
produto limitada

garante que

erCL(QK) Jfd (wn)——E-->ffd com p_-probabilidade 1,
uK n--Jo “x K

ou seja

VfeCL(Q%) 3N(f) boreliano de Q° com uK(C(f))=1 tal que

>0

Ifdpéw )-5::———>ffduxem C(f);

sendo (Q,d) separavel, o* com a topologia produto também é, portanto

existe uma familia FSCL(QK), F enumeravel e F limite determinante,

se A =U (C(f)) entso uK(A) = 0, por ser unido enumeravel de
feF

conjuntos de medida nula;
finalmente, tem-se que:

P(AS)=1 e em A® vale que Jfd (&")-—-"=—- >[fd VfeF,
d I }I.K n-->w “](

portanto o resultado esta provado.o
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Proposicgao 4.8.

Seja T um funcional linear estatistico definido por T(F) = [XdF,

-entdo T tem as seguintes propriedades:

(1) o dominio de T & um convexo de ¥ que contém as distribuigdes de

suporte finito;
(2)y T(F ) é estimador ndo viesado de T(F));
n
(3) Variancia (T(Fn)] = n 'Variancia X;

(a)y T(F ) é estimador consistente de T(F) se a Variancia de X é
n

finita;
(5) T(Fn) é assintoticamente normal se Variancia X < w.
Demonstracgao:
(1), (2) e (3) sdo triviais;
(4) decorre de (2) e (3) e da desigualdade de Tchebycheff;

(5) é uma conseqiiéncia do teorema central do limite, ja que F =
n

n
nL 1, T(F) = n''L X(w) = n-lz(Xon)(s)) onde {XoY , jeN} é familia
j n=1

independente, ja que {anjeN} também é (por hipdtese).no

-

Proposigao 4.10.

Sejam (Q,d) espago métrico separavel e completo, B = {borelianos de

(Q,d)}}, ¥ = {medidas de probabilidade em (Q,B)} e T a métrica de Prochorov

em ¥.
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a) (Q,d) n3o compacto e ¥ compacto em (¥,1) = ¥ é ndo denso, isto é,

aderéncia(¥) tem interior vazio;

b) (Q,d) ndo compacto, entdo qualquer conjunto o-compacto em (¥,T)

tem interior vazio.
Demonstracéao:

a) sendo (¥,1) métrico, ¥ compacto = N fechado, portanto deve-se
provar que interior(#) ¢é wvazio, ou equivalentemente que Ve>0 VFoeXN

(V(Fo,e,T))nN %¢, onde V(Fo,e,T) denota a esfera aberta {GeF:M(Fo,G)<e};
se jam FoeN, £>0 e a tal que O<a<eg,
N compacto > N tight (por Proposigdo 3.21), ou seja,
3Ka compacto em (Q,d) tal que F(Ka)>1—a VFeXN,

dado que (Q,d) néo é compacto 3weK;, consideremos Goe¥ definida por

Go=(1—a)Fo+a.1w,
entdo
1) Go(K )=1-a = GoeN",
ii) por 4.11.(3), M(Fo,Go)=a<e = GoEV(Fo,g,H),

portanto: (V(Fo,e,M) )N #¢.0
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b) pelo Lema 3.18, o espago métrico (¥,1) é completo , pode-se entdo
aplicar um conhecido teorema de Baire que afirma que em um espago métrico

completo toda unido enumeravel de conjuntos nao densos tem interior vazio,

portanto, como conseqiiéncia do teorema de Baire e de a), ¥ tem

interior vazio.o

Proposicao 4.11.

Sejam (S,¥,P) espaco de probabilidade, (Q,d) espaco métrico e B =

{borelianos de (Q,d)}. Entio:

v, 2. (S, 9, p)elementos aleatorios, o g,

(1) F e G as respectivas distribuicges = Hd(F,G)5€v5;

P{sid(Y(s),Z(s))ze} = &

(2) se (Q,d) for separavel, Hd induz em ¥ a topologia da

convergéncia em distribuicéo;
(3) se 0=e=1, entdo Hd(F,(l—e)F+sH)52 VHe%;

. e .. ~ k
(4) as distribuicdes sem momentos finitos sdo densas em F(R ,B).

Demonstracéao:

(1) F=PY ' e G=PZ™', seja A = {s:d(Y(s),Z(s))<e}, entio,
por hipétese e por definicdo de A:

VBeB: Y 1B)nA € 271 (BE) e P(A®)=s,

em conseqiiéncia:



VBeB F(B)=P(Y ' (B)nA)+P(Y ' (B)nA®)=P(2 ' (B®))+5=G(B*)+3,
ou seja tem-se que

VBeB F(B) = G(B)+3,

portanto, sendo F e G medidas de probabilidade,

Hd(F,G) =< gVvé;

(2) foi demonstrado no Capitulo 3;

(3) sejam O=e=<1, HeF(Q,B) e BeB, entdo

F(B)=(1-¢)F(B)+eF (B)=(1-¢)F (B )+e=<(1-)F (B ) +e+eH(BY), isto &

VBeB: F(B) = ((1-¢)F+eH) (B)+e,
portanto Hd(F,(l—e)F+£H)Se VHe¥;
1) é decorréncia de (3) e da existéncia de de Hoe?(Rk,B) sem

momentos finitos:
VFe?(Rk,B) Ve>0 vale que:
(1-€)F+eHo nido tem momentos finitos

e Hd(F,(l-e)F+eHo)Se.D
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CAPITULO 5.
RESISTENCIA EM PROCESSOS ESTACIONARIOS ERGODICOS.

5.A. INTRODUGCAO E RESUMO DO CAPITULO.

Neste capitulo serd demonstrada a equivaléncia dos conceitos de
resisténcia fraca e forte de Boente, Fraiman e Yohai para estimadores
invariantes por permutagdes das coordenadas no contexto dos processos
estacionarios e ergodicos. Para tanto serd feita a continuagido numa
resenha da evolugdo dos conceitos de resisténcia (Mosteller e Tukey/
Hampel/ Boente, Fraiman e Yohai) e robustez qualitativa (Hampel/

Papantoni-Kazacos e Gray/ Boente, Fraiman e Yohai).

Hampel (1971) introduziu a nogdo de robustez qualitativa em
estimagdo paramétrica, de acordo com a seguinte idéia intuitiva: um
estimador é robusto para um processo pu see para todo outro processo v
"perto" de ﬁ a distribuigdo do estimador sob v fica "perto" da do

estimador sob p, uniformemente no tamanho da amostra.



Hampel trabalhou com processos a tempos discretos definidos por
medidas de probabilidade em (@”,8”), onde (Q,d) é um espago métrico
separavel e completo e B denota a o-algebra dos conjuntos borelianos dg
(Q,d). Em principio, Hampel somente considerou processos 1i.i.d.,
conseguindo, via esta restrigdo, uma simplificagdo na sua abordagem em

dois aspectos fundamentais, que mencionaremos a seguir.

Em primeiro lugar, para definir a "proximidade" de dois processos
bastou-lhe apenas considerar a "proximidade" das distribuigdes marginais
unidimensionais (todas iguais) dos citados processos, dado que se F é uma
marginal unidimensional de um processo i.1.d. a distribuigdo do processo é
F”. Ou se ja, bastou-lhe trabalhar no espago ¥ das medidas de probabilidade
sobre (Q,B), medindo a "proximidade" entre dois processos i.i.d. pela

distancia de Prohorov entre as respectivas marginais unidimensionais.

Hampel observou que o uso desta métrica lhe permitia considerar os
desvios causados por erros de arredondamento, erros grosseiros e desvios

do modelo, concebido como representacdao aproximada da realidade.

Em segundo lugar, mediante argumentos de suficiéncia, bastou a
Hampel apenas considerar estimadores invariantes por permutagdes das
coordenadas, o que lhe permitiu (via a identificagdo amostra-distribuigio
empirica) considerar as "amostras" e a "distribuig¢do subjacente" como
elementos do mesmo espago (isto é, como pontos de %) e pensar os

estimadores como funcionais definidos em ¥.

Papantoni-Kazacos e Gray (1981) generalizaram a nogido de robustez ao

ambito dos processos estacionarios, medindo a disténcia entre dois
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processos pela métrica de Orstein em P(Q ,B) e a distancia entre as
respec2tivas marginais n-dimensionais pela métrica de Wasserstein em

P(Q",B"). A definicdo destas duas distancias depende da métrica an(u",v")

n
-1 .
= n .(E:d(uj,qu em " através do funcional esperanga, O que
j=1

descaracteriza as idéias intuitivas de robustez, a menos que d seja
limitada, caso no qual a métrica de Wasserstein equivale a de Prohorov Pa
n

Cox (1981) mostrou que, se d for a distancia usual em R, a média

amostral é robusta segundo este enfoque.

Boente, Fraiman e Yohai (1987) fizeram uma proposta diferente,
baseada na generalizacdo do conceito de N-robustez (Hampel (1971)), mais

adequado ao tratamento de observagdes dependentes.
Eles definiram a métrica
dn em Q" por: dn(un,vn)=inf{a:#{i:d(Ui,Vi)Za}sn}

e a métrica de Prohorov associada Hdn em P(Q",B"), sendo desta forma
preservadas as nogdes de robustez. Através de dn introduziram uma nova
abordagem, mediante a generalizagdo do conceito de resisténcia de Tukey
através de uma versdo da ‘"condition B" de Hampel. O conceito de
resisténcia fraca de Boente, Fraiman e Yohai equivale ao de Hdn-robustez
se o espago dos parametros for um subconjunto de Rk, porém de definigido
mais transparente, ja que depende em forma direta do estimador (e ndo da

distribuicdo do estimador, como no caso de robustez).

Boente, Fraiman e Yochai definiram resisténcia fraca e forte,

provando a equivaléncia de ambos os conceitos no caso de estimadores
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invariantes por permutagdes em processos i.i.d.. Neste capitulo
estenderemos este resultado aos processos estacionarios ergédicos. A

seguir sera descrita a organizagao do capitulo.

.Na se¢lo B sido apresentadas questdes de notagdo, definidas métricas
em Q" e feitas consideragdes gerais sobre os espagos Q" e @°. Na segao C
s3do .dadas as definigdes e é feita uma breve resenha da evolugdo dos
conceitos de robustez qualitativa e resisténcia. Na secdo D aborda-se a
equivaléncia entre resisténcia qualitativa fraca e forte. A segdo E é

2composta de alguns lemas que auxiliam as demonstragdes da segdo D.

Em forma diferente aos capitulos 2,3 e 4, em que as demonstragdes
foram colocadas para o final, aqui optamos por escrever as demonstragdes

no texto.

Nossa contribuigdo fundamental neste capitulo é o teorema 5.22 que
demonstra a equivaléncia entre resisténcia fraca e forte para estimadores
invariantes por permutagdes em processos estacionarios ergédicos,
generalizando andlogo resultado, restrito a processos i.i.d., de Boente,
Fraiman e Yohai (1987). Também sdo nossos os primeiros quatro lemas (5.24,
5.25, 25.27 e 5.29) da Secdo 5.E. No lema 5.24 provamos que dn induz a
topologia produto em Q". O lema 5.25 constata que a métrica dn de Boente,
Fraiman e Yohai ébﬁorve o sentido intuitivo de resisténcia. O lema 5.27 é
uma modificagao -mediante a introdugdo da métrica dn- de um argumento
utilizado por Hampel (1971) na sua demonstracio de que "condition B"
implica robustez qualitativa; o lema mostra que se dois processos i.i.d. p
e v tém marginais unidimensinais vizinhas no sentido de Prohorov, ent3o

. 00 00 —~ . . 00
existe um processo T em Q xQ2 tal que p e v sdo suas marginais em Q e,
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além disso, as distribuig¢bes amostrais de n-uplas produzidas por p € v sdo
Prohorov-vizinhas com alta t-probabilidade. O lema conjuntista 5.29 esta
implicito na demonstragdo do Teorema 4.1 de Boente, Fraiman e Yohai
(1987), porém seﬁ demonstracdo. O quinto e ultimo lema da secdo S.E (5.31)

é classico.

5.B. QUESTOES PRELIMINARES E NOTACIONAIS.
NOTAGAO 5.1.

Seja @ um conjunto ndo vazio,

Q"= {w'=(wi,w2,..,wn)! wjeQ, 1%j=n},

Q"= {w =(w1,w2,..,wn,...) wjER Yj natural}.
Seja (2,d) um espago métrico, A € Q, A#s, «>0,

V(A,a,d) = {ueQ: d(u,A)<a},

em particular se A = {wo}, V({wo},a,d) é a esfera de centro wo e
raio o em (Q,d)), denotada em capitulos anteriores por Blwe,a), sem mencido

explicita a métrica d.
OBSERVAGAO 5.2.

Seja (Q,d) um espago métrico, B={borelianos de (Q,d)} e P(Q,B) =
{medidas de probabilidade sobre (Q,B)}. No Capitulo 3 foi definida a

métrica de Prohorov Hd V(u,v)e(.‘P(Q,fB))2 por:
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Nd(u,v) = infimo {a! p(B)=v(V(B,a,d))+a, VBeB}

A seguinte caracterizacio de 1, devida a Strassen (1965) e valida
para (Q,d) espago métrico separavel e completo é de especial utilidade no
tratamento das relagdes entre resisténcia qualitativa e robustez

qualitativa:

3P probabilidade em (QXQ,BX%)
Nd(p,v) = infimo {a! com marginais P e V tal que
P{ (u1,u2)! d(ui,u2)z a } = a

DEFINIGOES 5.3.

A métrica do supremo é definida por:

sn(u”,v") = supremo {d(uj,vj)! 1=j=n};

sabe-se que sn define a topologia produto em Q",

de igual modo que a métrica tipo Lz:
IR LR 172
en(u”,v") = (n .y d (Uj,Vj)] ,
j =1
e a métrica tipo L1:
-1 n
an(u”,v") = (n ) d(Uj.Vj)}
=1

Hampel (1971) definiu a seguinte métrica que, diferentemente das

trés anteriores, é invariante por permutac¢des das coordenadas:

_1n
X 6Vi ’

n
n _n -1
Hn(u',v') = NId{n ".§} 8D
i
i=1 i=1



onde 6u denota a medida de probabilidade com massa 1 em u;
OBSERVAGAO 5.4.

Boente, Fraiman e Yohai (1987) definiram a métrica dn por:
dn(u”,v") = infimo {a! #ki:d(ui,Vi)Za) < na},

provando que Td(u",v") = minimo dn(u", p(v")),

ny _ _Jpermutacgdes de
onde p(v') [vp“),g(m,..,vp(nj, e peP { (1.2, .. .0} } .
Pode ser demonstrado (veja lema (5.24) no apéndice) que a métrica dn
também define em Q" a topologia produto, conseqiientemente Hn define em Q"

a topologia produto moédulo permutagdes das coordenadas.

OBSERVAGAO 5.5.

A menos que indicado de outra forma, (Q,d) denotara sempre um espago
métrico separavel e completo e B o conjunto dos borelianos de (Q,d). Q" e
Q" denotario respectivamente os espagos de n-uplas e de seqiiéncias de

elementos de Q e B" e B” as respectivas oc-algebras produto em Q" e Q.

Sendo Q separavel as oc-adlgebras produto 8" e B” coincidem com as
o-algebras geradas pelas respectivas topologias produto; portanto, neste

caso, tem-se que B ={borelianos de (Q",sn)}, e que B° & a oc-algebra

[ ]
gerada por U {abertos de (Qn,Sn)}. Estas afirmagdes permanecem validas se

n=1

sn for substituida por en, an ou dn, dado que todas estas métricas definem

a topologia produto.



Também vale que a disténcia em Q" definida por

[+
dw(x,y) =Y 2 "d’ (%n,yn) com d’= minimo(d,1)

n=1

induz a topologia produto em 0" e que (Qm,dm) é também separavel e

completo.

5.C. ROBUSTEZ E RESISTENCIA QUALITATIVAS.
5.C.1. Processos e estimadores.

Serdo considerados, aqui, processos definidos por medidas de
prolbabilidade em (€7,87), onde (Q,d) é um espaco métrico separavel e

completo e B = {borelianos de (Q,d)}.

NOTAGAO 5.6.

P(A,4) denotard o conjunto de medidas de probabilidade sobre (A4,44),

onde (A,d) é qualquer espago mensuravel.

Se (Tn)neN é um estimador e GeP(Q,B), neste casoc L(Tn,G) denotara a

distribuigao de Tn sob G.

5.C.2. Robustez Qualitativa. .

Serd feita agora uma rapida revisdo do conceito de robustez

qualitativa de um estimador.



No caso de observagdes independentes e identicamente distribuidas

(i.i.d.), Hampel (1971) formulou a seguinte definigao:
DEFINICAO 5.7.

Seja FeP(Q,B), um estimador (Tn)nZno é robusto em F see a sequéncia

de aplicagdes:
[?(Q,.‘B) ,nd]----> [fP(A,A) ,m]
definidas por G---->L(Tn,G), n2no, é equicontinua em F.
Equivalentemente:
{Tn)nzno é robusto em F see Ve>0 38>0 tal que
Vnzno, VQe P(Q,B): TMd(F,G)<é = HA[L(Tn,F),L(Tn,G)]<€.
OBSERVACAO 5.8.

No contexto da definigdo anterior, dado que as observagdes séao
i.i.d., é mais correto denotar a distribuig¢do de Tn sob G por L(Tn,Gn) em
vez de L(Tn,G). Assim sendo, ficara mais clara a definigdo seguinte de

N-robustez, também devida a Hampel (1971):
DEFINIGAO 5.9.
(Tn)nzno é M-robusto em F see VYe>0 38>0 tal que
Vnzno, VQne? (Q", B"): HHn(Fn,Qn’)<5#HA[L(TD,FH),L(TD,QD)}<€,

onde Qn’ a medida 1invariante por permutagdes das coordenadas

induzida por Qn em (Qn,Bn).



OBSERVACAO 5.10.

Para se trabalhar no contexto de séries de tempo e/ou processos
estocasticos é de interesse a generalizagdo do conceito de I-robustez,

cuja versdo original ja admite leves afastamentos da hipétese i.i.d..

E evidente que o conceito de T-robustez admite varias generalizagdes
para o caso de processos em geral. A seguir, apresenta-se a definicao de

Bustos (1981):
DEFINICAO 5.11.

Se jam ue?(Qm,Bm) com marginais un=p/Q" nzno, e pn pseudométricas em

P(Q",B"), nzno. Entdo (Tn)nzne é pn-robusto em pu see
dado £>0, 38>0 tal que
¥nzno, Vvn € P(Q",B"): pn(Vn,un)<6:HA(L(Tn,pn),L(Tn,Vn)}<e.

No caso 1i.i.d., tomando pn{un,vn) = TMHn(un’,vn’), obtém-se a

definigao de Hampel.

5.C.3. Resisténcia qualitativa.

A definicdo de resisténcia qualitativa estid baseada no seguinte
conceito de resisténcia (Mosteller e Tukey, 1977): pretende-se que o
estimador varie pouco na presenga dos dois seguintes tipos de modificacdes

da amostra:



i) erros de arredondamento ou agrupamento em todas as observag¢des, e

/ou

ii) substituigido de uma pequena fracdo da amostra por outliers

arbitrarios.

No trabalho ja citado de Hampel (1971) esta idéia aparece sob o nome

de "condition B".
DEFINICAO 5.12.

FeP(Q,B), (Tn)n=no estimador. Entdo F e (Tn)nzno satisfazem a

"condition B" see
¥e>0 V>0 38>0 Vnzno 3En<%n:
{F(En)>1-n} A {FneEnaGneFnalld(Fn,Gn)<d} = A(Tn(Fn),Tn(Gn))<e,

medidas discretas de probabilidade sobre (,8)
cujos dtomos tem massas mailtiples de 1/n

onde ¥n = {

(veja que Td/Fn = Hn).
OBSERVACOES 5.13.

Esta definicido preserva as intencgdes de Mosteller e Tukey, dado que
Nld absorve os dois tipoé de desvio mencionados acima (veja observagio
5.26, no apéndice). Entretanto é preciso salientar trés aspectos, que

ajudam a entender a evolugdo destas idéias em Boente, Fraiman e Yochay

(1987):
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a) nesta definicgdo a idéia de resisténcia ocorre uniformemente no
tamanho da amostra, sendo esta uma caracteristica das definigdes de Hampel
de robustez e T-robustez, decorrente das propriedades dos estimadores

induzidos por funcionais T definidos em P(Q,B) (isto é Tn = T/¥n).

b) A introdugio na definicgido dos conjuntos €&n, de progabilidade
uniformente grande sob F, a torna menos restritiva; no trabalho de Hampel,
de 1971, os €n concretizam-se comc { Fne¥n | Td(F,Fn)<a } para um certo
a>0, isto &, como vizinhancas de F na topologia relativa dos ¥n (que é

onde interessa, na pratica, que a propriedade funcione).

c¢) Hampel (1971, 1lema 4.1) provou que para processos 1i.i.d.
“condition B" implica TIl-robustez, sendo que''uma parte importante da

demonstracgdo baseia-se no seguinte fato:
FeP(Q,B), GeP(Q,B), >0, Nd(F,G)<e,
entdo existe QeP(QxQ,BxB) com marginais F e G tal que:

se {(xj,yj): 1=j=n } é amostra i. i. d. de G entdo

q {}n(xn,yn)<el/2} —

€ importante salientar que este resultado é ainda vadlido em uma
forma mais forte, substituindo un por dn (veja lema (5.27) no apéndice) e
que Boente, Fraiman e Yohai (1987, teorema 4.2) utilizam argumentos
semelhantes na sua demonstagdo de que resisténcia {fraca implica

n-robustez.

As seguintes definig¢des sao de Boente, Fraiman e Yohai (1987).

5.12



DEFINIGCAO 5.14.

y'e V(x",8,dn)
z"e V(x",8,dn)

Sn(s,x") = supremo {A(Tn(yn),Tn(zn)):
ou também
Sn(s,x") = diametro [Tn (V(xn,a,dn))) ;

DEFINIGAO 5. 15.

pe?(Qw,Bw), {(Tn)nzno é fracamente resistente em p see
‘Ynzno p[{xne Q" sn(s,x") = s}) z 1-¢ ;

DEFINIGAO 5.16.

pe?(Qm,Bm), (Tn)nzno é assintoticamente fracamente resistente em p

see Ye>0 33>0 e ni=ni(e)zno tais que:
Vnzn1 pn[{ x"e Q" Sn(a,xn)se}) z 1-g ;

DEFINIGAO 5.17.

X € Qm, (Tn)nzne é resistente em x see Ve>0 38>0 tal que

(n))SC‘

Vnzno:Sn(§, x

DEFINICAO 5.18.

peP(Q”,B”), (Tn)nzno é fortemente resistente em p see
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p[{xcﬂm: Tn é resistente em x}} =1 ;
ou equivalentemente (Ver Boente, Fraiman e Yohai, 1987)

0
Ve>0 38>0 tal que u[ n {erw: Sn(a,xn)se}) z 1-¢ ;
n=no

OBSERVAGCOES 5.19.

a) a definigdo de resisténcia fraca esta claramente relacionada com

a "condition B" de Hampel;

b) resisténcia forte = resisténcia fraca (observe a segunda

caracterizacdo de resisténcia forte).

c) Boente, Fraiman e Yohai (1987, teorema 4.2) provaram as seguintes

relagdes entre os conceitos de resisténcia fraca e robustez qualitativa:
Seja peP(Q”,B8")
(i) (Tn)nzno fracamente resistente em p
2{Tn)nzno Tldn-robusto em y;
(ii) (Tn)nzno Tdn robusto e consistente em p
? (Tn)nzno assintoticamente fracamente resistente em p.

OBSERVAGAO 5.20.

Robustez, H-robustez ou resisténcia qualitativas nido implicam
consisténcia. Por exemplo, qualquer estimador que seja constante para cada

tamanho de amostra (Tn=xn VneN, onde (an)neN é qualquer seqiiéncia de
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numeros reais) ¢é qualitativamente T-robusto (portanto robusto) e
resistente. Entretanto a consisténcia de Tn implicaria na convergéncia da
seqiiéncia (an)neN. Por exemplo, Hampel (1971) introduz a "continuity

condition" para garantir consisténcia:
(Tn)nzno é continuo em F see
Ve>0 38>0 3In1 tais que Vn,mzni1 VFne%Fn, FneFm:
M(Fn,F)<8 A NM(Fm,F)<8 = A(Tn(Fn),Tm(Fm))<e.

E importante também salientar que estimadores qualitativamente
n-robustos e/ou resistentes ndo tém o menor compromisso com eficiéncia (o
estimador Tn acima definido jamais seria eficiente em condigdes nao

triviais).

5.D. EQUIVALENCIA ENTRE RESISTENCIA FRACA E FORTE.

A seguinte ©proposigido é necessaria para a demonstragdo da
equivaléncia entre resisténcia fraca e forte nas condi¢des do teorema
5.22. Ela esta incluida na demonstracdo do teorema 4.1 de Boente, Fraiman

e Yohai (1987).
PROPOSICAO 5.21.

*
Seja (Q,d) espago métrico separavel e completo. 8 >0 e seja dn a

métrica em Q" definida em 5.B.
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*
a) 3JKeQ, K compacto tal que se Ko=K®, n1(Ko)<d /8 e existe

»
{K1,K2,..,Kn} partigdo de K com diametro(Ki) < & /2, 1=i=h,

b) dado x"=(x1,x2,..,%n) € Q" definem-se Min(x") e Rn por:
(1) © Min(x") = n_l.#{j: xjeKi}, O=i=h,
b N *
(2) Rn = {x : | Min(x) - p1(Ki) | = & /Sh};
i=0
dado u"=(u1,u2,..,un)eRn, sejam [1,n] = {j natural! 1<js=n} e P(u")

definido por:

P(u™)={x"=(up(1),up(2),..,up(n) ) ip permutacido de [1,n]}, ent3o:
, n. _*

(3) Rn € V(P(u),d8 72,dn).

Demonstracgao:

»* *
a) se 8 >0, a existéncia do compacto K tal que p1(K)>1-8 /8 é uma
conhecida propriedade dos espagos métricos separaveis e completos
denominada "tightness", cuja demonstragdo encontra-se, por exemplo, em

Billingsley (1968);
por outro lado para qualquer conjunto K vale que

*
K< UVw,s 74,d);
weK -

neste caso, sendo K compacto, existem h natural e wiek {1=i<h) tais

E 3
que: K<sUV(wi,s 74,4),
i=1

»*
entdo os conjuntos Ki definidos por Ki =K nViwi,s 74,d), 1=i=h,
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h *
satisfazem K =Y Ki e diametro(Ki) < & /2 V 1sish.
i=1

*
b) seja u'e€ Rn e y"e Rn (portanto |M1n(un)-Min(yn)|56 /4h),
sejam Qi e Q’i definidos por
Qi = {j! yjeKi} e Qi = {j! ujeKi}, O=<ish,

* »* »*
entdo existe uma partigdo {Q 0,0 1,...,Q n} do intervalo [1,n] de

tal forma que

fraca

*
(4) #Q 1 = n.Min(u") = #Q’1, O=i=h,
»* *
(5) e #(Q i1AQi) = n.d /4h, O=i=h,
(veja o lema (5.29) no apéndice);
*

por (4) existe vle P(u") tal que j € Q i»vj € Ki, O=ish,

¥*
dado que se 1=i<h, diametro(Ki) < & /2, tem-se que

»* h * *
{i} d(vi,yi) =2 8 /2} ¢ [ U (Q 1AQ1) ] Uaqo;

i=1

*
finalmente: dados (1), (2) e m1(K°)<8 /8, (4) e (5) implicam que:
* * * #* *
#{i: d{vi,yi) 26 72} =n.8d /4 + #Q 0 =2.n.8 /4 = n.& /2,
n n * ~ n *
portanto dn(v ,y ) =8 /2 e entdo Rn € V(P(u'),8 /2,dn).o

Boente, Fraiman e Yohai (1987, teorema 4.1) provaram que resisténcia

e forte s3do equivalentes para estimadores invariantes sob

permutagdes no caso de processos i.i.d.. O teorema seguinte generaliza o
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citado resultado para processos estacionarios e ergdédicos. A diferenga
basica na argumentagdo é a substituigdo da lei forte dos grandes numeros,

utilizada em Boente, Fraiman e Yohai, pelo teorema ergédico.
TEOREMA 5.22.

. . - 00 [++]
Sejam p uma probabilidade em (Q ,B ) correspondente a um processo
estacionario ergdédico e (Tn)nzne um estimador invariante por permutagdes

das coordenadas e fracamente resistente em p.
Entdo (Tn)nzno é também fortemente resistente.
Demonstragao:

Seja €>0, sera provado que

(6) 38>0 tal que VnZno p( N {x € Qw:Sn(a,xhﬂ)Sc}]zl-e.
N1Zno

*
Sendo (Tn)nzno fracamente resistente em p, 38 >0 tal que
n * n
(7) Vnzno vale pn[{x ! Sn(é ,x ) = ¢ }) z 1-g.

Considerando-se Min(x") e Rn definidos em (1) e (2). O teorema

ergédico afirma que

limite Min(x(n))-——>u1(Ki) p—quase certamente,- O=i<h, isto é
n--->w

h
(8) u[n{x'. Min(}((n))-——>p1(Ki)}] =1,
1=0
o que implica que dado o € de (6} 3 n1 = no tal que
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(dado

h
(9) ““(Rn)=ﬂ[:ﬂ {x :lMin(X(n))—pl(Ki)ISB*/Sh}]El—c vnzni;
1=0

dados (6) e (9) ( e supondo € < 1/2 }:

»*
Vnzni sempre existe u"e Rn N { x"! Sn(d ,x")=¢ }, o que implica que

(10) P(u") ¢ {xn: Sn(a*,xn)SC}, nzni,

pois Sn(d,x") é também invariante por permutagdes das coordenadas

que (Tn)neN é);

portanto, dados (3) e (10) tem-se que

n A* n * n »* .
(11) RncV(P(u), s /Z,dn)QV[{x ' Sn(é ,x )ss},a /2,dn],
e sendo
n * n * n * n
(12) V({x i Sn(é ,x )ss},a /Z,dn}g{% 1 Sn(s 72,x )58},

(11 e (12) implicam que

h n n * n * n
(13) Rn= n{x VMin(x7) -p1(Ki) | =8 /8h}§{x 'Sn(s /2,x )se}
i=0
(se nzn1).

Além disso, sabe-se que (veja lema (5.31) no apéndice) se (Zn)nz1 e

variaveis aleatdérias entdo:
Zn--->7Z P-quase certamente see Va>0 P(lim inf{|2n-2|5a}) =1,

ou equivalentemente see



[+ 0]
(14) Va>0 limite P( n {|Zn—2|sa} =1;

m——>00 n=m

portanto, (8), que decorre do teorema ergédico, equivale a afirmar

® h
(15) vo>0 limite pul n n { X, |Min(xn)-p1(Ki)|sa}]=1_
m—-—>o =m i=0 ,

Reconsideremos Rn: (13) implica que, se nzni

h (n) * * (n)
(16) nl{x: [Min(x " -p1(Ki) | =8 /Sh}s{x: Sn(s /2,x )Se},

i=0

e em conseqiiéncia,

] h *
(17) se mzni n N {x:|Min(x(n)—p1(Ki)|sa /Sh} <
., n=m i=0
® * o m
<n {x: Sn(s /2,x )Sc};
n=m

portanto, dados (15) e (17), tem-se que
[+ 4] * ( ) .

limite p n{x  Sn(s /2,x " )Se} =1,
=m

m-->0

entdo 3n2 natural tal que

© *
(18) vmznz p n{x ! Sn(s /z,x‘“))se}] z 1-e/2.
=m

Seja agora n3 = maximo{ni,n2}. Pela hipotese (7) (que diz qus

*
(Tn)neN é fracamente resistente), 3 6 = 8 /2 tal que:

(19) Vno=nsn3 vale que: u[{x: Sn(a,x(n))SC}) = 1-g/2(N3-No).
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Finalmente, a resisténcia forte (condigdo (6)) pode ser deduzida de

(18) e (19).o

5.E. APENDICE.

NOTACAO 5.23.

Seja Z o conjunto dos numeros inteiros, a€Z, beZ, a=<b. Denotaremos

por [a,b] = {keZ. ask=b}.

LEMA 5.24.

(Q,d) espaco métrico, sn e dn métricas definidas em Q" por:

sn(x",y") = supremo {d(xj,yj)! 1sj=n} e
dn(x",y") = infimo {e: #{ 1!d(xi,yi)ze} = ne} ,
onde x" = (x1,%x2,..,%n) e y = (y1,y2,..,yn).
Entao:

a) dn(x",y") = sa(x",y") V(x",y)e™xQ" ;

b) dn(x“,yn)<n-1 ® Sn(xn,yn)<n-1, além disso, neste caso, vale que

dn(x",y") = sn(x",y") (portanto sn e dn definem a mesma topologia);

c) Ve>0 vx'eq" V(x",e,sn) € V(x",e,dn ( por a) ), e
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Ve<n Wx"eq" V(x",e,sn) = V(x",e,dn) ( por b) ).

Demonstracao:

c) é trivial, sé6 demonstraremos a) e b).

Prova de a): seja sn(x",y") = a e seja e>a,

entdo # {i! d(xi,yi) 2 € } =0 =ne = dn(x",y) =a .

Prova de b): sera feita em dois passos,

b1) dn(xn,yn)<n'1 2 salx™,y") = dn(x",y") e

b2) Sn(xn,yn)<n_1 s dn(x",y™) sn(x,y") ;

se dn(x",y™)<n"! seja « tal que dn(x",y")<a<n ),
» #{i:d(xi,yi)zar=na<l > #{i'd{(xi,yi)za}=0ssn(x",y" )<a,

portanto Sn(xn,yn)Sdn(xn,yn):Sn(x",yn)=dn(xn,yn) (por a) );

se Sn(xn,y“)<n-1 entdo { por a) ) dn(xn,y“)<n-1 e volta-se ao caso

acima.o
LEMA 5.25.
Seja dn como no lema 5.24 (definida em Observacgdo 5.4).
dn tem as seguintes propriedades:
a) sejam «>0, xe yn em Q" tais que d(xj,yj)<a VY3, 1=<j=n,

entdo dn(x",y")=o;



b) sejam «>0, x" e y" em Q", I ¢ [1,n] tais que

jel » dlxj,yj)za, jell,nl-1 = d(xj,yj)<a e #(I)=k,
entdo: dn(x",y") = maximo (a,k/n).

Demonstracéao:

a) #{j d(xj,yj)za} = 0 < na, entdo dn(x",y") = a;

b) seja B = maximo («,k/n),

se a>k/n = B=a e #{i! d(xi,yi)za} = k <n«,

entdo dn(xn,yn)= a,

se ask/n = B=k/n e #{i! d(xi,yi)zk/n} = k = n(k/n),
entdo dn{xn,yn) = k/n.no

OBSERVACAO 5.26.

As duas propriedades acima garantem que dn absorve os "erros de
arredondamento ou agrupamento" (que na pratica ocorrem com freqiéncia

relativa préxima a 1) e os '"erros grosseiros" e outliers (idem com

freqiiéncia relativa préxima de 0).

Dado que Hn=dn, Hn obedece as duas propriedades acima.

LEMA 5.27.
(Q,d) espago métrico separavel e completo,

B = { borelianos de (Q,d) }, FeP(Q,B), GeP(Q,B),
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Nd(F,G)<e. Nestas condigdes, 3 QeP(0xQ,BxB) tal que:

FedG saq as marginais de Q ,

{(x3,y3): 1=j=n } amostra i. i. d. de Q, entdo:

(20) Q({;n(xn,yn) = £3/2}]2 e'’? . onde x",y" e dn sio os mesmos
do lema 5.24.

Demonstragao:

Um resultado de Strassen (1965) diz que:

Md(F,G)<e see 3 QeP(QxQ, BxB) tal que:

F e G sdo as marginais de Q e

Q(D(e))<e, onde D(e) = { (w1,w2): d(w1,w2)ze },

portanto s6 falta demonstrar (20);

a) se {(xj,y3)} 1=j=n } amostra i. i. d. de Q vale que

Q[{D_I#{i:d(xi,yi)ZC} = el/z}] < g%,

Jja que, dada a desigualdade de Tchebycheff
(X=0, >0, P probabilidade, [XdP<e = P({Xza}) = o« '[XdP), e que
# {i: d(xi,yi)ze} tem distribuigdo binomial(n,Q(D(e)) ,

tem-se que
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172 1/2
1<e™ %

Q[{#{x:d(Xi,yi)Zc} z ne“z] = [nQ(D(e))1/[ne

1/2

1/2: dn(xn'yn) < ¢ :

b) se =1 » n-l#{i: dixi,yt)ze } = ¢

c) finalmente Q[{ dn(xn,y")SgVZ}) = 1-¢'2,
dado que Q[{dn(xn,yn)ﬁeuz}] = 1-Q({dn(xn.yn) > 81/2} ES

1—Q[{n_1#{i: d(xi,yi)ze} > 91/2}] > 1-¢ Y%g

Ed
(por b) por a)

OBSERVAGAO 5.28.

Dado que Hn = dn, o lema anterior permanece valido (em uma forma

mais fraca) colocando Hn no lugar de dn.

LEMA 5.29.

h
Sejam Q conjunto, Q =Y Qi, onde Qi#6 Vi, O0sish (ou seja
i=0

{Qo, 1,2, ..,0m} é uma particio de Q),

y"e %, Qi={j! yjeQi}, O=ish,

u"e O, Q'i={j! ujei}, O=izh;

h h
(é claro que [1,n] =Y Qi =)y Q1)
=0 .

i i=0

Entao:
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»
a) existem Q i, 0O=i<h, de maneira que

* * * h *
V O=<i<h, #Q i = #Q’1, QicQ 1 ou Qid>Q 1 e [1,n] = Y Q1 ;
i=0

> »*
b) #(Q:AQ i) = |#Qi-#Q 3|, V O=ish .
Demonstracéo:

é suficiente provar a), ja que b) é conseqliéncia das relagdes de

» *
inslvsdo entre os Qi e Q i mencionadas em a).

{o,h] = {ie[0,h]: #Qi=#Q i1} + {i1€[0,h]: #Qi<#Q i},

*

se {ie[0,h]! #Qi<#Q’i}=6 = #Qi=#Q’i1, 1=ish e neste caso Q i=Qi

satisfazen a).

Se ja agora {i€[0,h]! #Qi<#Q’i} # @; é possivel reordenar os indices

{0,1,..,h} de tal forma que exista r natural, 0<r<h, tal que:

{ie[0,h]: #Qi=#Q’1}=[0,r] e {iel0,h]: #Qi<#Q i}=[r+1,hl,

*
Se 0=i=r e Q’i=@, define-se Q i=g@;

se O=i=<r e Q' i#@, seja fi:Q i--->Qi qualquer funcdo injetora, neste
caso define-se
i *
(21) O=i=r, Q i=fi(Q’ 1),

* *
sendo claro que: V 0=i=r tem-se que #Q i=#Q’i e Q icQi,

r r
e também que: 3I' f: UQ i --—> U Qi tal que £/Q’i=fi, 1=isr
i=0 i=0
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(f é injetora).

* *
Sera definido agora Q i para r+l1=ish, os Q it deverio conter os Qi e,

r r
eventualmente, se #Q'i1>#Qi, elementos de U Qi-f[.U Q‘i]:
i=1 i=1

h h r
seja t = Y#Q i - Y #Qi = Y #Qi - ) #Q': =

r
i=r+1 i=r+1 i=0 i=0

r r * r »*
=Y #Q1 - Y #Q 1 =Y #(Qi-Q 1),

i=0 i=0 i=0
bijet < *
nestas condig8es 3 g:[1,t] Rlietera_, Y (Qi-Q 1)
i=0
i
Se jam ai = #Q'i-#Qi, Vr+lsish e Bi = ) aj, V r+lsi=<h,
s, j=r+1

h
sendo evidente que Bh =) «j = t;
j:r+1

*
agora definem-se os Q i1 (r+lsi<h) da seguinte forma:
#»*
Q r+1 = Qr+1 + g([l,..,Br+1]),
¥*
Q r+2= Qr+2 + g([Br+1+1,..,Br+2]),
(22)
Qn=20n+ g([Bnr1,..,Bn]).

»*
Os Q i, 1=i=h, definidos por (5.21) e (5.22) satisfazem as condigdes

a).o
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NOTAGAO 5.30.

Q conjunto nido vazio, N = {nUmeros naturais}, {An}nencP(Q),

[+0] 00
limite superior {An}nen = | U Am],

n=1 ‘m=n

lim sup An

[+ 4] o«
lim inf An = limite inferior {An}nen =U | n Am)

n=1 ‘m=n

LEMA 5.31.
Sejam: (Q,4,P) espaco de probabilidade,

{Xn}neN, X, variaveis aleatérias definidas em (Q,4,P).

Entao: P({ n’—‘;;>X})=0 see . -Ve>0, P[lim sup{an—X|>€)}] = 0.
n--

Demonstracgao:

Mostraremos agora (&); seja entdo P(lim sup{an - X|>e}] =0”e>o,
[2.¢] o]
Seja C = {Xn;-—;;>X}, éclaroque C=nfU]n {IXm - XlSC}J] ,
€>0 'n=1 ‘m=n

seja (Ck)kEN’ uma seqiliéncia de numeros reais tal que

€ ze >0 e £g--->0,
k k+1 k

nestas condigdes:

cC=nlYln {le - Xlssk}J] =N [lim inf{an - XISCR}J’
k=1

k=1 =1 ‘m=n
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[+ ¢}
portanto C° = U [ lim sup{|Xn - X|>ek}],

k=1

e sendo a unido crescente

P(C%)= 1im P(lim sup{|Xn—X|>ek}] = sup P(lim sup{an-Xl>ck}}
k

k-->m

portanto P(C) = i,’

Provemos agora (=), seja entdo P(C)=1;

o]

[+ o]

n=1

se An(g)= {|Xn—X|5€}, neN, ¢é claro que C ¢ U An(e) ,
n

m=

portanto, dado que P(C)= 1, tem-se que

"‘n=1 n=1

pode-se concluir que P[lim sup{|Xn—X|>€}] =

OBSERVACAO 5.32.

O lema 5.31 também pode ser enunciado assim:

Xn—-->X com probabilidade 1

(o]
see limite P[{ n |Xn - Xlse}}=1
n-->0w n=m
00
see limite P[ U |*%n - X|>e}]=0.
n~-->0 =m

0 [+ o]
Pl U An(S)} = 1, mas como U An(e) = lim inf{|Xn-X|58} ,

Pl U An(C)} = 0.0

=1
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