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SUMARIO 

Este trabalho tem como finalidade: 

"1) Resolver uma classe especial de problemas de programaçao li

near, quando as res_triçõe.s são canalizadas. 

2} Reunir métodos que exploram a particularidade do problema. 

3) Utilizar o método simplex no problema de.PLRC. 

No Capitulo 1 descrevemos uma aplicação de programaçao 

linear onde as restrições sãO" canalizadas. 

No Capítulo 2, até a seção 2.5 apresentamos suges-tões 

alternativas para a solução do problema. Na seção 2.6 apresentamos 

um exemplo resolvido pelas sugestões descritas no Capítulo. Na se

ção 2.7 apresentamos os resultados dos desempenhos numéricos de 

duas das alternativas propostas. 
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CAPITULO 1 

MOTIVAÇÃO 

A ocorrência de 

as restrições tem a forma-

aplicações de Programação Linear 
N 

a. < .L
1 

A .. x. < b, é_ frequente. 
~ - J= l] J - 1 

onde 

Por exemplo, v problema clássico de formulações de ra

çoes de custo mínimo, consiste em escolher de_ um conj·unto de N in-

gredientes (milho, soja, farinha de peixe, etc.) as frações X. 
J 

(j = 1,2, ... ,N) de cada ingrediente que deverá compor uma unidade 

(d~gamos uma tonelada) de uma- certa ração, sendo que esta 
N 

·ração 

espe·cifica que a fração do nutriente i, dada por j~lAijxj, não de 
representa a fra ve ser inferior a a

1 
nem superior a bj, onde A .. 

>] 

ção do nutriente i em uma unidade (tonelada) do 
N 

ingrediente j. 

A função objetiva deste problema é -c. e o pre-
J 

ço de uma tonelada do ingrediente j. Note- que nao estamos es-

pecificando limitações nos estoques dos ingredientes. Interessa 

apenas determinar as frações de cada ingrediente na raçao, sendo 

que algumas delas poderão ser zero. Evidentemente a restrição 
N 
j~lxj < 1 deve ser considerada. Poderemos supor que ela correspo~ 

de a um nutriente fic~icio 

Quando a solução for tal que 

M, com 
N 

~j ~ 1, 

.E
1

x. < 1, temos 
)~ J 

j = 1, 2, ••• , N e bM =1. 

o caso em que é pos-

sivel satisfazer as restrições nutricionais sem completar uma tone 

lada. Este peso poderia ser completado com Íngredientes inócros(por 



éxernplo, caolin.) cujo coeficiente de custo c na função 
r 

2 

objetivo 

tem o valor zero. Assim, a M-ésirna restrição seria representado_por 
N 

~ 2 l: ~ .x. 2 bM' com ~J ~ ~ ~ bM ~ 1. Isto não exclui a pos
j~l J J 

sibilidade de haver uma linha na matriz A = (Aij) referente ao "nu 

tt:i"ente " caolin, digamOs_ a (M- 1)-ésima linha, onde 

A__ representa a fração de caolin do ingre_diente j, 
-~-l,j 

sen-

do, evidentemente AM-l = _l onde r representa o ingr'ediente_ c ao-, r . 

lin. Os valores aM:...l e bM-l seriam os limites de caolin na ração. 

No problema descrito acima não apareceram restriçÕ~s de 

estocagem.Suponhamos implicitamente que os estoques de ingredien~s 

~ão infinitos. Este é o caso em que trabalhamos com c. representag 
J 

do os preços de mercado, mercado este capaz de suprir quaisquer 

quantidades dbs ingredientes. Ass-im, por exemplo, se quizennos pro-

duzir a quantidade Q da raçãO, en-tão podemos sempre comprar a quaQ_ 

tidade Q.xj do ingrediente j, onde 

ingrediente na raçao. 

x~ é a fração 
J 

ótima daquele 

Entretanto,em muitas situações práticas as restriçÕes de 

estoques ocorrem naturalmente. Por exemplo, as limitações superio-

res do tipo Q.xj < Lj podem significar mera impossibilidade de 

dispor de mais do que Lj "toneladas do ingrediente j durante o 

periodo de produção da ração. Restrições do tipo tj < Q.xj p~dem 

significar a necessidade de consumir pelo menos f. do ingrediente 
J 

j o qual poderá estar em processo de deteriorização e precisa ser 

consumido rapidamente. 

Quando há várias raçoes, digamos K, para serem produzi-

das nas quantidades o
1
,o2 , ... ,QK; e quando há limitações de esta-
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ques; o problema: da produção dessas r~çoes se .apresenta na forma: 

Min z t 
+ c x2 +. ~ . + 

-sujeito a: 

al< AXl < bl 

2 b2 a < AX
2 

< -• . . 
aK< AXK < bK 

onde 

sendo !J. e L · os limites inferior e superior do ~stoque do ingr~ 
j 

di ente j; 

sendo 

sendo 

X ~ 

k 

a fração do 

ak = 

ingrediente j 
k k k t 

(al,a2, ... ,aM) 

k k k t 
::::. (bl ,b2 I ••• ,bM) 

na raçao k; 

os limites inferior e superior da fração 

triente i na raçao k. 

-Qk = quantidade requerida da raçao k. 

do nu-
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Note qUe este problema é um problema que pode. ser resól 

vida P?r métodos de decomposição, os quais depe"ndern d~ solução de 

.vários'subproblemas com restrições da fOrma a< AX < b. Portanto 

há forte interêsse. em se obter_sOluções eficientes para eSteS sub-

problemas. 

DEFINIÇÃO: Cha!namos de problema de programaçao linear com restri

ções canalizadas e variãvéis n.ão negativas {PLRC), ao problema·: 

Min 

sujeito: 

t 
C X 

a<Ax<b 

X > 0 

(1) 

onàe A = (A .. ) , a = (a.} , b = (b. }, x = (x .), c= (_c.) 1· < i < rn,l <;_<n. 
l) l L ] J - - ~ 

Um problema de PLRC, claramente, é equivalente ao se

guinte problema padrão de programação line~r (PPL) : 

Min 

sujeito à: 

t 
C X 

Ax < b 

-Ax < -a 

X > 0 

Desta forma, o·problema {1) pode ser 

(2) 

resolvido pela 

aplicação direta do método simplex ao problema (2) . Porém, este c~ 

minha tem o inconveniente de utilizar bases de dimensões 2m { onde 

m é o número de restrições do problema original). Sabe-se que o mé 

todo simplex é mais eficiente para problemas com bases de menores 
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dimensões, isto é, problemas com menor número de restriç.ões. 

Neste trabalho, o interesse principal é a utilização do 

método· sirnplex no problema de PLRC. Apresentamos, entretanto ,.alguns 

algoritmos que resOlvem o problema de PLRC modificado. 



sujei to - . a: 

CAPÍTULO 2 

SOLUÇÔES PARA O PROBLEMA 

Seja o problema: 

t 
rnax c x 

a < Ax < b 

6 

(3) 

Evidentemente, o problema (3)- pode ser posto na formado 

problema (1} e vice-versa. Nas seções (2.1) a (2.3) usaremos a fo~· 

- - {. . 
ma (3) para compatibilidade de notaçao com as. referencias [ 1,3~4]. 

Definição: Dizemos que o problema (3) é factivel e limi 

tado se existe x* E n = {x : a < Ax < b '} e 
t t 

c x* ~ c x para todo 

t 
e c x* < Q;> • 

Notação: 

A : matriz com m linhas e n colunas, 
mxn 

POSTO (A) := maior número de linhas linearmente independe da matriz 

A, 

conjunto das matrizes mxn de posto r, 

At : transposta da matriz A, 

Im(A) = {y E Rm : y Ax para algum x E Rn} 
1 

Ai : i-ésima linha da matriz A. 
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N(A) ~ {x : Ax ~ O} 

t 
: y x = O, para todo X E N(l)1} 

2.1. SOLUÇÕES EXPLÍCITAS 

Ben-Israel e Charnes f .1 1 provaram que o problema C31, 

quando .factivel, é limi.tádo, se· e somente se c E N(A) 1 • :g também 

mostrado em [ 1 ] que se A e de posto completo por lin~as, isto é, 

posto(A)=m e A com m linhas, e se T é uma matriz nxm com colu 

nas t
1
,t2 , ••• ,tm satisfazer..do ATA= A, então 

E t.b.+ 
{+} l l 

E t. [ o-. b. + (1- o-. ) a.] + N (A) 
{O} 1 1. 1 1 1 

(4) 

T8S:OlV8 (3) 1 Ollde {.~}·1 {-*} f{§} SãO SbmatóriaS exeCUtadaS etn Í 1 

sobre valores negativos, positivos ou nulos de 

te, e O<a. <1. 
l 

t 
c t 1 respectivame~ 

2. 2. UM Ml':TODO DE SUBOTIMIZACÃO PAR!\ RESOLVER O PROBLEMA ( 3) : 

SUBOPT 1 [ 5 ] 

Este método resolve o problema (3) onde a matriz A e 

de posto completo por colunas, entretanto se A nao tem esta pro-

priedade, utilizamos os lemas dados a seguir • 

• 
LEMA 1: Sejam A E Rmxn e D E Rrxn tal que Im(A t) ~rm(DtJ (5) 

r r 

então 
ADt Rrnxr E 

r 
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A matriz D pode ser escolhida como uma submatriz de linhas de A 

de posto r. 

Usaremos a notação RC{c,a,~,b) para nos referirmos ao 

problema (3). 

LEMA 2, Sejam RC(c,a,A,b) dado com . c E N(A)~ ond~ A E Rmxn 
r 

e 

satisfazéndo {5). Então as soluções Ótimas .de RC(c,a,A,b) 

sao da forma 

t 
D y* + N(A) (6) 

onde y* e uma solução Ôtima de RC(Ds:,a,ADt,b-}. 

PROVA: Da hipótese c E N(A)~ e do fato conh~cido que Im(At)~N(A)\. 

segue que soluções Ótimas.de RC(c',a,A,b) são da forma x* + N(A},oE: 

de x* é uma sOlução ótima de 

sujeito a: 

t max c x 

a < AX < b 

x E Im (A t) 

De (5), a expressao (7) é equivalente a 

para algum y E Rr, subtituindo (8) em {3} segue a tese. 

2.2.1. - UM PROBLEMA AUXILIAR 

Consideremos o problema (PA) : 

(7) 

( 8) 



t 
max c X 

sujeito -a: a < Bx < b -
a < dx < b - -

onde B E Rrxr, d E Rlxr e a 
r 

Substituindo 

z = Bx 

em (PA), temos: 

max tB-1 
c z 

sujeito a: a < z < b -
a < dB-1 z < -

-< b e a 

b 

< b 

9 

(9) 

(10) 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(PA) é factível, se e somente se o problema (12), (13), 

(14) é factível, e soluções Ótimas de (PA) são da forma x*= B-1z*, 

onde z* é urnà solução ótima de (12}, (13),(14). Portanto, resolve

remos (PA) usândo o problema equivalente (12),(13) ,(14). 

NOTA 1: As soluções ótimas z 0 do subproblema (12),(13) sao da for-

ma: 

( b. se(ctB-1 ). < o 
' 

1 1 

o ' t -1 
z. = ! ai se(c B ) . < o (15) 

1 1 

8.b.+(l-8.)a. 
t -1 o se [c B ) . = 

c 1. J.. 1. ). 1 

com o < e. < 1. - 1 -

NOTA 2: 
-1 o -

Se a < dB z < b então é solução Ótima de {12}, (13), 

[ 14) • 
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NOTA 3: - o . -1 o -Se (PA)_ é factivel e z não satisfaz (14), digarros aB z >_b, 

então existe uma solução Ótima de. (12), (13) ·, (14) que satisfaz 
. -1 - o 

. dB · z'"'" · = b. Assumimos sem perda de generalidades que z satisfaz 

. -1 o -(14) ou a desigualdade superior ê violada, pois se dB z -< a·, -.a 

desigualdade é equivalente à -dB-1 z 0 >- a e então 

-1 -

redefinimos 

dB ,b de maneira óbvia. Seja 

(16) 

a quantidade em que (14) está sendo violada à o 
z • 

o De (15), observamos que as compone_ntes zi que podem ser. 

mudadas, para atingir a factibilidade de (14) (mantendo a fact·ibili 

dade de (13)} 1 são aquelas indexadas por: 

Q = {i 1 < i < 
-1 

r,(dB )i~ O,yi = 
t -1 

(c B ) i 

(dB 1)i 

> O} 

Reordenamos os Índices de Q(digamos q Índices) por· Q={k
1

k
2

, ••. kq}, 

onde 

< 

LEMA 3. 

definidos acima. 

e k. < 
l 

k 
i-l-1 

se y = y 
i i+l 

como 

l.) 0 ( - ( ) • f • x*--B-1 z 0 e se z satisfaz 14) entao PA e actlvel e uma 

solução ótima de (PA) • 

i i) (PA) é infactível se e somente se /', < O e. E Q 
lE 



onde 

~ 
o a. - z se 

1 i 

ô ~ 

i 
o 

b. - z 
i se 

1 

para i E Q. 

iii} Se (PA) é factível, sejam 

p ::::. rnin {i .. 1 < i < q, 

e 

. 
e 

então a solução ótima de (PA) é 

-1 o x* = B (z + 

-1 o 
= B z + 

onde t.,i = 1, ... , r 
1 

-1 
sao as colunas de B • 

11 

(dB-1 ). > o 
1 

(dB-1 ). < o 
1 

(17) 

( 18) 

(19) 

NOTA 4: Se (PA) é factivel, é sempre possível retirar uma restri

çao sem afetar a solução Ótima. Na parte j_) do lema 3 por exemplo, 

a restrição (lO) pode ser retirada de (PA) sem afetar x*. Analoga-



mente, em iii), a k -ésima restrição pode ser retirada, onde 
p 

dado por (17). Para ver isso, note que (19) independe de ak 
p 

NOTA 5: No caso iii) do lema 3, se 

e ri tão 

t t -l o 
c x* < c B z , 

i= l, ... ,r 

-l o ~ 
Pois de {15) e {dB ) z > b, segue que 

s. < o 
l 

t -l 
(c B ) . 

l 
se 

s > o 
i 

t -l 
(c B ) i se 

e < o t -l 
(c B ) k se 

e > o se (ctB-l)k 

> o 

< o 

> o 
p 

< o 
p 

12 

-P e 

e bk . 
p 

(20)· 

(21) 

Então a desigualdade (21) seque imediatamente de (19). 

2.2.2. - O ALGORÍTMO SUBOPT l. 

O problema a ser resolvido e: 

-sujeito a: 

onde 

l e 2. 

A E mxn . Caso 
n 

A 

max 
t 

C X 

a·<AX<b 

não seja de posto n, aplicamos os lemas 
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Defina J (x) para todo x E Rn, como segue; 

J(x) = {i . 1 < i < m e (Ax) i <a. ou . - - J. 

(Ax). > b. ) 
J. J. 

(22) 

e seja v o Índ-ice de iteração. Ache um conjunto de n Índices 

H (O) c {1, •.. , m) tal que {A. :i E H(O)) 
J. 

é um conjunto de li-

nhas da matriz A, linearmente independentes. Escolha s (O)E {1, ... rr} 

tal que _s (O) ~ H (O) e proceda a primeira iteraç_ão (v= 1). 

v >1. 

liar :. 

(PA.V): 

A h 
(V) - • . . b c e X ,_uma soluçao ot1rna do seguinte pro lema 

sujeito a: 

t max c x 

a. < A,x < b.-
1· l l 

i E H (v- 1) 

a < A X < b 
s(v-1) - s(v-1) - s(v-1) 

Seja 

auxi-

23.v 

24.V 

onde H(v-1) e s(v-1) sao definidos ao fim da iteração v-1, e Ai 

é a i-ésirna linha de A. 

Existe três casos possíveis: 

a) (PA.V) e infactivelt isto implica que RC{c,a,A,b) é infactível, 

b) , ((v)), (vl- -(PA.v) e fact1vel e J x · = p, neste caso x e uma soluçao 

ótima de RC(c,a,A,b), 

c) (PA.v) e factivel e J(x(V)) F%. 

No caso c) seja s {V) escolhido por s (v) E J ( x (v) ) 25.V 

e seja 

H(V) = H(V- l)U {s(v- 1))/kP(v) 26.v 
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onde I denota retirada; p (v) é dado por (17) para o problema(PA.V) 

e kP(v) é o p(v)-ésirno elemento do conjunto ordenado Q 

(PA. V) • 

para o 

Se a restrição adicional for satisfeita pO~ o 
z ' -isto e, 

o caso i) do lema 3 ocorr~u, faça H(V)=H(V-. 1}. Da definição de. 

s.(v) é óbvio que o caso i) do lema '3, no algoritmo SUBOPT 1, pode 

ocorrer somente para V=l, desde então deverá ser igno,rado":r:ara.V> 1. 

se os casos a) ou b) acima ocorrem, termina o problema RC(c,a,A,b) 

com· infactibilidade (caso (a}) ou com x<V> sendo solução ótima (ca 

so b)). No caso c} pro.ceda a iteração v + 1. 

o Lema 3 pode ser usado para resolver (PA.v) somente se 

A (v- 1 ) for na-o · 1 d A(v- 1 ) s1ngu ar, on e é a matriz de (PA.v) forma 

da pelas linh~s Ai de A, i E H(v- 1}. 

LEMA 4: Se o algoritmo SUBOPT 1 e aplicado a RC{c,a,A,b), 

A(v) é não singular para v> 1. 

então 

PROVA: Por indução. 

(O) • -A e nao singular por escolha. 
(V-1) 

Suponha que A se-

ja nao singular. Desde que A{V) difere de 
(v-1) 

A somente na ~{V} 

ésirna linha, a qual é trocáda por A 
S {V·~l) 1 segue que A (v) e na o 

singular, se somente se, 

-1 
(v-1) o. (A8 ( _ 1 ) (A ) )k t 

v P (v) 

Entretanto, a desiguladade acima ocorre pela maneira com que Q e 
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'constJ;uido. 

TEOREMA 1: O algoritmo SUBOPT 1 guàndo aplicado ao pr_ob_lema 

RC(c,a,A,b), usando a expressão (29) com (15), é finito-. 

PROVA: Desde que o problema (PA. v + 1) é obtido de (PA. v ) ' se-

gundo (25. V) e (2 6. v ) ' uma restrição (kP(V)- ésima) que na o 

afeta x (v) - retirada, restrição (s (V) -ésima) satisfei-e e uma na o 

ta por X (V) e adicionada. Assim, 

t (v + 1) 
C X < 

t (v) 
C X • ( 2 7) 

Através de uma pertubação, essencialmente equivalente àquela usada 

por Charnes 2 J para o método simplex, podemos excluir a igua! 

dade em (27). A desigualdade estrita em (27) garan·te que um pro-

blema auxiliar (PA), no algoritmo SUBOPT 1, não se repete. Como 

existe um número finito de (PA) distintos, garante-se que ocorrerá 

-v- um número de i ter ações. 

Considere o problema auxiliar (PA.v), pertubando a fun-

çao objetivo como se segue: 

para e. > O suficientemente pequenos. 
l 

(2 8) 

Soluções ó-timas deste pro 

blema pertubado são soluções do problema auxiliar original. 
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Entretanto, de (28) nenhuma das componentes de 

se anulam. 

A kp{v)-ésima restrição de (PA.V) nao af~ta x(v) Na 

solução de (PA.V+ 1) ·a ~Xpressão (15) pode ser trocada por 

Usando a nota 5, 

t (v+l) < 
CEX 

ou X 
(v) 

o 
z A (v) • (v) t 

x =c 
E 

Assim o SUBOPT 1 é então finito, quando aplicado ao pr~ 

blema pertubado. 

Na prática, nao é necessário introduzir si explicitamen 

te para garantir que a sequência x(v) de soluções de (PA.v) coin-

cida com a correspondente sequência do problema pertubado~ Uma 

mudança no vetor custo poderá afetar o algoritmo SUBOPT 1 em dois 

lugares: na expressão (15), quando z
0 

é determinado na solução de 

cada subproblema, e na ordem de Q. 

Uma pertubação de s. suficientemente pequena nao afeta 
1 

a ordem de Q. 

Na expressao (15) uma pertubação de c por c , indica 
E 

,' rá como 0 será escolhido para cada subproblema. De {_28) 
i segue 
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que 

[ct(A(v-

e então temos_: 

i) se 1))-1]. 
. l 

i O, então sgn = 

sgn para Ei suficientemente pequeno-, 

i i) [ t (v-1))-1] 
c (A . = 

c l 

Assim e:= 1, então basta escolher e. para (PA·Vl 
l l 

como 

(29) 

Note que a escolha feita em (29} depende da pertubação 

dada em (28). 

2.3. OUTRO ~ffiTODO DE SUBOTIMIZAÇÃO PARA SOLUÇÃO DO PROBLEMA (3), 

SUBOPT 2 [ 3 ] 

Na realidade este algoritmo descrito por Charnes,Granot, 

Philips [ 3], difere do anterior (SUBOPT 1), apenas na solução do 

problema auxiliar da seção 2.2.1. Aqui a matriz B 
- I . 

nao necessar1a 

mente precisa pertencer ao conjunto como na seçao 2.2.l,de~ 

de então os lemas 1,2 não serão aplicados. 
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2. 3 .1. UM SUB PROBLEMA 

Con~iderernos o problema {SP) : 

t 
max c X 

.a < Bx < b (30) 

-
a < dx - < b - ' (31) 

onde B E Rmxn (B é de posto completo por linhas) e d um 
m 

vetor 

T T 
tal que posto (B ~d ) = m. 

Desde que B E Rrnxn , existe uma matrix 
li\ 

# 
BB =I (onde I é a matriz identidade). A matriz 

versa à direi ta de B. 

tà1 que 

e chamada in-

Fazendo z = Bx, temos # x = B z + N(B), o que substituiu 

do em (SP} produz: 

max ( 32) 

a < z < b ( 33) 

(34) 

Supondo (SP) limitado, isto - N (B) , termo ct•N(B) desap~ e, c 1 o 

rece de ( 32) • 

Considerando 

r z. - a. se dE# > o 
l l l -

z. = (35) 
l 

dBf! i bi - z. se < o, 
l l l 



de (33) obtemos 

o < z. 
1 

< 

Se {+,O} refere aos índices i para os quais dB# > o e 
1 -

19 

(36) 

{-}aos ln 

dices i para os quais O, onde B~ é a i-ésima 
1 

coluna de 

# -B , entao (32) pode ser escrito como: 

seja 

então 

max 

= max 
·t # 

{ E
01

cB.a. +, 1 1 

t # 
+{E}c B.b, 

- 1 1 

n(zJ~ +EO}dB#(z.+a.l+{EldB~(b.-z.) 
{ 1 111- lll. 

n (O) - {+;O} 
# dB.b. 
l l 

usando (36), (37), (39), obtemos um problema equival~nte 

onde 

max 

o < -

-a-

r 

Sgn(x)" 
1 

-1 

z. < b. 
l - ]. 

n co l < -

X > 0 
X < Ü 

- a. i ~ 

l 

m 
I dB#] z. i~1 1 l 

n (d #) t # -E sgn Bi c Bi•Z 
i=l 

1, •.. , m 

< b -n (O) 

(37) 

(38) 

( 3 9) 

(40) 

(36) 

( 41) 

(40), (36), (41) é um pL·oblerna com variáveis canalizadas e uma úni-
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ca restrição canalizada, e os coeficientes de (41) sao nao negat! 

vos. 

NOTA l. Podemos supor que ldB:I >O em (4l)pois se dB# 
.~ 

= o temos: 

r b, 
t # o • - a. se c B. > ! ~ ~ ~ 

I 
( 4 2) zi = 

o t # 
se c B. 

~ 
< o 

então rearranjar t variáveis 
# 

" o 1 t. e nas quais dB. < i < 
~ - -

LEMA 1. Condições necessárias e suficientes para que (36) e (41) 

sejam factíveis são n (O) < b e n (b-a} > a. 

PROVA: Basta substituir os limites superior e inferior de (36) em 

( 41) • 

Se o problema dado por (40), (36),(41) é fac-tível então 

seja ri a fração do correspondente coeficiente de zi em (40) e(41) 

para 1 < i < i. Assim P. é escrito corno: 
~ 

seja ainda {y{i)} o conjunto dos y. arranjados na ordem decres
J 

cente. 

NOTA 2: Desde que o denominador de Yj é sempre positivo (Nota 1); 

os elementos em {y (i) }estão ordenados de tal mancürã q1Je aqueles 

UNICAMI" 
)ISL!OTECA CENTUL 
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que tem valores· positivos 
# t # 

para Sgn(dB.)c B.· 
l l 

aparecem primeiro, e 

aqueles com valores negativos aparecem por Último. 

Sejam: P
1 

o menor inteiro tal que 

caso 

contrário; 

P
2
,o menor inteiro tal que 

>h-n(O) se tal índice existe, ou P2= !+1 

caso contrário; 

P o maior inteiro para o qual P(i) >O, se tal 

existe, ou P = O caso contrário. 

A solução ótima Z* à (17) (18) (19) pode ser 

para diferentes casos nas seguintes maneiras: 

Caso I) Para P < P
1 

< Pz a solução ótima é: 

' o ; 

Caso II) Para P1 < P2 ~ P a solução Ótima e! 

-. z (i) = 

o ; < i < l 

Índice 

escrita 

( 4 3) 

( 44) 
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Caso III) Para pl < p < p2 a solução ótima e: 

b(i) - a (i) ; 1 < i < p 
-

-. z(i) = (45) 

o ; p + 1 < i < L 
' -

Usando (42) com {43), (44}, (45) podemos determinar o Valor corres 

pendente de z*. Desde que Z* é Ótimo para o problema (40), {36); (41}, 

~qlliilé eguivalente à (32),(33} (34), concluímos que z* é Ótimo pa-

.ra o problema (32), (33), (34). 

TEOREMA 1. Se factivel, o conjunto de soluções ótimas do pr~blema 

(SP) é dado por x* = / z* .+ N(B) -. 

NOTA 3: Observe que x* é independente de a{P ) 
1 

I ocorre, e independente de a(P
2

} e b(P
2
}, se o 

e b{P ) se o caso 
1 

caso II ocorre.Pa 

r a mostrar isto, notamos que os termos em z* que podem depender::· de 

a(P l e b(P l 
1 1 

<1 (Pl) + a(Pl) 

Entretanto, 

no caso I (a(P l e b(P l 
2 2 

e b (P l 
1 

- <1 (P ) 
.1 

# 
I dB til I Có Cil - a til)+ 

( (24) ocorre se (P
1

) E {+)), 

no Caso II) são somente 

dl.b. + 
~ ~ 

(24) 



então 

+a(Pl=rã 
1 

- E 
1 E {+)/P1 

p -1 
1 # 

i~1 !dB (i) 

# 
dB.a. 

1 1 
E d # 

{ } B.b. 
- 1 1 
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o'qual independe de a(P) 
1 

e b(P )" A prova dos outros casos é 
1 

obtido de maneira similar. 

NOTA 4: Se o problema (SP) ê factível, sempre é possível retirar 

a restrição do conjunto de restrições (30} e {31} que não afeta a 

solução Ótima. Isto segue da nota (3) , na qual mostrou que no Caso 

I x* é independente .de e b (P ) . Ass.irn, a restrição 
1 

de (SP) pode ser retirada. "No Caso II, a restrição (P 2) de(SP)pode 

ser retirada e no Caso III a restrição adicional (6) pode ser ret! 

rada. Em cada um dos casos acima,o fato de retirar a restrição ci 

tada não afetará as soluções ótimas. 

2.3.2. O ALGORITMO SUBOPT 2 

• 

o problema a ser resolvido é: 

sujeito ã: 

onde A E Rmxn 
r 

t max c x 

a < Ax < b 

Defina J(x),H(O),S(O) como em 2.2.2 (aqui H(O) é 

um conjunto de r lndices) e proceda de maneira análoga ao algo-
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ritmo SUBOPT l. 

2.4. UM PROBLEMA EQUIVALENTE 

Consideremos agora o problema (PLRC) corno definido no 

capítulo 1, 

min 
t 

C X 

sujeito à: a < Ax < b 

X > 0 

(1) 

TEOREMA: o problema de PLRC acima é equivalente ao seguinte probl~ 

ma de programação linear com variáveis canaliZadas (PE) : 

min t c X 

sujeito Ax + y = b 

o < y < b - a 

X > o -

PROVA: Sejam S ='{x: a< Ax < b} 

S = · { (x,y) : Ax + y = b, O < y ::_ b - a}. 

-
Mostremos que se x E s, então existe y tal que (x,y) E s 

e se {x,y) E s, então x E S. 

i) seja x E S, logo Ax < b e Ax > a tome y = b - Ax, então 

y = b - AX < b - a 

y = b - Ax > b - b > O, 
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-logo Ax + y = b e O < y<b - a, portanto (x,y) E s. - -

-ii) seja (x,y) E s, logo Ax + y = b com O ~ y < b - a. -

Então Ax = b - y < b e Ax = b - y < b - (b-a) = a ,. isto e, 

a < Ax < b, portanto x E S. c.g.d. 

Há vantagem em trabalhar com o ·problema equivalente (PE), 

pois trata-se de um problema bem conhecido de programação linear 

com variáveis canalizadas, onde utiliza-se o método simplex com 

pequenas modificações (método simplex canalizado, vide apêndice ), 

operando com bases de dimensões m. 

2.5. O PROBLEMA DUAL 

.Uma outra alternativa para a solução do problema dePLRC, 

é resolve-lo através de seu problema dual, que daremos a seguir. 

Consideremos o problema de PLRC na forma padrão de pro-

grarnaçao linear (2), 

min t 
C X 

-sujeito a: Ax < b 

-Ax < -.a 

X > 0, 

o problema dual de (2) é bem conhecido como: 

sujeito a: 

t rnax (b,-a) (u,v) 

A ú, v) (-A ) < c 

(u,v) < O 
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ou, na forma padrão de programaçao. linear redefinido (u, v) : 

sujeito 
t t t "t a: -A u + A v < C - (PD) 

(u,v) ::_ O. 

Se tomarmos o dual dO problema (PE) d.ado no teorema da 

seçao 2.4, obteremos o problem~ (PD). 

2. 6. UM EXEMPLO RESOLVIDO 

Nesta seçao resolveremos um exemplo simples u~ilizando 

as alternativas das seções anteriores. 

Considere o seguinte problema: 

max X + y 

sujeito o < X < 1 

o < y < 1 

1 < 3x+y < 3 -
-3 < -x+y < o 

a) SUBOPT 1 

v- l) H(O)- {1,2}; s(O)_- 3 

P.A.1) max X + y 

o < X < 1 - -
o < y < 1 

v" 
1 .s_3x+y < 3 -



1 o ' 
A (O) = 

A (O)\ -1 

' ) 
= A (0) 

\ o 1 

ti (O) -1 
c . A , = (1,1) 

o z 
1 

\ 1 

1. coi' -1 o 
·As(O)\A , z 

-1 

-1 

Cálculo de p: 

'1 
= (3,1) I . \0 

Q\ /1' 
l;i\1 = 4 >.3 
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3 então·!:::. "='-1. 

== l. 3 = -3 ..::_ D.portanto p = l 

8 = 

(-1 1) 

v = 2) 

P.A.2) 

2/3 
1 

=-2/3 + 1 = 1/3 > o 

H (1) = {2 3} ; s(l) = 4 

max X+ y 

1 < 3x+y .=5_ 3 

o < y < 1 -
-3 5.. -x+y 2. o 

logo 

2/3 
' 1) 

J(X(1))= (4}. 



A(1) = 3 

o 1; 

A (A(1))-1 O = 
s(1) .z 

então 

-1 
(A (1)) 

1/3 - 1/3\ 

0 1 I 

(-1 

I 

l/3 -
1) ' o 

ô = -1/3 

28 

1/3 -l/3 

o l 

(1/3 2/3) 

1/3 

1 
' 3 -\1-

'3 
( -1/3 4/3) 

,1 

= + 1/3 > o 

y
2 

= 1/2 então K
1

= 2 (note que y
1 

< O) 

= ,-' o\ 
o \-1 ) 

' / 

portanto p = 1. 

e = 

(2) A (1) f\ o X = + 
' . 

= 

o < 3/4 < 1 portanto - -

logo a x* = X ( 2) = 

= -1 . 4/3 

1/3 
4/3 

= -4/3 <- 1/3 

1/4 

,'2/3 -1/3, 
et = - 1/4 . 

kl '-, 1 ' l 

3/4' 

3/4 

J(x(2)) = Ç{ 

3/41 

3/4 .· ' 

= 



b) SUBOPT 2 

então 

Como p1 < 

v - 1) H(O) - {1,2} 

s (O) - 3 . 

SPl) max x + Y 

Ü < X <1 

o < y <1 

1 < 3x +y <3 

o\ 
1) 

(O) # /1 O 
(A ) - o 1 

,;t(A(O)) # - (1 1) 

A (A(O)) # - (3 1) s (0) 

õl (O) - 3.0 + 1.0 - o. Çl -n 1 O) -
yl - l/3, y2 - 1 

(1) - 2 • ( 2) - 1 

p1 : 

1.(1-0) - 1 > 1 - a - n I o l , 

p2: 

1.(1-0) + 3.(1-0) - 4 > 3 -
p2 - 2, p -2. 

p2 < p temos o caso 2. 

z(1) -"2 - 1 

-
z ( 2) - z1 - [ 3 - 1]/ 3 -· 2/3 

z1 - z 1+ a1 - 2/2 

29 

1,b -n (O l - 3 

portanto p1 - 1, 

b - n I o l , portanto 



zz ~ zz + a2 ~ 1 

X ( 1) 
~ 

(A(o)#z 
~ 

2/3 
' ) ' 1 
' 

como 
-1 . 2/3 + 1.1 ~ 1/3 > o 

temos 

V=2) Corno (P
2

) = 1, então a 19 restrição vai ser retirada: 

H(1) ~ { 2, 3 }, s(1) ~ 4 

SP.2). Max X+ y 

J. < 3x + y 2_ 3 

O< Y2.1 

,....3 < -x + y :5._ O 

A(1) =(~~)0(1)}~(1~3 

ct (A( 1 ))# ~ (1/3 2/3) 

A (A( 1 ))# ~ (-1/3 4/3) 
s(1) 

n(O) ~ 4/3.0 +(-1/3).3~-1,a -n(0)~-2,b-n(O) ~ 1 

então (1) ~ 2, (2) ~ 1 

P
1 

: como ã -n(O) <O, P
1 

=O 

4/3 . (l-O) ~ 4/3 > 1, portanto p = 1 
2 

P : como Y ( 
1

) = 1/2 > O e y ( 2 ) = -1 < O temos P = 1. 

30 
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Como P
1 

< P
2 

< P, temos o caso 2. 

z (1) = z2 = 3/4 

- = o z (2) = z1 

então z1 = b - z = 3 1 1 

z2 = z2 + a2 = 3/4 

. X ( 2) =(A(l)'t <1/3 -1/3\ 

c~J = (3/4) / . o 1) 3/4 

como 

O < 3/4 ~ 1 1 temos J(x(2)) =~, 

portanto =Oj:) 
c) PROBLE~~ EQUIVALENTE DA SEÇÃO 2.4. 

O problema dado pode ser colocado na forma: 

Max X + y 

s.a 1 < 3x + y < 3 

-3 < -x + y < o - -
com o < X.:::_ 1, o < y .::. 1 

Tornando então o problema equivalente 1 temos: 

Max x + y 

s.a 3x + y + u = 3 

-x + y + v = O 

com O < x < 1, O < y < l, O < u < 2, O < v < 3 
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FASE 1) ResOlva o problema auxiliar: 

'Min z + w 

s.a 3x + y + U· + z = 3 

-x + y + v + w=· O 

com o < X < 1, o < y < 1, o < u < 2' o < v < 3, z > o ' w > o . - - - - - - - -
Tomemos o quadro prático: 

z 3 1 1 o 1 o 3 

w -1 1 o 1 o 1 o 

o o o o 1 1 

eliminando as .-var1aveis básicas do vetor custo ' ·temos: 

z 3 1 1 o 1 o 3 

w -1 1 o 1 o 1 o 

-2 -2 -1 -1 o o -3 

+ + + + 
t 

a) h1 = 1 + 

b) ô1 = 1 

Âll 

z -3 1 1 o 1 o o 

w 1 1 o l o 1 1 

2 -2 -1 -1 o o -1 

+ + + 
t 



b) min {0,1) = O + 

y -3 1 1 o 1 o o 

w 4 o -1 1 -1 1 1 

-4 O. 1 -1 2 o -1 
+ + + 

t 

a) h1 = 1 

b) 1/4 + 

c) 
0-1 1/3 = -3 

y 

X 

o 1 1/4 3/4 1/4 3/4 

1 o -1/4 1/4 -l/4 l/4 

o o o o 1 l 

+ + + 

Fim da fase l: 

FASE 2) Base Inlcial {y,x} 

3/4 

1/4 

o 

Tomando o quadro prático, agora com o vetor custo c=(l,l), 

fazendo eliminações das ·- básicas tem: e var1.aveis 

y o l 1/4 3/4 3/4 

X 1 o -1/4 1/4 1/4 

o o o -1 
+ + + 



OBS.: Como o problema é de rnaximização, a condição de otirnalidade 

está verificada. 

Portanto, 

X = hl - X = 1 - 1/4 = 3/4 

y = y+ = 3/4 

x* = 
3/4 

( 3/ 4) . 
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2.7. EXPERI~NCIA COMPUTACIONAL 

A expectativa inicial com problema equiva~ente· da seçffi 2.4_, 

era o de obter sua solução em aproximadamente m iterações [7 , 

prefácio] . Porém, ficou evidente nos exemplos numéricos desenvol-

vidas, que o número de iterações necessárias é muitO superior a 

m. 

Por outro lado verificou-se, com surpresa, que o problema 

dual convergiu em aproximadamente m iterações, enquanto esperá-

vamos a ordem de n iterações. Este fato parece estar associado 

com o que estabelece a seguinte proposição: 

PROPOSIÇÃO: Sejam (U
1

,u
2

, ..• ,u ,v
1

,v21 ••• ,v·) variáveis do pro-. rn r,, 

blema dual (2.5). Se a variável ui é básica então a variável vi 

é não básica,e vice-versa. 

PROVA. Se a variável u. e básica, então seu custo relativo e ze-
l -

ro, isto e, 

- b. + TI A. o ou 
l l 

b. ~ TI A, (1) 
l l 

onde TI é o vetor multiplicador, o custo relativo da variável vi 

utilizando (1), resulta al. -1rAl. = a.-b. <O. 
l l -

é uma variável básica, v. nao sera escolhi
l 

da a ser básica, pois viria a diminuir o valor da função objetivo. 

Para o problema de ração que estamos considerando, ci re-
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presenta o custd do i-ésimo ingrediente, e por.tanto vamos sempre 

supor c. > O. Por isso o problema dual 
~-

S .'a.: 

(u,v,w) > O 

t 
c 

tem sempre uma solução básica ·factível inicial com w
1 

= c
1

, onde 

w
1 

sao as variáveis de folga do problema dual. Desta -forma, evi-

ta-se a fase. 1 do método simplex. Por outro lado, das 2m variá-

veis não básicas restantes, no máximo m poderão tornar-se bási-

cas simultaneamente. (g claro que uma variável escolhida a ser 

básica, mais tarde poderá ser escolhida a sair da base) . 

Para efeito de comparações utilizamos uma matriz tecnológ~ 

ca típica encontrada em formulação de rações (vide tabela 1) e g~ 

ramos subproblernas formando rações com diferentes nutrientes. 

Obtivemos a seguinte tabela 

MxN 

5x47 lÜX47 l5x4 7 20x47 25X47 

PROBL. AMOSTRA 1 0.93 4.31 8.01 17.2 l4. 93 

EQUIVAIENTE ~.MOSTRA 2 0.61 1.62 7.7 13.16 34.83 

PROBL. AMOSTRA 1 l. 46 3.04 3.36 5.04 5.68 

DUAL AMOSTRA 2 1.16 l. 7l 3.48 2.86 5.45 

TABELA 2 
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Observando a tabela 2, nota-se que para raçoes com o número 
, 

de ingredientes superior a 5 vezes 1 o número de nutrientes (m~Sn), o 

problema equivalente pode ser preferível. A medida que o número de 

nutrientes sao considerados na ração,a vantagem do dual se acentua. 

NOTA: O programa utilizado para obtenção da tabela 2, foi o método 

simplex· com utilização de todo o quadro, podendo ser otimizado. 

O computador utilizado foi PDP-10 da Digital. 
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APftNDICE 

O Mê:TODO SIMPLEX CANJ\LIZADO [ 4 ] 

Considere o problema: 

Min cz 

-sujeito a: AZ = b 

Zk > Ü 1 k = 1 r 2 1 , • • ,K 

o < zk < hk , k = K+l, K+2, ••• ,n i 

onde c = com 1 < i < m, 1 < j < n. 

DEFINIÇÃO: Uma solução básica cxtendida factÍvel correspondente ao 

probiema (*), é uma solução factível1 para a qual n-m variáveis (não 

básicas) estão nos seus limites (Zj = O, ou Zk = hk se I<+l2_k..2_n.), 

e as restantes m variáveis (básicas) corrcspondcrn "as colunas line-

armente independentesde A. 

DEFINIÇÃO: Seja I= {j
1

, j 2 , ... ,jm} um conjunto de m indiccs que 

indicam as V-=triáveis básicas. Dizenos que I é maa base ex tendida 

factível, se a soluç5.o básica ex tendida associada à I, é factível. 
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NOTAÇhO: Seja !'.I a submatriz de l\ fornada pelas colunas indexadas 

er.i I; 
I c o vetor formado pelas componentes de c, indexadas em I· ' 

. (AI)-1 A = A 

. (AI) -1 b - • b 

c = c - ci(AI)-1 . A 

Suponha que começamos com ur.ta solução básica extendida 

factivel do probleraa. Examinamos as variáv2:is não básicas, como 

:_JOssíveis candidatas a serem mudadas a melhor0r a solução. Uma va-

riável no seu limite superior, somente pod8rá decrescer, e um de-

créscimo somente será em beneficio se o custo relativo correspon-

dente for positivo. uma variável no seu linitc inferior somente P9. 

derâ crescer, e um acréscimo somente será em benefício se o custo 

relativo (~} correspond.:.:;mte for negativoe 

Suponha que una variável não básica Zk foi escolhida p~ 

ra ser mudada, mantendo fixas as demais variáveis nno básicas. Uma 

mudança deve ser feita de tal modo que a solução continua sendo 

fac>d.vel. A variável não básica Zk com k < K poderá crescer con

tinuamente até uma variável básica atingir um de seus limites, ·en-

quanto que Zk com k > K, poderá ser mudada até: 

i) uma variável básica atingir um dos saus limites, 

ii) Zk atin0ir seu limite oposto. 



41 

Se uma variável básica ati~gir u~ de seus limites, en

tão ela é declarada não básica, e a variável não básica que está 

sendo mudada se-rá declarada básica, se a vari.ável nao básica 

Zk(k > K) atingir seu limite oposto, então,a base não será altera

da. 

Este procedimento é realizodo até que qualquer altera-

çao das variáveis não básicas faz 
I 

crescer o valor da função objcti 

VÇ>. 

TEORB!Il\ DE OTH11'.LIDADE 

Uma solução básica extendida factível e ótima, se para 

as variáveis não básicas Zk , 

se 

e se 

A rotina discutida acima leva a uma solução melhor se 

o teorema c1G otir:1.alidade não for satisfeito. l?aril descrever o al-
• 

gorítmo e conveniente introduzir a seguinte mudança de variáveis , 

para k > K 

+ zk = zk , se zk atingir seu limite inferior e, 

zk = hk - zk, se ZJ.~ atingir seu limite superior. 
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Usaremos o indicador com ou = - para indicar 

se Zk atingiu seu limite superior ou inferior, respectivamente. N~ 

te que com esta mudança de variáveis, ·as variáveis nã_o básicas .sem 

pre serao zeros, pois se Zk atingir seu limite superior, isto -e, 

zk = hk , então fazendo a mudança de variável, Zk = hk - Zk = O . 

Desta forma sempre estaremos querendo crescer as variáveis não bá

sicas, e então p~ocuramos custos relativos (êk) sempre. negativos. 

O ALGORiTMO 

Dada uma base extendida factivel inicial I, expresse a 

função objetivo em tÉirmos das variáveis não básicas (calcule· c). 

PASSO 1) Ache uma variável nao básica Zk' para a qual o custo rel~ 

é negativo. Se k ~ K, v5 para a 2a) ; caso contrário, -v a tivo (êk) 

para 2b) • Se não existe tal indice, ent::io uma soluçõo ótima é a so 

lução básica extendida associada a I. Pare. 

PASSO 2a) Determine um fndice s que dê o mínimo entre i) e i i) , e 

vã pura o passo 3a) • 

. ' ~, 

ii) 

min 
i 

min 
i 

{ 

{ 

. 
b. 
~ -

A. k l, 

A. k> O ) :c, 

f, i - h. 
Ji -

Ai,k 

a i-ésina va.:r-iávcl básica.} 
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Se tal I.ndice nao .existe, b problema e ilimitado. Pare. 

PASSO 2.b) Determine um· Índ.::..ce s que dê o mínimo entre i_), ii) e 

iii), e vã para o_ passo 3b) • 

i) 

i i) 

iii) 

hk 

. 
b. 

min { l . 
i Ai

1
k 

. 
bi - h. 

]i 
min . {--. ----'~ 

i A. k 
l, 

: A. k > 
l, 

. 
A. k< O 
l, 

O} 

e ji > K, onde -e 

i-ésiroa variável b~sica}. 

a 

PASSO 3a) Conforme a ori~em do minimo no pusso 2a) , temos um proc~ 

dimento: 

-i) Pivoteie eJ;It A s ,I< Faça ]. = k 
s 

e vol~e ao passo 1). 

ejs 
ii) A s-ésima variável básica Z. , é canalizada e 

ls 
tingiu seu limite oposto (mudança de variável). Subtraia h. de 

Js 

a-

troque o sinal de e de , e pivoteie em A ,_ Faça j ~ k 
SrJ\. S 

e volte ao passo 1). 

3b) Conforme a origem do mínimo no passo 2b) , te~os um 

procedimento: 
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i) A variáve_l Zk atingi.Ú seu limite· ?POSto (mudança de 

variável} . Subtraia de b., ~ vezes a k-ésirra coluna de Â, troque o sinal 

da k-ésirna coluna de Â,de êk e de ek. A base nao é alterada ·e 

nao requer pivotamento. Volte ao passo 1) .. 

-i i) Pivoteie em Asvk, Faça j
5 

= k e volte ao passo 1} .. 

iii} A s-ésima variáve·l básica 
e. 

Z .JS, atingiu seu limite 
Js 

oposto (mudança de variável) Subtraia h. de 
Jg 

b , troque o sinal s . 

de 

passo 1) 

e. , e pivoteie em 
Js 

-A 
s,k .Faça j = k s e volte ao 
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