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SUMARIO

Este trabalho tem como finalidade:

'1l) . Resolver uma classe especial de ﬁroblemas_de programagao li-

. near, guando as restrigles sdo canalizadas.
.-_2) Reunir_métddos que expiqram'a.particularidade do problema.
3) Utilizar.o método simplex no problema de PLRC.

No Capltulo 1 descrevemos uma apllcagao de programagao

linear onde as restrlgoes sdo canallzadas. '

No Capitulo 2, até a secao 2.5 apresentamnos -sugestaeé
alternativaé para a solugao ao problema. Na segao 2.6 apresentamés
um ekemplo resolvido pelas sugestdes descritas no. Capitulo. Na se-
gao 2.7 apresentamos os resultados dos desempenhos numéricos de

duas das alternativas propostas.
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CAPITULO 1

MOTIVACEQ

A ocorréncia de aplicagBes de Programagac Linear  onde
as reétriQSes tem a forma ~ a, < .L, A,.X, < b, & frequente.
) _ T -1 — 3=l i33 — i

Por exemplo} ¢ problema classico de formulagdes de ra-

¢oes de custo minimo, consiste em escolher de um conjunto de N in-

gfedientes {(milho, soja, farinha de peixe, etc.) as fragoes Xj

{(j = 1,2,...,N) dé cada ingrediente que devera compor uma unidade
(digamos uma tonelada). de uma- certa ragdo, sendo gque esta ragao
especifica que a fragdao do nutriente i, dada por jélAinj' nao de

ve ser inferior a'ai nem superior a bj, onde Aij representa a ffg

gao do nutriente i em uma unidade (tonelada) do ingrediente J.

A funcdo objetiva deste problema &€ z = jglcjxj’ onde cj & o pre—
¢o de uma tonelada do ingrediente Jj. Note | que nao estamos es-—
pecificando limitagdes nos estoques dos ingredientes. Intefessa
apenas determinar as.fragaes de cada ingrediente na ragézo, sendo
que algumas delas poderao ser zero. Evidentemente a restrigao
jglxj < 1 deve ser considerada. Poderemos supor que ela correspon
de a um nutriente ficticio M, com AMj =1, 3=1,2,...,Ne qiﬂﬂ

N
Quando a solugao for tal que jglxj <1, temos o caso em que & pos-

sivel satisfazer as restrigoes nutricionais sem completar uma tone

lada. Este peso poderia ser completado com ingredientes inScuws(por



exemplo, caolin) cujo coeficiente de custo c, na funcao objetivo
tem o valor zero. Assim, a M-ésima restrigao seria representado por

N . e
AM_i jgl Aijj < bM’ com AMJ = AM = bM = 1. Isto nao exclul a PO$~"

sibilidade de haver uma linha na matriz A = (Aij) referénté.ao'hg

'ttiente *  caolin, digambs"é' (M - l)*ésima linﬁa, onde

AM—l.j‘ representa a fragdo de caolin do -ingrediente i, ~ sen-
7 . . . C. R . - - a -

do, evidentemente A = 1 onde r representa o ingrediente cao-

‘M=1,r

lin. -Os valores a,, ., e b seriam os limites de caolin na ragao.

M=-1 M-1 _

No problema descrito acima nio apareceram restrigaes'ae
estocégem.Suponhamos implicitameﬁte que oS estoques de ingredientes -
$a0 iﬁfinitos. Este & o caéo em que trébalhamos com < représéntag
do os pregos de mercadb, mercado este capazfde suprir quaisquer"
quaﬁtidades dos ingredientes. Assim, por exemplo, secpﬁzénmm pro-
duzir é qﬁahtidadé Q da ragdoc, entdo podemoslsempre comprar a guan
tidade Q.x% do ingrediente j, onde’ x% & a fragio Otima daquele
ingrediente na racgao.

Entretanto,em muitas situagoes praticaé-as restrigoes de
estoques ocorrem haturalmente. Por exemplo, as limitagoes superio-
res do tipo Q.xj < Lj podem significar mera impossibilidade de
dispor de mais do que Lj .toneladas do ingrediente j durante o
periodo de produgdc da ragao. Restrigoes do tipo ij < Q.xj podem
significar a necessidade de consumir pelo menos Ej do ingrediente
j o qual poderd estar em processo de deteriorizagdo e precisa ser
consumide rapidamente.

Quando hd varias rag¢Oes, digamos K, para serem produzi-

das nas quantidades Ql,Qz,...,QK; e quando ha limitagoes de esto-



' .ques, o .problema da producao dessas ra¢des se apresenta na forma:

L £ ' It '
+ ...
xl <X, . + CTXy

-; Min z = ct

sujeito &:

al< AX < bl.
-1 -
a’< ' AX. < p2
'o‘—_— ' . 2 h . ! - .
aK< AX. < p¥

onde

_— | S t
=y Lyreees )

t
2]‘0-.n 'LN)

L = (L ,L
( 1!
sendo £j e L,- os limites inferior e superior do estogque do ingre

diente J;
)t

L

Xk = (Xlk,}{zk;.._. 'XN]{

sendo oy a fragao do ingrediente J na ragao k;

k_ ,.k k k, t
a = (al’aZ"f"aM)
k _ k. k k, t
b - (bl,bzy...-,bM)

k k . . . . -
sendo a; e b, os limites inferior e superior da fragao do .nu-

triente i na ragao k.

Q. = quantidade requerida da ragao k.



Note que este_ﬁroblema é um problema gue ?ode.ser resol
'vidé'pof-métodds'de decomposigao,hoé Quais dependem da $olug§o. de
,vérios’spbprobiéﬁas‘cdm restfigﬁes da-fbfma é < Ax < b._.Portantq
ha fbrte'interééée'em'sé'obter_édluQSes eficientes‘para éStes-suﬁ—

pfobleﬁas.

- DEFINICAQ: Chamamos de problema de programagao linear com restri-

Geg canalizadas e variaveis n3o negativas (PLRC), ao problema:
¢ + , _ : -

Min ctx
sujeito: a<Ax <b (1)
x>0,
onde A= (A, ), a = (é.); b =(b,),x ={x.),c=(c.) 1 < i‘<.nn15j<n.
' i3 i i 3 J -7 = -

Unm problema de PLRC, claramente, & equivalente ao se-

guinte problema padrac de programagac linear (PPL):

Min ctx
sujeito a: Ax < b
~Ax < -a (2)
x>0

Desta forma, o problema (1) pode ser resolvido ﬁela
aplicagdoc direta do método simplex ao problema (2}. Porém, este ca
minho tem o inconveniente de utilizar bases de dimensoces 2m { onde
m & o numero de restrigdes do problema original). Sabe-se que o mé

todo simplex & mais eficiente para problemas com bases de menores



‘dimensdes, isto &; problemas com menor niimero de restrigﬁes.
Neste trabalho, o 1nteresse prlnC1pal e a utlllzagao do
,metodo smmplex no problema de PLRC. Apresentamos entretanto alguns‘

algorltmos que resolvem [+) problema de PLRC modlflcado.'



CAPTTULO 2

SOLUCGES PARA O PROBLEMA

_Séja o problema:

sujeito d: L a <Ax < b SR (3)

Evidentemeﬁte, o problema (3) pode ser posto na formado
problema (l) e viée—versa. Nas ségSes (2.1) a (2.3) usaremos .a for
.ma_(3) para compatibilidade de notagao com as_referéncias [L3}4fﬁ

Definigao: Dizemos que o problemé (3) é factivel e limi
tado se existe x*?E £ =:{x 1 @a <Ax <b'l e ety > ctx para todo

' t
XE€E QR e C x* <™,

Notacao:
n n -
= es e X ! X, € R };
R {(Xl;xzr r n) i }
Amxn : matriz com m linhas ¢ n colunas,
POSTO(A) : maior nimero de linhas linearmente independe da matriz
A,
msn . \
Rr : conjunto das matrizes mxn de posto I,
At : transposta da matriz A,

m(a) = {v € R™ : y = Ax para algum X € rR"},

Ai : i-esima linha da matriz A.



N{(a) = {x :+ Aax = Q}

N(A)i= {y ytx = 0, para todo x € N(A)l}

2.1, SOLUCOES EXPLICITAS

.Ben;israel e Charnes {.l]‘provaram.que'o problema (3},
quaﬁdo'factivel;fé limitado, ée'é somente se c¢c € N(A)l. B também
mostraéb eﬁ.[l].que,se A @ de_pqstb completo por linhas, isto g,
posto{A)=ﬁ e A com ﬁ iinhas, é se T & uma matriz nxm com colu
nas t7,t2,...,tm-séfiéfazendo ATA = A, entdo

1

X = I tia, + I t.b.+ I £y [c b, +(1 o, Ya, 1+ N(A) (4)
-} Y o itoqgt |
rgsolve {3), onde {E},.{g} ,{g}-.saq sbma?orlas executadas em if
sobre valores negativos, positivos ou nulos de ctti respectivanmen
te, e 0 <0, < 1.

2.2. UM METODO DE SUBOTIMIZACAQ PARA RESOLVER O PROBLEMA {3):

supopT 1 [5171.

-

Este método resolve o problema {(3) onde a matriz A =)
de posto completo por colunas, entretanto se A ndo tem esta pro-

priedade, utilizamos os lemas dados a seguir,

]

LEMA 1: Sejam A € R?X“ e D€ Rrxn tal que Im(AC)=Im(p%}  (5)
entao
m
apt e ROXF



A matriz D pode ser escolhida como uma submatriz de linhas de A

de posto r.

Usaremos a notagao RC(c,a,A,b) para nos referirﬁos- ao .

" problema (3).

LEMA 2: Sejam RC{c,a,A,b) dado com c € N(A)l onde A € Rgxn e
D E Rixn satisfazéndo (5). Entao as édlugSes-Stimas ﬁé Ré&;a,ﬁﬁﬂ
sdo da forma
D v* + N(A) _ ~ (6)
. .-. ) n-.'-. - t .
onde' y* & uma solugao Otima de RC(Dc,a,AD ,b}.
. | L - - . L
PROVA: Da hipotese c¢ € N{A)™ e do fato conhecido que Im{A"}=N(A)’,

segue gue solugdes Stimas.de RC(c,a,A,b) sao da forma x* + N(A) ,on

" de x* & uma solugfo Stima de

sujeito a: a<Ax <hb

X € Im (At) (7)

De (5}, a expressao (7) & eguivalente a

X = Dty (8)

para algum vy € Rr, subtituindo (8) em (3) segue a tese.

2.2.1. - UM PROBLEMA AUXILTIAR

Consideremos © problema (PA):



max cUx
sujeito a: a <Bx <b : (9)
a <dx < b (10)
- onde B E Rixr, d E_Rlxr e. a‘ﬁ b e E‘E b
Substituindo
z=8x an
em (PA), temos: . | :
‘max ctﬁ-lz ;- : .. | L | (12) -
'sujeito as ‘a < z.ilb | o - - .(13)’
acan 2 B S s

(PA).é factivel, se e somente se o problema (12}, (13),
(14) & factivel, e solugdes Otimas de (PA) ééo da forma x*= B-lz*,
onde z* & uma solugdo dtima de (12}, (13),(14). Portanto, resolve-

remos (PA) usando o problema éqﬁi%alente {12),(13),(14).

NOTA 1: As solugdes Otimas 2% do subproblema (12),({13) s3o da for-

nct 2
( b. selets™), < 0
.l 1 -1 1 _
29 = {ay se(ctB y., < 0 (15)
i | . i
- 8.b,+(1-0)a, . se(ctB l). =Q
i i i 1 i i

NOTA 2: Se a < ap~tz° < b entdo 20 & solugao Otima de {12),(13),

(14).
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;‘NOTA'3: SeI(PA) é factivél e 20 ngb satisfaz (14}, digamos &§&ZO>5,
entao exlste uma solugdo otlma de (12),(13),(14) : que.' satiéfaz 
.dB_'z*‘ b Assumlmos sem perda de- generalldades que -éq satisfaz C
(14) ou a deSLgualdade superlor 2 violada, pOlS se dB 120< 5} '-:§t-
de519ualdade e equlvalente a‘ —dB'lz0 > - Ef e_entao redefinimds

dB ,5 de maneira Sbvia. Seja

A<p-a® - ag
a quanfidadé em que (14) estd sendo violada i zo.'
De {15), observamos que as componentes 20 que podem ser

'mudadas,para atingir a factibilidade de (14) (mantendo a factibili

dade de (13)), sao aquelas indexadas por:

- t -1
. . -1 _. {c™B 7)),
Q={i ¢+ 1 <13 < r,{(dB )i# D’Yi = i > 0}

-1
(dB =),

Reordenamos o0s Indices de Q(digamos q Indices) por Q= {kf o1 kq}

onde
< Y < < Y e k., <« k se Y, =Y
Ykl - k2 - - kq i i+l i i+l
LEMA 3, Sejam (PA), zo,fﬁ, 0 ='{kl,k2,...,kq} e'{Yi:i € Q} COTO
definidos acima.
. 0 N ~ - ) - * o "l 0 -
i) se z satisfaz (14) entao (PA) & factivel e X*=B "z~ & uma

solugao Stima de (PA).

2 1 : A 5 (daB Ty,
ii) (PA) & infactivel se e somente se < 0 elé 9 51(dB }l> A



onde

fpara- i€ Q.

iii) Se (PA) & factivel, sejam . -

1 k.
o
A et (ap~t
- L. 6, (dB )
-1 )
(dB )k
P

entao a solugdo Otima de (PA) &

-1, 0  P7L
*x = =
X B “{z” + ;E S8, e + 0 e )
i 7 D
- p-1
=B lzo + LI Gk tk + etk
= i7i P
onde ti’i =1,..., ¥ saoc as colunas de B_l
NOTA 4:

se

s5e

11

(17)

(18)

(19)

Se (PA) e factivel, & sempre possivel retirar uma restri-

¢ao sem afetar a solugl@o Otima. Na parte 1) do lema 3 por exemplo,

a restricdo (10) pode ser retirada de (PA) Sem afetar x*. Analoga-
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mente, em iii), a kp—ésima restricao pode ser retirada, onde p &

dado por (17). Para ver isso, note que (19} independe de a, e bk .

s P
- NOTA 5: No caso iii) do lema 3, se
(CtB—l.)i 20 o i=1,...,r T (2027
entdo
t -1 0 - , .
¢ x* < ctB\lz ’ - . o - (21)

" pois de {15) e (4B })z > b, segue que

§. < 0 ~ se ﬁctB Y. > 0
R , i
§ >0 se . (¢ Y. < o
i- i _
® <0 7 se - (_ctB‘l}k > 0
8 >0 se (ctB—l)k < 0
P

Ent3o a desigualdade (21) seque imediatamente de (19).

2.2.2. - O ALGORITMO SUBOPT 1.

0 problema a ser resolvido é:

. t
max ¢ X

sujeito a:

Xn

m. —~ . . -
onde AGEn . Casc A nao seja de posto n, aplicamos os lemas

1 e 2.
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Defina J(x) para todo x € R?, como segues

J(x) = {1 :1<i<m e (Ax)i <a; ou
(Ax),. > h,} : (22)
. T i _ _
e seja v o Indice de iteragao. Ache um conjunto de n Indices

H(O)'Cffi,...,m} tal que {Ai:: ie H(0)} & um conjunto de 1i-
nhés da‘matriz A, linearmente independentes. Escolha s(0)E{,...n}

tai'que s(0) £ H(0) e'proceda'a-primeira iteragac (v= 1}. Seja

v > 1. Ache X(v)

;. uma solucdo Stima do seguinte problema auxi-

liars
_ | .
(PA.v ) - max - € x
sujeito d: - a, <A,x <b, - - i€ H(v- 1) S 23.v
_ : SR T A et | o
‘ L : v
ag(v-1) < Bgu-1)* 2 Pg-1) 24.

onde H{v-1l) e s(v-1l) sao definidos ao fim da iteracgao u?l, e Ai
& a i-ésima linha de A. _ .-

Existe tr&s casos possiveis:

a) (PA.v) & infactivel, isto implica que RC{c,a,A,b) & infactivel,

(v)) (v)

b} (PA.v) @ factivel e J(x = @, neste caso x & uma solugao

otima de RC{c,a,A,b),
e} {(PA.v) & factivel e J(x(v)) 7.
No caso ¢) seja sV} escolhido por s({v) € J(X(U)) 25.v

e seja

H(V) = H(v= 1)U {s(v= LWk, 26.y
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onde / denota retirada; pP(v) & dado por (17) para o problema(PA.V)

e k & o p(v)-ésimo elemento do conjunto ordenado Q para o

P(v)
{PA.Vv).

Se a restrigdo adicional for satisfeita por zo, isto e,
o caso i) do lema 3 ocorrgu,_fa@a H(v):H(v~,l); Da . definigaé de.
s{v)'é_ébﬁio gue o caso i) do lema'3,'nc algoritmb SﬁBOPT l,_'ﬁodé
ocorrer somente para V=1, desde entéo'deveré ser igno;adokmra0>l.
se 0s casos a) ou b) acima‘ocorreﬁ, termina o problema RC(c,é,A,b)
cﬁm'infactibilidadél(caso (a)) ou com x(ﬁ) sendo éolugéo.étima (ca
so b)). No caso c) proceda é itéragﬁq v + 1.

O Lema 3 pode ser usado para resolver (PA.vy) somente se
. (v=- 1) '

A(v— 1)

for nao singular, onde A é a matriz de (PA.v). forma . -

da pelas linhas Ai dé A , i € H{v~ 1},

LEMA 4: Se o algoritmo SUBOPT 1 & aplicado a RC(c¢,a,A,b), entao

v -
A( ) & ndao singular para VvV > 1.

PROVA: Por indugao.
(v-1)

al® & ndo singular por escolha. Suponha que A se~
v v-1
ja nao singular. Desde que A{ ) difere de A( ) somente na kPWT
- - V - —
ésima linha, a qual & trocada por A_ ., 1, Segue que 2™ 2 ndo

singular, se somente se,

~1
(v—=1)

Entretanto, a desiguladade acima ocorre pela maneira com gque Q @&
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. ‘construido,

. TEOREMA 1: O algoritmo SUBOPT 1° quando aplicado ao problema

RC{c,a,A,b), uéahdo a-expressao (29) éom (lSi, & finito.

PROVA: Desde gue o problema (PA.v + 1) & obtido de_(PA.O')} se-
gundo (25. v} e (26. v), uma restricdo (kP(Q)ﬁ ésima) que ndo
afeta x\V & retirada, e uma restrigio (s(v)-&sima) ndo satisfei-

{v)

ta por x & adicionada. Assin, -

-

A N 21y

Através de uma pertubacao, essencialmente equivalente dquela usada

por Charnes [ 2] para o método simplex, podemos excluir a igual
dade em {27). A desigualdade estrita em (27) garante gque um pro-
blema auxiliar (PA), no algoritmoc SUBOPT 1, nao se repete. como

existe um nimero finito de (PA) distintos, garante-se que ocorrera
¥ um nimero de iteragdes.
Considere o problema auxiliar (PA.v), pertubando a fun-
gao objetivo como se segque:

c = C -+

) -

para €, > 0 suficientemente pequenos. Solugoes Otimas deste pro

blema pertubado sdo sclugoes do problema auxiliar original.
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Entretanto, de (28) nenhumatbﬁ componentes de

: C_tE(A(\)_l) y 1

se.anulam.

(V)

A ky(yy~8sima restrigio de (PA.Y) ndo afeta x' . Na

solugéd.de (PA.v+ 1) -a eXpresééo'(lS)_pode ser trocada por

'zo_é-A(?)-x(v).

Usando a nota 5,

L et

t (vt t -
<k, X(v 1 . S x(v).

ou'
Assim o SUBOPT 1 @ entdo finito, quando aplicado ao pfg
blema pertubado.

Na pratica, nao & necesgario introduzir €; explicitamen

(v}

te para garantir que a sequéncia x de solugaes de (PA.v) coin-
cida com a correspondente sequéncia do problema pertubado; Uma
mudanga no vetor custo poderd afetar o algoritmo SUBOPT 1 em dois
lugares: na expressic (15), quando 20 & determinado na solugac . de
cada subproblema, e na ordem de Q.

Uma pertubagéo de €, suficientemente‘pequena nac afeta
a ordem de Q.

Na expressao (15) uma pertubagdo de ¢ por s indica

ra como Oi serd escolhido para cada subproblema. De (28) segue
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_qué','

Ctet@tvT My - [ctm“.’.‘l’.) 1+ e
e.enﬁﬁo temos;
i) se {ct(A(‘l’_'.1))'?]_i # 0, entdo sgn {[c tal _l))- ]i.}_:' '="-  .
_Sgn-{[ ‘_?_tf?l&-( —i)).—l]_i} 'para. £ sufigientementé-peéueno-,’ -
1) se (5@ 20, entdo (o (A(" D)2 0.

i i i

. _ B N P
Assim Iei = 1, entao basta escolber @i para (PA+v). como

(v-1)

_ . ot -1 B .
__Oi =1se [c(a ) ]i =0 K29)

Note que a escolha feita em (29) depende da pertubagao

dada em (28).

2.3. OUTRO METODO DE SUBOTIMIZACACQ PARA SOLUQAO DO PROBLEMA (3),

SUBOPT 2 { 3] .

Na realidade este algoritmo descrito por Charnes,Granot,

Philips [3 ], difere do anterior (SUBOPT 1), apenas na solucao do
- - ?
problema auxiliar da segao 2.2.l. Aqui a matriz B nao necessaria

3 . nxn ~ _
mente precisa pertencer ao conjunto Rn comoc na segaoc 2.2.1,des

de entio os lemas 1,2 ndo serao aplicados.
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- 2.3.1. UM SUBPROBLEMA

Consideremos o problema (SP):

max c x
a <Bx <b S S 30y
a<dx <b , [ & 1§
L mxn - ' ' ) T .
onde B € Rm (B & de poato completo por linhas) e d& um = vetor

. ' T
tal que posto (B !dT) = M.
mxn . . , i . .

Desde que B € R , €xXiste uma matrix B tal que
BB =TI (onde I & a matriz identidade). A matriz B#- & chamada in-
versa a direita de B,

Fazendo =z = Bx, temos x = B#% + N(B), o que substituig
do em (S?) produz:
t, #

t N(B) o (32)

max o B'z + cC
a <z <b (33)
a 8%z < b (32)

R
[ A

Suponda (SP) limitado; isto @, ¢ L N(B)}, o termo ctvm(B} desapa

rece de (32).

Congiderando
Z. — a se dB# > 0
i i i~
2y T g N (35)
b, = z se dBY < 0,
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de {(33) obtemos

<z < - . ) :
0 < G bi a, _ - | 0 (36)

3 . M _ |
Se {+,0} refere aos indices i para os quais dB. > 0 e - {~} aos in
_ _ ) H# - . : o
dices 1 para os quais dBi > 0, onde .Bf e a i-esima coluna - de

# ) _
B , entao (32) pode ser escritc como: -

) I t# ~ e b # s -
max {'F,O}C Bi(zi + ai)+{§}c Bl{bl zi) "

= max {' }ctB# N +{Z}c B#b +, 503 B#Z e l)d%#z (37)
sefa n(ZJ"{+EO}dB#(z rap+ gaste ) o
entao | | _
() =;{%?o} awja, + 2y aslh, | (39)

usando (36), (37),(39), obtemos um problema equivalente

# #.. n .
%1, Egye BBy + If-1) c*BlZ,= 1 sgn(an’ )cth 5. (40)
r i:l
0 <2, <b; ~a, i=1...,m (36)
- m # . ~ .
a—n(0) < ;L la8l]Z < b -n(0) (41)

onde
r

N 4 0
Sl % T o

Adv

{40}, (36),(41) & um problema com varidveis canalizadas e uma ani-
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ca restrigao canalizada, e os coeficientes de (41) s@o ndo negati

VOS.

NOTA 1. Podemos supor que |dBi] >0 em (41)pois se.dB? = 0 temos:

{ b, - a - se cth > 0
}

| 5% <o ‘
i

0 . Se C B

I o A i . .‘ ) . # . -
e entao rearranjar £ variaveils nas quais dBi #0 1 < i < L.

LEMA 1. Condicdes necessirias e suficientes para que (36) e (41)

sejam factiveis sdo n(0) < b e n(b-a) > a.

PROVA: Basta substituir os limites superior é_inferior de (36) en

(41) .,

-

Se o problema dado por (40), (36), (41) & factivel entao
seja Yi a fragio do correspondente cceficiente de Ei em {40) e(41)

para 1 £ i < £. Assim P, & escrito como:

_ # o #
Y, = Sgn(dB})c Bi/|dBi]
seja ainda .{Y{i)}' o conjunto dos Yj arranjados na ordem decres=

cente.,

NOTA 2: Desde que O denominador de Yj & sempre positivo (Nota 1);

cs elementos em {Y(i)}estéo ordenados de tal maneira gque aqueles

UNICAMP
RIBLIOTECA CENTRAL
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) . . . - . # N ) I .. I
que tem valores positivos para Sgn(dBi)ctBﬁ' aparecem primeiro, .e

aqueles com valores negativos aparecem por Gltimo.

Sejam: P, o menor inteiro tal que’

1
P A - L N S
P 198y ()78 gy 22 =n(0), quande a - m(0)20,0a Py =0 caso

contrario;

PZLO menor inteiro tal que

72 IdBf. |(b_l.-a . ).> b - n{0) se tal indice existe, ou PI= £+l
=1 i) (1) “ (1) . _ 2
caso contréfio;

_P o maior inteiro para o qual P(i) > 0, ée tél - indice
existe, ou P = 0 caso contrario.

A solugao Otima 2Z* & (17) (18) (19) pode ser - escrita

para diferentes casos nas seguintes maneiras:

Caso I} Para P <P, <P, a solugdo Otima &:

1

( b(l)“a(i)' 1<ic<pP~-1
| P -1 4 ,

By = 9By = [E = n(o) iglIdB(i)I(b(i)-a(i))}/da(p.l), i=p)
Lo Pl izt (43)

Cagso II) Para Pl <P, <P a solugdo Gtima &:

= 2
[ v

| (1) " Fnr LEiP -1
. | L Part . #o

0 ; Py,+1l < i< 2 (44)
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Caso III) Para P, <P < P a solugdo Otima &:

1 2

1 <ix<pP

(1) 7

- < ' 3 = . (45)

Usando (42) com (43), (44), (45) podemos determinar o valor corfeg

pondente de z*. Desde que Z* & 6timo para o problema (40),{36); (41), .

-~

o qualé eguivalente 3 (32),(33) (34), concluimos que z* & Stimo pa-

ra o problema (32),(33),(34).

TEOREMA 1. Se factivel, o conjunto de solugdes Otimas do problema

(sP} e dado por x* = Eﬁz’f’_& N{B) .

NOTA 3: Observe que x* -& independente de'a{ y € b se 0 caso
Py (py}

se 0 caso II ocorre.Pa

I ocorre, e independente de a(Pz) e b(Pz)'

ra mostrar isto, notameos qgue os termos em z* que podem dependerde

a(Pl) e b(?l) no Caso I (a(Pz) e b(Pz) no Caseo II) sao somente
o + a eb ~ 0,0y (O,o yF Oy e b - g/ )
(PI) (?l) (Pll (El) (Pz) (PZ) (Pz) (P2
Entretanto,
B _ '
%oy e =T B TS afip, +
P -1
- 12 [dB# | (b -a,. }l+ a ap” 1/ as’ (24)
i=l (i} (i) (i)°* (P, ) (Pl) (Py}

1

{(24) ocorre se (Pl) e {+D),
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entao
- # #
=z _ -5
S T e T 1 Eye, Bt T (5P
P -1 “ '
' s
- a -~ ! :
i 19y Ty mag)1/as,
o 'qual independe de apy © b(P y- A proﬁa dos outros casos &

1 _ _ .
obtido de maneira similar. ’

NOTA 4: Se o problema (SP) & factivel, sempre & possivel retirar
a restrigao do conjunto de restrigSes (30) e {31) gue nao afeta a
solugao otima. Isto segue da nota (3), na qual mostrou que no Caso

I x* & independente de a e b Aséim, a restricao (P,)

P (P L

‘ v 1 |
de (SP) pode ser retirada. No Caso II, a restrigao (P,) de (SP)pode
ser retirada e no Caso ITI a restrigéo adicional (6) pode ser reti'

rada. Em cada um dos casos acima,o fato de retirar a restrigao ci

tada nao afetard as solugdes oOtimas. .
2.3.2. 0O ALGORITMO SUBOPT 2

"0 problema a ser resolvido &:

t
max ¢ X

sujeito a: a< Ax < b

-

onde A € Rﬁxn . Defina J(x),H(0),3(0) como em 2.2.2 (agui H(0) &

um conjunto de r indices) e proceda de maneira anadloga ac algo-
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ritmo SUBOPT 1.
2.4. UM _PROBELEMA FQUIVALENTE

Consideremos agora o problema {PLRC) como definido'-'n¢

dapitulo_l,

. t
min ¢ x
sujeito 3: a < Ax 5 b . - _ S {y)
x >0

TEOREMA: o problema de PLRC acima & equivalenfe ao seguinte proble

ma de programagao linear com variaveis canalizadas (PE):

sujeito Ax +y =Db

PROVA: Sejam 8 = {x : a < Ax < b}

n
I
=
W
<
%
+
ke
f

b, 0 <y <b - a}.

Mostremos que se x € 8, entao existe v tal que (x,y) € S

e se (x,y) € S, entao x € 8.

i) seja X € 8, logo Ax < b e AXx > a tome Y = b - Ax, entao
y =b ~Ax <b -a

y=b-aAx>b-b>0,
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logo Ax + y=be 0 < yfb - a, portanto (x,y) € S.
ii} seja (x,y) € §, logo Ax + y =bcom 0 <y <b --a.

" Entio Ax = b - y <be ax = b - y <b - (b-a) = a’h - isto | é,
‘a £ Ax < b, portanto x € S. c.g.d.

Ha vantagem em frabalhaf'coﬁ 0 problema équivalenﬁe(PEx K
pois trata-se de um problema bem ¢onheéido de pfogramaggo - 1in§ar
com variaveis canaiizadas, onde utiliza-se o ﬁétodo simplex éom |
peqdenaé modificagSés (método simplex cahalizado, Qide apéndice-),.

operando com bases de dimensdes m.

2.5. O PROBLEMA DUAL

Uma outra alternativa para a solugdo do problema dePLRC,
& resolve-lo através de seu problema dual, gue daremos a seguir.
Consideremos o problema de PLRC na forma padrac de pro-

gramacao linear (2),
min c x

sujeito d: Ax < b
-AX < —a

x > 0.

0O problema dual de (2) & bem conhecido como:

max (b,—a)(u,v)t

sujeito a: u,v)(_i ) < ¢

(u,v) <0
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.'ou,-ﬁa forma padrio de pfogramagéd'linear'redefinido (u,v)

“max -btub + atet

. £ , : .
sujeito a:-~Atxp + Atvt < c - _ {PD)
(u,v) > 0,
- Se tomarmos o dual do problema {PE)'dado no teoreha"da

segao 2;4,'obteremos o] problema (PD) .

2.6. UM _EXEMPLO RESOLVIDO

Nesta Segﬁo'resolveremos unm exemple simples utilizando
as alternativas das segOes anteriores.

Considere o seguinte problema:

max X + y

sujelto 0 £ x <1 i
0 < y <1
1 < 3xty < 3

-3 £ =xty <0

a) SUBOPT 1
v= 1) H(0)= {1,2}; s(0)_= 3

P.A.1) max ¥ + y
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10
RO A0V -1 _ Afg).
I(O); = (1,

\,“l . . .. | _
AS(U)(A(O) 7 -: (3 1) Kl 0 1 .-__,_4_ ?.3 3 entéoﬁ o

Y, = 1/3, ¥, = 1/1, entao kl = 1, k2 = 2;

1 2
_l\
§ = -1
calculo de p:
/ So(0) N B _ )
6k1KéS(O)KA n f)kl = 1.3 = -3 <Aportanto p =1
A
g = - — = =1/3
’ S (0)y=1Y
A Y Y i
s{0) / Jky
(1) _ (0),-1L @ _ 1 =flj>— 23
X = (A7) Tz + Ot (7)) = /3. o )= j

(1)

(-1 1) :2{3 ==2/3 + 1 =1/3 >0 logo J (X y = {4}.

v = 2) H{1) = {2 3}; s(1) = 4

max X + ¥y

P.A.2) 1 < 3xt+ty < 3

-3 < -x+ty < 0
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1 - 1/3 -1/3

atth = 2 @ty e
B 1/3 - 1/3) |
: -1 .
Fa™hTraan T T = as 2
2;0 = 3 \.\ |
.l.l\. l:
| . 1/3 - 1/3 o
’ (l)_ -1 0 _ -1 . i : / 3 — - ; 3
IAs(l)(A ) .z = { 1_1)2\0 1\ (-1/3 4/3)11/
=4 1/3 > 0
entdo ._.: ' A= -1/3 -
Y, = 1/2 entao Ki=.2 (note que Yy < Q)
oo
= =1/
S
Calculo de p:
. ) _1
- SR IR T - }
6k1<5s(1)aA s 1. 4/3 = -4/3 <= 1/3
AN S l
portanto p = 1.
o = = = -3 -
=1t 4/3
(a fA(l)a :
st kg
~1 2/3" -1/3
(2) _ lA(l)) O vor, = g -1/ -
4 P 1 -
"3/4.
- 3/4

0 < 3/4 < 1 portanto g(xPy = ¢

S 3/4
3/4 -



b) SUBOPT 2

entao

Como P

<

2

Z)
Z(2)

Zl_

1.{1-0) + 3.(1-0) =

Z

= Z

Mt

2

1

I

+ a

1

1

[3-1/3=

2/2

P, < P temos o caso 2.

s(0) = 3.
Spl) max x +t Y -
0 < x il‘
0 % y =21
1 < 3x +y <3
© _ /1 oY oy # /10"
AT =gy BT =g
t *
LA EIE )
0y #
AS(O)(Q( )) = (3_1)
A(0) = 3.0 + 1.0 =0, a -n(0) = 1,b -n(0) = 3
Yl = 1/3,-Y2 = 1
(l) = 2!(2) = 1
P, B |
1.{1~0) =1 » 1 =a - n(0), portanto P, =1,
P2:

4 >3 =b - n(0), portanto

2/3

29



Z, = 22 + a, =1

2 2
# o

<L) (A(O) 2 = {2/3

1

. como |

-1 .2/3+1,1=1/3>0
temos o
3xty = (4
V=2) - Como (Pz) =1, entdo a 19 reSﬁrigﬁQ vai ser retirada:

H(L) = { 2, 3}, s(1) =4
§pP.2). Max X+ y
1L <3x +y <3
0 < y =1

e | g -
A1) 3 A(1)/) - (13 -1/3
0 1 0 1

LA LA E SRV

'_l

li

A Iyt = (c1/3 4/3)

s(l)(A
n{0) = 4/3.0 +(—1/31.3:-1,5 ~n(0)=-2,b=-n(0) = 1

Y, = "l vy, = 172

entac (1) = 2, (2) = 1

Pl : como a -n(0) < o, Pl =0
Py 4/3 . (1-0) = 4/3 > 1, portanto P2 =1

: = -] - s N
P Como Y(l) /2 > 0 e Y (2) 1<0 temos P 1



Como P, < P, < P, temos ¢ caso 2.

1 2 :
%, = %, = 3/4
Zipy =B =0
‘enﬁéb zy = bl__ El = 3
z2 = 3/4
_;{(2_ (1)\ 1/3 _"1/3\ 3/4
3/4 3/4

como

(2)

0 < 3/4 i'l, temos J{x ) = ﬁ;

portanto x* = x (%) :(352 ) .
) . PROBLEMA EQUIVALENTE DA SEQ?‘&O 2.4.

O problema dado pode ser colocadc na forma:

Max x + vy

S.a 1 <3x +y <3
-3 < =x +y <0
com 0 <x<1l,0<y<1l
Tomando entao o problema equivalente, temos:
Max x + vy

s.4a 3x+ vy +u=3

X +y+v=20

com 0 <x<1,0<y<1l,0<u=<2, 0<v<3i

31



S‘al

~ 'Min

FASE 1)  Resolva o problema

auxiliar:

<

31 1 0 1
-1 1 0 1 0 1 0-
l'0 ¢ ¢ 0 1 1 |

eliminando as varidveis basicas do vetor custo , temos:

+ o+ o+
1..

31 1 ¢ 1 0 3
-1 1 0 1 0 1 0
-2 -2 -1 -1 0 0 (-3
o+ o+ +
+
1 1
1 1
11
Z -3 1 1 o0 1 0 0
w i 1 0 1 0 1 1
2 -2-1-1 ¢ 0 |-1L
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w 4 0-1 1 -1 1T 1

- 4+ v o+

3
a) hi =1
b) 1/4 <
0-1 _
)—-:-3" = 1/3

0 1 174 3/4 1/4 3/4 3/4
x |1 '0'~1/4- 1/4 —1/4 1/4 1/4

0 0 0 0 1 1 | o

-+ o+ +
Fim da fase 1: i
FASE 2) Base Inicial {y,x}

Tomando o quadro pratico, agora com o vetor custo ¢=(1,1),

e fazendo eliminagOes das varidveis basicas tem:

vy | 0 1 174 374 | 3/4

X 1 0 -1/4 1/4 1/4

| ¢ 0 0 -1 !
-+ + +
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OBS.: Como o problema & de maximizacdc, a condigdo de otimalidade

esta verificada.

'~ Portanto,

X = hl-— x =1~1/4 = 3/4
y =. y+.= 3/4
x* (34
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2.7. EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

A expectativa inicial com problema equivalente da segi 2.4,
era o de obter sua solugao em aproximadamente m ite;agées f? ’
prefacio] . Porém, ficou evidente nos exemplos ﬁuméricos deseﬁvolf
vidos,_qué o niimero de iteragdes necessdrias & muitd.superior' a

m.

Por outro lado verificou—sé, com surpresa, que o problema
dual.cdnvergiu em éproximadamente m iteragSes, enguantoc esperd-
vanos a ordem de n iﬁeragées. Este fato parece estar associado

com o que estabelece a seguinte proposicgao:

PROPOSICAO: Sejam (ul,uz,...,um,yl,vz,...,vﬁ) variaveis do pro-
blema dual (2.5). Se a vafiével uy é bisica entao a variavel Vs

& nao basica,e vice-versa.

PROVA. Se a varidvel u, é bésica, entao seu custo relativo & ze-

ro, isto &,

= b + TWA, =0 ou

b, = mA, | (1)

onde T & o vetor multiplicador, o custo relativo da wvariavel v,
& a, - m A., utilizando (1), resulta a, -wA, = a,-b, < 0,
i i i i i Ti—
Assim, se u, & uma variavel bhasica, vy nao serd escolhi-

da a ser basica, pois viria a diminuir o valor da fungao cbjetivo.

Para o problema de ragao que estamos considerando, ci re-
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preseénta o custo do i-&simo ingrediente, e portanto vamos sempre
sﬁpor.-ci > 0. Por isso o problema dual

& t

‘mak *btu + a vt_

S.a.: - ) -Atut + Atvt + wt ='ct

(ﬁ,v,w) >0

tem sempré uma soiugao bééica'factivel inicial.cOm W, = Cly _oﬁde:
*i 'saq as variaveis de folga do problema dual.'DeSta'forma, evi-

ta-se a fase l do‘método simplex. Por oﬁtro lado, das 2m  varia-—
veis ndo bisicas restantes, no maximoe m poderido tornar~sé bési—'
cas simultaneamente. (E claro que uma varié§e1 escolhida al ser

basica, mais tarde.podéré ser escolhida a sair da base).

Para éfeito de comparagoes utilizamos uma matriz tecnoldgi
ca tipica encontrada em formulagao de ragoes (vide tabela 1) e ge

ramos subproblemas formando ragoes com diferentes nutrientes.

Obtivemos a seguinte tabela

MxN
5x47 10x47 15%x47 20x47 25%47
PROBL. AMOSTRA 1 | 0.93 4,31 8.01 17.2 14.93
EQUIVALENTE AMOSTRA 2 ! 0,61 l.62 7.7 13.16 34.83
PROBL., AMOSTRA 1 | 1.46 3.04 3.36 | 5.04 5.68
ﬁUAL AMOSTRA 2 | 1.16 1.71 3.48 | Z2.86 5.45

TABELA 2
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Observando a tabela 2, nota-se Que para ragoes com O nimero
de 1ngredlentes superior a 5 vezes, o numero de nutrientes (m<5n), o
problema equlvalente pode sef preferlvel A medida que o nlmero de
nutr;entes S&0 chSLderados na ragao,a vantagem do dual se acentua.
NOTA& O érograma ﬁtilizadolpara obtencao da tabela 2' foi o método
Smelex com utlllzagao de todo o quadro, podende ser otimizado.

0 computador utmllzado le PDP—lO da Dlgltal
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APENDICE

- 0 METODO STIMPLEX GANALIZADO [ 4]

Considere o problena:
Min CZ
sujeito d: AZ = b

2, >0, k-=1,2,...,K

-~
|

== K+l, 'K+2;-._.,n H
onde A = (A.'), b = (bi) ;, €= (cj) com 1 < i <m, 1 < j i n.

DEFINICAO: Una solugao basica extendida factivel correspondente ao
problema (*), & uma soluééo factivel}para a qual n-n varidveis (nao
basicas) estao nos seus limites (Zj = 0, ou %, = h se K+l<k<n.),
e as restantes m variaveis (basicas) correspondemfhs colunas line-

armente independentesde A.

DEFINICAO: Seja I = {jl, jz""'jm} um conjunto de m Indices que
indicam as variiveis basicas. Dizemos que I & uma base extendida

factivel, se a solugdo basica extendida associada a I, & factivel.
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' NOTAQiO: Seja.AI-a submatriz de A formada pelas colunas indexadas

‘ I S o _ - |
ert I; ¢ o vetor formado pelas componentes de ¢, indexadas em I;

e A = (Aij) ; b.=-‘bi{ ;:c = (Cj? sao dados por
b=ah™t.yp

c-ctah™ - a

(1}
1

Suponha que comegamos com uma solugdo bésicﬁ extendida
factiﬁel do problema. Examinamos as variiveis nao bésicaé, com@
nossiveis candidatas a serem mudadas a melhorar a solugado. Uma va-
riavel no seu limite superior, somente podera decrescer, e um de-
créscimo somente serd em beneficio se o custo relativo correspon —
dente for positivo. Uma varidvel no seu linite inferior somente PO

deri crescer, e um acréscimo somente sera em beneficio se o custo

relativo (Ek) correspondante for negativo.

suponha que uma variivel nac basica 2z, foi escolhida pa
ra ser mudada, mantendo fixas as demais variaveis nao bésicas. Uma
mudanga deve ser feita de tal modo que a solugdo continua sendo
factivel. A variivel nio basica z,, com k < K poderd crescer con-—
tinuamente atd uma variadvel bisica Atingir um de seus limites, en-

quanto que 7, com k > K, podera ser mudada atdé:

. i) uma varidvel bisica atingir um dos seus limites,

ii) Zye atingir seu limite oposto.



41

Se uma varidvel bisica atingir um de seus limites, eﬂ—
tio ela & declarada.néplbésica} e alﬁariével ndo basica -que estd
‘sendo mudada éeré declarada basica, se a variavel ndo pisica
Zk(k > K) atingirlseu limite oposto, entaofa base nép sera aitefé-

+

. da.
Este procedimento & realizado até que qualgquer altera-
cdo das varidveis nao bésicasjfaz crescer o valor da fung@o objeti

vo.

TEOREMA DR OTIMALIDADE

Uma solugdo basica extendida factivel & otima, se para

as varildveis nao basicas 2. ,

k
< >0 se Zk = 0
e ck < 0 se Zk = hk .

A rotina discutida acima leva a uma solugio melhor se

o0 teorema de cotimalidade nao for satiasfeito. Para descrever o al-
. o

goritmo & conveniente introduzir a seguinte mudan¢a de variaveis ,

para k > K .

z =2, , se & atingir seu limite inferior e,

k

2y = h, - 2,, se z, ~atingir seu limite superior.
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Usaremos ¢ indicador e, com ¢ =+ ou e == para indicar

se Zk atingiu seu limite superior ou inferior, respectivamente, No
_te que com esta mudanga de variaveis, as varilveis ndo bisicas sem

pre serao zeros, pois se B

zk = hk ;, entao fazendo a mudanga de Varlayel, 2y =_hk -2, =0 .

Desta forma sempre estaremos querendo crescer as variaveis nao ba-

atingir seu limite superior, isto &,

sicas, e entao procuramos custos relativos (Ek) senpre negativos.

0 ALGORITMO

Dada uma base extendida factIivel inicial I, expresse a

~ C as A . - ~ - s —
fungao objetivo em termos das variaveis nao basicas (calcule ¢ ).

PASSO 1) Ache uma varidvel n3o bisica 7t para a qual © custo rela

-

tivo (Ek) & negativo. Se k < K, va para a 2a) ; caso contrario, va

para 2b}. Se nao existe tal indice, entao uma soluglo otima & a so

lugdo basica extendida associada a T¥. Pare.

PASSO 2a) Determine um Tndice s que dé o minimo entre i) e ii), e

va para o passo 3a).

b, -
i} min { w:kq 2 Ay > 0 }
1 Ak
| bi - hji _ o
ii) m;n { R : AiJ{< 0 e J; > X, onde Jy a

a i-@ésima variavel basica,. }
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se tal Indice ndo existe, o problema é ilimitado. Pare.

PASSO 2b) Determine um Indice s que d& o minimo entre i), ii) e

iii}, e va pard ojpasso'3b).

i) h

k
ii) min {ﬂ~§rf—-- : AiJ<> 0}
b :
b, - h.
L Ji - ’ . - - ’ .
iii) m}n'{ — A1J<< 0 e Jy > K, onde i; e a
i A, o )
: i,k

i~ésima variavel basical.

PASSO 3a) Conforme a origem do minimo no passo 2a), temos um proce

dimento:

i) Pivoteie em islc Faga j_ =k e volte ao passo 1).

e.
P - A , - - N s - .
ii) A s-esima variavel basica ij ;, © cvanalizada e a-
8 -
tingiu seu limite oposto {(mudanga de variavel). Subtraia hj de bg
S

: inal A . e, pivoteie em A Faga j_=
troque o sinal de AS:JS e de 5 r & Piv ok ga Jg k

e volte ao passo 1).

3b) Conforme a origem do minimoc nc passo 2b), temos um

procedimento:
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i) a Variével'zk atlnglu seu llmlte oposto (mudanga de
varlavel) . Subtrala de b hk vezes a k--e_sj_ma ooluna de A, troque o) SJ..nal.
da k-~ésima coluna de A,de ck e de e . A base nao e.alterada_ ‘e

nao requer'pivotamento._Volte ao passo 1).
ii) Pivoteie em ESM{, Faca jS =k e volte ao passo 1l}..
. . . . - e.s o
iii) A s-asima wvariavel basica ij , atingiu seu limite
oposto {(mudanga de variavel). Subtraia h. de b _, trogue o.sinal

Is

A e, pivo m A . FPaca j =k e Volte ao
de AS’JS de _eJS, e pivotele e s,k Fag Jg ‘ :

passo 1} .
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