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ABSTRACT

In this work we study algebras with polynomial identities, focusing on the study of fini-
tely generated unitary associative algebras. Our goal is to give an alternative proof of non
Pl-equivalence of algebras using an invariant known as Gelfand-Kirillov dimension. This
invariant has gained importance lately since in many cases it is relatively easy to calcu-
late and, surprisingly, it is able to differentiate the growth of two algebras. We begin with
definitions and basic results of algebras, graded algebras, (graded) polynomial identities,
reduction of polynomial identities, etc. Afterwards we present some results concerning fi-
nitely generated algebras with polynomial identities, which give a better comprehension
of the notions of height and Gelfand-Kirillov dimension. Later on we study the Kemer’s
Tensor Product Theorem (TPT), from which we conclude (multilinear) Pl-equivalence in-
volving important algebras in PI-theory, the so called T-prime algebras. In particular, we
deduce the Pl-equivalence of M;;(E) and E ® E over fields of characteristic zero, where £
is the infinite dimensional Grassman algebra. Finally, we prove the non Pl-equivalence of
M, 1(F) and E ® E over infinite fields of prime characteristic greater than two by means of

Gelfand-Kirillov dimension.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos algebras com identidades polinomiais, focando-se no estudo
de algebras associativas unitarias finitamente geradas. Nosso objetivo é fazer uma demons-
tracao alternativa da nao Pl-equivaléncia de algebras utilizando um invariante conhecido
como dimensao de Gelfand-Kirillov. Este invariante tem ganhado importancia ultimamente,
uma vez que ele é relativamente facil de calcular e, de certa forma, é capaz de diferenciar o
modo com que duas algebras crescem. Comecamos com as definigoes e resultados basicos de
algebras, algebras graduadas, identidades polinomiais (graduadas), redugoes de identidades
polinomiais, etc. Em seguida apresentamos alguns resultados de algebras com identidades
polinomiais finitamente geradas, que permitem uma melhor compreensao dos conceitos de
altura e de dimensao de Gelfand-Kirillov. Depois estudamos o Teorema do Produto Tenso-
rial de Kemer (TPT), donde se conclui a Pl-equivaléncia (multilinear) envolvendo &lgebras
importantes na teoria de Pl-algebras, as algebras T-primas. Em particular, conclui-se a PI-
equivaléncia sobre corpos de caracteristica zero de M 1(E) e E® E, em que E ¢ a dlgebra de
Grassmann de um espago vetorial de base enumeravel. Enfim, finalizamos mostrando a nao
Pl-equivaléncia sobre corpos infinitos de caracteristica positiva maior que dois de M; ;(F) e
E ® FE, utilizando-se da dimensao de Gelfand-Kirillov.
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INTRODUCAO

Esta dissertacao trata de alguns tépicos de Algebra: Teoria de Anéis, e mais especifica-
mente, Teoria de Algebras com Identidades Polinomiais (PI-dlgebras) e as suas propriedades

combinatorias.

As élgebras comutativas e as de dimensao finita sao objetos de estudo de grande im-
portancia devido ao seu amplo aspecto de aplicagoes. Estas algebras sao exemplos de es-
truturas que compartilham o fato de satisfazerem relagoes polinomiais entre seus elementos.
Mais precisamente, para cada uma das dlgebras acima, existe um polinomio f(xq,...,z,)
com variaveis nao comutando que se anula quando avaliado nos elementos das mesmas. Esta
propriedade serd satisfeita também por qualquer algebra matricial cujas entradas pertencam
a tal algebra. A algebra que cumpre tal condicao é denominada uma &lgebra com iden-
tidade polinomial, ou simplesmente uma Pl-algebra. Seu estudo, a principio, consiste em
relacionar o efeito das identidades polinomiais na estrutura das algebras que as satisfazem.
Gostariamos de deixar claro que os temas de estudo em Pl-teoria sao bastante amplos e

diversos, e nao se resumem somente a estudos da estrutura das PI-dlgebras.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais comegou na
década de 30, com os trabalhos de Déhn e Wagner. Nesses trabalhos aparecem, embora
de forma subentendida, algumas identidades polinomiais para as matrizes de ordem 2. Vale
lembrar que alguns conceitos da PI-teoria encontram-se ainda em trabalhos de Sylvester, por
volta de 1852. Evidentemente tais conceitos aparecem nesses trabalhos de forma bastante

implicita, e tém cardter secundario. A pesquisa das Pl-dlgebras comecou a se intensificar



por volta dos anos 1950, com trabalhos de Jacobson e Kaplansky. Em 1950 foi demonstrado
o célebre Teorema de Amitsur e Levitzki, um resultado classico mostrando que a algebra das
matrizes de ordem n com entradas num corpo satisfazem o polinomio standard de grau 2n,
(isto é, o somatério alternado de todos os produtos de 2n matrizes de ordem n é sempre igual
a matriz nula). Na mesma época, algebristas reconhecidos deram contribuigoes importantes
para a Pl-teoria. Podemos relacionar aqui os nomes de Jacobson, Kaplansky, Herstein, Mal-
cev, Cohn, Shirshov, entre outros. Varios algebristas tém trabalhado na area; segue uma
lista de nomes (sem qualquer pretensao de ser completa): Posner, Nagata, Procesi, Hig-
man, Regev, Razmyslov, Braun, Formanek, Swan, Specht, Latyshev, Bahturin, Zelmanov,
Rowen, Kemer, Drensky, Giambruno, Zaicev, Berele, Vaughan-Lee, e muito mais. O leitor
interessado poderia consultar alguma das bases de dados online, tais como MathSciNet, da
American Mathematical Society, ou Zentralblatt fiir Mathematik, da Springer e procurar
pelo cédigo de classificagao 16R (ou 16A, antes de 1990).

Assim, até a década de 1980 varios pesquisadores tinham obtido diversos resultados
de grande importancia na area. Foram desenvolvidos métodos poderosos provenientes da
Combinatoria Algébrica e baseados na Teoria das Representacoes do Grupo Simétrico e do
Grupo Geral Linear (ou na Teoria de Invariantes). Tais métodos mostraram-se extremamente
lteis para a descri¢ao das variedades de algebras (isto é, as classes de algebras sobre um dado
corpo que satisfazem algum conjunto conhecido de identidades polinomiais). Por volta de
1985-1987, Kemer desenvolveu métodos e teorias que permitiram classificar os T-ideais em
caracteristica zero, e serviram de base para varios outros estudos. Para recordar uma parte

dos principais resultados obtidos por Kemer, precisaremos alguns conceitos.

As éalgebras verbalmente primas desempenham um papel proeminente na Pl-teoria. Uma
algebra ¢é verbalmente prima se seu T-ideal é primo na classe de todos os T-ideais na dlgebra
associativa livre. A maioria dos resultados conhecidos sobre algebras verbalmente primas
estdo no caso em que estas algebras tem como base corpos de caracteristica zero. A teoria
estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer classificou as algebras verbalmente primas
sobre tais corpos. Mais ainda, Kemer mostrou que os T-ideais verbalmente semiprimos sao
intersecoes finitas de T-ideais verbalmente primos, e finalmente que se I ¢ um T-ideal, entao

J" C I C J para alguma escolha de n e de um T-ideal J verbalmente semiprimo.

Denotando por K o corpo base, de acordo com a teoria de Kemer as algebras verbalmente

primas sao exatamente as seguintes:



e Primeiro as triviais {0} e K(X) a algebra associativa livre de posto infinito;

Por conseguinte, M,,(K), a dlgebra das matrizes n X n com entradas em K;

A segunda classe de algebras verbalmente primas é dada pela algebra das matrizes

n X n com entradas em E, denotada por M, (E);

A dltima classe de algebras verbalmente primas é denotada por M, ,(E),

onde E é a algebra de Grassmann (ou exterior) do espago vetorial V' com base {ej,es, ... }.
Como espago vetorial, E tem base consistindo dos elementos 1 e ¢;, ...e;,, onde; < -+ < iy,
k=1,2,... e amultiplicagao em F ¢ induzida por e;e; = —e;e;, para todos ¢ e j. A algebra
E tem Z,-graduacao natural definida como segue. Denotemos por Fy o centro de E, entao
Ey é gerado como espacgo vetorial por todos os monomios na base de E com comprimento
par, denotamos por E; o espaco gerado pelos monomios de comprimento impar. Entao, os
elementos de E) anticomutam. E M,, é a subélgebra de M, ,(E) que consiste de todas
as matrizes sob a forma Aej; + Bejg + Cegy + Degy, onde e;; sao matrizes unidade 2 x 2,
A € M,(Ey), B € Myxp(Ey), C € Myso(E1) e D € My(Ep). Aqui recordamos que a
descricao acima das algebras verbalmente primas acima vale quando K é de caracteristica
zero. A descricao das algebras T-primas em caracteristica positiva esta em aberto; sabe-se
que além destas algebras, a lista das algebras T-primas envolve muitas outras.

Duas algebras A e B sao ditas Pl-equivalentes, escrevemos A ~ B, se elas satisfazem as
mesmas identidades polinomiais. Como uma consequéncia de sua teoria estrutural, Kemer
mostrou que a classe das algebras T-primas é fechada sob produtos tensoriais. Mais pre-
cisamente, ele descreveu a Pl-equivaléncia nos produtos tensoriais de algebras verbalmente
primas. Esta descricao é conhecida como:

Teorema do Produto Tensorial(T.P.T.). Assuma char K = 0. Entao,

(1) Map(E) ® E ~ Myip(E);
(2) Mop(E) @ Meg(E) ~ Myctbdadsbe(E);

Aqui, e no que segue, todos os produtos tensoriais sao considerados sobre o corpo K.
Como consequéncia de sua teoria estrutural, Kemer (1987) resolveu em afirmativo o

famoso e antigo problema (1950) proposto por Specht: Todo T-ideal (em caracteristica zero)
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¢ finitamente gerado como um T-ideal? Recomendamos a leitura de [11] para mais detalhes

sobre a teoria estrutural de PI-dlgebras e as contribuicoes de Kemer nesta teoria.

Se o corpo base tem caracteristica p > 0, o problema de Specht tem resposta negativa;

exemplos foram construidos por Grishin, Shchigolev, Belov por volta de 1999.

Uma das principais ferramentas utilizadas na teoria de Kemer foram as identidades gra-
duadas. A élgebra de Grassmann E admite uma graduacao natural com o grupo ciclico de
ordem 2, Z,; essa graduagao induz Z,-graduacgoes em M, (E) e em M, ,(E). Logo apds a teo-
ria de Kemer, o estudo de graduagoes (com grupos arbitrarios) e das respectivas identidades

graduadas intensificou-se devido as variadas aplicagoes.

O Teorema do Produto Tensorial admite provas que independem da teoria estrutural.
A primeira tal prova foi proposta por Regev [19], e mais tarde Di Vincenzo; Di Vincenzo
e Nardozza, provaram partes deste teorema, veja ([15],[16],[22]). Estas demonstragoes fo-
ram construidas sob a hipdtese que o corpo base é de caracteristica zero. Outras provas
elementares de casos do T.P.T. foram dadas em ([2],[3],[4]). Voltamos nossa atencao para
o fato que em ([2],[3],[4]), o comportamento dos correspondentes T-ideais em caracteristica
positiva foi estudado. Nestes, os autores provaram que o T.P.T. continua valido sobre corpos
infinitos de caracteristica positiva p > 2, somente considerando-se as identidades polinomiais
multilineares. Mais ainda, em [3], eles provaram que a terceira afirmacao do T.P.T. falha e,

em [2], também provaram que a primeira afirmagao falha (quando a = b= 1).

Em [4] os autores construiram um modelo apropriado para a dlgebra relativamente livre
na variedade das algebras determinadas por E ® F quando char K = p > 2. Este modelo
¢ a algebra genérica de A = K & M;1(E’) onde E’ denota a algebra de Grassmann sem
unidade. Eles provaram que as algebras A e E ® E satisfazem as mesmas identidades
polinomiais ordinérias. Usando propriedades da dlgebra A, em [3], os autores provaram que
T(M1(E)) & T(E ® E) em caracteristica positiva.

A dimensao de Gelfand-Kirillov foi introduzida originalmente por Gelfand e Kirillov
(1966) para estudar o crescimento de algebras de Lie de dimensdo finita, posteriormente
tornou-se um importante invariante para algebras afins, pois a mesma independe da escolha
de seu conjunto de geradores (ao contrario das séries de Hilbert). Uma referéncia padrao so-
bre GK-dimensao é o livro de Krause e Lenagan (veja [12]), que também contém os principais

resultados sobre GK-dimensao para PI-algebras.

Berele em [5] construiu modelos para as dlgebras relativamente livres (também chamadas

4



de universais) de posto m, F,,(M,(E)) e F,,(M,,(E)), nas variedades determinadas por
M, (E) e M,,(E), respectivamente. No que segue, vamos assumir que o posto das respectivas
algebras relativamente livres ¢ > 2. Em [17], Procesi calculou a GK-dimensao da 4lgebra
gerada por m matrizes genéricas de ordem n, ou seja, mostrou que GKdim F,,, (M, (K)) =
(m — 1)n? + 1. Em [5], Berele mostrou que GKdim F},,(M,(E)) = (m — 1)n? + 1 e também
que GKdim F,,,(M,4(E)) = (m — 1)(a? 4+ b*) + 2.

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados sobre identidades graduadas em alge-
bras associativas, bem como sobre a dimensao de Gelfand—Kirillov de tais algebras. Con-
sideramos uma demonstracao do Teorema de Shirshov sobre a altura, um dos feitos mais
significativos da teoria combinatéria de anéis, e relacionamos brevemente a altura com a
dimensao de Gelfand-Kirillov. No final faremos uma demonstracao de nao Pl-equivaléncia
usando a dimensao de Gelfand—Kirillov

O texto esta organizado em trés capitulos, os quais, vale ressaltar, procuramos tornar

independentes, conforme possivel. Os capitulos foram estruturados da seguinte forma:

e O Capitulo 1 é dedicado as defini¢oes preliminares e apresentacao de alguns dos nos-
sos objetos de estudo, bem como alguns aspectos historicos e resultados classicos que
motivaram o desenvolvimento da teoria das Identidades Polinomiais, ou simplesmente
Pl-teoria. Este capitulo auxilia o leitor como referéncia aos resultados basicos. Na
medida do possivel, tentamos colocar as demonstragoes de resultados classicos com
a linguagem de algebras graduadas. Ressaltamos que para um leitor com bom co-
nhecimento da Pl-teoria, este capitulo pode ser evitado sem comprometimento dos
demais. Optamos por nao discutir a dimensao de Gelfand-Kirillov neste capitulo e
deixar isso para o segundo capitulo. Em nossa opiniao o Capitulo 1 tornou-se mais

leve e o Capitulo 2 mais fechado e pouco dependente dos outros.

e O Capitulo 2 é dedicado ao teorema de Shirshov, e a dimensao de Gelfand-Kirillov,
apresentando resultados importantes para algebras finitamente geradas. Iniciamos com
o teorema de Shirshov que nos diz que toda PI-algebra finitamente gerada possui altura
finita. Em seguida apresentamos conceitos basicos e estudamos o comportamento da
GK-dimensao com respeito a altura. Depois, apresentamos um breve estudo sobre a

GK-dimensao das algebras relativamente livres.

e O Capitulo 3 ¢ dedicado ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer, com objetivo



de tornar claro que este é um resultado a respeito de identidades multilineares, que
nao pode ser transportado para algebras com corpo base de caracteristica p > 2.
Inicialmente, apresentamos um resultado mais recente (a versao multilinear do Teorema
do Produto Tensorial) que independe da caracteristica do corpo base, donde conclui-se
facilmente a Pl-equivaléncia de M; ; (F) e EQE, quando o corpo base é de caracteristica
zero. Num segundo momento deste capitulo, apresentamos uma demonstracao usando
a dimensao de Gelfand-Kirillov de que M; 1(E) e E®Q E nao sao Pl-equivalentes, quando

o corpo base ¢ infinito de caracteristica p > 2.



CAPITULO 1

PI-ALGEBRAS: CONCEITOS
BASICOS

Neste capitulo apresentaremos os conceitos basicos e alguns resultados que sao utilizados

13

ao longo do texto. Comecaremos com a definicao de algebra. Para evitar repetir “...sobre o
corpo K” frequentemente, a menos que se diga algo em contrario, sempre consideraremos os
espacos vetoriais, e as algebras como sendo sobre o corpo K. Além disso, utilizaremos muitas

vezes, quando n for um nimero natural, /,, para denotar o subconjunto natural {1,2,...,n}.

1.1 Algebras, PI—AlgebraS e Variedades

Nesta secao introduzimos os conceitos de Algebra, Algebra com Identidade Polinomial,

que ¢ uma importante classe de dlgebras, Variedades e Algebras Relativamente Livres.

1.1.1 Algebras: Conceitos Gerais

Uma &lgebra nada mais é que um espaco vetorial sobre um corpo K, com uma multi-

plicacao de vetores compativel com a soma e multiplicagao por escalar.

Definigao 1.1.1. Diremos que (A, *) é uma dlgebra sobre K (ou diremos simplesmente que

A € dlgebra, quando estiver claro qual € a operacdo ), se A é um K -espago vetorial munido

7



de uma operacao bindria, x : AX A — A, denominada de multiplicacao, que € uma aplicacdo

bilinear, ou seja, para qualquer o € K e quaisquer a, b, ¢ € A, valerem:
(1) (a+b)*xc=axc+bxc;
(2) ax(b+c)=axb+axc;
(3) a(a*b) = (aa)*b=ax(ab).

Por simplicidade, omitiremos o sinal de *, distinguindo a multiplicacao por escalar da
multiplicacao ao usar letras gregas no primeiro caso.

Diremos que:

(i) A é comutativa, se a multiplicagiao for simétrica, isto é ab = ba para quaisquer
a,b e A;

(i) A € associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, ¢ € A, ou seja, (A,+,%) € um

anel. Neste caso os parenteses podem ser omitidos;

(iii) A € unitdria, se existir 14 € A, 14 # 04, tal que 14a = aly = a para qualquer a € A

(vamos escrever 1 em vez de 14).
(iv) A € uma Algebra de Lie se para quaisquer a, b, ¢ € A valem:
a * a = 0 (anticomutatividade) ,
(axb)xc+ (bxc)*xa+ (cxa)=*b= 0 (identidadedeJacobi) .
(v) A é uma dlgebra de Jordan se para quaisquer a, b € A valem:
axb="bxa,
(a®*b) xa = a* x (b*a), onde a* = a * a.
A seguir providenciamos alguns exemplos de algebras.

Exemplo 1.1.2. O espago vetorial M,,(K) das matrizes n X n com entradas em K, com a

multiplicacao sendo a multiplicagao usual de matrizes, ¢ uma algebra associativa unitaria.



Exemplo 1.1.3. O espaco vetorial R?® sobre o corpo dos reais com o produto vetorial x

usual ¢ uma algebra de Lie.

Exemplo 1.1.4. O espaco vetorial R? sobre o corpo dos reais com base {e;, 3, €3} e multi-
plicacao * comutativa induzida por: e; x e5 = €1, €1 * €3 = €3, ex % €3 = €9, €; k €; = €;, € uma

algebra nao associativa. Também é uma algebra de Jordan.

Exemplo 1.1.5. O anel K|xy,...,z,| dos polindmios em n varidveis comutativas com as
operacoes usuais ¢ uma algebra utilizando as mesmas operacoes do anel, pois ele também é

um K-espago vetorial. Ela é associativa, comutativa e unitdria.

Exemplo 1.1.6. Se K C L é uma extensao de corpos, entao L é um K-espaco vetorial que
é algebra sobre K associativa, comutativa, unitaria, quando consideramos as operacoes de

corpo em L.

Exemplo 1.1.7. O subespago U, (K) de M, (K) das matrizes triangulares superiores com a

multiplicagdo “herdada” de M, (K), também é uma &lgebra associativa unitéria.

Exemplo 1.1.8. Se A é uma algebra associativa com multiplicacao *, entao o espaco vetorial
A se torna uma algebra de Lie com a multiplicagao dada pelo comutador [ay, as] = a3 * as —

as * a;. Essa dlgebra (A, [,]) é denotada por A7),

Exemplo 1.1.9. Considerando a algebra A = M, (K), denotaremos por gl,,(K) a algebra
A ou seja, o espaco vetorial das matrizes n x n com entradas em K equipado com

multiplicacao * dada por a x b = ab — ba.

Exemplo 1.1.10. Como no caso de algebras de Lie, se A é uma &algebra associativa sobre
um corpo K, char K # 2, substituindo-se o produto de A pelo produto simétrico a x b =

(ab + ba)/2 obteremos uma algebra de Jordan, denotada por A,

Definicao 1.1.11. Sejam (A, *4) e (B,*p) duas dlgebras sobre um mesmo corpo. Seja
f: A— B uma transformacado linear.

Diremos que f é um homomorfismo de dlgebras se f(x x4 y) = f(z) *p f(y). Definimos
por ker(f) = f~1(0p) e por Im(f) = f(A) ao nicleo e d imagem de f, respectivamente.
Agora podemos definir ideal (bilateral) e subdlgebra.

Continuando na mesma notacao, C C B € uma subdlgebra de B se C' € imagem de um
homomorfismo de dlgebras com contradominio B. Qutra forma equivalente é se C' é um

subespaco vetorial de B, tal que equipado com a restricao de xg a C x C, C' € uma dlgebra.



Diremos que I € ideal (bilateral) de A se I for nicleo de algum homomorfismo de dlgebras
com dominio A. Qutra forma equivalente bem conhecida € quando I € um subespaco de A
tal que AI C I (isto é, I € ideal a esquerda) e IA C I (isto €, I € ideal a direita).

Observagao 1.1.12. Quando estivermos lidando com algebras unitarias, exigimos que para
C' ser subalgebra, ela deve ser unitaria, e ter a mesma unidade de B. Desse modo, ideais nao
triviais de dlgebras (unitarias) nao sao subdlgebras. Na verdade, quando se considera como
objetos algebras unitarias com 1 # 0, torna-se interessante estudar apenas os morfismos tais

que f(14) = 1. Costuma-se chamar aos ideais nesta categoria de préprios.

Exemplo 1.1.13. O subespago U,(K) é uma subalgebra de M, (K). O subespaco I de
Un(K) que consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal sao 0 é um ideal
bilateral (e préprio) de U, (K) (mas nao de M, (K)).

Exemplo 1.1.14. O subespaco sl,(K) das matrizes n X n e trago nulo é uma subdalgebra

de gl,(K). Notemos que ambas as algebras sao algebras de Lie.

Exemplo 1.1.15. Seja A uma é&lgebra e I um ideal bilateral de A. Temos que A/I =
{+.(I);a € A} o espago quociente de A por I, em que +,:x € A — a+x € A, possui uma
estrutura natural de dlgebra considerando a multiplica¢ao * : (+,(1),+4(1)) € A/I x A/T —
+a(I) € A/I que fica bem definida, tendo em vista a bilateralidade de I e o fato de A/I ser

uma particao de A.

Notagao 1.1.16. Usualmente denota-se os conjuntos (ou elementos conforme o ponto de
vista) +,(I) do exemplo anterior por a + I (em alguns casos costuma-se usar a). A partir

de agora faremos uso da notagao usual.

Exemplo 1.1.17. Seja { A, },er uma familia de dlgebras sobre um mesmo corpo. Os espagos
produto (direto), [ . A, e soma direta, P

derando a multiplicacao coordenada a coordenada usuais. Observamos que a soma direta

er A, tornam-se naturalmente algebras consi-

@D, 4, de uma infinidade de dlgebras unitdrias nao ¢ unitdria.

Exemplo 1.1.18. Sejam (A, x4) e (B, xp) duas algebras sobre um mesmo corpo K. Sabemos
que o produto tensorial A ® B tem a estrutura de espaco vetorial. Podemos definir uma

multiplicacao * natural em A ® B que opera da seguinte forma nos geradores
(ap ® bo) * (a1 @ b1) = (ag *4 a1) ® (bo *p by).
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Assim temos que (A ® B, ) é uma &lgebra. Deste modo, o produto tensorial de duas
algebras é uma algebra e satisfaz uma propriedade semelhante a propriedade universal do
produto tensorial de espacos vetoriais. A saber, para toda aplicacao bilinear ¢ : Ax B — C|
onde C' é uma algebra, tal que p(a x4 a’,bxp b)) = @(a,b) x¢ p(a’,b') existe um tnico

homomorfismo de élgebras : A® B — C, tal que p(a ® b) = ¢(a,b).

Exemplo 1.1.19. E bem conhecido que como K é corpo, toda algebra de Lie é isomorfa a
uma subdlgebra de alguma &lgebra de Lie do tipo A7), onde A é associativa. Esta afirmacao
é conhecida como Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Considerando-se élgebras de Jordan,
isso deixa de ser verdadeiro. As algebras de Jordan que sio subélgebras de A) sdo chamadas

de especiais, e as demais excepcionais.

Exemplo 1.1.20. Algebra de Grassmann. Seja V um espaco vetorial de dimensao
infinita, com base ordenada enumerdvel {e;};cn. Definimos a élgebra de Grassmann ou
algebra exterior de V', denotada por E, como sendo a dlgebra associativa com base, como
espaco vetorial, consistente dos produtos D = {1} U{e; €, ... €301 < iy <...<ig, k>1}
e satisfazendo as relagoes e? = 0 e e;e; = —eje; para quaisquer i, j € N. Sejam Fj e E;
os subespagos vetoriais de F gerados pelos conjuntos Dy = {1} U {e; €;,...€; ;m par}, e

Dy ={ e;ei,...e;,;k impar}, respectivamente. E fécil ver que

(€Z‘1 c. 6im>(ej1 c. ejk) = (_1)mk(€j1 c. €jk)(€il c. 6im)7

para quaisquer m, k € N, e assim podemos concluir que gyz = xgy para quaisquer gy € Fj e
z € E, e g1ga = —g291 para quaisquer g1, g» € Ey.
Além disso, se V,, é o subespago vetorial de V' gerado por {e; };c;, denotaremos por E(V},)

sua algebra de Grassmann correspondente.
Exemplo 1.1.21. Centro de uma algebra. Sendo A uma &lgebra, o conjunto
Z(A) ={a € A;para todo = € A, ax = za}

¢ uma subdlgebra de A, chamada de centro de A. No exemplo anterior, Z(F) = Ey, se

char K # 2. Se char K = 2, entdo a algebra E é comutativa e neste caso Z(E) = E.

Exemplo 1.1.22. Um exemplo importante de produto tensorial de dlgebras é a algebra
E® E, onde E é a algebra de Grassmann (construida sobre um espago vetorial de dimensao

infinita e enumeravel).
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Exemplo 1.1.23. Seja A uma algebra. Podemos definir uma algebra de matrizes n x n
com entradas em A, M,(A) = {a: I, x I,, = A} sobre o mesmo corpo, definindo a soma e
o produto por escalar coordenada a coordenada, e definindo a multiplicagao * da seguinte

forma
n

(axb)(i,j) =) ali,k)b(k, j).

k=1

Exemplo 1.1.24. Algebras de matrizes com entradas na algebra de Grassmann.
Um exemplo importante é M, (FE), a dlgebra das matrizes n X n com entradas na élgebra de
Grassmann F, munido com a multiplicacao definida no exemplo anterior. Sejam a, b € N

com a + b = n, mostra-se facilmente que o subespago de M, ,,(F) das matrizes da forma

A B
( c D ) s onde A € MQ(E()),B € Maxb(El);O S bea(El)aD € Mb(Eo),

¢ uma subdlgebra de M,,(F). Denotaremos tal subédlgebra por M, ,(E).
Definigao 1.1.25. Um homomorfismo de dlgebras ¢ : A — B € dito:
e monomorfismo, se ker(¢) = {0},
e epimorfismo, se Im(yp) = B;
e isomorfismo, se € monomorfismo e epimorfismo. Neste caso denotamos A = B;
e endomorfismo, se B = A;
e automorfismo, se ¢ isomorfismo e endomorfismo.

Exemplo 1.1.26. Seja A uma algebra. Considere A”? = A, como espago vetorial. Definimos
em A° a multiplicagao * como a x b = b *4 a, para todo a,b € A°?. Dessa forma, A°? é uma

algebra, chamada de dlgebra oposta de A. E imediato que A? = A.

Exemplo 1.1.27. Da propriedade universal de produto tensorial conclui-se facilmente que
M,(A) = M,(K) ® A. Em particular, notamos que M, (F) = M,(K) ® E e também que

[a¥)

se L é uma extensao do corpo K entao M, (L) = M,(K) ® L, onde consideramos L como

sendo uma K-algebra.
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Vale um resultado analogo ao Teorema dos Isomorfismos para anéis, grupos e espagos
vetoriais, o qual também chamaremos de Teorema dos Isomorfismos. A sua demonstracao é

analoga em todos estes casos.

Teorema 1.1.28. Teorema dos Isomorfismos Seja ¢ : Ry — Ry um homomorfismo de
dlgebras. Entdo ker(y) € um ideal bilateral de Ry e a dlgebra quociente Ry /ker(yp) € isomorfa

a Im(yp).

1.1.2 Algebras Livres, Identidades Polinomiais e PI—Algebras

Nesta secao definiremos as Algebras Livres, que sao importantes, pois sao o “ambiente”
onde sao introduzidos o conceito de identidades polinomiais, através do qual definimos a
classe das algebras com identidades polinomiais. Comecaremos com a definicao de Algebras

Livres.

Definicao 1.1.29. Seja B uma classe de dlgebras e ' € B uma dlgebra gerada por um
conjunto X. A dlgebra F ¢é dita livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X,
se satisfaz a sequinte propriedade universal: Para toda dlgebra R € B, qualquer aplicacdo
X — R pode ser estendida a um homomorfismo F — R. A cardinalidade | X| do conjunto

X serd chamada de posto de F'.

A seguir construimos uma algebra livre na classe das K-algebras associativas e unitérias.

Seja X um conjunto. Seja X = X U {¢}, onde ¢ ¢ X. Consideremos o conjunto
Pal={p:N— X;p ' (X) =0 ou p*(X) = I, para algum n € N},

também conhecido como conjunto das palavras de X e py € Pal palavra constante ¢ ¢é a
palavra vazia. Agora considere K(X) = {¢ : Pal — K;p tem suporte finito} (lembramos
que o suporte de ¢ ¢ o conjunto ¢ 1({0}¢)) é um espago vetorial com base as fungoes
caracteristica de apenas um elemento de Pal. Em especial, a fungao caracteristica da palavra
vazia serd denotada por 1. Outra forma de descrever isto: uma palavra é uma sequéncia
T Tiy .. T, onde n € N e z;, € X. A palavra vazia serd denotada por 1. Denotaremos
por K(X) o espago vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras sobre X.
Assim, os elementos de K (X) sao somas (formais) de termos que sao produtos (formais) de

um escalar por uma palavra em X.
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Defini¢ao 1.1.30. Os elementos x € X sao chamados de varidveis, os produtos (formais)
de um escalar nao nulo de K por uma palavra sio chamados de monémios (no primeiro
formato apresentado sao as funcgoes que atribuem a uma palavra um elemento nao nulo
de K e as demais palavras 0, ou seja, multiplos nao nulos das fungoes caracteristica de
apenas um elemento de Pal) e os elementos de K(X) sdo chamados de polinémios. Seja
f € K(X), dizemos que f depende da varidvel x se existe uma palavra p, tal que x € p(N)
e f(p) #0. Denotamos f = f(x1,...,2,) se f € K(X) ndo depende das varidveis distintas
de x1,...,x,. Um monomio M tem grau k em x se a varidvel x ocorre em M exatamente
k vezes, denotamos deg, (M) =k (no primeiro formato o grau de M em x é a cardinalidade
de p~1(x), onde p € a tnica palavra tal que M(p) # 0). Dizemos que dois monémios M e
N tem o mesmo multigrau se deg, (M) = deg,(N), para todo x € X. Dizemos que um
monomio M tem grau total k se ) . deg, (M) = k, denotando isto por deg(M) = k.
Um polinomio que é soma de monomios de grau total k ¢ dito homogéneo de grau k,
denotaremos por deg(f) = k. Um polinomio f é homogéneo de grau k em x, se todos
0s seus monomios tem grau k em x, denotamos este fato por deg, f = k. Dizemos que f
¢ multi-homogéneo, se para cada varidvel x todos 0s seus monomios tém o mesmo grau
em x. Um polinomio linear em x ¢ um polinomio de grau 1 em x. Se f € linear em toda

varidavel da qual ele dependa, dizemos que f € multilinear.

Consideremos agora em K (X) a multiplicacao definida na base por

(i @iy o i, ) (T Ty - - Tj,)) = Tiy Ty -+« - Ti Ty Ty - - . T

Jm

(no primeiro formato apresentado definimos primeiro a multiplicagdo das palavras p e ¢,

p(t) ,set € pH(X)
pq(t) =
q(t —n) , onde n = |p~}(X)|, caso contrario
e depois a multiplicacao da funcao caracteristica de p pela funcao caracteristica de ¢, que é
a funcao caracteristica de pq).
Munido deste produto, K(X) é uma dlgebra associativa, com unidade, que é a palavra
vazia, o 1. A proposicao a seguir garante que K (X) é livre na classe das dlgebras associativas

com unidade.

Proposicao 1.1.31. A dlgebra K(X) € livre na classe das dlgebras associativas com unidade.
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Demonstracao. Para ver isto considere A uma algebra associativa com unidadee h : X — A
uma aplicacao qualquer, para cada r € X denotaremos por a, a imagem de x por h.
Consideremos agora a aplicagao linear ¢, : K(X) — A tal que pn(1) = 14 e ¢(p) =
ApyGpy - - -Gy, onde p 1 j € N = p; € X é uma palavra com p~}(X) = I, (lembre que
X =XU{¢}eo ¢ X ). Ela é bem definida, pois estd definida na base de K(X). Além

disso é facil ver que ¢, é um homomorfismo de dlgebras e é o tnico satisfazendo pp,|x = h. O

Observacao 1.1.32. Este resultado é de todo interessante, pois em suma diz que para se

conhecer um homomorfismo em K (X) basta conhecer como ele age em X.

Se f = f(z1,...,2,) € K(X), denotaremos por f(ay,...,a,) aimagem de f por ¢,. Na

verdade f(ay,...,a,) é o elemento de A que se obtém substituindo z; por a; em f.

Observacao 1.1.33. Existem varias construgoes deste objeto, a seguir daremos mais uma.

Seja X um conjunto (ndo vazio) qualquer. Considerando-se
V ={f: X — K de suporte finito},

temos que V' é um K-espaco vetorial (lembre que K é corpo), com base de mesma cardi-
nalidade de X, a saber as fungoes caracteristicas x, de um tnico elemento p € X. Ponha
T(V)! := V e defina indutivamente os espagos vetoriais T'(V)"*! := T(V)" @ V para todo

n € N. E claro que os elementos

ke 1 X)X T, = X @+ @ XJn»

onde J : k € I, = J, € X formam uma base para T'(V)". Agora T(V) := @, T(V)"

¢ um espago vetorial. Também ¢ facil notar que os elementos ®e;-1(x)Xxs,, onde J é uma

neN

fungao de dominio I, para algum n € N e contradominio X formam uma base de T'(V').
Definimos finalmente a multiplicacao em T'(V'), * : T(V) x T(V) — T'(V') na base por
Ores1(x)X Iy * Orer-1(x)XH;, ‘= (Dres1x)X5) @ (Qrer—1x)XH,) = ®ke(J*H)_1(X)XJ*H<k)7

onde

J(k) ,set e JHX)
Jx H(k) = .
H(t—n) ,onden = |J"'(X)], caso contrério

Claramente essa multiplicacdo *, definida acima, é bilinear e assim T'(V') é algebra,

conhecida também como algebra tensorial de V' (sem unidade).
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Demonstra-se facilmente que 7'(V') é livre na classe das algebras associativas (nao neces-

sariamente unitdrias) e de posto | X].

Observacgao 1.1.34. Podemos fazer uma “adjun¢ao da unidade” em T'(V), A = K&T(V) e
definimos no espagco vetorial A a multiplicagao * por (a® f)x (8@ g) := aSB (ag+Lf+ f9).
Claramente * ¢ bilinear e assim A é uma algebra com unidade (o 140). Mostra-se que (A, ) é
uma &lgebra livre na classe das dlgebras associativas com unidade e de posto | X|. Com estas
informacoes, lembrando que as algebras associativas constituem uma variedade, utilizando

o Teorema 1.1.66, temos que A é isomorfa a K (X).

De agora em diante, a menos que se diga algo em contrario X denota um conjunto

enumeravel X = {xy,xs,...}.

Definicao 1.1.35. Seja A uma dlgebra associativa. Um polinomio f(z1,...,x,) € K(X)

(ou a propria expressao f(xy,...,x,) = 0) € dito ser uma identidade polinomial de A
se f(ai,...,a,) = 0 para quaisquer ay, ..., a, € A. Neste caso diremos que A satisfaz
a identidade f(xy,...,z,) = 0. Denotaremos por T(A) o conjunto de todas as iden-

tidades polinomiais de A. Dizemos A ¢ uma dlgebra com identidade polinomial ou
PI-dlgebra se T(A) # {0}. Se Ay e Ay sdo dlgebras associativas, dizemos que Ay e Ay sdo
PI-equivalentes se T(A;) = T(As).

Observacgao 1.1.36. Claramente esta definicao pode ser estendida, considerando-se apenas
A algebra, e considerando-se as identidades polinomiais em K{X}, a dlgebra unitédria livre
dos polindémios nao associativos, ou até mesmo no espago vetorial dos polindémios em K{X}
com componente homogénea no grau total zero sendo nula (a dlgebra livre). Justificamos
nossa definicao restrita pelo problema que estamos interessados e também porque na maioria
das bibliografias tratam-se apenas as identidades polinomiais no contexto associativo. Assim,
a partir de agora sempre vamos considerar as algebras associativas e unitarias, salvo menc¢ao

em contrario.

Observagao 1.1.37. Nao é dificil ver que f = f(z1,...,2,) é¢ uma identidade de A se, e

somente se, f pertence aos nucleos de todos os homomorfismos de K(X) em A.

Exemplo 1.1.38. A dlgebra K(X) nao é uma Pl-algebra na nossa defini¢ao, pois se f # 0,
feT(K(X)) para h: X — K(X) a inclusdo, o homomorfismo induzido ¢, é a identidade
de K(X) e assim ¢p(f) = f # 0, portanto T'(K (X)) = {0}.
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Defini¢ao 1.1.39. Comutador (de Lie) de comprimento n > 1. O comutador (de

Lie) de comprimento n > 1 € definido indutivamente por
[371, xz} = T1Xg — TaX7q,

[T1, 29, ..., Tpy1] = [[T1, T2, - -+, T, Tnga]-

Exemplo 1.1.40. Se A é uma algebra comutativa (e associativa), entao [z, o] € K(X) é
uma identidade polinomial para A. Em particular qualquer algebra comutativa é uma
PI-algebra.

Exemplo 1.1.41. O polinémio [z, 2, 3] é uma identidade polinomial da 4lgebra de Gras-
smann F. Para ver isto, basta observar que [a,b] € Ey = Z(F) para quaisquer a, b € E.

Assim E é uma Pl-dlgebra.
Teorema 1.1.42. (Regev, [7]) Se A e B sao Pl-dlgebras, entao A ® B é Pl-dlgebra.

Agora enunciaremos um teorema muito famoso na teoria de Pl-algebras, o Teorema de

Amitsur—Levitzki.

Teorema 1.1.43. (Teorema de Amitsur—Levitzki, [7]) A dlgebra M, (K) satisfaz o polinémio

standard de grau 2n

8271(1:1’ o 7x2n> = Z (_1)0330(1) < Lg(2n),
oc€San
onde Sy, € 0 grupo das permutacoes de I, e (—1)7 € o sinal da permutagio o. Além disso,

para todo k ndo satisfaz identidades da forma sk, quando m < 2n.

Assim, com este teorema, temos que as dlgebras de matrizes M, (K) sdao Pl-algebras.

Sabemos que o conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada
dlgebra é um ideal de K(X). Além disso ele apresenta uma propriedade importante: esse
conjunto ¢ invariante por endomorfismos. Ideais com essa propriedade sao denominados
T-ideais.

Defini¢ao 1.1.44. Dizemos que um ideal I de K(X) é um T-ideal se o(I) C I, para todo
v € End(K(X)), ou equivalentemente, se f(g1,...,9n) € I para quaisquer f(xy,...,x,) € [
e g, g0 € K(X).
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Proposicao 1.1.45. Se A é uma dlgebra, entdo T'(A) é um T-ideal de K{(X). Reciproca-
mente, se I é um T-ideal de K(X), entdo existe alguma dlgebra B tal que T(B) = I.

Demonstragao. Sejam ¢ € End(K(X)) e f(x1,...,2,) € T(A). Denotando ¢(x;) =
gi(z1,...,x,,) para todo i € I, temos ¥(f) = f(g1,---,9m) € K(X). Sejah : X — A
uma aplicagao, ¢;, 0 homomorfismo induzido em K(X), on(g:) = gi(h(x1), ..., h(zy,,)) € A.
Portanto @5 (¢(f)) = on(f(91,---,9n)) = [(en(91);- -, pn(gn)) = 0. Assim ¢(f) € T(A) e
T(A) é T-ideal. Agora se I é T-ideal de K (X), entao é facil ver que B = K(X)/I é uma
algebra tal que T'(B) = 1. O

1.1.3 Algebras e Geradores

Nesta secao olharemos para as algebras do ponto de vista de geradores, com o objetivo

de fixar notacao. Para isso, comegamos com espagos vetoriais.

Definicao 1.1.46. Seja X C V um subconjunto nao vazio de um espaco vetorial V. Diremos

que X gera V se para todo v € V, v é combinagao linear finita de elementos de X .
Diremos que X ¢ linearmente dependente se existe uma combinacao linear finita ndo

trivial de elementos de X que € nula. Caso contrdrio, X serd dito linearmente independente.

Caso X gera Ve X € linearmente independente, X ¢ dito uma base de V.

Observacgao 1.1.47. E bem conhecido que espacos vetoriais possuem uma base, utilizando-
se para isso o lema de Zorn. Além disso, dado um conjunto X nao vazio, existe um espaco

vetorial com base B de mesma cardinalidade de X. A saber,
KX = {f: X — K f tem suporte finito}
é um espago vetorial com as operagoes usuais, e B = {x,;* € X} é uma base, onde

1, sey==x
Xl‘(y) =
0, caso contrario
Um fato importante é que para se conhecer uma transformacao linear 7" de dominio V'
basta conhecer como ela age numa base de V. Em outras palavras, se X é uma base de V/,
dado w : X — W, onde W é um espaco vetorial, existe uma unica transformacao linear T’

de V em W que estende w.
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Assim, podemos dizer que X gera V', se p é transformacao linear sobrejetiva, onde

p: K& — v
Xo +— T

Definigao 1.1.48. Seja X C V' um subconjunto nao vazio de um espago vetorial V. Deno-

taremos o espago vetorial gerado pelo conjunto X em V por spanX e escrevemos

spanX = Z afz)z; o € KM S {0},

z€a~1({0}¢)

Observacao 1.1.49. E facil ver que
spanX = ﬂ{W, W é subespago vetorial de Ve X C W},

ou seja, spanX ¢é o menor subespaco vetorial de V' que contém X.
Assim é imediato que span(spanX) = spanX. Também é imediato que spanX = X, se

e 86 se, X é subespaco vetorial de V. Além disso spanX =V, se e s6 se X gera V.

Observacao 1.1.50. Também é interessante observar que quando X é um subconjunto

finito e nao vazio de V, ou seja, X = {x;}icr, podemos simplificar a notacao escrevendo

spanX = {Z a;x;; onde oy € K} .

=1

Agora podemos fazer algo semelhante com algebras.

Definigao 1.1.51. Seja R C A um subconjunto nao vazio de uma dlgebra A. Diremos que
R gera A (como algebra) se para todo a € A, a é combinagdo linear finita de produtos finitos
de elementos de R. Muitas vezes diremos monomios em R, em lugar de produtos finitos
de elementos de R, além disso também chamaremos de polinomios em R as combinagoes
lineares de monomios em R.

Diremos que R é algebricamente dependente se existe um polinomio em R ndo trivial
que € nulo. Caso contrdrio, R serd dito algebricamente independente. Caso R gera A e R

¢ algebricamente independente, R é dito uma base algébrica de A.

Observagao 1.1.52. De agora em diante, diremos apenas R gera A quando quisermos dizer

R gera A como algebra. Observamos que se R gera linearmente A, entao R gera A como

19



algebra. Podemos dizer que R gera a dlgebra associativa unitaria A, se p ¢ homomorfismo(que

leva unidade em unidade) sobrejetivo, onde
p: K(R) — A
Xp — p(1)...p(n)

b

onde p é uma palavra de comprimento n. Notemos que como espagos vetoriais K(X) =
K(Pal)'

Definigao 1.1.53. Seja R C A um subconjunto nao vazio de wma dlgebra associativa e

unitdria A. Denotaremos a dlgebra gerado pelo conjunto R em A por K(R) e escrevemos

K(R) = Y. auly)ia e K(R\{0} 5 U{0}.

pea1({0})
Observagao 1.1.54. E fcil ver que
K(R) = (){B; B ¢ subslgebra de A e R C B},

ou seja, K (R) é a menor subalgebra de A que contém R.
Assim é imediato que K(K(R)) = K(R). Também ¢é imediato que K(R) = R, se e s6 se,
R é subélgebra de A. Além disso K(R) = A, se e sé se R gera A.

Observacgao 1.1.55. Também ¢é interessante observar que quando R é um subconjunto finito

e nao vazio de A, ou seja, R = {r; }sc;, podemos simplificar a notagao escrevendo

k
K(R) = {Z QT ()T fi(2) - - - Tf(o); onde para todo i € I, o € K e f; 2 I;, — R} .
i=1
Definicao 1.1.56. Diremos que uma dlgebra A ¢é finitamente gerada se existir um subcon-
junto finito R que gera A.

Em particular, toda algebra de dimensao finita ¢ finitamente gerada, em vista da Ob-
servacao 1.1.52.

Ainda podemos relacionar um pouco mais essas duas formas de “gerar”.

Definicao 1.1.57. Seja R C A um subconjunto nao vazio de uma dlgebra A. Definimos o

n-ésimo span de R em A
R"™ = span{monémios de comprimento n, com letras em R}.

Em particular, R = spanR.
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Essa definicao serd retomada em Definicao 2.2.1, quando iremos definir a dimensao de
Gelfand-Kirillov.

Observacao 1.1.58. Agora podemos observar que se A é uma &lgebra unitaria K(R) =
K-14+ >, yR" Além disso, quando A é uma algebra unitaria, e 1 € R, temos que
22:1 R" = R*.

1.1.4 Variedades e Algebras Relativamente Livres

Nesta segao, apresentaremos os conceitos de variedades (de dlgebras associativas) e de

algebras relativamente livres.

Defini¢ao 1.1.59. Seja {f; € K(X);i € I} um conjunto de polinémios da dlgebra associa-
tiva livre K(X). A classe B de todas as dlgebras associativas que satisfazem as identidades
fi=0,i€ 1, é chamada de variedade (de dlgebras associativas) determinada pelo
sistema de identidades polinomiais {f; € K(X);i € I}. A variedade M ¢é chamada
de subvariedade de B se M C B. O conjunto T(B) de todas as identidades polinomiais
satisfeitas por todas as dlgebras da variedade B é denominado o T-ideal de B. Dizemos
que o T-ideal T'(B) ¢ gerado, como T-ideal, pelo conjunto {f; € K(X);i € I}. Usaremos
a notagao T(B) = (f; € K(X);i € I)T e dizemos que o conjunto {f; € K(X);i € I} ¢é
uma base para as identidades polinomiais de B. Os elementos de T'(B) sao chamados

consequéncias das identidades polinomiais da base.

De maneira analoga define-se variedade de algebras de Lie, de Jordan, etc.

J& vimos, na Proposigao 1.1.45, que o conjunto T'(A) das identidades polinomiais satis-
feitas por uma algebra A é um T-ideal. Nao é dificil ver que a intersecao de T-ideais também
¢ um T-ideal, e portanto o conjunto 7'(B) das identidades polinomiais satisfeitas por todas
as algebras de uma variedade B também é um T-ideal, o que justifica termos denominado
T(B) “o T-ideal de B”.

Exemplo 1.1.60. A classe das dlgebras comutativas é a variedade definida pelo conjunto
I'={[z1, 2]}

Exemplo 1.1.61. A classe das algebras associativas é a variedade definida pelo conjunto
I=0.
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Um dos principais problemas na teoria das algebras com identidades polinomiais é en-
contrar uma base para as identidades dessa algebra. Esse ¢, em geral, um problema bastante
complicado. Apenas para se ter uma ideia ainda nao sao conhecidas bases para as identida-
des polinomiais de M, (K) quando n > 3, nem para M(K) (quando |K| = oo e char K é
2).

A seguir daremos alguns exemplos de bases para algumas das PI-dlgebras.
Exemplo 1.1.62. Se K é um corpo infinito entdo T(K) = ([z, x2])7.

Exemplo 1.1.63. O T-ideal das identidades da algebra de Grassmann E é gerado pela
identidade [z1, 2, 23], quando o corpo K satisfaz char K = 0.

Veja [7], pagina 50, Teorema 5.1.2 para maiores detalhes.
Exemplo 1.1.64. Se K é um corpo infinito, entao
T(U,(K)) = {[x1, 22)[23, 24] . . . [Ton_1, Ton])T .
Veja [7], pagina 52, Teorema 5.2.1.

Defini¢ao 1.1.65. Fizado um conjunto Y, a dlgebra Fy(B) na variedade B € dita a dlgebra
relativamente livre de B (ou a dlgebra B-livre), se Fy(B) ¢é livre na classe B, livremente

gerada por'Y .

O proximo teorema mostra que toda variedade tem uma algebra livre e que a algebra

relativamente livre é determinada, a menos de isomorfismo, pela cardinalidade de Y.

Teorema 1.1.66. Sejam B a variedade determinada pelo conjunto {fi;i € I}, Y um con-

gunto e J o ideal de K(Y') gerado por

{filgr, - gn,);9: € K(Y),i €1}

Entao a dlgebra F = K(Y')/J € relativamente livre em B com um conjunto de geradores
livres Y = {y + J|ly € Y}. E quaisquer duas dlgebras relativamente livres em B de mesmo

posto sao isomorfas.
Demonstragao. Veja a demonstragdo em [7], pagina 23, Proposi¢ao 2.2.5 por exemplo. [
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Observacao 1.1.67. Seja A uma Pl-dlgebra e A a variedade determinada por T'(A) (ou por
A). Claramente T(A) = T(A). Assim, dado um conjunto Y, definimos Fy (A) = Fy(A), a
dlgebra relativamente livre de posto |Y| determinada por A. Mais ainda se m = |Y| € N,
denotaremos por F,,(A) a algebra relativamente livre de posto m. Se Y for enumerdvel,

escreveremos simplesmente F'(A).

Definicao 1.1.68. Seja B uma classe de dlgebras. Denotaremos por CB, SB e QB as
classes obtidas de B tomando-se produtos diretos (somas Cartesianas), subdlgebras e dlgebras

quocientes, respectivamente, de dlgebras de B.

Teorema 1.1.69 (Teorema de Birkhoff). Uma classe de dlgebras B é uma variedade se, e

so se, B € fechada para produtos diretos, subdlgebras e dlgebras quocientes, isto €, CB, SB,

OB C B.

Demonstracao. Para maiores detalhes, veja a demonstracdo em [7], pagina 24, Teorema
2.3.2. ]

1.2 Algebras Graduadas

1.2.1 Algebras Graduadas: Conceitos Gerais

Nesta secao apresentaremos os conceitos de dlgebras e identidades graduadas que sao
muito uteis no estudo de algebras com identidades polinomiais. Essencialmente a graduacao
de algebras é uma forma interessante de “quebrar a algebra em pedagos”, com o intuito de

facilitar a andlise nos “pedacos”.

Defini¢ao 1.2.1. Seja (G,x) um grupo. Uma dlgebra (A, *) é dita ser G-graduada, se

A= @ Ay, onde A, € subespago de A para todo g € G e Ayx A, C Ay, para todos g, h € G.

geqG
No decorrer do texto omitiremos as operacoes x e *, fazendo-se entender qual € a operagdo

contextualmente. Um elemento a € U A, € chamado homogéneo. Se a € A,, dizemos
geG

que a € homogéneo de grau g e denotamos wt(a) =g. Se a =) _,a,, chamamos a, de

geG

componente homogénea de grau g em a e dizemos que Y, _- a, € a decomposicao de

gelG
a como soma de elementos homogéneos e cada elemento se decompoe de maneira unica
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como soma de elementos homogéneos. Dizemos que um subespaco B de A é G-graduado

na G-graduacdo de A, se

B = @ B,, onde By = BN A, sao os subespagos homogéneos de B.
geG

Se um ideal I de A é um subespaco G-graduado, dizemos que I € um ideal G-graduado
de A. Se uma subdlgebra B de A é¢ um subespagco G-graduado, dizemos que B € uma

subdlgebra G-graduada de A.

Exemplo 1.2.2. Seja A uma algebra. Entao é facil ver que a decomposigao

D4

geG

onde A, = {0} se g # ¢ e A. = A, onde ¢ é a identidade de G, é uma G-graduacao em A.

Esta graduacao é chamada de trivial.

Observacao 1.2.3. E facil ver que se a dlgebra A é unitdria, entdao 1 € A.. De fato,
considere a decomposi¢ao da unidade em elementos homogéneos 1 = 1. + > e Lg- Para
v € Ap,x—axle =3 xl, € AN €D, , Ay Portanto x — zl. = 0, ou seja, zl. = x.

Analogamente 1.z = z e assim 1 = 1,.

Exemplo 1.2.4. A dlgebra de Grassmann F possui uma Zs-graduacgao natural £ = Ey® Fy,

onde Ey e F; sao os subespagos definidos no Exemplo 1.1.20.
Exemplo 1.2.5. Consideremos
(E® E)=(Ey® Ey) & (B1® E1) e (E® E) = (Ey® Er) & (1 ® E).
E imediato verificar que
EQE=(EQE)®(E®E), (FE®QE)/(E®FE); C(E®E),
para todos 1, j € Z,. Portanto a algebra ¥ ® E é Zy-graduada.
Exemplo 1.2.6. Consideremos a decomposi¢ao
My (E) = (M1 (E))o ® (M1 (E))y
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onde

(My1(E))o = {( g 2) 5a7d€Eo} e (My(F)) = {( 2 g ) ;b,C€E1}

e verificamos diretamente que
(Ml,l(E))i(Ml,l(E))j g (Ml,l(E>)i+j para todos Z,] € ZQ.
Assim essa decomposigao é uma Zs-graduagao para M (F)

Exemplo 1.2.7. Sejam X = {z} e K(X) = K]|x] a dlgebra dos polinémios a uma varidvel
x sobre K. Entao K[z| admite uma Z-graduagao: K|z|, é o espago gerado por ", quando
n>0,e Klz], =0sen <0.

Se X for um conjunto finito de m elementos, podemos considerar uma Z™-graduacao
usando os espagos de multigrau homogéneo. Para um conjunto X podemos considerar uma

Z-graduacao levando em conta o grau total.

Exemplo 1.2.8 ((sobre a descri¢ao de algebras Zs-graduadas), veja [11] pagina 21.). Seja
A uma algebra sobre um corpo K algebricamente fechado e de char K # 2, e dimg(A) < 0.
Um resultado classico de C. T. C. Wall descreve as possiveis Zsy-graduagoes de A supondo-se
que A seja Zy-simples (isto ¢, os dois tinicos ideais homogéneos sdo 0 e A e A% # 0). A menos

de isomorfismo graduado (definiremos em breve), A tem de ser uma das seguintes algebras:
1. A= M,(K) com a graduagao trivial A=A e A; =0;

2. A= M, ,(K) é dividida em 4 blocos, sendo os blocos da diagonal de tamanhos a X a

U 0 0o W
A(]: 7A1: )
0V T 0

onde U € M, (K),V € My(K), W € Myxp(K) e T € Myyo K);

e b x b. Neste caso

3. A= M,(K)®tM,(k), onde Ay = M, (K) e Ay = tM,(K) et é um elemento tal que
t*=1.

Exemplo 1.2.9. Seja M,,(K) a algebra das matrizes quadradas de ordem n sobre um corpo

K. Denotemos por E;; : (k,l) € I, x I, = d;0; € K, as matrizes “unitarias”. Para cada
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Y € Zy, definimos o subespaco M., = span{E;j;j —i =, v} e para cada k € Z, definimos

0 , se |kl > n,
v o 4
span{E;;;j —i=k} ,se |k| <n.

E f4cil ver que

M= M e M=FPM.

YELn, kEZ
Agora, para ver que estas decomposicoes definem uma Z,-graduacao e uma Z-graduacao,

respectivamente, em M, (K), basta observar que
EijEx = dEq,
donde segue que M., M,, C M, ., para v, V2 € Ly, ¢ My, My, € My, 1, para ky, ko € Z.

Nas graduagoes definidas em M, (K) no Exemplo 1.2.9 acima as matrizes elementares

sao homogeéneas. Mais ainda, F;; € M;_;, tanto para ¢, j € Z,, como para ,j € Z.

Definicao 1.2.10. A G-graduagado
R=M,(K)=EDR,
geG
na dlgebra das matrizes n x n sobre um corpo K ¢é dita elementar se existe uma n-upla

(91,---,9n) € G™ tal que E;; € Rg;1gj.

Exemplo 1.2.11. A Z,-graduagao e a Z-graduagao definidas do Exemplo 1.2.9 sao elemen-

tares.

Observacao 1.2.12. Observamos que uma graduagao em M, (K) é elementar se, e somente
se, todas [;; sao homogeéneas. De fato, se a graduagao é elementar é 6bvio que todas £;;
sao homogéneas.

Agora se todas Ej; sao homogeneas, Ey; € Ry, e Ey = EjjE € Ry, 0 (Ry,; Rp,,) C
Ry, N Rhijh]‘k nos da que h;, = h;jh;,. Para j = i, obtemos h;; = hj;hiy, donde hy; = ¢,
onde € é o elemento neutro de G. Ponha g; = ¢, e defina indutivamente g;11 = gjh; 1.
Agora faremos inducdo duas vezes em j e em i. Primeiro hy; = ¢ = g; *g;. O passo indutivo
de j segue de hy 41 = hijhjj = gl_lgjhj,jﬂ = gl_lgj+1. Com isso temos que hy; = gl_lgj
para todo j. E finalmente, o passo indutivo de ¢ segue de h;1; ; = h;iilhij = h;iﬂrlgl-_lgj =
(gihii+1) 7 g; = 973195 Assim, existe uma n-upla (g1, ..., gn), tal que E;; € Ry, = Ry-1, e

a graduacao é elementar.
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A seguir damos uma caracterizacao bastante util dos subespacgos G-graduados de uma

algebra G-graduada.

Lema 1.2.13. Sejam A uma dlgebra G-graduada e B um subespaco de A. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
(1) B € subespaco G-graduado de A;
(2) As componentes homogéneas de cada elemento de B pertencem a B;
(8) B € gerado como espago vetorial por elementos homogéneos.

Demonstra¢ao. Suponha que vale (1). Sejab e Beb= dec by, onde b, € B,. Temos que
b, é a componente homogeénea de grau g em b. Como B, C B, cada b, pertence a B

Se vale (2) entao o conjunto B N (|, o 4y) gera B, e segue (3). De fato, seja b € B e

e
b=>" gec by, onde by € Ay, a decomposig(;éo de b como soma de elementos homogéneos, em
relacao a G-graduacao de A. Segue de (2) que b, € B, ou seja b, € BN (Ugec Ay), logo B é
gerado por elementos homogéneos.

Suponha que vale (3). Seja C' uma base de B, C' C (U,cq Ay) composta de elementos
homogeéneos e seja B, = BN A,, que é um espaco vetorial. Seja C;, = C N A,. Agora seja
o elemento b = > Nic;, onde ¢; € C'e \; # 0. b € By se, e somente se, wt(¢;) = g,
para todo i € I,,. Assim Cy = C'N A, é uma base para By e como C = J

gec Cg segue que

B = @HGG B, e o lema esta provado. ]

Exemplo 1.2.14. Se consideramos M, (K) com qualquer uma das graduagoes definidas no
Exemplo 1.2.9, entdo é facil ver que a élgebra U, (K') das matrizes triangulares superiores é

subélgebra homogénea de M, (K), ja que é gerada pelos elementos homogéneos {E;;;i < j}.

Definicao 1.2.15. Uma aplicacao ® : A — B entre dlgebras G-graduadas € chamada ho-
momorfismo G-graduado, se ® é um homomorfismo que satisfaz ®(A,) C By para todo
g € G. De modo andlogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo
G-graduado. Agora também estamos aptos a dar outras caracterizacoes dos ideais e das
subdlgebras. I € ideal G-graduado de A se I é nicleo de algum homomorfismo G-graduado
com dominio A. C ¢é subdlgebra G-graduada de B quando C € imagem de algum homomor-

fismo G-graduado de contradominio B.
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Proposicao 1.2.16. Se I ¢ um ideal G-graduado de uma dlgebra G-graduada A, entdo A/l
¢ uma dlgebra G-graduada considerando (A/I), = {a+ I;a € A,}.

Demonstragio. E claro que A/I = > gec(A/D)g, e que (A/I)g(A/I)n € (A/I)gn. Para
concluir resta mostrar que a soma ¢ direta. Suponhamos que ) | geclag +1I) = 0. Neste caso
> gec @g € I e como I é G-graduado segue do Lema 1.2.13 que a4 € I, ou seja (a, + I) = 0.
Assim A/I = P ;(A/I), e o lema estd provado. O

A proposigao a seguir é uma versao graduada do Teorema 1.1.28, ao longo da dissertagao

também iremos nos referir a ela como Teorema dos Isomorfismos.

Proposigao 1.2.17. Teorema dos Isomorfismos Sejam A e B dlgebras G-graduadas e
®: A — B um homomorfismo G-graduado. Entado, o ker(®) € um ideal G-graduado de A e
a dlgebra quociente A/ ker ® € isomorfa (como dlgebra graduada) a Im® = $(A).

Demonstracio. E facil ver que ker(®) é um ideal de A, vamos mostrar que ele é G-graduado.
Seja a € ker(®) e a = deG ag, onde a, € A, é a sua decomposigao como soma de elementos
homogéneos. Como ¢ é homomorfismo graduado temos que 0 =Y _~(®(ay)) e ®(a,) € By,
portanto ®(a,) € ker(QP).

A aplicagao ¥ : A/ker® — B dada por ¥(a + ker(®)) = ®(a) estd bem definida pois
se a, b € A sdo tais que a + ker(®) = b + ker(®), entdo a — b € ker(®) e ®(a) = ®(b), ou
seja W(a + ker(®)) = U(b+ ker(®)). E ficil ver que ¥ é um homomorfismo graduado, assim

geG

resta apenas mostrar que W é injetor. Se V(a + ker(®)) = 0 entdo ®(a) = 0 e a € ker(P),
logo a + ker(®) = 0 e a proposigao estd provada. ]

1.2.2 Algebras Graduadas Livres e Identidades Polinomiais

Graduadas

Precisamos do conceito de dlgebra associativa livre G-graduada para falar das identidades
polinomiais graduadas. Consideremos uma familia { X} e de conjuntos enumeréveis e dois
a dois disjuntos. Tomemos entdao X = | sec Xg € consideremos a algebra associativa livre
unitaria K (X). Definimos agora

wt(l)=¢ e wt(x1my...Ty) = wt(x))wt(xs) ... wt(z,,),
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onde wt(z;) = g se x; € X, e € é o elemento neutro de G. Sendo entdo m um mondmio de

K(X), dizemos que wt(m) é o G-grau de m. Tomando para cada g € G
K(X), = span{m;m ¢ monémio de K(X) e wt(m) =g}

temos
K(X) =D K(X), e K(X)K({X)»C K({X)g

para quaisquer g, h € G, assim K(X) é uma &lgebra G-graduada denominada a algebra

associativa livre (unitaria) G-graduada.

Lema 1.2.18. A dlgebra G-graduada K(X) satisfaz a sequinte propriedade universal: Para
toda dlgebra G-graduada A, toda fung¢io @ : |J, .o X, = A tal que ®(X,) C A,, para todo

g € G pode ser estendida a um unico homomorfismo G-graduado de dlgebras.

geqG

Agora podemos dar a definicao de identidade polinomial graduada.

Definigao 1.2.19. Seja A =P
f(zy,...,x,) € K(X) € uma identidade G-graduada de A se f(ai,...,a,) = 0 para

quaisquer a; € Az, com i € I,

Ay uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um polinomio

Daremos agora a definicao de Tg-ideal, que é o andlogo para o caso de identidades

polinomiais graduadas do conceito de T-ideal.

Definigao 1.2.20. Seja K(X) a dlgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K{X)
¢ dito ser um Tg-tdeal se o(I) C I para todo endomorfismo G-graduado ¢ de K(X). Dado
um subconjunto S qualquer de K(X), definimos o Ti;-ideal gerado por S, que é denotado
por (SYI¢ | como sendo a intersecao de todos os Tg-ideais de K(X) que contém S. Quando

G =7Z,, o Tg-ideal também serd denotado por T,.

E claro que K (X) é um Tg-ideal que contém S, assim na definicao acima (S)7¢ é in-
tersecao de uma familia nao vazia de conjuntos, além disso nao é dificil ver que a intersecao
de uma familia qualquer de Ti-ideais é ainda um Tg-ideal, portanto (S)7¢ estd bem definido
e é o menor T-ideal que contém S.

O Tg-ideal gerado por S coincide com o subespaco vetorial de K (X) gerado pelo conjunto

{hlf(gl7"'7gn)h2 ; f(xla"'7xn) S S ) h’17h27gla"'7gn € K<X>a
wt(gy) = wt(xzy1), ..., wt(g,) = wt(x,)}.

A proposicao a seguir é bastante 1til, sua demonstragao é simples e por isso sera omitida.
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Proposicao 1.2.21. Sendo A uma dlgebra G-graduada, temos que o conjunto Te(A) das
identidades G-graduadas de A é um Tg-ideal de K(X).

Exemplo 1.2.22. Consideremos a algebra de Grassmann E com sua Z,-graduacao natural
(conforme definida no Exemplo 1.2.4). Como ab = —ba para quaisquer elementos a, b € Ej,
temos que f(xq1,x2) = 122 + 2221 € K(X), onde K(X) é a algebra livre Zs-graduada, com
wt(x1) = wt(xy) = 1, é identidade Zs-graduada de E.

O proximo resultado mostra uma importante relacao entre os conceitos de identidades

polinomiais ordinarias e graduadas.

Proposicao 1.2.23. Sejam A e B duas dlgebras. Se A e B possuem G-graduacoes tais que
To(A) C Ta(B), entao T(A) C T(B). Ademais, se Tg(A) = Tg(B), entao T(A) = T(B).

Demonstragao. Consideremos a &lgebra associativa livre K(X) e seja f(z1,29,...,2,) €
T(A). Dados by, by, ..., b, € B, tomemos b, € By, parai = 1, ..., n e uma quantidade
finita de g € G, tais que b; = > _ b;,, ou seja b; é uma soma finita de b;,. Consideremos agora,
com i fixado, Y 4, em que z;, € X, e 0 somatério é sobre o mesmo conjunto finito de indices
do somatério b; = Y b;;. Como f € T(A), é facil ver que fi = f(O_x1gy..., Y Tny) € T(A)
Pela hipdtese temos que f; € T¢(B), logo substituindo x;, por b;, temos

Fbrbasbn) = F (3 b1ge D bage D bug) =0

e assim f € T(B).
Se Tg(A) = Tg(B), entao Tg(A) C Tg(B) e Tg(B) C Tg(A), donde temos a tltima

afirmacgao. O

Observagao 1.2.24. E importante observar que a reciproca do resultado acima é falsa. As
algebras Zo-graduadas E = Ey+ F; e E = E 40 (graduagao trivial), satisfazem identidades

Zo-graduadas diferentes.

Definicao 1.2.25. Uma dlgebra sobre K com char K # 2, Zs-graduada A € supercomutativa,
se ab = (—1)*"D )b para todos a, b € AgU Aj.

Exemplo 1.2.26. A dlgebra de Grassmann é um exemplo de algebra supercomutativa.
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Definigao 1.2.27. Seja K(X) = K(X)o® K(X)1 a dlgebra livre Zo-graduada onde K € um
corpo com char K # 2 definida como acima. Para os monémios f, g € K(X), consideramos
as relagoes fg = (—1)"" D9 gf e seja I o Ty-ideal Zy-graduado gerado por estas relacdes.
Denotamos Y = Xy e Z = Xy. A dlgebra K(Y;Z) = K(X)/I ¢é naturalmente Zs-graduada

(pois herda a graduagio de K(X)) e é chamada de dlgebra livre supercomutativa.

A algebra K(Y'; Z) satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda algebra superco-
mutativa A = Ag @ Ay, toda funcdo ¢ : Y U Z — A tal que ®(Y) C Apg e &(Z) C Ay pode

ser estendido a um tnico homomorfismo de dlgebras.

1.2.3 Identidades Graduadas Multilineares, Homogéneas e
Préprias

Nesta secao veremos que sob determinadas condicoes podemos simplificar as identidades

com que trabalhamos, podendo nos restringir a alguns tipos especiais de identidades.

Lema 1.2.28. Seja f(z1,...,2m) = >y fi(z1,...,2m) € K(X) onde f; é a componente

homogénea de f com grau i em xy, firado.
(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, entio fi(xy, xa, ..., oy) € (f)T6;

(ii) Se o corpo K satisfaz char K =0 ou maior que o grau de f, entdo (f)*¢ admite uma

base composta por uma familia finita de polinomios multilineares.

Demonstragdo. (i) Seja I = (f)’¢ o T-ideal de K(X) gerado por f. Escolhemos n + 1

elementos distintos ay, ..., o, de K. Como I é um Tg-ideal, obtemos que
n
flajzy, zo, ..o ) = Z@;fi(xl,xg,...,xm) el;j=0,1,...,n.
=0

Consideramos estas equagoes como um sistema linear com incégnitas fo, f1,..., fn. Como

o determinante do sistema

1 ag e ag

1 aq . e 05717'
= )
. . . . Z<]

1 o, o
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¢ o determinante de Vandermonde que é diferente de 0, temos que cada f;(x1, za, ..., xy) € I,
isto é, as identidades f; = 0 sao consequéncias de f = 0.

(ii) Por (i), podemos assumir que f(z1,%2,...,%y,) ¢ multi-homogéneo. Seja j = deg,, f.
Faremos indugao sobre j. Escrevemos f(y1+ya, Za, ..., Zm) € I = (f)1¢ (aquiyr, yo € Xty

) sob a forma
k

f(yl +y2,$2,...,xm) = Zfi(yby%x%“'amm)

i=0
onde f; é a componente homogénea de grau i em y,. Logo, f; € I parai =10, 1, ..., J.
Como deg,, fi <j;i=1,2,...,j—1; k=1, 2, podemos aplicar argumentos indutivos e

obtemos um conjunto de consequéncias multilineares de f. Para ver que estas identidades

multilineares sdo uma base para (f)7¢ é suficiente observarmos que

filyr, v, oy oo ) = (‘Z)f(yl,xg, -

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipétese que char K = 0 ou
char K > deg(f). O

Corolario 1.2.29. Seja A uma dlgebra. Entao,

(i) Se o corpo K € infinito, todas identidades polinomiais graduadas de A sequem de suas

identidades graduadas multi-homogéneas;

(ii) Se o corpo K satisfaz char K = 0, todas as identidades polinomiais graduadas de A

sequem de suas identidades multilineares graduadas.
Neste momento podemos dar mais alguns exemplos de algebras que nao sao PI-algebras.

Exemplo 1.2.30. Seja V um espaco vetorial de base enumeravel {v; };en sobre um corpo K
com char K = 0. Seja L o espaco vetorial das transformacoes lineares de V' em V', ou seja,
os endomorfismos. Temos que L se torna uma algebra quando equipada com a multiplicacao
dada pela composicao. Ela é unitaria e associativa. Considere o subespaco £ C L dos
endomorfismos de posto finito (cuja imagem tem dimensao finita). Ele também é uma
algebra com a multiplicacao dada pela composicao, é uma &dlgebra associativa embora nao
seja unitaria. Assim, £ pode ser visto como uma subdlgebra de £, desde que se esqueca que

L é unitaria. Temos que tanto £', quanto £ nao sao Pl-dlgebras. Caso fossem Pl-dlgebras,
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deveriam satisfazer algum polinomio multilinear de grau digamos d (d > 1), sem perda de

generalidade podemos escrever a relacao satisfeita da seguinte forma

T1...Tq = Z 130(1)...1’0(03).
oceSg\{e}

Considere ¢(; ;) 0 endomorfismo tal que ¢ j)(vr) = d;xv; para todo 4,5 e k € N. Temos

que ¢ ;) € L. No entanto,

0 # Q1) = Pa2) - - Pldd+1) = Z Plo(1),0(1)+1) - - - Plo(d),o(@)+1) = 0,
0€S\{e}

o que é absurdo. Logo nem £, nem L’ sao Pl-dlgebras.

Quando a algebra é unitaria podemos restringir a nossa busca de identidades polinomiais
a um determinado tipo de polinémios (polindémios préprios), conforme explicamos a seguir.
No que segue, ¥ = X, e Z = UWéE Xy, assim X = Y U Z. As varidveis de grau € serao
denotas por y;, ¢« € N; as varidveis de grau diferente de ¢ serao denotadas por z;, j € N e

quando uma variavel tiver grau arbitrario sera denotada por z;, i € N.

Definigao 1.2.31. Um polinomio f € K(X) é chamado polinémio préprio, se as varid-

veis de grau € aparecem em comutadores apenas, isto €,

f = f(yl,...,ym,zl,...,zk)=f(x1,...,xn)

_ al a2 ag .
= E Qi R R - 2 [.T}il, .. 737@',7] .. [l’jl, . ,Q}jq] ; Qg € K,

onde a; € N, 1 < i < k e assumimos que 1 € um produto de um conjunto vazio de comuta-

dores. Denotamos por Bg(X) o conjunto de todos os polindmios prdprios de K(X).

O Lema 1.2.37 mais adiante mostra a importancia dos polindmios préprios para encon-
trar uma base das identidades de uma algebra unitaria. A demonstragao esta baseada no
Teorema de Witt e no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Antes de enuncia-los precisamos

da definicao a seguir.

Definicao 1.2.32. Se A € uma dlgebra associativa e a dlgebra de Lie L (ndo precisa ser
associativa e nem unitdria) é isomorfa a uma subdlgebra da dlgebra de Lie A, definida no
Exemplo 1.1.8, dizemos que A € uma dlgebra envolvente de L. A dlgebra associativa U =

U(L) ¢ a dlgebra envolvente universal da dlgebra de Lie L, se L é uma subdlgebra
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de U e U satisfaz a sequinte propriedade universal: Para qualquer dlgebra associativa A
e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie ¢ : L — A existe um wnico homomorfismo
de dlgebras associativas (que leva unidade em unidade) ¢ : U — A que estende ¢, ou seja,

tal que ¥ (x) = ¢(x) para todo x € L.

O teorema a seguir garante que toda élgebra de Lie possui uma algebra envolvente uni-
versal, que € inica a menos de isomorfismos. Recordamos que no inicio deste capitulo fizemos
um comentario que toda algebra de Lie L ¢ isomorfa a uma subdlgebra de alguma algebra

A para alguma &lgebra associativa.

Teorema 1.2.33. Teorema de Poincaré-Birkhoff- Witt Toda dlgebra de Lie L possui
uma unica (a menos de isomorfismo) dlgebra envolvente universal U(L). Se L tem uma base
E ={e;;i € I}, onde I é um conjunto ordenado, entio U(L) = K(E)/J, onde J € o ideal
de K(E) gerado pelos polinémios [e;, e;] — e; x e; (simbolo % denota a multiplicagao em L ).

Além disso, os elementos
{ei, - eiyiin <o <ldp,p=1,2,... } U{1},
formam uma base de U(L).
Demonstragao. Veja a demonstragao em [7], Teorema 1.3.1, pagina 11, por exemplo. O]
Para algebras de Jordan nao temos algo desse tipo, como ja comentamos.

Exemplo 1.2.34. Apenas para ilustrar, daremos um exemplo de dlgebra de Jordan excep-
cional. Seja C o corpo dos complexos, que agora olhamos como R-algebra. Denotaremos por
H a algebra dos quatérnios, que ¢ o conjunto C x C equipado com soma usual, coordenada

a coordenada, e a multiplicacao
(a,b) * (¢,d) = (ac — db,da + bc),

onde T denota a conjugacao complexa. Claramente H é uma &algebra associativa unitaria
(Ig = (1¢,0)), nado comutativa, com divisao, isto é, para todo (a,b) existe (c,d), tal que
(a,b) * (¢,d) = (1,0) = (¢,d) * (a,b).

Definimos a conjugacio nos quatérnios por (a,b) = (@, —b).

Denotaremos por O a algebra dos octonios, que é o conjunto H x H equipado com soma

usual, coordenada a coordenada, e a multiplicacao
(p) q) * <T7 8) - (pT - §g7 sp + qll_ﬂ)a
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onde T denota a conjugacao nos quatérnios definida acima. Claramente @ é uma algebra

nao associativa unitdria, nao comutativa, com divisdo, isto é, para todo (p, q) existe (r,s),
tal que (p, q) = (r,s) = (1,0) = (r,s) * (p, q).

Defina a conjugagao nos octonios por (p,q) = (p, —q).

Seja agora a algebra M3(Q). O conjunto J das matrizes auto-adjuntas de M3(Q) é uma
subdlgebra de (M3(0))", que é uma &lgebra de Jordan excepcional [Jordan, Neumann &
Wigner| (1934).

Teorema 1.2.35. Teorema de Witt A subdlgebra de Lie L(X) de K{(X)™) gerada por
X (isto é, L(X) € a interse¢ao de todas as dlgebras de Lie que contém X ), € livre na classe

das dlgebras de Lie. Além disso U(L(X)) = K(X).
Demonstragao. Consulte a demonstragao em [7], Teorema 1.3.5, pagina 14, por exemplo. [

Agora vamos utilizar estes dois teoremas para encontrar uma base de K(X) que sera

bastante util.

Proposicao 1.2.36. Suponhamos que os elementos

L1, Xy oy [Tigs i) [T s | ooy [Ty s Thogs Ty - - -

formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos x1, x, ... precedem os comutadores.

Entao
(1) O espago vetorial K(X) tem base formada pelos elementos
il P Y L U A

onde ay ..., Gy, b,...,c 20 e [x;, x| < - <|xy,...,2,], na ordenagio da base de

L(X);

(ii) Os elementos desta base tais que a; = 0 sempre que wt(x;) =€, 1 < i < m, formam

uma base para Bg(X).

Demonstracao. O item (i) segue do Teorema de Witt que garante que U(L(X)) = K(X), edo
Teorema de Poincaré-Brirkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))

a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (i) e da
defini¢ao de Bg(X). O
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A seguir utilizaremos a base de K(X) dada na proposi¢do anterior para provar que
quando o corpo € infinito as identidades graduadas de uma &dlgebra unitéria seguem de suas
identidades proprias. Para isto sera necessario utilizar o seguinte fato: Se A é uma algebra
G-graduada, entao sua unidade é homogénea de grau €. Isto ja foi observado em Observagao
1.2.3.

Lema 1.2.37. Se A € uma dlgebra unitdria G-graduada sobre um corpo infinito K, entdo
todas as identidades polinomiais graduadas de A sequem das suas identidades prdprias (ou
seja, daquelas em T (A) N Bg(X)). Se char K = 0, entdo todas identidades polinomiais

graduadas de A sequem das suas identidades proprias multilineares.

Demonstracao. Seja f(y1, ..., Ym, 21,---,2n) € K(X), ndo nulo. Pela Proposi¢ao 1.2.36

podemos escrever f como

f= Zaay‘fl...yf:lmwa(yl,...,ym,zl,...,zn), a, € K,

onde w, € Bg(X) e a soma é feita sobre as m-uplas a = (a1, . . . , a,,) tais que a; < deg,, (f),

1 <i < m. Mostraremos que quando f € Ti(A), temos que

ST auy ey w, € Tu(A).

a;ay fizado

O resultado seguird indutivamente da nossa demonstragao. Para cada f nessa forma,

definimos o conjunto

M(f) = {My, M,,..., M}

= {ay;a1 # 0 é o primeiro termo de uma m-upla a = (a; ..., a,,) com o, # 0},

onde My > My --- > M; > 0.

Afirmamos que se f € Tg(A) e f é homogéneo em y;, entdo para todo j € I,

gj = Z aays? . yamw, € Ta(A).

a;a1:Mj

A demonstracao do lema segue desta afirmacao, juntamente com o Lema 1.2.28, pois se

f é multi-homogéneo, entao f é consequencia das identidades

{wa(Y1y -+ s Ymy 21, -+ Zn); @ 7 0}
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A parte multilinear do lema segue do fato que, supondo f multilinear, temos os polinomios
w, multilineares. Agora demonstraremos a afirmacao.

Se M; = 0, entdao nao hé nada a fazer, pois f = > a,y52 ...y w, € Tg(A). Assim supo-
mos M; > 0. Uma vez que em w, as variaveis y1, ..., y,, aparecem apenas nos comutadores,
é claro que

Wa(r + 1, Yms 215+ o3 2n) = Wa Y1y« -« s Yy 215 -« -5 Zn)-

Como wt(y14+1) = wt(y1) = €, segue que f(y1+1,...,Ym, 21, - - -, 2») também é identidade

polinomial graduada para A e concluimos que

ai
ax i a am
f(y1+1,...,ym,zl,...,zn):ZaaZ(i)ylyf...ym Wa(Y1s -y Ymy 215 - - - 2n) € T (A).
=0

Observamos que no somatorio acima a parcela com ¢ fixado é a componente homogénea
em relacao a y; de grau i + deg,, (wy).

Como f é homogéneo em yi, ay + deg, (Wa(Y1,- -, Ym, 21, -,2n)) = deg, (f), assim a
componente homogénea com menor grau em relacao a y; € obtido das parcelas com a; = M;
ei =0 e é dada por

_ az A
G= ) Qs yerw,

a;a1=M
onde o sub-indice a; = M; no somatdério significa que a soma é feita sobre os a = (ay ..., ax)
tais que a; = M;. Lembrando que o corpo K ¢ infinito (tem mais de deg,, (f) elementos),
segue do Lema 1.2.28 que o polindémio g; pertence a T (A).

Suponhamos que a afirmacao seja verdadeira para 1,2, ..., k, onde k é um niimero natural
menor que /.

Tomando g = Zle ijj g; € Te(A) e subtraindo esta identidade de nossa identidade

inicial f(y1,- .-, Ym, 21, - - -, 2n) Obtemos uma nova identidade

R(Y1s -y Ymy 21y e vy 2n) = Z agyit .. yemw, € Ta(A).
asa1 <My,
E claro que M (h) = { M1, ..., M;} e aplicando os argumentos anteriores ao polinémio

h concluimos que

Z agys? . yemaw, € Ta(A),

a;a1=Mp 1

e a afirmacao esta provada. O]
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CAPITULO 2

ALGEBRAS FINITAMENTE
GERADAS

Neste capitulo estudamos o conceito de GK-dimensao em &algebras finitamente geradas,
sua relacao com as PIl-algebras e a Pl-equivaléncia (definida em Defini¢ao 1.1.35), bem como
sua relagao com outras dimensoes algébricas. Lembramos que estamos considerando todas
as algebras associativas e neste capitulo finitamente geradas, salvo mencao em contrario.
Lembramos que usaremos, quando n for um nimero natural, I,, para denotar o subconjunto

natural {1,2,...,n}.

2.1 Teorema de Shirshov

Nesta secao veremos o teorema de Shirshov que é uma ferramenta combinatéria poderosa
utilizada no estudo de dlgebras. Consideraremos todas as algebras arbitrarias, nao precisam

ser associativas e nem unitarias.

2.1.1 Teorema de Shirshov e Altura de Algebras

Inicialmente consideremos X, um conjunto contendo as variaveis (distintas) xi, ..., zm,

com m > 1. Seja W = (z1,29,...,2,) 0 conjunto de todos os monémios em K(X,,). W
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é chamado de semigrupo unitdrio livre de posto m e é o objeto livre na classe de todos os
semigrupos com unidade. Para w = x;,z;, ... x; € W, denotaremos por |w| o comprimento

(ou grau) de w. Utilizaremos os termos palavra e monémio indistintamente.
Definicao 2.1.1. Definiremos uma ordem parcial > em W :
e Para monomios de comprimento um, ou seja, as variaveis, r4 < To < -+ < Ty,

® T\ Ty, ... Ty, > TjTy, ... Tj, Se, e 80 se, eriste k =0, tal que g1 > Jri1 € lq = Jo para

todo a < k.

u e v sao imcompardveis, se uma delas é o comec¢o da outra, por exemplo, w = v - w com

w # 1.
Um subconjunto incompardvel de W €é um subconjunto finito de W que contém duas

palavras incompardveis.

Definicao 2.1.2. Um monomio w € W € dito d-decomponivel se ele pode ser escrito na
forma

W = WowW1 ... wWW4G+1,

(wo € wqi1 podem ser palavras vazias) e
WoW1 - - . WqWd41 > WoWe(1) - - - Wo(d)Wd+1
para toda permutacdo nao trivial, ou seja o € Sy, 0 # €.
Por exemplo,
w = (o1 ) (T322x122) (T32122) (T421) = Wow) Wows3

¢ 2-decomponivel, pois

WLWo > Wollq.

Verifica-se facilmente que esta palavra possui uma 4-decomposicao

w = (xomy ) (T3222122) (T321) (Towy) (1) ().

Lema 2.1.3. Se w € W € tal que w = pg = rp para certas palavras nao vazias p,q e r,

entdo w = a™ ou w = (ab)"ta = abab . ..aba para certosa #1b#1en > 1.
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Demonstragao. (1) Se |p| < |r|, entdo r = pb e j& obtemos que w = rp = pbp, ou seja

w = aba com a = p.

(2) Se |r| < |p|, entao p = rp; e |p1| < |p|, pois |r| = 1. De w = rpiq = rrp;, obtemos
p1g = rp1. Se |r| < |p1], entdo p; = Py € Pag = T2, com |ps| < |p1|. Continuamos esse
processo até que |pgy1| < |r|. Temos assim, py = rpri1 € Pry1q = rpr+1. Deste modo,

consideremos as duas possibilidades:

k+1 k+2 k

e Se prpy1 = 1, entdo p = 7" e w = 72 = ¢**2 para a = r;

e Se pri1 # 1, entdo pri1q = rPry1 € |pry1| < |r]. Pelo argumento ja usado em (1),

ara a = pr.q, r = ab obtemos p = r*tp,.; e assim
+1> +

w = r"pyy = (ab) .

E assim concluimos a demonstracao. O

Lema 2.1.4. Seja v = wowwiwwsy . .. wyg_1wwg uma palavra em que a subpalavra w possui

d subpalavras distintas e compardveis. Entao v € d-decomponivel.
Demonstracao. Seja w = a;v;b;, i € Ig e vy > vy > --- > vy, Entao v tem a seguinte
d-decomposicao
v = (woaq) (vibywias) (vebywsas) . . . (Vg—1bg—1wWa—1a4)(Vaba)Wwa
pois t; >ty > -+ > tg, em que t; = v;byw;a;1 para i € Iy e tg = vgby. O

Exemplo 2.1.5. Se p e ¢ sdo palavras comparaveis, entdo a palavra w = p®'¢ contém d
subpalavras distintas e comparaveis.
Se p > ¢, entao
>t > > pg > g
Se p < ¢, entao
P Te<pTRg < <pg<q

Definicao 2.1.6. Seja uma palavra w com |w| > d. Escrevamos
W= W) = €W =+ = €4Wyq,

onde |e;| =1 —1, |w;| = |w| + 1 — .

Chamaremos de wy,ws, ..., wy 0s d-finais de w.
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Lema 2.1.7. Seja uma palavra w, com |w| > d tal que os d-finais de w sao incompardveis,
entao w = ab’c , onde |a| +[b] < d, t > 1 ec=1 ouc éinicio de b.

Se |w| > dk, entdo t = k e, em particular, w possui subpalavra b* com |b| < d.

Demonstragao. Sejam w;, w; dois d-finais de w incompardveis, com ¢ < j. Assim w = aw; =
abw;, logo w; = bw;. Como w; e w; sdo incompardveis, w; = w;u e pelo Lema 2.1.3 (ja& que
bw; = w; = wju) obtemos w; = blc, onde ¢ = 1 ou ¢ é um comeco de b e logo w = aw; = ab'c.
Claramente |a| + |b| =75 — 1 < d.

Continuando, dk < |w| = |a|+|b|+ (t—1)|b|+|c| < d+ (t—1)]b| +]|c| < d+t|b] < (t+1)d,
donde k <t+1 e assim k < t. O

Lema 2.1.8. Seja w € W com |w| = kd e w ndio contém subpalavra b* com |b| < d. Entdo
w = vu, 0s d-finais de v sao compardveis e v pertence a um subconjunto S de W que tem

no mdximo s(d, k) = (g)(k — 1)m? elementos, ou seja, |S| > s(d, k).

Demonstracao. Se os d-finais de w nao sao comparaveis, entao, pelo Lema anterior, w possui
uma subpalavra b*, com |b| < d, absurdo. Logo os d-finais de w sao comparaveis. Seja v o
inicio de w de menor comprimento tal que os d-finais(donde |v| > d) de v sdo comparaveis.
Mas v = gz, com |z| = 1, e assim ou |g| < d, ou os d-finais de ¢ sdo incomparaveis (pela
condigdo minimal de v).

Logo os d-finais de ¢ sao incomparaveis e |q| > d (pois |¢| < d e os d-finais de ¢ serem
compardveis sao condigoes incompativeis), pelo Lema anterior ¢ = a(cb')'c, onde ¢ # 1 #£ U/,
la] + ||+ || <det>1o0ugq=abl,ondeb#1elal+ |b] < d. Portanto w contém b* (ou
(b)), |b] < d (|cb] < d), donde t < k, pela hipdtese.

Denotemos por S o conjunto de todas as palavras escritas de uma das seguintes formas:

(i) v=oa(ct)lcx,onde c£1#VY,t € I;_1, |a| + || + |¢| <d—1, |[x] =1 e x nado ¢ inicio
de b;

(ii) v =ab'z, onde b # 1, t € I;_1, |a| + |b| < d—1, |x| =1 e x nao é inicio de b.

Vamos agora estimar a quantidade de elementos de S. Para os elementos do tipo (i),
seja | = |a|] + |V/| + |¢| fixado. Sabemos que 2 < [ < d — 1. Também os inteiros |a| e
la| + |¢| determinam |a|, |b'] e |c|. Deste modo, |a| e |a|] + |¢| devem ser elementos distintos
entre 0,1,...,1 — 1, donde temos (é) possibilidades para os inteiros |al,|b| e |¢|. Como ab'c

é palavra em W e determina a, ¥’ e ¢, temos m! possibilidades para a, ¥’ e c. Temos (k — 1)
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possibilidades para o t e (m — 1) possibilidades para que a letra = seja distinta da primeira

letra de b. Assim, com [ fixado temos

(5) = D =)

possibilidades para v. Somando em [ = 2 até d — 1 obtemos que o nimero de elementos do

tipo (i) é limitado por
d—1

> (;)ml(k —1)(m—1).

1=2
Com uma andlise andloga para os elementos do tipo (ii), obtemos que o nimero de

elementos do tipo (ii) é limitado por

ilml(k‘ —1)(m —1).

Assim,

Observagao 2.1.9. Agora, motivados pelo Lema anterior, definimos o numero s(d, k) =

() (k — 1)m.

2
O préximo teorema é a versao combinatoria do teorema de Shirshov, demonstrado por

Belov, o qual sera o resultado chave em nossa abordagem as PI—Algebras finitamente geradas.

Teorema 2.1.10. Seja w € W = (x1,...,2,), m > 1, e sejam k e d inteiros tais que

k>d>1ew nao € d-decomponivel. Entao

w = cov]flclvgz .. .vfrcr,
onde |v;| < d, k; =k, r < dm? e
r dA k2 d
> lal < dhsd, k) + dik(r +1) < <5,

i=0
as palavras v; e ¢; nao possuem inicio comum e quando ¢; = 1, v; e v; 11 NAo Possuem inicio

comum.
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Demonstragdo. Podemos assumir |w| > d?ks(d, k), caso contrario ponha ¢y = w e o resultado

estd mostrado. Assim podemos escrever
w = aybyashs . .. asbasiq,

onde t = ds(d, k), |b;| = kd e os a; sdo arbitrarios. Caso nenhum b; contenha uma subpalavra
b*, |b] < d, entdo, pelo lema anterior, b; = vsu;, onde v; € S e v; tem d subpalavras
comparaveis. Mas como t = ds(d, k) > |S| temos que algum v; se repete d vezes em w. Pelo
Lema 2.1.4, w é d-decomponivel, absurdo.

Assim, existe b; que possui uma subpalavra b* com |b| < d. Logo w também contém b*.
Seja ¢g 0 menor inicio de w tal que w = cov’flwl, onde |v1| < d, k; = k e v; e wy ndo possuem
inicio comum. Podemos supor que eles nao possuem inicio comum, pois, caso contrario,
poderfamos escrever v; = pr, w; = pq com ¢ e r sem infcio comum, e entdo w = cop(qp)*r,
onde gp e r ndo possuem inicio em comum. Caso w; contenha uma subpalavra b*, |b| < d,
escolhemos o menor ¢; tal que w; = clv§2w2, onde |vg| < d, ko = k e vg € wy ndo possuem
inicio comum (da mesma forma com que fizemos anteriormente). Procedendo desta maneira
obtemos o seguinte

ki, ok
w = couitevd? .. vfre,,

onde |v;] < d, k; > k, os ¢; nao contém palavra da forma b*, |b| < d e as palavras v; e ¢; nao

possuem inicio comum e quando ¢; = 1, v; e v;,; nao possuem inicio comum.
d—1
i

letra diferente da primeira letra de v;. (Aqui usamos que k > d e possivelmente ¢, = 1). O
d—1

Agora w possui r — 1 subpalavras disjuntas, a saber v{" "x; com i € I,_;, onde z; é uma

ntimero de palavras da forma v* 'z, |x| = 1 e 2 ndo é a primeira letra de v é

d—1
Zml(m— 1 =m%—m<m?
I=1

d—

Se r > dm¢, entao alguma palavra da forma v¢~'z, |z] = 1 e 2 ndo é a primeira letra de

v se repete pelo menos d vezes em w:

d—1

w = %(Ud_lf)%(v T)qs ... Qd—l(Ud_lx)CIm

pelo Exemplo 2.1.5, v 'x possui d subpalavras comparaveis, e pelo Lema 2.1.4 w é d-

decomponivel, absurdo. Logo r < dm? (e r + 1 < dm?).

43



Para provar a desigualdade do Y _;_, |¢;|, dividimos os ¢; em subpalavras de comprimento

dk, mais uma palavra de comprimento menor que dk. Assim

p— zM,

temos p segmentos de comprimento dk ( |« denota a parte inteira de o € R). Como ¢; nao

possui subpalavras da forma b*, |b| < d, pelo Lema anterior, cada um desses p segmentos
comega por um elemento de S com d subpalavras comparaveis. Se p > ds(d, k), entao
algum elemento de S repete d vezes em w, que ja sabemos, pelo Lema 2.1.3, torna w d-
decomponivel, absurdo. Logo p < ds(d, k). Além disso, usando as propriedades de parte

inteira,

donde

T

> leil < dk(p+ (r + 1)) < d*ks(d, k) + dk(r + 1) < d*km? ((’f ~Dd-1{[) , 1> -

1=0 2

]

Definicao 2.1.11. Seja A uma dlgebra gerada por V- = {r;}icr, . Seja H um subconjunto
finito das palavras com letras em V- (H C (r,r2, -+ ,Tm) na nossa notac¢ao). Diremos que

A tem altura h com respeito a H se h € o menor niumero natural x tal que

k1 kg

A = span{u;'u Zt, para todo j € Iy, u;, € H,t < x}.

Exemplo 2.1.12. Seja A = K[X], onde X = {z1,...,x,,}, a dlgebra unitaria dos polinémios
sobre um numero finito de variaveis comutativas. Entao A tem altura m com respeito a X,
pois A = span{xkl R kel > 0} e z125 ...z, ndo pode ser escrito com menos do que

m

m fatores distintos.

Teorema 2.1.13 (Shirshov). Seja A uma P[—Algebm, satisfazendo uma identidade de grau
d > 1, gerada (como dlgebra) por V- = {r;}icr,,. Entao A tem altura finita com respeito a

H={ryri,...1m;s <d,i; € I,}}.
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Demonstracao. Podemos supor que a identidade polinomial é multilinear, digamos f tal que
flzr, . xq) + 2129 . g = Z QoTo(1)To(2) - - - To(d)-
aESd\a

(somamos sob todas as permutagoes nao triviais)

Considere um produto w = 74,7, ...7;, € A. Se a palavra w é d-decomponivel, entao
W = WoWq . . . WgWq+1 > WoWe(1) - - - Wo(d) Wd+1
para toda permutacao nao trivial o € S;. Utilizando a identidade polinomial
wo(w1w2 . wd+1 E AsWoWs(1)We(2) -+ + Wo(d)Wd+1-
o€Sq\e
Assim w é combinacao linear de palavras de tamanho p, e menores em relagao a ordenagao
definida (em Defini¢ao 2.1.1). Podemos continuar o processo nas parcelas, até w ser com-

binagao de palavras nao d-decomponiveis. Seja w’ uma dessas parcelas nao d-decomponiveis.

Fixamos k = d. Pelo teorema anterior,

w' = couiewk? ke,

onde |v;] < d, k; =k, r < dm? e

d*k*m?

Z|CZ d*ks(d, k) + dk(r +1) < —

as palavras v; e ¢; nao possuem inicio comum e quando ¢; = 1, v; e v;41 nao possuem inicio
comum. Considerando a palavra ¢; # 1 como produto ¢; = uj, ... u;, com u;, € V, obtemos
que

N . . k’l ]{,‘2 kt
A = span{w;w = Uy ... UpgU7 Upg 1 - - - Up, U2 o V0 Up, 41 - - Up,

Portanto a altura h de A satisfaz

! dSm¢?
h<t+) ol <dm®+ "

]

Teorema 2.1.14 (Levitzki). Seja A uma PI-A/lgebm, satisfazendo uma identidade de grau
d > 1, gerada (como dlgebra) por V- = {r;}ics,,. Seja P o conjunto de todos os produtos
Tig =Ty, k< d.

Se todo elemento de P € nil, entdo a dlgebra A € nilpotente. Em particular, dimyg A < oo.
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Demonstracao. Pelo Teorema de Shirshov 2.1.13, A é gerado pelos produtos

_ k1,

k¢
w = u;

.. uzt s
onde t < h (h é a altura) e os u;, sao palavras de comprimento < d com letras em V. Como
as possiveis palavras u;, sao em numero finito, existe uma cota superior n para a classe de
nilpoténcia delas. Portanto, se todos u;; sao nil e a soma ky + ... + k; é suficientemente
grande (maior que h(n — 1)), entdo algum u,;, aparece com grau maior que n — 1 e a palavra

é igual a 0. [

2.2 Dimensao de Gelfand-Kirillov

Nesta secao apresentaremos conceitos basicos e propriedades da teoria de GK-dimensao
necessarias para uma boa compreensao do préximo capitulo (tais conceitos e propriedades
nao aparecem no Capitulo 1). Apds, vamos relacionar Pl-equivaléncia com a Dimensao de
Gelfand-Kirillov. Nesta se¢ao vamos considerar Ny o conjunto dos nimeros naturais com o
zero e N o conjunto dos naturais sem o zero. Aqui estaremos considerando todas as algebras

associativas, nao necessariamente unitarias.

2.2.1 Conceitos Basicos e Propriedades

Iniciamos com a definicao do nosso principal objeto de estudos, a dimensao de Gelfand-
Kirillov.

Defini¢ao 2.2.1. Seja A uma K-dlgebra, gerada (algebricamente) por V. = {r;}icr,.

K |, se A € unitaria

VO .=

0 ,cec
Para todon € N, V"™ :=span{r;, -...-ry,; i:j € I, —i; € I,,,} CTA.
Definimos

gy . Ny — Ny
n— dimg (30, Vi)
(chamada de fungao crescimento de A, com respeito a V')

A dimensao de Gelfand-Kirillov de A € definida por:

GKdim (A) := limsup log,, gv(n).
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Observagao 2.2.2. A dimensao de Gelfand-Kirillov de uma &algebra A pode nao existir,
nao ser um numero real. Neste caso, por abuso, ainda diremos que existe a dimensao de
Gelfand-Kirillov e escrevemos GKdim (A) = oo e, caso seja necessario, consideraremos a

aritmética real estendida sem mencoes explicitas, uma vez que o comportamento é natural.

Observacao 2.2.3. Na verdade, o conceito de dimensao de Gelfand-Kirillov é mais geral e

esta ¢ uma versao particular. Para maiores detalhes veja [12].

Proposicao 2.2.4. GKdim (A) nao depende da escolha de V', conjunto finito que gera (al-

gebricamente) A.

Demonstragdo. De fato, sejam V' = {r;}icr,, ¢ W = {s;}icr,, conjuntos que geram (algebri-
camente) A .

Como V gera A como élgebra, s; € W C R, existe p; € N tal que s; € b Ve

Assim existe p = max{p;;j € Ly} tal que W C Y% V' Logo W' C >°F V' donde
conclufmos que W C > 'V* e também que Y W C Y " V*.

Agora temos gy (n) < gy(pn), donde tiramos

log,, gw(n) < log, gv(pn) = log, pn - log,, gv(pn) = (1 + log,, p)log,, gv(pn) =: c,.

Sejam ¢ := limsup ¢,,, d,, :=log,, gv(pn) e d := limsup d,,. Mostremos que ¢ = d.

Primeiro vamos mostrar que d < c¢. Para todo n € N; 1 < p implica 0 = log,, 1 < log,, p,
donde 1 < 1 +log, p, e assim d,, = log,, gv(pn) < (1 +log, p)d, = c,.

Portanto d < c.

Agora mostremos que ¢ < d. Existe sequéncia n : j € N < n; € N crescente tal que
1i§ncnj = ¢ (mesmo que ¢ seja 00).

Existe lizn(l +log,, p) = 1, logo existe liin(l +log,, p) = 1.

Cn.

Agora limd,, = i B
Bora A = M 1 log,, p) — limy (1 + log,, p)

lim; ¢,

Portanto ¢ < d.

Assim limsup log, gw(n) < d = limnsup log,,,, gv(pn) < limksup log,, gv (k).

Finalmente, GKdim y (A) < GKdim (A).

Analogamente mostra-se que GKdim y(A) < GKdim (A). O

Exemplo 2.2.5. Para A = K[X], onde X = {x1,...,2,}, a dlgebra unitaria dos polinomios

em m varidveis comutativas. Entao, GKdim (A) = m.

47



De fato, com rela¢do ao conjunto usual que gera (algebricamente) os polinomios, V =

{xi}ielm

gv(n) = ##{mondmios de grau < n em m varidveis comutativas}
= #{mondmios de grau n em m + 1 varidveis comutativas}

= #{sequéncias den e e m|}

_ (m+n)!
N min!
Basta observar que,
x! L R I Vi
= age|...|lane
! e 1
Portanto gy(n) = (m T 7) = (m +n) ‘ (n + ), que é uma funcao polinomial de

grau m. Logo GKdim (A) = lim sup log,, gy (n) = m.

Para deixar mais claro, no exemplo anterior identificamos, no caso particular m = 2 e
n = 6, 3Ty com y3ylys, com 3 e |2 e |le que pode ser vista como a sequéncia de simbolos

Exemplo 2.2.6. Para A = K(X), onde X = {xy,...,2,} e m > 1, GKdim (4) = co. De
fato, suponha que GKdim (A) = ¢t. Com relagao ao conjunto usual que gera (algebricamente)
os polinomios, V' = {; }ier,,, temos gy (n) =Y i m'".

Mas ¢é facil ver que gy cresce mais que qualquer funcao polinomial, isto é, para todo
ke N, k <log, gv(kn), pois se n € Ny, entao 2" —n > 0 e como m > 2 temos

mt =2 >0 — (mM)* =0k =k <mPr < mi = gy (kn).

Portanto k& < log, gv(kn) que nos dd que k£ < GKdim (A), absurdo visto que k é ar-

bitrario.

Proposigao 2.2.7. Seja A uma dlgebra associativa finitamente gerada como dlgebra. Entao
dimg A < oo se, e somente se, GKdim (A) = 0. Mais ainda, se dimg A = oo, entao

GKdim (A) > 1.

Demonstragao. Seja V' = {r;};cr, conjunto que gera (algebricamente) A.
Sabemos que para &lgebras associativas V™! = span{V"™ - V}. Temos dois casos a

considerar.
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e Existe ny € Ny tal que V™ C 3" V. Neste caso, p € N implica que V" C
S0, VY, e assim gy (1o + p) = gy () < 00,

Logo n > ng implica gy (n) = gy (ng) < 0o, o que nos déd que GKdim (A) = 0.

Isto ocorre se dimg A < oo (basta tomar V = {r;};cs,, base de A (A =V1)).

e Para todo n € Ny, V"t & 3™ V°

Neste caso, >V € S Vi donde gy (n) < gy(n +1).

Mostremos que gy (n) > n por indugao.

i)gy(0) > 0 trivialmente;

ii)gy(n+1) > gv(n) Ig n, logo gy (n+1) > n donde gy(n+1) > n+ 1 como queriamos.

Enfim, log, gv(n) > 1, implicando GKdim (A) = limsuplog,, gv(n) > 1. Isto ocorre se
dimg R = oo. O

Proposicao 2.2.8. Seja A uma dlgebra, e S = h(A) imagem homomdrfica de A pelo homo-
morfismo h. Entao GKdim (S) < GKdim (A).

Demonstracao. Sejam h : A — h(A) = S homomorfismo de K-dlgebras e V' = {r;}ics,,
conjunto que gera (algebricamente) A . Claramente temos que W = {h(r;) }icr,, é conjunto
que gera (algebricamente) S.

Agora, para todo n € N,

WS (V) =h()_ V)
1=0 =0 1=0
Assim
gw(n) = dimg ZW < dimg h(z VY < dimg ZVi = gv(n).
i=0 i=0 =0
Portanto GKdim (S) < GKdim (A). O

Proposicao 2.2.9. Sejam A uma dlgebra finitamente gerada como dlgebra, e S uma subdl-

gebra de R, finitamente gerada como dlgebra.
Entao GKdim (S) < GKdim (A).
Demonstragdo. Sejam W = {s;}ic; , conjunto que gera (algebricamente) S, e U = {r;}ier,,

conjunto que gera (algebricamente) A.

Como V = W U U gera (algebricamente) R e para todo n € N temos W" C V" donde

gw(n) < gv(n)
Finalmente GKdim (5) < GKdim (A). O
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Proposicao 2.2.10. Seja A uma dlgebra comutativa, S uma subdlgebra de A, finitamente
gerada como dlgebra, tal que A é finitamente gerado como S-mddulo. Entao GKdim (S) =
GKdim (A).

Demonstragao. Seja U = {r;}icr, conjunto gerador de A como S-médulo.

Temos rir; = >/, sz(f)rk, onde sz(f) €s.

Seja T' = {si}icr, conjunto que gera (algebricamente) S.

Temos que W =T'U {sg); (1,5,k) € Iy X I, X I} é conjunto que gera (algebricamente)

Logo V =W UU gera (algebricamente) R.

Mostremos que 7 VEC S WEH S S Wiy

Primeiro vamos provar por indu¢ao em ¢ que V¥ C Wi+ 3" Wiy,

)V0 = WY claramente;

Ve VEC (W30, Whe) (W UY) C WL 570 Whey 370 Wty

C WL 30 Wy + 370 Wt’lsl(f)rk C W+ 57" Whry, o que prova o passo
indutivo.

Somando em ¢, obtemos Y ;. V! C WO + 3" (Wi 37" Wile) C S0 W+
D o Wi =3 W 2?2—01 W'r.

Portanto gy (n) < (m + 1)gw(n) e GKdim (4) < GKdim (.5).

Pela Proposic¢ao anterior, GKdim (S) < GKdim (A).

Assim, GKdim (S5) = GKdim (A). O

Proposicao 2.2.11. Seja A uma dlgebra comutativa.
Entao GKdim (A) € igual a dimensao de Krull de A.

Demonstracao. Usando o Teorema de Normalizacao de Noether, que nos diz que A contém
uma subdlgebra polinomial S, ou seja S ~ K [y1,...,yq|, onde d é a Dimensao de Krull
de A (comprimento da maximal cadeia de ideais primos de A), tal que A é um S-médulo
finitamente gerado (A ¢ integral sobre S).
Assim de S ~ K[y, ..., y4] temos que GKdim (S) = d (Lema 2.2.8 e Exemplo 2.2.5).
Pela Proposicao anterior GKdim (A) = GKdim (5) = d. O

Observacgao 2.2.12. Este resultado é interessante pois, em suma, diz que a dimensao de
Gelfand-Kirillov é uma boa generalizagao do conceito de dimensao de Krull, pelo menos para

algebras comutativas. Ja é conhecido que a dimensao de Gelfand-Kirillov coincide com a
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dimensao de Krull cldssica para PI-algebras semiprimas e finitamente geradas, num resultado
de Malliavin-Bremeret [14]. Mais interessante ainda é observar que, a principio a dimensao
de Gelfand-Kirillov assumiria qualquer valor real, no entanto em algebras comutativas ela

assume apenas valores inteiros (positivos).

Vejamos agora mais alguns resultados que facilitam o calculo da dimensao de Gelfand-

Kirillov.
Proposicao 2.2.13. Seja A uma dlgebra
e Se I é um ideal de A, entao GKdim (A/I) < GKdim (A);

e Jd vimos que GKdim (A) = 0 se, e s6 se dimg A < oo . Se dimg A = o0 e A €
associativa, entdo GKdim (A) =1 ou GKdim (A) > 2;

Se B = Alxy,...,x,], entao

GKdim (B) = GKdim (A) + m;

Se B ¢ uma dlgebra, entdo

GKdim (A & B) = max{GKdim (A), GKdim (B)};

e Se B € uma dlgebra, entao

max{ GKdim (A), GKdim (B)} < GKdim (A ® B) < GKdim (A) + GKdim (B);

e Para todo o € R, a > 2, ewiste uma dlgebra associativa B com GKdim (B) = .
Demonstragao. Para maiores detalhes, veja [12]. O

Teorema 2.2.14. (Berele, [6]) Toda PI-Algebra finitamente gerada como dlgebra possui
GK-dimensao finita.

Demonstragao. A demonstracao seguird a prova dada em [7], Teorema 9.4.1. Seja A uma
PI—Algebra finitamente gerada como &lgebra por V' = {r;};cr,. que satisfaca uma identidade
polinomial de grau d. Pelo Teorema de Shirshov 2.1.13, A possui altura h finita com respeito

a H = {ryry,...1r,;s <d}, as palavras com letras em V' de tamanho menor que d. Ou seja,

A = span{ufuf2 . uf; para todo j € Iy, us, € H ok > 0,1 < h}.

i1 Vg Mt PAS]

51



Assim,
h
ki, k k :
V" = span{u;lug; .. ug'; para todo j € In,uy; € H by >0, Zklj\ulj\ =n},
=1
e temos

n h
ZVT = span{uflluf; . uf:, para todo j € In,u;; € H, k; >0, Zk%|u%| < n}.
r=0 J=1

Seja p o numero de palavras em H ( p = Z?;ol m?). A quantidade de indices (iy, ..., i) é
limitado por p". A quantidade de monémios de grau < n em h varidveis é (””}:h), como Visto

em Exemplo 2.2.5, pois os u;; sao varidveis e como nao estao determinados podemos tomar
como comutativos. Assim gy (n) = dim ), V" é limitado pelo produto da quantidade de

indices (i1, ...,7,) com a quantidade de monomios de grau < n em h varidveis,

gv(n) <p" (n Z h) :

Portanto GKdim (A) < h, pois o lado direito da desigualdade é um polinémio de grau h
(em n). O

Corolario 2.2.15. A GK-dimensdo de uma Pl-dlgebra finitamente gerada A € limitada pela

altura de A, com respeito a qualquer conjunto finito que gera A.

2.2.2 Relacao entre PI-Equivaléncia e GK-Dimensao

Nesta secao pretendemos mostrar resultados que permitem relacionar os conceitos de

GK-dimensao e de Pl-equivaléncia.

Defini¢ao 2.2.16. A dlgebra relativamente livre (também chamada de universal) de posto

m na variedade gerada pela dlgebra A € definida por
Fn(A) = K(x1,...,20) /(T(A) N K{x1,...,Tm)).
Lema 2.2.17. Se A e B sdo duas dlgebras Pl-equivalentes, entao
F.(A) = F,(B) e GKdim F,,,(A) = GKdim F,,,(B).
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Demonstracao. Sendo A e B algebras Pl-equivalentes, temos que T'(A) = T(B). Dai, vem
que T,(A) =T(A)NK(X)=T(B)NnK(X)=T,,(B) e

Fu(A) = K(z1,...,xpn)/Tn(A) = K(x1,...,2m)/Tn(B) = F.(B).
Portanto, GKdim F,,,(A) = GKdim F,,,(B). O

Observacao 2.2.18. Podemos extrair uma relacao extremamente til deste lema. Podemos
utilizar a contra-positiva do Lema 2.2.17 para concluir a nao Pl-equivaléncia de algebras,
pois essa contra-positiva diz que PI-adlgebras que possuem algebras universais com dimensoes

de Gelfand-Kirillov diferentes nao sao Pl-equivalentes.
Lema 2.2.19. Se T(A) C T(B), entio GKdim F,,(A) > GKdim F,,(B).

Demonstracao. Sendo T'(A) C T(B) obtemos que T,,(A) C T,,,(B). A partir disso obtemos

o seguinte homomorfismo sobrejetor:

v F.(A) —  E.(B)
F+Tw(A) — f+Tu(B).

Dai, F,,(B) é imagem homomorfica de F,(A) e da Proposigao 2.2.8, obtemos que
GKdim F,(A) > GKdim F,,(B)

como queriamos. O
Lema 2.2.20. Se B C A, entao GKdim F},,(B) < GKdim F,,,(A).
Demonstracao. Como B C A, temos T'(B) D T(A) e em seguida usamos o Lema 2.2.19. [
Teorema 2.2.21. GKdim F,,,(A & B) = max{GKdim F,,,(A), GKdim F},,(B)}.
Demonstracao. Inicialmente, observamos que

(1) TAe B)=T(A)NT(B) e T,,(A® B) =T,,(A) N T,,(B);

(2) Frn(A® B) = K(x1,..., ) /Ti(A® B) = K{(x1,...,2)/Tn(A) NT,,(B).
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Agora, sendo A, B C A& B, usamos o Lema 2.2.20, para obter que
GKdim F,,,(A), GKdim F,,,(B) < GKdim F},,(A & B).
Dali, vem que
GKdim F,,(A & B) > max{GKdim F,,,(A), GKdim F,,,(B)}. (2.1)
Consideramos agora a imersao natural
K{xy,...,2m)/T(A® B) = K(z1,...,20)/Tn(A) ® K{x1,...,2m)/Tn(B),

ou seja,

Fu(A® B) < F,,(A) ® F,,(B).

Utilizando (1) e a Proposigao 2.2.9 (juntamente com Proposi¢ao 2.2.8), obtemos que
GKdim F,,,(A & B) < max{GKdim F,,(A), GKdim F},,(B)}. (2.2)
A partir de 2.1 e 2.2, obtemos que
GKdim F,,(A ® B) = max{GKdim F,,(A), GKdim F,,(B)} = GKdim [F,,(A) ® F(B)]
como desejado. O

Com isto, ja possuimos as ferramentas necessarias para concluir a nao Pl-equivaléncia de
M, 1(E) e E® E sobre K infinito e char K # 2 usando GK-dimensao.
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CAPITULO 3

TEOREMA SOBRE O PRODUTO
TENSORIAL EM
CARACTERISTICA COSITIVA

3.1 Teorema sobre o Produto Tensorial

Uma consequéncia da teoria de Kemer sobre a estrutura dos 7T-ideais é conhecida como

o Teorema sobre o Produto Tensorial (TPT):

Teorema 3.1.1 (Kemer). Seja K um corpo e charK =0 e a, b, ¢, d € N. Entao:
(1) T(Mop(E) @ E) =T (Mats(E));
(2) T(Mayp(E) @ Mea(E)) = T(Macybaadrve(E));
(3) T(M11(E)) =T(E® E).

Este resultado foi também demonstrado por Regev em [19], sem o uso da teoria citada
acima. A demonstragdo de Regev é mais simples, pois usa argumentos combinatérios e (im-
plicitamente) identidades graduadas. A ideia central do artigo citado acima é construir uma

aplicagao linear que, embora nao possua propriedades como ser homomorfismo, injetividade
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e sobrejetividade, ainda garanta a igualdade dos respectivos T-ideais. Uma importante ideia
deste estudo foi olhar para as matrizes em questao como uma algebra de fungoes. A principio,
esta atitude pode nao parecer interessante, no entanto goza de boas propriedades, além de
facilitar a notacao.

No artigo [3] foi indicada uma demonstrac¢ao, quando K é um corpo infinito e char K # 2,
para a versao multilinear do TPT. Isto é, quando nos restringimos aos T-ideais gerados
apenas pelos polinomios multilineares. Nas préximas, se¢oes desenvolveremos as ideias de
Regev ([19]), com as devidas modificagoes, para demonstrarmos o TPT multilinear como foi
sugerido no artigo citado no inicio do paragrafo. Na ultima se¢ao, mostraremos que o TPT

(geral) nao é valido em caracteristica positiva.

3.1.1 Algebras de Matrizes

Definigao 3.1.2. Seja J um congunto finito e v : J — Zy uma fungdo. O par (J,v) é
chamado conjunto a valores em Z,. FEscreveremos J = JyU Ji, onde J; = v1(g), para

g € Zy. Dado um sequndo congunto (J',v"), v' : J — Zso, definimos:

17:<U,'U,):JXJ/ — ZQXZQ

(i,5)  — (v(@),v'(5))

e também
vy JJxJ — Zs
(1,7)  — w(i) + (7).

Observagao 3.1.3. A defini¢do acima nos permite escrever M,;(E) (lembre que E é a
algebra de Grassmann) de outro modo muito interessante. A saber, seja n = a + b, J um
conjunto com n elementos, como I,, por exemplo, com v : J — Z, tal que Jy = v~*(0) como
acima e com a elementos, como I, por exemplo, v = v e considere v, : J X J — Zg. Assim,
podemos escrever Mo ,(E) = {(ai;)ijer,.: ij € Euv, )} = Mj(Ey, j);1,7 € J).

Nesta secao, denotaremos por simplicidade E;; := (i,j)- Desta forma, escreveremos

vt
Mj(E;;) = Mj(E,, )31, € J). Recordemos que na Algebra de Grassmann E,E, C E .y,
se g, h € Zy e a soma g+ h é a soma em Zy. Logo, L, ;, Ei, ., C E;, i, para todo iy, i,

i3 € J.
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Note que, como espagos vetoriais, M;(E; ;) e EB E; ; sao isomorfos. Consideremos
ijeJ
Trs Er,s — @ Ei,j
ijed
as inclusoes canonicas. Para termos a igualdade acima no nivel de algebras, definimos a
multiplicacao em @ E; ; como sendo distributiva e satisfazendo:

i,5€J

0 ,sejFET

mis(aijajs) , sej=r.

TG4 (ai,j) Wr,s(ar,s) -

A préxima observacao ilustra o bom comportamento dos conjuntos a valores em Zsy com

o produto tensorial.

Observacao 3.1.4. Para (J,v) e (J',v') conjuntos a valores em Z,, considere M;(E; ;) e
My/(E, ). Entdo M;(E;;) @ My(E,s) = Mp(Ei; ® E, ) (veja Definicao 3.1.2). Com
efeito, temos que MJ(EM>®MJ’(ET,S> = (@z‘,jej Eiﬂj)®(®r,se,ﬁ Eps) = @i,jEJ @r,seJ’(EiJ@)
E, ), como espagos vetoriais. Além disso, este isomorfismo é dado por m; ;(a; ;) @7, s(ars) —
(i), Grs) (Gij @ ars), 0 que faz dele um isomorfismo de dlgebras.

Por outro lado, se My ,(E) = M;(E; ;) e M. q4(E) = My (E, ), entao segue da Observacao
3.1.3 que Mactpdadrve(E) = Myx g (Ejj) rs))-

3.1.2 Equivaléncia Multilinear

Nesta se¢ao, enunciaremos o resultado principal deste capitulo: o TPT multilinear. Fa-
remos algumas simplificagoes na notacao e, logo apés, definiremos uma aplicagao p*, estuda-
remos suas propriedades e apresentaremos alguns resultados essenciais para a demonstragao
do TPT multilinear.

Para uma &lgebra A, denotamos por P(A) = {f € T(A); f é multilinear} as identidades

polinomiais multilineares satisfeitas por A.

Defini¢ao 3.1.5. Duas Pl-dlgebras A e B sdo ditas Pl-equivalentes se T'(A) = T(B).

Quando P(A) = P(B), dizemos que A e B estdo em equivaléncia multilinear.

Observemos que, quando consideramos algebras sobre corpos com caracteristica zero, a
Pl-equivaléncia é consequéncia da equivaléncia multilinear. Veremos no final deste capitulo

que, para algebras sobre corpos infinitos com caracteristica positiva, isto nao é verdade.
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O resultado principal deste capitulo é o TPT multilinear, ou seja, a “versao multilinear”

do Teorema do Produto Tensorial:

Teorema (TPT multilinear) Seja K wum corpo infinito com charK # 2 e a, b, ¢, d € N.
Entao:

(1) P(Map(E) ® E) = P(May(E));
(2) P(Map(E) ® Mca(E)) = P(Mactbdadroc(E));
(3) P(Mi(E)) = P(E® E).
No restante desta secao desenvolveremos grande parte da técnica necessaria para de-

monstrarmos o teorema acima. Vale notar que, de acordo com a Observacao 3.1.3, para

demonstrarmos a segunda afirmacao do TPT multilinear é suficiente mostrarmos que:
P(MIXI’<E7L,]’ ® Er,s)) = P<MI><I’(E(i,j),(r,s))>-
Definigao 3.1.6. Seja u: E® E — E a multiplicagio pu(x @ y) = zy.

Observacgao 3.1.7. De acordo com a definicao acima, para g, h, g + h € Zs, temos que
w(E; @ Ep) C Egyp. Assim, sejam D(0) = {1}, D(l) = {e;, ...e;;;1 <4y < --- < i} para
[ >1, E™ o subespaco de E gerado pela unido U=, D(1) e seja também E§”) =E,NEM,
Entao, temos que pu(Ey ® Ey) = p(E, ® Ey) = E,, pois 1 € Ey e p(Ey @ Ey) = E(()2). Deste

E(gvh)

modo, denotaremos j(F, ® Ep,) = E7),’.

Neste momento, usando a observagao acima, faremos algumas simplificagoes nas notagoes

que serao usadas nesta e em outras secoes.

Notagao 3.1.8. Dados (J,v), (J',v") conjuntos a valores em Zs, denotaremos:

_ gl G, vly (r,s))

v (i) 0, (r,8) 7

o Eli,j,r s =
° Ml = MJXJ’(E[ivjvrﬂ SD;
o M := MJ><J’(EU+(Z'J')+”§-(T’S));

([ ] N = MJXJ’(E1)+(i,j) & Evj'_(r,s))'
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A acao de p nas entradas de N induz uma aplicagao sobrejetora p* : N — M; C M. Mais
precisamente, se (g )kicsxs € N, entdao p*((xr1)) = (u(zry)). E imediato que a aplicacio

w* € linear.
Teorema 3.1.9. Sejam My, M como descrito em Notacao 3.1.8. Entao P(M) = P(M).
Para demonstrarmos este teorema faremos uso do seguinte resultado:

Lema 3.1.10. Sejam A O B duas Pl-dlgebras satisfazendo a sequinte condi¢do:

para quaisquer ay, as, .. .,a, € A, existem ay, aj, ..., al, € Z(A) tais que:

(1) a;a; € B parai=1,...,n;

(2) Para qualquer a € K(ay, ..., a,) temos a}ay---al, -a=0 se, e somente se, a = 0.
Entio P(A) = P(B).

Demonstracdo. Como A O B, basta mostrarmos que toda identidade multilinear de B é
também uma identidade de A. Para tanto, sejam f(xq,...,x,) uma identidade multilinear
de Beay,...,a, € A. Chame a = f(ay,...,a,) e sejam a}, ..., a,, € Z(A) satisfazendo (1)
e (2). Logo, segue de (1) que:

0= f(aia,...,a, a,)=dy---a, flar,...,a,) =al---aa

e, por (2), temos que a = f(ay,...,a,) =0, como querfamos. ]
Agora estamos em condigoes de demonstrar o teorema.

Demonstracao. (Teorema 3.1.9) Basta mostrarmos que M; e M satisfazem as hipéteses

(U+(i7j)7v/ (7",8))
Emr(i,j)—&—vi(r,s) < EU+(iaj)+Uﬁr(7"75)’ temos

do Lema 3.1.10. Com efeito, desde que Eli, j,7,s] =
que M; C M.

Sabemos que M = M, ;(E), para k, | convenientes (veja Observagao 3.1.4). Assim, dados
Uy, ..., up € M, sejan = n(u,...,u), tal que uy,...,uy € M (E(V,)) (veja Exemplo
1.1.20). Tome u} = epi1€niolng, ..., Uy = €pioi1 €ntor Ly, € disto seguem (1) e (2) do

Lema 3.1.10, implicando no resultado desejado. O
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Notacao 3.1.11. Seja W = J x J'. Dados u,w € W, considere e,., € My (E) a “matriz

unidade” correspondente a posicao u, w. Isto €, e, : W x W — E € definida por:

1, se(r,s)=(u,w)

0 , se(r,s)# (u,w).

Cuw(r,s) =

Observe que, dependendo de u e w, podemos ter €,., € N ou ey € M. Seguindo a

notagao da Definicao 3.1.2, para u,w € W, escreveremos em Zg X Zo:
O(u) + 0(w) = (g.h), g.h € L,

e denotaremos:
E(0(u) +9(w)) = B, ® Ej,.

Recordemos que D = Dy U Dy é uma base de E, onde Dy = {1} U {e;, ...e;;1 < iy <
c <y =2,4,6,...}, Dy ={e e ;1 <ip < oo < dip,r=1,3,5...} e. Assim,
escreveremos S = {(c ® d) ey w;u,w € W, ¢ € Dy, ed € Dy, onde 0(u) + 0(w) = (g, h)}.

Observacao 3.1.12. No que foi feito acima, considere u = (i,7), w = (j,s) e W = J x J'.
Entao 9(u) +0(w) = (v(2) +v(j), ' (r)+0'(s)) = (v4(4, 5), v, (r,s)) = (g, h). Logo, se c € Dy
ed € Dy, temos que c®d € E,, ;) @ E,, (s € estes elementos ¢ ® d geram linearmente
Ey (i.jy®FE,, . Disto segue que o conjunto S, definido em Notagao 3.1.11, gera linearmente

a algebra N.

Definicao 3.1.13. Sejam A e B duas Pl-dlgebras. Uma aplicagdo linear sobrejetora ¢ :
A — B ¢ dita canceldvel se, para todo polinémio multilinear f(x), temos que ¢ o f(x) é

identidade em B se, e somente se, f(x) € identidade em A.
Queremos mostrar que p* é cancelavel, e para tanto precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.1.14. Sejam aq, as,...,a, € D, a base de E. FEntao existem um homomorfismo
(de dlgebras) ¢ : E— E e elementos ay, @, ..., a, € D, tais que ¢(a;) = a;, para 1 <i < n

! /
eayay---a, #0.

Demonstrag¢ao. Desde que dim E = oo, podemos encontrar elementos aj, a,,...,a, € D

tais que aja)---al, # 0, e a, € Dy se, e somente se, a; € Dy, 1 < i < n. Primeiramente,

definamos ¢(a}) = a1 e seja K(a,...,a],) C E a subdlgebra gerada por af,...,a,. Como

»'n
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= (—1)wt(“§)wt(a9)a; a; para todo 1 < 4,5 < n, segue que H = {aj aj,---a; ;1 < i <

!/ .

J [
- < i, <n} é uma base linear de K(a},...,al). Para os elementos da base H definiremos
o(ag, ---a; ) = a; ---a;, = @(aj ) ---p(a; ). Desta forma, podemos estender ¢ linearmente
para K(a},...,a,) e, pela escolha dos elementos a;, ¢ é um homomorfismo de algebras.

Como espagos vetoriais, temos F = K(da),...,al) @& A, para algum subespaco A C E.

’'n
Logo, estendendo ¢ trivialmente para E, isto é, impondo ¢(A) = 0, obtemos o resultado

desejado. O]
Teorema 3.1.15. A aplicagdo p* : N — My € canceldvel.

Demonstragao. Seja f(x) = f(x1,...,2,) um polindmio multilinear. Primeiramente, supo-
nha que f(z) é uma identidade para N. Entao, temos imediatamente que p* o f(z) é uma
identidade para M, pois pu* é sobrejetora e linear.

Reciprocamente, suponha que p* o f(z) é uma identidade para M;. Sejam S C N e
T, = (g ®@d)eyw €S, paral <1 < n (como em Notagao 3.1.11 e Observagao 3.1.12).
Desde que S gera linearmente N, é suficiente mostrarmos que f(Z) = f(Z1,...,T,) = 0. O
restante da demonstracao sera dividido em dois casos:

Caso 1: Assuma que ¢y ¢y ¢, -didy---d, # 0, e sejam u,w € W = J x J'. Entao a
entrada u, w de f(T) (isto é, os coeficientes de e, ,, em f(T)) é qyuw €1+ ¢, @ dy -+ - dy, para
algum oy, € K. Logo, auy €1+ Cy-dy---d, é a entrada u, w em 0 = p* o f(z). Como

c1-+Cp-dy---d, # 0, segue que ay,,, = 0, e disto obtemos f(Z) = 0.

Caso 2: Sejam cq,...,cCn,dy,...,d, quaisquer. Aplicando o Lema 3.1.14 para cq,...,C,,
dy,...,d,, temos que existem ¢ : £ — E homomorfismo de dlgebrase ¢y, ...,c,, d},...,d, €
D tais que:

() = ¢, onde ¢} € Dy se, e somente se, ¢; € Dy

¢(d)) = d;, onde d; € Dy se, e somente se, d; € D,

comcy---c,-dy---d, # 0. Definindo 7} = (¢;®d))ey, w,, tem-se T; € S, para todo 1 < < n.
Agora, estendendo ¢ para o homomorfismo de dlgebras ¢* : N — N pela acao de ¢ ® ¢ nas

entradas, temos:
" ((d® dl)euxw) = (p(d) ® ‘P(d/))eu,w'

Logo, ¢*(7}) = Ty, para todo 1 <1 < n, e desde que f(7)) = 0, segue do Caso 1 que:

0= QO*(()) - 90*<f(f/1’f,27 s 75;)) - f(‘p*<f,1)v 90*(5,2)7 SR ’QD*(E;L)) = f(f),



como queriamos demonstrar. O]

Notacao 3.1.16. Fizemos T; = (¢ ® dj)ey,u, € S, 1 <1 < n (como no Teorema 3.1.15).
Denotemos e, = [, Cupy oy To = [[- T, onde o € S, o grupo das permutagies
de n elementos. Se e, = 0, entao T, = 0. Assuma que e, # 0, para algum o € S,.
Por simplicidade, assuma que e. # 0, onde € € o elemento neutro do grupo S,. Logo,
w; = w1, 1 <1< n—1. Denotemos w, = upy1 € (u) = (U1,...,Ups1). Chamaremos
a permutacdo o € S, de (ui,...,uUnq1)-permissivel se e, # 0. Isto €, Usqp1) = Wo(),
1 <1< n—1. Notemos que o simbolo Us(n41) nGo estd definido, uma vez que o € Sy, ou
seja, nao hd sentido para o(n+1). Aproveitamos isso para definir Uym+1) := Wo(n). Para este
o denotaremos (w)o = (Uo(1), - - -, Usm+1)). Observemos que se n € S, € (u)o-permissivel,

entao ((w)o)n = (u)(on), ou seja, on € (u)-permissivel.

Observagao 3.1.17. Sejam 71, To € S, como nas notagoes acima. Naturalmente tem-se
dicg = pcody, onde p = +1 e dal p*(Ty - T2) = pu*(T1) - u*(T2). Se ambos os lados sao
nao nulos, p é unicamente determinado e depende apenas da paridade de d; e cs. Logo, p
é determinado por (ug,us,u3). Analogamente, podemos estender estas consideragdes para
qualquer produto de elementos T; e, em particular, para o produto Z; - - - Z,. Observe que,

neste caso, p = +1 é determinado por (u) = (ug, ..., Upyi1).
Definicao 3.1.18.

(1) SejamTy,..., T, € S e(u) = (uy,...,Upy1) como em Notagao 3.1.16. Entao definimos

p(u) = p(ug, ..., Ups1) via:

P (@ Tn) = plus - Unar) 15 (T1) - 05 (T).-

(2) Se o €S, € (u)-permissivel, entio p((u)o) é dado por:

15Ty -+ To(m)) = p(w)0) 1 (Toqy) - - W (To(m))-

Observagao 3.1.19. Recordemos de Notagao 3.1.11 que E(g, h) = E,® E},, para g, h € Zs,
e a soma g+ h é a soma de Zsy, e também T; = (¢, ® d;)ey, w,, onde ¢, @d; € E(0(w) +0(wy)),
para 1 < < n. Desde que w; = w1, para 1 <1l < n,e 2+ 2 =0 em Zy X Zs, segue que
para quaisquer 1 < a < b < n, temos:

[T(ci® di) € B(iu) + oupen)).

l=a
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Lema 3.1.20. Sejam p(u) como na Defini¢io 3.1.18 e 1 < a < n — 1. Entao:

p(U17 cee 7un+1> - p(ulv cee 7ua+1) P(Ua+1, s 7un+1) p<u17 ua+17un+1)'
Demonstracdao. Sejam Zy,...,T, como em Notacao 3.1.16. Pela Observacao 3.1.19:
Hxl ¢ @d ey, ur, em que ¢ @d € E(0(u1) + 0(uqy1))

H T = (" ®d")euy 1 upirs em que ' @ d" € E(0(ugt1) + 0(Upt1))-
l=a+1

A demonstragao segue da comparacao das agoes de p* em ambos os lados da equagao:

(1= (117)  I1=)

n

1 (] #) = plus, . wnes) [ 7 @),
=1

=1

Do lado esquerdo:

Do lado direito, usando que ( [[,_, %) ([[L,oi) = " @ dd’ey,,

:u* << Hfl> < H X )) — C/C//d/d//eul,un_H .
=1 l=a+1

Mas ¢'d’ = p(u1, ugy1, Up)d'e”, p* (112, T1) = dd'ey ., € também p* ( Hl":aﬂfl) =
C//d//

Un+41-°

Cotgrsums - ASSIL

w* ((H@) < HM)) —P Ul,ua+1,un+1),u (H@) w ( Hfl> .
=1 l=a+1 =1 l=a+1

Deste modo obtemos, do lado direito:

’u* (( Hfl> ( H Zy >> - ,0 Uz, ua+1aun+1)p<<u17 s >ua+1)p(ua+17 cee 7un+l) H/jk(fl)
=1 =1

l=a+1

]

Para demonstrarmos o resultado principal desta secao, como no capitulo anterior, pre-
cisaremos de uma defini¢do e um resultado de cardter combinatério, devido a Regev ([20]).

Optamos por omitir a demonstracao deste resultado.
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Defini¢ao 3.1.21. (/20]) Um elemento n € S, € dito ser uma transposicdo de blocos se
podemos escrever Ty -+, = ABCDE e xyq) - ¥y = ADCBE, onde B e D sao blocos

de comprimento maior que 1.

Teorema 3.1.22. ([20]) Sejam ey w, = €y, 1 < 1 < n, como em Notagio 5.1.16.
Entao Hzn:1 Curpurer = Cutunss- O€Ja também o € Sy, tal que e, = €y, 0, ., Entao existem
transposicoes de blocos nM, ... n®) € S, tais que, se escrevermos nM - -0 = ¢®  (onde

1 <i<s), temos:
(1) o =0 e
(2) €yt) = €uyupsr» Para cada 1 < i < s.

Com o resultado acima, podemos demonstrar o préximo Lema, que serda usado na de-

monstracao do teorema principal desta secao.

Lema 3.1.23. Sejam 7, 1 < | < n (como em Notagcio 3.1.16 e (u) = (U1,...,Ups1)
correspondente), o uma permutagdo (u)-permissivel de Sy, tal que ui = Uy(1), Upt1 = Ug(nt1)

e p como na Defini¢ao 3.1.18. Entao p(u) = p((u)o).

Demonstracao. Segue da Notacao 3.1.16 e do Teorema 3.1.22 que ¢ suficiente mostrarmos o
Lema 3.1.23 no caso em que o é uma transposicao de blocos (u)-permissivel.

Assumiremos que 7y - -+ T, = ABCDE e Ty(1) -+ Tom) = ADCBE. Mais ainda, u,1) =
Uy € Ug(nt1) = Ups1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A = E = 1,

Ty Ty = BCD e Zy1) - Tym) = DCB. Estes blocos correspondem as sequéncias

B+ (ul,...,uaJrl),

C > (Uat1s-- - Ups1)
e

D < (ub-i-l?' e >un+l)'

Desde que o é (u)-permissivel, temos:

Uy = Upy1 € Ugr1 = Upy1- (31)

Além disso,
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D C B

A A\ A\

DCB (ﬁb+1,ub+2, c ,‘un'+1, Ug4+2,y - - - 7Ul:+17 U, . .. aﬁa—i-l) (32)

Ug+1 Uy

Aplicando o Lema 3.1.20 duas vezes, temos que p(u) = pi p2p3psps, onde cada p;
é dado por p1 = p(ur,...,Ust1); p2 = P(Uas1,- - Ups1), P3 = P(Upprs .. s Ungr), P2 =
(U1, Ugy1, Ups1) € ps = p(Us, Ups1, Ups1). Com um argumento similar, segue de (3.2) acima
que p((w)o) = ps p2 p1 405, onde 64 = p(Upi1, Unt1, Upr1) € 05 = P(Ups1, Ups1, Uar1)- De (3.1)

segue que py = 04 € p; = 05, implicando no resultado. n
Teorema 3.1.24. A aplicagao p* : N — M,y da Definicio 3.1.6 satisfaz:
(1) Existe S C N tal que S gera linearmente N.

(2) Dados Ty,...,T, €S eu, w e W, existe p = p(u,w,Tq,...,T,) # 0 tal que, para todo

o € 5,, a entrada u,w satisfaz:

(" @or) To)) oy = P (W @) - 1 (Tom))) .0

(independente de o € S,,).

Demonstracao. Para demonstrarmos (1), basta tomarmos S como em Notagao 3.1.11. Na
Observagao 3.1.12 foi visto que S gera linearmente V.
Para a afirmagao (2), sejam T; = (¢, @ d))ey, € S (1 <1< n),0c € S, eu, weW.

Denotemos:

Da Definigao 3.1.18 sabemos que L(o) = p(o,u,v,T1,...,T,)R(c). A fim de comple-
tarmos a demonstracao é suficiente mostrarmos que este p nao depende de o. Podemos
assumir, sem perda de generalidade que, para algum o € S, temos L(c), R(c) # 0. Por

simplicidade, assumiremos que L(g), R(g) # 0, onde € é o elemento neutro de S,,, como de
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costume. Logo w; = w41, 1 < 1 < n, e desta forma (u) = (uq,...,uy41) foi determinado.
Escreva L(e) = pR(g), com p = £1. Mostremos que para este p temos L(c) = pR(0), para
qualquer o € S,,.

Claramente temos L(o) = 0 se, e somente se, R(c) = 0. Dessa forma, podemos assumir
que ambos sao nao nulos. Segue que o é (w)-permissivel e u; = Ug(1) = U, Us(nt1) = Unt1 = W.

Pelo Lema 3.1.23, temos:

w* (H TU(Z)> = p(u) HM*(TUU))a

onde p = p(u) = p((u)o). E isto vale para cada entrada u, w € W, implicando na afirmacao

(2), como querfamos. O
Corolério 3.1.25. Sejam N e M, como em Notagio 3.1.8. Entao P(N) = P(M).

Demonstragdo. Seja f(x1,...,%,) = Y cq QoTo(l) " To(m) Uma identidade multilinear de
N. p*(S) gera M, ja que pela Observacao 3.1.12 foi visto que S gera linearmente N.
Assim, basta mostrarmos que para quaisquer u, w € W e Ty,...,T, € S, é satisfeita a
equacao (f(u*(Z1), ..., W (Tn)))y,. = 0. Seja p = p(u, w, 71, ..., T,) como no Teorema 3.1.24,
satisfazendo

(" @or) -+ Tom)) = p (1 (To) -+ 1 (Ton)) -

Entao

0= (f@L T))uw = Loes, Wl (To)  Tow),,, =
= Yoes, Wb (1 (To) - 1" (Tom)) 0 =
= P (Xoes, @l (To) 1 (@ow)),,, =
= p(f(r (@), 17 (Tn)) o -
Logo, f(x) é uma identidade em M;.

Como p* é cancelavel, (via Teorema 3.1.15) segue que P(N) = P(M;), como querfamos.
[l

3.1.3 A Demonstragcao do TPT Multilinear

Nesta secao, estamos em condicoes de demonstrar o TPT multilinear. Como a demons-
tracao de cada afirmacao usa técnicas distintas, demonstraremos cada afirmacao como um

novo teorema.
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Teorema 3.1.26. [TPT multilinear (2)] Sejam a,b,c,d € N, p = ac+ bd e ¢ = ad + be.
Entao as dlgebras Ny = M, ,(E)Q M, q4(E) e M = M, ,(E) satisfazem as mesmas identidades

polinomiais multilineares.

Demonstracao. A algebra N; é isomorfa a édlgebra N, conforme a Observagao 3.1.4 (veja
também Notagdo 3.1.8). Segue da mesma observagao que M = MJXJ/(EU+(Z-7]-)+U/+(T75)). O
Teorema 3.1.9 diz que P(M) = P(M;). Agora, segue dos Teoremas 3.1.24, 3.1.15 e do
Corolério 3.1.25 que P(N;) = P(M), como querfamos. O

Antes da demonstracdo da primeira afirmacao do TPT, precisaremos de algumas de-

finigoes.
Definicao 3.1.27.

(1) Seja a =ap+ ay; € E, onde ag € Ey, a1 € E, e defina go, g1 : E — My(E) por:

ag @y ar ap
golag + ay) = < ) e gi(ap +ay) = ( ) .
a1 Qo ap aj

Denote g;(E) =, parai = 1,2, e Q = Qo & Qy C My(E). Observe que Qo é uma

subdlgebra de My, (E), Qy = E ey € um Qy-modulo. Claramente temos que

{2 e
Yy T
(:2)e
Yy T

E imediato que f € um homomorfismo de dlgebras. Além disso, fo gy = fog =idg.

€ uma dlgebra.

(2) Defina f:Q — E por:

Logo, fla, € injetora, para i =1, 2.

(3) Seja (J,v) um conjunto a valores em Zsy, com |Jo| = a e |J1| = b. Defina a dlgebra
U C Maan)(E) por:

U= {gv,ij(xij)i,j €I ex;; € E}.
Assim, para J' = J X Ly e V'(i,2) = v(i) + 2 € Ly, temos U C My(Ey, (rs);7,5 € J').

67



Lema 3.1.28. Com as notacoes e defini¢oes da Defini¢ao 3.1.27, temos que U = M, p(E) =
M;(E).

Demonstragdo. Defina f* : U — M;(E) por f*(guv, () (%ij)) = (f © gu,j)(®ij)) = Tij,
para todo i, 5 € I. Observe que f* é um homomorfismo de dlgebras, pois herda de f esta
propriedade. Além disso, f* é claramente sobrejetora, e desde que f|q,, f|o, sdo injetoras,

segue que f* é injetora. Portanto, f* é um isomorfismo de algebras, como queriamos. O]

Observagao 3.1.29. Seja E' = E(M) a dlgebra de Grassmann sem unidade (veja Observacao
3.1.7), e seja U como na Definicao 3.1.27 (3). Considere U’ = {gy, (ij)(%i;);%,J € L e x;; €
E’'} CU. Com um argumento similar ao do Teorema 3.1.9, temos que P(U) = P(U’). Logo,
para qualquer U” tal que U’ C U” C U, temos que P(U") = P(U).

Teorema 3.1.30. [TPT multilinear (2)] Sejam a, b, € N. Entdo as dlgebras M, ,(E) @ E e

M, »(E) satisfazem as mesmas identidades multilineares.

Demonstragdo. Sejam My p(E) = Mj(Ey, i), Mia(E) = My, (E. 42,; %1, 22 € Z3) e denote
Uy = My(Ey, j) ® E. O mergulho gy : E < M;;(F) induz o mergulho g, = (id, go) :
Ul — MJ(EU+(,L'7j)) X ]\422 (Ez1+22) = MJXZQ (Ev (i,5) X E21+ZQ) = (G. Denote U = go(Ul) Q G.

Aplicando p*, temos:

+(4.J

+

/L* G — MIXZQ (Ev+(i,j)+21+z2)'

Sejam p*(U) = p*(gy(U1)) = U” e U, U' como na Defini¢ao 3.1.27 (3) e Observacao
3.1.29. Verifica-se diretamente que U’ C U” C U, e pela mesma observacao citada acima,
temos que P(U") = P(U) = P(U").

A mesma demonstragao de que u* é cancelavel e satisfaz as propriedades do Teorema
3.1.24 se aplica para a restriciao de p* & subélgebra U C G, com o subconjunto gerador sendo

UnNS. Logo, pelo Teorema 3.1.25 temos:
P(U) = P(u(U)) = P(U") = P(U).

Como g, é um mergulho, segue que U; = U. Logo, P(U;) = P(U), e da igualdade
acima temos que P(U;) = P(U). Como U = M;(FE) = M,»(FE) (Lema 3.1.28), segue que
P(My4s(E)) = P(U) = P(Uy) = P(M,3(E) ® E), como queriamos. O

Como nos casos anteriores, precisamos explorar algumas propriedades antes de demons-

trarmos a ultima afirmacao do TPT.
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Recordemos do Exemplo 1.1.26 que E°P denota a algebra oposta de E. A multiplicacao
em E°P é denotada aqui por %, e é dada por a * b = ba, para a, b € E?, ¢ E =~ E°P. Assim,
de acordo com os resultados de [13], temos que T(E ® E) = T(F ® EP) e, em particular,
temos que P(E ® E) = P(E ® E°P).

Definicao 3.1.31.
10 01 0 —1 1 0
(a) Sejam 1 = W L] = k= . Observe
01 10 - 1 0 0 —1

(b) Defina g: E — My 1(E), h: E°? — M, 1(E) por:
g(a) = glap + ay) = apl + a1i, onde a = a9+ a; € F = Ey® Ey,
h(b) = h(bo + b1> = bol+ bll’ OTLdB b = b() + bl € EOp = Egp @ Efp.

Observagao 3.1.32. As aplicagdes g e h possuem as seguintes propriedades (de verificagao

imediata):
(1) g: E— My1(E) e h: E°” — M;1(E) sao mergulhos de algebras.
(2) g(a)h(b) = h(b) g(a), para todo a € E, b € E.
Definigao 3.1.33. Com g e h como na Defini¢ao 3.1.31, definimos ¢ : E® EP? — M, 1(E)
por ¢(a ® b) = g(a) h(b).
Lema 3.1.34. A aplicacao ¢ definida acima satisfaz as sequintes propriedades:

(1) ¢ € homomorfismo de dlgebras;

E(Q) E,
2) o(E ® E%) D 0 .
(2) o ) ( B, Eé2)

Demonstragao. A afirmagao (1) é imediata.

0 0 .
0 ) € o(E ® E), pois

Para demonstrarmos (2), note que se a; € Ej, entao (
a1

0 0

tlplar ® 1) + (1 @ ay)] = ( 0 ) (lembremos que char K # 2). Analogamente para

a
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0 aq albl 0 0 aq 0 0 . 0 0
. Logo, = e 1gua1mente para .
0 0 0 0 0 0 by 0 0 a1y

Assim, ambos estao em ¢(E ® E) e a afirmagao (2) segue. O
Finalmente estamos em condi¢oes de demonstrar a tltima afirmacao do TPT.

Teorema 3.1.35. [TPT multilinear (3)] As dlgebras EQ E e M, 1(E) satisfazem as mesmas

identidades multilineares.

Demonstracao. Seja A = E® E°P. Seguiremos a técnica do Teorema 3.1.9. Dados y1,...,yn
€ M, 1(F), existe um natural k, tal que {y;}ier, € My1(E(Vy)), isto é, os elementos y; en-
volvem no maximo os k primeiros vetores da base de V. Consideremos y; = €(x2i—1) €(k+2i)1.

E, E
L e ¢(A), pelo Lema
E, E,

3.1.34. Além disso, dado Y € K(y1,...,¥yn), temos que ¢} ---y,Y = 0 implica Y = 0. As-

E facil ver que y/ € Z(M1(E). Assim temos que yly; € (

sim pelo Lema 3.1.10 temos que P(p(A)) = P(M;:(FE)). Portanto, para completarmos a
demonstragao, basta mostrarmos que P(A) = P(¢(A)). Desde que ¢ é um homomorfismo,
temos que P(A) C P(p(A)). Logo, para obter a igualdade desejada, devemos mostrar a
inclusao P(p(A4)) € P(A). Com efeito, seja f = > g QoTo1)  Tom) € P(p(A)). Para
mostrarmos que a identidade f € P(A), é suficiente fazé-lo para os elementos da base de A,
isto é, basta que f(uq,...,u,) =0, onde u; = a; ® a,44, € 0s elementos a;, com i € Iy, estao

em D. Mas como os elementos u; e u; comutam entre si ou anticomutam entre si, podemos

escrever
f(ul, e ,Un) = Z aO'U’U(l) .. ug(n) = 5u1 c Uy,
o€ESn
Aplicando o Lema 3.1.14, existem af,...,asn’ € E, um homomorfismo ¢ : £ — E, tal

que ¥ (a;) = a;, satisfazendo aj - - - ah,, # 0 € a; € Dyy(q,). Sejam ¢¥* = @Y e u; = a; @ay, ;.

Agora temos que

fluy, o) = Buy -, e 9 (fuy, - ow,)) = flu, o un).

Com isso podemos concluir que 8 = 0, jd que 1"j° # 0 e

0= gpf(ull’ s 7u;):ﬁg(a’/1) te g<a;)h<a;+1) T h<a,2n) - Ball U a’/QnZTjs?

onde na primeira igualdade usamos que f € P(p(A)) e na tultima usamos que g(a}) = al

ou g(a;) = aji e que h(a, ;) = a; ;1 ou h(a, ;) = a;,,;j, pois os elementos a; com i € Iz,
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estdao na base de E. Com isto mostramos que f é uma identidade de A e assim P(A) =
P(p(A)). O

Teorema 3.1.36. Se char K =0, M;,(E) e E® E sio Pl-equivalentes.

Demonstra¢ao. Como ja observamos, se char ' = 0 todas as identidades seguem das iden-
tidades multilineares (Corolario 1.2.29 (i7)). E pelo [TPT multilinear (3)], P(M1(E)) =
P(E®E), donde T'(M;,(F)) =T(E® E), logo M;,(E) e E® E sao Pl-equivalentes. [

3.2 O TPT é falso para M, (F) e F® F em

caracteristica positiva

3.2.1 Calculando Algumas GK-Dimensoes

Com o objetivo de demonstar a nao Pl-equivaléncia de M;;(E) e E ® E, nesta secao
encontraremos as GK-dimensoes (que definimos no Capitulo 2) de GKdim F},,(E ® E) e
GKdim F,,,(M, 1(E)), sobre corpos infinitos com char K = p > 2.

Para char K = p > 2; Azevedo, Fidélis e Koshlukov em ([2], [3]), usando identidades

graduadas mostraram os seguintes resultados
(1) Se A =K D Ml,l(El)a entao T(A) = T(K D MI,I(E/)) = T(E &® E),
(2) As élgebras A e M;1(E) nao sao Pl-equivalentes. Mais ainda,

T(A) = T(E ® E) 2 T(Ml,l(E))-

Com isto nosso objetivo serd apresentar uma prova da nao Pl-equivaléncia das algebras
E® E e M;,(E), independente de identidades graduadas, utilizando a Observacao 2.2.18.

Para isto mostraremos que
GKdim F,,(F ® E) = m.

O préximo resultado é devido a Procesi e Berele, para mais detalhes e demonstragoes su-
gerimos uma leitura de ([5],[17]). Nestes artigos sao calculadas as GK-dimensdes de édlgebras

relativamente livres de posto finito de algumas dlgebras de matrizes.
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Teorema 3.2.1. (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii))) Seja K um corpo infinito de caracteristica

arbitraria e m > 2. Entao:
(i) GKdim F,,,(M,,(K)) = (m — 1)n? + 1;
(ii) GKdim F,,(M,,(E)) = (m — 1)n* + 1;
(iii) GKdim F,,(M,,(E)) = (m — 1)(a® + b?) + 2.
Para nos sera 1util o seguinte corolario:

Corolario 3.2.2. Seja K um corpo infinito de caracteristica arbitrdria e m > 2. FEntdo

Notamos ainda que GKdim F,,,(K) = m, aplicando n = 1 no item (7). Também podiamos
ter usado que F,,,(K) é isomorfo a K[xy,...,z,] e GKdim K[z1,...,z,] = m, pelo Exemplo
2.2.5.

Lema 3.2.3 (Regev [18]). E', a dlgebra de Grassmann sem unidade, sobre um corpo com

char K = p > 2 satisfaz x? = 0.
Corolario 3.2.4. Sobre um corpo com char K =p > 2, GKdim F,,(E") = 0.

Demonstragao. Como E’ ¢é nil de indice limitado, F,,,(E’) é élgebra finitamente gerada e
nil de indice limitado. Logo, pelo Teorema 2.1.14 de Levitzki dimg F,,,(E’) < oo, donde
GKdim F,,,(E") = 0, pela Proposic¢ao 2.2.7. ]

Lema 3.2.5. E' ® E', sobre um corpo com char K = p > 2 satisfaz 2?P = 0.

Demonstragao. Comegamos mostrando que, u,(z1, ..., @) = 3 ,c5 Ta(t) Lo € T(E, ®
El), comr,s € {0, 1} fixos, isto é, u,(by,...,b,) = 0 paraby,...,b, € EL®QE!. Como u, ¢ um
polinomio multilinear, basta mostrarmos para elementos da base, ou seja, vamos considerar
b; = a; ® ap+;, onde {a;}icr, C D e {apyitier, € D, Ser = s, temos que b;b; = b;b;. Se
r=0es=1 (ooutro caso é analogo), temos que b;b; = —b;b; para todo i e j. Assim, seja
¢ = by(iy1) - bo(j—1), onde i < j, 0 € Sp, 0(i) =1 e o(j) = 2. Tendo isto em vista, é facil
ver que

blcbg = _bQCbl .
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Para o, p € S), definamos a relagao

oRp < o =pouoc=(12)p.

Nota-se facilmente que R é relagao de equivaléncia. Deste modo,

plby -+~ by, ser=-s
Uy (b g ,b = —0
o 2 Z (bff(l) “+bo(p) + ba2)e) - 'b(1z)g(p)) , ser#s
[0]€Sp/R

Nesta segunda etapa, mostramos que 2P € T(E, ® E!), com r,s € {0,1} fixos. Seja
be E ® E., escrevemos b = Zielk a;b;, onde b; sao elementos da base de £/ ® E’ que estao
em B @ E..

Para j,l € I = {h: I, — I;;h é injetiva}, definamos a relagao

JjT'l & Existe 0 € S, tal que j = lo.

Nota-se facilmente que T é relacao de equivaléncia. Deste modo,

o= > ai e ambin) - biw)

j:Ipﬁlk

= > ) ambia) b
jel

= D am @) | D biea) - biew)
lier/T 0€Sy

= ) ay ) (upbia), - biw))
blel/T

= 0

Agora finalmente mostraremos que 2% € T(E' ® E'). Seja b € E' @ E', escrevemos de
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forma tnica b = byy + b11 + big + bo1, com b5 € E! @ E..

((boo + (b11 + b1o + bor))?)?
(bho + (b11 + big + bo1)P)?
= (b + (bio + bo1))?)?
(b1 + (bio + bor)*)”
= b} + (bio + bor)™
= ((b1o + bo1)?)*
= (U +bgy)”
= 0

bQP _

Coroléario 3.2.6. Sobre um corpo com char K =p > 2, GKdim F,,(F' ® E’) = 0.

Demonstra¢ao. Como E' ® E’ é nil de indice limitado, F,,,(E' ® E') é algebra finitamente
gerada e nil de indice limitado. Logo, pelo Teorema 2.1.14 de Levitzki dimg F,,(E'®FE") < oo,
donde GKdim F,,,(E' ® E') = 0, pela Proposic¢ao 2.2.7. ]

Teorema 3.2.7. Se char K =p > 2, entdo GKdim F,,,(E ® E) = m.
Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.21 temos que
GKdim F,,(F ® E) = max{GKdim F,,,(K ® K),GKdim F,,,(E' ® K),
GKdim F,,(K ® E'), GKdim F,,(E' @ E')}
= max{GKdim F,,,(K), GKdim F,,,(E"),
GKdim F,,(E), GKdim F,,(E' ® E')}
= m.
O
Teorema 3.2.8. Sobre um corpo K infinito de char =p > 2, My1(FE) e E® E nao sdo

Pl-equivalentes.

Demonstracao. Temos que GKdim F,,,(M;1(E)) = 2m, pelo Coroldrio 3.2.2. Como A e
E ® E sao Pl-equivalentes, GKdim F,(F ® F) = GKdim F},,(A) = m. Assim temos que
GKdim F,,(F ® E) # GKdim F,,(M;1(E)) e logo M;,(E) e E ® E nao podem ser PI-

equivalentes, tendo em vista a Observacao 2.2.18. O
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