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ABSTRACT

In this work we study algebras with polynomial identities, focusing on the study of fini-

tely generated unitary associative algebras. Our goal is to give an alternative proof of non

PI-equivalence of algebras using an invariant known as Gelfand-Kirillov dimension. This

invariant has gained importance lately since in many cases it is relatively easy to calcu-

late and, surprisingly, it is able to differentiate the growth of two algebras. We begin with

definitions and basic results of algebras, graded algebras, (graded) polynomial identities,

reduction of polynomial identities, etc. Afterwards we present some results concerning fi-

nitely generated algebras with polynomial identities, which give a better comprehension

of the notions of height and Gelfand-Kirillov dimension. Later on we study the Kemer’s

Tensor Product Theorem (TPT), from which we conclude (multilinear) PI-equivalence in-

volving important algebras in PI-theory, the so called T-prime algebras. In particular, we

deduce the PI-equivalence of M1,1(E) and E ⊗ E over fields of characteristic zero, where E

is the infinite dimensional Grassman algebra. Finally, we prove the non PI-equivalence of

M1,1(E) and E ⊗E over infinite fields of prime characteristic greater than two by means of

Gelfand-Kirillov dimension.
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RESUMO

Neste trabalho estudamos álgebras com identidades polinomiais, focando-se no estudo

de álgebras associativas unitárias finitamente geradas. Nosso objetivo é fazer uma demons-

tração alternativa da não PI-equivalência de álgebras utilizando um invariante conhecido

como dimensão de Gelfand-Kirillov. Este invariante tem ganhado importância ultimamente,

uma vez que ele é relativamente fácil de calcular e, de certa forma, é capaz de diferenciar o

modo com que duas álgebras crescem. Começamos com as definições e resultados básicos de

álgebras, álgebras graduadas, identidades polinomiais (graduadas), reduções de identidades

polinomiais, etc. Em seguida apresentamos alguns resultados de álgebras com identidades

polinomiais finitamente geradas, que permitem uma melhor compreensão dos conceitos de

altura e de dimensão de Gelfand-Kirillov. Depois estudamos o Teorema do Produto Tenso-

rial de Kemer (TPT), donde se conclui a PI-equivalência (multilinear) envolvendo álgebras

importantes na teoria de PI-álgebras, as álgebras T-primas. Em particular, conclui-se a PI-

equivalência sobre corpos de caracteŕıstica zero deM1,1(E) e E⊗E, em que E é a álgebra de

Grassmann de um espaço vetorial de base enumerável. Enfim, finalizamos mostrando a não

PI-equivalência sobre corpos infinitos de caracteŕıstica positiva maior que dois de M1,1(E) e

E ⊗ E, utilizando-se da dimensão de Gelfand-Kirillov.
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1.1.1 Álgebras: Conceitos Gerais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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INTRODUÇÃO

Esta dissertação trata de alguns tópicos de Álgebra: Teoria de Anéis, e mais especifica-

mente, Teoria de Álgebras com Identidades Polinomiais (PI-álgebras) e as suas propriedades

combinatórias.

As álgebras comutativas e as de dimensão finita são objetos de estudo de grande im-

portância devido ao seu amplo aspecto de aplicações. Estas álgebras são exemplos de es-

truturas que compartilham o fato de satisfazerem relações polinomiais entre seus elementos.

Mais precisamente, para cada uma das álgebras acima, existe um polinômio f(x1, . . . , xn)

com variáveis não comutando que se anula quando avaliado nos elementos das mesmas. Esta

propriedade será satisfeita também por qualquer álgebra matricial cujas entradas pertençam

a tal álgebra. A álgebra que cumpre tal condição é denominada uma álgebra com iden-

tidade polinomial, ou simplesmente uma PI-álgebra. Seu estudo, a prinćıpio, consiste em

relacionar o efeito das identidades polinomiais na estrutura das álgebras que as satisfazem.

Gostaŕıamos de deixar claro que os temas de estudo em PI-teoria são bastante amplos e

diversos, e não se resumem somente a estudos da estrutura das PI-álgebras.

Historicamente, o desenvolvimento da Teoria de Identidades Polinomiais começou na

década de 30, com os trabalhos de Dëhn e Wagner. Nesses trabalhos aparecem, embora

de forma subentendida, algumas identidades polinomiais para as matrizes de ordem 2. Vale

lembrar que alguns conceitos da PI-teoria encontram-se ainda em trabalhos de Sylvester, por

volta de 1852. Evidentemente tais conceitos aparecem nesses trabalhos de forma bastante

impĺıcita, e têm caráter secundário. A pesquisa das PI-álgebras começou a se intensificar
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por volta dos anos 1950, com trabalhos de Jacobson e Kaplansky. Em 1950 foi demonstrado

o célebre Teorema de Amitsur e Levitzki, um resultado clássico mostrando que a álgebra das

matrizes de ordem n com entradas num corpo satisfazem o polinômio standard de grau 2n,

(isto é, o somatório alternado de todos os produtos de 2n matrizes de ordem n é sempre igual

a matriz nula). Na mesma época, algebristas reconhecidos deram contribuições importantes

para a PI-teoria. Podemos relacionar aqui os nomes de Jacobson, Kaplansky, Herstein, Mal-

cev, Cohn, Shirshov, entre outros. Vários algebristas têm trabalhado na área; segue uma

lista de nomes (sem qualquer pretensão de ser completa): Posner, Nagata, Procesi, Hig-

man, Regev, Razmyslov, Braun, Formanek, Swan, Specht, Latyshev, Bahturin, Zelmanov,

Rowen, Kemer, Drensky, Giambruno, Zaicev, Berele, Vaughan-Lee, e muito mais. O leitor

interessado poderia consultar alguma das bases de dados online, tais como MathSciNet, da

American Mathematical Society, ou Zentralblatt für Mathematik, da Springer e procurar

pelo código de classificação 16R (ou 16A, antes de 1990).

Assim, até a década de 1980 vários pesquisadores tinham obtido diversos resultados

de grande importância na área. Foram desenvolvidos métodos poderosos provenientes da

Combinatória Algébrica e baseados na Teoria das Representações do Grupo Simétrico e do

Grupo Geral Linear (ou na Teoria de Invariantes). Tais métodos mostraram-se extremamente

úteis para a descrição das variedades de álgebras (isto é, as classes de álgebras sobre um dado

corpo que satisfazem algum conjunto conhecido de identidades polinomiais). Por volta de

1985–1987, Kemer desenvolveu métodos e teorias que permitiram classificar os T-ideais em

caracteŕıstica zero, e serviram de base para vários outros estudos. Para recordar uma parte

dos principais resultados obtidos por Kemer, precisaremos alguns conceitos.

As álgebras verbalmente primas desempenham um papel proeminente na PI-teoria. Uma

álgebra é verbalmente prima se seu T-ideal é primo na classe de todos os T-ideais na álgebra

associativa livre. A maioria dos resultados conhecidos sobre álgebras verbalmente primas

estão no caso em que estas álgebras tem como base corpos de caracteŕıstica zero. A teoria

estrutural de T-ideais desenvolvida por Kemer classificou as álgebras verbalmente primas

sobre tais corpos. Mais ainda, Kemer mostrou que os T-ideais verbalmente semiprimos são

interseções finitas de T-ideais verbalmente primos, e finalmente que se I é um T-ideal, então

Jn ⊆ I ⊆ J para alguma escolha de n e de um T-ideal J verbalmente semiprimo.

Denotando por K o corpo base, de acordo com a teoria de Kemer as álgebras verbalmente

primas são exatamente as seguintes:
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• Primeiro as triviais {0} e K〈X〉 a álgebra associativa livre de posto infinito;

• Por conseguinte, Mn(K), a álgebra das matrizes n× n com entradas em K;

• A segunda classe de álgebras verbalmente primas é dada pela álgebra das matrizes

n× n com entradas em E, denotada por Mn(E);

• A última classe de álgebras verbalmente primas é denotada por Ma,b(E),

onde E é a álgebra de Grassmann (ou exterior) do espaço vetorial V com base {e1, e2, . . . }.

Como espaço vetorial, E tem base consistindo dos elementos 1 e ei1 . . . eik , onde i1 < · · · < ik,

k = 1, 2, . . . e a multiplicação em E é induzida por eiej = −ejei, para todos i e j. A álgebra

E tem Z2-graduação natural definida como segue. Denotemos por E0 o centro de E, então

E0 é gerado como espaço vetorial por todos os monômios na base de E com comprimento

par, denotamos por E1 o espaço gerado pelos monômios de comprimento ı́mpar. Então, os

elementos de E1 anticomutam. E Ma,b é a subálgebra de Ma+b(E) que consiste de todas

as matrizes sob a forma Ae11 + Be12 + Ce21 + De22, onde eij são matrizes unidade 2 × 2,

A ∈ Ma(E0), B ∈ Ma×b(E1), C ∈ Mb×a(E1) e D ∈ Mb(E0). Aqui recordamos que a

descrição acima das álgebras verbalmente primas acima vale quando K é de caracteŕıstica

zero. A descrição das álgebras T-primas em caracteŕıstica positiva está em aberto; sabe-se

que além destas álgebras, a lista das álgebras T-primas envolve muitas outras.

Duas álgebras A e B são ditas PI-equivalentes, escrevemos A ∼ B, se elas satisfazem as

mesmas identidades polinomiais. Como uma consequência de sua teoria estrutural, Kemer

mostrou que a classe das álgebras T-primas é fechada sob produtos tensoriais. Mais pre-

cisamente, ele descreveu a PI-equivalência nos produtos tensoriais de álgebras verbalmente

primas. Esta descrição é conhecida como:

Teorema do Produto Tensorial(T.P.T.). Assuma charK = 0. Então,

(1) Ma,b(E)⊗ E ∼Ma+b(E);

(2) Ma,b(E)⊗Mc,d(E) ∼Mac+bd,ad+bc(E);

(3) E ⊗ E ∼M1,1(E).

Aqui, e no que segue, todos os produtos tensoriais são considerados sobre o corpo K.

Como consequência de sua teoria estrutural, Kemer (1987) resolveu em afirmativo o

famoso e antigo problema (1950) proposto por Specht: Todo T-ideal (em caracteŕıstica zero)
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é finitamente gerado como um T-ideal? Recomendamos a leitura de [11] para mais detalhes

sobre a teoria estrutural de PI-álgebras e as contribuições de Kemer nesta teoria.

Se o corpo base tem caracteŕıstica p > 0, o problema de Specht tem resposta negativa;

exemplos foram constrúıdos por Grishin, Shchigolev, Belov por volta de 1999.

Uma das principais ferramentas utilizadas na teoria de Kemer foram as identidades gra-

duadas. A álgebra de Grassmann E admite uma graduação natural com o grupo ćıclico de

ordem 2, Z2; essa graduação induz Z2-graduações emMn(E) e emMa,b(E). Logo após a teo-

ria de Kemer, o estudo de graduações (com grupos arbitrários) e das respectivas identidades

graduadas intensificou-se devido às variadas aplicações.

O Teorema do Produto Tensorial admite provas que independem da teoria estrutural.

A primeira tal prova foi proposta por Regev [19], e mais tarde Di Vincenzo; Di Vincenzo

e Nardozza, provaram partes deste teorema, veja ([15],[16],[22]). Estas demonstrações fo-

ram constrúıdas sob a hipótese que o corpo base é de caracteŕıstica zero. Outras provas

elementares de casos do T.P.T. foram dadas em ([2],[3],[4]). Voltamos nossa atenção para

o fato que em ([2],[3],[4]), o comportamento dos correspondentes T-ideais em caracteŕıstica

positiva foi estudado. Nestes, os autores provaram que o T.P.T. continua válido sobre corpos

infinitos de caracteŕıstica positiva p > 2, somente considerando-se as identidades polinomiais

multilineares. Mais ainda, em [3], eles provaram que a terceira afirmação do T.P.T. falha e,

em [2], também provaram que a primeira afirmação falha (quando a = b = 1).

Em [4] os autores constrúıram um modelo apropriado para a álgebra relativamente livre

na variedade das álgebras determinadas por E ⊗ E quando charK = p > 2. Este modelo

é a álgebra genérica de A = K ⊕M1,1(E
′) onde E ′ denota a álgebra de Grassmann sem

unidade. Eles provaram que as álgebras A e E ⊗ E satisfazem as mesmas identidades

polinomiais ordinárias. Usando propriedades da álgebra A, em [3], os autores provaram que

T (M1,1(E))  T (E ⊗ E) em caracteŕıstica positiva.

A dimensão de Gelfand-Kirillov foi introduzida originalmente por Gelfand e Kirillov

(1966) para estudar o crescimento de álgebras de Lie de dimensão finita, posteriormente

tornou-se um importante invariante para álgebras afins, pois a mesma independe da escolha

de seu conjunto de geradores (ao contrário das séries de Hilbert). Uma referência padrão so-

bre GK-dimensão é o livro de Krause e Lenagan (veja [12]), que também contém os principais

resultados sobre GK-dimensão para PI-álgebras.

Berele em [5] construiu modelos para as álgebras relativamente livres (também chamadas
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de universais) de posto m, Fm(Mn(E)) e Fm(Ma,b(E)), nas variedades determinadas por

Mn(E) eMa,b(E), respectivamente. No que segue, vamos assumir que o posto das respectivas

álgebras relativamente livres é ≥ 2. Em [17], Procesi calculou a GK-dimensão da álgebra

gerada por m matrizes genéricas de ordem n, ou seja, mostrou que GKdimFm(Mn(K)) =

(m− 1)n2 + 1. Em [5], Berele mostrou que GKdimFm(Mn(E)) = (m− 1)n2 + 1 e também

que GKdimFm(Ma,b(E)) = (m− 1)(a2 + b2) + 2.

Neste trabalho apresentaremos alguns resultados sobre identidades graduadas em álge-

bras associativas, bem como sobre a dimensão de Gelfand–Kirillov de tais álgebras. Con-

sideramos uma demonstração do Teorema de Shirshov sobre a altura, um dos feitos mais

significativos da teoria combinatória de anéis, e relacionamos brevemente a altura com a

dimensão de Gelfand–Kirillov. No final faremos uma demonstração de não PI-equivalência

usando a dimensão de Gelfand–Kirillov

O texto está organizado em três caṕıtulos, os quais, vale ressaltar, procuramos tornar

independentes, conforme posśıvel. Os caṕıtulos foram estruturados da seguinte forma:

• O Caṕıtulo 1 é dedicado as definições preliminares e apresentação de alguns dos nos-

sos objetos de estudo, bem como alguns aspectos históricos e resultados clássicos que

motivaram o desenvolvimento da teoria das Identidades Polinomiais, ou simplesmente

PI-teoria. Este caṕıtulo auxilia o leitor como referência aos resultados básicos. Na

medida do posśıvel, tentamos colocar as demonstrações de resultados clássicos com

a linguagem de álgebras graduadas. Ressaltamos que para um leitor com bom co-

nhecimento da PI-teoria, este caṕıtulo pode ser evitado sem comprometimento dos

demais. Optamos por não discutir a dimensão de Gelfand-Kirillov neste caṕıtulo e

deixar isso para o segundo caṕıtulo. Em nossa opinião o Caṕıtulo 1 tornou-se mais

leve e o Caṕıtulo 2 mais fechado e pouco dependente dos outros.

• O Caṕıtulo 2 é dedicado ao teorema de Shirshov, e a dimensão de Gelfand-Kirillov,

apresentando resultados importantes para álgebras finitamente geradas. Iniciamos com

o teorema de Shirshov que nos diz que toda PI-álgebra finitamente gerada possui altura

finita. Em seguida apresentamos conceitos básicos e estudamos o comportamento da

GK-dimensão com respeito a altura. Depois, apresentamos um breve estudo sobre a

GK-dimensão das álgebras relativamente livres.

• O Caṕıtulo 3 é dedicado ao Teorema do Produto Tensorial de Kemer, com objetivo
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de tornar claro que este é um resultado a respeito de identidades multilineares, que

não pode ser transportado para álgebras com corpo base de caracteŕıstica p > 2.

Inicialmente, apresentamos um resultado mais recente (a versão multilinear do Teorema

do Produto Tensorial) que independe da caracteŕıstica do corpo base, donde conclui-se

facilmente a PI-equivalência deM1,1(E) e E⊗E, quando o corpo base é de caracteŕıstica

zero. Num segundo momento deste caṕıtulo, apresentamos uma demonstração usando

a dimensão de Gelfand-Kirillov de queM1,1(E) e E⊗E não são PI-equivalentes, quando

o corpo base é infinito de caracteŕıstica p > 2.
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CAPÍTULO 1

PI-ÁLGEBRAS: CONCEITOS

BÁSICOS

Neste caṕıtulo apresentaremos os conceitos básicos e alguns resultados que são utilizados

ao longo do texto. Começaremos com a definição de álgebra. Para evitar repetir “. . . sobre o

corpo K” frequentemente, a menos que se diga algo em contrário, sempre consideraremos os

espaços vetoriais, e as álgebras como sendo sobre o corpo K. Além disso, utilizaremos muitas

vezes, quando n for um número natural, In para denotar o subconjunto natural {1, 2, . . . , n}.

1.1 Álgebras, PI-Álgebras e Variedades

Nesta seção introduzimos os conceitos de Álgebra, Álgebra com Identidade Polinomial,

que é uma importante classe de álgebras, Variedades e Álgebras Relativamente Livres.

1.1.1 Álgebras: Conceitos Gerais

Uma álgebra nada mais é que um espaço vetorial sobre um corpo K, com uma multi-

plicação de vetores compat́ıvel com a soma e multiplicação por escalar.

Definição 1.1.1. Diremos que (A, ∗) é uma álgebra sobre K (ou diremos simplesmente que

A é álgebra, quando estiver claro qual é a operação ∗), se A é um K-espaço vetorial munido
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de uma operação binária, ∗ : A×A→ A, denominada de multiplicação, que é uma aplicação

bilinear, ou seja, para qualquer α ∈ K e quaisquer a, b, c ∈ A, valerem:

(1) (a+ b) ∗ c = a ∗ c+ b ∗ c;

(2) a ∗ (b+ c) = a ∗ b+ a ∗ c;

(3) α(a ∗ b) = (αa) ∗ b = a ∗ (αb).

Por simplicidade, omitiremos o sinal de ∗, distinguindo a multiplicação por escalar da

multiplicação ao usar letras gregas no primeiro caso.

Diremos que:

(i) A é comutativa, se a multiplicação for simétrica, isto é ab = ba para quaisquer

a, b ∈ A;

(ii) A é associativa, se (ab)c = a(bc) para quaisquer a, b, c ∈ A, ou seja, (A,+, ∗) é um

anel. Neste caso os parenteses podem ser omitidos;

(iii) A é unitária, se existir 1A ∈ A, 1A 6= 0A, tal que 1Aa = a1A = a para qualquer a ∈ A

(vamos escrever 1 em vez de 1A).

(iv) A é uma Álgebra de Lie se para quaisquer a, b, c ∈ A valem:

a ∗ a = 0 (anticomutatividade) ,

(a ∗ b) ∗ c+ (b ∗ c) ∗ a+ (c ∗ a) ∗ b = 0 (identidadedeJacobi) .

(v) A é uma álgebra de Jordan se para quaisquer a, b ∈ A valem:

a ∗ b = b ∗ a,

(a2 ∗ b) ∗ a = a2 ∗ (b ∗ a), onde a2 = a ∗ a.

A seguir providenciamos alguns exemplos de álgebras.

Exemplo 1.1.2. O espaço vetorial Mn(K) das matrizes n × n com entradas em K, com a

multiplicação sendo a multiplicação usual de matrizes, é uma álgebra associativa unitária.
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Exemplo 1.1.3. O espaço vetorial R3 sobre o corpo dos reais com o produto vetorial ×

usual é uma álgebra de Lie.

Exemplo 1.1.4. O espaço vetorial R3 sobre o corpo dos reais com base {e1, e2, e3} e multi-

plicação ∗ comutativa induzida por: e1 ∗ e2 = e1, e1 ∗ e3 = e3, e2 ∗ e3 = e2, ei ∗ ei = ei, é uma

álgebra não associativa. Também é uma álgebra de Jordan.

Exemplo 1.1.5. O anel K[x1, . . . , xn] dos polinômios em n variáveis comutativas com as

operações usuais é uma álgebra utilizando as mesmas operações do anel, pois ele também é

um K-espaço vetorial. Ela é associativa, comutativa e unitária.

Exemplo 1.1.6. Se K ⊆ L é uma extensão de corpos, então L é um K-espaço vetorial que

é álgebra sobre K associativa, comutativa, unitária, quando consideramos as operações de

corpo em L.

Exemplo 1.1.7. O subespaço Un(K) de Mn(K) das matrizes triangulares superiores com a

multiplicação “herdada” de Mn(K), também é uma álgebra associativa unitária.

Exemplo 1.1.8. Se A é uma álgebra associativa com multiplicação ∗, então o espaço vetorial

A se torna uma álgebra de Lie com a multiplicação dada pelo comutador [a1, a2] = a1 ∗ a2 −

a2 ∗ a1. Essa álgebra (A, [, ]) é denotada por A(−).

Exemplo 1.1.9. Considerando a álgebra A = Mn(K), denotaremos por gln(K) a álgebra

A(−), ou seja, o espaço vetorial das matrizes n × n com entradas em K equipado com

multiplicação ∗ dada por a ∗ b = ab− ba.

Exemplo 1.1.10. Como no caso de álgebras de Lie, se A é uma álgebra associativa sobre

um corpo K, charK 6= 2, substituindo-se o produto de A pelo produto simétrico a ∗ b =

(ab+ ba)/2 obteremos uma álgebra de Jordan, denotada por A(+).

Definição 1.1.11. Sejam (A, ∗A) e (B, ∗B) duas álgebras sobre um mesmo corpo. Seja

f : A→ B uma transformação linear.

Diremos que f é um homomorfismo de álgebras se f(x ∗A y) = f(x) ∗B f(y). Definimos

por ker(f) = f−1(0B) e por Im(f) = f(A) ao núcleo e à imagem de f , respectivamente.

Agora podemos definir ideal (bilateral) e subálgebra.

Continuando na mesma notação, C ⊆ B é uma subálgebra de B se C é imagem de um

homomorfismo de álgebras com contradomı́nio B. Outra forma equivalente é se C é um

subespaço vetorial de B, tal que equipado com a restrição de ∗B a C × C, C é uma álgebra.
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Diremos que I é ideal (bilateral) de A se I for núcleo de algum homomorfismo de álgebras

com domı́nio A. Outra forma equivalente bem conhecida é quando I é um subespaço de A

tal que AI ⊆ I (isto é, I é ideal à esquerda) e IA ⊆ I (isto é, I é ideal à direita).

Observação 1.1.12. Quando estivermos lidando com álgebras unitárias, exigimos que para

C ser subálgebra, ela deve ser unitária, e ter a mesma unidade de B. Desse modo, ideais não

triviais de álgebras (unitárias) não são subálgebras. Na verdade, quando se considera como

objetos álgebras unitárias com 1 6= 0, torna-se interessante estudar apenas os morfismos tais

que f(1A) = 1B. Costuma-se chamar aos ideais nesta categoria de próprios.

Exemplo 1.1.13. O subespaço Un(K) é uma subálgebra de Mn(K). O subespaço I de

Un(K) que consiste das matrizes em que todos os elementos da diagonal são 0 é um ideal

bilateral (e próprio) de Un(K) (mas não de Mn(K)).

Exemplo 1.1.14. O subespaço sln(K) das matrizes n × n e traço nulo é uma subálgebra

de gln(K). Notemos que ambas as álgebras são álgebras de Lie.

Exemplo 1.1.15. Seja A uma álgebra e I um ideal bilateral de A. Temos que A/I =

{+a(I); a ∈ A} o espaço quociente de A por I, em que +a : x ∈ A→ a+ x ∈ A, possui uma

estrutura natural de álgebra considerando a multiplicação ∗ : (+a(I),+b(I)) ∈ A/I×A/I →

+ab(I) ∈ A/I que fica bem definida, tendo em vista a bilateralidade de I e o fato de A/I ser

uma partição de A.

Notação 1.1.16. Usualmente denota-se os conjuntos (ou elementos conforme o ponto de

vista) +a(I) do exemplo anterior por a + I (em alguns casos costuma-se usar a). A partir

de agora faremos uso da notação usual.

Exemplo 1.1.17. Seja {Aγ}γ∈Γ uma famı́lia de álgebras sobre um mesmo corpo. Os espaços

produto (direto),
∏

γ∈ΓAγ e soma direta,
⊕

γ∈ΓAγ tornam-se naturalmente álgebras consi-

derando a multiplicação coordenada a coordenada usuais. Observamos que a soma direta
⊕

γ∈ΓAγ de uma infinidade de álgebras unitárias não é unitária.

Exemplo 1.1.18. Sejam (A, ∗A) e (B, ∗B) duas álgebras sobre um mesmo corpoK. Sabemos

que o produto tensorial A ⊗ B tem a estrutura de espaço vetorial. Podemos definir uma

multiplicação ∗ natural em A⊗ B que opera da seguinte forma nos geradores

(a0 ⊗ b0) ∗ (a1 ⊗ b1) = (a0 ∗A a1)⊗ (b0 ∗B b1).
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Assim temos que (A ⊗ B, ∗) é uma álgebra. Deste modo, o produto tensorial de duas

álgebras é uma álgebra e satisfaz uma propriedade semelhante à propriedade universal do

produto tensorial de espaços vetoriais. A saber, para toda aplicação bilinear ϕ : A×B → C,

onde C é uma álgebra, tal que ϕ(a ∗A a′, b ∗B b′) = ϕ(a, b) ∗C ϕ(a′, b′) existe um único

homomorfismo de álgebras ϕ : A⊗ B → C, tal que ϕ(a⊗ b) = ϕ(a, b).

Exemplo 1.1.19. É bem conhecido que como K é corpo, toda álgebra de Lie é isomorfa a

uma subálgebra de alguma álgebra de Lie do tipo A(−), onde A é associativa. Esta afirmação

é conhecida como Teorema de Poincaré–Birkhoff–Witt. Considerando-se álgebras de Jordan,

isso deixa de ser verdadeiro. As álgebras de Jordan que são subálgebras de A(+) são chamadas

de especiais, e as demais excepcionais.

Exemplo 1.1.20. Álgebra de Grassmann. Seja V um espaço vetorial de dimensão

infinita, com base ordenada enumerável {ei}i∈N. Definimos a álgebra de Grassmann ou

álgebra exterior de V , denotada por E, como sendo a álgebra associativa com base, como

espaço vetorial, consistente dos produtos D = {1} ∪ {ei1ei2 . . . eik ; i1 < i2 < . . . < ik, k > 1}

e satisfazendo as relações e2i = 0 e eiej = −ejei para quaisquer i, j ∈ N. Sejam E0 e E1

os subespaços vetoriais de E gerados pelos conjuntos D0 = {1} ∪ {ei1ei2 . . . eim ;m par}, e

D1 = { ei1ei2 . . . eik ; k ı́mpar}, respectivamente. É fácil ver que

(ei1 . . . eim)(ej1 . . . ejk) = (−1)mk(ej1 . . . ejk)(ei1 . . . eim),

para quaisquer m, k ∈ N, e assim podemos concluir que g0x = xg0 para quaisquer g0 ∈ E0 e

x ∈ E, e g1g2 = −g2g1 para quaisquer g1, g2 ∈ E1.

Além disso, se Vn é o subespaço vetorial de V gerado por {ei}i∈In denotaremos por E(Vn)

sua álgebra de Grassmann correspondente.

Exemplo 1.1.21. Centro de uma álgebra. Sendo A uma álgebra, o conjunto

Z(A) = {a ∈ A; para todo x ∈ A, ax = xa}

é uma subálgebra de A, chamada de centro de A. No exemplo anterior, Z(E) = E0, se

charK 6= 2. Se charK = 2, então a álgebra E é comutativa e neste caso Z(E) = E.

Exemplo 1.1.22. Um exemplo importante de produto tensorial de álgebras é a álgebra

E⊗E, onde E é a álgebra de Grassmann (constrúıda sobre um espaço vetorial de dimensão

infinita e enumerável).
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Exemplo 1.1.23. Seja A uma álgebra. Podemos definir uma álgebra de matrizes n × n

com entradas em A, Mn(A) = {a : In × In → A} sobre o mesmo corpo, definindo a soma e

o produto por escalar coordenada a coordenada, e definindo a multiplicação ∗ da seguinte

forma

(a ∗ b)(i, j) =
n∑

k=1

a(i, k)b(k, j).

Exemplo 1.1.24. Álgebras de matrizes com entradas na álgebra de Grassmann.

Um exemplo importante é Mn(E), a álgebra das matrizes n× n com entradas na álgebra de

Grassmann E, munido com a multiplicação definida no exemplo anterior. Sejam a, b ∈ N

com a+ b = n, mostra-se facilmente que o subespaço de Ma+b(E) das matrizes da forma

(

A B

C D

)

, onde A ∈Ma(E0), B ∈Ma×b(E1), C ∈Mb×a(E1), D ∈Mb(E0),

é uma subálgebra de Ma+b(E). Denotaremos tal subálgebra por Ma,b(E).

Definição 1.1.25. Um homomorfismo de álgebras ϕ : A→ B é dito:

• monomorfismo, se ker(ϕ) = {0};

• epimorfismo, se Im(ϕ) = B;

• isomorfismo, se é monomorfismo e epimorfismo. Neste caso denotamos A ∼= B;

• endomorfismo, se B = A;

• automorfismo, se é isomorfismo e endomorfismo.

Exemplo 1.1.26. Seja A uma álgebra. Considere Aop = A, como espaço vetorial. Definimos

em Aop a multiplicação ∗ como a ∗ b = b ∗A a, para todo a, b ∈ Aop. Dessa forma, Aop é uma

álgebra, chamada de álgebra oposta de A. É imediato que Aop ∼= A.

Exemplo 1.1.27. Da propriedade universal de produto tensorial conclui-se facilmente que

Mn(A) ∼= Mn(K) ⊗ A. Em particular, notamos que Mn(E) ∼= Mn(K) ⊗ E e também que

se L é uma extensão do corpo K então Mn(L) ∼= Mn(K) ⊗ L, onde consideramos L como

sendo uma K-álgebra.
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Vale um resultado análogo ao Teorema dos Isomorfismos para anéis, grupos e espaços

vetoriais, o qual também chamaremos de Teorema dos Isomorfismos. A sua demonstração é

análoga em todos estes casos.

Teorema 1.1.28. Teorema dos Isomorfismos Seja ϕ : R1 −→ R2 um homomorfismo de

álgebras. Então ker(ϕ) é um ideal bilateral de R1 e a álgebra quociente R1/ker(ϕ) é isomorfa

à Im(ϕ).

1.1.2 Álgebras Livres, Identidades Polinomiais e PI-Álgebras

Nesta seção definiremos as Álgebras Livres, que são importantes, pois são o “ambiente”

onde são introduzidos o conceito de identidades polinomiais, através do qual definimos a

classe das álgebras com identidades polinomiais. Começaremos com a definição de Álgebras

Livres.

Definição 1.1.29. Seja B uma classe de álgebras e F ∈ B uma álgebra gerada por um

conjunto X. A álgebra F é dita livre na classe B, livremente gerada pelo conjunto X,

se satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda álgebra R ∈ B, qualquer aplicação

X → R pode ser estendida a um homomorfismo F → R. A cardinalidade |X| do conjunto

X será chamada de posto de F .

A seguir constrúımos uma álgebra livre na classe das K-álgebras associativas e unitárias.

Seja X um conjunto. Seja X = X ∪ {φ}, onde φ /∈ X. Consideremos o conjunto

Pal = {p : N→ X; p−1(X) = ∅ ou p−1(X) = In, para algum n ∈ N},

também conhecido como conjunto das palavras de X e p0 ∈ Pal palavra constante φ é a

palavra vazia. Agora considere K〈X〉 = {ϕ : Pal → K;ϕ tem suporte finito} (lembramos

que o suporte de ϕ é o conjunto ϕ−1({0}c)) é um espaço vetorial com base as funções

caracteŕıstica de apenas um elemento de Pal. Em especial, a função caracteŕıstica da palavra

vazia será denotada por 1. Outra forma de descrever isto: uma palavra é uma sequência

xi1xi2 . . . xin , onde n ∈ N e xij ∈ X. A palavra vazia será denotada por 1. Denotaremos

por K〈X〉 o espaço vetorial que tem como base o conjunto de todas as palavras sobre X.

Assim, os elementos de K〈X〉 são somas (formais) de termos que são produtos (formais) de

um escalar por uma palavra em X.
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Definição 1.1.30. Os elementos x ∈ X são chamados de variáveis, os produtos (formais)

de um escalar não nulo de K por uma palavra são chamados de monômios (no primeiro

formato apresentado são as funções que atribuem a uma palavra um elemento não nulo

de K e às demais palavras 0, ou seja, múltiplos não nulos das funções caracteŕıstica de

apenas um elemento de Pal) e os elementos de K〈X〉 são chamados de polinômios. Seja

f ∈ K〈X〉, dizemos que f depende da variável x se existe uma palavra p, tal que x ∈ p(N)

e f(p) 6= 0. Denotamos f = f(x1, . . . , xn) se f ∈ K〈X〉 não depende das variáveis distintas

de x1, . . . , xn. Um monômio M tem grau k em x se a variável x ocorre em M exatamente

k vezes, denotamos degx(M) = k (no primeiro formato o grau de M em x é a cardinalidade

de p−1(x), onde p é a única palavra tal que M(p) 6= 0). Dizemos que dois monômios M e

N tem o mesmo multigrau se degx(M) = degx(N), para todo x ∈ X. Dizemos que um

monômio M tem grau total k se
∑

x∈X degx(M) = k, denotando isto por deg(M) = k.

Um polinômio que é soma de monômios de grau total k é dito homogêneo de grau k,

denotaremos por deg(f) = k. Um polinômio f é homogêneo de grau k em x, se todos

os seus monômios tem grau k em x, denotamos este fato por degx f = k. Dizemos que f

é multi-homogêneo, se para cada variável x todos os seus monômios têm o mesmo grau

em x. Um polinômio linear em x é um polinômio de grau 1 em x. Se f é linear em toda

variável da qual ele dependa, dizemos que f é multilinear.

Consideremos agora em K〈X〉 a multiplicação definida na base por

(xi1xi2 . . . xin)(xj1xj2 . . . xjm) = xi1xi2 . . . xinxj1xj2 . . . xjm

(no primeiro formato apresentado definimos primeiro a multiplicação das palavras p e q,

pq(t) :=







p(t) , se t ∈ p−1(X)

q(t− n) , onde n = |p−1(X)|, caso contrário

e depois a multiplicação da função caracteŕıstica de p pela função caracteŕıstica de q, que é

a função caracteŕıstica de pq).

Munido deste produto, K〈X〉 é uma álgebra associativa, com unidade, que é a palavra

vazia, o 1. A proposição a seguir garante que K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas

com unidade.

Proposição 1.1.31. A álgebra K〈X〉 é livre na classe das álgebras associativas com unidade.

14



Demonstração. Para ver isto considere A uma álgebra associativa com unidade e h : X −→ A

uma aplicação qualquer, para cada x ∈ X denotaremos por ax a imagem de x por h.

Consideremos agora a aplicação linear ϕh : K〈X〉 −→ A tal que ϕh(1) = 1A e ϕ(p) =

ap1ap2 . . . apn , onde p : j ∈ N 7→ pj ∈ X é uma palavra com p−1(X) = In (lembre que

X = X ∪ {φ} e φ 6∈ X ). Ela é bem definida, pois está definida na base de K〈X〉. Além

disso é fácil ver que ϕh é um homomorfismo de álgebras e é o único satisfazendo ϕh|X = h.

Observação 1.1.32. Este resultado é de todo interessante, pois em suma diz que para se

conhecer um homomorfismo em K〈X〉 basta conhecer como ele age em X.

Se f = f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉, denotaremos por f(a1, . . . , an) a imagem de f por ϕh. Na

verdade f(a1, . . . , an) é o elemento de A que se obtém substituindo xi por ai em f .

Observação 1.1.33. Existem várias construções deste objeto, a seguir daremos mais uma.

Seja X um conjunto (não vazio) qualquer. Considerando-se

V = {f : X → K de suporte finito},

temos que V é um K-espaço vetorial (lembre que K é corpo), com base de mesma cardi-

nalidade de X, a saber as funções caracteŕısticas χp de um único elemento p ∈ X. Ponha

T (V )1 := V e defina indutivamente os espaços vetoriais T (V )n+1 := T (V )n ⊗ V para todo

n ∈ N. É claro que os elementos

⊗k∈J−1(X)χJk := χJ1 ⊗ · · · ⊗ χJn ,

onde J : k ∈ In 7→ Jk ∈ X formam uma base para T (V )n. Agora T (V ) :=
⊕

n∈N T (V )n

é um espaço vetorial. Também é fácil notar que os elementos ⊗k∈J−1(X)χJk , onde J é uma

função de domı́nio In para algum n ∈ N e contradomı́nio X formam uma base de T (V ).

Definimos finalmente a multiplicação em T (V ), ∗ : T (V )× T (V ) → T (V ) na base por

⊗k∈J−1(X)χJk ∗ ⊗k∈H−1(X)χHk
:= (⊗k∈J−1(X)χJk)⊗ (⊗k∈H−1(X)χHk

) = ⊗k∈(J∗H)−1(X)χJ∗H(k),

onde

J ∗H(k) :=







J(k) , se t ∈ J−1(X)

H(t− n) , onde n = |J−1(X)|, caso contrário
.

Claramente essa multiplicação ∗, definida acima, é bilinear e assim T (V ) é álgebra,

conhecida também como álgebra tensorial de V (sem unidade).
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Demonstra-se facilmente que T (V ) é livre na classe das álgebras associativas (não neces-

sariamente unitárias) e de posto |X|.

Observação 1.1.34. Podemos fazer uma “adjunção da unidade” em T (V ), A = K⊕T (V ) e

definimos no espaço vetorial A a multiplicação ∗ por (α⊕f)∗(β⊕g) := αβ⊕(αg+βf+fg).

Claramente ∗ é bilinear e assim A é uma álgebra com unidade (o 1⊕0). Mostra-se que (A, ∗) é

uma álgebra livre na classe das álgebras associativas com unidade e de posto |X|. Com estas

informações, lembrando que as álgebras associativas constituem uma variedade, utilizando

o Teorema 1.1.66, temos que A é isomorfa a K〈X〉.

De agora em diante, a menos que se diga algo em contrário X denota um conjunto

enumerável X = {x1, x2, . . . }.

Definição 1.1.35. Seja A uma álgebra associativa. Um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉

(ou a própria expressão f(x1, . . . , xn) = 0) é dito ser uma identidade polinomial de A

se f(a1, . . . , an) = 0 para quaisquer a1, . . . , an ∈ A. Neste caso diremos que A satisfaz

a identidade f(x1, . . . , xn) = 0. Denotaremos por T (A) o conjunto de todas as iden-

tidades polinomiais de A. Dizemos A é uma álgebra com identidade polinomial ou

PI-álgebra se T (A) 6= {0}. Se A1 e A2 são álgebras associativas, dizemos que A1 e A2 são

PI-equivalentes se T (A1) = T (A2).

Observação 1.1.36. Claramente esta definição pode ser estendida, considerando-se apenas

A álgebra, e considerando-se as identidades polinomiais em K{X}, a álgebra unitária livre

dos polinômios não associativos, ou até mesmo no espaço vetorial dos polinômios em K{X}

com componente homogênea no grau total zero sendo nula (a álgebra livre). Justificamos

nossa definição restrita pelo problema que estamos interessados e também porque na maioria

das bibliografias tratam-se apenas as identidades polinomiais no contexto associativo. Assim,

a partir de agora sempre vamos considerar as álgebras associativas e unitárias, salvo menção

em contrário.

Observação 1.1.37. Não é dif́ıcil ver que f = f(x1, . . . , xn) é uma identidade de A se, e

somente se, f pertence aos núcleos de todos os homomorfismos de K〈X〉 em A.

Exemplo 1.1.38. A álgebra K〈X〉 não é uma PI-álgebra na nossa definição, pois se f 6= 0,

f ∈ T (K〈X〉) para h : X → K〈X〉 a inclusão, o homomorfismo induzido ϕh é a identidade

de K〈X〉 e assim ϕh(f) = f 6= 0, portanto T (K〈X〉) = {0}.
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Definição 1.1.39. Comutador (de Lie) de comprimento n > 1. O comutador (de

Lie) de comprimento n > 1 é definido indutivamente por

[x1, x2] = x1x2 − x2x1,

[x1, x2, . . . , xn+1] = [[x1, x2, . . . , xn], xn+1].

Exemplo 1.1.40. Se A é uma álgebra comutativa (e associativa), então [x1, x2] ∈ K〈X〉 é

uma identidade polinomial para A. Em particular qualquer álgebra comutativa é uma

PI-álgebra.

Exemplo 1.1.41. O polinômio [x1, x2, x3] é uma identidade polinomial da álgebra de Gras-

smann E. Para ver isto, basta observar que [a, b] ∈ E0 = Z(E) para quaisquer a, b ∈ E.

Assim E é uma PI-álgebra.

Teorema 1.1.42. (Regev, [7]) Se A e B são PI-álgebras, então A⊗ B é PI-álgebra.

Agora enunciaremos um teorema muito famoso na teoria de PI-álgebras, o Teorema de

Amitsur–Levitzki.

Teorema 1.1.43. (Teorema de Amitsur–Levitzki, [7]) A álgebraMn(K) satisfaz o polinômio

standard de grau 2n

s2n(x1, . . . , x2n) =
∑

σ∈S2n

(−1)σxσ(1) . . . xσ(2n),

onde S2n é o grupo das permutações de I2n e (−1)σ é o sinal da permutação σ. Além disso,

para todo k não satisfaz identidades da forma skm, quando m < 2n.

Assim, com este teorema, temos que as álgebras de matrizes Mn(K) são PI-álgebras.

Sabemos que o conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada

álgebra é um ideal de K〈X〉. Além disso ele apresenta uma propriedade importante: esse

conjunto é invariante por endomorfismos. Ideais com essa propriedade são denominados

T-ideais.

Definição 1.1.44. Dizemos que um ideal I de K〈X〉 é um T-ideal se ϕ(I) ⊆ I, para todo

ϕ ∈ End(K〈X〉), ou equivalentemente, se f(g1, . . . , gn) ∈ I para quaisquer f(x1, . . . , xn) ∈ I

e g1, . . . , gn ∈ K〈X〉.
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Proposição 1.1.45. Se A é uma álgebra, então T (A) é um T-ideal de K〈X〉. Reciproca-

mente, se I é um T-ideal de K〈X〉, então existe alguma álgebra B tal que T (B) = I.

Demonstração. Sejam ψ ∈ End(K〈X〉) e f(x1, . . . , xm) ∈ T (A). Denotando ψ(xi) =

gi(x1, . . . , xni
) para todo i ∈ Im temos ψ(f) = f(g1, . . . , gm) ∈ K〈X〉. Seja h : X → A

uma aplicação, ϕh o homomorfismo induzido em K〈X〉, ϕh(gi) = gi(h(x1), . . . , h(xni
)) ∈ A.

Portanto ϕh(ψ(f)) = ϕh(f(g1, . . . , gn)) = f(ϕh(g1), . . . , ϕh(gn)) = 0. Assim ψ(f) ∈ T (A) e

T (A) é T-ideal. Agora se I é T-ideal de K〈X〉, então é fácil ver que B = K〈X〉/I é uma

álgebra tal que T (B) = I.

1.1.3 Álgebras e Geradores

Nesta seção olharemos para as álgebras do ponto de vista de geradores, com o objetivo

de fixar notação. Para isso, começamos com espaços vetoriais.

Definição 1.1.46. Seja X ⊆ V um subconjunto não vazio de um espaço vetorial V . Diremos

que X gera V se para todo v ∈ V , v é combinação linear finita de elementos de X.

Diremos que X é linearmente dependente se existe uma combinação linear finita não

trivial de elementos de X que é nula. Caso contrário, X será dito linearmente independente.

Caso X gera V e X é linearmente independente, X é dito uma base de V .

Observação 1.1.47. É bem conhecido que espaços vetoriais possuem uma base, utilizando-

se para isso o lema de Zorn. Além disso, dado um conjunto X não vazio, existe um espaço

vetorial com base B de mesma cardinalidade de X. A saber,

K(X) = {f : X → K; f tem suporte finito}

é um espaço vetorial com as operações usuais, e B = {χx; x ∈ X} é uma base, onde

χx(y) =







1, se y = x

0, caso contrário
.

Um fato importante é que para se conhecer uma transformação linear T de domı́nio V

basta conhecer como ela age numa base de V . Em outras palavras, se X é uma base de V ,

dado w : X → W , onde W é um espaço vetorial, existe uma única transformação linear T

de V em W que estende w.
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Assim, podemos dizer que X gera V , se µ é transformação linear sobrejetiva, onde

µ : K(X) −→ V

χx 7−→ x
.

Definição 1.1.48. Seja X ⊆ V um subconjunto não vazio de um espaço vetorial V . Deno-

taremos o espaço vetorial gerado pelo conjunto X em V por spanX e escrevemos

spanX =







∑

x∈α−1({0}c)

α(x)x;α ∈ K(X)\{0}






∪ {0}.

Observação 1.1.49. É fácil ver que

spanX =
⋂

{W ;W é subespaço vetorial de V e X ⊆ W},

ou seja, spanX é o menor subespaço vetorial de V que contém X.

Assim é imediato que span(spanX) = spanX. Também é imediato que spanX = X, se

e só se, X é subespaço vetorial de V . Além disso spanX = V , se e só se X gera V .

Observação 1.1.50. Também é interessante observar que quando X é um subconjunto

finito e não vazio de V , ou seja, X = {xi}i∈In podemos simplificar a notação escrevendo

spanX =

{
n∑

i=1

αixi; onde αi ∈ K

}

.

Agora podemos fazer algo semelhante com álgebras.

Definição 1.1.51. Seja R ⊆ A um subconjunto não vazio de uma álgebra A. Diremos que

R gera A (como álgebra) se para todo a ∈ A, a é combinação linear finita de produtos finitos

de elementos de R. Muitas vezes diremos monômios em R, em lugar de produtos finitos

de elementos de R, além disso também chamaremos de polinômios em R às combinações

lineares de monômios em R.

Diremos que R é algebricamente dependente se existe um polinômio em R não trivial

que é nulo. Caso contrário, R será dito algebricamente independente. Caso R gera A e R

é algebricamente independente, R é dito uma base algébrica de A.

Observação 1.1.52. De agora em diante, diremos apenas R gera A quando quisermos dizer

R gera A como álgebra. Observamos que se R gera linearmente A, então R gera A como
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álgebra. Podemos dizer queR gera a álgebra associativa unitária A, se µ é homomorfismo(que

leva unidade em unidade) sobrejetivo, onde

µ : K〈R〉 −→ A

χp 7−→ p(1) . . . p(n)
,

onde p é uma palavra de comprimento n. Notemos que como espaços vetoriais K〈X〉 =

K(Pal).

Definição 1.1.53. Seja R ⊆ A um subconjunto não vazio de uma álgebra associativa e

unitária A. Denotaremos a álgebra gerado pelo conjunto R em A por K(R) e escrevemos

K(R) =







∑

p∈α−1({0}c)

α(p)µ(χp);α ∈ K〈R〉\{0}






∪ {0}.

Observação 1.1.54. É fácil ver que

K(R) =
⋂

{B;B é subálgebra de A e R ⊆ B},

ou seja, K(R) é a menor subálgebra de A que contém R.

Assim é imediato que K(K(R)) = K(R). Também é imediato que K(R) = R, se e só se,

R é subálgebra de A. Além disso K(R) = A, se e só se R gera A.

Observação 1.1.55. Também é interessante observar que quando R é um subconjunto finito

e não vazio de A, ou seja, R = {ri}i∈In podemos simplificar a notação escrevendo

K(R) =

{
k∑

i=1

αirfi(1)rfi(2) . . . rfi(ji); onde para todo i ∈ Ik, αi ∈ K e fi : Iji → R

}

.

Definição 1.1.56. Diremos que uma álgebra A é finitamente gerada se existir um subcon-

junto finito R que gera A.

Em particular, toda álgebra de dimensão finita é finitamente gerada, em vista da Ob-

servação 1.1.52.

Ainda podemos relacionar um pouco mais essas duas formas de “gerar”.

Definição 1.1.57. Seja R ⊆ A um subconjunto não vazio de uma álgebra A. Definimos o

n-ésimo span de R em A

Rn = span{monômios de comprimento n, com letras em R}.

Em particular, R1 = spanR.
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Essa definição será retomada em Definição 2.2.1, quando iremos definir a dimensão de

Gelfand-Kirillov.

Observação 1.1.58. Agora podemos observar que se A é uma álgebra unitária K(R) =

K · 1A +
∑

n∈NR
n. Além disso, quando A é uma álgebra unitária, e 1 ∈ R, temos que

∑k
n=1R

n = Rk.

1.1.4 Variedades e Álgebras Relativamente Livres

Nesta seção, apresentaremos os conceitos de variedades (de álgebras associativas) e de

álgebras relativamente livres.

Definição 1.1.59. Seja {fi ∈ K〈X〉; i ∈ I} um conjunto de polinômios da álgebra associa-

tiva livre K〈X〉. A classe B de todas as álgebras associativas que satisfazem as identidades

fi = 0, i ∈ I, é chamada de variedade (de álgebras associativas) determinada pelo

sistema de identidades polinomiais {fi ∈ K〈X〉; i ∈ I}. A variedade M é chamada

de subvariedade de B se M ⊆ B. O conjunto T (B) de todas as identidades polinomiais

satisfeitas por todas as álgebras da variedade B é denominado o T-ideal de B. Dizemos

que o T-ideal T (B) é gerado, como T-ideal, pelo conjunto {fi ∈ K〈X〉; i ∈ I}. Usaremos

a notação T (B) = 〈fi ∈ K〈X〉; i ∈ I〉T e dizemos que o conjunto {fi ∈ K〈X〉; i ∈ I} é

uma base para as identidades polinomiais de B. Os elementos de T (B) são chamados

consequências das identidades polinomiais da base.

De maneira análoga define-se variedade de álgebras de Lie, de Jordan, etc.

Já vimos, na Proposição 1.1.45, que o conjunto T (A) das identidades polinomiais satis-

feitas por uma álgebra A é um T-ideal. Não é dif́ıcil ver que a interseção de T-ideais também

é um T-ideal, e portanto o conjunto T (B) das identidades polinomiais satisfeitas por todas

as álgebras de uma variedade B também é um T-ideal, o que justifica termos denominado

T (B) “o T-ideal de B”.

Exemplo 1.1.60. A classe das álgebras comutativas é a variedade definida pelo conjunto

I = {[x1, x2]}.

Exemplo 1.1.61. A classe das álgebras associativas é a variedade definida pelo conjunto

I = ∅.
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Um dos principais problemas na teoria das álgebras com identidades polinomiais é en-

contrar uma base para as identidades dessa álgebra. Esse é, em geral, um problema bastante

complicado. Apenas para se ter uma ideia ainda não são conhecidas bases para as identida-

des polinomiais de Mn(K) quando n > 3, nem para M2(K) (quando |K| = ∞ e charK é

2).

A seguir daremos alguns exemplos de bases para algumas das PI-álgebras.

Exemplo 1.1.62. Se K é um corpo infinito então T (K) = 〈[x1, x2]〉
T .

Exemplo 1.1.63. O T-ideal das identidades da álgebra de Grassmann E é gerado pela

identidade [x1, x2, x3], quando o corpo K satisfaz charK = 0.

Veja [7], página 50, Teorema 5.1.2 para maiores detalhes.

Exemplo 1.1.64. Se K é um corpo infinito, então

T (Un(K)) = 〈[x1, x2][x3, x4] . . . [x2n−1, x2n]〉
T .

Veja [7], página 52, Teorema 5.2.1.

Definição 1.1.65. Fixado um conjunto Y , a álgebra FY (B) na variedade B é dita a álgebra

relativamente livre de B (ou a álgebra B-livre), se FY (B) é livre na classe B, livremente

gerada por Y .

O próximo teorema mostra que toda variedade tem uma álgebra livre e que a álgebra

relativamente livre é determinada, a menos de isomorfismo, pela cardinalidade de Y .

Teorema 1.1.66. Sejam B a variedade determinada pelo conjunto {fi; i ∈ I}, Y um con-

junto e J o ideal de K〈Y 〉 gerado por

{fi(g1, . . . , gni
); gi ∈ K〈Y 〉, i ∈ I}.

Então a álgebra F = K〈Y 〉/J é relativamente livre em B com um conjunto de geradores

livres Y = {y + J |y ∈ Y }. E quaisquer duas álgebras relativamente livres em B de mesmo

posto são isomorfas.

Demonstração. Veja a demonstração em [7], página 23, Proposição 2.2.5 por exemplo.
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Observação 1.1.67. Seja A uma PI-álgebra e A a variedade determinada por T (A) (ou por

A). Claramente T (A) = T (A). Assim, dado um conjunto Y , definimos FY (A) = FY (A), a

álgebra relativamente livre de posto |Y | determinada por A. Mais ainda se m = |Y | ∈ N,

denotaremos por Fm(A) a álgebra relativamente livre de posto m. Se Y for enumerável,

escreveremos simplesmente F (A).

Definição 1.1.68. Seja B uma classe de álgebras. Denotaremos por CB, SB e QB as

classes obtidas de B tomando-se produtos diretos (somas Cartesianas), subálgebras e álgebras

quocientes, respectivamente, de álgebras de B.

Teorema 1.1.69 (Teorema de Birkhoff). Uma classe de álgebras B é uma variedade se, e

só se, B é fechada para produtos diretos, subálgebras e álgebras quocientes, isto é, CB, SB,

QB ⊆ B.

Demonstração. Para maiores detalhes, veja a demonstração em [7], página 24, Teorema

2.3.2.

1.2 Álgebras Graduadas

1.2.1 Álgebras Graduadas: Conceitos Gerais

Nesta seção apresentaremos os conceitos de álgebras e identidades graduadas que são

muito úteis no estudo de álgebras com identidades polinomiais. Essencialmente a graduação

de álgebras é uma forma interessante de “quebrar a álgebra em pedaços”, com o intuito de

facilitar a análise nos “pedaços”.

Definição 1.2.1. Seja (G, ⋆) um grupo. Uma álgebra (A, ∗) é dita ser G-graduada, se

A =
⊕

g∈G

Ag, onde Ag é subespaço de A para todo g ∈ G e Ag∗Ah ⊆ Ag⋆h para todos g, h ∈ G.

No decorrer do texto omitiremos as operações ⋆ e ∗, fazendo-se entender qual é a operação

contextualmente. Um elemento a ∈
⋃

g∈G

Ag é chamado homogêneo. Se a ∈ Ag, dizemos

que a é homogêneo de grau g e denotamos wt(a) = g. Se a =
∑

g∈G ag, chamamos ag de

componente homogênea de grau g em a e dizemos que
∑

g∈G ag é a decomposição de

a como soma de elementos homogêneos e cada elemento se decompõe de maneira única
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como soma de elementos homogêneos. Dizemos que um subespaço B de A é G-graduado

na G-graduação de A, se

B =
⊕

g∈G

Bg, onde Bg = B ∩ Ag são os subespaços homogêneos de B.

Se um ideal I de A é um subespaço G-graduado, dizemos que I é um ideal G-graduado

de A. Se uma subálgebra B de A é um subespaço G-graduado, dizemos que B é uma

subálgebra G-graduada de A.

Exemplo 1.2.2. Seja A uma álgebra. Então é fácil ver que a decomposição

⊕

g∈G

Ag,

onde Ag = {0} se g 6= ε e Aε = A, onde ε é a identidade de G, é uma G-graduação em A.

Esta graduação é chamada de trivial.

Observação 1.2.3. É fácil ver que se a álgebra A é unitária, então 1 ∈ Aε. De fato,

considere a decomposição da unidade em elementos homogêneos 1 = 1ε +
∑

g 6=ε 1g. Para

x ∈ Ah, x − x1ε =
∑

g 6=ε x1g ∈ Ah ∩
⊕

g 6=hAg. Portanto x − x1ε = 0, ou seja, x1ε = x.

Analogamente 1εx = x e assim 1 = 1ε.

Exemplo 1.2.4. A álgebra de Grassmann E possui uma Z2-graduação natural E = E0⊕E1,

onde E0 e E1 são os subespaços definidos no Exemplo 1.1.20.

Exemplo 1.2.5. Consideremos

(E ⊗ E)0 = (E0 ⊗ E0)⊕ (E1 ⊗ E1) e (E ⊗ E)1 = (E0 ⊗ E1)⊕ (E1 ⊗ E0).

É imediato verificar que

E ⊗ E = (E ⊗ E)0 ⊕ (E ⊗ E)1, (E ⊗ E)i(E ⊗ E)j ⊆ (E ⊗ E)i+j

para todos i, j ∈ Z2. Portanto a álgebra E ⊗ E é Z2-graduada.

Exemplo 1.2.6. Consideremos a decomposição

M1,1(E) = (M1,1(E))0 ⊕ (M1,1(E))1
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onde

(M1,1(E))0 =

{(

a 0

0 d

)

; a, d ∈ E0

}

e (M1,1(E))1 =

{(

0 b

c 0

)

; b, c ∈ E1

}

e verificamos diretamente que

(M1,1(E))i(M1,1(E))j ⊆ (M1,1(E))i+j para todos i, j ∈ Z2.

Assim essa decomposição é uma Z2-graduação para M1,1(E)

Exemplo 1.2.7. Sejam X = {x} e K〈X〉 = K[x] a álgebra dos polinômios a uma variável

x sobre K. Então K[x] admite uma Z-graduação: K[x]n é o espaço gerado por xn, quando

n > 0, e K[x]n = 0 se n < 0.

Se X for um conjunto finito de m elementos, podemos considerar uma Zm-graduação

usando os espaços de multigrau homogêneo. Para um conjunto X podemos considerar uma

Z-graduação levando em conta o grau total.

Exemplo 1.2.8 ((sobre a descrição de álgebras Z2-graduadas), veja [11] página 21.). Seja

A uma álgebra sobre um corpo K algebricamente fechado e de charK 6= 2, e dimK(A) <∞.

Um resultado clássico de C. T. C. Wall descreve as posśıveis Z2-graduações de A supondo-se

que A seja Z2-simples (isto é, os dois únicos ideais homogêneos são 0 e A e A2 6= 0). A menos

de isomorfismo graduado (definiremos em breve), A tem de ser uma das seguintes álgebras:

1. A =Mn(K) com a graduação trivial A0 = A e A1 = 0;

2. A =Ma+b(K) é dividida em 4 blocos, sendo os blocos da diagonal de tamanhos a× a

e b× b. Neste caso

A0 =

(

U 0

0 V

)

, A1 =

(

0 W

T 0

)

,

onde U ∈Ma(K), V ∈Mb(K), W ∈Ma×b(K) e T ∈Mb×a(K);

3. A = Mn(K) ⊕ tMn(k), onde A0 = Mn(K) e A1 = tMn(K) e t é um elemento tal que

t2 = 1.

Exemplo 1.2.9. Seja Mn(K) a álgebra das matrizes quadradas de ordem n sobre um corpo

K. Denotemos por Eij : (k, l) ∈ In × In 7→ δikδjl ∈ K, as matrizes “unitárias”. Para cada
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γ ∈ Zn, definimos o subespaço Mγ = span{Eij; j − i ≡n γ} e para cada k ∈ Z, definimos

Mk =







{0} , se |k| > n,

span{Eij; j − i = k} , se |k| < n.

É fácil ver que

M =
⊕

γ∈Zn

Mγ e M =
⊕

k∈Z

Mk.

Agora, para ver que estas decomposições definem uma Zn-graduação e uma Z-graduação,

respectivamente, em Mn(K), basta observar que

EijEkl = δjkEil,

donde segue que Mγ1Mγ2 ⊆Mγ1+γ2 para γ1, γ2 ∈ Zn, e Mk1Mk2 ⊆Mk1+k2 para k1, k2 ∈ Z.

Nas graduações definidas em Mn(K) no Exemplo 1.2.9 acima as matrizes elementares

são homogêneas. Mais ainda, Eij ∈Mj−i, tanto para i, j ∈ Zn, como para i, j ∈ Z.

Definição 1.2.10. A G-graduação

R =Mn(K) =
⊕

g∈G

Rg

na álgebra das matrizes n × n sobre um corpo K é dita elementar se existe uma n-upla

(g1, . . . , gn) ∈ Gn tal que Eij ∈ Rg−1
i gj

.

Exemplo 1.2.11. A Zn-graduação e a Z-graduação definidas do Exemplo 1.2.9 são elemen-

tares.

Observação 1.2.12. Observamos que uma graduação em Mn(K) é elementar se, e somente

se, todas Eij são homogêneas. De fato, se a graduação é elementar é óbvio que todas Eij

são homogêneas.

Agora se todas Eij são homogêneas, Eij ∈ Rhij
e Eik = EijEjk ∈ Rhik

∩ (Rhij
Rhjk

) ⊆

Rhik
∩ Rhijhjk

nos dá que hik = hijhjk. Para j = i, obtemos hik = hiihik, donde hii = ε,

onde ε é o elemento neutro de G. Ponha g1 = ε, e defina indutivamente gj+1 = gjhj,j+1.

Agora faremos indução duas vezes em j e em i. Primeiro h11 = ε = g−1
1 g1. O passo indutivo

de j segue de h1,j+1 = h1jhj,j+1 = g−1
1 gjhj,j+1 = g−1

1 gj+1. Com isso temos que h1j = g−1
1 gj

para todo j. E finalmente, o passo indutivo de i segue de hi+1,j = h−1
i,i+1hij = h−1

i,i+1g
−1
i gj =

(gihi,i+1)
−1gj = g−1

i+1gj. Assim, existe uma n-upla (g1, . . . , gn), tal que Eij ∈ Rhij
= Rg−1

i gj
e

a graduação é elementar.
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A seguir damos uma caracterização bastante útil dos subespaços G-graduados de uma

álgebra G-graduada.

Lema 1.2.13. Sejam A uma álgebra G-graduada e B um subespaço de A. As seguintes

afirmações são equivalentes:

(1) B é subespaço G-graduado de A;

(2) As componentes homogêneas de cada elemento de B pertencem a B;

(3) B é gerado como espaço vetorial por elementos homogêneos.

Demonstração. Suponha que vale (1). Seja b ∈ B e b =
∑

g∈G bg, onde bg ∈ Bg. Temos que

bg é a componente homogênea de grau g em b. Como Bg ⊆ B, cada bg pertence a B

Se vale (2) então o conjunto B ∩ (
⋃

g∈GAg) gera B, e segue (3). De fato, seja b ∈ B e

b =
∑

g∈G bg, onde bg ∈ Ag, a decomposição de b como soma de elementos homogêneos, em

relação a G-graduação de A. Segue de (2) que bg ∈ B, ou seja bg ∈ B ∩ (
⋃

g∈GAg), logo B é

gerado por elementos homogêneos.

Suponha que vale (3). Seja C uma base de B, C ⊆ (
⋃

g∈GAg) composta de elementos

homogêneos e seja Bg = B ∩ Ag, que é um espaço vetorial. Seja Cg = C ∩ Ag. Agora seja

o elemento b =
∑n

i=1 λici, onde ci ∈ C e λi 6= 0. b ∈ Bg se, e somente se, wt(ci) = g,

para todo i ∈ In. Assim Cg = C ∩ Ag é uma base para Bg e como C =
⋃

g∈GCg segue que

B =
⊕

g∈GBg e o lema está provado.

Exemplo 1.2.14. Se consideramos Mn(K) com qualquer uma das graduações definidas no

Exemplo 1.2.9, então é fácil ver que a álgebra Un(K) das matrizes triangulares superiores é

subálgebra homogênea de Mn(K), já que é gerada pelos elementos homogêneos {Eij; i 6 j}.

Definição 1.2.15. Uma aplicação Φ : A → B entre álgebras G-graduadas é chamada ho-

momorfismo G-graduado, se Φ é um homomorfismo que satisfaz Φ(Ag) ⊆ Bg para todo

g ∈ G. De modo análogo, definimos isomorfismo, endomorfismo e automorfismo

G-graduado. Agora também estamos aptos a dar outras caracterizações dos ideais e das

subálgebras. I é ideal G-graduado de A se I é núcleo de algum homomorfismo G-graduado

com domı́nio A. C é subálgebra G-graduada de B quando C é imagem de algum homomor-

fismo G-graduado de contradomı́nio B.
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Proposição 1.2.16. Se I é um ideal G-graduado de uma álgebra G-graduada A, então A/I

é uma álgebra G-graduada considerando (A/I)g = {a+ I; a ∈ Ag}.

Demonstração. É claro que A/I =
∑

g∈G(A/I)g, e que (A/I)g(A/I)h ⊆ (A/I)gh. Para

concluir resta mostrar que a soma é direta. Suponhamos que
∑

g∈G(ag + I) = 0. Neste caso
∑

g∈G ag ∈ I e como I é G-graduado segue do Lema 1.2.13 que ag ∈ I, ou seja (ag + I) = 0.

Assim A/I =
⊕

g∈G(A/I)g e o lema está provado.

A proposição a seguir é uma versão graduada do Teorema 1.1.28, ao longo da dissertação

também iremos nos referir a ela como Teorema dos Isomorfismos.

Proposição 1.2.17. Teorema dos Isomorfismos Sejam A e B álgebras G-graduadas e

Φ : A→ B um homomorfismo G-graduado. Então, o ker(Φ) é um ideal G-graduado de A e

a álgebra quociente A/ kerΦ é isomorfa (como álgebra graduada) à ImΦ = Φ(A).

Demonstração. É fácil ver que ker(Φ) é um ideal de A, vamos mostrar que ele é G-graduado.

Seja a ∈ ker(Φ) e a =
∑

g∈G ag, onde ag ∈ Ag é a sua decomposição como soma de elementos

homogêneos. Como Φ é homomorfismo graduado temos que 0 =
∑

g∈G(Φ(ag)) e Φ(ag) ∈ Bg,

portanto Φ(ag) ∈ ker(Φ).

A aplicação Ψ : A/ kerΦ → B dada por Ψ(a + ker(Φ)) = Φ(a) está bem definida pois

se a, b ∈ A são tais que a + ker(Φ) = b + ker(Φ), então a − b ∈ ker(Φ) e Φ(a) = Φ(b), ou

seja Ψ(a+ker(Φ)) = Ψ(b+ker(Φ)). É fácil ver que Ψ é um homomorfismo graduado, assim

resta apenas mostrar que Ψ é injetor. Se Ψ(a + ker(Φ)) = 0 então Φ(a) = 0 e a ∈ ker(Φ),

logo a+ ker(Φ) = 0 e a proposição está provada.

1.2.2 Álgebras Graduadas Livres e Identidades Polinomiais

Graduadas

Precisamos do conceito de álgebra associativa livre G-graduada para falar das identidades

polinomiais graduadas. Consideremos uma famı́lia {Xg}g∈G de conjuntos enumeráveis e dois

a dois disjuntos. Tomemos então X =
⋃

g∈GXg e consideremos a álgebra associativa livre

unitária K〈X〉. Definimos agora

wt(1) = ε e wt(x1x2 . . . xm) = wt(x1)wt(x2) . . . wt(xm),
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onde wt(xi) = g se xi ∈ Xg e ε é o elemento neutro de G. Sendo então m um monômio de

K〈X〉, dizemos que wt(m) é o G-grau de m. Tomando para cada g ∈ G

K〈X〉g = span{m;m é monômio de K〈X〉 e wt(m) = g}

temos

K〈X〉 =
⊕

g∈G

K〈X〉g e K〈X〉gK〈X〉h ⊆ K〈X〉gh

para quaisquer g, h ∈ G, assim K〈X〉 é uma álgebra G-graduada denominada a álgebra

associativa livre (unitária) G-graduada.

Lema 1.2.18. A álgebra G-graduada K〈X〉 satisfaz a seguinte propriedade universal: Para

toda álgebra G-graduada A, toda função Φ :
⋃

g∈GXg → A tal que Φ(Xg) ⊆ Ag, para todo

g ∈ G pode ser estendida a um único homomorfismo G-graduado de álgebras.

Agora podemos dar a definição de identidade polinomial graduada.

Definição 1.2.19. Seja A =
⊕

g∈GAg uma álgebra G-graduada. Dizemos que um polinômio

f(x1, . . . , xn) ∈ K〈X〉 é uma identidade G-graduada de A se f(a1, . . . , an) = 0 para

quaisquer ai ∈ Awt(xi) com i ∈ In.

Daremos agora a definição de TG-ideal, que é o análogo para o caso de identidades

polinomiais graduadas do conceito de T-ideal.

Definição 1.2.20. Seja K〈X〉 a álgebra associativa livre G-graduada. Um ideal I de K〈X〉

é dito ser um TG-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo endomorfismo G-graduado ϕ de K〈X〉. Dado

um subconjunto S qualquer de K〈X〉, definimos o TG-ideal gerado por S, que é denotado

por 〈S〉TG, como sendo a interseção de todos os TG-ideais de K〈X〉 que contêm S. Quando

G = Zn, o TG-ideal também será denotado por Tn.

É claro que K〈X〉 é um TG-ideal que contém S, assim na definição acima 〈S〉TG é in-

terseção de uma famı́lia não vazia de conjuntos, além disso não é dif́ıcil ver que a interseção

de uma famı́lia qualquer de TG-ideais é ainda um TG-ideal, portanto 〈S〉TG está bem definido

e é o menor TG-ideal que contém S.

O TG-ideal gerado por S coincide com o subespaço vetorial deK〈X〉 gerado pelo conjunto

{h1f(g1, . . . , gn)h2 ; f(x1, . . . , xn) ∈ S , h1, h2, g1, . . . , gn ∈ K〈X〉,

wt(g1) = wt(x1), . . . , wt(gn) = wt(xn)}.

A proposição a seguir é bastante útil, sua demonstração é simples e por isso será omitida.
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Proposição 1.2.21. Sendo A uma álgebra G-graduada, temos que o conjunto TG(A) das

identidades G-graduadas de A é um TG-ideal de K〈X〉.

Exemplo 1.2.22. Consideremos a álgebra de Grassmann E com sua Z2-graduação natural

(conforme definida no Exemplo 1.2.4). Como ab = −ba para quaisquer elementos a, b ∈ E1,

temos que f(x1, x2) = x1x2 + x2x1 ∈ K〈X〉, onde K〈X〉 é a álgebra livre Z2-graduada, com

wt(x1) = wt(x2) = 1, é identidade Z2-graduada de E.

O próximo resultado mostra uma importante relação entre os conceitos de identidades

polinomiais ordinárias e graduadas.

Proposição 1.2.23. Sejam A e B duas álgebras. Se A e B possuem G-graduações tais que

TG(A) ⊆ TG(B), então T (A) ⊆ T (B). Ademais, se TG(A) = TG(B), então T (A) = T (B).

Demonstração. Consideremos a álgebra associativa livre K〈X〉 e seja f(x1, x2, . . . , xn) ∈

T (A). Dados b1, b2, . . . , bn ∈ B, tomemos big ∈ Bg, para i = 1, . . . , n e uma quantidade

finita de g ∈ G, tais que bi =
∑
big, ou seja bi é uma soma finita de big. Consideremos agora,

com i fixado,
∑
xig, em que xig ∈ Xg e o somatório é sobre o mesmo conjunto finito de ı́ndices

do somatório bi =
∑
big. Como f ∈ T (A), é fácil ver que f1 = f(

∑
x1g, . . . ,

∑
xng) ∈ TG(A)

Pela hipótese temos que f1 ∈ TG(B), logo substituindo xig por big temos

f(b1, b2, . . . , bn) = f
(∑

b1g,
∑

b2g, . . . ,
∑

bng

)

= 0

e assim f ∈ T (B).

Se TG(A) = TG(B), então TG(A) ⊆ TG(B) e TG(B) ⊆ TG(A), donde temos a última

afirmação.

Observação 1.2.24. É importante observar que a rećıproca do resultado acima é falsa. As

álgebras Z2-graduadas E = E0+E1 e E = E+0 (graduação trivial), satisfazem identidades

Z2-graduadas diferentes.

Definição 1.2.25. Uma álgebra sobre K com charK 6= 2, Z2-graduada A é supercomutativa,

se ab = (−1)wt(a)wt(b)ba para todos a, b ∈ A0 ∪ A1.

Exemplo 1.2.26. A álgebra de Grassmann é um exemplo de álgebra supercomutativa.
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Definição 1.2.27. Seja K〈X〉 = K〈X〉0⊕K〈X〉1 a álgebra livre Z2-graduada onde K é um

corpo com charK 6= 2 definida como acima. Para os monômios f , g ∈ K〈X〉, consideramos

as relações fg = (−1)wt(f)wt(g)gf e seja I o T2-ideal Z2-graduado gerado por estas relações.

Denotamos Y = X0 e Z = X1. A álgebra K(Y ;Z) = K〈X〉/I é naturalmente Z2-graduada

(pois herda a graduação de K〈X〉) e é chamada de álgebra livre supercomutativa.

A álgebra K(Y ;Z) satisfaz a seguinte propriedade universal: Para toda álgebra superco-

mutativa A = A0 ⊕ A1, toda função Φ : Y ∪ Z → A tal que Φ(Y ) ⊆ A0 e Φ(Z) ⊆ A1 pode

ser estendido a um único homomorfismo de álgebras.

1.2.3 Identidades Graduadas Multilineares, Homogêneas e

Próprias

Nesta seção veremos que sob determinadas condições podemos simplificar as identidades

com que trabalhamos, podendo nos restringir a alguns tipos especiais de identidades.

Lema 1.2.28. Seja f(x1, . . . , xm) =
∑n

i=0 fi(x1, . . . , xm) ∈ K〈X〉 onde fi é a componente

homogênea de f com grau i em xk, fixado.

(i) Se o corpo K contém mais que n elementos, então fi(x1, x2, . . . , xm) ∈ 〈f〉TG;

(ii) Se o corpo K satisfaz charK = 0 ou maior que o grau de f , então 〈f〉TG admite uma

base composta por uma famı́lia finita de polinômios multilineares.

Demonstração. (i) Seja I = 〈f〉TG o T -ideal de K〈X〉 gerado por f . Escolhemos n + 1

elementos distintos α0, . . . , αn de K. Como I é um TG-ideal, obtemos que

f(αjx1, x2, . . . , xm) =
n∑

i=0

αi
jfi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I ; j = 0, 1, . . . , n.

Consideramos estas equações como um sistema linear com incógnitas f0, f1, . . . , fn. Como

o determinante do sistema
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 α0 · · · αn
0

1 α1 · · · αn
1

...
...

. . .
...

1 αn · · · αn
n

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=
∏

i<j

(αj − αi)
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é o determinante de Vandermonde que é diferente de 0, temos que cada fi(x1, x2, . . . , xm) ∈ I,

isto é, as identidades fi = 0 são consequências de f = 0.

(ii) Por (i), podemos assumir que f(x1, x2, . . . , xm) é multi-homogêneo. Seja j = degx1
f .

Faremos indução sobre j. Escrevemos f(y1+y2, x2, . . . , xm) ∈ I = 〈f〉TG (aqui y1, y2 ∈ Xwt(x1)

) sob a forma

f(y1 + y2, x2, . . . , xm) =
k∑

i=0

fi(y1, y2, x2, . . . , xm)

onde fi é a componente homogênea de grau i em y1. Logo, fi ∈ I para i = 0, 1, . . . , j.

Como degyk fi < j; i = 1, 2, . . . , j − 1; k = 1, 2, podemos aplicar argumentos indutivos e

obtemos um conjunto de consequências multilineares de f . Para ver que estas identidades

multilineares são uma base para 〈f〉TG é suficiente observarmos que

fi(y1, y1, x2, . . . , xm) =

(
j

i

)

f(y1, x2, . . . , xm)

e que o coeficiente binomial é diferente de 0, pois temos por hipótese que charK = 0 ou

charK > deg(f).

Corolário 1.2.29. Seja A uma álgebra. Então,

(i) Se o corpo K é infinito, todas identidades polinomiais graduadas de A seguem de suas

identidades graduadas multi-homogêneas;

(ii) Se o corpo K satisfaz charK = 0, todas as identidades polinomiais graduadas de A

seguem de suas identidades multilineares graduadas.

Neste momento podemos dar mais alguns exemplos de álgebras que não são PI-álgebras.

Exemplo 1.2.30. Seja V um espaço vetorial de base enumerável {vi}i∈N sobre um corpo K

com charK = 0. Seja L o espaço vetorial das transformações lineares de V em V , ou seja,

os endomorfismos. Temos que L se torna uma álgebra quando equipada com a multiplicação

dada pela composição. Ela é unitária e associativa. Considere o subespaço L′ ⊆ L dos

endomorfismos de posto finito (cuja imagem tem dimensão finita). Ele também é uma

álgebra com a multiplicação dada pela composição, é uma álgebra associativa embora não

seja unitária. Assim, L′ pode ser visto como uma subálgebra de L, desde que se esqueça que

L é unitária. Temos que tanto L′, quanto L não são PI-álgebras. Caso fossem PI-álgebras,

32



deveriam satisfazer algum polinômio multilinear de grau digamos d (d > 1), sem perda de

generalidade podemos escrever a relação satisfeita da seguinte forma

x1 . . . xd =
∑

σ∈Sd\{ε}

xσ(1) . . . xσ(d).

Considere ϕ(i,j) o endomorfismo tal que ϕ(i,j)(vk) = δjkvi para todo i, j e k ∈ N. Temos

que ϕ(i,j) ∈ L′. No entanto,

0 6= ϕ(1,d+1) = ϕ(1,2) . . . ϕ(d,d+1) =
∑

σ∈Sd\{ε}

ϕ(σ(1),σ(1)+1) . . . ϕ(σ(d),σ(d)+1) = 0,

o que é absurdo. Logo nem L, nem L′ são PI-álgebras.

Quando a álgebra é unitária podemos restringir a nossa busca de identidades polinomiais

a um determinado tipo de polinômios (polinômios próprios), conforme explicamos a seguir.

No que segue, Y = Xε e Z =
⋃

g 6=εXg, assim X = Y ∪ Z. As variáveis de grau ε serão

denotas por yi, i ∈ N; as variáveis de grau diferente de ε serão denotadas por zj, j ∈ N e

quando uma variável tiver grau arbitrário será denotada por xi, i ∈ N.

Definição 1.2.31. Um polinômio f ∈ K〈X〉 é chamado polinômio próprio, se as variá-

veis de grau ε aparecem em comutadores apenas, isto é,

f = f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zk) = f(x1, . . . , xn)

=
∑

αi,...,jz
a1
1 z

a2
2 . . . zakk [xi1 , . . . , xip ] . . . [xj1 , . . . , xjq ] ; αi,...,j ∈ K,

onde ai ∈ N, 1 6 i 6 k e assumimos que 1 é um produto de um conjunto vazio de comuta-

dores. Denotamos por BG(X) o conjunto de todos os polinômios próprios de K〈X〉.

O Lema 1.2.37 mais adiante mostra a importância dos polinômios próprios para encon-

trar uma base das identidades de uma álgebra unitária. A demonstração está baseada no

Teorema de Witt e no Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt. Antes de enunciá-los precisamos

da definição a seguir.

Definição 1.2.32. Se A é uma álgebra associativa e a álgebra de Lie L (não precisa ser

associativa e nem unitária) é isomorfa a uma subálgebra da álgebra de Lie A(−), definida no

Exemplo 1.1.8, dizemos que A é uma álgebra envolvente de L. A álgebra associativa U =

U(L) é a álgebra envolvente universal da álgebra de Lie L, se L é uma subálgebra
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de U (−) e U satisfaz a seguinte propriedade universal: Para qualquer álgebra associativa A

e qualquer homomorfismo de álgebras de Lie ϕ : L → A(−) existe um único homomorfismo

de álgebras associativas (que leva unidade em unidade) ψ : U → A que estende ϕ, ou seja,

tal que ψ(x) = ϕ(x) para todo x ∈ L.

O teorema a seguir garante que toda álgebra de Lie possui uma álgebra envolvente uni-

versal, que é única a menos de isomorfismos. Recordamos que no ińıcio deste caṕıtulo fizemos

um comentário que toda álgebra de Lie L é isomorfa a uma subálgebra de alguma álgebra

A(−), para alguma álgebra associativa.

Teorema 1.2.33. Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt Toda álgebra de Lie L possui

uma única (a menos de isomorfismo) álgebra envolvente universal U(L). Se L tem uma base

E = {ei; i ∈ I}, onde I é um conjunto ordenado, então U(L) = K〈E〉/J , onde J é o ideal

de K〈E〉 gerado pelos polinômios [ei, ej] − ei ∗ ej (śımbolo ∗ denota a multiplicação em L).

Além disso, os elementos

{ei1 . . . eip ; i1 6 · · · 6 ip, p = 1, 2, . . . } ∪ {1},

formam uma base de U(L).

Demonstração. Veja a demonstração em [7], Teorema 1.3.1, página 11, por exemplo.

Para álgebras de Jordan não temos algo desse tipo, como já comentamos.

Exemplo 1.2.34. Apenas para ilustrar, daremos um exemplo de álgebra de Jordan excep-

cional. Seja C o corpo dos complexos, que agora olhamos como R-álgebra. Denotaremos por

H a álgebra dos quatérnios, que é o conjunto C× C equipado com soma usual, coordenada

a coordenada, e a multiplicação

(a, b) ∗ (c, d) = (ac− db, da+ bc),

onde x denota a conjugação complexa. Claramente H é uma álgebra associativa unitária

(1H = (1C, 0)), não comutativa, com divisão, isto é, para todo (a, b) existe (c, d), tal que

(a, b) ∗ (c, d) = (1, 0) = (c, d) ∗ (a, b).

Definimos a conjugação nos quatérnios por (a, b) = (a,−b).

Denotaremos por O a álgebra dos octônios, que é o conjunto H×H equipado com soma

usual, coordenada a coordenada, e a multiplicação

(p, q) ∗ (r, s) = (pr − sq, sp+ qr),
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onde x denota a conjugação nos quatérnios definida acima. Claramente O é uma álgebra

não associativa unitária, não comutativa, com divisão, isto é, para todo (p, q) existe (r, s),

tal que (p, q) ∗ (r, s) = (1, 0) = (r, s) ∗ (p, q).

Defina a conjugação nos octônios por (p, q) = (p,−q).

Seja agora a álgebra M3(O). O conjunto J das matrizes auto-adjuntas de M3(O) é uma

subálgebra de (M3(O))+, que é uma álgebra de Jordan excepcional [Jordan, Neumann &

Wigner] (1934).

Teorema 1.2.35. Teorema de Witt A subálgebra de Lie L(X) de K〈X〉(−) gerada por

X (isto é, L(X) é a interseção de todas as álgebras de Lie que contém X), é livre na classe

das álgebras de Lie. Além disso U(L(X)) = K〈X〉.

Demonstração. Consulte a demonstração em [7], Teorema 1.3.5, página 14, por exemplo.

Agora vamos utilizar estes dois teoremas para encontrar uma base de K〈X〉 que será

bastante útil.

Proposição 1.2.36. Suponhamos que os elementos

x1, x2, . . . , [xi1 , xi2 ], [xj1 , xj2 ], . . . , [xk1 , xk2 , xk3 ], . . . ,

formam uma base ordenada de L(X) onde os elementos x1, x2, . . . precedem os comutadores.

Então

(i) O espaço vetorial K〈X〉 tem base formada pelos elementos

xa11 . . . xamm [xi1 , xi2 ]
b . . . [xl1 , . . . , xlp ]

c,

onde a1 . . . , am, b, . . . , c > 0 e [xi1 , xi2 ] < · · · < [xl1 , . . . , xlp ], na ordenação da base de

L(X);

(ii) Os elementos desta base tais que ai = 0 sempre que wt(xi) = ε, 1 6 i 6 m, formam

uma base para BG(X).

Demonstração. O item (i) segue do Teorema deWitt que garante que U(L(X)) = K〈X〉, e do

Teorema de Poincaré-Brirkhoff-Witt, que nos diz como encontrar uma base para U(L(X))

a partir de uma base ordenada de L(X). O item (ii) segue diretamente do item (i) e da

definição de BG(X).
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A seguir utilizaremos a base de K〈X〉 dada na proposição anterior para provar que

quando o corpo é infinito as identidades graduadas de uma álgebra unitária seguem de suas

identidades próprias. Para isto será necessário utilizar o seguinte fato: Se A é uma álgebra

G-graduada, então sua unidade é homogênea de grau ε. Isto já foi observado em Observação

1.2.3.

Lema 1.2.37. Se A é uma álgebra unitária G-graduada sobre um corpo infinito K, então

todas as identidades polinomiais graduadas de A seguem das suas identidades próprias (ou

seja, daquelas em TG(A) ∩ BG(X)). Se charK = 0, então todas identidades polinomiais

graduadas de A seguem das suas identidades próprias multilineares.

Demonstração. Seja f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ K〈X〉, não nulo. Pela Proposição 1.2.36

podemos escrever f como

f =
∑

αay
a1
1 . . . yamm wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn), αa ∈ K,

onde wa ∈ BG(X) e a soma é feita sobre as m-uplas a = (a1, . . . , am) tais que ai 6 degyi(f),

1 6 i 6 m. Mostraremos que quando f ∈ TG(A), temos que

∑

a;a1fixado

αay
a2
2 . . . yamm wa ∈ TG(A).

O resultado seguirá indutivamente da nossa demonstração. Para cada f nessa forma,

definimos o conjunto

M(f) := {M1,M2, . . . ,Ml}

= {a1; a1 6= 0 é o primeiro termo de uma m-upla a = (a1 . . . , am) com αa 6= 0},

onde M1 > M2 · · · > Ml > 0.

Afirmamos que se f ∈ TG(A) e f é homogêneo em y1, então para todo j ∈ Il,

gj =
∑

a;a1=Mj

αay
a2
2 . . . yamm wa ∈ TG(A).

A demonstração do lema segue desta afirmação, juntamente com o Lema 1.2.28, pois se

f é multi-homogêneo, então f é consequência das identidades

{wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn);αa 6= 0}.
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A parte multilinear do lema segue do fato que, supondo f multilinear, temos os polinômios

wa multilineares. Agora demonstraremos a afirmação.

SeM1 = 0, então não há nada a fazer, pois f =
∑
αay

a2
2 . . . yamm wa ∈ TG(A). Assim supo-

mos M1 > 0. Uma vez que em wa as variáveis y1, . . . , ym aparecem apenas nos comutadores,

é claro que

wa(y1 + 1, . . . , ym, z1, . . . , zn) = wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn).

Como wt(y1+1) = wt(y1) = ε, segue que f(y1+1, . . . , ym, z1, . . . , zn) também é identidade

polinomial graduada para A e conclúımos que

f(y1+1, . . . , ym, z1, . . . , zn)=
∑

αa

a1∑

i=0

(
a1
i

)

yi1y
a2
2 . . . yamm wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ TG(A).

Observamos que no somatório acima a parcela com i fixado é a componente homogênea

em relação a y1 de grau i+ degy1(wa).

Como f é homogêneo em y1, a1 + degy1(wa(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)) = degy1(f), assim a

componente homogênea com menor grau em relação a y1 é obtido das parcelas com a1 =M1

e i = 0 e é dada por

g1 =
∑

a;a1=M1

αay
a2
2 . . . yamm wa,

onde o sub-́ındice a1 =M1 no somatório significa que a soma é feita sobre os a = (a1 . . . , am)

tais que a1 = M1. Lembrando que o corpo K é infinito (tem mais de degy1(f) elementos),

segue do Lema 1.2.28 que o polinômio g1 pertence a TG(A).

Suponhamos que a afirmação seja verdadeira para 1, 2, . . . , k, onde k é um número natural

menor que l.

Tomando g =
∑k

j=1 y
Mj

j gj ∈ TG(A) e subtraindo esta identidade de nossa identidade

inicial f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) obtemos uma nova identidade

h(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn)=
∑

a;a1<Mk

αay
a1
1 . . . yamm wa ∈ TG(A).

É claro que M(h) = {Mk+1, . . . ,Ml} e aplicando os argumentos anteriores ao polinômio

h conclúımos que
∑

a;a1=Mk+1

αay
a2
2 . . . yamm wa ∈ TG(A),

e a afirmação está provada.
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CAPÍTULO 2

ÁLGEBRAS FINITAMENTE

GERADAS

Neste caṕıtulo estudamos o conceito de GK-dimensão em álgebras finitamente geradas,

sua relação com as PI-álgebras e a PI-equivalência (definida em Definição 1.1.35), bem como

sua relação com outras dimensões algébricas. Lembramos que estamos considerando todas

as álgebras associativas e neste caṕıtulo finitamente geradas, salvo menção em contrário.

Lembramos que usaremos, quando n for um número natural, In para denotar o subconjunto

natural {1, 2, . . . , n}.

2.1 Teorema de Shirshov

Nesta seção veremos o teorema de Shirshov que é uma ferramenta combinatória poderosa

utilizada no estudo de álgebras. Consideraremos todas as álgebras arbitrárias, não precisam

ser associativas e nem unitárias.

2.1.1 Teorema de Shirshov e Altura de Álgebras

Inicialmente consideremos Xm um conjunto contendo as variáveis (distintas) x1, . . . , xm,

com m > 1. Seja W = 〈x1, x2, . . . , xm〉 o conjunto de todos os monômios em K〈Xm〉. W
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é chamado de semigrupo unitário livre de posto m e é o objeto livre na classe de todos os

semigrupos com unidade. Para w = xi1xi2 . . . xin ∈ W , denotaremos por |w| o comprimento

(ou grau) de w. Utilizaremos os termos palavra e monômio indistintamente.

Definição 2.1.1. Definiremos uma ordem parcial > em W :

• Para monômios de comprimento um, ou seja, as variáveis, x1 < x2 < · · · < xm;

• xi1xi2 . . . xip > xj1xj2 . . . xjq se, e só se, existe k > 0, tal que ik+1 > jk+1 e ia = ja para

todo a < k.

u e v são incomparáveis, se uma delas é o começo da outra, por exemplo, u = v · w com

w 6= 1.

Um subconjunto incomparável de W é um subconjunto finito de W que contém duas

palavras incomparáveis.

Definição 2.1.2. Um monômio w ∈ W é dito d-decompońıvel se ele pode ser escrito na

forma

w = w0w1 . . . wdwd+1,

(w0 e wd+1 podem ser palavras vazias) e

w0w1 . . . wdwd+1 > w0wσ(1) . . . wσ(d)wd+1

para toda permutação não trivial, ou seja σ ∈ Sd, σ 6= ε.

Por exemplo,

w = (x2x1)(x3x2x1x2)(x3x1x2)(x4x1) = w0w1w2w3

é 2-decompońıvel, pois

w1w2 > w2w1.

Verifica-se facilmente que esta palavra possui uma 4-decomposição

w = (x2x1)(x3x2x1x2)(x3x1)(x2x4)(x1)().

Lema 2.1.3. Se w ∈ W é tal que w = pq = rp para certas palavras não vazias p, q e r,

então w = an ou w = (ab)n−1a = abab . . . aba para certos a 6= 1 b 6= 1 e n > 1.
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Demonstração. (1) Se |p| < |r|, então r = pb e já obtemos que w = rp = pbp, ou seja

w = aba com a = p.

(2) Se |r| 6 |p|, então p = rp1 e |p1| < |p|, pois |r| > 1. De w = rp1q = rrp1, obtemos

p1q = rp1. Se |r| 6 |p1|, então p1 = rp2 e p2q = rp2, com |p2| < |p1|. Continuamos esse

processo até que |pk+1| < |r|. Temos assim, pk = rpk+1 e pk+1q = rpk+1. Deste modo,

consideremos as duas possibilidades:

• Se pk+1 = 1, então p = rk+1 e w = rk+2 = ak+2 para a = r;

• Se pk+1 6= 1, então pk+1q = rpk+1 e |pk+1| < |r|. Pelo argumento já usado em (1),

para a = pk+1, r = ab obtemos p = rk+1pk+1 e assim

w = rk+2pk+1 = (ab)k+2a.

E assim conclúımos a demonstração.

Lema 2.1.4. Seja v = w0ww1ww2 . . . wd−1wwd uma palavra em que a subpalavra w possui

d subpalavras distintas e comparáveis. Então v é d-decompońıvel.

Demonstração. Seja w = aivibi, i ∈ Id e v1 > v2 > · · · > vd. Então v tem a seguinte

d-decomposição

v = (w0a1)(v1b1w1a2)(v2b2w2a3) . . . (vd−1bd−1wd−1ad)(vdbd)wd

pois t1 > t2 > · · · > td, em que ti = vibiwiai+1 para i ∈ Id−1 e td = vdbd.

Exemplo 2.1.5. Se p e q são palavras comparáveis, então a palavra w = pd−1q contém d

subpalavras distintas e comparáveis.

Se p > q, então

pd−1q > pd−2q > · · · > pq > q.

Se p < q, então

pd−1q < pd−2q < · · · < pq < q.

Definição 2.1.6. Seja uma palavra w com |w| > d. Escrevamos

w = w1 = e2w2 = · · · = edwd,

onde |ei| = i− 1, |wi| = |w|+ 1− i.

Chamaremos de w1, w2, . . . , wd os d-finais de w.
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Lema 2.1.7. Seja uma palavra w, com |w| > d tal que os d-finais de w são incomparáveis,

então w = abtc , onde |a|+ |b| < d, t > 1 e c = 1 ou c é ińıcio de b.

Se |w| > dk, então t > k e, em particular, w possui subpalavra bk com |b| < d.

Demonstração. Sejam wi, wj dois d-finais de w incomparáveis, com i < j. Assim w = awi =

abwj, logo wi = bwj. Como wi e wj são incomparáveis, wi = wju e pelo Lema 2.1.3 (já que

bwj = wi = wju) obtemos wi = btc, onde c = 1 ou c é um começo de b e logo w = awi = abtc.

Claramente |a|+ |b| = j − 1 < d.

Continuando, dk 6 |w| = |a|+ |b|+(t−1)|b|+ |c| < d+(t−1)|b|+ |c| < d+ t|b| < (t+1)d,

donde k < t+ 1 e assim k 6 t.

Lema 2.1.8. Seja w ∈ W com |w| = kd e w não contém subpalavra bk com |b| < d. Então

w = vu, os d-finais de v são comparáveis e v pertence a um subconjunto S de W que tem

no máximo s(d, k) =
(
d
2

)
(k − 1)md elementos, ou seja, |S| > s(d, k).

Demonstração. Se os d-finais de w não são comparáveis, então, pelo Lema anterior, w possui

uma subpalavra bk, com |b| < d, absurdo. Logo os d-finais de w são comparáveis. Seja v o

ińıcio de w de menor comprimento tal que os d-finais(donde |v| > d) de v são comparáveis.

Mas v = qx, com |x| = 1, e assim ou |q| < d, ou os d-finais de q são incomparáveis (pela

condição minimal de v).

Logo os d-finais de q são incomparáveis e |q| > d (pois |q| < d e os d-finais de q serem

comparáveis são condições incompat́ıveis), pelo Lema anterior q = a(cb′)tc, onde c 6= 1 6= b′,

|a| + |b′| + |c| < d e t > 1 ou q = abt, onde b 6= 1 e |a| + |b| < d. Portanto w contém bt (ou

(cb′)t), |b| < d (|cb′| < d), donde t < k, pela hipótese.

Denotemos por S o conjunto de todas as palavras escritas de uma das seguintes formas:

(i) v = a(cb′)tcx, onde c 6= 1 6= b′, t ∈ Ik−1, |a|+ |b′|+ |c| 6 d− 1, |x| = 1 e x não é ińıcio

de b;

(ii) v = abtx, onde b 6= 1, t ∈ Ik−1, |a|+ |b| 6 d− 1, |x| = 1 e x não é ińıcio de b.

Vamos agora estimar a quantidade de elementos de S. Para os elementos do tipo (i),

seja l = |a| + |b′| + |c| fixado. Sabemos que 2 6 l 6 d − 1. Também os inteiros |a| e

|a| + |c| determinam |a|, |b′| e |c|. Deste modo, |a| e |a| + |c| devem ser elementos distintos

entre 0, 1, . . . , l − 1, donde temos
(
l
2

)
possibilidades para os inteiros |a|,|b′| e |c|. Como ab′c

é palavra em W e determina a, b′ e c, temos ml possibilidades para a, b′ e c. Temos (k − 1)
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possibilidades para o t e (m− 1) possibilidades para que a letra x seja distinta da primeira

letra de b. Assim, com l fixado temos
(
l

2

)

ml(k − 1)(m− 1)

possibilidades para v. Somando em l = 2 até d− 1 obtemos que o número de elementos do

tipo (i) é limitado por
d−1∑

l=2

(
l

2

)

ml(k − 1)(m− 1).

Com uma análise análoga para os elementos do tipo (ii), obtemos que o número de

elementos do tipo (ii) é limitado por

d−1∑

l=1

lml(k − 1)(m− 1).

Assim,

|S| 6
d−1∑

l=2

(
l

2

)

ml(k − 1)(m− 1) +
d−1∑

l=1

lml(k − 1)(m− 1) =

(k − 1)(m− 1)
d−1∑

l=1

(
l + 1

2

)

ml
6 (k − 1)

(
d

2

)

(m− 1)
d−1∑

l=0

ml
6 (k − 1)

(
d

2

)

md.

Observação 2.1.9. Agora, motivados pelo Lema anterior, definimos o número s(d, k) =
(
d
2

)
(k − 1)md.

O próximo teorema é a versão combinatória do teorema de Shirshov, demonstrado por

Belov, o qual será o resultado chave em nossa abordagem às PI-Álgebras finitamente geradas.

Teorema 2.1.10. Seja w ∈ W = 〈x1, . . . , xm〉, m > 1, e sejam k e d inteiros tais que

k > d > 1 e w não é d-decompońıvel. Então

w = c0v
k1
1 c1v

k2
2 . . . vkrr cr,

onde |vi| < d, ki > k, r < dmd e

r∑

i=0

|ci| 6 d2ks(d, k) + dk(r + 1) 6
d4k2md

2
,

as palavras vi e ci não possuem ińıcio comum e quando ci = 1, vi e vi+1 não possuem ińıcio

comum.
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Demonstração. Podemos assumir |w| > d2ks(d, k), caso contrário ponha c0 = w e o resultado

está mostrado. Assim podemos escrever

w = a1b1a2b2 . . . atbtat+1,

onde t = ds(d, k), |bi| = kd e os ai são arbitrários. Caso nenhum bi contenha uma subpalavra

bk, |b| < d, então, pelo lema anterior, bi = viui, onde vi ∈ S e vi tem d subpalavras

comparáveis. Mas como t = ds(d, k) > |S| temos que algum vi se repete d vezes em w. Pelo

Lema 2.1.4, w é d-decompońıvel, absurdo.

Assim, existe bi que possui uma subpalavra bk com |b| < d. Logo w também contém bk.

Seja c0 o menor ińıcio de w tal que w = c0v
k1
1 w1, onde |v1| < d, k1 > k e v1 e w1 não possuem

ińıcio comum. Podemos supor que eles não possuem ińıcio comum, pois, caso contrário,

podeŕıamos escrever v1 = pr, w1 = pq com q e r sem ińıcio comum, e então w = c0p(qp)
k1r,

onde qp e r não possuem ińıcio em comum. Caso w1 contenha uma subpalavra bk, |b| < d,

escolhemos o menor c1 tal que w1 = c1v
k2
2 w2, onde |v2| < d, k2 > k e v2 e w2 não possuem

ińıcio comum (da mesma forma com que fizemos anteriormente). Procedendo desta maneira

obtemos o seguinte

w = c0v
k1
1 c1v

k2
2 . . . vkrr cr,

onde |vi| < d, ki > k, os ci não contém palavra da forma bk, |b| < d e as palavras vi e ci não

possuem ińıcio comum e quando ci = 1, vi e vi+1 não possuem ińıcio comum.

Agora w possui r − 1 subpalavras disjuntas, a saber vd−1
i xi com i ∈ Ir−1, onde xi é uma

letra diferente da primeira letra de vi. (Aqui usamos que k > d e possivelmente cr = 1). O

número de palavras da forma vd−1x, |x| = 1 e x não é a primeira letra de v é

d−1∑

l=1

ml(m− 1) = md −m < md.

Se r > dmd, então alguma palavra da forma vd−1x, |x| = 1 e x não é a primeira letra de

v se repete pelo menos d vezes em w:

w = q0(v
d−1x)q1(v

d−1x)q2 . . . qd−1(v
d−1x)qd,

pelo Exemplo 2.1.5, vd−1x possui d subpalavras comparáveis, e pelo Lema 2.1.4 w é d-

decompońıvel, absurdo. Logo r < dmd (e r + 1 6 dmd).
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Para provar a desigualdade do
∑r

i=0 |ci|, dividimos os ci em subpalavras de comprimento

dk, mais uma palavra de comprimento menor que dk. Assim

p =
r∑

i=0

⌊
|ci|

dk

⌋

,

temos p segmentos de comprimento dk ( ⌊α⌋ denota a parte inteira de α ∈ R). Como ci não

possui subpalavras da forma bk, |b| < d, pelo Lema anterior, cada um desses p segmentos

começa por um elemento de S com d subpalavras comparáveis. Se p > ds(d, k), então

algum elemento de S repete d vezes em w, que já sabemos, pelo Lema 2.1.3, torna w d-

decompońıvel, absurdo. Logo p < ds(d, k). Além disso, usando as propriedades de parte

inteira,

p >
1

dk

r∑

i=0

|ci| − (r + 1),

donde

r∑

i=0

|ci| < dk(p+ (r + 1)) 6 d2ks(d, k) + dk(r + 1) 6 d2kmd

(
(k − 1)(d− 1)(d))

2
+ 1

)

6

6 d2kmd

(
(k − 1)(d− 1)(d))

2
+ 1

)

6
1

2
d4k2md.

Definição 2.1.11. Seja A uma álgebra gerada por V = {ri}i∈Im. Seja H um subconjunto

finito das palavras com letras em V (H ⊆ 〈r1, r2, · · · , rm〉 na nossa notação). Diremos que

A tem altura h com respeito a H se h é o menor número natural x tal que

A = span{uk1i1 u
k2
i2
. . . uktit ; para todo j ∈ It, uij ∈ H, t 6 x}.

Exemplo 2.1.12. SejaA = K[X], ondeX = {x1, . . . , xm}, a álgebra unitária dos polinômios

sobre um número finito de variáveis comutativas. Então A tem altura m com respeito a X,

pois A = span{xk11 x
k2
2 . . . xkmm ; ki > 0} e x1x2 . . . xm não pode ser escrito com menos do que

m fatores distintos.

Teorema 2.1.13 (Shirshov). Seja A uma PI-Álgebra, satisfazendo uma identidade de grau

d > 1, gerada (como álgebra) por V = {ri}i∈Im. Então A tem altura finita com respeito a

H = {ri1ri2 . . . ris ; s < d, ij ∈ Im}.
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Demonstração. Podemos supor que a identidade polinomial é multilinear, digamos f tal que

f(x1, . . . , xd) + x1x2 . . . xd =
∑

σ∈Sd\ε

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(d).

(somamos sob todas as permutações não triviais)

Considere um produto w = ri1ri2 . . . rip ∈ A. Se a palavra w é d-decompońıvel, então

w = w0w1 . . . wdwd+1 > w0wσ(1) . . . wσ(d)wd+1

para toda permutação não trivial σ ∈ Sd. Utilizando a identidade polinomial

w0(w1w2 . . . wd)wd+1 =
∑

σ∈Sd\ε

ασw0wσ(1)wσ(2) . . . wσ(d)wd+1.

Assim w é combinação linear de palavras de tamanho p, e menores em relação a ordenação

definida (em Definição 2.1.1). Podemos continuar o processo nas parcelas, até w ser com-

binação de palavras não d-decompońıveis. Seja w′ uma dessas parcelas não d-decompońıveis.

Fixamos k = d. Pelo teorema anterior,

w′ = c0v
k1
1 c1v

k2
2 . . . vkrr cr,

onde |vi| < d, ki > k, r < dmd e

r∑

i=0

|ci| 6 d2ks(d, k) + dk(r + 1) 6
d4k2md

2
,

as palavras vi e ci não possuem ińıcio comum e quando ci = 1, vi e vi+1 não possuem ińıcio

comum. Considerando a palavra ci 6= 1 como produto ci = uj1 . . . ujq com ujv ∈ V , obtemos

que

A = span{w;w = u1 . . . up0v
k1
1 up0+1 . . . up1v

k2
2 . . . vktt upt−1+1 . . . upt}.

Portanto a altura h de A satisfaz

h 6 t+
t∑

i=0

|ci| 6 dmd +
d6md

2
.

Teorema 2.1.14 (Levitzki). Seja A uma PI-Álgebra, satisfazendo uma identidade de grau

d > 1, gerada (como álgebra) por V = {ri}i∈Im. Seja P o conjunto de todos os produtos

ri1 · · · rik , k < d.

Se todo elemento de P é nil, então a álgebra A é nilpotente. Em particular, dimK A <∞.

45



Demonstração. Pelo Teorema de Shirshov 2.1.13, A é gerado pelos produtos

w = uk1i1 · · · u
kt
it
,

onde t 6 h (h é a altura) e os uij são palavras de comprimento < d com letras em V . Como

as posśıveis palavras uij são em número finito, existe uma cota superior n para a classe de

nilpotência delas. Portanto, se todos uij são nil e a soma k1 + . . . + kt é suficientemente

grande (maior que h(n− 1)), então algum uij aparece com grau maior que n− 1 e a palavra

é igual a 0.

2.2 Dimensão de Gelfand-Kirillov

Nesta seção apresentaremos conceitos básicos e propriedades da teoria de GK-dimensão

necessárias para uma boa compreensão do próximo caṕıtulo (tais conceitos e propriedades

não aparecem no Caṕıtulo 1). Após, vamos relacionar PI-equivalência com a Dimensão de

Gelfand-Kirillov. Nesta seção vamos considerar N0 o conjunto dos números naturais com o

zero e N o conjunto dos naturais sem o zero. Aqui estaremos considerando todas as álgebras

associativas, não necessariamente unitárias.

2.2.1 Conceitos Básicos e Propriedades

Iniciamos com a definição do nosso principal objeto de estudos, a dimensão de Gelfand-

Kirillov.

Definição 2.2.1. Seja A uma K-álgebra, gerada (algebricamente) por V = {ri}i∈Im

V 0 :=







K , se A é unitária

0 , c.c.

Para todo n ∈ N, V n := span{ri1 · . . . · rin ; i : j ∈ In 7→ ij ∈ Im} ⊆ A.

Definimos

gV : N0 −→ N0

n 7−→ dimK(
∑n

i=0 V
i)
.

(chamada de função crescimento de A, com respeito a V )

A dimensão de Gelfand-Kirillov de A é definida por:

GKdim (A) := lim sup logn gV (n).
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Observação 2.2.2. A dimensão de Gelfand-Kirillov de uma álgebra A pode não existir,

não ser um número real. Neste caso, por abuso, ainda diremos que existe a dimensão de

Gelfand-Kirillov e escrevemos GKdim (A) = ∞ e, caso seja necessário, consideraremos a

aritmética real estendida sem menções expĺıcitas, uma vez que o comportamento é natural.

Observação 2.2.3. Na verdade, o conceito de dimensão de Gelfand-Kirillov é mais geral e

esta é uma versão particular. Para maiores detalhes veja [12].

Proposição 2.2.4. GKdim (A) não depende da escolha de V , conjunto finito que gera (al-

gebricamente) A.

Demonstração. De fato, sejam V = {ri}i∈Im e W = {si}i∈Im′
conjuntos que geram (algebri-

camente) A .

Como V gera A como álgebra, sj ∈ W ⊆ R, existe pj ∈ N tal que sj ∈
∑pj

i=0 V
i.

Assim existe p = max{pj; j ∈ Im′} tal que W ⊆
∑p

i=0 V
i. Logo W 1 ⊆

∑p
i=0 V

i, donde

conclúımos que W n ⊆
∑pn

i=0 V
i e também que

∑n
i=0W

i ⊆
∑pn

i=0 V
i.

Agora temos gW (n) 6 gV (pn), donde tiramos

logn gW (n) 6 logn gV (pn) = logn pn · logpn gV (pn) = (1 + logn p) logpn gV (pn) =: cn.

Sejam c := lim sup cn, dn := logpn gV (pn) e d := lim sup dn. Mostremos que c = d.

Primeiro vamos mostrar que d 6 c. Para todo n ∈ N, 1 6 p implica 0 = logn 1 6 logn p,

donde 1 6 1 + logn p, e assim dn = logpn gV (pn) 6 (1 + logn p)dn = cn.

Portanto d 6 c.

Agora mostremos que c 6 d. Existe sequência n : j ∈ N →֒ nj ∈ N crescente tal que

lim
j
cnj

= c (mesmo que c seja ∞).

Existe lim
n
(1 + logn p) = 1, logo existe lim

j
(1 + lognj

p) = 1.

Agora lim
j
dnj

= lim
j

cnj

(1 + lognj
p)

=
limj cnj

limj(1 + lognj
p)

= c.

Portanto c 6 d.

Assim lim sup logn gW (n) 6 d = lim sup
n

logpn gV (pn) 6 lim sup
k

logk gV (k).

Finalmente, GKdimW (A) 6 GKdim V (A).

Analogamente mostra-se que GKdim V (A) 6 GKdimW (A).

Exemplo 2.2.5. Para A = K[X], onde X = {x1, . . . , xm}, a álgebra unitária dos polinômios

em m variáveis comutativas. Então, GKdim (A) = m.
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De fato, com relação ao conjunto usual que gera (algebricamente) os polinômios, V =

{xi}i∈Im ,

gV (n) = #{monômios de grau 6 n em m variáveis comutativas}

= #{monômios de grau n em m+ 1 variáveis comutativas}

= #{sequências de n • e m |}

=
(m+ n)!

m!n!

Basta observar que,

xa11 · . . . · xamm
∼
−→ ya00 · ya11 · . . . · yamm
∼
−→ a0 • | . . . |am•

Portanto gV (n) =
(m+ n)!

m!n!
=

(m+ n) · . . . · (n+ 1)

m!
, que é uma função polinomial de

grau m. Logo GKdim (A) = lim sup logn gV (n) = m.

Para deixar mais claro, no exemplo anterior identificamos, no caso particular m = 2 e

n = 6, x21x2 com y30y
2
1y2, com 3 • |2 • |1• que pode ser vista como a sequência de śımbolos

• • •| • •|•.

Exemplo 2.2.6. Para A = K〈X〉, onde X = {x1, . . . , xm} e m > 1, GKdim (A) = ∞. De

fato, suponha que GKdim (A) = t. Com relação ao conjunto usual que gera (algebricamente)

os polinômios, V = {xi}i∈Im , temos gV (n) =
∑n

i=0m
i.

Mas é fácil ver que gV cresce mais que qualquer função polinomial, isto é, para todo

k ∈ N, k 6 logn gV (kn), pois se n ∈ N0, então 2n − n > 0 e como m > 2 temos

mn > 2n > n→ (mn)k > nk → nk 6 mkn 6
∑kn

i=0m
i = gV (kn).

Portanto k 6 logn gV (kn) que nos dá que k 6 GKdim (A), absurdo visto que k é ar-

bitrário.

Proposição 2.2.7. Seja A uma álgebra associativa finitamente gerada como álgebra. Então

dimK A < ∞ se, e somente se, GKdim (A) = 0. Mais ainda, se dimK A = ∞, então

GKdim (A) > 1.

Demonstração. Seja V = {ri}i∈Im conjunto que gera (algebricamente) A.

Sabemos que para álgebras associativas V n+1 = span{V n · V }. Temos dois casos a

considerar.
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• Existe n0 ∈ N0 tal que V n0+1 ⊆
∑n0

i=0 V
i. Neste caso, p ∈ N implica que V n0+p ⊆

∑n0

i=0 V
i, e assim gV (n0 + p) = gV (n0) <∞.

Logo n > n0 implica gV (n) = gV (n0) <∞, o que nos dá que GKdim (A) = 0.

Isto ocorre se dimK A <∞ (basta tomar V = {ri}i∈Im base de A (A = V 1)).

• Para todo n ∈ N0, V
n+1 *

∑n
i=0 V

i.

Neste caso,
∑n

i=0 V
i (

∑n+1
i=0 V

i, donde gV (n) < gV (n+ 1).

Mostremos que gV (n) > n por indução.

i)gV (0) > 0 trivialmente;

ii)gV (n+1) > gV (n)
HI

> n, logo gV (n+1) > n donde gV (n+1) > n+1 como queŕıamos.

Enfim, logn gV (n) > 1, implicando GKdim (A) = lim sup logn gV (n) > 1. Isto ocorre se

dimK R = ∞.

Proposição 2.2.8. Seja A uma álgebra, e S = h(A) imagem homomórfica de A pelo homo-

morfismo h. Então GKdim (S) 6 GKdim (A).

Demonstração. Sejam h : A → h(A) = S homomorfismo de K-álgebras e V = {ri}i∈Im

conjunto que gera (algebricamente) A . Claramente temos que W = {h(ri)}i∈Im é conjunto

que gera (algebricamente) S.

Agora, para todo n ∈ N,
n∑

i=0

W i ⊆
n∑

i=0

h(V i) = h(
n∑

i=0

V i).

Assim

gW (n) = dimK

n∑

i=0

W i
6 dimK h(

n∑

i=0

V i) 6 dimK

n∑

i=0

V i = gV (n).

Portanto GKdim (S) 6 GKdim (A).

Proposição 2.2.9. Sejam A uma álgebra finitamente gerada como álgebra, e S uma subál-

gebra de R, finitamente gerada como álgebra.

Então GKdim (S) 6 GKdim (A).

Demonstração. Sejam W = {si}i∈Im′
conjunto que gera (algebricamente) S, e U = {ri}i∈Im

conjunto que gera (algebricamente) A.

Como V = W ∪ U gera (algebricamente) R e para todo n ∈ N temos W n ⊆ V n, donde

gW (n) 6 gV (n)

Finalmente GKdim (S) 6 GKdim (A).

49



Proposição 2.2.10. Seja A uma álgebra comutativa, S uma subálgebra de A, finitamente

gerada como álgebra, tal que A é finitamente gerado como S-módulo. Então GKdim (S) =

GKdim (A).

Demonstração. Seja U = {ri}i∈Im conjunto gerador de A como S-módulo.

Temos rirj =
∑m

k=0 s
(k)
ij rk, onde s

(k)
ij ∈ S.

Seja T = {si}i∈Ip conjunto que gera (algebricamente) S.

Temos que W = T ∪ {s
(k)
ij ; (i, j, k) ∈ Im × Im × Im} é conjunto que gera (algebricamente)

S.

Logo V = W ∪ U gera (algebricamente) R.

Mostremos que
∑n

t=0 V
t ⊆

∑n
t=0W

t +
∑m

k=1

∑n−1
t=0 W

trk.

Primeiro vamos provar por indução em t que V t ⊆ W t +
∑m

i=1W
t−1ri.

i)V 0 = W 0 claramente;

ii)V t · V 1 ⊆ (W t +
∑m

i=1W
t−1ri) (W

1 + U1) ⊆ W t+1 +
∑m

i=1W
tri +

∑m
i,j=1W

t−1rirj

⊆ W t+1 +
∑m

i=1W
tri +

∑m
i,j,k=1W

t−1s
(k)
ij rk ⊆ W t+1 +

∑m
i=1W

tri, o que prova o passo

indutivo.

Somando em t, obtemos
∑n

t=0 V
t ⊆ W 0 +

∑n
t=1 (W

t +
∑m

i=1W
t−1ri) ⊆

∑n
t=0W

t +
∑m

i=1

∑n
t=1W

t−1ri =
∑n

t=0W
t +
∑m

i=1

∑n−1
t=0 W

tri.

Portanto gV (n) 6 (m+ 1)gW (n) e GKdim (A) 6 GKdim (S).

Pela Proposição anterior, GKdim (S) 6 GKdim (A).

Assim, GKdim (S) = GKdim (A).

Proposição 2.2.11. Seja A uma álgebra comutativa.

Então GKdim (A) é igual a dimensão de Krull de A.

Demonstração. Usando o Teorema de Normalização de Noether, que nos diz que A contém

uma subálgebra polinomial S, ou seja S ≃ K [y1, . . . , yd], onde d é a Dimensão de Krull

de A (comprimento da maximal cadeia de ideais primos de A), tal que A é um S-módulo

finitamente gerado (A é integral sobre S).

Assim de S ≃ K [y1, . . . , yd] temos que GKdim (S) = d (Lema 2.2.8 e Exemplo 2.2.5).

Pela Proposição anterior GKdim (A) = GKdim (S) = d.

Observação 2.2.12. Este resultado é interessante pois, em suma, diz que a dimensão de

Gelfand-Kirillov é uma boa generalização do conceito de dimensão de Krull, pelo menos para

álgebras comutativas. Já é conhecido que a dimensão de Gelfand-Kirillov coincide com a
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dimensão de Krull clássica para PI-algebras semiprimas e finitamente geradas, num resultado

de Malliavin-Bremeret [14]. Mais interessante ainda é observar que, a prinćıpio a dimensão

de Gelfand-Kirillov assumiria qualquer valor real, no entanto em álgebras comutativas ela

assume apenas valores inteiros (positivos).

Vejamos agora mais alguns resultados que facilitam o cálculo da dimensão de Gelfand-

Kirillov.

Proposição 2.2.13. Seja A uma álgebra

• Se I é um ideal de A, então GKdim (A/I) 6 GKdim (A);

• Já vimos que GKdim (A) = 0 se, e só se dimK A < ∞ . Se dimK A = ∞ e A é

associativa, então GKdim (A) = 1 ou GKdim (A) > 2;

• Se B = A[x1, . . . , xm], então

GKdim (B) = GKdim (A) +m;

• Se B é uma álgebra, então

GKdim (A⊕ B) = max{GKdim (A),GKdim (B)};

• Se B é uma álgebra, então

max{GKdim (A),GKdim (B)} 6 GKdim (A⊗ B) 6 GKdim (A) +GKdim (B);

• Para todo α ∈ R, α > 2, existe uma álgebra associativa B com GKdim (B) = α.

Demonstração. Para maiores detalhes, veja [12].

Teorema 2.2.14. (Berele, [6]) Toda PI-Álgebra finitamente gerada como álgebra possui

GK-dimensão finita.

Demonstração. A demonstração seguirá a prova dada em [7], Teorema 9.4.1. Seja A uma

PI-Álgebra finitamente gerada como álgebra por V = {ri}i∈Im que satisfaça uma identidade

polinomial de grau d. Pelo Teorema de Shirshov 2.1.13, A possui altura h finita com respeito

a H = {ri1ri2 . . . ris ; s < d}, as palavras com letras em V de tamanho menor que d. Ou seja,

A = span{uk1i1 u
k2
i2
. . . uktit ; para todo j ∈ It, uij ∈ H, kj > 0, t 6 h}.
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Assim,

V n = span{uk1i1 u
k2
i2
. . . ukhih ; para todo j ∈ Ih, uij ∈ H, kj > 0,

h∑

j=1

kij |uij | = n},

e temos

n∑

r=0

V r = span{uk1i1 u
k2
i2
. . . ukhih ; para todo j ∈ Ih, uij ∈ H, kj > 0,

h∑

j=1

kij |uij | 6 n}.

Seja p o número de palavras em H ( p =
∑d−1

i=0 m
i). A quantidade de ı́ndices (i1, . . . , ih) é

limitado por ph. A quantidade de monômios de grau 6 n em h variáveis é
(
n+h
h

)
, como visto

em Exemplo 2.2.5, pois os uij são variáveis e como não estão determinados podemos tomar

como comutativos. Assim gV (n) = dim
∑n

r=0 V
r é limitado pelo produto da quantidade de

ı́ndices (i1, . . . , ih) com a quantidade de monômios de grau 6 n em h variáveis,

gV (n) 6 ph
(
n+ h

h

)

.

Portanto GKdim (A) 6 h, pois o lado direito da desigualdade é um polinômio de grau h

(em n).

Corolário 2.2.15. A GK-dimensão de uma PI-álgebra finitamente gerada A é limitada pela

altura de A, com respeito a qualquer conjunto finito que gera A.

2.2.2 Relação entre PI-Equivalência e GK-Dimensão

Nesta seção pretendemos mostrar resultados que permitem relacionar os conceitos de

GK-dimensão e de PI-equivalência.

Definição 2.2.16. A álgebra relativamente livre (também chamada de universal) de posto

m na variedade gerada pela álgebra A é definida por

Fm(A) = K〈x1, . . . , xm〉/(T (A) ∩K〈x1, . . . , xm〉).

Lema 2.2.17. Se A e B são duas álgebras PI-equivalentes, então

Fm(A) = Fm(B) e GKdimFm(A) = GKdimFm(B).
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Demonstração. Sendo A e B álgebras PI-equivalentes, temos que T (A) = T (B). Dáı, vem

que Tm(A) = T (A) ∩K〈X〉 = T (B) ∩K〈X〉 = Tm(B) e

Fm(A) = K〈x1, . . . , xm〉/Tm(A) = K〈x1, . . . , xm〉/Tm(B) = Fm(B).

Portanto, GKdimFm(A) = GKdimFm(B).

Observação 2.2.18. Podemos extrair uma relação extremamente útil deste lema. Podemos

utilizar a contra-positiva do Lema 2.2.17 para concluir a não PI-equivalência de álgebras,

pois essa contra-positiva diz que PI-álgebras que possuem álgebras universais com dimensões

de Gelfand-Kirillov diferentes não são PI-equivalentes.

Lema 2.2.19. Se T (A) ⊆ T (B), então GKdimFm(A) > GKdimFm(B).

Demonstração. Sendo T (A) ⊆ T (B) obtemos que Tm(A) ⊆ Tm(B). A partir disso obtemos

o seguinte homomorfismo sobrejetor:

Ψ : Fm(A) −→ Fm(B)

f + Tm(A) 7−→ f + Tm(B).

Dáı, Fm(B) é imagem homomórfica de Fm(A) e da Proposição 2.2.8, obtemos que

GKdimFm(A) > GKdimFm(B)

como queŕıamos.

Lema 2.2.20. Se B ⊆ A, então GKdimFm(B) 6 GKdimFm(A).

Demonstração. Como B ⊆ A, temos T (B) ⊇ T (A) e em seguida usamos o Lema 2.2.19.

Teorema 2.2.21. GKdimFm(A⊕ B) = max{GKdimFm(A),GKdimFm(B)}.

Demonstração. Inicialmente, observamos que

(1) T (A⊕ B) = T (A) ∩ T (B) e Tm(A⊕ B) = Tm(A) ∩ Tm(B);

(2) Fm(A⊕ B) = K〈x1, . . . , xm〉/Tm(A⊕ B) = K〈x1, . . . , xm〉/Tm(A) ∩ Tm(B).
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Agora, sendo A,B ⊆ A⊕ B, usamos o Lema 2.2.20, para obter que

GKdimFm(A),GKdimFm(B) 6 GKdimFm(A⊕ B).

Dáı, vem que

GKdimFm(A⊕ B) > max{GKdimFm(A),GKdimFm(B)}. (2.1)

Consideramos agora a imersão natural

K〈x1, . . . , xm〉/Tm(A⊕ B) →֒ K〈x1, . . . , xm〉/Tm(A)⊕K〈x1, . . . , xm〉/Tm(B),

ou seja,

Fm(A⊕ B) →֒ Fm(A)⊕ Fm(B).

Utilizando (1) e a Proposição 2.2.9 (juntamente com Proposição 2.2.8), obtemos que

GKdimFm(A⊕ B) 6 max{GKdimFm(A),GKdimFm(B)}. (2.2)

A partir de 2.1 e 2.2, obtemos que

GKdimFm(A⊕ B) = max{GKdimFm(A),GKdimFm(B)} = GKdim [Fm(A)⊕ Fm(B)]

como desejado.

Com isto, já possúımos as ferramentas necessárias para concluir a não PI-equivalência de

M1,1(E) e E ⊗ E sobre K infinito e charK 6= 2 usando GK-dimensão.
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CAPÍTULO 3

TEOREMA SOBRE O PRODUTO

TENSORIAL EM

CARACTERÍSTICA COSITIVA

3.1 Teorema sobre o Produto Tensorial

Uma consequência da teoria de Kemer sobre a estrutura dos T -ideais é conhecida como

o Teorema sobre o Produto Tensorial (TPT):

Teorema 3.1.1 (Kemer). Seja K um corpo e charK = 0 e a, b, c, d ∈ N. Então:

(1) T (Ma,b(E)⊗ E) = T (Ma+b(E));

(2) T (Ma,b(E)⊗Mc,d(E)) = T (Mac+bd,ad+bc(E));

(3) T (M1,1(E)) = T (E ⊗ E).

Este resultado foi também demonstrado por Regev em [19], sem o uso da teoria citada

acima. A demonstração de Regev é mais simples, pois usa argumentos combinatórios e (im-

plicitamente) identidades graduadas. A ideia central do artigo citado acima é construir uma

aplicação linear que, embora não possua propriedades como ser homomorfismo, injetividade
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e sobrejetividade, ainda garanta a igualdade dos respectivos T -ideais. Uma importante ideia

deste estudo foi olhar para as matrizes em questão como uma álgebra de funções. A prinćıpio,

esta atitude pode não parecer interessante, no entanto goza de boas propriedades, além de

facilitar a notação.

No artigo [3] foi indicada uma demonstração, quando K é um corpo infinito e charK 6= 2,

para a versão multilinear do TPT. Isto é, quando nos restringimos aos T -ideais gerados

apenas pelos polinômios multilineares. Nas próximas, seções desenvolveremos as ideias de

Regev ([19]), com as devidas modificações, para demonstrarmos o TPT multilinear como foi

sugerido no artigo citado no ińıcio do parágrafo. Na última seção, mostraremos que o TPT

(geral) não é válido em caracteŕıstica positiva.

3.1.1 Álgebras de Matrizes

Definição 3.1.2. Seja J um conjunto finito e v : J → Z2 uma função. O par (J, v) é

chamado conjunto a valores em Z2. Escreveremos J = J0 ∪ J1, onde Jg = v−1(g), para

g ∈ Z2. Dado um segundo conjunto (J ′, v′), v′ : J ′ → Z2, definimos:

ṽ = (v, v′) : J × J ′ −→ Z2 × Z2

(i, j) 7−→ (v(i), v′(j))

e também

v+ : J × J ′ −→ Z2

(i, i′) 7−→ v(i) + v′(i′).

Observação 3.1.3. A definição acima nos permite escrever Ma,b(E) (lembre que E é a

álgebra de Grassmann) de outro modo muito interessante. A saber, seja n = a + b, J um

conjunto com n elementos, como In por exemplo, com v : J → Z2 tal que J0 = v−1(0) como

acima e com a elementos, como Ia por exemplo, v′ = v e considere v+ : J × J → Z2. Assim,

podemos escrever Ma,b(E) = {(ai,j)i,j∈In ; ai,j ∈ Ev+(i,j)} =MJ(Ev+(i,j); i, j ∈ J).

Nesta seção, denotaremos por simplicidade Ei,j := Ev+(i,j). Desta forma, escreveremos

MJ(Ei,j) = MJ(Ev+(i,j); i, j ∈ J). Recordemos que na Álgebra de Grassmann EgEh ⊆ Eg+h

se g, h ∈ Z2 e a soma g + h é a soma em Z2. Logo, Ei1,i2 Ei2,i3 ⊆ Ei1,i3 , para todo i1, i2,

i3 ∈ J .
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Note que, como espaços vetoriais, MJ(Ei,j) e
⊕

i,j∈J

Ei,j são isomorfos. Consideremos

πr,s : Er,s →
⊕

i,j∈J

Ei,j

as inclusões canônicas. Para termos a igualdade acima no ńıvel de álgebras, definimos a

multiplicação em
⊕

i,j∈J

Ei,j como sendo distributiva e satisfazendo:

πi,j(ai,j) πr,s(ar,s) =







0 , se j 6= r

πi,s(ai,j aj,s) , se j = r.

A próxima observação ilustra o bom comportamento dos conjuntos a valores em Z2 com

o produto tensorial.

Observação 3.1.4. Para (J, v) e (J ′, v′) conjuntos a valores em Z2, considere MJ(Ei,j) e

MJ ′(Er,s). Então MJ(Ei,j) ⊗MJ ′(Er,s) ∼= MJ×J ′(Ei,j ⊗ Er,s) (veja Definição 3.1.2). Com

efeito, temos queMJ(Ei,j)⊗MJ ′(Er,s) ∼= (
⊕

i,j∈J Ei,j)⊗(
⊕

r,s∈J ′ Er,s) ∼=
⊕

i,j∈J

⊕

r,s∈J ′(Ei,j⊗

Er,s), como espaços vetoriais. Além disso, este isomorfismo é dado por πi,j(ai,j)⊗πr,s(ar,s) 7→

π(i,r),(j,s)(ai,j ⊗ ar,s), o que faz dele um isomorfismo de álgebras.

Por outro lado, seMa,b(E) =MJ(Ei,j) eMc,d(E) =MJ ′(Er,s), então segue da Observação

3.1.3 que Mac+bd,ad+bc(E) =MJ×J ′(E(i,j),(r,s)).

3.1.2 Equivalência Multilinear

Nesta seção, enunciaremos o resultado principal deste caṕıtulo: o TPT multilinear. Fa-

remos algumas simplificações na notação e, logo após, definiremos uma aplicação µ∗, estuda-

remos suas propriedades e apresentaremos alguns resultados essenciais para a demonstração

do TPT multilinear.

Para uma álgebra A, denotamos por P (A) = {f ∈ T (A); f é multilinear} as identidades

polinomiais multilineares satisfeitas por A.

Definição 3.1.5. Duas PI-álgebras A e B são ditas PI-equivalentes se T (A) = T (B).

Quando P (A) = P (B), dizemos que A e B estão em equivalência multilinear.

Observemos que, quando consideramos álgebras sobre corpos com caracteŕıstica zero, a

PI-equivalência é consequência da equivalência multilinear. Veremos no final deste caṕıtulo

que, para álgebras sobre corpos infinitos com caracteŕıstica positiva, isto não é verdade.
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O resultado principal deste caṕıtulo é o TPT multilinear, ou seja, a “versão multilinear”

do Teorema do Produto Tensorial:

Teorema (TPT multilinear) Seja K um corpo infinito com charK 6= 2 e a, b, c, d ∈ N.

Então:

(1) P (Ma,b(E)⊗ E) = P (Ma+b(E));

(2) P (Ma,b(E)⊗Mc,d(E)) = P (Mac+bd,ad+bc(E));

(3) P (M1,1(E)) = P (E ⊗ E).

No restante desta seção desenvolveremos grande parte da técnica necessária para de-

monstrarmos o teorema acima. Vale notar que, de acordo com a Observação 3.1.3, para

demonstrarmos a segunda afirmação do TPT multilinear é suficiente mostrarmos que:

P (MI×I′(Ei,j ⊗ Er,s)) = P (MI×I′(E(i,j),(r,s))).

Definição 3.1.6. Seja µ : E ⊗ E → E a multiplicação µ(x⊗ y) = xy.

Observação 3.1.7. De acordo com a definição acima, para g, h, g + h ∈ Z2, temos que

µ(Eg ⊗ Eh) ⊆ Eg+h. Assim, sejam D(0) = {1}, D(l) = {ei1 . . . eil ; 1 6 i1 < · · · < il} para

l > 1, E(n) o subespaço de E gerado pela união
⋃

l>nD(l) e seja também E
(n)
g = Eg ∩ E

(n).

Então, temos que µ(E0 ⊗ Eg) = µ(Eg ⊗ E0) = Eg, pois 1 ∈ E0 e µ(E1 ⊗ E1) = E
(2)
0 . Deste

modo, denotaremos µ(Eg ⊗ Eh) = E
(g,h)
g+h .

Neste momento, usando a observação acima, faremos algumas simplificações nas notações

que serão usadas nesta e em outras seções.

Notação 3.1.8. Dados (J, v), (J ′, v′) conjuntos a valores em Z2, denotaremos:

• E[i, j, r, s] := E
(v+(i,j),v′+(r,s))

v+(i,j)+v′+(r,s) ;

• M1 :=MJ×J ′(E[i, j, r, s]);

• M :=MJ×J ′(Ev+(i,j)+v′+(r,s));

• N :=MJ×J ′(Ev+(i,j) ⊗ Ev′+(r,s)).
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A ação de µ nas entradas de N induz uma aplicação sobrejetora µ∗ : N →M1 ⊆M . Mais

precisamente, se (xk,l)k,l∈J×J ′ ∈ N , então µ∗((xk,l)) = (µ(xk,l)). É imediato que a aplicação

µ∗ é linear.

Teorema 3.1.9. Sejam M1, M como descrito em Notação 3.1.8. Então P (M) = P (M1).

Para demonstrarmos este teorema faremos uso do seguinte resultado:

Lema 3.1.10. Sejam A ⊇ B duas PI-álgebras satisfazendo a seguinte condição:

para quaisquer a1, a2, . . . , an ∈ A, existem a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ∈ Z(A) tais que:

(1) a′i ai ∈ B para i = 1, . . . , n;

(2) Para qualquer a ∈ K(a1, . . . , an) temos a′1 a
′
2 · · · a

′
n · a = 0 se, e somente se, a = 0.

Então P (A) = P (B).

Demonstração. Como A ⊇ B, basta mostrarmos que toda identidade multilinear de B é

também uma identidade de A. Para tanto, sejam f(x1, . . . , xn) uma identidade multilinear

de B e a1, . . . , an ∈ A. Chame a = f(a1, . . . , an) e sejam a′1, . . . , a
′
n ∈ Z(A) satisfazendo (1)

e (2). Logo, segue de (1) que:

0 = f(a′1 a1, . . . , a
′
n an) = a′1 · · · a

′
n f(a1, . . . , an) = a′1 · · · a

′
n a

e, por (2), temos que a = f(a1, . . . , an) = 0, como queŕıamos.

Agora estamos em condições de demonstrar o teorema.

Demonstração. (Teorema 3.1.9) Basta mostrarmos que M1 e M satisfazem as hipóteses

do Lema 3.1.10. Com efeito, desde que E[i, j, r, s] = E
(v+(i,j),v′+(r,s))

v+(i,j)+v′+(r,s) ⊆ Ev+(i,j)+v′+(r,s), temos

que M1 ⊆M .

Sabemos queM =Mk,l(E), para k, l convenientes (veja Observação 3.1.4). Assim, dados

u1, . . . , ut ∈ M , seja n = n(u1, . . . , ut), tal que u1, . . . , ut ∈ Mk,l(E(Vn)) (veja Exemplo

1.1.20). Tome u′1 = en+1 en+2 1M , . . . , u
′
t = en+2t−1 en+2t 1M , e disto seguem (1) e (2) do

Lema 3.1.10, implicando no resultado desejado.
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Notação 3.1.11. Seja W = J × J ′. Dados u, w ∈ W , considere eu,w ∈MJ×J ′(E) a “matriz

unidade” correspondente à posição u, w. Isto é, eu,w : W ×W → E é definida por:

eu,w(r, s) =







1 , se (r, s) = (u, w)

0 , se (r, s) 6= (u, w).

Observe que, dependendo de u e w, podemos ter eu,w 6∈ N ou eu,w 6∈ M1. Seguindo a

notação da Definição 3.1.2, para u, w ∈ W , escreveremos em Z2 × Z2:

ṽ(u) + ṽ(w) = (g, h), g, h ∈ Z2,

e denotaremos:

E(ṽ(u) + ṽ(w)) = Eg ⊗ Eh.

Recordemos que D = D0 ∪ D1 é uma base de E, onde D0 = {1} ∪ {ei1 . . . eir ; 1 6 i1 <

· · · < ir, r = 2, 4, 6, . . .}, D1 = {ei1 · · · eir ; 1 6 i1 < · · · < ir, r = 1, 3, 5, . . .} e . Assim,

escreveremos S = {(c⊗ d) eu,w; u, w ∈ W, c ∈ Dg, e d ∈ Dh, onde ṽ(u) + ṽ(w) = (g, h)}.

Observação 3.1.12. No que foi feito acima, considere u = (i, r), w = (j, s) ∈ W = J × J ′.

Então ṽ(u)+ ṽ(w) = (v(i)+v(j), v′(r)+v′(s)) = (v+(i, j), v
′
+(r, s)) = (g, h). Logo, se c ∈ Dg

e d ∈ Dh, temos que c ⊗ d ∈ Ev+(i,j) ⊗ Ev+(r,s) e estes elementos c ⊗ d geram linearmente

Ev+(i,j)⊗Ev+(r,s). Disto segue que o conjunto S, definido em Notação 3.1.11, gera linearmente

a álgebra N .

Definição 3.1.13. Sejam A e B duas PI-álgebras. Uma aplicação linear sobrejetora ϕ :

A → B é dita cancelável se, para todo polinômio multilinear f(x), temos que ϕ ◦ f(x) é

identidade em B se, e somente se, f(x) é identidade em A.

Queremos mostrar que µ∗ é cancelável, e para tanto precisaremos do seguinte resultado:

Lema 3.1.14. Sejam a1, a2, . . . , an ∈ D, a base de E. Então existem um homomorfismo

(de álgebras) ϕ : E → E e elementos a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ∈ D, tais que ϕ(a′i) = ai, para 1 6 i 6 n

e a′1 a
′
2 · · · a

′
n 6= 0.

Demonstração. Desde que dimE = ∞, podemos encontrar elementos a′1, a
′
2, . . . , a

′
n ∈ D

tais que a′1 a
′
2 · · · a

′
n 6= 0, e a′i ∈ D0 se, e somente se, ai ∈ D0, 1 6 i 6 n. Primeiramente,

definamos ϕ(a′1) = a1 e seja K(a′1, . . . , a
′
n) ⊆ E a subálgebra gerada por a′1, . . . , a

′
n. Como
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a′i a
′
j = (−1)wt(a′i)wt(a′j)a′j a

′
i para todo 1 6 i, j 6 n, segue que H = {a′i1 a

′
i2
· · · a′ir ; 1 6 i1 <

· · · < ir 6 n} é uma base linear de K(a′1, . . . , a
′
n). Para os elementos da base H definiremos

ϕ(a′i1 · · · a
′
ir) = ai1 · · · air = ϕ(a′i1) · · ·ϕ(a

′
ir). Desta forma, podemos estender ϕ linearmente

para K〈a′1, . . . , a
′
n〉 e, pela escolha dos elementos a′i, ϕ é um homomorfismo de álgebras.

Como espaços vetoriais, temos E = K(a′1, . . . , a
′
n) ⊕ A, para algum subespaço A ⊆ E.

Logo, estendendo ϕ trivialmente para E, isto é, impondo ϕ(A) = 0, obtemos o resultado

desejado.

Teorema 3.1.15. A aplicação µ∗ : N →M1 é cancelável.

Demonstração. Seja f(x) = f(x1, . . . , xn) um polinômio multilinear. Primeiramente, supo-

nha que f(x) é uma identidade para N . Então, temos imediatamente que µ∗ ◦ f(x) é uma

identidade para M1, pois µ
∗ é sobrejetora e linear.

Reciprocamente, suponha que µ∗ ◦ f(x) é uma identidade para M1. Sejam S ⊆ N e

xl = (cl ⊗ dl)eul,wl
∈ S, para 1 6 l 6 n (como em Notação 3.1.11 e Observação 3.1.12).

Desde que S gera linearmente N , é suficiente mostrarmos que f(x) = f(x1, . . . , xn) = 0. O

restante da demonstração será dividido em dois casos:

Caso 1: Assuma que c1 c2 · · · cn · d1 d2 · · · dn 6= 0, e sejam u, w ∈ W = J × J ′. Então a

entrada u, w de f(x) (isto é, os coeficientes de eu,w em f(x)) é αu,w c1 · · · cn ⊗ d1 · · · dn, para

algum αu,w ∈ K. Logo, αu,w c1 · · · cn · d1 · · · dn é a entrada u, w em 0 = µ∗ ◦ f(x). Como

c1 · · · cn · d1 · · · dn 6= 0, segue que αu,w = 0, e disto obtemos f(x) = 0.

Caso 2: Sejam c1, . . . , cn, d1, . . . , dn quaisquer. Aplicando o Lema 3.1.14 para c1, . . . , cn,

d1, . . . , dn, temos que existem ϕ : E → E homomorfismo de álgebras e c′1, . . . , c
′
n, d

′
1, . . . , d

′
n ∈

D tais que:

ϕ(c′l) = cl, onde c
′
l ∈ D0 se, e somente se, cl ∈ D0

e

ϕ(d′l) = dl, onde d
′
l ∈ D0 se, e somente se, dl ∈ D0,

com c′1 · · · c
′
n ·d

′
1 · · · d

′
n 6= 0. Definindo x′l = (c′l⊗d

′
l)eul,wl

, tem-se x′l ∈ S, para todo 1 6 l 6 n.

Agora, estendendo ϕ para o homomorfismo de álgebras ϕ∗ : N → N pela ação de ϕ⊗ ϕ nas

entradas, temos:

ϕ∗((c′ ⊗ d′)eu,w) = (ϕ(c′)⊗ ϕ(d′))eu,w.

Logo, ϕ∗(x′l) = xl, para todo 1 6 l 6 n, e desde que f(x′l) = 0, segue do Caso 1 que:

0 = ϕ∗(0) = ϕ∗(f(x′1, x
′
2, . . . , x

′
n)) = f(ϕ∗(x′1), ϕ

∗(x′2), . . . , ϕ
∗(x′n)) = f(x),
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como queŕıamos demonstrar.

Notação 3.1.16. Fixemos xl = (cl ⊗ dl)eul,wl
∈ S, 1 6 l 6 n (como no Teorema 3.1.15).

Denotemos eσ =
∏n

l=1 euσ(l),wσ(l)
, xσ =

∏n
l=1 xσ(l), onde σ ∈ Sn, o grupo das permutações

de n elementos. Se eσ = 0, então xσ = 0. Assuma que eσ 6= 0, para algum σ ∈ Sn.

Por simplicidade, assuma que eε 6= 0, onde ε é o elemento neutro do grupo Sn. Logo,

wl = ul+1, 1 6 l 6 n − 1. Denotemos wn = un+1 e (u) = (u1, . . . , un+1). Chamaremos

a permutação σ ∈ Sn de (u1, . . . , un+1)-permisśıvel se eσ 6= 0. Isto é, uσ(l+1) = wσ(l),

1 6 l 6 n − 1. Notemos que o śımbolo uσ(n+1) não está definido, uma vez que σ ∈ Sn, ou

seja, não há sentido para σ(n+1). Aproveitamos isso para definir uσ(n+1) := wσ(n). Para este

σ denotaremos (u)σ = (uσ(1), . . . , uσ(n+1)). Observemos que se η ∈ Sn é (u)σ-permisśıvel,

então ((u)σ)η = (u)(ση), ou seja, ση é (u)-permisśıvel.

Observação 3.1.17. Sejam x1, x2 ∈ S, como nas notações acima. Naturalmente tem-se

d1c2 = ρc2d1, onde ρ = ±1 e dáı µ∗(x1 · x2) = ρµ∗(x1) · µ
∗(x2). Se ambos os lados são

não nulos, ρ é unicamente determinado e depende apenas da paridade de d1 e c2. Logo, ρ

é determinado por (u1, u2, u3). Analogamente, podemos estender estas considerações para

qualquer produto de elementos xl e, em particular, para o produto x1 · · · xn. Observe que,

neste caso, ρ = ±1 é determinado por (u) = (u1, . . . , un+1).

Definição 3.1.18.

(1) Sejam x1, . . . , xn ∈ S e (u) = (u1, . . . , un+1) como em Notação 3.1.16. Então definimos

ρ(u) = ρ(u1, . . . , un+1) via:

µ∗(x1 · · · xn) = ρ(u1, . . . , un+1)µ
∗(x1) · · ·µ

∗(xn).

(2) Se σ ∈ Sn é (u)-permisśıvel, então ρ((u)σ) é dado por:

µ∗(xσ(1) · · · xσ(n)) = ρ((u)σ)µ∗(xσ(1)) · · ·µ
∗(xσ(n)).

Observação 3.1.19. Recordemos de Notação 3.1.11 que E(g, h) = Eg⊗Eh, para g, h ∈ Z2,

e a soma g+h é a soma de Z2, e também xl = (cl⊗dl)eul,wl
, onde cl⊗dl ∈ E(ṽ(ul)+ ṽ(wl)),

para 1 6 l 6 n. Desde que wl = ul+1, para 1 6 l 6 n, e z + z = 0 em Z2 × Z2, segue que

para quaisquer 1 6 a 6 b 6 n, temos:

b∏

l=a

(cl ⊗ dl) ∈ E(ṽ(ua) + ṽ(ub+1)).
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Lema 3.1.20. Sejam ρ(u) como na Definição 3.1.18 e 1 6 a 6 n− 1. Então:

ρ(u1, . . . , un+1) = ρ(u1, . . . , ua+1) ρ(ua+1, . . . , un+1) ρ(u1, ua+1, un+1).

Demonstração. Sejam x1, . . . , xn como em Notação 3.1.16. Pela Observação 3.1.19:

a∏

l=1

xl = (c′ ⊗ d′)eu1,ua+1 , em que c′ ⊗ d′ ∈ E(ṽ(u1) + ṽ(ua+1))

e
n∏

l=a+1

xl = (c′′ ⊗ d′′)eua+1,un+1 , em que c′′ ⊗ d′′ ∈ E(ṽ(ua+1) + ṽ(un+1)).

A demonstração segue da comparação das ações de µ∗ em ambos os lados da equação:

n∏

l=1

xl =

(
a∏

l=1

xl

)(
n∏

l=a+1

xl

)

.

Do lado esquerdo:

µ∗(
n∏

l=1

xl) = ρ(u1, . . . , un+1)
n∏

l=1

µ∗(xl).

Do lado direito, usando que (
∏a

l=1 xl)
( ∏n

l=a+1xl
)
= c′c′′ ⊗ d′d′′eu1,un+1 :

µ∗

((
a∏

l=1

xl

)(
n∏

l=a+1

xl

))

= c′c′′d′d′′eu1,un+1 .

Mas c′′d′ = ρ(u1, ua+1, un+1)d
′c′′, µ∗ (

∏a
l=1 xl) = c′d′eu1,ua+1 e também µ∗

( ∏n
l=a+1xl

)
=

c′′d′′eua+1,un+1 . Assim:

µ∗

((
a∏

l=1

xl

)(
n∏

l=a+1

xl

))

= ρ(u1, ua+1, un+1)µ
∗

(
a∏

l=1

xl

)

µ∗

(
n∏

l=a+1

xl

)

.

Deste modo obtemos, do lado direito:

µ∗

((
a∏

l=1

xl

)(
n∏

l=a+1

xl

))

= ρ(u1, ua+1, un+1)ρ((u1, . . . , ua+1)ρ(ua+1, . . . , un+1)
n∏

l=1

µ∗(xl).

Para demonstrarmos o resultado principal desta seção, como no caṕıtulo anterior, pre-

cisaremos de uma definição e um resultado de caráter combinatório, devido a Regev ([20]).

Optamos por omitir a demonstração deste resultado.
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Definição 3.1.21. ([20]) Um elemento η ∈ Sn é dito ser uma transposição de blocos se

podemos escrever x1 · · · xn = ABCDE e xη(1) · · · xη(n) = ADCBE, onde B e D são blocos

de comprimento maior que 1.

Teorema 3.1.22. ([20]) Sejam eul,wl
= eul,ul+1

, 1 6 l 6 n, como em Notação 3.1.16.

Então
∏n

l=1 eul,ul+1
= eu1,un+1. Seja também σ ∈ Sn, tal que eσ = eu1,un+1. Então existem

transposições de blocos η(1), . . . , η(s) ∈ Sn tais que, se escrevermos η(1) · · · η(i) = σ(i), (onde

1 6 i 6 s), temos:

(1) σ = σ(s) e

(2) eσ(i) = eu1,un+1, para cada 1 6 i 6 s.

Com o resultado acima, podemos demonstrar o próximo Lema, que será usado na de-

monstração do teorema principal desta seção.

Lema 3.1.23. Sejam xl, 1 6 l 6 n (como em Notação 3.1.16 e (u) = (u1, . . . , un+1)

correspondente), σ uma permutação (u)-permisśıvel de Sn tal que u1 = uσ(1), un+1 = uσ(n+1)

e ρ como na Definição 3.1.18. Então ρ(u) = ρ((u)σ).

Demonstração. Segue da Notação 3.1.16 e do Teorema 3.1.22 que é suficiente mostrarmos o

Lema 3.1.23 no caso em que σ é uma transposição de blocos (u)-permisśıvel.

Assumiremos que x1 · · · xn = ABCDE e xσ(1) · · · xσ(n) = ADCBE. Mais ainda, uσ(1) =

u1 e uσ(n+1) = un+1. Sem perda de generalidade, podemos assumir que A = E = 1,

x1 · · · xn = BCD e xσ(1) · · · xσ(n) = DCB. Estes blocos correspondem às sequências

B ↔ (u1, . . . , ua+1),

C ↔ (ua+1, . . . , ub+1)

e

D ↔ (ub+1, . . . , un+1).

Desde que σ é (u)-permisśıvel, temos:

u1 = ub+1 e ua+1 = un+1. (3.1)

Além disso,
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DCB ↔ (ub+1,

D
︷ ︸︸ ︷

ub+2, . . . ,un+1

C
︷ ︸︸ ︷
, ua+2, . . . ,ub+1

B
︷ ︸︸ ︷
, u2, . . . ,ua+1) (3.2)

‖ ‖

ua+1 u1

Aplicando o Lema 3.1.20 duas vezes, temos que ρ(u) = ρ1 ρ2 ρ3 ρ4 ρ5, onde cada ρi

é dado por ρ1 = ρ(u1, . . . , ua+1), ρ2 = ρ(ua+1, . . . , ub+1), ρ3 = ρ(ub+1, . . . , un+1), ρ4 =

ρ(u1, ua+1, ub+1) e ρ5 = ρ(u1, ub+1, un+1). Com um argumento similar, segue de (3.2) acima

que ρ((u)σ) = ρ3 ρ2 ρ1 δ4 δ5, onde δ4 = ρ(ub+1, un+1, ub+1) e δ5 = ρ(ub+1, ub+1, ua+1). De (3.1)

segue que ρ4 = δ4 e ρ5 = δ5, implicando no resultado.

Teorema 3.1.24. A aplicação µ∗ : N →M1 da Definição 3.1.6 satisfaz:

(1) Existe S ⊆ N tal que S gera linearmente N .

(2) Dados x1, . . . , xn ∈ S e u, w ∈ W , existe ρ = ρ(u, w, x1, . . . , xn) 6= 0 tal que, para todo

σ ∈ Sn, a entrada u, w satisfaz:

(
µ∗(xσ(1) · · · xσ(n))

)

u,w
= ρ

(
µ∗(xσ(1)) · · ·µ

∗(xσ(n))
)

u,w

(independente de σ ∈ Sn).

Demonstração. Para demonstrarmos (1), basta tomarmos S como em Notação 3.1.11. Na

Observação 3.1.12 foi visto que S gera linearmente N .

Para a afirmação (2), sejam xl = (cl ⊗ dl)eul,wl
∈ S (1 6 l 6 n), σ ∈ Sn e u, w ∈ W .

Denotemos:

L(σ) =

(

µ∗

(
n∏

l=1

xσ(l)

))

u,w

e

R(σ) =

(
n∏

l=1

µ∗(xσ(l))

)

u,w

.

Da Definição 3.1.18 sabemos que L(σ) = ρ(σ, u, v, x1, . . . , xn)R(σ). A fim de comple-

tarmos a demonstração é suficiente mostrarmos que este ρ não depende de σ. Podemos

assumir, sem perda de generalidade que, para algum σ ∈ Sn, temos L(σ), R(σ) 6= 0. Por

simplicidade, assumiremos que L(ε), R(ε) 6= 0, onde ε é o elemento neutro de Sn, como de
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costume. Logo wl = ul+1, 1 6 l 6 n, e desta forma (u) = (u1, . . . , un+1) foi determinado.

Escreva L(ε) = ρR(ε), com ρ = ±1. Mostremos que para este ρ temos L(σ) = ρR(σ), para

qualquer σ ∈ Sn.

Claramente temos L(σ) = 0 se, e somente se, R(σ) = 0. Dessa forma, podemos assumir

que ambos são não nulos. Segue que σ é (u)-permisśıvel e u1 = uσ(1) = u, uσ(n+1) = un+1 = w.

Pelo Lema 3.1.23, temos:

µ∗

(
n∏

l=1

xσ(l)

)

= ρ(u)
n∏

l=1

µ∗(xσ(l)),

onde ρ = ρ(u) = ρ((u)σ). E isto vale para cada entrada u, w ∈ W , implicando na afirmação

(2), como queŕıamos.

Corolário 3.1.25. Sejam N e M1 como em Notação 3.1.8. Então P (N) = P (M1).

Demonstração. Seja f(x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn
ασxσ(1) · · · xσ(n) uma identidade multilinear de

N . µ∗(S) gera M1, já que pela Observação 3.1.12 foi visto que S gera linearmente N .

Assim, basta mostrarmos que para quaisquer u, w ∈ W e x1, . . . , xn ∈ S, é satisfeita a

equação (f(µ∗(x1), . . . , µ
∗(xn)))u,w = 0. Seja ρ = ρ(u, w, x1, . . . , xn) como no Teorema 3.1.24,

satisfazendo
(
µ∗(xσ(1) · · · xσ(n))

)
= ρ

(
µ∗(xσ(1)) · · ·µ

∗(xσ(n))
)
.

Então

0 = (µ∗(f(x1, . . . , xn)))u,w =
∑

σ∈Sn
ασµ

∗
(
xσ(1) · · · xσ(n)

)

u,w
=

=
∑

σ∈Sn
ασρ

(
µ∗(xσ(1)) · · ·µ

∗(xσ(n))
)

u,w
=

= ρ
(∑

σ∈Sn
ασµ

∗(xσ(1)) · · ·µ
∗(xσ(n))

)

u,w
=

= ρ (f(µ∗(x1), . . . , µ
∗(xn)))u,w .

Logo, f(x) é uma identidade em M1.

Como µ∗ é cancelável, (via Teorema 3.1.15) segue que P (N) = P (M1), como queŕıamos.

3.1.3 A Demonstração do TPT Multilinear

Nesta seção, estamos em condições de demonstrar o TPT multilinear. Como a demons-

tração de cada afirmação usa técnicas distintas, demonstraremos cada afirmação como um

novo teorema.
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Teorema 3.1.26. [TPT multilinear (2)] Sejam a, b, c, d ∈ N, p = ac + bd e q = ad + bc.

Então as álgebras N1 =Ma,b(E)⊗Mc,d(E) eM =Mp,q(E) satisfazem as mesmas identidades

polinomiais multilineares.

Demonstração. A álgebra N1 é isomorfa à álgebra N , conforme a Observação 3.1.4 (veja

também Notação 3.1.8). Segue da mesma observação que M = MJ×J ′(Ev+(i,j)+v′+(r,s)). O

Teorema 3.1.9 diz que P (M) = P (M1). Agora, segue dos Teoremas 3.1.24, 3.1.15 e do

Corolário 3.1.25 que P (N1) = P (M), como queŕıamos.

Antes da demonstração da primeira afirmação do TPT, precisaremos de algumas de-

finições.

Definição 3.1.27.

(1) Seja a = a0 + a1 ∈ E, onde a0 ∈ E0, a1 ∈ E1, e defina g0, g1 : E →M2(E) por:

g0(a0 + a1) =

(

a0 a1

a1 a0

)

e g1(a0 + a1) =

(

a1 a0

a0 a1

)

.

Denote gi(E) = Ωi, para i = 1, 2, e Ω = Ω0 ⊕ Ω1 ⊆ M2(E). Observe que Ω0 é uma

subálgebra de M1,1(E), Ω0
∼= E e Ω1 é um Ω0-módulo. Claramente temos que

Ω =

{(

x y

y x

)

; x, y ∈ E

}

é uma álgebra.

(2) Defina f : Ω → E por:

f

(

x y

y x

)

= x+ y.

É imediato que f é um homomorfismo de álgebras. Além disso, f ◦ g0 = f ◦ g1 = idE.

Logo, f |Ωi
é injetora, para i = 1, 2.

(3) Seja (J, v) um conjunto a valores em Z2, com |J0| = a e |J1| = b. Defina a álgebra

U ⊆M2(a+b)(E) por:

U = {gv+(i,j)(xi,j); i, j ∈ I e xi,j ∈ E}.

Assim, para J ′ = J × Z2 e v′(i, z) = v(i) + z ∈ Z2, temos U ⊆MJ ′(Ev+(r,s); r, s ∈ J ′).
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Lema 3.1.28. Com as notações e definições da Definição 3.1.27, temos que U ∼= Ma+b(E) =

MJ(E).

Demonstração. Defina f ∗ : U → MJ(E) por f ∗(gv+(i,j)(xi,j)) = (f ◦ gv+(i,j)(xi,j)) = xi,j,

para todo i, j ∈ I. Observe que f ∗ é um homomorfismo de álgebras, pois herda de f esta

propriedade. Além disso, f ∗ é claramente sobrejetora, e desde que f |Ω0 , f |Ω1 são injetoras,

segue que f ∗ é injetora. Portanto, f ∗ é um isomorfismo de álgebras, como queŕıamos.

Observação 3.1.29. Seja E ′ = E(1) a álgebra de Grassmann sem unidade (veja Observação

3.1.7), e seja U como na Definição 3.1.27 (3). Considere U ′ = {gv+(i,j)(xi,j); i, j ∈ I e xi,j ∈

E ′} ⊆ U . Com um argumento similar ao do Teorema 3.1.9, temos que P (U) = P (U ′). Logo,

para qualquer U ′′ tal que U ′ ⊆ U ′′ ⊆ U , temos que P (U ′′) = P (U).

Teorema 3.1.30. [TPT multilinear (2)] Sejam a, b,∈ N. Então as álgebras Ma,b(E)⊗E e

Ma+b(E) satisfazem as mesmas identidades multilineares.

Demonstração. Sejam Ma,b(E) = MJ(Ev+(i,j)), M1,1(E) = MZ2(Ez1+z2 ; z1, z2 ∈ Z2) e denote

U1 = MJ(Ev+(i,j)) ⊗ E. O mergulho g0 : E →֒ M1,1(E) induz o mergulho g0 = (id, g0) :

U1 →֒MJ(Ev+(i,j))⊗MZ2(Ez1+z2) =MJ×Z2(Ev+(i,j) ⊗Ez1+z2) = G. Denote U = g0(U1) ⊆ G.

Aplicando µ∗, temos:

µ∗ : G→MI×Z2(Ev+(i,j)+z1+z2).

Sejam µ∗(U) = µ∗(g0(U1)) = U ′′ e U , U ′ como na Definição 3.1.27 (3) e Observação

3.1.29. Verifica-se diretamente que U ′ ⊆ U ′′ ⊆ U , e pela mesma observação citada acima,

temos que P (U ′′) = P (U) = P (U ′).

A mesma demonstração de que µ∗ é cancelável e satisfaz as propriedades do Teorema

3.1.24 se aplica para a restrição de µ∗ à subálgebra U ⊆ G, com o subconjunto gerador sendo

U ∩ S. Logo, pelo Teorema 3.1.25 temos:

P (U) = P (µ∗(U)) = P (U ′′) = P (U).

Como g0 é um mergulho, segue que U1
∼= U . Logo, P (U1) = P (U), e da igualdade

acima temos que P (U1) = P (U). Como U ∼= MJ(E) = Ma+b(E) (Lema 3.1.28), segue que

P (Ma+b(E)) = P (U) = P (U1) = P (Ma,b(E)⊗ E), como queŕıamos.

Como nos casos anteriores, precisamos explorar algumas propriedades antes de demons-

trarmos a última afirmação do TPT.
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Recordemos do Exemplo 1.1.26 que Eop denota a álgebra oposta de E. A multiplicação

em Eop é denotada aqui por ∗, e é dada por a ∗ b = ba, para a, b ∈ Eop, e E ∼= Eop. Assim,

de acordo com os resultados de [13], temos que T (E ⊗ E) = T (E ⊗ Eop) e, em particular,

temos que P (E ⊗ E) = P (E ⊗ Eop).

Definição 3.1.31.

(a) Sejam 1 =

(

1 0

0 1

)

, i =

(

0 1

1 0

)

, j =

(

0 −1

1 0

)

, k =

(

1 0

0 −1

)

. Observe

que i j = k = −j i , i2 = k2 = 1 e j2 = −1.

(b) Defina g : E →M1,1(E), h : Eop →M1,1(E) por:

g(a) = g(a0 + a1) = a01 + a1i, onde a = a0 + a1 ∈ E = E0 ⊕ E1,

h(b) = h(b0 + b1) = b01 + b1j, onde b = b0 + b1 ∈ Eop = Eop
0 ⊕ Eop

1 .

Observação 3.1.32. As aplicações g e h possuem as seguintes propriedades (de verificação

imediata):

(1) g : E →M1,1(E) e h : Eop →M1,1(E) são mergulhos de álgebras.

(2) g(a)h(b) = h(b) g(a), para todo a ∈ E, b ∈ Eop.

Definição 3.1.33. Com g e h como na Definição 3.1.31, definimos ϕ : E ⊗Eop →M1,1(E)

por ϕ(a⊗ b) = g(a)h(b).

Lema 3.1.34. A aplicação ϕ definida acima satisfaz as seguintes propriedades:

(1) ϕ é homomorfismo de álgebras;

(2) ϕ(E ⊗ Eop) ⊇

(

E
(2)
0 E1

E1 E
(2)
0

)

.

Demonstração. A afirmação (1) é imediata.

Para demonstrarmos (2), note que se a1 ∈ E1, então

(

0 0

a1 0

)

∈ ϕ(E ⊗ Eop), pois

1
2
[ϕ(a1 ⊗ 1) + ϕ(1 ⊗ a1)] =

(

0 0

a1 0

)

(lembremos que charK 6= 2). Analogamente para
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(

0 a1

0 0

)

. Logo,

(

a1b1 0

0 0

)

=

(

0 a1

0 0

)(

0 0

b1 0

)

e igualmente para

(

0 0

0 a1b1

)

.

Assim, ambos estão em ϕ(E ⊗ Eop) e a afirmação (2) segue.

Finalmente estamos em condições de demonstrar a última afirmação do TPT.

Teorema 3.1.35. [TPT multilinear (3)] As álgebras E⊗E e M1,1(E) satisfazem as mesmas

identidades multilineares.

Demonstração. Seja A = E⊗Eop. Seguiremos a técnica do Teorema 3.1.9. Dados y1, . . . , yn

∈ M1,1(E), existe um natural k, tal que {yi}i∈In ⊆ M1,1(E(Vk)), isto é, os elementos yi en-

volvem no máximo os k primeiros vetores da base de V . Consideremos y′i = e(k+2i−1) e(k+2i)1.

É fácil ver que y′i ∈ Z(M1,1(E). Assim temos que y′iyi ∈

(

E ′
0 E1

E1 E ′
0

)

⊆ ϕ(A), pelo Lema

3.1.34. Além disso, dado Y ∈ K(y1, . . . , yn), temos que y′1 · · · y
′
nY = 0 implica Y = 0. As-

sim pelo Lema 3.1.10 temos que P (ϕ(A)) = P (M1,1(E)). Portanto, para completarmos a

demonstração, basta mostrarmos que P (A) = P (ϕ(A)). Desde que ϕ é um homomorfismo,

temos que P (A) ⊆ P (ϕ(A)). Logo, para obter a igualdade desejada, devemos mostrar a

inclusão P (ϕ(A)) ⊆ P (A). Com efeito, seja f =
∑

σ∈Sn
ασxσ(1) · · · xσ(n) ∈ P (ϕ(A)). Para

mostrarmos que a identidade f ∈ P (A), é suficiente fazê-lo para os elementos da base de A,

isto é, basta que f(u1, . . . , un) = 0, onde ui = ai ⊗ an+i, e os elementos ai, com i ∈ I2n estão

em D. Mas como os elementos ui e uj comutam entre si ou anticomutam entre si, podemos

escrever

f(u1, . . . , un) =
∑

σ∈Sn

ασuσ(1) · · · uσ(n) = βu1 · · · un.

Aplicando o Lema 3.1.14, existem a′1, . . . , a2n
′ ∈ E, um homomorfismo ψ : E → E, tal

que ψ(a′i) = ai, satisfazendo a
′
1 · · · a

′
2n 6= 0 e a′i ∈ Dwt(ai). Sejam ψ∗ = ψ⊗ψ e u′i = a′i⊗ a′n+i.

Agora temos que

f(u′1, . . . , u
′
n) = βu′1 · · · u

′
n e ψ∗(f(u′1, . . . , u

′
n)) = f(u1, . . . , un).

Com isso podemos concluir que β = 0, já que irjs 6= 0 e

0 = ϕf(u′1, . . . , u
′
n)=βg(a

′
1) · · · g(a

′
n)h(a

′
n+1) · · ·h(a

′
2n) = βa′1 · · · a

′
2ni

rjs,

onde na primeira igualdade usamos que f ∈ P (ϕ(A)) e na última usamos que g(a′i) = a′i1

ou g(a′i) = a′ii e que h(a′n+i) = a′n+i1 ou h(a′n+i) = a′n+ij, pois os elementos a′i com i ∈ I2n
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estão na base de E. Com isto mostramos que f é uma identidade de A e assim P (A) =

P (ϕ(A)).

Teorema 3.1.36. Se charK = 0, M1,1(E) e E ⊗ E são PI-equivalentes.

Demonstração. Como já observamos, se charK = 0 todas as identidades seguem das iden-

tidades multilineares (Corolário 1.2.29 (ii)). E pelo [TPT multilinear (3)], P (M1,1(E)) =

P (E ⊗ E), donde T (M1,1(E)) = T (E ⊗ E), logo M1,1(E) e E ⊗ E são PI-equivalentes.

3.2 O TPT é falso para M1,1(E) e E ⊗ E em

caracteŕıstica positiva

3.2.1 Calculando Algumas GK-Dimensões

Com o objetivo de demonstar a não PI-equivalência de M1,1(E) e E ⊗ E, nesta seção

encontraremos as GK-dimensões (que definimos no Caṕıtulo 2) de GKdimFm(E ⊗ E) e

GKdimFm(M1,1(E)), sobre corpos infinitos com charK = p > 2.

Para charK = p > 2; Azevedo, Fidélis e Koshlukov em ([2], [3]), usando identidades

graduadas mostraram os seguintes resultados

(1) Se A = K ⊕M1,1(E
′), então T (A) = T (K ⊕M1,1(E

′)) = T (E ⊗ E);

(2) As álgebras A e M1,1(E) não são PI-equivalentes. Mais ainda,

T (A) = T (E ⊗ E) ) T (M1,1(E)).

Com isto nosso objetivo será apresentar uma prova da não PI-equivalência das álgebras

E ⊗ E e M1,1(E), independente de identidades graduadas, utilizando a Observação 2.2.18.

Para isto mostraremos que

GKdimFm(E ⊗ E) = m.

O próximo resultado é devido a Procesi e Berele, para mais detalhes e demonstrações su-

gerimos uma leitura de ([5],[17]). Nestes artigos são calculadas as GK-dimensões de álgebras

relativamente livres de posto finito de algumas álgebras de matrizes.
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Teorema 3.2.1. (Procesi (i) e Berele ((ii),(iii))) Seja K um corpo infinito de caracteŕıstica

arbitrária e m > 2. Então:

(i) GKdimFm(Mn(K)) = (m− 1)n2 + 1;

(ii) GKdimFm(Mn(E)) = (m− 1)n2 + 1;

(iii) GKdimFm(Ma,b(E)) = (m− 1)(a2 + b2) + 2.

Para nós será útil o seguinte corolário:

Corolário 3.2.2. Seja K um corpo infinito de caracteŕıstica arbitrária e m > 2. Então

GKdimFm(M1,1(E)) = 2m.

Notamos ainda que GKdimFm(K) = m, aplicando n = 1 no item (i). Também pod́ıamos

ter usado que Fm(K) é isomorfo a K[x1, . . . , xm] e GKdimK[x1, . . . , xm] = m, pelo Exemplo

2.2.5.

Lema 3.2.3 (Regev [18]). E ′, a álgebra de Grassmann sem unidade, sobre um corpo com

charK = p > 2 satisfaz xp = 0.

Corolário 3.2.4. Sobre um corpo com charK = p > 2, GKdimFm(E
′) = 0.

Demonstração. Como E ′ é nil de ı́ndice limitado, Fm(E
′) é álgebra finitamente gerada e

nil de ı́ndice limitado. Logo, pelo Teorema 2.1.14 de Levitzki dimK Fm(E
′) < ∞, donde

GKdimFm(E
′) = 0, pela Proposição 2.2.7.

Lema 3.2.5. E ′ ⊗ E ′, sobre um corpo com charK = p > 2 satisfaz x2p = 0.

Demonstração. Começamos mostrando que, up(x1, . . . , xp) =
∑

σ∈Sp
xσ(1) · · · xσ(p) ∈ T (E ′

r ⊗

E ′
s), com r, s ∈ {0, 1} fixos, isto é, up(b1, . . . , bp) = 0 para b1, . . . , bp ∈ E ′

r⊗E
′
s. Como up é um

polinômio multilinear, basta mostrarmos para elementos da base, ou seja, vamos considerar

bi = ai ⊗ ap+i, onde {ai}i∈In ⊆ D′
r e {ap+i}i∈In ⊆ D′

s. Se r = s, temos que bibj = bjbi. Se

r = 0 e s = 1 (o outro caso é análogo), temos que bibj = −bjbi para todo i e j. Assim, seja

c = bσ(i+1) · · · bσ(j−1), onde i < j, σ ∈ Sp, σ(i) = 1 e σ(j) = 2. Tendo isto em vista, é fácil

ver que

b1cb2 = −b2cb1.
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Para σ, ρ ∈ Sp, definamos a relação

σRρ⇔ σ = ρ ou σ = (12)ρ.

Nota-se facilmente que R é relação de equivalência. Deste modo,

up(b1, . . . , bp) =







p!b1 · · · bp, se r = s
∑

[σ]∈Sp/R

(
bσ(1) · · · bσ(p) + b(12)σ(1) · · · b(12)σ(p)

)
, se r 6= s

= 0.

Nesta segunda etapa, mostramos que xp ∈ T (E ′
r ⊗ E ′

s), com r, s ∈ {0, 1} fixos. Seja

b ∈ E ′
r ⊗E ′

s, escrevemos b =
∑

i∈Ik
αibi, onde bi são elementos da base de E ′ ⊗E ′ que estão

em E ′
r ⊗ E ′

s.

Para j, l ∈ I = {h : Ip −→ Ik;h é injetiva}, definamos a relação

jT l ⇔ Existe σ ∈ Sp, tal que j = lσ.

Nota-se facilmente que T é relação de equivalência. Deste modo,

bp =
∑

j:Ip→Ik

αj(1) · · ·αj(p)bj(1) · · · bj(p)

=
∑

j∈I

αj(1) · · ·αj(p)bj(1) · · · bj(p)

=
∑

[j]∈I/T

αj(1) · · ·αj(p)




∑

σ∈Sp

bj(σ(1)) · · · bj(σ(p))





=
∑

[j]∈I/T

αj(1) · · ·αj(p)

(
up(bj(1), . . . , bj(p))

)

= 0

Agora finalmente mostraremos que x2p ∈ T (E ′ ⊗ E ′). Seja b ∈ E ′ ⊗ E ′, escrevemos de
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forma única b = b00 + b11 + b10 + b01, com brs ∈ E ′
r ⊗ E ′

s.

b2p = ((b00 + (b11 + b10 + b01))
p)2

= (bp00 + (b11 + b10 + b01)
p)2

= (b11 + (b10 + b01))
2)p

= (b211 + (b10 + b01)
2)p

= b2p11 + (b10 + b01)
2p

= ((b10 + b01)
p)2

= (bp10 + bp01)
2

= 0

Corolário 3.2.6. Sobre um corpo com charK = p > 2, GKdimFm(E
′ ⊗ E ′) = 0.

Demonstração. Como E ′ ⊗ E ′ é nil de ı́ndice limitado, Fm(E
′ ⊗ E ′) é álgebra finitamente

gerada e nil de ı́ndice limitado. Logo, pelo Teorema 2.1.14 de Levitzki dimK Fm(E
′⊗E ′) <∞,

donde GKdimFm(E
′ ⊗ E ′) = 0, pela Proposição 2.2.7.

Teorema 3.2.7. Se charK = p > 2, então GKdimFm(E ⊗ E) = m.

Demonstração. Pelo Teorema 2.2.21 temos que

GKdimFm(E ⊗ E) = max{GKdimFm(K ⊗K),GKdimFm(E
′ ⊗K),

GKdimFm(K ⊗ E ′),GKdimFm(E
′ ⊗ E ′)}

= max{GKdimFm(K),GKdimFm(E
′),

GKdimFm(E
′), GKdimFm(E

′ ⊗ E ′)}

= m.

Teorema 3.2.8. Sobre um corpo K infinito de char = p > 2, M1,1(E) e E ⊗ E não são

PI-equivalentes.

Demonstração. Temos que GKdimFm(M1,1(E)) = 2m, pelo Corolário 3.2.2. Como A e

E ⊗ E são PI-equivalentes, GKdimFm(E ⊗ E) = GKdimFm(A) = m. Assim temos que

GKdimFm(E ⊗ E) 6= GKdimFm(M1,1(E)) e logo M1,1(E) e E ⊗ E não podem ser PI-

equivalentes, tendo em vista a Observação 2.2.18.

74



BIBLIOGRAFIA

[1] S. M. Alves, PI equivalência e não equivalência de Álgebras, Tese de Doutorado -

Unicamp (2006).

[2] S. Azevedo, M. Fidellis, P. Koshlukov, Graded identities and PI equivalence of

algebras in positive characteristic, Commun. Algebra, 33(4), 1011–1022, (2005).

[3] S. Azevedo, M. Fidelis, P. Koshlukov, Tensor products theorems in positive cha-

racteristic, Journal of Algebra 276, no. 2, 836–845, (2004).

[4] S. Azevedo, P. Koshlukov, Graded identities for T-prime algebras over fields of

positive characteristic, Israel J. Math., 81(3), 343–355, (2002).

[5] A. Berele, Generic Verbally Prime Algebras and their GK-dimensions, Commun.

Algebra, 21(5), 1487–1504, (1993).

[6] A. Berele, Homogeneous polynomial identities, Israel J. Math. 42, 258–272, (1982).

[7] V. Drensky, Free algebras and PI algebras. Graduate Course in Algebra, Springer,

Singapore, (1999).

[8] V. Drensky, Gelfand-Kirillov dimension of PI algebras, Lecture Notes in Pure and

Appl. Math. 198, Denker, New York, 97–113, (1998).

[9] M. Fidélis, Identidades Polinomiais em Álgebras T-primas, Tese de Doutorado - Uni-
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