Universidade Estadual de Campinas
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA

Departamento de Matematica

Dissertacao de Mestrado

O Complexo de Morse-Witten

via Sequéncias Espectrais

por

Ewerton Rocha Vieira

Mestrado em Matematica - Campinas - SP
Este trabalho contou com apoio financeiro da FAPESP.

Orientadora: Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende



.

O COMPLEXO DE MORSE-WITTEN VIA SEQUENCIAS ESPECTRAIS

Este exemplar corresponde a redagao
final da dissertacdo devidamente corri-
gida e defendida por Ewerton Rocha
Vieira e aprovada pela comissdo
julgadora.

Campinas, 28 de fevereiro de 2011

Profa. Dra. lKetty Abaroa de Rézehde
Orientadora

Banca Examinadora:

1 Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende
2 Prof. Dr. Oziride Manzoli Neto
3 Profa. Dra. Mariana Rodrigues da Silveira

Dissertacdo apresentada ao Instituto
de Matematica, Estatistica e Compu-
tacdo Cientifica, UNICAMP, como
requisito parcial para obtengédo do Ti-
tulo de MESTRE em Matematica.



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DO IMECC DA UNICAMP
Bibliotecaria: Maria Fabiana Bezerra Miiller - CRB8 /6162

Vieira, Ewerton Rocha
V673¢ O complexo de Morse-Witten via sequéncias espectrais/Ewerton

Rocha Vieira-- Campinas, [S.P. : s.n.], 2011.

Orientador : Ketty Abaroa de Rezende
Dissertagdo (mestrado) - Universidade Estadual de Campinas,

Instituto de Matematica, Estatistica ¢ Computagao Cientifica.

1.Morse, Teoria de. 2.Matriz de conex@o. 3.Sequéncias espectrais
(Matemadtica).  4.Topologia  algébrica.  5.Sistemas  dindmicos.
I. Rezende, Ketty Abaroa de. II. Universidade Estadual de Campinas.

Instituto de Matematica, Estatistica ¢ Computagdo Cientifica. III. Titulo.

Titulo em inglés: The Morse-Witten complex via spectral sequences

Palavras-chave em inglés (Keywords): 1.Morse theory. 2. Matrix of connection. 3.Spectral
sequences (Mathematics). 4.Algebraic topology. 5.Dynamical systems.

Titulagdo: Mestre em Matematica

Banca examinadora: Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende (IMECC — UNICAMP)
Profa. Dra. Mariana Rodrigues da Silveira (UFABC)
Prof. Dr. Oziride Manzoli Neto (ICMC - USP)

Data da defesa: 28/02/2011

Programa de Pés-Graduagdo: Mestrado em Matematica

i



Dissertacido de Mestrado defendida em 28 de fevereiro de 2011 e aprovada

Pela Banca Examinadora composta pelos Profs. Drs.

Prof.(a). Dr(a). KETTY ABAROA DE REZENDE

(S A AAT

Prof. (a). Dr (a). OZIRIDE MANZOLI NETO

Prof. (a). Dr (a). MARIANA RODRIGUES DA SILVEIRA

il



Agradecimentos

A minha orientadora Profa. Dra. Ketty Abaroa de Rezende pela dedicacao e paciéncia,

e por ter me conduzido durante o mestrado.

A Profa. Dra. Mariana Rodrigues da Silveira por todo o apoio e ajuda durante o

desenvolvimento deste trabalho.

A minha familia, por todo apoio e carinho, em especial a minha mae Cristina, ao meu

pai Waldeci, a minha av6 Clotilde e a minha tia Suely.
A FAPESP pela bolsa de estudo concedida.

Aos funciondrios da Secretaria de Pés Graduagao do IMECC-UNICAMP pela gentileza

e atencao diariamente prestados.

A todas as pessoas que colaboraram para a concretizacao desta dissertacao.



Resumo

Nesse trabalho, estudaremos o complexo de Morse-Witten via sequéncias espectrais, uti-
lizando a matriz de conexao sobre Z que codifica as orbitas de conexao do fluxo de Morse
associado ao complexo. O algoritmo do Método da Varredura aplicado a matriz de conexao
sobre Z produz uma sequéncia espectral (E", d"), que por sua vez nos fornece informagoes im-
portantes sobre a dinamica. Dada a necessidade de computarmos os geradores dos Z-médulos
E7 e as diferencias dj , da sequéncia espectral, utilizamos o software SweepingAlgorithm,
que calcula os £ e d;,  de forma rapida e eficiente.

Apresentamos uma forma de estender o complexo de Morse-Witten, conforme [BaCl]| e
[BaC]. Tal complexo apresenta informagoes entre pontos criticos ndo consecutivos, até entao
nao obtidas pelo complexo de Morse-Witten. Para esse complexo estendido temos também

uma sequencia espectral associada, através da qual obtemos informagcoes dinamicas, conforme

os trabalhos [BaCl] e [BaC].
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Abstract

In this work, we study the Morse-Witten Complex via spectral sequences, using the
connection matrix over Z, which codifies the connecting orbits of the Morse flow associated
to the complex. The Sweeping Method algorithm applied to the connection matrix over Z
produces a spectral sequence (E",r¢), which in turn gives us important information on the
dynamics. Given the need to compute the generators of Z-modules E  and the differentials
dy , of the spectral sequence, we use the software SweepingAlgorithm, that calculates Ej
and d, , quickly and efficiently.

We present a way to extend the Morse-Witten as [BaCl] and [BaC]. This complex
exhibits information between non-consecutive critical points, not obtainable using the Morse-
Witten complex. For this extended Morse Complex we also have an associated spectral

sequence, whereby dynamical information is also obtained as in [BaC1] and [BaC].
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Introducao

Essa dissertacao tem como finalidade explorar as informacoes dinamicas dada pela se-
quéncia espectral associada ao Método da Varredura, bem como explorar o complexo de

Morse estendido, o qual foi definido recentemente em [BaC] e [BaCl].

Uma fungao de Morse f : M — R definida em uma variedade Riemanniana suave e
fechada (M, g) da origem a um complexo (C.(f), 0¢), chamado de complexo de Morse-Witten,
cujos grupos de cadeias sao gerados pelos pontos criticos de f e cujo operador bordo é definido
por uma contagem algébrica do niimero de linhas de fluxo, contadas com sinal, associado ao
campo —V f.

Interligando a teoria de matrizes de conexao e a teoria de Morse, temos que a diferencial
do complexo de Morse-Witten 0, pode ser interpretada como uma matriz de conexao para
um fluxo Morse-Smale sem o6rbitas peridédicas sobre M. Para simplificar, neste trabalho,

definiremos matriz de conexao A como sendo a diferencial 0,.

Ao aplicarmos o Método da Varredura em uma matriz de conexdao A obtemos um

sequéncia espectral associada, e o estudo dessa sequéncia nos fornece informagcoes dinamicas.

As sequéncias espectrais foram introduzidas por Leray nos anos 50 e sao extensiva-
mente usadas em algebra homoldgica, topologia e geometria algébrica. Podemos definir uma
sequéncia espectral (ver [S]) para um complexo de cadeia (C,0) que possui uma filtracao
crescente. A sequéncia espectral associada a (C, ) é uma sequéncia de médulos bigraduados
(ET,d"), onde d" tem bigrau (—r,r — 1), tal que H(E",d") = E™"!. Temos ainda que essa
sequéncia é convergente.

Os Teoremas 4.1 e 5.1 provam a existéncia da sequéncia espectral associado ao Método da
Varredura. Podemos observar que ao aplicarmos o algoritmo a uma matriz de conexao A ge-
ramos muitos calculos, que podem ser computados utilizando o Software SweepingAlgorithm.
Tal programa tornou-se um laboratorio experimental que serviu de motivagao a algumas

perguntas como também serve de apoio a novos trabalhos.
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2 Introducao

Uma aplicacado do Método da Varredura consiste no Teorema 6.1, mais especificamente,
esse teorema garante que associado a uma diferencial nao nula da sequéncia espectral, existe
um caminho unindo dois pontos criticos consecutivos. Este caminho é constituido de curvas
que coincidem com as linhas de fluxo, onde alguns de seus arcos correspondem a linhas do
fluxo reverso.

Apresentamos uma forma de estender o complexo de Morse-Witten, conforme [BaCl]| e
[BaC]. Tal complexo sera chamado de complexo de Morse estendido, e a sua construgao faz
o uso da teoria do espacgo dos lagos de Moore. Tal complexo apresenta informacoes entre
pontos criticos nao consecutivos, até entao nao obtidas pelo complexo de Morse-Witten.
Para esse complexo estendido, temos também uma sequéncia espectral associada, através da
qual obtemos informagoes dinamicas, conforme os trabalhos [BaCl] e [BaC].

Este trabalho esta organizado da seguinte forma:

e O primeiro capitulo apresenta de forma sucinta os pré-requisitos que servirao de su-
porte para a compreensao dos capitulos seguintes. Neste capitulo encontramos nogoes
basica de sistemas dinamicos e a definicao do complexo de Morse-Witten, bem como

a definicao de matriz de conexao.

e O segundo capitulo é dedicado exclusivamente a teoria das sequéncias espectrais. Vale
a pena observar que apresentamos uma nocao introdutéria sobre sequéncias espectrais.

Caso o leitor queria fazer um estudo mais aprofundado sobre este tema, consulte as
referéncias [Ch], [S] e H1.

e No terceiro capitulo, apresentamos o Método da Varredura aplicado a uma matriz
de conexao A sobre Z. No caso em que a matriz A esteja sobre um corpo F o
Método sofrera uma pequena alteracao. Para mais detalhe veja Observacao 3.1. Este
capitulo possui um exemplo de aplicagao do Método da Varredura utilizando o pro-

grama SweepingAlgorithm.

e O Capitulo 4 mostra como o Método da Varredura define os Z-moédulos Ej , da
sequéncia espectral associada ao Método da Varredura. Vale a pena observar que neste
capitulo ainda nao podemos afirmar que existe uma sequéncia espectral associada ao

Método da Varredura. Tal conclusao é feita no Capitulo 5.

e O quinto capitulo mostra como o Método da Varredura define as diferencias d, , tais

que (E7,d") seja a sequéncia espectral associada a este método.
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e O Teorema 6.1 do Capitulo 6 mostra que, associado a uma diferencial nao nula da
seqiiéncia espectral, existe um caminho unindo dois pontos criticos consecutivos. Este
caminho ¢é constituido por curvas que coincidem com as linhas de fluxo, onde alguns

de seus arcos correspondem a linhas do fluxo reverso.

e O 1ultimo capitulo contém inicialmente algumas defini¢oes e proposicoes necessarias
para podermos definir o complexo de Morse estendido. Mostramos que o complexo
estendido é uma generalizacao do complexo de Morse-Witten, ou seja, quando os pon-
tos criticos sao consecutivos as duas defini¢oes coincidem. Definimos também uma
sequéncia espectral associada ao complexo de Morse estendido, a qual possui muitas

informagoes dinamicas conforme foi mostrado em [BaC] e [BaCl].

e No Apéndice A apresentamos um tutorial de como usar o software SweepingAlgorithm.
E nos Apéndices B e C calculamos alguns exemplos computacionais do Método da

Varredura.



Capitulo 1

Matriz de Conexao

O objetivo deste capitulo é revisar nocoes bésicas de sistemas dinamicos necessarias para
definir matriz de conexao, a qual é o elemento base para podermos aplicar o Método da

Varredura.

Como dispomos de uma boa referéncia [L] para este capitulo e o objetivo principal desta
dissertacgao é o estudo da sequéncia espectral associada ao Método da Varredura, este capitulo

sera breve e nao possuira demonstracoes.

Para um estudo mais aprofundado sobre a construcao do complexo de Morse-Witten
apresentada neste capitulo veja [W] e [L], sendo que esta ultima referéncia possui varios
exemplos de complexos de Morse-Witten e de matriz de conexao. Para questoes envolvendo

sistemas dinamicos, a referéncia basica ¢ [PM].

A definicdo de matriz de conexao que veremos neste capitulo nao sera a definicao feita
por Franzosa em [Fr2], definiremos matriz de conexdo para um caso particular, ji que o

Método da Varredura s6 é aplicavel para esse caso particular.

Portanto, iremos definir matriz de conexao para um fluxo Morse-Smale em uma varieda-
de Riemanniana M suave e fechada de dimensao finita. Para isto precisaremos introduzir o
complexo de Morse-Witten que é um complexo de cadeias definido a partir de uma funcao
de Morse f : M — R, cujos grupos de cadeias sao gerados pelos pontos criticos de f e
cujo operador bordo é definido por uma contagem algébrica do nimero de linhas de fluxo,

contadas com sinal, associadas ao campo —V f.
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6 Secao 1.1 e Fluxo Morse-Smale

1.1 Fluxo Morse-Smale

Comecaremos esta secao expondo algumas propriedades basicas de fluxos. Como re-
feréncia para esta secao veja [C], [F], [PM] e [Sal].

Ao longo desta secao, consideremos X um espaco topolégico arbitrario.

Definicao 1.1. Um fluxo continuo ¢ sobre X ¢é uma acdo continua de R sobre X, ou

seja, € uma aplicagdo continua ¢ : R x X — X que satisfaz:
1. ¢(0,2) =z, para todo x € X;
2. o(s+t,x) = @(s,¢(t,x)) para quaisquer s,t e R ez € X.

Definicao 1.2. Dado x € X, a drbita através de x com respeito ao fluro ¢ é o conjunto
O(x) :=A{p(t,x) : t € R}, ou seja, O(x) = p(R, z).

Dizemos que uma orbita é singular se a 6rbita é formada por um tnico ponto p. Neste
caso, dizemos que o ponto p é uma singularidade do fluxo ¢. Dizemos que uma orbita
¢ fechada (ou periddica) se existe T" # 0 tal que o(T,p) = p e p(t,p) # p sempre que
t € (0,7). Chamamos de 6rbita regular uma érbita que nao é singular e também nao é
fechada. Desde modo, existem trés tipos de dérbitas: orbita singular, érbita fechada e orbita
regular.

Um conjunto S C X é um conjunto invariante em relacao ao fluxo ¢ se, para todo
p €S, p(t,p) € S para todo t € R, ou seja, se p(R,5) = S.

Se S ¢ invariante sob ¢ entao o fecho de S e o complementar de S também o sao. O
mesmo vale para uniao e interseccao sob qualquer colecao de conjuntos invariantes.

Seja N C X um subconjunto de X. O conjunto invariante maximal de N é definido
por:

Inv(N)={x € X | ¢(t,z) € N, para todo t € R}.

Definicao 1.3. Dado Y C X, o conjunto w-limite de Y, denotado por w(Y'), é definido
por
w(Y) = Inv(cl{e([0,00),Y)}).

Analogamente, o conjunto w*-limite (ou a-limite) de Y é definido por:

w(Y) = Inv(cl{((=00,0],Y)}).
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Dado ¢ € X, w(q) é o maior conjunto invariante em (g, [0, o0]), reciprocamente, w*(q) é
o maior conjunto invariante em ¢(q, [—o00, 0]).

Sejam X é um espago topoldgico compacto, ¥ C X e ¢ um fluxo sobre X. Entao
w(Y) # 0, w(Y) é fechado, w(Y') é invariante pelo fluxo ¢ em X, w(Y’) é compacto em X, e
w(Y') é conexo se Y for conexo. Notemos que estas propriedades também sao vélidas para o
conjunto w*-limite. As demonstragoes destas afirmagoes podem ser encontradas em [Sal].

No decorrer deste trabalho, iremos trabalhar com fluxos gradientes negativos sobre varie-
dades Riemannianas suaves e fechadas de dimensao finita. Nesse sentido, vamos introduzir
agora o conceito de fluxo gradiente negativo.

Consideremos M uma variedade Riemanniana suave e fechada de dimensao finita n, g

uma métrica Riemanniana em M e f: M — R uma funcao suave. A identidade

9(Vf,.) =df(.)

determina unicamente o campo vetorial gradiente V f sobre M. Chamamos de fluro gra-
diente negativo o fluxo associado ao campo gradiente negativo —V f.

Se v é uma trajetoria do fluxo gradiente negativo, entao:

% (v(1) = df (v(1)) - (1) = g(VF(4(1), 7' (1)) = =[VF(v(®))* <0, VteER.

Disto vemos que f decresce ao longo de 6rbitas nao singulares e, portanto, orbitas
fechadas nao podem existir e qualquer 6rbita regular O(q) intersecta o conjunto de nivel
f7Y(f(¢)) no maximo uma vez. Além disso, tal interseccao é ortogonal com respeito a
métrica g. Usando estas propriedades e a notagdo Crit(f) para denotar o conjunto dos

pontos criticos de uma funcao suave f, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 1.1. Seja M uma variedade fechada de dimensdo finita e @ o fluro associado
ao campo vetorial =V f. Entao para todo p € M tem-se que w*(p) Uw(p) C Crit(f). Se o
fluzo gradiente negativo € gerado por uma funcgao de Morse' f entio w*(q) e w(q) consistem

cada um de apenas um ponto critico de f, para todo q € M.

Dado x € Crit(f), definimos a variedade estdvel de x por

We(x) :={qe M | w(q) =z},

'Uma funcio suave f : M — R se chamada de funcao de Morse se todos os seus pontos criticos sdo nao
degenerados.
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e a vartedade tnstdavel de x por:
W) :={qe M |w(q) ==}

Defina o indice de Morse de um ponto critico x € Crit(f) por inds(z) = dim(W*"(z)).

Seja f : M — R uma fungao de Morse em uma variedade Riemanniana (M, g) suave
e fechada de dimensao finita n. Se x € Crit(f) entdo o Teorema da Variedade Estével e
Instavel garante que W¥(z) e W"(x) sao subvariedades de M sem fronteira. De fato, as
variedades W#(z) e W*(z) sdo imagens de mergulhos suaves de discos abertos de dimensoes
n — indg(x) e inds(z), respectivamente. Além disso, o espaco tangente de M em z se
decompoe como

T,M = T,W*(z) ® T,W*(z).

O campo vetorial gradiente V9f satisfaz a condicdo de Morse-Smale se W"(x) e
W*(y) se intersectam transversalmente para todos os pontos z,y € Crit(f). Neste caso,
(g, f) é dito um par Morse-Smale, [ é dita ser uma fungcdo Morse-Smale e o fluxo

associado ao campo —V f é dito fluxo Morse-Smale.

Teorema 1.1 (Transversalidade de Morse-Smale). Sejam (M, g) uma variedade Rie-
manniana suave e fechada de dimensao finita e f uma funcao de Morse, entao o campo
V9 f pode ser aprozimado em C por um campo gradiente suave V9f que satisfaz a condig¢io

Morse-Smale.

A prova do Teorema 1.1 é devido a Smale [Sm]. Podemos também escolher f de forma
que seu valor em qualquer ponto critico seja igual ao indice de Morse do ponto critico.

Daqui em diante, consideraremos (g, f) um par Morse-Smale (salvo mengao em contrario).

1.2 Variedades Conectantes

Fixados pontos criticos x,y € Crit(f), defina a variedade conectante entre x e y por:
My = My (f, g) = W"(x) N W*(y).

Observe que u € M., se, e somente se, w*(O(u)) =z e w(O(u)) = y.

Seja a um valor regular entre f(z) e f(y). O espago das drbitas conectantes ou
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espaco moduli entre x e y é definido por:
My = Moy (f,g,a) := My, N f1(a). (1.1)

Este conjunto é composto por um unico representante de cada orbita do fluxo gradiente
negativo de x para y, pois cada drbita intersecta a superficie de nivel, f~!(a), no maximo
em um ponto.

Para duas escolhas diferentes de a, existe uma identificacao natural entre os espacgos

M\my( f,g,a) correspondentes, a qual é dada pelo fluxo.

Teorema 1.2. Se o fluro gradiente negativo é de Morse-Smale, entao os espagos My, e

My, sao subvariedades de M sem fronteira e suas dimensoes sao dadas por:
dim(M,,) = ind;(x) — ind(y) e dim(My,) = ind;(z) — ind;(y) — 1.

Proposicao 1.2. Se as variedades W*(x) e W*(y) se intersectam transversalmente, entdo

as sequintes afirmacoes sao verdadeiras:
1. Seindg(x) < inds(y), entdo My, = 0;
2. My = {a};
3. Seinds(x) = inds(y) e x #y, entao My, = 0;
4. Se My, #0 e x#y, entao inds(x) > inds(y).

O primeiro item da Proposi¢ao 1.2 afirma que nao existe uma érbita do fluxo Morse-
Smale de = para y, quando inds(z) < inds(y). O terceiro item assegura que nao existem
orbitas conectantes entre pontos criticos que possuem o mesmo indice de Morse. Assim, se
existe uma drbita conectante de x para y (com z # y), entdo inds(x) > inds(y). Em outras
palavras, dada uma orbita nao-singular do fluxo gradiente negativo, esta érbita “nasce” em
um ponto critico de indice r e “morre” em um ponto critico de indice s, onde s,r € N e
s<r.

Vamos assumir, ao longo dessa segao, que o campo —V f é Morse-Smale e z,y € Crit(f).
No caso em que a diferenga ind¢(x) — inds(y) entre os indices de x e y é +1, a variedade

—

My, é compacta, logo é um conjunto finito de pontos.

Proposigao 1.3. Se inds(z) —inds(y) = 1 entao #M\xy < 00.
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Existe uma relagao biunivoca entre as érbitas da variedade conectante M, e os pontos
do espago moduli M,,. Deste modo, os pontos do espaco moduli podem ser considerados

como orbitas.

Considere as drbitas conectantes u’ € /\7331.71%, com z; € Crit(f) ei € {0,1,...,1} .
O conjunto formado pela unido das érbitas u', ..., u' e dos pontos g, ..., x; é chamado de
orbita quebrada e denotado por (u',... u"). Veja Figura 77

A proxima definicao formaliza a ideia de convergéncia de Orbitas pg, que é uma con-
vergéncia geométrica com respeito a distancia Riemanniana d em M das orbitas de p; a

uniao das drbitas de u?’s. Mais precisamente,

Definicao 1.4. Dada uma sequéncia de orbitas {px}ren em M\xy, a sequéncia {py} converge

para a orbita quebrada (u', ..., u') quando
Ve >0, 3kg €N : Vk > ko, O(pr) CU(O@U...UuOWY),

onde U (A) denota uma e-vizinhanga aberta do subconjunto A C M.

O fato da sequéncia {py} convergir para a érbita quebrada (u', ..., u!) sera denotado por
pe — (u, ..., ul). Neste caso, dizemos que a sequéncia pj, converge para a 6rbita quebrada

(ul,...,u') de ordem I. Veja Figura 1.1.

Definicao 1.5. Um subconjunto K C /ny ¢ dito compacto por orbitas quebradas se:
para toda sequéncia de Cauchy {px }reny em K, existem pontos criticos x = xg, 1, ..., L1, T =

y e existem orbitas conectantes v/ € M, 1z, com g =1,...,1 tais que py — (ul, ..., ul)

quando k — o0.
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Zy

T2

Figura 1.1: Convergéncia da sequéncia py, para a érbita quebrada (u', u?) de ordem 2.

O seguinte teorema fornece uma compactificagao natural para os espagos moduli via

orbitas quebradas.

Teorema 1.3 (Compacidade). Se a condi¢ao de Morse-Smale € satisfeita, entdo o espago
moduli M\xy € compacto por orbitas quebradas. Além disso, a convergéncia € de ordem no

mdzimo inds(z) — inds(y).

O préximo teorema garante que, dados z,y € Crit(f), a variedade conectante M., é
uma variedade orientdvel. De fato, o Teorema 1.4 afirma que, dadas orientagoes de W*(x) e

W*(y), estas induzem uma orientagdo em M,,, denotada por [My]ina-

Teorema 1.4. Fize uma orientagdo arbitrdaria para W*(x), Vo € Crit(f) e indg(z) > 0.
Entao, para todo x,y € Crit(f), My, herda uma orientagdo induzida [Myying.

Como W*(x) h W*(y), segue do Teorema 1.2 que o fibrado tangente TW*(x) decompoe-

se ao longo de M,, do seguinte modo:

T, W"(x) ~ TMqyy © Var,, W (y). (1.2)

As orientacoes induzidas [M,,]ing nas variedades conectantes My, com x e y variando
no conjunto dos pontos criticos de f tais que inds(x) = k e inds(y) = k — 1, serdo essenciais
na definicao do complexo de Morse-Witten. Segundo a demonstracao do Teorema 1.4, que

pode ser encontrado em [W], o procedimento para obter tais orientagoes é:

1. Para cada ponto x € Crit(f), com indg(xr) > 0, fixamos arbitrariamente uma ori-

entacdo para W"(x);

2. Consideramos o espaco V,W?#(y) (fibrado normal & variedade W*(y)) com orientacao

compativel a orientacao de W*"(y);
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3. Através do isomorfismo que preserva orientacao (1.2), determinamos a orientagao

[M;ty]ind-

O Teorema 1.4 exige que os indices dos pontos criticos sejam maiores que zero. Ora, se
inds(y) = 0 entao V,W?(y) = 0. Dai, T, W*"(x) ~ TM,,, de onde segue a orientacao de
M, no caso em que inds(y) = 0.

Notemos que nao ha restrigoes sobre a orientabilidade da variedade Riemanniana M.

Antes de partir para préxima segao, vale apena olhar alguns exemplos na referéncia [L],
de como obter a orientacao induzida da variedade conectante M,,, pois esta orientacao ¢ a
parte mais importante e dificil para obtermos o complexo de Morse-Witten e, como veremos,

também para a matriz de conexao.

1.3 O Complexo de Morse-Witten

Ao longo desta segao, vamos considerar M uma variedade Riemanniana suave e fechada
de dimensao finita n. Seja f : M — R uma funcao de Morse. Escolha de forma arbitraria
uma orientacao para cada variedade instavel dos pontos criticos de f e denote este conjunto

de escolhas por Or.

Definicao 1.6. O grupo graduado de Morse C.(f) = {Ci(f)}, associado a uma fung¢do
de Morse f: M — R, com coeficientes inteiros e graduado pelos indices de Morse, € definido

por:
1. Ck(f) =0, se k <0;

2. se k>0, Cr(f) € o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto Crity(f), ou seja,

G= D 2, kel

zeCrity(f)
onde Critg(f) € o conjunto dos pontos criticos de f de indice k.

Na definigdo acima, (x) denota o par consistindo do ponto critico z e da orientacao de
T.W"(x).
Note que os grupos de cadeia de Morse sao finitamente gerados, pois uma fungao de

Morse admite um ntmero finito de pontos de criticos.
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Assuma que inds(x) —inds(y) = 1 e seja u € M\my. A érbita O(u) é uma componente
conexa de My, logo tem orientagao induzida [O(u)];ng. Denotando a orientacao induzida
em O(u) pelo fluxo tangente por [i], o sinal caracteristico n, = n,(Or) da érbita através

de u é definido por meio da igualdade
[O(W)]ina = nu[i].

Definicao 1.7. O operador bordo de Morse-Witten O(x) : Cx(f) — Cx—1(f) € definido nos
geradores x de Ci(f) por

Olz) == > nlzyly), n@y)= > n, (1.3)

yeCritp_1(f) UEMay

e € estendido a toda cadeia por linearidade.

Sabemos que uma funcao de Morse admite apenas uma quantidade finita de pontos
criticos, logo a primeira soma em (1.3) é finita. J& a proposicao 1.3 garante que M\xy é
formado por uma quantidade finita de pontos, o que garante que a segunda soma em (1.3)

também é finita. Desde modo, o operador bordo de Morse-Witten estd bem definido.

O proximo teorema afirma que a aplicagao 0, apresentada na Definigao 1.7, é de fato um

operador bordo, ou seja, 0 o d = 0.

Proposicao 1.4 (Operador Bordo). O operador bordo de Morse-Witten satisfaz

Op—10, = 0, para todo k € 7.

Assim concluimos que o par (C.(f),0.) formado pelo grupo graduado de Morse jun-
tamente com o operador bordo de Morse-Witten, formam um complexo de cadeia, que

chamamos de complexo de Morse- Witten.
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1.4 Matrizes de Conexao

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana que seja suave e fechada e tenha dimensao
finita n e ¢ um fluxo gradiente negativo sobre M oriundo de uma fun¢ao de Morse-Smale f.
Sob essas hip6tese podemos considerar o complexo de Morse-Witten (C.(f),d,) para M.

Podemos ver cada aplicagao 0 : Cr(f) — Cix—1(f) como uma matriz Ay de ordem ¢ X cx_1,
onde ¢, = #Crity(f). Mais especificamente, sejam Crit,(f) = {x1, -+, 2.} e Crity_1(f) =
{v1," ,Ye,_, }- Entao

Ck(f) = Z<x1> ©---D Z<x0k> e Ckfl(f) = Z<y1> ©--- D Z<y0k71>'

E o operador de Morse-Witten é definido nos geradores por
Ck—1
O() == n(ws, ;) ;).

J=0

Logo, a aplicagao J;, pode ser representada pela matriz Ag:

st To . chk
yl n(xlvyl) n(]@vyl) e n(xlflmyl)
Y2 | n(x1,y2) n(xa,1) T IC )]
Yepo1 | n(a, Yerr) n(x2, Ye,_,) ce Ty Yeyy)

Assim, representamos a aplicagao 0 por uma matriz cujas entradas sao os numeros de
intersecgao n(x,y) entre pontos criticos de indice consecutivos.
Da mesma forma, podemos visualizar o operador de Morse-Witten 0, como uma matriz

A que contém as matrizes Ay, para k € Z e 0 < k < n, conforme a Figura 1.2:

A matriz A é dita uma matriz de conexao para M. Claramente vemos que a matriz
A ¢ triangular estritamente superior.

Portanto, para obter uma matriz de conexao para um fluxo Morse-Smale em uma va-
riedade Riemanniana suave e fechada de dimensao finita basta construir o complexo de
Morse-Witten.

Para finalizar este capitulo introdutério, vejamos um exemplo.
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Co Ci1 Cr Crn1 Crrz - Cy
Co 0
CI.LQ 0 JAVER! 0
Ci1] 0 0 Ay
C.| 0 0 JAVAEY
Cev1| 0 0 0 JAVE
C, | 0 0

Figura 1.2: Matriz de Conexao

Exemplo 1.1. Consideremos a variedade S? e a funcao altura f : M — R, como na Figura
1.3. A funcao f é de Morse com 4 pontos criticos: um ponto repulsor z, um ponto de sela
y e dois pontos atratores z e z’. Veja que f é, de fato, uma funcdo de Morse-Smale, pois o

fluxo gradiente negativo oriundo de f nao possui conexao entre pontos criticos de mesmos

T.W*(x)
a4

indices.

S

Figura 1.3: Funcao altura em S2.

Consideremos ainda as orientacoes para as variedades instaveis fixadas na Figura 1.3.
Nosso objetivo é encontrar as orientacoes dadas pelo Teorema 1.4 para as variedades conec-
tantes em questao.

Como z tem indice de Morse nulo, a orientacao de M, é facilmente obtida, pois esta

¢ induzida pela orientacao de TyW*(¢), onde ¢ € {z,y}. Ja a orientacdo [My|ina requer
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Figura 1.5: Orientagoes induzidas nas variedades conectantes.

um pouco mais de atengao, ela é obtida através do isomorfismo (1.2). Uma boa maneira
para encontrarmos esta orientacao é via a representagao planar do fluxo em questao, como
na Figura 1.4. Veja que a unido no infinito do retangulo com o ponto z’ fornece a esfera
S?. Nesta representaciao, o vetor 2' é obtido da orientaciao de W*(y) (que é compativel
com a orientagao de V,W?*(y)). O vetor 1’ é escolhido de forma que a orientacdo dada pela
base {1’,2'} seja compativel com a orientacao de W"(zx), isto é, a orientacao dada pela base
{1,2}. O vetor 1’ determina a orientacao [My)ind, assim a orientacao [Mylina € oposta a
orientacao dada pelo fluxo na érbita de v, e compativel com a orientacao dada pelo fluxo na
orbita de vy, como mostra a Figura 1.5. A

Veja que os grupos de cadeia de Morse e o operador bordo de Morse-Witten estao bem
definidos, para este caso. Os grupos de cadeia sao: Co(f) = Z(x), Ci(f) = Z{y), Co(f) =
Z{z) ®Z{") e Cx(f) = 0, para k € Z\ {0,1,2}. A partir da Figura 1.5 temos que n,,, = +1,

Ny, = —1, Ny, = +1 en,, = —1. Logo,
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y4 o/ Yy xr
z[ 0 0 [=1]0]
! 1
0 0 0 0
0 0 0 0

Figura 1.6: Matriz de conexao

n(x,y) = Ny, + Ny, =0, n(y,z) =Ny, = —1, n(y,z') = n,, = +1.

E os operadores 0y : Co(f) — C1(f), 01 :Ci(f) — Co(f) e o : Co(f) — 0 sdo definidos

nos geradores por:

Assim, para todo k € Z com k # 0,1,2, temos que J; é o operador nulo.

A matriz de conexao para este fluxo na esfera é dada pela Figural.6.



Capitulo 2
Sequéncia Espectral

Recentemente, a ferramenta algébrica, sequéncia espectral, tem sido usada em sistemas
dinamicos, como podemos ver nos diversos trabalhos do Cornea, o qual usa a sequéncia
espectral como umas das principais ferramentas em seus trabalhos. Tal ferramenta nos da
informacoes dinamicas até entdo nao encontradas por outros tipos de argumentos. Acre-
ditamos que esses trabalhos recentes servirao de motivagao para o estudo das sequéncias
espectrais e por fim quebrardo o mito, bem exposto por [Ch], da dificuldade de se estudar
essa ferramenta algébrica

Esse capitulo contém a teoria de sequéncias espectrais necessaria para demonstrar a
existéncia de uma sequéncia espectral associada ao Método da Varredura, a qual nos da
informacoes a respeito da dinamica do fluxo Morse-Smale na variedade M.

Iniciaremos o capitulo enunciando o seguinte teorema, que sera usado diversas vezes neste

capitulo.

Teorema 2.1 (Teorema do Isomorfismo de Noether). Sejam A e B submddulos de um
modulo C' e seja A+ B o submdédulo gerado por AU B. O mapa inclusao A C A+ B envia
AN B em B e induz um isomorfismo entre A/(ANB) e (A+ B)/B.

Um modulo bigraduado E" sobre um dominio de ideais principais R é uma cole¢ao
indexada de R-médulos EJ | para todo par de inteiros p e . Uma diferencial d" de bi-grau
(—=r,r — 1) é uma colegdo de homomorfismos d" : B, — E,_, ,+r—1 Dara todo p e g, tal que

(d")?> = 0. O médulo de homologia H(E") é um médulo bigraduado definido por

Kerd" : Ef — E"
ry D,q p—r,g+r—1
ool B = 1o 5, — By,

p+r,q—r+1

19
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Definicao 2.1. Uma sequéncia espectral E = {E"},>y é uma sequéncia {E",d"} com r >k

para algum k € 7, tal que

1. E" é um R-modulo bigraduado, e d” é uma diferencial de bi-grau (—r,r — 1).

2. Para todo r > k existe um isomorfismo H(E") ~ E™! onde

Kerd" : E;’q —
Imdr :

r

p—r,g+r—1

— Fr
Ep,q

Hp,q(Er) -

r
p+r,g—r+1

(médulo de homologia)

De uma maneira informal, podemos visualizar a sequéncia espectral como um livro com
paginas quadriculadas. A r-ésima péagina corresponde ao E”, e cada vértice dos quadrados
da pégina quadriculada corresponde ao Ej ,, onde tomamos p na diregdao horizontal e q na
diregao vertical.

EO El
'Eg,s ‘E?,s ‘Eg,:z ‘Eg,:s ‘Eé,s ‘E11,3 ‘E21,3 ‘E§,3
oEg,Z OERQ 0E872 oEg’2 OE&Q 0E1172 0E2172 QE§’2
'Eg,l 'E?,l .Eg,l .Eg,l 'Eé,l .Eil71 7 °E21,1 'E§,1

0 0 0 0 1 1 1 1
Ly .ELO L5 oLy, *Eg o ’El,o °E2,0 'Es,o

) ) )
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E2
2 2 2 2
'Eo,s ‘E173 hd E2,3 b E3,3
2 2 2 2
'E0,2 °E1,2 b E2,2 d E3,2
d2
2 2 2 2
’Eo,l 'E1,1 b E2,1 o E3,1
2 2 2 2
.EO’O .ELO ° E2,0 ° E'370

Observe que se definirmos Ey = @ E?, entao a diferencial d” define um homomorfismo
s+t=q
o . B — E]_ | tal que {E],0"}4ez ¢ um complexo de cadeia com o g-ésimo médulo de

homologia igual a € H(E)s;. Note que Ej corresponde a (s + t)-ésima diagonal e a

s+t=q
diferencial 0" leva um elemento da diagonal ¢ para outro elemento na diagonal ¢ — 1, como

ilustra a seguinte figura.

T3
\7
N

N 2 2 2
\OEl,3 0E2,3 0E3,3
N
N

~ 2 2
\.EO,2 3,2
N
N
.E2 2
0,1 \3,1
N
N
E}
.E2 2
0,0 3,0
N
N

Figura 2.1: {E},0" }yez

Se E7 = 0 para algum par fixado (p,q) entao E)¢ = 0 para todo ¢ > 0.
Um homomorfismo ¢ : E— E’ de uma sequéncia espectral para outra é uma colegao de

! . . .
homomorfismo ¢" : EJ . — EJ parar > k e para todo p e ¢ que comutam com as diferenciais
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e tal que ¢ : H(E) — H(E') corresponde a ¢! : E™1 — E™+! pelos isomorfismos
H(E") =~ E"™! da sequéncia espectral.

Para definir o termo limite de uma sequéncia espectral, faremos uns calculos.

Sejam Z,), = Ker(d), : By, — E),_,) e B}, = Im(d) .y, : B, — E,) entao
BY C Z° pois (d°), e E' = Z°/B°. Sejam Z(E'),, = Ker(d,, : E}, — E,_|,) e
B(E')py = Im(d,,,, : E,.,, — E,,). Entao pelo Teorema do Isomorfismo existem
submédulos bigraduados Z' e B' de Z° contendo B° tais que Z(E'),, = Z,,/B), ¢

B(E"),, = B, ,/B), para todo p e ¢, segue que
BC B'Cz'C Z°

Por indugao
B'cB'c..cBc..czrc...cz'cz

Assim definimos o termo limite como E* = Z*°/B* onde Z* =N,Z" e B*® = U, B".
Uma sequéncia espectral é convergente se dados p e q existe 7(p,q) > 0 tal que para
todo r > r(p,q), d; , : B}, — E}

v—rgir—1 € trivial. Uma sequéncia espectral é fortemente

convergente se dados p e q existe r(p,q) > 0 tal que £} =~ E> para todo r > r(p,q).

2.1 Filtracao em um complexo de cadeias

Definigao 2.2. Uma filtragao (crescente) em um R-mddulo C' € uma sequéncia de submddulos
F,C para todos os inteiros p tal que F,C' C F,.1C. Se C' é um mddulo graduado, ou seja,
{C =C,} € uma colegcio de R-mddulo indexado pelos inteiros, a filtragao deve ser compativel

com a graduacado, isto €, F,C é um submddulo graduado de C' para cada p.

Todas as filtracoes usadas nessa dissertacao serao crescentes, o que nos dara a liberdade
de omitir o termo “crescente” da expressao “filtracao crescente”.

Uma filtragcao F' em um complexo de cadeias C' é uma filtracao compativel com
a graduagao de C' e com a diferencial de C, ou seja, cada F,C ¢ um subcomplexo de C' da
forma {F,C,},.

A Figura 2.2 auxilia a visualizacao de uma filtragao crescente em um R-médulo C; por
exemplo para C' = ()4, temos que a filtragao corresponde a linha com F.C,,, onde ¢ é
a aplicagao inclusao. Para o caso em que C' = C, é um complexo de cadeias a Figura 2.2

descreve a filtracao desse caso, onde 0 é a diferencial associada ao complexo de cadeias.
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T = FpaCpg—=> B> F Gy FppCpgpor—>

0

1
P = _— _ _ ) —_—
Fp1Cpiq FyCpiq Fpi1Cpiq Fpi2Cpiq

P

Fyp1Cpigit FypCpigs Fypt1Cpiqr Fpt2Cpig4T

! !

Figura 2.2: Filtracao em um complexo de cadeias

7

Dada uma filtracao ' em um R-moédulo C, o mddulo graduado associado G(C') é
definido por G(C), = F,C/F,_1C. Se C é um médulo graduado, o médulo associado G(C)

¢ um moédulo bigraduado
FPCP+Q

Fp1Cpiq
A filtragao F é convergente se N,(F,C) =0 e U,(F,C) = C. A filtragdo I' € finita
se F,C =0 para algum p e F,,C = C para algum p'.

G(C)p,q =

A filtracao F' em C induz uma filtracdo F' em H,(C') definida por
F,HL(C) = Im{H.(FpC) — H.(O)].

Uma filtragdo F' no médulo graduado C' é limitada inferiormente se, dado ¢, existe p(q)

tal que F,)Cy = 0. A filtracao induzida em H,(C') herda as propriedades da filtracao F'.

O proximo teorema associa uma sequéncia espectral a uma filtracdo em um complexo de

cadeias.

Teorema 2.2. Seja F' uma filtracao convergente limitada inferiormente em um complexo de
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cadeias C. Erxiste uma seqiiéncia espectral E = {E"},>o convergente com

EC
EO — p~'p+q :G<C) ’
P prlcpw P
F,C
Ell ~ H+ ( p~'pt+q )
e i Fp—lcp+q

e E* éisomorfa ao mdédulo GH.(C).
Durante a demonstracao deste teorema é bom sempre ter em mente a Figura 2.2.
Demonstracao. A demonstracao serd dividida em 3 partes:
1 Calculo de Ej parar <0,r=0er =1;
2 Prova de que £ = {E"},> é uma sequéncia espectral;
3 Célculo da convergéncia da sequéncia espectral.

Demonstragao da parte 1:

Para r arbitrario definimos

Z,={ce F,C|dce F, ,C}

7y ={c€ F,C | 0c=0}.

Esses sio médulos graduados com Z; = {c € F,Cpyq | Oc € F}, ,Cpyq 1} e 255 = {c €
FpCpiq | 0c = 0}.

Afirmacgao:
.. €02 CoZ) C0Zy,, C...COCNF,CCZrC...

...CZ,CZ)=FC (2.1)

Com efeito, basta mostrar que 8Z]§+t C oCNF,C, para todo t e IC N F,C C Z7*, pois

as outras inclusao seguem diretamente da definicao.

Seja ¢ € 07}, com t qualquer, temos que existe w € Z',, tal que dw = ¢, isto é
w € F,,C tal que ¢ = Ow € F,1, «C = F,C e c € 0F,,C C 0C para todo t.

Portanto 90Z;,, C 0C N F,C, para todo t.
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Seja c € 0CNE,C, ouseja, ¢ € 0C,1 441N F,Cpy, para algum g. Logo existe w € Cpi g1
tal que ¢ = dw, dai dc = dow = 0. Como ¢ € F,Cpy, entao ¢ € Z;°, portanto
oCNE,C C zZ. >

Defina

r
ET — vaq
p,q erl 4 azrfl ’
p—1,q+1 p+r—1,q—r+2

ZOO
EOO — p,q .
ez 00 N FyCyrg

p—

Note que a aplicagao d envia Z para Z] . e envia Z;:ll + 8Z;;1,_1 para az;:}.
De fato, seja ¢ € Z] = {c € F,C | dc € F,_,C} temos que dc € F, ,C e 00c = 0 €
Fy +C,logo dc=w € Z)_,. Sejac+d € Z;:ll + 82;:&_1 tal que ¢ € Z;:ll ede 82;;,%_1,

ou seja, d = 9b com b € 27}, daf d(c+d) = dc + 90b = Oc € 0Z] 4.

Assim 0 induz o homomorfismo

d : E]’; — E;_T
c+Z) N+ 0Z) ) v Oc+ Z0T)  + 07,74

Pela definigao de Ej , temos que E" ¢ um moédulo bigraduado. Provaremos que d” é
uma diferencial de bigrau (—r,r — 1) de E". Com efeito d" o d"(c + Z)_{ + 0Z]}_,) =
d" (Oc+ Z]’;Tl_l—F@Z;:ll) = 080+Z;:T1_T_1+8Z;:}_1 =0pgy_ . Pordlevar Z; , — Z} ..

T . s T 1 T A 3 3 1
temos que d" : By — B ., assim d" é uma diferencial de bigrau (—r,r —1).

Afirmagao: £ = F,C/F,_1C para todo r <0 e d" = 0 para todo r < 0.

De fato, para todo ¢ € F,C temos que dc € F,C C F,_,C, poisp—r > pjaquer <0,
assim F,C' C Z7. Ora Z) = {c € F,C | 0c € I}, ,C} C F,C, segue que Z] = F,C.

Usando esse fato vemos que

ar
E;q — o1 p7qr—1 = FPC = FPC s Vr < 07
7 prl,qul + aZerrfl,qfr+2 prlc + anJrT*lC prlc

pois 0F, 1, 1C C F,1, «C CF,1C,jaquep+r—1<p-1
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Para r < 0, temos

s RO EBC
. Fp_l(] Fp—T—IC
C+Fp_10 — 80+Fp_r_1C.

Note que ¢ € F,C C F,_,_1C, vistoque p <p—r —1, Vr < 0. Assim d(c+ F,_1C) =
dc + Fp—r—lc = OFp_lc/Fp_r_lc'
Observe que d° = 0

5 F,C F,C

: —
F, ,C F, .C
c+Fp_1C’ [ — 8C—|—Fp_10,

pois OF,_1C C F, 1C. Ou seja, d° é o operador bordo do complexo quociente Egjq =

chp+q —
Fp—10p+q - G(O)pvq' >

Agora iremos calcular E; ¢~ Hypyo(F,C/F, 1C), para isso basta encontrar o médulo dos
ciclos e o médulo dos bordos do complexo quociente F,C'/F,_;C.

Pela definicao e pelo resultado anterior temos

Vs Vs
El —_ p — p
z 2z

Afirmagao: Z,/Z) | é o médulos dos ciclos de F,C/F, ,C.
Seja a+F,_1C € Z} /F, 1C entao d(a+F,—1C) = 0a+9F, 1C C F, 1C = 0p,c/5,_,c-
1

ng ¢ um submédulo do médulo dos ciclos de F,C/F,_;C.
p—1

Logo

Seja ¢ + F,_1C um ciclo de F,C/F,_1C entao d(c + F,_1C) = 0 = 0c + F,_;C, pois
F,_1C é o elemento neutro do quociente F,C/F,_1C, assim Oc € F,_1C. Como c € F,C

edce F,1C,entdo c€ Z) e Z) | = F,_1C, ouseja, c+ F,_.C € Z,/7Z) ;. >
zZ) +0Z9_
Afirmagao: pil’q}lo P14t ¢ o médulo dos bordos de F,C/F,_,C.

Observe que
Zo—l,q+1 + aZZ(?)JZ-‘rl _ Fp1Cprq + OFpCpigin

P
0
Zp—l,q+1 prlcpﬂz
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Seja a+ F, 1Cp1q € (Fpo1Cpiq+ 0F,Cpigi1)/Fp—1Cpiq, podemos escrever a = b+ d
com b € F, 1Cpry, d € OF,Cpigr1 € d = Ow onde w € F,Cpigy1. Como a +
Fp1Cpig=b+d+ Fp 1Cppg=d+ b+ F,1Cprg =d+ Fp1Cpg = 0w+ Fp1Cpiyg €
O(FpCpigi1/Fp-1Cpiqr1). Portanto Z) | .\ +0Z) | 11/ Z) | 441 ésubmébdulo do médulo
dos bordos de F,C/F,_;C.

Afirmacgao: 0F, 1Cpyg11 = 0F,Chigr1 N EFp_1Cpyy.
Com efeito seja a € OF,Cpyqr1MNF,_1Cp4, logo existe b € F,C1 441 tal que Ob = a,
ora a € F,_1Cyi, segue que b € F,_1Cpyq11, portanto a € 0F,_1Cpiq41, OU s€ja,

0F,Cpigr1 N Fp_1Cpiy € OF,_1Cpig+1. A outra inclusao segue analogamente.

Seja w + F,_1Cpyq € O(FpCpig1/Fp-1Cprq+1) dal existe

Na+ Fp1Cpigr1) = w+ Fp1Cprg = 0a+ 0F, 1Cprgp1 =

OF,Chigi1 F, 1Cpig+0F,Chigin
= Oa + 0F,C NE,_1C,, € pptat ~ —PT1MPtg pptatl
pLpta+1 p—1Cptg OF,Cpigr1 N F,_1Cpiy F,1Chiy
onde o isomorfismo segue do Teorema dos isomorfismos de Noether. >
Logo
Z,
ZY )
H, (F,C/F, C)= p— ~ .
p+a\Lp p Zg—l,q+1 + azg_LqH P.a
Zz?—l,q-H

Demonstragao da 22 parte:
Provaremos que F = {E"},>¢ é uma sequéncia espectral calculando a homologia de E”

com respeito a d’.

Afirmacao * :
{ceZ |0ceZZ) | +0Z)°1} = {ce€Z |dc€F,, .C}+{ceZ |dcedZ 1}
= M+ (5 + 20 = 2 + 2

A primeira igualdade segue da definicao de 27~} | = {w € F,_,1C | dw € F,_5,}. A

segunda igualdade segue dos seguintes fatos.
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Fato: {c€ Z} | dc € F,_,_,C} = 27"

De fato, usando a definicdo de Z temos {c € Z | dc € F, ,.1C} = {c €
F,CloceF, ,Cedce€F, , C}= Z;“, pois F,_,_1C C F,_,C. >

Fato: {c€ Z] | 0c € 02 \} = Z) | + Z2°.

Note que {c € Z7 | dc € 021} = {c € F,C | c € F,_.C ¢ Jw € Z)~| tal que
Jc = Qw}, entdo ¢ = e + w onde e € F,C tal que de = 0 pois dc = dw logo
d(c —w) = 0, ou seja, ¢ —w = e. Assim para todo ¢ € {c € Z} | Oc € 8Z;:11

temos que ¢ pode ser decomposto na soma ¢ =e+w onde e € Z* e w € Zr1

p—1>
ou seja, segue o resultado. >
A tltima igualdade segue do fato de que Z° C Z;“. >

Iremos calcular Ker(d": E) — Ey_ ) e Im(d" : B}

ver — 7). Pela definicao de

d : E; — E;_T
c+ 2+ 0Z0  — de+ 20Tt + 077

temos que dc = 0 < dc € Z)~) | +0Z) 1, ouseja, se ¢ € Ker(d" : E — Er_) entao c € Z;

e Jc €

Zr-) 4+ 0Z)~{. Dai por (%), temos {c € Z | Oc € Z)_}_ +0Z)_{} = Zi™ + 27~}

p—r—1

dai Ker(d")

p—1

p—r—1 p—1>
+1 -1

Zy 427

=1, aor—1 -

ng 1 +dZ;+r71

, YA azr, 471 )
Segue também que Im(d" : B, — E;) = =T, 5’;,1 A Z“ﬁ azréll , tal isomorfismo
p—1 p+r—1 p—1 p+r—1
¢ dado pela aplicacao
T r—1 r
azp+r + Zp—l 8Zp+r
Zr—l + azr—l Zr—l + aZr—l
p—1 p+r—1 p—1 p+r—1

atb+ 2y + 07y > a+Z) T+ 070
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r+1 r—1
Zr oz

Kerd”  Zyi+0Zy0 . (Z77'+2Z)7))
Imd~ — 0Zy. + 7\ (Z)1+07Z,,)
Zn i+ 07
N Z;“+1
Zr 0 (221 + 025,
_ " _ et

(Z;;—l + aZ;—i-r) P

O isomorfismo segue do Teorema de Noether onde A = Z7*' ¢ B = Z;:ll +07,,, e
+r © Zr™ devido as das inclusoes em (2.1), assim A+ B = Z/™h + Z)71. A
pentltima igualdade segue do fato de que 2/ NZ) ") = {c € F,C | dc € F,_,_1C}N{c e
F,1C|Oce F, ,C}={celF, .C|OdceF, , .C}=27 .

Portanto,

note que 97

H.(E") ~ E™

Demonstracao da terceira parte:
Primeiramente, calcularemos o termo limite dessa sequéncia e depois mostraremos a sua
convergencia.

Antes disso, provaremos alguns resultados que auxiliarao no calculo do termo limite.

T Z; (Z1T7+Fp—lc)
1' [ E = r—1 r—1 ~ r—1 ]
p (Zp71+azp+r71) (FP*10+8Zp+rfl)

Em E sejam A = 7] e B = Fp,10+az;;;,}_1 temos que B = AHAB, pois az;;;:_l cZ
por (2.1) e ZI N F,_,C = {c € F,.,C | 9c € F,_,C} = Z)~}. Usando o Teorema de

Noether obtemos

o zr A A+B (4 +F0)
o (Ztvezil)  ANB B (FprC + 0270 )

/s

Note que na expressao, o numerador decresce e o denominador cresce quando r cresce,

basta observar as inclusoes em (2.1).
2. [0CNF,C=027_,]

Como U,F,C' = C entao urazg;}_l = 0C N F,C. De fato, por (2.1) temos 82[7;}_1 C

F,C' NaC, VYr portanto U027} C F,C NAC. Seja ¢ € F,CNIC, daf existe w € C
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tal que Ow = c. Temos que existe py € Z tal que w € F,,C, por U,F,C = C. Como
U027t . = U,0{a € F,1, 1C | 0a € F,C} e w € F,,C e Ow = ¢ € F,C entio

ptr—
c€0Z0PC U,@Z;:,l,_l, onde rg = py — p + 1. Portanto 0C N F,C = 62;;7}_1.

3. | N2y, = Zpy ]

Para p + ¢ — 1 existe py € Z tal que F,,Cpry—1 = 0, ja que a filtracao é limitada
inferiormente, logo N,Z; , = N,{c € F,Cpyy | Oc € F,,Cpry 1} = {c € F,Cpyy | Oc €
by s Cprg1} = {c € FCpiq | Oc € 0} = 27

Usando esses resultados e o Teorema de Noether (A = Z°, B = F, ,C' +9C N F,C e
usando 0C' N F,C C Zg") segue

_ Z>(p) _ N Z"(p) * ﬂT<Z; + FpiC) B (HTZ; + FpiC)
- B=(p) NB(p) U(FuC+0Z0 ) (FaC+U,0Z0) )
(Z5° + F,10)
(F,1C' + dC N E,C)
Zy s

E
(Z2,+0CNE,C) 7

E*(p)

Q

* Note que na definigao do termo limite £°°, visto anteriormente, 2" = Z + F}, ;C
e B" = F, .C+ GZI’;;}_l pois satisfazem as condicoes apresentadas na definicao do termo
limite £*°. Observe também que o termo limite £, Z" e B" sao bimddulos graduados e
que E*(p), Z"(p) e B"(p) sao médulos graduados com p fixo. Nao confunda Z" com Z7,
Z"(p) com Z;, E* com E° e E*(p) com E>° esses médulos tem definigoes distintas apesar
de algum deles serem iguais pelo que foi demonstrado acima (E*(p) = E;°).

Agora, mostraremos a convergéncia da sequéncia espectral.

Como a filtragao é limitada inferiormente temos que dado s + ¢ existe §(s + t) tal que

F,Cs.y = 0 para todo s < 5(s + t), dai

T ngt _ {C € Fscs+t | dc € Fs—rcs—f—t—l} o

- 0 (2.2)
N r—1 r—1 r—1 r—1 : :
Zs—l,t+1 + aZs—i—r—l,t—r—‘,—Z Zs—l,t+1 + aZs—&-r—l,t—r—‘,—Z

Assim para p e ¢ fixados basta tomar 1o = p — p(p + ¢ — 1), dai para todo r > g

(I s r 4 r — i indi r
d": By — By rgyr € nulo. De fato £y, oy, = 0, visto que os subindices de Ej_, ..,

temasomap—r+qg+tr—1l=pt+qg—lep—r<p-ro=p-—p+plp+q—1)=p(p+q-1),
=0 Vr > rg. Com isso provamos a convergencia.

assim por (2.2) E] .. 4
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Finalmente, para completar a prova interpretamos o limite E*° como GH,(C). Pela

. FH C
defnigio GH.(C)yy = 7= onde Fyye (€)= IlHysa(F,C) = Hyeo(C))
b— brq

Considere a aplicacao

Pprq : Hprg(F,C) — pra(C)

a+ Im(PTY) —  a+ Im(oPHeth),

p+q+1
O

onde ¢ a restricao em F,C' do operador bordo Opiq+1 @ Cpigr1 — Cpiq € a €

Ker(9%9), ou seja a € 73 por definicao. Logo

700 +Im(6p+q+1) 700 YA
[m<90p+q) = £ +q+1 ~ fo%) 2 +q+1 = 2 ’
Im(optatt) Zye N Im(0Patt)  0C, 411 N FpChigi

pois o isomorfismo é dado pelo Teorema de Noether e Z2*NIm(9PT9H) = 0C, 4 41NF,Chiqi1-

ZOO
Assim, o médulo graduado F.H,.,(C) = W. Como 0C' N F,_1C C 0C N F,C entao
(Z;2/0C N F,C) Zx

(Z2,/0C N F,_1C) ~ (Z2, +0C N F,C)’

via o isomorfismo que leve

a+0CNF,C+Z>2,/0CNF, 1C < a+ 27, +0CNF,C,

onde a € Z;°. Segue que

F,H.(C)/F, 1 H.(C) =
(Z/oC N E,C)
(Z32,/0C N F,_1C)
Z
(Zy2,+0CNE,C)
EX.

Q




Capitulo 3

Método da Varredura

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, fechada e de dimensao finita n e seja ¢ um
fluxo gradiente negativo sobre M oriundo de uma funcao de Morse-Smale f. Consideremos

o complexo de Morse-Witten (C.(f), 0.) associado a M, dado por

C(f)= P zl), ke

z€Critk(f)

onde Criti(f) é o conjunto dos pontos criticos de f de indice k.
Conforme o Capitulo 1, temos que o operador bordo 0, é representado pela matriz A

(veja Figura 1.2) com as seguintes propriedades:

e A matriz A é triangular estritamente superior;

e Ao A=0.

Para construir a matriz A observe que enumeramos cada conjunto Critg(f) = {h, ..., hi*},
onde ¢, é o numero de pontos criticos de indice k. Note que cada coluna da matriz A estd
associado a um ponto critico de f. Entao ordenamos o conjunto de todos os pontos criticos
de f conforme a ordem das colunas de A (Figura 1.2). Como exemplo, ordenamos o conjunto
dos pontos criticos de f da seguinte forma

{h(()l)a ...,h[()é())a hgg()Jrl); ceny h§£1)> ) hl(cgk71+1)7 R3] hl(cek)’ }

Agora, consideremos a seguinte filtracao I’ para o complexo de Morse-Witten:

33
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FG(H) = @ zn)
WO eCrit(f), t<p+1

Notemos que a numeracao das colunas da matriz A esta deslocada por 1 com relacao ao
indice p da filtragao F,Ci(f).

Para simplificar a notacao neste trabalho o termo h,(f) apresentara varios significados, os
quais sdo: um ponto critico de indice k; a f-ésima coluna da matriz A (também podera re-
presentar a (-ésima linha, porém faremos mencao explicita nesse caso.); e a cadeia elementar
associada a (-ésima coluna.

Nesse capitulo, apresentaremos o algoritmo do Método da Varredura e para a matriz de
conexao associada ao complexo de Morse-Witten. Esse método marca algumas entradas nao
nulas chamados de pivos primdrios e pivos mudancas de base, os quais tem um papel impor-
tante para provar que temos uma sequéncia espectral associada ao Método da Varredura.

O algoritmo do Método da Varredura sera desenvolvido sobre uma matriz A com entradas
em Z, com uma pequena adaptacao, mostrada a posteriori, podemos utilizar o mesmo método
sobre um corpo qualquer F.

Fixada uma diagonal auxiliar r, o método descrito abaixo deve ser aplicado para todo k

simultaneamente.

Primeiro Passo

1. Considere todas as colunas hy junto com todas as linhas h,_; em A. Sejam Ay, . as

entradas de A tais que a i-ésima linha é hy_; e a j-ésima coluna é hy,.

Seja &1 a primeira diagonal auxiliar de A que contém entradas nao nulas Ay, . Tais
entradas sao chamadas pivés primdrios de indice k. Assim, para cada Ay, ; nao
nulo em &; as entradas Ay, ; para s > i sao todas nulas, pois caso contrario, as mesmas

teriam sido detectadas como pivos primarios em uma diagonal auxiliar £ para £ < &;.

Encerramos este primeiro passo definindo A como sendo A com todos os k pivos

primérios da &;-ésima diagonal auxiliar marcados.

2. Consideremos a matriz A e sejam A%j as entradas em A% tais que a i-ésima linha
é hy_1 e a j-ésima coluna é hy. Seja & a primeira diagonal auxiliar maior que & que
contém entradas nao nulas Ail, . Construfmos a matriz A% seguindo o procedimento

¥

abaixo:
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Dada uma entrada A% ; nao nula na &-ésima diagonal auxiliar de A%

(a) se nao existem pivos primérios na i-ésima linha e j-ésima coluna, marque Ail_ ,
V)

como um pivo primario de indice k e o valor numérico desta entrada permanece

0 mesmo, ou seja, Ai? = Ail, .
¥ 2,
(b) caso contrario, considere as entradas na j-ésima coluna e na s-ésima linha com

s> 1 em AS,

i. Se existe um k pivo primario em uma entrada na j-ésima coluna e na s- ésima
linha, com s > 7, entdao o valor numérico de A%J permanece o0 mesmo e tal
entrada nao é marcada, ou seja, Aij,]- = A%j.

ii. Se nao existem pivos primarios na j-ésima coluna abaixo de Ail ; entao existe
um k pivo primadrio na i-ésima linha, digamos na t-ésima coluna de A% | com
t < j. Neste caso, o valor numérico da entrada A% , bermanece 0 mesmo, mas
no entanto este é marcado como pivo mudanca de base, ou seja, A%J = Ailj

Notemos que A% ¢é na verdade igual a A% exceto pelas entradas da &-ésima,

diagonal auxiliar marcadas com pivos primérios e mudancas de base. Veja

Figura 3.1.

A Mudanca de Base

Neste passo, consideramos a matriz A" com os pivos primarios marcados na £-ésima
diagonal auxiliar para todo & < r e com os pivos mudancas de base marcados na r-ésima
diagonal auxiliar. Vamos descrever agora como a matriz A" é definida. Sem perda de
generalidade, podemos supor que existe pelo menos um pivo mudanca de base na r-ésima
diagonal auxiliar, pois caso contrdrio A" = A" com a (r + 1)-ésima diagonal auxiliar
marcada com pivos primérios e pivos mudanga de base.

Suponhamos que Azm_ ¢ um pivo mudanca de base. Entao realizamos uma mudancga de
base em A" adicionando uma combinacao linear em Q de todas as ¢-ésimas colunas de A",
com k < ¢ < j, onde k é a primeira coluna de A" associada a uma k-cadeia, a um multiplo
inteiro positivo u # 0 da j-ésima coluna de A", com o objetivo de zerar a entrada Azm sem
introduzir entradas nao nulas da forma AZSJ para s > i. Além disso, a combinacao linear
resultante deve ser da forma ﬁ“h,(f) +-- -+ﬁj’1h§€j_1) —|—ﬁjh,(€j) com [ inteiro para { = &, ..., j.

A notagao hg) indica a k-cadeia elementar associada a ¢-ésima coluna de A.
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Figura 3.1: Diagonais auxiliares &; e &.

O inteiro u é chamado coeficiente lider da mudanca de base. Se mais que uma com-
binacao linear for possivel, escolhemos aquela que minimiza u. Seja u o coeficiente lider
minimal de uma mudanca de base. Uma vez que a mudanca de base é feita, obtemos uma
k-cadeia associada a j-ésima coluna de A™! que é uma combinacao linear em Q das /-ésimas
hi colunas k < ¢ < j de A" mais um multiplo inteiro v da j-ésima coluna de A" tal que
A’,;“ = 0. Além disso, esta combinacao linear é também uma combinacdo linear inteira de

2,7

colunas hy de A a esquerda da j-ésima coluna.

Observe que se a f-ésima coluna de A" é uma h; coluna, entao corresponde a uma

7
. ~ 1 . . 7 7 [ -
combinacao linear inteira alg = E cﬁ’rh,(c) de hy colunas de A tal que a k-ésima hy, coluna

l=k

(0),r

¢ a primeira coluna de A associada a uma k-cadeia. A notacao de o indica indice de

Morse k e a (-ésima coluna de A”. Portanto, se a j-ésima coluna A™™! é uma h; coluna,



Capitulo 3 ¢ Método da Varredura

37

entao serd da forma

j—1

J
U]gj),r+1 _ UZC‘é’Thi(f) g1 Zcé—mhl(f) 4ot qﬁ+1£C:+1’rh,(:

)4 cZﬂ’rh,(:H)) +q, c’,z”“h,(:)
——

7

&,—/ i o_(l;rl),r o(m),r
e S g *
k k
(3.1)
ou, equivalentemente,
(uck” + qjad ™+ 4 QHCQ’T)h;(:) +(ucly + gic qHHCZﬁ’T)hI(:H) +
o (T A+ G TR T+ ud Y 3.2
+<uj—1+q.771]—1)k +uc;” hy; (3.2)
comcy" =1e
CZ;L’T+1 = uc,i’r + Qj_10£_1’T + -+ qncg’r €z (3.3)
i =l + gy A e €2 (3.4)

Cjii_l = U,C’;fl + q]‘—lcg:}m € Z

c;’TH = ucgr eZ.

(3.5)

(3.6)

A primeira coluna de qualquer A, nao pode sofrer nenhuma mudanca de base, ja que

nao existem hy colunas a sua esquerda, o que explica o porque ci" = 1.

Z
I (€ 5 o
Notemos que ¢; = 0 em ¢; E ci’rhé) quando a ¢-ésima coluna tem um pivo primario em

=1
uma linha s para s > 1.

Se o pivo primario da i-ésima linha estd na ¢-ésima coluna entao o niimero racional ¢; é
t

nao nulo em ¢ Z cZ’Th,(f) e é tal que
=1

r+1 __ r r o
A =uly  + @y, =0.
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Como u > 1 é tnico, entao ¢; é unicamente definido.

Uma vez que o processo acima é feito para todos os pivos mudanca de base da r-ésima
diagonal auxiliar de A", podemos entao definir uma matriz mudanga de base.

Portanto a matriz A" tem valores numéricos determinados por uma mudanca de base
em Q de A". Em particular, todos os pivos mudanca de base na r-ésima diagonal auxiliar

de A" sdo iguais a zero em A", Veja as Figuras 3.2 e 3.3.

rf;(f)‘r Jl(fﬂ)m ”x(fﬁ)‘r ”1&”3)1

g

o

o I

(Ti(jjf)ﬂ 3 2

hfjﬁ)m @ _2
o0 ®

or+1

Figura 3.2: Método da Varredura: A".

Marcando a (r + 1)-ésima diagonal auxiliar de A"

Consideremos a matriz A" definida no passo anterior. Marcamos a (r + 1)-ésima dia-
gonal auxiliar com pivos primarios e mudanga de base como segue: dada uma entrada nao
nula A};H

5]
1. Se nao existem pivos primdrios na i-ésima linha e nem na j-ésima coluna, marcamos

A’,;*Jl como um pivo primario de indice k.
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2. Se este nao é o caso, consideremos as entradas na j-ésima coluna e na s-ésima linha

com s > i em AT

(a) Se existe um k pivo primério na j-ésima coluna abaixo de A};jjl entao este nao é

marcado.

(b) Se néo existem pivds primarios de fndice k na j-ésima coluna abaixo de Aj'!

5]

entao existe um pivo primario de indice k na i-ésima linha e em uma coluna ¢ de

A" com t < j. Neste caso, marque A’! como um pivo mudanca de base. Veja
) ) k; j

a Figura 3.3.
s aliz+1>,r+1 aliz+2),T+1 o_l(f+3>,7‘+1

(s),r+1
Ok-1
(s+1),r+1
oy
(s4+2),r+1
Ok—1 a -3

o 3
a o

=
p{EtR L 0 o B O

r‘-‘i- 1

Figura 3.3: Método da Varredura: A™!,

Ultimo Passo

Repetimos o procedimento acima até que todas as diagonais auxiliares tenham sido con-

sideradas.

Observacao 3.1. Para usar o Método da Varredura sobre um corpo F basta alterar a etapa

“A Mudanc¢a de Base” da sequinte forma: multiplique a p-ésima coluna por AZU(A};W)_I,
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subtraia esta coluna com a j-ésima coluna e em sequida substitua na j-ésima coluna, onde
AZU € um piwo mudanca de base e A};Z_p ¢ um pwo primdario. Tal pivo primdrio existe, pois

caso contrdrio Ay, - ndo seria um pivo mudanga de base.

Os exemplos se encontram na proxima se¢ao.

3.1 Calculando Exemplos Utilizando Recursos Com-

putacionais

Utilizaremos o programa Computer implementation of the sweeping algorithm and the
random matriz generator, que se encontra na referéncia [Me], para fazer os célculos de todos
os exemplos apresentados nessa dissertacao. No Apéndice A, temos um tutorial de como
usar esse programa.

Ao todo serao 3 exemplos de aplicagoes do Método da Varredura em diferentes matrizes.

e O primeiro exemplo, que se encontra nessa secao, serve para nos dar uma ideia de como

usar o Método da Varredura sem auxilio do programa.

e O segundo exemplo, apresentado no Apéndice B, serve de motivacao para o fato que
mesmo que encontremos entradas nao inteiras nas matrizes intermediarias a ultima
matriz apresenta entradas inteiras. Tal fato (a ltima matriz gerada pelo Método da
Varredura sempre apresentard entradas inteiras) foi provado em [dRmS]. Esse exemplo
também apresenta os cdlculos dos Z-mddulos £ da sequéncia espectral associada ao
Método da Varredura.

e O ultimo exemplo é a aplicacao do Método da Varredura em um matriz sobre o corpo
Zo.

No seguinte exemplo explicitaremos a forma manual de encontrar as matrizes A!, A2 A3 e
A* quando aplicamos o Método da Varredura na matriz A. Como dispomos de um programa

que faz todo o calculo, nao ha necessidade de fazer os calculos para as demais matrizes.
Exemplo 3.1.

Seja A como na Figura 3.4. Aplicando o Método da Varredura a A obtemos as matrizes
AYAZ A AT A A8 AT A8 e A? dadas pelas Figuras 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11,

3.12 e 3.13 respectivamente.
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hy

"

n
h‘g
h;
G
hz
hy’
hy!
h?
hi?
hi*
hi?

16
h;

[T - A S - (O S A LR 1L Ve TS IS L L
0|0 |-1]| 2 |-1
1 1 (2 (0|1
8 |5 |-9|9 |-2
-4|-2| 4 |-4| 1
-2|-1| 3 |-3|1
-1|-1| 1 |-1] 0
0 [-1|-1|1 |-1
0| 0
-1 0
0|5
1|5
2 [0

Figura 3.4: A.
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L1 2,1 3,1 41 5.1 6.1 7,1 8,1 9.1 10,1 11,1 12,1 13,1 14,1 15,1 16,1
o T5 (e

Ty T P T3 03 T3 T3 03 Ty Ty Ty Ty Oy

0'(1,’] = h(l)

oyt =13 0|0 |-1|2|-1

oy =1 1112 ]0]1

oyt = 8|5 (-9 9 |-2

oy =03 4| -2 4 |-4|1

3 — "3 — - —

ot = -2|-1|3|-3|1

oyt =1 “1|-1]1|-1]0

8.1 _ /’18

ot = 8 0 |-1|-1]1|-1

oil = 0|0
l(),l _ hzlt(’ _1 0
oy = b 0|5
oy = b2 1|5
ot =h 2|0
=l
O_;SJ — hé5
o101 = s

Figura 3.5: Al: Marcando os pivos primdrios.

Para a construcao de A!, marcamos a primeira diagonal auxiliar e as entradas nao nulas

nesta diagonal Al, e Ai;,, serdao pivos primdrios. Veja Figura 3.5

Para construir a préxima matriz A%, marcamos a segunda diagonal auxiliar e analisamos
todas as entradas nao nulas nesta diagonal. Observe que a entrada A%, |, estd acima de um
ivo primario, logo nao é da. J4 a entrada A3 ; ndo estd acima de pivo primari
pivo primario, logo nao é marcada. Ja a entrada Aj; nao estd acima de pivo primério mas
existe um pivo primario a esquerda, ou seja, tal entrada é marcada como pivo mudanca de
base. Por fim as entradas A2, e A2 |, nao estao acima de pivd primdrio e nem existem pivos

primérios a esquerda, logo sao marcados como pivos primarios. Observe a Figura 3.6.

Como a matriz A% tem um pivo mudanca de base entdo no préximo passo haverd uma
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‘7(1)'2 =hy
=1
o7 = 1
o2 =i
o =13
o5 = 1
o]
ot =
0_3,2 = 112
O_io.z _ h}‘o
ol12 2
0'«]12'2 _ hjz
0'13'2 = h}ﬁ
()_;4.2 _ h§4
g2l
15 i

Figura 3.6: A%, Marcando os pivos primdrios e os pivos mudanca de base.

0 0 |-1] 2 | -1
1 1 2 0 1
8 5 (-9 9 |-2
—4|-2| 4 |-4|1
-2|-1] 3 [-3| 1
-1]-1| 1 |-1]| 0
0O |-1]-1] 1 (-1
0 0
-1] 0
0 5
1 5
2 0
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mudanca de base, a qual deve satisfazer as seguintes propriedades:

i Cada coluna mudada é uma combinagao linear sobre Z das colunas de A, ou seja, as

colunas representadas pelos hy’s;

ii A mudanca de base zera a entrada do pivo mudanca de base sem acrescentar entradas

nao nulas abaixo;

iii A mudanca deve respeitar a filtracao, ou seja, s6 podemos fazer operacoes com colunas

a esquerda.

Dai

53 52 42 15 4

. : . 4,2
Observe que na Figura 3.7 a entrada A3 . foi anulada e a linha que corresponde a o3’
foi alterada. Isso aconteceu pois ao fazer uma mudanca de base o que alteramos na coluna
também ¢é alterado na linha. Os seguintes célculos esclarecem o que aconteceu com a linha
42
o5°.

. - 9,2
Ao aplicar a transformacao linear A? no elemento da base ¢, obtemos
2/ 9.2 1,2 4,2 5,2
A*(0y7) =00y" + ... +acy” +boy” + ...

Ao fazer a mudanca de base temos

A3y = 000" + ...+ doy® + Vo) + ...

4,3 _ 42 53 _ 52 42 _ 15 4 = . 2/.-.92\ __ 3/.93

Ora 0,7 = 037 e 03" = 03° — 03" = h3 — h3 entdo da igualdade A*(o,”) = A%(0,”)

. . . 43 , .
obtemos que ¥/ = b e @’ = a+ b, ou seja, na nova matriz A* a linha o3 é a soma das linhas
42 52
03" e 05",

Agora marcamos a terceira diagonal auxiliar e analisamos todas as entradas nao nulas
nesta diagonal, como fizemos antes. Assim encontraremos os pivos primarios e os pivos
mudanca de base conforme a Figura 3.7.

Como as entradas A3 5 e A3 |, sao pivos mudanga de base, novamente temos uma mudanga

de base:

64 6,3 4,3 53 _ 16 4 5 4 _ 16 4 5
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53

11,3
0y

12,3

13,3
Ty

143
5

153
Ts

16.3
o7

B s - e
00 |-1|2]-1
1foi2io0]1
43 |-5[5]|-1
—4|-2| 4 |-4]1
21| 3 |-3|1
~1|-1]| 1 |-1|0
0 |-1p-1}1 |-1
0|0
-1[ 0
0|5
1] s
2| o

Figura 3.7: A3,
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14 2.4 3.4 4,4 5.4 6.4 74 8.4 9.4 10,4 11,4 12,4 13,4 14,4 154 16,4
(o (o (2P} (o g3 (o (2} (o gy Ty oy gy Ty (o (9 [

14 _ 41
oy =hy

ot =n 0|0 -1]2]|-1

ot=n 1lofo]o]|1

oyt =n 0| 1|0 |-1]|1

oyt =m-h —-6|=-3]10|-7] 2

o5t = <=+ 1§ —2|-1] 4 [-3]1

oyt =1 “1|-1: 2 i-1| 0

o3t =1 0 |-1]0:11}{-1

9.4
ot =0 0| 0

o = “1| s

Uil'4=hjtl—hjt0 0 5

o= 1| s

ot =y 2|0

144 _ 14
o5 =hs

154 _ 115
o5 =hs

164 _ ;16
oy =hy

Figura 3.8: A%,

11,4 113 10,3 11 10
oy =0, —oy =hy — Iy

. 43 53 10,4 .
Atente-se para as mudancas que ocorreram nas linhas o5, 03 e 0, na Figura 3.8.

Seguindo com o algoritmo temos as demais matrizes.
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oy =hy
0y S = h%
0'2’5 =n
ot =

55 _ 15 34
o3 =3 —h3

65 _ 14 15,16
0% =~ — 1 + S

=1
o4 =i
0'3’5 = hf{
ol =1

1.5 _ 510, 511 9
oy = =hy +hy +2hy

125 _ 210 12
o, =hy +hy

u’f‘5 = h_P
it =

58
195 2 s

o oI g o o3 o35 IS B G5 gls gl gis GBS glis giss gl
o o[-1}2i-1
tfolo]oir1
0| 1]0o|o]|1
-6 |-3|-2|-10] 2
—2|-1|0 |-4]1
~1|-1| 0 :i-2{0
0 |-1fo0fo0:i-1
YT
-20 0
0|5
1] s
2 o

Figura 3.9: A®,
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oo = hy
o3 =
s
ey

56 _ 15 4
o3 =3 —-h3

66 _ _p4_ 15 . 16
o3 = —hy—h3+h3
7.6 _ 5 6 17
oy = —4h3+2h3+hy

86 _ 18 _ 14
o3 =hy—h;

9.6 _ 19
o, =hy
106 _ 110

o, =hy

1,6 _ 310 , 511 9
oy = =hy +hy +2hy

126 _ 210 12 9
o, =hy +hy=2hy

o5 = hfr )
o140 gl
o =
o1t = ni

G G0 g i G35 G35 gl6 g %6 NS gls g6 oR6 s glse glee
o |o[-1]oic1
1lojo]o]o
000 fo0]o0
-8|-5|-2]217
0| 1]ofo0]o0
—1|-1]0 |01
0o |-1]o o]0
2|0
0|0
0|5
1] s
2|0

Figura 3.10: AS.
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_pl
gy =hy
7
oy =h
37 _ 43
oy =h
47
T3 =1

57 _ 15 4

oy =h3—h3

67 _ _p4 _ 15, 16
o3 = —hy—h3+h3
77 _ s 6, 17
03" = —4h3+2h3+hy

87 _ 4 16, 18
oy =hy—h3+h;

9.7 _ 19
o) =hy
107 _ p10

o, =hy

17 _ 10 , 511 9
oy = =hy +hy +2hy
127 _ 110, 712 9
o, =hy +hy=2hy

137 _ 212, 113 _ 19
o = hyT+hy —hy

147 _ 14
05" =hs
157 _ 415
o5 = hs
16,7 _ 116
o =hy

R s G U Ly
0| 0|-1]0]o
tfolo]o]o
0|00 fo0]o0
-8(-6|-21211
0|00 fo]o0
~1|-1]{ 0|0 |0
o|-1]ofo]o
0|0
0|0
0|5
-1] 5
2 o

Figura 3.11: AT,
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(r(l)'s 0'3'8 (r;'g 0';'8 0'2‘8 (J'g’8 0';‘8 u’i‘g (J'Z‘8 0"1‘0'8 (rl]'g o'lz's (rf's 0';4'8 U_;s.s 0_;5,8
‘7(1)78 = h(]J
o3d =0 o(o0o]|]-1]01]0
at =1 1 0 0 0 0
ot = n} 0 0 0 0 0
o3 = 15— -8|-6|-2]0:1
oS = i —hy+h§ 0 0 0 0 0
o = AR+ 205+ 1] -11-1] 0 0 0
o8 =y h+hd 01-1]0 0 0
0'3’8 = hj 0 0
0_41‘0.8 — hio 0 0
oyt = —nl0 4 h 428 1 0
o’iz’s = hil +h)‘2 -1 5
ot = h2en - n 2 0
ottt =l
o8 = pl
ol = e

Figura 3.12: A8,
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()_(1),10 U_g,lo O_;,IO U_é:.lO 0_;,10 U_g.]O 0_;,10 0_2.10 0_3,10 (J_lO,IO (J'J‘I']O U_lZ,IO (J'F"]O (7';4’]0 ()_;5,10 (7';6'10
0_(]],1() — ]’Ll
o0 = 12 o|o]-1]0o]o
20 _ 3 tlofo]o]o
o3 = 0/ o0f[o0]|o0]0O
o' = -1 -8|-6|-21] 0 0
P Y 0 0 0 0 0
o7 = 45 421G+ ] -1|-1/ 0] 0 | 0
o3 = B -+ i 0O |-1]0 |00
0_2,10 = hz 0 0
gl00 _ plo 0 0
a0 = —hl0 Rl 2] 00
o_iZ,lU — h;111 +h‘1‘2 0 5
o0 Z oL p o 1 0
0_;4,1(] — h;4
0_;5.10 — I’l%s
0_;6,1(] — h%6

Figura 3.13: A°.
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3.2 Propriedades basicas provenientes do Método da

Varredura

Nesta secao, provaremos propriedades basicas das matrizes A" provenientes do Método
da Varredura aplicado a matriz A. Tais propriedades estao relacionadas aos pivos primarios
e pivos mudanca de base, que por sua vez sao essenciais na construcao da sequéncia espectral.

Observe que cada matriz A" é triangular superior e A" o A" = 0, j4 que elas sao recur-
sivamente obtidas de uma matriz de conexao inicial A por mudancas de base sobre Q, ou
seja, [AT]?2 = [PT... PA(P)"Y(P")7')> = P"... PA?(P)"'(P")~! = 0, onde as matrizes P*
sao matrizes mudanca de base.

Para simplificar a notacao, a referéncia ao indice k£ na matriz Aj, serda omitida, quando

nao for necesséaria.

Proposigao 3.1. Se a entrada A}, ., € identificada pelo método da varredura como um

r

s;p+1 — 0 para todo s >p—r—+ 1.

pivd primdrio ou um pivé mudanca de base entao A

T

Demonstragao: Pelo método da varredura Af |

, hao pode ser um pivo primério para todo
s > p—r+1. Como entradas nao nulas abaixo da r-ésima diagonal de A", as quais nao sao
pivo primdrio somente ocorrem em colunas acima de um pivo primdrio entao Af ., = 0,

para todo s >p —r + 1. O

Um resultado importante, que segue dessa proposicao, € quando Azm é um pivo primaério.
Neste caso nao existe combinagao linear das colunas a esquerda da j-ésima coluna (incluindo
também a j-ésima coluna) que zeraria o pivo e deixaria as entradas A};S‘j =0 para s > 1. De
fato, suponha que exista essa combinacao linear, temos que existem trés tipos de colunas a

esquerda da j-ésima coluna:

O pivo primario estd acima da i-ésima linha, logo as entradas abaixo da i-ésima linha sao

nulas;

A coluna nao tem pivo primario, logo as entradas abaixo da r-ésima diagonal auxiliar sao

nulas;

O pivo primério A7, estd abaixo da i-ésima linha, logo se houver outra entrada A7, na

mesma linha desse pivo e t < | < j entao existe um pivo primario na [-ésima coluna



Capitulo 3 ¢ Método da Varredura 53

abaixo da i-ésima linha. Repita este processo até chegar na j-ésima coluna. Encon-
tramos um pivo primdario na n-ésima coluna em uma linha que s6 o contém como
elemento diferente de zero a esquerda da j-ésima coluna. Assim, a m-ésima coluna
nao pode fazer parte da combinagao linear. Mais ainda todas as colunas que foram

encontradas nesse processo indutivo nao fazem parte da combinagao linear.

Como em todos os casos as colunas nao fazem parte da combinagao linear, segue que nao
existe tal combinacao.

A proxima proposicao nao so6 garante que nao podemos ter mais do que um pivo primério
em uma linha ou coluna fixada, como também se existir um pivo primario numa linha 7 entao

nao existe pivo primario na coluna ¢ e vice versa.

Proposicao 3.2. Seja {A"} a familia de matrizes produzidas pelo método da varredura
aplicado a uma matriz de conexao A. Dados quaisquer dois pivos primdrios distintos A};i,j
e AL temos que {i,7}n{m, 0} = 0.

Demonstracao: Sejam Azm_ e A%m’é dois pivos primaérios distintos, pelo Método da Varredura
temos que nao existem dois pivos primarios distintos na mesma linha ou coluna. Logo i # m
e 7 # L. O que nos resta provar é i # { e j # m. Ora, basta provar que j # m, pois o
argumento serd analogo para i # /.

Sek#k—1ek#k+1entdo j # m, pois as colunas hy de A} sdo as linhas hy, de AV
e as linhas hy_; de A} sao as colunas de A} _;.

Vamos supor agora que k = k41, o outro caso k = k—1 é inteiramente andlogo. Suponha
por absurdo que j = m, ou seja, suponha que existe um pivo primario na j-ésima coluna e
outro na j-ésima linha de A", isto ¢, Ap e Ap,,  sao pivos primdrios. Entdao Aj =0
para todo s > 1 e Ay, =0 para todo s > j.

Sejam a,(cj . a,(c)’l e 01(:21 cadeias associadas a j-ésima, a i-ésima e a (-ésima colunas de
A" respectivamente.

* Afirmamos que V| = {a,(ﬁlr , J,Ef I L0 +1} nao pode ser uma intervalo.

{7 D7 5O seia um intervalo entdo segue que a
b1 OF k+1 ) gue q

De fato suponha que V; =
submatriz A} da matriz A" s6 contém a entrada A’" . Observe a Figura 3.14. Dai a
entrada (A" o A");, = ALJA}; iy # 0, ja que é uma multiplica(;éo de pivos primarios.

Como A" o A" = 0 segue que V; nao pode ser um intervalo.
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(@) (G _(O)r
Ok-1 Ok k+1
AL
N : : :
N . . .
~0 * 0 0
LD ap
o 0 0 |ap | 0
D : : A
. N .
g 0 O 0 z-i-lj,z
: AN :
0 0 0 N0

Figura 3.14: Supondo por absurdo que V'1 é intervalo.

Pela afirmagao anterior (x) deve existir um o,(cj"’)’

" associado a jp-ésima coluna de A", tal
que jo # j, AL i #0e Aj I # 0. As duas desigualdades anteriores seguem do fato que
0= (A"0A");0=Ap Afyy, +.o+ AL AV

que ter o tal j, com Ay #0e A};Hh , 7 0 para anular A} Ap.,  +---. A Figura 3.15

+...ecomo Ay Ap,,  # 0 entao temos
> s

nos da uma idéia desse fato. Observe que também podemos concluir que jo < j, pois abaixo

do pivo primdrio Aj, . s6 téem entradas nulas.

L
|
0](:3,17’ L };i’jQ — AL, I—
Jl(€j2),r ,,];_sz )
Ul(gj)’r 71:;+1M
|

Figura 3.15: A existéncia de a,(ch ’

* A entrada A7 = nao pode ser um pivo primdrio.
klv]Q
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Com efeito, a i-ésima linha j& tem um pivo primario. Logo o pivo primario da jo-ésima
coluna deve estar abaixo da entrada AZU , ou seja, existe um J,(jf)l"" associado a i9-
212
ésima linha de A", iy > ¢, tal que A}~ é um pivo primario. Assim A} = 0 para

12532 $,J2

todo s > 1s.

. . , N ~ _ (7;2)77" (jz),?” (f),r 3
Usando um raciocinio analogo a afirmacao () temos que Vo = {0,27", 0", 0,7 } nao

pode ser um intervalo, logo existe U}(ng),r na js-ésima coluna de A" tal que a,ij?’)’r + a,(ch)’T,

j3 S ja AZ@,jg 7é Oe 7]‘;""13'3,6 ;é 0.
Mostraremos que a,(fg)” £ a,(f)’r. Pela construcao de a,(f)’r temos que Af  # 0 com
io > 1. Logo se j3 fosse igual a j entao terfamos uma entrada A};m # 0 abaixo do pivo

primario A};ij. Isso contradiz o fato de que Azsj = ( para todo s > 1.

AOrdem crescente de o( )"

<> = nao sabemos comparar a ordem entre

Figura 3.16: Construcao de uma sequéncia finita de singularidades.

Repetindo os passos acima e sempre usando o fato de que A" o A™ = 0, eventualmente se

esgotarao as linhas ou as colunas para continuar os argumentos acima. Veja Figura 3.16.

e Se as hj.s colunas se esgotarem, entdo teremos um intervalo V = {a,ici)f, aliﬁ I O'](;/)’T}

o que contradiz a afirmacao ().

e Se nao existem mais hj_,s linhas entao teremos uma entrada nao nula em A" abaixo
da r-ésima diagonal auxiliar que nao ¢ um pivo primario e nem uma entrada acima
de um pivo primario. Com efeito, se o processo recursivo estda na s-ésima interacao

e nao existe mais hy_; linhas durante a argumentacao (x) entdo a i, estara fora da
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submatriz Af, ou seja, temos um pivo primério Ay ; fora da submatriz Aj. Absurdo,
pois nenhuma entrada na 0,(33)“ coluna fora da submatriz A} pode ser diferente de

zero. A Figura 3.17 esclarece esse fato.

(Js)r
O

ig—1-Js

Eis,js

Figura 3.17: Impossibilidade de nao existir mais h;_; linhas.

Portanto, como consequéncia do processo recursivo descrito anteriormente, o nimero de
linhas e colunas é infinito. Contradizendo o fato de que a quantidade de colunas e linhas
N ) . ) , , - . N
sao finitas. Portanto, o fato suposto j = m, ou seja, Akm‘ e A} 4+1,, S80 PivOs primérios nao

ocorre.

O



Capitulo 4

Os Z-moéddulos qu gerados pelo
Método da Varredura

Neste Capitulo, apresentaremos como o Método da Varredura produz os Z-mddulos Z; ,

que por sua vez auxiliam a encontrar os Z-médulos E” . conforme o Teorema 4.1.

.9’

Vale a pena observar que os pivos primarios e os pivos mudanga de base tem um papel
crucial no processo de determinar os geradores de Zj  de acordo com a Proposicao 4.1, e

por isso a Proposicao 4.2 garante a credibilidade do Método da Varredura.

Neste trabalho, usaremos a seguinte convencao: “acima da linha z”= todas as linhas que
estao acima da z-ésima linha mais a linha x, ou seja, estamos incluindo a linha x. Andalogo
para “a esquerda da coluna z”, isto é, incluimos a coluna x; “abaixo da linha x”= todas as
linhas que estao abaixo da x-ésima linha, ou seja, nao estamos incluindo a linha z. Anéalogo

para “a direita da coluna”, isto é, nao incluimos a coluna .

O Z-médulo Z7, = {c € F,Cy;0c € F, ,Cyx_1} é gerado por k-cadeias contidas em
F,Cy com bordos em F,_,Cy_;. Isto corresponde na matriz A a combinacoes lineares de
todas as hy colunas a esquerda da (p + 1)-ésima coluna tais que seus bordos (entradas nao

nulas) estao acima da (p —r + 1)-ésima linha. Observe na Figura 4.1 que 77 corresponde

pk—p
as colunas tracejadas da forma ---- em azul e as combinagoes dessas colunas. O mesmo para
r—1 o . . . ~
Zp_l,k_(p_l) = {c € F,_1Cy;0c € F,_,Cj_1} que corresponde na matriz A a combinagoes
lineares de todas as h; colunas a esquerda da p-ésima coluna tais que seus bordos estao

acima da (p — r + 1)-ésima linha.

o7
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Ak—l

Ak

linhap —r+.1..

-

ES

Figura 4.1: Definigao de Z7, .

Para entendermos a definigao de Ej falta ver que

02y v o) —(pir—) = O € Fpyr1Cip1; 9c € F,C}

¢ o conjunto de todos os bordos de elementos em Z;;Tlfl (k1) —(pr—1)° O que corresponde
na matriz de conexao A a todas as hy colunas & esquerda da (p + 1)-ésima coluna (pois

82;;:_17(“1)_(1)”_1) C Z7 ., pelas inclusdes (2.1)) que sao bordos do conjunto

ZT—l
pr—1,(k 1)~ (pr—1)

ou seja, sao bordos do conjunto das combinacoes lineares de todas as hy,1 colunas que estao
a esquerda da (p + r)-ésima coluna tais que seus bordos (entradas nao nulas) estdo acima

da (p+ 1)-ésima linha. Note na Figura 4.2 que corresponde as colunas & esquerda de hy que
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1
h;clﬂ’)
| L
i L A
‘ i P
F1 i b
i b
i P
linhap+1 ... |....... L R S S S S S S
0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
PET

: ) . r—1
Figura 4.2: Definicao de 8Zp+r_17(k+1)_(p+r_1)
sao bordos das colunas tracejadas da forma — - -— em azul.
A singularidade de indice k em F,C}/F,_1C) corresponde a uma k cadeia associadas a
(p + 1)-ésima coluna de A. Denotamos tal singularidade por h,(cp A préxima proposi¢ao

estabelece uma férmula para Z7 .

Proposicao 4.1. Sejam k a primeira coluna de A associada a wma k-cadeia, p< = 1
quando o pivé primdrio na j-ésima coluna estd acima da (j — ¢)-ésima linha e p9)¢ = 0

quando o pivd primdrio na j-ésima coluna estd abaizo da (j — ¢)-ésima linha. Entao

Z; k—p — Z[u(p+l),7’o.](€l’+1),7'7 :U’(p)’r_lo-lgzp)’r_lv s 7M(n),r—p—l—l-ﬁo.](:):T'_P—l'i"f].

Demonstragao:

(p+1_§-) 7T_§
k

Note que uma cadeia o é associada a (p + 1 — £)-ésima coluna da matriz A"~¢

e, por definicio, uP*1=97=¢ = 1 se, e somente se, o pivo primdrio na (p + 1 — £)-ésima
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coluna estd acima da linha ((p+1—¢&) — (r — &) = p —r + 1. Novamente, por definigao as

cadeias associadas as colunas cujos pivos primdrios estdo abaixo da (p — r + 1)-ésima linha

(p+1_£)7r_£

nao correspondem a geradores de Z; Consideremos entao a k-cadeia o, , com

7k7p.

£€{0,...,p+1—k}, associada a (p+ 1 — £)-ésima coluna de A"¢ tal que o pivo primério

da (p+ 1 — £)-ésima coluna de A"~¢ esteja acima da (p — 7 + 1)-ésima linha. Mostremos
(p+1-€)r=¢ ;

rimeiramente que o uma k- ia que corr n um gerador de Z7. IV

eiramente que o, é uma k-cadeia que corresponde a erador de Z7. Observe
+1-¢)r— . . . L.

que a,(f 9778 ost4 associada i (p+1—¢)-ésima coluna e como F,CY, corresponde a todas as

colunas a esquerda de p + 1 entao a,ipﬂ*é)’r*g estd na filtracao F,Cy, para todo £ > 0. Além
disso, o0 Método Varredura na (r — £)-ésima diagonal auxiliar zerou todos os pivés mudanga
de base abaixo da (r — £)-ésima diagonal, isto é, as entradas nao nulas da coluna (p+ 1 —¢)
de A™7¢ estdao acima da (p+1—¢&) — (r — &) = (p — 7 + 1)-ésima linha. Portanto, o bordo
de o797 ostd em F,_,Ch_1 e como consequéncia o\PT ¢ ¢ 2 e

Provaremos agora que qualquer elemento em Z, € uma combinagao linear inteira dos

u(p“*&)’“ga,(fﬂ_g)’r_s para £ =0,...,p+ 1 — k. Usaremos inducao dupla em p e r.

e Base da indugao dupla (p =k — 1 e r qualquer).
Consideremos a filtracao F,_1, onde k é a primeira coluna de A associada a uma
k-cadeia. Seja & tal que o bordo de h,(:) esta em Fy_1_¢Cy_1 \ Fioo1-¢-1C)_1, ou
seja, h,(f) ¢ uma combinagao linear dos geradores de Fy,_;_¢Cj_1 o qual nao pode
ser escrito como uma combinagao linear dos geradores de Fy,_;_¢_1Cy_; portanto
a entrada 0,_1_¢ , 7 0 e zeros abaixo dessa entrada. Observe na Figura 4.3 o que

isso significa.

i Z]_, égerado por k-cadeias contidas em F,_;C} cujos bordos estao em Fy,_1_,Cj_1.

Notemos que existe apenas uma cadeia h,(:) em F,,_1C%. Logo

se 5 < r entao 8h§:) ¢ Fn—l—rOk—la pois F, 1_,Ci_1 C Fm_l_g_lok_l, por-
tanto, Z,_; =0

se £ > r entao 8h,(f) € Fo1-¢Cr1 C Fy1vCpq, assim Z_; = [hl(:)]‘

ii Por outro lado, UI(:)’T é a k-cadeia associada a k-ésima coluna de A”. Como

nao ha mudancas de base na primeira coluna de A, entao J,Ef)’r = h,(:). Além

disso, )" = 1 se e somente se o bordo de h,(:) = a,(f)’r estd acima da diagonal

(H),T]‘

K),T
O

r. Portanto, Z"_, = [u

Se ¢ < r entdo p)" = 0, pois Oh§ ndo estd acima da 7 diagonal (observe a

Figura 4.4), assim [u(“)”gfj)’r] = 0.
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B

|
| Ak

|

|

|

|

|
Foq1_¢-1Cr_tt Ir ---------------------------------------------
anlfgck,ﬁ_.. .

0

Figura 4.3:

linha & L

Figura 4.4:
Se & > r entdo u™" = 1, pois Ohf estd acima da r diagonal (observe a
Figura 4.4), logo [u®70{""] = [0""] = [},
Portanto, Z]_, = [M(H),ral(f),r]

e Base da indugao dupla (r = & e p qualquer).

Seja & a primeira diagonal auxiliar em A que intercepta Ay, ou seja, as colunas



N . —+1 ~ .
de A correspondentes as cadeias h,(f), cee h,(f ) tem entradas ndo nulas acima da

diagonal &; e, portanto, acima da (p — & + 1)-ésima linha de A.

h](fp—i_l)

Ak

linha p+ 1

Figura 4.5:

i Pela definicao Zgl ¢ gerado pelas k-cadeias contidas em F,C} cujos bordos

estao em F),_¢ Ci_y. Como as colunas de Ay correspondentes as cadeias

h,(f), e hl(f ™) tem entradas nio nulas acima da (p — & + 1)-ésima linha, a
Figura 4.5 ilustra esse fato. Dai os bordos das cadeias h,(f), Ces h,(f' ™ estao
na filtragao F,_¢, Ci_1, isto é,
+1 K
Z5 =Y, e,
ii Como as entradas nao nulas das colunas de A associadas as cadeias h,(f), e h,(f +1)
estao todos acima de &; diagonal auxiliar, ou seja, nao houve pivos abaixo da
diagonal & na submatriz A, entao 0}(;),& = hl(cj), j=k,..p+1epdf =1,

J=K,...p+ 1. Dali,

(p+1),&1 O.I(prrl)vT’ ) (k),s—p+1+&1 U}E}“)ﬁ*erlJrﬁl] _ [h;erl) o hl(:)]'

Iz N
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Portanto, Zgl = [M(p“)’&a,(fﬂ)’r, o ,,u("‘)*”*p“*glal(f)’“_pﬂﬁl].

e Passo indutivo (se a proposicao é valida para Z;:ll entao vale para 7).
Suponhamos sem perda de generalidade que os geradores de Z;:ll correspondam

as k-cadeias associadas a,ﬁpﬂ*g)’?ﬂ*g, £=1,...,p+1— k tais que o pivo primdrio

da (p+ 1 — &)-ésima coluna esté acima da (p — r + 1)-ésima linha.

Se o pivo primadrio da (p + 1)-ésima coluna esté abaixo da (p — r + 1)-ésima linha

= (p+1)r T s | :
entao a coluna o’ nao pertence a Zj por definicao, dai Z) = Z/~;, ou seja,

esse é o caso quando u®P+D" = 0. Portanto, provamos o passo indutivo para esse

Ccaso.

Suponhamos agora que o pivo primario da (p+ 1)-ésima coluna estd acima da (p—
r+1)-ésima linha e seja by = b”“h,&pﬂ) +-- -—{—b“h,(f) uma k-cadeia correspondente

a um elemento de Z, . Por defini¢io de Z] temos que by estd em F,Cj e

Jk—p?
seu bordo estd acima da (p — r + 1)-ésima linha. Se b"™ = 0 entao b, € Z,_{, ou

seja, Z, = Z;:ll, logo, provamos o passo indutivo para esse caso.

Suponhamos que P! # 0. Pelo Método da Varredura, O'](Cp O tem cgi}’T como

coeficiente lider minimal. Mostremos que, como cﬁi}’r ¢ minimal, entao P! =
alcgﬁ’r, a1 € Z. De fato se, b,1 nao é um inteiro multiplo de CZE’T entao existe
v > 0 um inteiro tal que Uczﬁ” ¢ o maior multiplo de cgﬁ’r com UCZI}’T <yl
Assim temos chﬁ’r << (v+ l)czﬁ’r, ou seja, 0 < pP — chﬂ’r < cgﬁ’r.
Segue que a k-cadeia bk—valip+1)’r tem coeficiente lider b+ —vcli 1" < 71" o que

D D
. 1 . , .o 1
contradiz o fato de CZL’T ser coeficiente lider minimal. Portanto, bP*! = cncgil’r,

onde a; € Z.

Assim by = ar i)"Y 44 bR, Como oV = EETRITY 4 4

CZ—H’T h,g”) entao

hk _ Oélo-](cp+1)77‘ + (bp _ alcz;-l-l,r)h](f) S (bn - alcﬁ-l-l,r)hg‘i)'

Observe que by —ayo 7" = (bp—alc§+1’r)h,(€p)+~ (=R € B O

Além disso, como by e 0”7 tém seus bordos acima da (p — r + 1)-6sima linha
entao o bordo de h — ala,ip+1)’r estd acima da (p — r + 1)-ésima linha. Segue

que b — ala,(gpﬂ)’r € Z)~{. Por hipétese de indugdo, temos que by — ala,(cpﬂ)’r =
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a2u(p)’“10,(€p)’r_1 + 4 aﬁu(“)*r’p’lﬂa,(f)’T_p_lﬂ, isto é,

bk E_— 0_’(€P+1)T T IU(P)W 1 ( ),r—1 4 aﬁu(m),r—p—l—‘rno_gﬁ),’r‘—p—l—i—n.

O

Nem sempre as entradas das matrizes A" sao numeros inteiros. Porém, a seguinte

proposigao garante que todos os pivos na r-ésima diagonal de A" sdo sempre niimeros inteiros.

. , , o -
Proposigao 4.2. Suponha que A}, 1,1 € um piwo primdrio ou um pivo mudanga de base.

Entao AT é um inteiro.

p—r+1,p+1

~ . , ) o . <
Demonstragao: Como A7 ., . é um pivo primario ou um pivo mudanga de base entao

A .1 =0, para todo s > p —r + 1. Logo a(p+1) €Z,e
1), r —r1),r (K*),r
ao_l(fp : = Ap—r—l—l,p—&-lo-l(fil -t An p+10k-1 >

onde k* é a primeira coluna associada a uma (k — 1)-cadeia. Pelas inclusoes (2.1) temos que
0 +1
8Zp_r cC... g@Z]’; Cc...C ZZ‘DX_’T, Cc...C Z;_r. Segue que

DoV IT € 97 C ZTH = LG G )2 02

1 1) s
Portanto, o coeficiente ALy 17" de b (P~ om Go DT tem que ser um midltiplo

141 +1)
a do coeficiente b1 de piP ) e Z3), isto &,

r —r+1lr —r+1,r+1
A cpfrJrl - aczfrJrl ’

p—r+1l,p+1-p

onde o € Z \ {0}. Logo temos

—r+1,r+1
r _ p—r+1
p—r+lp+l — T prilr -
Cp —r+1
p r+1,7+1
p T+1 7z . .
Segue de (3.6) que T = U € Z e portanto A7, ., é um inteiro. O

O seguinte lema técnico serda usado para auxiliar a demonstracao do proximo teorema.

Este lema detecta o aparecimento de torgao na sequéncia espectral.
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r—1 r—1 ~
Lema 4.1. Suponha que 02,7, | 111y (pir1) ¢ Z) k- (p1)- Entdo
r—1 r—1 _ (p+1),r r—1 _(p)r—1 K),r—p—14r _(K),r—p—1+k
Zp—l,k—(p—l) +8Zp+r—1,(k:+l)—(p+r—1) - Z[go-k’ ’lu’(p) Oy, ) ,,LL( b Ok ]7
onde { = mdc{pTHPr BTN L pERI LTINS J P k€ a primeira

coluna associada a uma k-cadeia e & € a primeira coluna associada a uma (k + 1)-cadeia.

Demonstragao: Por hipdtese 82;;:_17(“1)_@”_1) ¢ Z;:ik_(p_l) entao Z;:ik_(p_l) +
6Z;J:1}71,(k+1)7(p+r71) ¢ um submodulo de
g A Z[M(p+1),rgl(€p+1)m’ u(p),r—lo_l(gp)vr_17 o ’M(H),T—p—1+H0.’(€H)v7’_17_1+f$]
que nao é submodulo de
T N )

(p+1),r

Entéao p@tr =1e 2021 + 02} contém um multiplo inteiro ¢ de o} ,

p+r—1,(k4+1)—(p+r—1)

e r—1 r r—1 r—1 r—1 :
Jaaque ZiT oy # Lok POT BTk ooy 02000 ooty € ZpT1p ooy ASSIM

r—1 r—1 ;.
Zp—lﬁk—(p—l) + aZp+r—1,(k+1)—(p+7~—1) ¢ igual a

Z[go.lgp""l)ﬂ"’ :U’(p)’rilo-l(cp)’r_a :u(pil)’r720-l(§p_1)’r_27 R u(lﬁ),T*p*1+/€O.l(§R)7T_p_1+5].

Determinaremos agora o inteiro [. Temos que

-1 _ +r),r—1 _(p+r),r—1 7),F—p—1 _(R),F—p—1
Z;+r—1,(k+l)—(p+r—1) = Z[N(p o k41 ooy pEE Ok+1 ],

onde & é a primeira coluna associada a uma k-cadeia e P+ =97-1-¢ = () se o pivd primério

da (p + 17 — £)-ésima coluna estd abaixo da (p + 1)-ésima linha ou p®7=97=1=¢ = 1 caso

contrario. Portanto,

T— r),r— +r),r—1 R),R—p— R),k—p—1
aZer;fl,(kJrl)*(errfl) :Z[N(p+) 1301811) ooy p R 1301(“)1 . (4.1)

Para ¢ =0,...,p+r —& com p®Pt=87=1-¢ = 1 temos AZ;}JEE = (0 para ¢ > p+ 1. Logo

(p+r—€),r—1-€ _ Ar—1-¢ (p+1),r—1-¢ r—1-¢ (k),r—1-¢
ol =D  —eOk Tt A0 ;
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pois os bordos 801(£+1r—5),r—1—§ com A;};}r:fg # ( para algum 7 > p+ 1 correspondem as linhas
que tém pivos primdrios abaixo da (p 4+ 1)-ésima linha e neste caso temos pptr=8.r=1=¢ —
Segue que para £ =0,...,p+r — &, quando P+t =97-1-¢ = 1 temos

r— +r—&),r—1— r— r—1— +1),r—1— r—1— Kk),r—1—&
prll + [80-18—)1—1 2 5] = prll + [Ap—f—l,pi—r—fo-lgzp ) ¢ +oe Tt A/{,p—i—rg—fo-l(c ) ] (42)

Por outro lado, Z]~{ + [aa,iﬁ’“‘@””‘l‘f] CZoi+ aZ;;v}fl,(kH)f(prl) implica que

A e O T T A S C )

Como al(cp ) pode ser expandido da forma que vimos em (3.2) entdo o coeficiente de h,(f 1)

no conjunto de geradores do Z-mdédulo em (4.2) é A;ﬂ;iT_gcgi}’“k{.

Por outro lado, o coeficiente de h,(f o conjunto de geradores do Z-médulo em (4.3) é

Qcﬁﬁ’r, dai (¢ = A;;i;iT_gcgi}’“kf/czﬁ’r. Temos que

Y O T S

_ r—1 r—1
- prl,kf(pfl) + aZerrfl,(kJrl)*(errfl)

ptr—kK

r— r—¢&),r—1— r—¢§),r—1—

= Zp_11+ Z [IU(IH- &)r—1 §8al(€p+-: 3) §]
¢=0

pP+r—kK
( Z ggu(p+r—§),r—1—£0](€p+l),r) ’Iu(p),r—lo_](ﬁp),r‘fa . ’M(n)7r—p—l+no_l(€li),7‘p1+n]
£=0

= [(mde{ur=01-503) o DG it

Logo, ¢ = mdc{puPt"=97=1=¢(:} onde £ = 0,...,p + 1 — F, isto é,

— (r+p),r=1 p+Lr—1 Ar—1 (R),F—p—1 p+1E—p—1 A K—p—1 +1,7
= mdc{p o1 AV TRy Chi1 Apiiw Hepa

Teorema 4.1. A matriz A" obtida no método da varredura aplicado a A determina Ey.

Demonstracgao:
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Mostremos que

Erk: — ;vk_p
p,k—p r—1 r—1
Zp—l,k—(p—l) + aZerv”—L(kJrl)—(erT’—l)

z

zero ou um moédulo finitamente gerado cujo gerador corresponde a uma k-cadeia associada
a (p + 1)-ésima coluna de A".

Iremos entao identificar o efeito que as entradas na r-ésima diagonal auxiliar de A" tém

. . . ) s
em determinar os geradores dos Z-modules E. Veremos que A7, ., que estd na r-¢sima

diagonal, tem um papel crucial no processo de determinar E7, .

Note que uma entrada nao nula na r-ésima diagonal auxiliar pode ser um pivo primario,
um pivo mudanca de base ou estar em uma coluna acima de um pivo primario. Uma entrada
nula pode estar numa coluna acima de um pivo primério ou todas as entradas abaixo da

mesma sao também iguais a zero.

1. Suponha que a entrada Aj ., ., tenha sido identificada pelo Método da Varredura

T

como um pivo primdrio. Segue da Proposigao 3.1 que Af

; = 0, paratodo s > p—r+1.

Portanto, segue da Proposicao 4.1 que a cadeia associada a (p+1)-ésima coluna em A",

+1), , L
a,(f )T, corresponde a um gerador de Z7 . Pelo Método da Varredura, esta cadeia ¢

uma combinacao linear sobre Q de cadeias associadas as hy, colunas de A™! & esquerda
da (p + 1)-ésima coluna tal que o coeficiente da (p + 1)-ésima hy coluna é um inteiro

nao nulo, lembre que isso é feito para obtermos A" através de A"~!. Novamente, pelo

‘ . +1), ., . -~ .
Método da Varredura, a cadeia O']E:p )7 também é uma combinagao linear sobre Z das

hy colunas de A a esquerda da (p+ 1)-ésima coluna com o coeficiente de h,(f +1), o qual

P ~ () o~ P s
¢ inteiro nao nulo. Dai a,ip " nao é combinacao linear das colunas a esquerda da

, . ~ +1),r  ~ , . _
p-ésima coluna, segue entao que alip )™ hio estd contido nos geradores de Z;fll ke (p-1)"

r , e

Como supomos que A7, ¢ um pivo primdrio, mostraremos que
r—1 r—1

8Zerr—l,(kJrl)—(p+7"—1) < Zp—l,k—(p—l)'

De fato, os geradores de Z;—;}—l,(k—&-l)—(p—‘rr—l

associadas as hy41 colunas com a propriedade que seus bordos estao acima da (p + 1)-

) devem corresponder as (k + 1)-cadeias

ésima linha, ou seja, todas as entradas abaixo da (p + 1)-ésima linha sao iguais a zero.
Portanto, as entradas destas hg,; colunas na (p + 1)-ésima linha devem ser um pivo
primario ou uma entrada nula, pois as entradas que nao forem pivo primario serao
anuladas em algum momento quando aplicarmos o Método da Varredura em A. Veja

a Figura 4.6. Pela Proposi¢ao 3.2, a (p + 1)-ésima linha nao pode conter um pivo
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(p=r+1)r G (-2 _prr-la (e (prrl)r
k-1 T k41 k+1 k41 k41
(p=r+1),r
Ok—1
| (D)
Ik
r
(ptr=2),r
Oht1 r—1
(p+r-1),r
Tkt1
()7
k41
Sy

k+1

Figura 4.6: 02"}

r—1
i L (ki) —(pir—1) & Zpo1,

k—(p—-1)"

primdrio, ja que A7 ., ., é um pivo primdrio, isto é, a (p + 1)-ésima coluna tem um

pivo primdrio. Logo as entradas destas hyyq colunas na (p + 1)-ésima linha devem ser

nulas.
. r—1 ~ , . 1es
Dai aZp e, (k+1)—(ptr—1) DO contém em seu conjunto de geradores um multiplo do
>+, . r—1 =
gerador oy, , Visto que os elementos de 8Zp 1 (k1) (pr—1) SA0 bordos dos elemen-

r—1 14 , ~ . ~
tos de Zp r— 1 (k)= (pgr—1) € COIMO 08 geradores desse tltimo médulo sao combinagoes
lineares de todas as hy, colunas a esquerda da (p + r — 1)-ésima coluna tais que seus
bordos estao acima da (p+1)-ésima linha ou mais precisamente estao acima da p-ésima

linha, usando o fato demonstrado.

Usando a Proposicao 4.1 e o fato demonstrado temos

E" . ngk*p _ Z;,k*P _ Z[O.(P‘H)W]
p.k—p T Zr—l + 8zr—1 - Zr—l - k :
p—Lk—(p-1) p+r—1,(k+1)—(p+r—1) p—1,k—(p-1)

2. Se a entrada A} ., ., foi identificada pelo Método da Varredura como um pivo
mudanca de base entao o Método garante que A;J_“iﬂ’pﬂ = 0. Além disso, Af ,.; =0

para todo s > p —r + 1 pela Proposicao 3.1.
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(p—r+1),r (p+1),r
oy oy

ptr=2).r (ptr=1)r _(ptr).r (p+r+1).r
ot Tt+1 Tkt1 Tkt1

(
Tkt1

(p—r+1),r e :
Tk-1 :Ap—rﬂ,ﬁ B

s _(p41)r
%%

(p+r=2).r
Tkt1

(p4r=1),r
Tkt1

(p+r),r
Tk+1

(p+r+1),r
Tht1

Figura 4.7: 02"} (k+1)— (ptr—1) ¢z

r—1
p+r—1, p—1

7k_(p_1) ’

Logo, como no caso anterior, o gerador correspondente a k-cadeia associada a (p + 1)-

ésima coluna J,(f U7 6 um gerador de 7} «_p- Portanto, temos que analisar a (p + 1)-

ésima linha. Veja Figura 4.7. Existem duas possibilidades:

(a) 82;371’(“1)7@”71) C Z;:ll,k:f(pfl)’ isto é, todos os bordos de elementos em
Z;;TI_L(,c +1)—(pir—1) €Sta0 acima da p-ésima linha.
Neste caso, assim como antes, pela Proposicao 4.1 E/ = Z[a,(fﬂ)”].

(b) 82;::71 (bt 1)—(prr—1) ¢ Z;:ll ke (p_1)» OU seja, existem elementos que estao em

Z;—‘T-Tl—l,(k—l—l)—(p—&-r—l) cujo bordo tem uma entrada nao nula na (p + 1)-ésima linha.

Esta, por sua vez, é necessariamente um pivo primario.
. L Aanly

Pela Proposi¢ao 4.1 e pelo Lema 4.1, temos £, = 77k

3. Se a entrada A7, ., nao ¢ um pivo primdrio, nem um pivo mudanga de base e
também nao é nula, entao deve ser uma entrada acima de um pivo primario. Ou seja,
existe s > p —r + 1 tal que A} ,; é um pivo primario. Conforme a Proposigao 4.1
pPT =0, pois o pivo primdrio da (p 4 1)-ésima coluna estéd abaixo da (p + 1 — 7)-

(p+1),r

¢ésima linha, segue que o, nao estd em 27, . Logo Zr 1 =7

p—1,k—(p—1) p,k—p> € COMO



70

azrfl

. -
prr—1, (k1) —(ptr—1) S Zpjo—p CLLAO
r r
Erkz = Zp’k_p _ vak—p —0
p,R—p - r—1 r—1 e r — .
N

4. Se a entrada A}, ; ¢ uma entrada nula entdo temos as seguintes possibilidades:

(a)

Existe pelo menos uma entrada diferente de zero abaixo da s > (p —r + 1)-ésima
linha, daf existe um pivo primdrio abaixo de A7, ., isto é, existe s > p—r+1

. , Ca e C e . . e L,
tal que AY,,; ¢ um pivo primario, tal pivo existe pois a diagonal auxiliar r ja

passou pela entrada. Neste caso, o gerador correspondente a k-cadeia associada

(p+1),r
k

a (p + 1)-ésima coluna o nao ¢ um gerador de Z; conforme foi explicado

anteriormente, logo Z;:ikf(pfl) = Z} _, Portanto £, ~=0.

A% 41 = 0 para todo s > p —r + 1. Neste caso, o gerador correspondente a

(p—‘rl),’!’ T
k

p.k—p’
note que isso segue da Proposicao 4.1 ja que pP+)" =0, pois o pivod primério da

k-cadeia associada a (p 4 1)-ésima coluna o em A" é um gerador de

(p + 1)-ésima coluna esté abaixo da (p + 1 — r)-ésima linha . Portanto, devemos

analisar a (p + 1)-ésima linha. Temos as seguintes possibilidades:

: r—1 r—1 : 4
i. aZW_L(kH)_(W_D - Zp—l,k—(p—l)’ isto é, todos os bordos de elementos em
A estao associados a colunas cujas entradas nao nulas estao

ptr—1,(k+1)—(p+r—1)
acima da p-ésima linha. Tal raciocinio foi visto em 1.

. .. 1),
Neste caso, assim como antes, pela Proposi¢ao 4.1 temos E} ., = Z[J,(f +1) .

.. -1 -1 : -1 A
11 8Z]7;+7“—1,(k+1)—(10+r—1) g Z;—l,k—(p—l)’ ou seja, Z;—i-r—l,(k:—i-l)—(p-i-r—l) contém el-

ementos cujo bordo estd associado a uma coluna que tem uma entrada nao
nula na (p + 1)-ésima linha. Pela Proposicio 4.1 e pelo Lema 4.1 E7, = =

Z
E_Z[U’gp 17 ¢ € Z. Novamente, esse raciocinio foi visto em 1.

5. A entrada A7 ., ., ndo estd em Af. Isto inclui o caso em que p—7+1 <0, ou seja,

Al 11,41 D80 estd na matrix A",

A analise de B ¢ muito semelhante ao caso anterior, ou seja, existem duas possibili-
dades:

(a)

Existe um pivo primario na (p + 1)-ésima coluna em uma diagonal auxiliar 7 < 7.

Neste caso, o gerador correspondente a k-cadeia associada a (p + 1)-ésima coluna
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P+~ T r—1 __ r
o nao é um gerador de Zy 1, Portanto, prlykf(pfl) =Zp

T —
e b, ,=0.
(b) Todas as entradas em A" na (p+ 1)-ésima coluna em diagonais auxiliares menores
que r sao nulas, ou seja, o gerador correspondente a k-cadeia associada a (p + 1)-

(p+1),r
k

ésima coluna o em A" é um gerador de Z7, . Entdo temos que analisar a

(p + 1)-ésima linha.

. r—1 r—1 ~ . ” _
i. Se 0Zp+r717(k+1)7(p+r71) - prl’kf(pfl) entao, pela Proposicao 4.1, Ep,k—p =
Zlot"].
ii. Se 82;’:_17(“%_@”_1) ¢ Z;:ik_(p_l) entao, pela Proposicao 4.1 e pelo Lema
r +1),r
41, By = oo,

g

O Teorema anterior mostra que a sequéncia de matrizes produzida pelo Método da
Varredura determina os geradores dos espagos E7. A demonstragao deste teorema mostra

como isto acontece.



Capitulo 5

As Diferenciais da Sequéncia
Espectral Associadas ao Método da

Varredura

Este capitulo comeca com uma série de resultados técnicos que auxiliarao na demonstra-
cao do resultado principal desse capitulo, o Teorema 5.1. Esse resultado tem importancia
pois afirma que, dentro das hipotese, as entradas das matrizes produzidas pelo Método da
Varredura, induzem as diferenciais da sequéncia espectral associada ao Método da Varredura.
Resumindo, temos uma maneira facil de encontrar as diferenciais da sequéncia espectral.

(p+1),r+1

No Capitulo 3, definimos o;’ como uma combinacao linear inteira de h;’s, onde

czﬁ’r é o menor coeficiente lider. A proxima proposi¢ao mostra que tal combinagao linear é
também uma combinagao linear de J,Ej)’g EAS j=kK,...,p+1,E=r—p—1+k, .., rpara

j—&=p—r-+1. Em ambos os casos as combinagoes lineares minimizam u.

Proposicao 5.1. Dado um pivé mudancga de base A;ﬂqH’pH, existem inteiros by 1,bp, ..., by
tais que o bordo de
bp+1U/(€p+1)7r + bpu(p)77’—10_’(€p)77’—1 4t bmu(n)ﬂ’—p—1+;§0_’(:),7"—p—1+n

estd acima da (p —r+1)-ésima linha. Além disso, o menor by que satisfaz tal propriedade

€ u.

ane T A LA s
Demonstragao: Como A7 ., ., ¢ um pivo mudanga de base, A

ept1 = 0 para todo

s> (p—r+1), Aztiﬂ,pﬂ = 0 e o pivo primério da (p + 1)-ésima coluna estd acima da

73
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(p — r)-ésima linha. Logo, pela definicao de Z;*, J,EPH)’TH € Z;* C Z. Segue pela
Proposicao 4.1

Z; _ Z[M(erl),TO,}(CpJFl):T’ Iu(p),rflo.lgp),rflj o ,M(n),rfp71+no.](€'€)ﬂ“*p*1+ﬂ].

E note que pu**Y" = 1, pois o pivo primario da (p+1)-ésima coluna estd acima da (p+1—7)-

ésima linha.

Podemos entao escrever

U}gp+1),r+1 _ pr (p+1),r (p+1 + bpﬂ ](ﬁp),rfl 4t bmu(n),rfpf1+n01(:),r7p71+n
: : ~ +1,r+1 +1,r
com byy1, ..., b, inteiros. Pelas equagdes (3.1) e (3.6) temos que ¢, ;" = ucy ;" o que
implica b,41 = u. Entao mostramos a existéncia dos inteiros b,;1,b,,...,b; € que u é um

possivel valor para b,;;. Falta mostrar que u é o menor valor para b, tal que existem

by, .., by

De fato, suponha que @ < u é um inteiro positivo tal que existem l_)p, ..., b, com
O}(Cp+1),r+1 _ ﬂlu(p—I—l) (p+1 + bpu r— 10,(€p)’r_1 bt BRM(E),T—[)—I-I-HO.](;‘@)77'—13—14-%'
Entao

O.’(€P+1)J‘+1 _ Eﬂ(p—l—l),rczii,rhl(ﬁp-‘rl) + (— (p+1), rcp+1 r + b 'u ),m— lcg,r—l)hlgp) 4.

. ( Iu(p—l-l) rcp—i-l r + b ol (p),r— Cp7 S BK#(H),T—p—1+HCz,r—p—l—&—m)h;:)

o que contradiz a propriedade de minimalidade de u como foi definido em (3.2). Portanto,

u ¢ o menor inteiro positivo tal que by, ..., b, existem.

O

A Proposigao 5.2 estabelece uma férmula para u quando a entrada é um pivo mudanca

de base, para os demais casos sabemos que u = 1 ja que nao ha mudanca de base.

+1,r+1
&

Cerl T

p+1

Proposicao 5.2. Suponha que A}, .1 € um pivo mudanca de base e seja u =
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inteiro definido em (3.1). Se

. r—1 r+1r—1 A r—1 (k),k—p+r—1 r+1,k—p+r—1 A k—p+r—1 r+1,r
v= de{/L Cp —r+1 Ap r+1,pr - s CP —r+1 A —r+1,k }/CP r+1

A Y td A
e = entao u = A.
de{AIr)fr+1,p+1’ v}

Demonstracao: Conforme a proposigao anterior existem inteiros tais que b,y1, ..., b, com

O_’(€P+1)7T+1 _ bp+1ﬂ(p+1) Ry (p+1 + b H[(p),r 1 ( ),r—1 4o bmu(n),r—p—1+/§0_’(€f€),7’—p—1+n.

Como A} ., ¢ um pivoé mudanga de base entao Af , = 0 para todo s > (p —r + 1),
logo p®tHr =1 (raciocinio usando na tltima proposi¢ao). Calculando o bordo de ambos os

lados da equagao acima temos

0o = b, 1 00T 4 bp TP e by PTG (5 )

Novamente, por A7 r+1 p+1 Ser um pivo mudancga de base entao Ap ri1pr1 = 0. Assim, o

1

coeficiente de h(p " em 9o (p UL & ero.
-1

Usando as submatrlzes Ak, - AP podemos ver que

(p+1)r _ AT (p—r+1),r
doy, = A 1 pt1%k1 +o
(p)yr—19 (p)r—1 _ ),r—1 AT—1 (p r+1)r—=1
H doy, = Ap r+1,p%k—1 +
(k),r—p—14r q (K),r—p=1+k __ | (k),r—p—14r AT—p—1+k _(p—7+1),r—p—1+k
H aJk =M Ap r+1,x “k—1 + :

Note que ,u(s)’to,(:)’t do lado esquerdo das equagoes sao os geradores de Z, . por isso que

as entradas abaixo da (p — r 4+ 1)-ésima linha nao contam. Além disso, ha a necessidade de

8),t? 8),t

= 0 para algum s e t temos

, e também a,gs)’t

s nos dois lados da equacdo, pois se pu
(p+1),r+1

colocarmos os put

que a( ' ndo entrard para o calculo de do,

nao sera escrito daquela
forma, j& que a s-ésima coluna necessariamente terd entradas abaixo da (p — r + 1)-ésima
linha.

Usando (3.2) para fazer as devidas substitui¢oes nas ultimas equagdes temos

Do = AT

r+1,r 7 (p—r+1)
p—r+1 p+1Cp r4+1 hkq +o
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Cp—r-i—l ;r—1 (p—r-i—l) ..

r— =1 r—
M(p)’ 18‘71(;0) p) AT S

p— 7‘+1p

(k),r—p—1+k (k)yr—p=14+K __  (K),r—p—1+K AT—P—1+kK r+1lr—p—1+ky (p— r+1) .
w aak =p Ap—r-l—l,ff Cp —r+1 h +

h(P r+1)

Igualando os coeficientes de em ambos os lados da equagao (5.1), obtemos

— r+1,r ,r—1 —r+1,r—1
0= b + AP r+1 p—l—lcp r4l T bp/L A;D T+l,pcp—r+1 +o

X (k),r—p—1+K AT—DP—1+K r+1,r—p— 1+n
+ bfilu’ Apfr+1,n Cp —r—+1

Note que essa ultima igualdade é um combinacao linear das colunas associadas aos oi‘s
q C k

quando restrita a (p — r + 1)-ésima linha, como ilustra a Figura 5.1, fazendo as devidas

substituicoes.

(k),r (p),r (p+1),r

O"k O‘-k 0‘-k A7
T T T

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

| | |

p—r+1..4 ;7T+1,n A;:‘)77“+1,p cee A;*T+1,p+1 tee

Figura 5.1: (p —r + 1)-ésima linha da submatriz A},

Observe que as outras equacoes obtidas por igualar os coeficientes de hf ;, o < p—7r+1,
em ambos os lados da equagao (5.1) ndo nos dao informacao adicional. Pois o que importa
¢ anular o pivdo mudanga de base A7 ., ., independendo dos valores que fa%p 1 venha
assumir.

Dai,

byt A1y T = (T ATT P

p—r+1,p+1 p— 7"+17p

. (k),r—p—14+k AT—P—1+K r+1,r—p—1+4k
+ bn/fb Ap—r—i—l,n Cp —r+1 )

Pela Proposigao 5.1, temos que u ¢ o minimo dos valores possiveis para b,1, logo pela

ultima equacao e pela identidade de Bezout segue que

—r+1,r—1 (k),r—p—14Kk AT—p—1+K _p—r+1r—p—1+k
Cp —r+1 yoeey M Ap—r—kl,m Cp —r+1 }7

ul? AT = mde{ P AT

p—r+1,p+1Cp P T‘+1P
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3 T J—
ou seja, uAy ., = v, segue que

v v
)\ = o = - = U.
mdc{Ap—r—i—l,P—i-l? U} Ap—r+1,p—i—1

Lema 5.1. Seja E) = Zy[o"tV), onde

r+p),r—1,p+1,r—1 (R),F—p—1 p+1,E—p—1 A K—p—1
B mdc{ut c§+1 Ap-i-l ipr o cgﬂ AR
cp+1r
p+1

, , -
Suponha que A} 4,1 € um pivo mudanga de base.

r y . N
1. Se Ay i1 € um pivd mudanga de base, entdo

uZ[a,(CpH)’TH]

t}Z[ (p+1), T'Jrl]

r+1

pkep mdc{ A"

p+1p+r+1s

T 5 y y 5 s —
2. Se ALy i1 € uma entrada nula com colunas de zeros abaizo, isto €, A7 ... =0
para s > p+ 1, entao
+1),r+1
UZ[ (p+1),r ]

r+1 —
p,k—p tZ[O_kp-f—l),'r'—l-l] :

Analogamente, se A} .1 € uma entrada nula com uma coluna de zeros abairo entdo as

formulas acima valem para u=1.

Demonstragao: Como A7 ., ., ¢ um pivo mudanca de base ou uma entrada nula com

uma coluna de zeros abaixo entao A7FL | =0, e logo oI ¢ € Z;™. Pelo Lema 4.1 e
Z[O_(P"rl),'l’-i-l]

pelo Teorema 4.1, temos que E’" =—% ____ onde
-p (p+1),r+1
sZloy, ]
(p+r+1),r p+Lr Ar (r+p),r—1 p+1,r—1 AL (8),k—p—1 p+1,E—p—1 A K—p—1
mdc{p P+l Sp+ipr+1s M S Y Cpi1 Apiie
o cp+1 r+1
p+1
+1 +1,r—1 1 +1 k—p—1 -1
d A S - L Sy A SN o S S
m C{ P+l r 9 P }
_ pHLr Cp+1’ Cp+1
p+1 P

p+1
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Como A7, ., ¢ um pivdo mudanga de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros

abaixo, entdo p®+t 7" = 1. Assim

_ ptlr mde{ A7 e t}
p+1 PTLrFT
p+1

, , R
No caso em que A7 ., ., ¢ um pivo mudanga de base segue que

+1,r
a1

BT IS R
ot u

Substituindo o valor de s na expressao de Eﬁlp obtemos (1), e note que o caso (2) é

simplesmente o caso (1) com A7, . ., =0.
Quando A7, . ¢ uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo entao nao ocorre
1 1Lr+1
mudanca de base, portanto (:Z’JJr " cﬁil T isto é, u = 1.

O

Observagao 5.1. Usando a demonstragao do Lema 5.1 vemos que Ay, .4 € um pivo

mudanga de base, u < mdc{A}, ..t} <t
Lema 5.2. Seja Ej = Z[J,(Cpﬂ)’r] e suponha que Ay .. .1 € um piwo mudanga de base.
1. Se ALy i1 € um pivd primdrio, entao

i UZ[ p+1) T‘+1]

pk—p — A,
AJD-&-Lp-i-?"—&-l

Z[O_lg:p"rl)ﬂ""rl] :

2. Se ALy ,1ry1 € uma entrada nula com uma coluna de zeros abairo, entdao

r+1 _ (p+1),r+1
p,k—p UZ[Uk ]

Analogamente, se A} ., ., € uma entrada nula com uma coluna de zeros abaizo entao as

formulas acima valem para u = 1.

Demonstragao: Como A7 ., ., ¢ um pivo mudanga de base ou uma entrada nula com

(p+1), 7‘+1 r+1 s o=
uma coluna de zeros abaixo entao Ap r+1p+1 = 0, logo oy € Z, 1 bela definigao de
r+1 r+1
Z) u_p» dai usando a Proposigao 4.1 temos Z g (p—1) & 2,
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(p+r+1),r
Ukz-]i-l )
|
!
(p+1) i
hy }
1 AF :
s |
: i
3 i
: i
: i
: i
3 i
: i
: i
| | \
: i L Akl
f A
PE1 I
T T
R
(p+1),r . i i i "r' ‘ .
o linhap+1 ... |....... L U SA VAT 1l
g 0 0 0 UH:’HHO Lo
0 0 0 O 0
0 0 0 O 0
Er+1

Figura 5.2: Defini¢ao de 0Z] ., ;1 1)_(pin)-

Por hipétese, temos

Z’I"
Z[O-/(cp—i_l)’r] =k, = r—1 - r—1
P2 +07
assim GZ;;LL(,C )= (ptr—1) - Z;)‘:ll,kf(pfl)’ mais detalhes desse ultimo argumento podem ser
encontrados na demonstragao do Teorema 4.1. Por causa dessa inclusao e da Proposicao 4.1

tr—1)r—14 (p+r—1),r—1 R)R—p—19(F)F—p—11  _ -1
Z[u(p r=Lr doy e P el | = Z;—l—r—l,(k-i-l)—(P-l-T—l)
r—1
« Para todo a,iiﬁr_ﬁ)’r_l_g, £=0,...,p+r—F temos duas possibilidades: ou 00,(613:"_5)’7"_1_5 €
Z;:ll,kf(pfl) portanto A;;i;ﬁ-r—{ = 0; ou a,(fflr*é)’rflfs tem um pivod primdrio abaixo

da(p+r—£—(r—1-=¢€)) = (p+ 1)-6sima linha, logo p®+7=8r-1-¢ = (.
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r , NN o, ~ p+r+1,r r : p+1,r 4
e Se AV, 1,1 ¢ um pivo primdrio entao doy € 6’Zp+r,<k+1)_(p+r), ou seja, ob é

um gerador de 027 observe a Figura 5.2. Note que aﬁ“”’ ¢ Z;_l f—(p—1)

ptr,(k+1)—(p+r)’
dai GZ;H’(HU?(HT) Q Z;;ka(pfl). Pela hipotese (A;_HLPJrl ¢ um pivo mudanca

de base) e usando o que foi demonstrado no Teorema 4.1 (parte 4 (b) ii) temos que
7[5 PTDr+1
r+1 [Uk ]
pk—p +1),r+17°
SZ[o T

onde s € igual a

ptr+1),r p+1r Ar (p+r),r—1 p+1r—1 A r—1 ®),k—p—1 p+1,K—p—1 A K—p—1
mdc{ i1 Ayt e B i1 Ap-l—l,p-i—r’"'?lu( Cpi1 A

+1,r+1
Cz-i-l

Usando (¥) e pu®Pt D7 = 1 segue que

(p+r+1),r p+Lr AT r
¢ — H 1" Apriprrd _ At
- +1,7+1 - .
Chr1 u

® Se Al 1 pirpr =0entao 0Z7, i i € Zp i g (p1)- assim pela hipdtese (A7, 1

¢ um pivo mudanga de base) e usando o que foi demonstrado no Teorema 4.1 (parte 4

(b) 1) segue que E;-l-l _ UZ[UI(CP+1)’T].

OJ

O seguinte lema segue de dlgebra elementar e serd utilizado na demonstracao do proximo
teorema.

Lema 5.3. Seja m o homomorfismo multiplicagao por um inteiro nao nulo m e seja A =
v

mdce{m,v}’

Z d 7
1. Se 7—=~7, entdo kerm = \Z eImm:—:m.

W/ vZ
m . Z Z  mde{m,v}Z
. —_— > = — I =
2. Se Z, Z, et >\ entao kerm 7 eImm Z 7

Antes de enunciar o teorema central desse capitulo e fazer a sua demonstracao, faremos
uma breve revisao de como encontrar o médulo E7, . Na demonstragao do Teorema 4.1,

vimos que existem trés possibilidade para E ;

Z r r : " .t
B, = E—Z[a,(f“)’ ] = Zg[a,(f“)’ |, quando satisfaz o caso 2b, 4bii ou 5bii;
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+1), . . .
e E, = Z[oP™7| quando satisfaz o caso 2a, 4bi ou 5bi;
e E ., =0 quando satisfaz o caso 3, 4a ou 5a.
Lembre que na demonstragao do Teorema 4.1 o caso
1 ¢ quando A} ., 4 ¢ um pivo primdrio;
2 é quando A} ., ., ¢ um pivo mudanga de base;

, , - Ca A ,
3 ¢ quando A} ., 4 ndo ¢ um pivo primdrio, nem um pivo mudanga de base e também

nao é uma entrada nula;
. . . _
4 é quando A7, ., ., ¢ uma entrada nula;
. . < . .
5 ¢ quando A7, .4 nao estd em Aj.

Para seguir a demonstracao do préximo teorema é bom manter em mente as consideragoes

feitas acimas.

s

Teorema 5.1. Se E) e E) . sio ambos nao nulos, entio a aplicagao d, : E) — Ej ¢

: . . , o . , o
induzida por by, isto é, mulliplicagdo pela entrada Aj_, ., .1 quando a mesma é um piwo

-

primdrio, um pivo mudanca de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros abaizo.

Demonstragao: Suponha que EJ e EJ . sao ambos nao nulos, caso contrério d;, € zero.

Por definicao
e kerd,

P Imdy,,
segue do Teorema 4.1 que precisamos considerar trés casos para a entrada AJ ;.41 pivo
primdrio, pivo mudanca de base e uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo (essa
restrigao garante que nao estamos nos casos 3, 4a e 5a quando EJ = 0). Nessa demon-
stragao nao iremos fazer para o caso 5 (A7 ., ., ndo estd A}), haja vista que, esse caso é

inteiramente analogo ao caso 4.

r . cA
1. A} 1,11 € um pivo primario.

Neste caso, sabemos pelo Teorema 4.1 que Ej = Z[J,(Cpﬂ)’r].

Zy [a,(f:lrﬂ)’r], onde

Suponha que E; , =

— )= (r+p);r—1 _ptlr—1 Ar—1 (R),F—p—1 p+1,E—p—1 A F—p—1 +1,r
t=4L= mdc{,u Cz-{-l Ap+1,r+p7 s M Cz—i-l Aerl,E }/CZ+1 )
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pelo Lema 4.1. Pela demonstracao do Teorema 4.1, estamos no caso 2b, 4bii ou 5bii,
r— 1 . . . A . s .

ou seja, 0Z) o (1) ¢ 2y 1 j—(p—r—1) BSSIM existe um pivo primério na (p—r+1)-

ésima linha a esquerda da (p — 1)-ésima coluna. No entanto, isso contradiz o fato

de A}, ,41 Ser um pivo primdrio, j4 que nao podemos ter dois pivos primérios na

_Z[ (p—r+1),r

mesma linha. Logo £, o], visto que E} . # 0 por hipdtese.

Temos a seguinte sequéncia:

5T 517 T s
e T 2o B e (52)

Como

5 Z[O_I(Cp—l—l),r] _ Z[ (p— r—l—l) ]

p

(p+1),r (p—r+1),r
Z0k = A 120k

¢ multiplicagao por A7 ., .4 # 0 entao kerd, =0

kero;
(a) Suponha que E7, =0, dai —* =0
Pt Imdoy,,
(b) Suponha que E7, # 0, temos entdo trés possibilidade para A7, . .,. Tal

entrada pode ser um pivo primario, um pivo mudanca de base ou uma entrada
nula com uma coluna de zeros abaixo. Pela Proposi¢ao 3.2, nao ha pivo primario
na (p+1)-ésima linha, ja que A7 ., ., é um pivo primério. Portanto A7, . .,
nao pode ser um pivo primdario e nem um pivo mudanga de base, pois a defini¢ao

de pivo mudanca de base nos garante que devemos ter um pivo na mesma linha

] ker(S;
o que nao acontece. Logo A7, .. =0, assim W =
m
(p+1)r+1 _ _(p+1)r
Por A7 ., 4, ser um pivo primdrio segue que oy, = o}, e seu bordo

restrito & (p—r+1)-ésima linha ¢ A7, ., # 0, assim seu bordo nao estd acima
da (p — r)-ésima linha. Consequentemente, o7+ ¢ Zytt logo Z3t =77

r+1 __
Ejf =0

- . ..
2. A} 41,41 € um pivd mudanga de base.

Segue que existe um pivo primario na (p — r 4 1)-ésima linha em uma diagonal abaixo

- . 1: . r—1 r—1 .
da r-ésima diagonal auxiliar, ou seja, aZp Lk—(p-1) ¢ Zp 1 e (p—r—1) conforme visto
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anteriormente, daf estamos no caso 2b, 4bii ou 5bii do Teorema 4.1. Portanto £ . =

Z, [alip_zrﬂ)’r], onde

—r+1,r— IA

v = mdc{pP ] R Pl pir L Anopire 1}/Cp Tl

p— r+1 Pyt p—r+1 —r+1,k r+1 -

(Y

Seja A =
mdc{A;—r—i—l,p—i—l? /U}

. Pela Proposicao 5.2, temos que A = u.

(a) Se A,y ,1ry1 # 0 é um pivo primdrio, entdo pela Proposicio 3.2 nao existe

pivo primério na (p + 1)-ésima linha. Consequentemente 8Z; +7} L (k1) = (phr—1) ¢
Z" 11k (p—1)" Assim, estamos no caso 2a do Teorema 4.1, ou seja, B = Z[alipﬂ) .

Note que também estamos no caso 1 do Teorema 4.1 para EJ, ., isto é, £, =

Z[a,g’flr "]. Logo temos a seguinte sequéncia:

(p+1),r (p+r-+1),r
Ok ket

o |

oP=r+,r
Bl — = e —— — —

Figura 5.3: A7 .., 1 # 0 pivo mudanga de base.
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-r r % r Sptr T),r
. ZU[U;(f_l +1), ] P Z[U,ﬁpﬂ)’ ] Pt Z[Ui(f—); )s | < - (5.3)
T __ AT (p+1),r ro__ (p+1),r
Observe que Imd,, . = A7, . Z]o) ] e pelo Lema 5.3 Kerd, = \Z[oy, ].
Dai
Kers, Azl uZlog"""]
T A Dy Ar 1),r7°
]mép” Ap+l,p+r+lz[o-l(cp+ ) ] Ap+l,p+r+lz[al(cp+ ) ]

- , e, .
E como Ap +1p+r+1 € UM PIVO primario por hipdtese, segue do Lema 5.2 que

uZ[U(erl)mH]

ET+1 o k
p - T (p+1)77‘+1 ’
Ap+1,p+r+1Z[Uk ]
ou seja,
.
ErHl — Kero,
p Iméor., ..~
ptr

(b) Se A}, ,.,+1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo entao Imd,,, = 0. Portanto
Kerd, Kers”
= Kerd,.
Imo,,, P
i. Suponha que E] = Z[U,(CPH)’T]. Usando o Lema 5.3, segue que

Keré, = /\Z[J,(CPH)’T] = uZ[o,gp+1)’T].

Por outro lado, pelo Lema 5.2 temos que E} ™' = uZ[a,ip+1)’r+1].

ii. Suponha que E} = Z, [0,2p+1)’r]. Pelo Lema 5.3 que

o _ Ao )zl
Kero, = o = T
tZ[oy "] tZloy ]

Por outro lado, pelo Lema 5.1, B/ = uZt[al(cpH)’TH].

, , . - : A
(c) Se Ay, ,1rq1 # 0 € um pivo mudanca de base entao existe um pivo primério na

(p + 1)-ésima linha e numa diagonal auxiliar abaixo de r, ou seja,

r—1 r—1
8Zp+rfl,(k+1)*(p+rfl) Q prl,kf(pfl)'
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Logo, estamos no caso 2b do Teorema 4.1, portanto £, = Z[o} (oL "], onde
T r— 1 Y 1 T K).KkK— 1 yKR— 1 K 1 1 ,T
t= mdc{:u( ) 10211 Ap—i—% r+p? H’( WP 1CP+ - Aeri?n / pil :
- t .
Seja A = - . Novamente, temos a sequéncia
de{Ap-l-l,p—I—T—i-l’ t}
(p-r+1),m P (1) mtr g
- ZyloyZ ] Loy ") = Epir T (5.4)

¢é determinando pelo caso

= Zy[oP™7). Con-

tudo nao precisamos explicitar £” j& que estamos interessado em determinar
p+r

Iméy,.

s A LA S s
Como A7, ., 1€ um pivd mudanga de base entao FJ .,

= Z[o""") ou ET

2a ou 2b do Teorema 4.1, ou seja, £ T

ptr

Calculemos entao Kerd, e I'md, Pela Observacao 5.1 e pela Proposigao 5.2,

ptre
+r+1 +r+1
temos que A =u < teX=c) 11,/ 1,1 < w, usando o Lema 5.3 obtemos

. AZ[o
K@Tép = W’
tZloy, ]
, 1
e BT mde{AL i 1210
Moptr = = i (p+1).r '
Mo tZo"
Logo,
Kers? AZ[o D]

- 1
Im6p+r de{Ap+1 pHr+10 t}Z[ A ]

Por outro lado, como A7, ..., ¢ um pivo mudanga de base, segue do Lema 5.1

UZ[ (p+1),r+1]

e do Teorema 4.1 que E;“ = oo onde u = A pela
de{Ap-H p+r+17t}Z[ o ]

Proposicao 5.2.

Se A}, p4r41 ¢ uma entrada acima de um pivo primdrio entao existe um pivo

primario na (p + r + 1)-ésima coluna abaixo de A7, . . Logo, uP™ " =0
e szlrﬂ)r ¢ Z;.., consequentemente Z;jj 1 = Zpir 0 que implica B, = 0.
Portanto Imd,,, = 0. Entao
Kerd, Kers”
= Ker
Imdy P



i. Se B, = Z[a,(cpﬂ)’r],

r

2 S
e Lo P = 2 T g —— (5.5)

e pelo Lema 5.3
Kerd), = )\Z[a,(fﬂ)’r] = uZ[J,(fH)’T].

~ —1
Conforme na demonstracao do Teorema 4.1, temos que 82; Lkl (prr—1) &

r—1 s 4 T _ (p+1),r
20 e (p1yy A que Epy = Zlo, ].
P X r—1 r—1
Provaremos que nessas condig¢oes temos aZp+r—1,k+1—(p+r—1) - Zp—l,k—(p—l)'

De fato, pelas inclusoes (2.1) temos que

r—1 r—1
aZlerT—1J€+1—(zp+r—1) < aZp+r—1,k+1—(p+r—1) (5.6)
e
T r—1
Zp—Lk—(p—l) g prl,kf(pfl)' (57)

Usando a Proposicao 4.1 vemos que

(Z),f—p—la_(f),f—p—l]

r o r o _(prr+1),r
aZp+r,k+1—(p+r) - aZ[“(H ) Ukil e M k+1
€
r—1 _ r)r—1 _(p+r)r—1 0),b—p—1 _(£),—p—1
aZp—i—r—l,k-l—l—(p—l—r) - 8Z[u(p+ ) O-kljl-l A 7/’6( Meop Ok+1 8 ]7
r+1),r __ x T _ r—1 r—1
ora u(p‘i‘ + ) g 0 entaO aZp-‘rT,k—l—l—(p—i—T‘) = azp-‘r?"—l,k—i-l—(p—l-’r') g Zp—l,k—(p—l)'

Usando a definigio de Z_; = {¢ € F,.,C | 9c € F,_1_,C} e de Z)-| =
{c € F,.1C | 0c € F,_,C} concluimos que 0Z], 1 (ip) € Zp 14 o1y
pois GGZ;H’,CH?(HT) =0.

Desse ultimo fato segue que

Kerd)
r+1 _ (p+1)7r+1 _ T __ p
B, = ulloy, | = Kerd, = Tmar,,

ii. Se B7, = Z[o"],

s s
e L[ < Ty [P e (5.8)
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e pelo Lema 5.3

NZ[oP )"

] (p+1),r
Kerd), = ——F—— = uZ[o;""""].
P izle *
Conforme na demonstracao do Teorema 4.1, temos que c’?Z;;}_l ft1—(pr—1) ¢
r— i r +1),r
prikf(pfl), jaque B, = Zt[al(f ) ].

Z[U(p+1),r+1]

Provaremos que nessas condigoes temos E”zl_ = —% ______ onde
p,k—p (p+1),r+1
sLloy, ]
p+r+1),r p+Lr AT ®),k—p—1 p+LE—p—1 A K—p—1
B de{M( ) C£+1 Ap+1,p+7”+17 e 7M( ) C§+1 Ap+1,ﬁ }
= 1+l :
7
. , . r—1 r—1
Ou seja, ¢ suficiente mostrar que 92 14y (01 ¢ 2y e (p-1)-
: r—1 r—1 :
Com efeito, suponha que (’3Zp+¢71,k+17(p”71) - prka(pfl), usando as in-
~ r—1 r—1
clusoes (5.6) e (5.7) segue que 8Zp+r_17k+1_(p+r_1) C Zp—l,k—(p—l)’ Absurdo,
+1),r+1
Z[O'(p ) ]
. r—1 r—1 r+1 k
pois 8Zp+r_17k+1_(p+r_1) ¢ Z) ) k_(p1)- Portanto E5° = — e
sZloy, ]
Como p@P+ 17 = () segue que
p+r+1),r p+Lr AT %),k—p—1 p+LE—p—1 A K—p—1
B mdc{ut ) CZH Al st - e CZ+1 Apiig }
- +1,r+1
o1
_ optlr_ St
- “p+l +1,r+1 — 0
Cpi1 u
onde
(p+r+1),r AT AT
— md M Ap+1,p+r+1 L 0 A;z;+1,zo+r+1 Ny
¢ =1mac PrLr ’ = mac anl ’ o
p+1 p+1
e
r4p),r—1 p+1r—1 A r—1 %), F—p—1 p+1k—p—1 A K—p—1
‘ mdc{u( ) C§+1 Ap—l—l,r-i—p’ ce ,,u( ) C§+1 APH,R }
- Cp—Q—l,r :
p+1

Portanto,
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+1),r+1 T
. _ uZ[o P  Kerd — Kero]
p,k—p tz[algp+1),r+1] p ]m(ggw

r _ .
3. A} 11,41 =0 com uma coluna de zeros abaixo.

Note que Kerd; = Er, além disso, a,ipﬂ)’r = a,(fJ’l)’Nrl daf u = 1.

(a)

Se A1 pyr41 ¢ uma entrada acima de um pivo primario entao, como no caso 2d

desse teorema, temos @+ =0 e E7, = 0. Portanto Imd;,, = 0, daf
Kerd, _ g
Imdy,., P

Por outro lado, como estamos nas mesmas hipétese do caso 2d desse teorema com

. 1 1),r+1 :
a diferenca de que 0](€p+ = J,(Cer Il oy = 1, assim E;H =E}.
T — ] e T —
Se Al i1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo entao I'mdy,, =0 e
Keré!
p _ pr
T p’
Imo,..,

1), 1),r4+1
]ip+)r :U](Cp+)r+ o

Usando os Lemas 5.1 e 5.2 juntamente com o fato de que o

u = 1 segue que EJ* = EJ.

, ) U . e
Se A7) piry1 7 06 um pivo primdrio entdo nao existe um pivo primario na (p+1)-

ésima linha e nem na (p+7 -+ 1)-ésima coluna em uma diagonal auxiliar abaixo de

r. Portanto, pelo Teorema 4.1 caso 4bie 1, ) = Z[aépﬂ)’r] ek, = Z[al(f”“)’r].
Considere a sequéncia
Er % (p+1),r Opgr (p+r+1),r
< Epr = 1Zlo}] |=—Zloyy, J<—- (5.9)
Segue que
T 1),r
Kerd, - Z[gl(c” ) ]

r r +1),r
Imoy,, Ap+1,p+r+1Z[Ui(cp )]

Por outro lado, como A7, .., ¢ um pivo primério, pelo Lema 5.2, pelo fato de
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(p+1),r __(p+1),r+1 _
que oy, = 0y, e u =1, temos
+1),
1 _ Z[oV
pk—p +1),r7°
Ab i Zlo

(d) Se A}y 4,41 ¢ um pivo mudanga de base, entao existe um pivo primdrio na
(p + 1)-ésima linha em uma diagonal auxiliar abaixo de r. Assim, pelo Teorema

4.1 caso 4bii, segue que B = Zt[gg’“)f]_

Bis or
r ? (p+1),ry BT r e
Ep—r Zt[ak ] Ep+r . (510)

. . ’ . s . —+r4+1 K —+r41 ,
Existem dois casos possiveis para E7 . ou é igual a Z[a,(ji[ " oua Z,, [a,(cﬂlr ',
como no caso 2b desse teorema nao ha necessidade de encontrar E,,., o que

. . ,
precisamos descobrir ¢ Imd), ..
¢ Cp+7’+1,7”

. N ~ p+r+1 r ;A

Sejam A = mdc( AT 0 eu = P Como A7y 1,1 € PivVO mu-
p+1lpt+r+ls p+r+1

danca de base entdo, pela Proposiciao 5.2 e pela Observacao 5.1, temos A = o <

mdc{Al | i1, w} < w, isto é, A < w. Pelo Lema 5.3,

r 1),r
s AL 210
m ptr B (erl)Jl ’
tZloy, ]
Portanto o+1)
Kerd, 2o

T o T (p+1),7’
Imdyyr mde{ AL, iy, 20
Por outro lado, como AJ., .., é uma entrada nula com uma coluna de zeros

abaixo, segue do Lema 5.1 que

1),r+1
L Z[Ul(ngr) + ]

pk—p r +1),r4+17°
de{Ap+1,p+r+17t}Z[al(fp ) ]

. Kerd, 41 Kero,
Portanto, vimos para todos os casos que ————— = R .
Imd; pE=P Imé?
m p+r m p+r



Capitulo 6

As Implicacoes Dinamicas das

Diferenciais

Definicao 6.1. Um caminho associado a d" ¢é a justaposicao de curvas representadas
por orbitas conectantes. As curvas, representadas na matriz AS por um pivé primdrio ou um

piwo mudanga de base Afj, para & < r, podem ser consideradas com a orientagao invertida.

: . : : . : ) (i)

Mais precisamente, seja 7; ; um caminho entre as singularidades hy’ e h,”,. Se 7, ;
corresponde a uma érbita conectante no fluxo, dizemos que v; ; ¢ um caminho elementar
e definimos o comprimento de ~;; como ¢(vy;;) = (j — ). No entanto, quando 7;; nao
corresponde a uma Orbita conectante no fluxo,y; ; pode ser escrito como uma sequéncia de

caminhos elementares. Esta construcao é feita recursivamente definindo
Yig = [%,ja —ij %',3]7

onde j < j e i > 1, ou seja, hg) estd associada a uma coluna de A a esquerda de hg ) e h,(le

estd associado a uma linha de A abaixo de h,(jzl.

O sinal negativo indica que ;5 é considerado com a orientagao invertida. Se ;7 ¢ um
caminho elementar, a érbita conectante correspondente é considerada na orientacao invertida.

Se 7;; nao corresponde a uma orbita conectante entao ¢ um caminho

Vg = [75,37 i3 5,§]>

91
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onde j < j e i > 1, e definimos

R —[’7537 5 ”ng] = [—’Yg; "5 —’Yg,;]-

Figura 6.1: Caminho genérico.

O comprimento de v;; = [y;;, —7:j %3] ¢ definido como £(v; ;) = £(v;;) + £(7:5) +
f(%‘,j)'
O préximo lema nos mostra que certas colunas nao precisam ser consideradas nas mu-

dancas de base do Método da Varredura.

Lema 6.1. Seja A} ., ., um pivo mudanga de base. No Método da Varredura, a escolha
das colunas associadas a U,(fﬂ_g)’r_g que anularao a entrada Aj_, ., na prézima matriz
A" nao precisa levar em consideracdo as colunas correspondente a wma cadeia cujo bordo
esteja acima da (p — r + 1)-ésima linha. Isto €, se existe uma combina¢ao linear do Método
envolvendo uma coluna cujo bordo estd acima da (p — r + 1)-ésima linha entdo existe uma

outra combinac¢ao linear que nao envolve tal coluna e que pode ser escolhida.

T

p—rt1p+1, 1A proxima

Demonstragao: Como temos que anular o pivo mudanca de base A
matriz A", com uma combinacao linear das colunas & esquerda da coluna p + 1 na matriz
A", entao nao precisamos considerar as colunas correspondente a uma cadeia cujo bordo
esteja acima da (p — r + 1)-ésima linha, ja que as entradas na (p — r + 1)-ésima linha dessas
colunas sao nulas.

O que falta demonstrar é que o médulo E;f,;l_p nao se altera ao mudarmos a combinagao
linear para outra combinagao linear que nao envolve colunas correspondentes a cadeias cujos

bordos estejam acima da (p — r + 1)-ésima linha.

De fato,
r+1
r+1 p.k—p
7k7 o )
P 2 oy T O ki) ()
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onde
= Z[pw Ottt @ g @R rep g (R
) " o —)r= —1),r—1 k).r—p+r _(K),r—p+k
Z —1,k—p+1 — Z[M(p)7 Ol(ep) ’M(p 1), 1(7]8’ ) o ’:u( );r—p+ 0.](g );r—p+ ]

Usando a hipdtese, segue pela Proposicao 5.1 que

O_I(CP+1)7T+1 — u’u(p—H) (P+1 + b ),r— lo_l(cp)ﬂ“—l 4t bn,U/(H)’r_p_1+HO'I(:)’T_p_1+H. (6].)
Suponhamos que para algum & € {1,2,...,p+ 1 — k}, a(p+1_£)’ seja tal que do, (p+1-);r=¢
é zero na (p — r + 1)-ésima linha e p®PH1=97=¢ = 1 isto &, A;pil ¢ = 0 para todo s >
p—+r—1. Como puPt1-87-¢ =1 entao 00£p+1_£)’r_5 estd acima da (p — r)-ésima linha, logo
a,(fﬂfg)’r*g ,(CpH Or=t+l o Z} 1 k—(p-1y Pela definicao de Z7 |, ), a Figura 6.2 nos

ajuda a visualizar melhor esse fato.

p+1-¢
N |
\\ N i
\\ N i
NIRN ‘
N \\ ‘
NN
p—r ... Yo \\\\
p—r+1_| . N NN
AN \\ rr—E+1
Np — E
Figura 6.2: a( pH1=€)r=¢ a](cpﬂfg)’r*é“
Usando o fato de que a(pH &r=¢ U}(€p+1—£),r—§+1 temos
. Z[M(p+1) o+ g (p+1) r+1 O_](€p+1—§),r+1—§ M(H)’r_pﬂ (,.;)m_pﬂ]
Er+ . 900y PRI
pk—p ( ).T (P+1 £),r+1-¢ e (k),r—p—1+k
Z[pPrro™ oy R A [+ 07, s1)-pin)
Z[M(erl)’r“U;(fH)’TH — by £a£p+1 ) r+1- 6’ N 70,1(cp+175),r+1f£ M(ﬁ),r—p—l—no_l(cﬂ)ﬂ"*erﬁ]
o (p)r (p+1-=8),7+1-¢ o (k),r—p—1+k
Zlp@ro", . oy A 1+ 02, er1)—(pan)
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B Z[M(p+1),r+10.’(€p+1),r+1 N p+1_€0_](€p+1—§),7“—€’ o 7U]E;p+1_§)7r+1_§7 o ’M(H),rprrnO_’(j)ﬂ"—P-i‘fﬂ]
- r T +1-&),r+1-¢& B)r—p— 1k ~(K)r— —1+k r
Z[N(p)’ UIE:p) yroe e =Ul(cp ) e 7M( Jrop=lt Ul(c by ] + aZp—&-r,(k—f—l)—(JD-&-T)
Relembre que b,41_¢ € o coeficiente de a,(f 178778 ha combinagdo linear (6.1). Da ultima

(p_"l_g)v

equagao concluimos que E;zl_p nao ¢ alterado se excluirmos o, " da combinagao linear

(6.1). Podemos fazer isso para todos os £ € {1,2,...,p+ 1 — k} tais que alipﬂ_f)’r_g co

m
seja zero na (p — r + 1)-ésima linha e p®+1=97=¢ = 1. Portanto, temos o

resultado desejado. Il

Seja A = A, mostramos que o Método da Varredura produz uma sequéncia de matrizes
A", onde a matriz A" ¢ obtida a partir de uma mudanca de base em A”, ou seja, existe

uma sequéncia de matrizes mudanca de base My, ..., M,,_; tais que
A = MIA"M, = MM M AM .. M, M,

parar =0,...,m — 1.

Para cada r € {0,...,m — 1}, definimos A’ como sendo a matriz AM, ... M,_1M,.
Observe que a matriz M, leva a base {o()*} na base {o()*71} e A® est4 na base {h()}, ou
seja, a matriz A" leva a base {o()*} na base {h{)}. Logo, se x* é a primeira hj_; coluna e
K € a ultima hj_; coluna, entdo escrevemos

D0~ Ty P, 4+ B )

K,J

onde Z;j € Z para s = K*,...,R.
Proposicao 6.1. Z;j = 0 para todo s > i se, e somente se, A ; =0 para todo s > i.

Demonstracao: Temos que

90 = BL WP, 4.+ KL A (6.2)
e
9o — A%,jg](@’i)ir 4t Az*,jo-l(g’ikl)W‘ (6.3)

Suponha que Z;j = 0 para todo s > 1, isto é,

N S S N (6.4)
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Os coeficientes de hk | sao sempre nao nulos em cr,(C L= D e zrh,(g 1, ver equacao (3.1),

temos que ao substituir a,i_)’lr em (6.3) e usar o fato de que as equagoes (6.3) e (6.4) sao

iguais e que h,(f_)l # 0, segue que A7 ; = 0. Ora, esse resultado vale para todo s > 4, portanto
O = AT gD AT g
— =% k-1 K*j7 k=1 -

A reciproca é anéloga. O

.~ . PN T
Pela proposicao anterior, segue que A}Z rp ¢ um pivo se, e somente se, Ap—r,p #0e
T
A, =0 para todo s > p —r.
AT ~ . .
Note que A nao tem necessariamente quadrado zero. No entanto, essa matriz tem

propriedades que nos auxiliarao para demonstrar o seguinte lema e o teorema desse capitulo.

Lema 6.2. Seja A uma matriz de conexao. Aplicando o Método da Varredura em A, seja

A" a matriz obtida depois que a r-ésima diagonal foi varrida. Se A # 0 para algum &,

J—&3
entdo existe um caminho v;_¢ ; = [Vj—rj, —Vi—r.j—cs Vi—e.i—c| para algum 7 e ¢ menor do que
r no fluro ¢ formado por orbitas conectantes unindo a singularidade h,(gj) a singularidade

(7-8)
hk]—l .

Demonstragao: Usaremos inducao dupla em r e &.

e Base da indugao dupla (r =1 e ¢ qualquer).

Como O’k = h entao Z;j = A, j, para s = K*,...,K onde K* e K sao a primeira
e a ultima coluna associadas a uma (k — 1)-cadeia, respectivamente. Logo, pela pro-
priedade da matriz de conexao, segue que todas as entradas nao nulas Z;_&j
todo & representam a existéncia de érbitas conectantes entre h,(j ) e h,(gff). Para cada

para

¢, temos um caminho no fluxo ¢ que é uma érbita conectante.

e Base da indugao dupla (¢ a primeira diagonal que intercepta A, e r qual-

quer).

Suponhamos agora que £ seja a primeira diagonal que intercepta Ay e Z;fg,j # 0.
Entao qualquer que seja r, Z;j = (0 para todo s > j — ¢ e Z;f&f = (0 para ¢ < j.

Observe a Figura 6.3. Como K;—f,f = ( para todo ¢ < j entao a j-ésima coluna nao

—1

. T
sofreu nenhuma mudanga de base e assim A; .= A, .
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i€,
0>
0 .

AN
0 S
0 N

AN

0 N

Figura 6.3: Z;_ na ¢ diagonal auxiliar

&3

:C’] §TA7"

7= J— J=&3
usando a Proposicao 6.1 e As,j = ( para todo s > j — &, segue que A ; = 0 para todo

Como Z: = 0, para todo s > j — & entdo A para todo r. De fato,

s> 7 —&. Assim as equagoes (6.2) e (6.3) ficam

o =AW AL ) (6.5)

e
Do = AT g AL o) (6.6)
Como cr(s)’ hyE. jrhé 1 entao O'(] g),r ¢ 0 unico que tem o termo hi_ﬁl, entao

(] 5) T Z] S,Th €

substituindo oy 7, em (6.6) e igualando (6.5) com (6.6), temos

A CJ f’“A

j—ej = para todo r.

J—&J

Logo Aj_¢; # 0 e temos um caminho no fluxo ¢ que é uma érbita conectante.
Passo indutivo (supor que o Lema é vélido para todo ' < r e £ < £ entao
vale para r e §).

Suponha que o lema vale para todo < ref <& eseja A # 0. Se existe uma

=&
orbita conectante entre hk e h ) entdo nada precisa ser mostrado. Em particular,
esse € o caso quando A] ¢; 7 0, pois AJ _¢; = Aj_¢; e, neste caso existe uma orbita
—1 . .
conectante entre hy U)o hy” - 5 . Assim, suponhamos que A €5 = = 0 e que nao existem

orbitas conectantes entre hk] ) e hy_ U~ 5) Mostremos que se A # 0, entao existe um

J=&3
caminho de érbitas conectantes umndo tais singularidades.
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1
ComoA] vy #OeA] _¢; = OentaoexisteT < r, T <, talqueAJ e = Oe_ffj #0,
isto é, a,i D #+ o,g T+ Note que 7 nao precisa ser unico. No caso de existir mais de um

elemento com a mesma propriedade, podemos escolher qualquer um. De fato, a escolha

de 7 é importante quando tratamos da minimizacao do comprimento do caminho.

O Método da Varredura afirma que uma mudanca de base somente ocorre na j-ésima
coluna de uma matriz quando um pivo mudanca de base estd presente na mesma.
Neste caso, a mudanca acontece precisamente quando o Método da Varredura passa

por uma diagonal como 7 em A”. Assim, existe um pivdo mudanca de base na j-ésima

coluna e na r-ésima diagonal auxiliar de A”. Este pivd mudanca de base é A] 7j €
estd na (j —7)- ésima linha de A". Pela Proposicao 6.1, A] 7; 7 0 e tem uma coluna
de zeros abaixo, ou seja, Eﬁf?’j = c;-:;’TA;Lm # 0.

Pelo Lema 5.1,

80;9)’@1 = uu(j)f@mgj)’FJrbj—m(j_l)f_laol(gj_ R Gl jﬂa Jrean (6.7)

Igualando os coeficientes de h,(f__f) em ambos os lados da equagao (6.7) (ou seja,

restringindo-a a (j — 7)-ésima linha de A) obtemos

C++bmﬂ()r j—‘rliAT ]Jrn.

J—TK

Lembremos que se um pivo primario de uma coluna correspondente a uma cadeia
oU=O7T=C est4 abaixo da (j —7)-ésima linha entdo pU=97=¢ = 0. Ou seja, pui=97¢ =1
somente quando na (j — 7)-ésima linha de A™™¢ existe um pivo primdrio, um pivo

mudanca de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo.

Pelo Lema 6.1, podemos assumir sem perda de generalidade que em uma mudanca de
base, colunas com entradas nulas na (j — 7)-ésima linha de A™"¢ e zeros abaixo nao
sao consideradas. Logo, nio hé necessidade de consideramos o caso em que A~ 7 j ¢ é
nulo com uma coluna de zeros abaixo, também nao convém considerar o caso em que

bj_¢ = 0. Assim, o caso que nos interessa é quando pli=r=¢ =1, b C#OeA] Fi¢

¢ um pivo primario ou um pivo mudanca de base. Tal caso existe, pois temos uma

. ~ . ~ .. —T+1 ., —T
combinagao linear nao trivial que anule A; 7 ., j& que A,

_7; € um pivo mudanca de
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base.

Pela Proposu;ao 6.1, temos que Z; i j—c # 0 eaj—(-ésima coluna tem de zeros abaixo
—T—C TFCAT

da entrada A] e ouseja, Ay 2. = c7 or CA;_%]._C £ 0.

~

Igualando os coeficientes de h;f__f em ambos os lados da equagao (6.7) (ou seja, res-

tringindo a equacdo & (j — £)-ésima linha de A) temos que

Z?—réj = u'u(j)fA eri 1'u] DT 1AJ —gj-1 T

= K),F—j+r AT IR
o pUTOT Iy AT e bR

]—K)

Como ]EJ;«?Oe i
JC%Oe ]fJC#O

5] = 0, entdo existe ¢ € {1,j — x} tal que pl=97¢ = 1,

- Como A] 53

existe um caminho v;_¢ ;_¢ de orbitas conectantes unindo h,(cj 9 a h,(g];_lg);

c#0étal que { —( <& er—( <rentao, por hipétese de indugao,

- Como Zj:g,j% #0étal queT™ —( < & eT — ( <r entao, por hipdtese de indugao,

existe um caminho v;_5 ;_ de orbitas conectantes unindo h,(cj =9 4 h,(f:f );

- Como AJ _7; #0étal que T < { eT <r entdo, por hipétese de indugao, existe um

caminho 7;_7; de érbitas conectantes unindo h;; U) 4 h(J T) .

£

Portanto vj_¢; = [Vj—r.js —Vj—r.j—¢> Vj—€.j—c] € um caminho unindo h,(gj) a hg:l . Assim foi

provado que A, . # 0 corresponde a um caminho no fluxo O

J—&:J

Com o auxilio do lema anterior podemos rapidamente provar o teorema principal deste

capitulo.

Teorema 6.1. Sejam ¢ um fluro gradiente de uma funcio de Morse f e A a matriz de
conexao sobre 7 da decomposicao de Morse tal que cada conjunto de Morse é uma singu-
laridade nao degenerada. Seja (E",d") uma sequéncia espectral induzida pelo complexo de

cadeias de Morse-Witten. Dada uma diferencial nao nula d” : £ , — E}

p—rgir—1 A0 sequéncia

espectral, existe um caminho de orbitas conectantes ¢ unindo a smgulamdade hy, (+1) que gera

E} . a singularidade hy,_ p r+l) que gera E

P —r,q+r—1-

Demonstragao: Seja dj, # 0, pelo Teorema 5.1 a diferencial dj # 0 ¢ induzida por multi-

L , e A .
plicagao pela entrada A7, 4 (um pivo primdrio ou um pivdo mudanga de base). Assim,
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.~ AT s .
pela Proposicao 6.1, temos que A, ., ., # 0 e todas as entradas na (p + 1)-ésima coluna
. ;. . ~ . =T _ p—r+lpr Ap
abaixo da (p — 7 + 1)-ésima linha sao nulas, ou seja, A,y .y = ¢, "AY o # 0.
Pelo Lema 6.2, existe um caminho no fluxo formado por 6rbitas conectantes unindo a sin-

gularidade h,(f' U 4 singularidade hfgp_ TH).

g

Exemplo 6.1.

Figura 6.4: Caminho 75 13.

Considere o Exemplo 7.3 do Apéndice B. Note que a entrada Aglg = 3 é um pivo primario
em A? que tinha sua entrada original em A igual a zero, isto é, Aglg = 0. Portanto, nao ha
necessariamente uma érbita conectante entre hflls) e th). No entanto, o Teorema 6.1 garante
a existéncia de um caminho de orbitas conectantes entre tais singularidades. Neste exemplo

iremos construir tal caminho.
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Note que

1 3
00y = —oh) — Sk = 3hg") = 3" — 1Y+ )+ AmT + g — 1)

= A =309 4 4n(" + B — p{Y

005" = 2h{ — 3 + h{Y — nY + Y — h{
) Sy Oy S Oy

Logo Z:Jg =0e Z;lg =1 # 0. Portanto, consideremos 7 = 4.

Calculando as entradas da prova do Lema 6.2 temos

4

- — —4
A'—F,j = A13—4,13 = A9,13 =—-1#0,

AT—¢ —~4-3 —1
Ajf?,jfc - A1374,1373 = Ag’lo =2#£0,
AT—¢ —~4-3 —1

Aj*&j*ﬁ - A1378,1373 = A5710 =1+#0.

Pelo Lema 6.2, um caminho entre hiw) e h:(;’) é v513 = [Y9.13, —79.10,V5.10]- Veja Figura
6.4.
O comprimento de v513 € £(V513) = €(79,13) + €(79,10) + £(V510) =4+ 1+ 5 = 10. Para

mais exemplos ver [CdRS]



Capitulo 7
Complexo de Morse Estendido

Neste capitulo, para simplificar a notagao, iremos denotar o espago moduli ﬁ/l\xy por M.
A construcao do Complexo de Morse Estendido requer algumas defini¢oes e algumas
propriedades de topologia algébrica, assim comecgaremos esse capitulo definindo espacgo dos

lacos e espaco dos lagos de Moore.

Definigao 7.1. Seja Y um espago topoldgico. O espagos dos lagos do espago Y (com

base em yo ), denotado por QXY ou por Q'[(Y,yo)], € o espaco das fungdes continuas

w:[0,1] — Y
8[071] — Yo

com a topologia compacto-aberto'.

O espago dos lagos de Y pode ser visto como um espago pontuado com base wy : [0, 1] —
{yo} C Y. Temos a seguinte operagao no espaco dos lacos, chamada de concatenag¢do de

lacgos;

QY xQY — QY

(w7u),) = ILL’(W,C(}/)’

onde
w(2t), se 0<t<1/2

W(2t—1), se 1/2<t<1.

p(w,w)(t) = {

ltopologia gerada pela subbase {< K,U >}, onde K é compacto em [0,1], A um aberto em Y e {<
K, U >} ={w:[0,1] — Y continua tal que w(K) C A}.

101
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O espaco dos lagcos de Moore de Y, denotado por 2Y, possui uma defini¢ao andloga
a definicao do espaco dos lacos de Y com a diferenca que qualquer lagco w estd parametrizado
pelo intervalo [0,a], a € [0,00), isto é, diferentes lagos podem ter parametrizagbes por
intervalos diferentes. Observe que ambos espacos possuem o mesmo tipo de homotopia. A
operacao concatenacgao de lagos no espaco dos lagos de Moore é andloga a definicao de
concatenagao vista anteriormente, com a diferenga de que nao precisamos reparametrizar os

lacos

QY x QY — QY

(w,w') = plw,w),
onde w: [0,a] =Y, w:[0,0] =Y

w(t), se 0<ta
(t—a), se a<t<b+a.

p(w, w/)(t) = {

A vantagem de usar o espaco dos lagos de Moore reside no fato de que a concatenagao
de lagos é uma operacao associativa. Porém, u/ a operacao no espaco dos lagos 'Y nao é

associativa, como podemos observar no seguinte exemplo:

Exemplo 7.1. Sejam w : [0,1] = Y, a : [0,1] = Y, 8:[0,1] = Y e i/ a opera¢ao no

espaco dos lagos, temos
plw, ple, 8))(3/4) = ple, 3)(2(3/4) = 1) = (2(1/2)) = a(1),

plp(w, ), B)(3/4) = B(2(3/4) = 1) = 5(1/2) # a(1).

Ja no caso Moore temos a associatividade que segue diretamente da definicao. Por
causa dessa propriedade usaremos somente o espaco de lacos de Moore de Y, QY e u a sua
concatenacao de lacos.

Agora, vejamos que os elementos de Mj podem ser vistos como lagos em M. Com efeito,
seja v um caminho simples (sem auto-intersecgao) que liga todos os pontos criticos de f e
contraia esse caminho a um ponto. Deste modo, obtemos um espaco quociente M , 0 qual
tem o mesmo tipo de homotopia de M, veja [H].

A propriedade 7.1 de My ¢é devido a compactificagao de Gromov do espago moduli, ver

referéncia [MS] e [K]. Tal compactificagao coincide com a que foi definida no Capitulo 1, ver
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também [BaC].

oM, = |J M xM,. (7.1)
zeCrit(f)
Para simplificar a notacao da féormula 7.1, z percorre todos os pontos criticos, porém

quando ﬂ: ou /VZ ou ambos nao estao definidos, o produto Mi X M; nao entra na uniao.
Denotaremos por QM o espacgo dos lacos de Moore da variedade quociente M.

Defina a aplicagao

75:./\/1; — CF

Y

u =y (u),

onde
Cy = C°([0. f(2) = fy)], {W*(x) N W (y)) U {z} U{y}})
Yy () [0, f(z) = fy)] = M
é tal que

Y W)(t) =z < t=f(z) = f(z) e Ou) N{y, )0, f(z) = f(¥))} = Ow).

Note que 7, (u) é um caminho que liga x a y passando pela érbita de u, O(u). A fungao
7y (u) é continua, pois é uma reparametrizagao da érbita O(u) com o acréscimo dos pontos
limites da Orbita, x e y. Usando a topologia compacto-aberto em CJ temos que a aplicagao
7, € continua, assim usando a compactificagao de My via érbitas quebradas (Capitulo 1),

podemos estender a aplicagao 7, a uma aplicagao continua

7 M, — O,

Observe que podemos definir a aplicacao concatenagao de caminhos de forma analoga a
concatenagao de lacos
#:0)xCY — 7
(9.h) — g#h,
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onde
g(t), se 0<t< f(zx)— f(y)

{ h(t = f(x) = f(y), se [f(z)—[fly) <t < f(x)=f(2)

Veja que # também é associativo.

g#h(t) =

Como uma consequéncia imediata da féormula 7.1, para cada elemento
T 21 Zk_1 ——
U,(Ul,U,Q,...,Uk) Ele XM22 X ... XMy gaj\/ly

temos que

Ty () = 72, (wa)#7%, (u2) . #7, (uk).

Uma outra propriedade da aplicagao # € a sua relacao com a concatenacao de lacos p através

da aplicacao quociente ¢, que leva o caminho simples v a um ponto:

o (V2 (w)#75(v)) = plg o 72 (u), g 0 7;(v)), (7.2)

onde u € M~

e ¢, a Figura 7.1 ilustra essa propriedade.

v E Mz De fato, essa propriedade segue diretamente das definicoes de #,

z

Considere a funcao
q, : Cy — QM, onde g, (h) = qoh.

Observe que g o h € QM, pois h é um caminho que liga x a y e ¢ leva o conjunto {z,y} a

um ponto. Logo, podemos fazer a seguinte composicao

ay

C;j — QM
u — yy(u) — qory(u).

~T
T Yy

Usando a propriedade 7.2 temos
Jy (u,v) = p(jZ(u), j;(v)), onde (u,v) € M, x Mz - 8%;.
Com efeito,
Jy (u,0) = g o7y ((u, ) = g o (Vo (w)#75(v)) = plg o7z (u), g 0 75 (v) = p(iZ (w), Jy (v)).

Agora, iremos iniciar a construcao do Complexo Estendido de Morse.
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TN T W)
e 8 (w)#75(0))
# q
75 (v)
Yy Yy
! g 07 (u)
7 () A O 11(q 072 (u), q 0 7(v))
h 1%
) — qo7;(v)
Yy

Figura 7.1: Relacao entre # e u

Seja C, o complexo cubical de M com coeficientes em Zj. Usaremos cadeias cubicais
(cadeias cujo dominios sao cubos unitarios, ver referéncia [Mal) ao invés de cadeias singulares,

pois nesse caso, para dois espacos X e Y, temos a aplicagao

definida por (o ® o')(z,y) = (o(x), 0’ (y)).

Para quaisquer pontos criticos x e y com indice de Morse |z| e |y| definimos:

Definigao 7.2. Um sistema de cadeias representadas para o espago moduli My é a

familia {s] € Clo—jy-1(M,) : 2,y € Crit(f)} tal que:
i sj representa a classe fundamental em H‘x|,\y|,1(m;, 8/75)
ii 885 — ZyGCTit(f) Sg ® S:Z.

Observacgao 7.1. Sistema de cadeias representadas do espago moduli aparece naturalmente

quando a compactificacao do espaco moduli ﬂj ¢ triangularizada de um modo compativel
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com a férmula 7.1, nesse caso os s, ’s podem ser tomados como a soma dos cubos de maiores
dimensao de ﬂz Como estamos trabalhando com um fluxo Morse-Smale temos que a va-
riedade Mz ¢ suavel, logo triangularizada, ou seja, nao precisamos mostrar a existem do
sistema de cadeias representadas. Ja no artigo [BaC| existe a prova da existéncia, pois

Barraud e Cornea trabalham com espaco moduli mais gerais.

Defina CLZ S C|x‘,‘y|,1(QM) por
ay = (Jiy)«(sy)-

A seguinte proposicao mostra que essa definicao estende a definicao dos coeficientes ope-
rador bordo de Morse-Witten quando |z| — |y| — 1 = 0, ou seja, quando z e y sdo pontos

criticos consecutivos.

Proposicao 7.1. O operador bordo de Morse-Witten pode ser visto como

Ofe) = Y tlap)y),

yeCTity_1(f)

onde §(a;) € o mimero de lagos da 0-cadeia a;;, médulo 2.

Demonstracgao: Primeiramente, observe que o operador bordo de Morse-Witten sobre Zy

é dado por:

O(z) = > nlz,y)y),
yeCTit,_1(f)
onde n(z,y) é o nimero de érbitas de x ay médulo 2. Portanto, basta provar que n(z, y)=t(ay),
ou seja, o numero de drbitas coincide com o ntimero de lagos da O-cadeia a;.
De fato, pela Proposigao 1.3, temos que s; € Cg(mi) ¢ uma 0-cadeia com finitos pontos,
na verdade, pela Defini¢ao 7.2 segue que s; possui a mesma quantidade de pontos que H;j
possui. Como ay = (j; )(sy) entdo aj é uma 0-cadeia composta de ﬂ(ﬂz) lacos, onde Jj(ﬂz)

¢é a cardinalidade de M;" Portanto

#(ay) = 8(M,,)(mod 2) = n(z,y).

O Exemplo 7.2 ilustra bem a proposicao anterior.
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Considere o seguinte produto
L CLQM) ® Cp(QM) — Crop (M x QM) T Oy (M),

onde p é a concatenacao de lagos e C,(u) é a induzida de p no complexo de cadeias. Esse
produto torna C,(Q2M) em um anel diferencial®>. Com efeito, basta usar a defini¢ao de 0 e
do produto -

Sabemos calcular da para qualquer a € C,(2M) pela defini¢ao de d, ja no caso daj, temos

uma formula especifica, como nos mostra a proposicao abaixo.

Proposicao 7.2. Sobre as consideragoes feitas acima temos

zeCrit(f)

para todos pontos criticos x ey € Crit(f).

Demonstragao: Essa proposi¢ao segue da construgao de a; e da férmula 0sy. De fato,

Oay = 0(7;)(sy) = (7)+(0s5) = (77)s( D st@s))

z€Crit(f)

= ) Uplsios))

zeCrit(f)

= ) (goT(si®s).

2€CTit(f)

Usando a defini¢ao de (g o 7). temos que a cadeia (s? ® s7) € CT(M;C) é levada na
cadeia (gq o7so (s? ® sf/)) € C.(QM),onde r = |z| — 2| =1+ 2| = |y| = 1 = |z| — |y| — 2,

assim considere ¢ € [0, 1]", logo

go7 o (2@ s2)(t) = o i ((u,0)) = qo (TE(u)#7:(v))
= plgovi(u),qo7,(v))
= (5 (), i (v))
= p(iE(s%(t), Ji(s5(t2)),

onde (s7 ® s7)(t) = (s%(t1) @ s;(t2)) = (u,v) € M x ﬂz c ﬂj, t; € [0, 1]lel=lz=1 ¢

2 Anel diferencial é um anel que satisfaz a propriedade de Leibniz: d(a -b) = (da) - b+ a - (Ob)
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ty € [0,1]11=W1=1 "com ¢ = (¢1,t3). Assim temos que
(gy 0 Ty)«(s7 @ 57) = Culp) (G2 (52), 7y (57)),
segue que

oar =0().(s) = Y CGEED. ) = Y at -,

z€Crit(f) zeCrit(f)

Um outro modo de ver a férmula da proposigao anterior é construir a matriz A = (aj)

que contém todos os a; para todos os pontos criticos, assim segue da Proposi¢ao 7.2 que

0A = A%

Observe que a matriz A é estritamente triangular superior e podemos visualizar esta
matriz conforme a Figura 7.2, onde os blocos que contém as k-ésima cadeias ay. Os blocos
pretos representam as O-cadeias a;;, os blocos azuis representam as 1-cadeias a;, e assim por
diante. Os blocos pretos estao relacionados com a matriz de conexao, pois se considerarmos
as entradas fay (com |z| — [y| — 1 = 0) teremos que os blocos pretos formam a matriz de

conexao.

Agora, definimos um novo complexo de cadeias C(f) associado a f por

(C(f),d) = ({Ck(f) Irez, d),

onde
Ci(f) = P ColQM) @ Zy < Crit,(f) >,
dla®z)=(0a)@x+a-(dl®x))

dl@z)= Y aoy
yeCrit(f)

Esse complexo sera chamado de complexo de Morse estendido de f.
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Figura 7.2: Matriz A=(aj).

Proposicao 7.3. (C(f),d) definido acima é um complexo no sequinte sentido

dk:Ck—>Ck,1 €d2:O.

Demonstragao:

Do fato de que dj, : C, — Cj—1 segue que d(a®z) = (Oa) @ x +a- (d(1®z)). Com efeito,
suponha que a € Cy(2M) e x € Crit,(f) tais que ¢+ p = k, é claro que (0a) ® x € Cr—. J&
a-(d(1®x)) € Cy_1, haja vista que, a € Cy(QM) e

dlez)= Y aeye P C(QM)&Z < Crit(f) >,
yeCrit(f) s+t=k—1

pois se y € Crit(f) entdo aj € Cly—jy-1(QM) = Cp— 1 (QM).

Para provar que d? = 0 basta usar a definigao de d, o fato de que C,(Q2M) ¢é um anel

diferencial, a Proposicao 7.2, notar que os coeficientes das cadeias estao em Z, e fazer alguns
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calculos:

dldla®z)) = d0a@z+a-dl®z))=d0a®z)+da-dl®x))
= 00a@x+0da-d1l@x)+d) (a-a]®y))

Y

= 0+0a-dl®x)+ Y [(0a-a)@y+a-al®@dl®y)
(Y _ate2)
S al®2)

Y

= 8a~d(1®:c)—i—Z[@a‘a;@y—l—a-aa;@y—i—a-a;

)
= 2(0a-d1®z)+ > [a-da) @y +a-a]

Y

= O—I—Z[a-f)c@@y—i—a-az-(Zai’@z)]

O

Podemos também definir complexo de Morse estendido de f sobre 7Z, para tal

definiremos as cadeias s; € Cast(./\/lg) ea, € Clust(2M), como anteriormente, com a diferenca

de que os coeficientes de ambos complexos estao em Z. O complexo estendido serd dado por

(C(f), d) = ({Ck(f) }rez, d),

onde
C(f) = B Cu(QM) & Z < Crity(f) >
q+p=k
da®z)=a-dl®zr)—0Jda®x
e

dlez) = Y (- Taey

yeCrit(f)

A seguinte proposicao é analoga a Proposigao 7.3.
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Proposigao 7.4. (C(f),d) definido acima é um complexo no sequinte sentido
dk:Ck—>Ck,1 edzzo.

Demonstragao:

A demonstragao é inteiramente andloga a Proposicao 7.3, com uma diferenca no calculo

de d*> = 0, como segue:

dldla®z)) = d-0a®@zr+a-d(l1®z))=—d0a®z)+da-dl®x))
= 00a®x—da-d1l®z)+d) (-1 M (a0l @y))

Yy

= 0—0a-d1®=x Z D0 ab)) @y +a-al @ d(1 @ y)]

= —0a-d(l1®ux) —|—Z— |x|_|y‘_1[8a-ay®y+a-6a§®y+a~a§-d(l@y)]

Y

= Ja-d(l1®z)—0a-d1®@x)+ Z(—l)‘xl_‘m_l[a 0a, @y +a-a,-dl®y)
y

— 0+Z \:vl ly|— 1@ 8@ Qy+a- a (Z(—l)‘m’lZ"laZ@z)]

z

= 0+ Z[(_l)lxl—ly\—la 0al @y +a-al- (Z(_l)\xl—\yl—l(_1)Iy\—\2|—1azz/ ® 2)]

z

= 0+ Z[(_l)lrl—ly\—la 0at @y +a-al- (Z(—l)‘f"‘zl—%g ® 2)]

z

)
- CL‘Z[(—l)“'*'t‘*laaf@t—kZ(— |z| 12 4o L@ @]
t s
= a- )y [F(=D)EIY et ai @t ()Y Tl o) @]

t s s
= 0.

U

Enunciaremos uma proposicao analoga a Proposicao 7.1, nesse sentido precisamos fazer
umas consideragoes.

. » . . . — Wi

Fixemos z e y pontos criticos tais que |z| — |y —1 = 0. O caminho 7, (u), onde u € M.,

¢ uma componente conexa da variedade W#(z) N W*"(y), logo tem orientagao induzida pela
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orientacao da variedade W#*(x) N W*(y). Como a aplicacdo quociente q : M — M leva o
caminho 7y, no lago g o7, = jy(u) pela simples jungao dos pontos extremos do caminho, a
saber z e y, entdo o lago jy(u) possui uma orientagao [j;(u)] induzida pela orientagao de
W (z) N W(y).

Temos também que o caminho 7y (u) possui uma orientagio induzida pelo fluxo, assim
temos uma orientagao induzida em j7(u) pelo fluxo tangente, a qual denotaremos por [4].

Seja n;, o sinal caracteristico do laco j;(u) definido pela igualdade
[y (w)] = ng[a].

A imagem do lago j;(u), com u € /Vz, é uma componente conexa da variedade M, logo

tem orientacao induzuda.

Proposicao 7.5. O operador bordo de Morse-Witten pode ser visto como

Oc(z) = D nalz,y)(y),

yEeCTity_1 (f)

onde ng(x,y) = Z ne.

UEMIy
Demonstracgao: Primeiramente, observe que o operador bordo de Morse-Witten sobre Z é

dado por:

ofa) = Y alzyy), ey =Y

yeCTit_1(f) ueﬁxy

Portanto, basta provar que n(x,y)=n.(z,y), ou seja,

Z Ny = Z Ny

ueﬂzy Uemzy

De fato, pela demonstragao da Proposigao 7.1 temos que a (-cadeia a; possui ﬁ(ﬂj) lacos,

logo, basta ver que nf=n,, o que segue das consideracoes feitas antes desta proposigao. [

Exemplo 7.2.

Considere o fluxo Morse-Smale na esfera deformada M dado pela Figura 7.3, e seja y

o caminho simples que liga todos os pontos criticos. Agora contraimos esse caminho a um
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Figura 7.3: Fluxo na esfera deformada

ponto. Assim temos o espago quociente M onde v é um ponto desse espago.

Note que ﬂz possui somente dois pontos, como s¥ € C (Hz) e s¥ tem que satisfazer o
item (ii) da Defini¢ao 7.2, temos que s¥ é uma 0-cadeia formada pelos dois pontos de MY,
observe que s¢ também satisfaz o item (i) da Defini¢ao 7.2. Analogamente, SZ,' ¢ uma 0-
cadeia formada pelos dois pontos de ./\/l?;f Portanto, a? = (j¥).(s¥) é uma 0-cadeia formada

. / el / ’ . .
por dois lagos e, analogamente, ay, = ( Jy )*(sjj,) ¢ uma O-cadeia formada por dois lacos.

Veja que a? é uma O-cadeia formada pelo laco constante wq : [0, f(3/) — f(2)] — M
com wy([0, f(y') — f(2)]) = {7}, onde v é visto como um ponto em M. Logo, a escolha do
caminho simples v poderia alterar agl, isto é, ag/ poderia ser uma 0-cadeia formada por um

. , / . . .
lago diferente do lago constante, porém a¥ continuaria a ser uma 0-cadeia.

. ’ ’ . . .
Agora, iremos encontrar al e af,. Antes, vejamos que para satisfazer as propriedades
o o~ / . . . ~ . !
. v -
da Definicao 7.2, s7 deve ser a 1-cadeia formada pelos dois arcos de circunferéncia de M7,

conforme o desenho em azul na Figura 7.3. Portanto, a? = (5'),(s¥) é a l-cadeia formada

z/
Z/

. . . ~ . ’ ’ ol ,
pela imagem dos dois arcos de circunferéncia de M? . Analogamente, a? = (52 ).(s%) é a

. . . A . /
1-cadeia formada pela imagem de um arco de circunferéncia de M?,, conforme desenho em
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z z Y Y T T
z 0 0 a¥ ag’ aj aﬁ/
P 0 0 |0 a |laz ¥
y 0o 0 0 0 |a a
Yy 0 0 0 0 0 af
x o 0 0 0 0 0
a/ o 0 0 0 0 0

Figura 7.4: Matriz A=(aj).

verde na Figura 7.3.
Utilizando o que foi visto acima, podemos conferir (nesse exemplo) a férmula provada na

Proposicao 7.2. De fato,

Oa; = 0(j2 )«(s7) = (47 )«(0s7)
e como 335 sao os pontos de ﬂz e ﬂz:, entao (9a"§' ¢ a O-cadeia formada pelos lagos que

correspondem aos pontos de ﬂz e de Mz,. Por outro lado,

z’ t _  a y z’ y’
E ay +Q, =a, *0a;+ a,-a;,

Yy
teCrit(f)

/

como af € (j;l)*(Cg(MZ; )) e a¥ € (j9).(Co(M?)) entdo pela definicio de - temos

a2 - a¥ € (7). (Co(Me x M) C (%) (Co(OM ).

)

Portanto, aj -a¥ é a O—Cadeia_folrmada pelos dois lagos j7 (u,v) = u(jy (v),j¢(v)) e j7 (u,q) =
(52 (u), 3%(q)), onde u € ./\/lz e v,q € M.. Analogamente, az,' -a¥ é a O-cadeia formada

por dois lagos. Logo

z y x/ y ! t
da; =a, -al +ay, -al = ay - a,.
teCrit(f)
Calculando os demais aj’s podemos construir a matriz A = (a;), conforme a Figura

7.4. Veja também que os blocos pretos sao os mesmos da matriz de conexao e o bloco azul
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corresponde aos valores de a’ quando |s| — |t| — 1 =1.

A coluna x representa d(1 ® x), neste exemplo temos o cdlculo de

d1e2)=> af ®@t=a @y+a, @y +a’ @z+a @7
t

Podemos entao definir o Complexo Estendido de Morse (C(f), d),

C(f) = EP Co(M) @ Zy < Crity(f) >, dla®x) = (9a) @+ a - (d(1® x)).

q+p=k

Considere a seguinte filtragao do complexo de Morse estendido

FC= P CAM)®Zy < Crit,(f) > .

q+p<k

Pelo Teorema 2.2 temos a sequéncia espectral

E(f) = (E,,(f),d")

associada a filtracao F,C. Analogamente, temos o mesmo resultado quando o complexo
estendido esta sobre Z.

De fato, em [BaC] e [BaCl1] foi demonstrado que essa sequéncia espectral é a sequéncia
espectral de Serre associada a fibragdo caminho-lago, para mais detalhes ver [H1]. Vérios
resultados sdo obtidos, em [BaC]| e [BaCl], através da sequéncia de Serre, no entanto, estes
artigos faz o estudo de sistemas Hamiltonianos e de topologia simplética. Portanto para

utiliza-los, ha a necessidade de adapta-los para a Teoria de Morse.
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Apeéendice A

Nessa apéndice apresentarei um tutorial simplificado de como rodar o programa Sweeping
Algorithm. Para mais detalhes veja a referéncia [dRMS].

O programa faz o uso do Mathematica versao 6 ou acima, ou seja, precisa desse programa
instalado no computador.

O primeiro passo é baixar os arquivos SweepingAlgorithm.nb, RandomConnectionMa-
trixGenerator.nb e SweepingAlgorithm_NumericalExperiments.nb, na pagina

http://www.ime.unicamp.br/~ margarid /software/.

Depois abra o arquivo SweepingAlgorithm.nb e clique no tltimo colchete do lado es-
querdo, conforme a Figura 7.5, em seguida tecle shift + enter para compilar o programa.

Agora abra o arquivo RandomConnectionMatrixGenerator.nb e clique no tltimo colchete
do lado esquerdo, conforme a Figura 7.6, em seguida tecle shift + enter.

Abra o arquivo SweepingAlgorithm_NumericalExperiments.nb, clique duas vezes no colchete
indicado pela Figura 7.7 para mostrar os comandos, Figura 7.8. Em seguida tecle shift +
enter. O programa apresentard os calculos e as matrizes produzidas durante o processo do
Método da Varredura.

Agora que sabemos fazer o programa funcionar, veremos como colocar uma matriz dese-
jada para ser calculada.

Na Figura 7.8, temos uma sequéncia de comandos que defina uma matriz. Esses comandos
pode ser melhor visualizados na Figura 7.9.

Mais especificamente:

e A = Table[0, 6, 6]; Significa que A serd uma matriz bidimensional 6 por 6:

e A[[1, 3]] = A[[2, 3]] = A[[4, 5]] = A[[4, 6]] = 1; Define qual serd as entradas da
matriz, isto é, A[[7, j]] =a; ;. Observe que antes de definir as entradas da matriz todas

as entradas sao nulas;

117
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Sweeping algorithm

MP. Mello

e-ttiail: margand at. ime dot. unicarap dot. by
Reference

Conley's spectral sequence via the sweeping algorith
P Mello, K. &. de Rezende, M. . da Silveira

nfij= Heeds["Splines "] J

Auxilliary routines ]

= Quality control subroutine ]

in@2}= (+ global variables: ul, lr, colhead (headers of delta matrix), indMorse (Morse index of column), colMorse[[j]] (first column with j-th Morse index)
Optional parameter: z2 - False --- matrix in Z, z2 = True --- matrix in Z2 »)
QualityControl =.:
QualityControl [matrix List, columnpartition List, OptionsPattern[z2 - False]] :=
Module[{d = Dimensions[matzix][[1]], dd = Dimensions [matrix][[2]], nula, Parar, matrizbin, n, nb, Irtent, i, k, f, errormsy, maxcolumns, maxrows,
mincolunns, minrows},
Clear[ul, 1r, colhead, indMorse, colMorse]:
If[!OptionValue[22], £[x ] := x} errormsy = "Matrix is not nilpotent.", f[x ] :=Mod[x, 2]; errormsg = "Matrix is not nilpotent mod 2."]:
nula = Table[0, {d}, {d}];
Parar = False;
{» Calculating the mumber and the position of the hlocks «)
mh=0;k=1;
Do[If[columnpartition[[i]] « columnpartition[[i+1]] #0, nb += 1;
ul[K] = {Sun[colmmpartition[[dd]], {ad, 1, i - 1}] + 1, Sun[colmnpartition[[dd]], {dd, 1, i}] +1}:
1r[k] = ul[k] + { colummpartition[[i]] - 1, columnpartition[[i +1]]1 - 1}; k += 1], {i, 1, Dimensions[columnpartition] [[1]] - 1}
{» Verifying whether the matrix is square, upper triangular, nilpotent, column partition is comnsistent, that is,

100% ~

Figura 7.5:
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3 Wolfram Mathematica 7.0 BEX]

File Edt Insert Format Cell Graphics Evaluation Palsttes Window Help

% R

Random connection matrix generator

MP. Mello
e-rnail: margarid at. ime dot. unicarap dot. by

Reference:
Conley's spectral sequence via the sweeping algorithi
MLP.Mello, K. & de Rezende, M. R. da Silveira

Random connection matrix generator ]

Infz3):= i i ator =.

[dimensions Integer, OptionsPattern[{numberofblocks - 3, seed —» 1234, range - 20}]] :=

Module[{n = dimensions, b = OptionValue[numberofblocks], Parar, particao, delta, upperleft, lowerright, indicesaaumentar, numunsporbloco,
linproibnext, miolo, linhamin, linhamax, colmin, colmax, 1i i L1 iveis, col iveis, linsort, matmudabhase, semente = OptionValue[seed],
faixa = OptionValue[range], i, j, k, colhead, col, indMorse, collorse},

Clear[miolo];

Parar = False;

SeedRandom[semente];

Print["Seed used = ", semente]; If[0ddQ[n], Parar = True; Print["Erro. Dimensdo fornecida é impar."],
If[n <4, Parar = True; Print["Erro. Dimensdo fornecida é inferior a 4."]1]:

If[!Parar,
particao = Table[2, {b +1}]:
particao[[1]] = 1;
indicesaaumentar = RandomInteger[b, n-3-2hb]:
particao = particao + BinCounts[indicesaawmentar, {0, b +1, 1}];
{» Localizacao dos blocos «)
wpperleft[1] = {2, particao[[1]] +2}:
lowerright[1] = {particao[[1]] + 1, particao[[1]] + 1+ particao[[2]]}:

Do[upperleft[i] = lowerright[i - 1] + {1, 1}; lowerright[i] = wpperleft[i] + {particao[[i]] - 1, particao[[i +1]]-1};

5

100% 4+

Figura 7.6:
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€ Wolfram Mathemati 7.0 - [SweepingAlgorithm_NumericalExperiments.nb *]
IF\Ie Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes ‘indow Help

4 SweepingAlgorithm_NumericalExperiments.nb *

i T T T U T R P I

Numerical experiments with the sweeping algorithm

MLP. Mello
e-mall: margand at. ime dot. unicamp dot. br

Reference:
Corley's spectral sequence via the sweeping algorithr
MP. Mello, KA. de Rezende, M R. da Silveira

Sweeping algorithm over Z --- nonrandom matrices

u Mairix 0 %
u Matrix |
= Mairix 2
» Mairix 3
= Matrix 4
u Matrix §

O oD Das

Sweeping algorithm over Z --- random matrices

= Example 1: 10x10 matrix, 3 blocks
= Example 2: 1010 matrix, 2 blocks
u Example 3: 10x10 mairix, 2 blocks
= Example 4: 16x16 matrix, 3 blocks
= Example 5: 1616 matrix, 2 blocks
= Example 6: 20x20 matrix, 4 blocks
u Example 7: 20x20 matrix, 3 blocks
= Examnle 8: 18x18 matrix. 3 blocks

3

100% ~

Figura 7.7:

e partition = 2, 2, 2; Define quantos pontos criticos de indice k£ existird. Nesse caso

temos 2 pontos criticos de indice 0, mais 2 de indice 1 e mais 2 de indice 2.

Observe que se a matriz A nao tiver quadrado nulo ou se a matriz nao for triangular
estritamente superior entao aparecerao as mensagens “Matrix s not nilpotent.” e “ Error.
Stop, matrix is not upper triangular.” respectivamente. Em todos os casos anteriores e
também no caso em que a particao nao estiver correta o programa gerard erros, ja que o
Método da Varredura nao esta definido para esses casos.

Na Figura 7.8, temos dois comandos que fazem rodar o programa SweepingAlgorithm.
Esses comandos pode ser melhor visualizados na Figura 7.10.

Mais especificamente:

e n = SpectralSequenceConstruction[A, partition, Nf -> True, Erp -> True];

E a chamada do programa com umas propriedades adicionais;
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% Wolfram Math ica 7.0 - [SweepingAlgorithm_NumericalExperiments.nb *] g@

‘Fi\e Edit Insert Format Cell Graphics Evaluation Palettes Window Help

4 SweepingAlgorithm_NumericalExperiments.nb * E]
t B 3 [ 5 B 7 8 5 1 [ 12 13 o [H 1§ 17 WTZ

Numerical experiments with the sweeping algorithm

MLP. Mello
e-mall: margand at. ime dot. wnicamp dot. br

Reference:
Conley's spectral sequence via the sweeping algorithe
M.P. Mello, KA. de Rezende, M R. da Sitveira

Sweeping algorithm over Z --- nonrandom matrices

= Matrix 0
A =-Table[0, {6}, (6}]:
R[[1, 311 =R[[2, 311 = R[4, 511 =R[[4, 6]] = 1}
partition = {2, 2, 2};

n - Spectra ion[A, partition, Hf - True, Erp - Truel;
Table[changeofbasismatrix[i] // MatrixForm, {i, 1, n}]

u Matrix 1
= Matrix 2
u Matrix 3
= Matrix 4
= Matrix §

Sweeping algorithm over Z --- random matrices

» Example 1: 10x10 matrix, 3 blocks jA|

= Tanmmla % 10500 maniris 3 hlanlen 711 1=

Figura 7.8:

A = Table[0, {6}, {6}];
A[[1, 3]] =Aa[[2, 3]] =A[[4, 5]] =A[[4, 6]] =1;
partition = {2, 2, 2};

Figura 7.9:

1. Nf-> True Habilita um outro método para calcular o coeficiente lider da mu-
danga de base (ndo ha necessidade de ter opgao para os célculos, se quiser pode
deletar esse termo, ficando n = SpectralSequenceConstruction[A, partition, Erp
-> Truej).

2. Erp -> True Habilita os cdlculos dos Z-médulos EJ. Caso nao queira esses
célculos basta deletar esse termo, ficado n = SpectralSequenceConstruction[A,

partition, Nf -> True].

e Table[changeofbasismatrix[i] // MatrixForm, i, 1, n] Serve para calcular as

matrizes mudanca de base em cada etapa.
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n = SpectralSequenceConstruction [A, partition, Nf -» True, Erp -» True];

Table [changeofbasismatrix [i] // MatrixForm, {i, 1, n}]

Figura 7.10:

Caso queira gerar uma matriz aleatéria, nesse mesmo arquivo SweepingAlgorithm Nu-
mericalExperiments.nb temos o seguinte titulo Sweeping algorithm over Z — random
matrices. Basta escolher a dimensao e a quantidade de blocos da matriz, e colocar o pro-

grama para rodar. Caso nao tenha o desejado, basta fazer as seguintes alteragoes.

e Clear[A, partition] Serve para apagar os dados anteriores da matriz A e da partigao,
é importante essa linha de comando ja que é bem provavel que a matriz A e a particao

seja diferente da usada anteriormente.

e Clear[A, ul, Ir, partition] Serve para apagar os dados anteriores da matriz A, da

particao e alguns valores dentro do programa que gera matrizes aleatorias.
e nb = 3; A quantidade de blocos que a matriz A tera.

e A, partition = RandomConnectionMatrixGenerator[18, seed -> 85, num-
berofblocks -> nb, range -> 20]; Faz a chamada do programa que gera matrizes

aleatorias, com as seguintes propriedades:

1. O primeiro nimero é a dimensao da matriz, nesse caso a matriz é 18 por 18.
2. seed -> 85 Para cada numero diferente teremos matrizes diferentes.

3. numberofblocks -> nb A quantidade de blocos que a matriz terd é nb, que

nesse caso é nb=3.

4. range -> 20 As entradas da matriz A serao limitadas, quanto menor o valor da

variavel range mais limitadas serao as entradas da matriz A.
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Neste exemplo, observaremos entradas nao inteiras nas matrizes intermediarias, porém
como foi provado em [dRMS] a ultima matriz sempre apresentard entradas inteiras. Esse
exemplo também apresenta os calculos dos Z-modulos £ da sequéencia espectral associada ao
Método da Varredura. Tais calculos serao mostrados até a quarta etapa, quando encontramos

a matriz A*, Figura 7.

Exemplo 7.3.

123
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In[42]:= n = SpectralSequenceConstruction[A, partition, Erp - True];

Table[changeofbasismatrix[i] // MatrixForm, {i, 1, n}]

Column partition is correct.

Total number of diagonals to be swept =

i=20

A° -

hy " n " n " " " h ne it hi? h? ht

hg

s 2 (3| 2[1]0]0

s 2 310 2|1

h4

3 0 1 -3 1
h5

3 1 0 2 0
h6

3 -3 | -2 1 -3
3 3|2 |-2]| 4
h8

3 -1 1 -2 1
h9

3 2 -2 3 -1
ny?

hy!

hy?

hi?

h*

_________ [0 [ o DA ¢ [
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Al =
1,1 2.1 3.1 4.1 5.1 6.1 7.1 8.1 9.1 10,1 11,1 12,1 13,1 14,1
0’0 0'2 0'2 0'3 0'3 0'3 0'3 0'3 0'3 0'4 0'4 0'4 0'4 0'6
ot = il
2,1 2
oy =h 2 3 2 1 0 0
3.1 I
0y =h 2 3 1 0 2 1
4.1 4
o3 =h 0 1 -3 1
5.1 S
oy =h3 1 0 2 0
6,1 6
oy =h -3 | -2 1 -3
70 _ 17
o3 =hs 3 2 -2 4
8.1 8
o3 =h3 -1 1 -2 1
9.1
oy =h 2 |-2| 3 | -1
(rlO.l:hli)
Uszhy
()_lZAI:th‘Z
13,1 3
4 :hf
(T(])4,I=hé4
Ep
1,1 51,1
o}
Numerator: H 0
hi |1
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

1
Eq

Numerator:

Denominator:
There is no first term denominator

There is no second term denominator

1
E;
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Numerator: h%
h3

Denominator:

lst term of denominator: h% 1
hi |o

There is no second term denominator

E3
4,1
ptet ol

hi |1

h3 |0
Numerator: hg 0

hl (o

hé (o

hi |0
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

Ej
e Oé.o usit Og.l
h$ |1 0
h3 |0 1
Numerator: hg 0 0
hl (o 0
hé (o 0
hi |0 0
Denominator:
U4A>0§0
WL
h3 |0
1st term of denominator: hg 0
hllo
hé |o
hi |0

There is no second term denominator
1
Es

4,-1 4,1 5,0 5,0 6,1 ~6,1
O3 O3 O3

hj
h3
Numerator: h§
hj
h§
h3

o O O O O Rr|T
O O O O oOo|lkt
o O O B O oOo|t%

Denominator:
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lst term of denominator:

1
Eg

Numerator:

Denominator:

1lst term of

There is no

Ej

Numerator:

Denominator:

1st term of

pbot Oé,fl us0 og,O
hi |1 0
h3 |0 1
hé |o 0
hl |0 0
hé |o 0
hi |0 0
There is no second term denominator
pde 2 O§,72 st Ogyfl X o§'° et oZ'l
hi |1 0 0 0
h3 |0 1 0 0
h§ |o 0 1 0
hl |0 0 0 1
hé |o 0 0 0
hi |0 0 0 0
ph? 0§172 uset 02,—1 060 Og,
hi |1 0 0
h3 |0 1 0
denominator: hg 0 0 1
hl |0 0 0
hé |o 0 0
hi |0 0 0
second term denominator
ph3 oé"3 us2 02'72 ubo-1 og”l u?:0 o§'° w1 og'l
hi |1 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0
hé |o 0 1 0 0
hllo 0 0 1 0
hé |o 0 0 0 1
hi |0 0 0 0 0
ph oy s 2ol st ol W0 ol
hi |1 0 0 0
h3 |0 1 0 0
denominator: h§ |0 0 1 0
hl o 0 0 1
hé |o 0 0 0
hi |0 0 0 0

There is no

1
Eg

second term denominator
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et O§,,4 us -3 02,73 U2 02,72 u?t Oz"l 080 05,0 uot 02’1
h$ |1 0 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0 0
Numerator: hg 0 0 1 0 0 0
hl |0 0 0 1 0 0
hé |o 0 0 0 1 0
hi |0 0 0 0 0 1
Denominator:
phod o§’74 us-3 05'73 ub -2 02.72 u7t oZ"l us og'
hi |1 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0
1st term of denominator: h§ |0 0 1 0 0
hl|o 0 0 1 0
hé (o 0 0 0 1
hi |0 0 0 0 0

There is no second term denominator

1

Eg
U
hi% |1
Numerator: hil 0
hi? |0
hi® |0

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

1
Eig
10,0 11,1
pt0.0 gl pttet ol

hi® |1 0
Numerator: hil 0 1

hi? |0 0

hi* |0 0
Denominator:

1st term of denominator:

10,0

10,0
[0

10
h4

11
h4

12
h4

13
h4

U
1
0
0
0

There is no second term denominator

By
ot GiO,fl pi1eo Gil,o 2t Giz'l
hif |1 0 0
Numerator: hj! |0 1 0
hi? |0 0 1
hi’|o 0 0

Denominator:
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10,-1 ~10,-1 11,0 11,0

H Oy H Oy
hi® |1 0
1st term of denominator: hj' |0 1
hi? |0 0
hi* |0 0

There is no second term denominator

Ei,
ulo,fz OiO,fZ u11,71 Oillfl “12,0 OiZ,O U13’1 Oi},l
hi® |1 0 0 0
Numerator: hil 0 1 0 0
hi? |0 0 1 0
hi? |0 0 0 1
Denominator:
ulo,fz OiO,fZ u11,71 Oillfl u12,0 Oiz,o
hio 1 0 0
1lst term of denominator: hil 0 1 0
hi? |0 0 1
hi*|o 0 0

There is no second term denominator
1
Ei3

14,1 14,1
1 og
Numerator: 7
hg® |1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

{E§ =2z[n5], Bl =2[ 03], By =2[h}], B} =2z[h}], B} =2[h3], BL =2[hS], B¢ =z[ h]],

Ej =Z[h§], By =Z[h3], B3 =Z[h{°]. Efo =Z[h}'], By = 2[0i’], Bl, = Z[ 0}’], Bl = Z[ hg*]}

{a5=0,d}=0,d;=0,d5=2,d; =0, d5 =0,
dg=0,d7=0,d3=0,d; =2, do=0,dj; =0, dj, =0, df; =0}
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A% =
12 22 32 42 52 62 72 8.2 92 10.2 1.2 122 132 14,2
D'O 0'2 0'2 0'3 0'3 0'3 0'3 0'3 0'3 0'4 0'4 0'4 0'4 (o
ot =1
22 _
0y =h 2 3 2 1 0 0
32 _ 43 1
o =h 2 3 11 0 2 1
42 _ 44
o3 =h 0 1 -3 1
52
o3 =h 1 0 2 0
62 _ 16
o3 =13 -3 | -2 1 -3
72 _ 17
oy =0y 3 2 -2 4
8.2
03" =h3 -1 1 -2 1
92 _ 49
oyt =0 2 -2 3 -1
(rlo'zzh_,',o
ij:hf;l
122 _ ;12
o, =hy
13,2 13
o =hy
0'(])4"2:/%4
2
1,2 1,2
H™'" O
Numerator:
hé 1
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

2

El
2,2 2,2
KT 0y
Numerator: h%
hj
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

2
E>
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Numerator:

Denominator:

1lst term of

2nd term of

E3

Numerator:

Numerator:

Denominator:

1lst term of

There is no

ES

Numerator:

Denominator:

P e
h% |1 0
h3|o 1
denominator: h?
h3
denominador:
pti2 gt
hi |0
h3 |0
hé |0
hl o
hé |o
hi |0
ptit oé'l u5:2 og,z
hi |1 0
h3 [0 1
hé |o 0
hl |o 0
hé |o 0
hi |0 0
u4,10%,1
i |1
h3 |0
denominator: h§ |0
hl o
hs |0
hi |0
second term denominator
H4'00§'0 MS'log"l M6'2 05,2
hi |1 0 0
h3 |0 1 0
h§ |0 0 1
hl o 0 0
hé |o 0 0
hi |0 0 0
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1st term of

There is no

2
Eg

Numerator:

Denominator:

1lst term of

There is no

B

Numerator:

Denominator:

1st term of

There is no

2
Eg

u
h$ |1
h3 |0

denominator: h§ |0
hl |0
hé |o
hi |0

second term denominator

ptot Og,—l us0 Og,o us: og'l u’ 03'2
h$ |1 0 0 0
h3 |0 1 0 0
h§ |o 0 1 0
hj |0 0 0 1
h§ |0 0 0 0
hi|o 0 0 0
pbot Og,—l us0 o?’ w6 og’l
hi |1 0 0
h3 |0 1 0
denominator: h§ |0 0 1
hl|o 0 0
h§ |o 0 0
hi |0 0 0
second term denominator
pdi-2 O§,72 st Oglfl 160 Oglo et Oz' U8 Og'
h$ |1 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0
h§ |o 0 1 0 0
hl|o 0 0 1 0
h |0 0 0 0 1
h |0 0 0 0 0
ph oyt et ot w0l Wt oy
hi |1 0 0 0
hi |0 1 0 0
denominator: h§ |0 0 1 0
hl |0 0 0 1
h§ |o 0 0 0
hi |o 0 0 0

second term denominator
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Numerator:

Denominator:

1st term of

2nd term of

Numerator:

2
Efo

Numerator:

Denominator:

1st term of

There is no

2
E7y

Numerator:

Denominator:

plidoy T st oy o ps oty 00l ptlolt w2 ol
hi |1 0 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0 0
hé |o 0 1 0 0 0
hl|o 0 0 1 0 0
hé |o 0 0 0 1 0
hi |0 0 0 0 0 1
pl -3 03.73 us 2 021*2 ub-t Og.fl e Og. u8 og'
hi |1 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0
denominator: h§ |0 0 1 0 0
hl |o 0 0 1 0
hé |o 0 0 0 1
hi |0 0 0 0 0
6U10'1 GlO,l
né o
h3 |1
denominador: hg -3
hl |3
h§ -1
h3 |2
1110’2010'2
ni% o
hit |0
hi? |0
hi*|o
pto.l Oio’l pite2 Oi1'2
hi% |1 0
hit |0 1
hi?2 |0 0
hi* |0 0
u
hi% |1
denominator: hj! |0
hi2 |0
hi*|o

second term denominator

ulo,o OiOVO u11,1 Oil'l u12,2 Oi2'2
hi® |1 0 0
hit|o 1 0
hi? |0 0 1
hp® |0 0 0
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ul0,0 010,0 ull,l Oil'l
hi® |1 0
1st term of denominator: hil 0 1
hi? |0 0
hi? |0 0

There is no second term denominator

El,
ulo,—l oio”l ull,o Oil'o le’l Oi2,1 ul},z Oi3,2
hi% |1 0 0 0
Numerator: hil 0 1 0 0
hi? |0 0 1 0
hi? |0 0 0 1
Denominator:
ulo,fl O10,71 un,o 011’0 1112’1 012’1
hio 1 0 0
1st term of denominator: hil 0 1 0
hi? |0 0 1
hi* |0 0 0

There is no second term denominator

2
Ef3
Ltz gle2
Numerator: 6
hi¢ |1
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

(B3 - z( 03], B3 - 2[ 03], B} - 2, [n}], B3 - (0), B - Z[n]]

,E2=z[h§], E2=2[n]],

B2 =z[h8], B2 = 2,[n3], B2 = (0}, B}y = z[ h}}], B}, = 2[ h}?], B3, = 2[ nP’], &%, = 2[ h}])

{@5=0,d8=0,a8=0,45=0,di=3,d=0,

d¢=0,d3=0,d3=0,d3=0, a5, =-2,d}; =0, d7, =0, d}; = 0}
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A3 =
13 23 33 43 53 63 73 83 93 103 113 123 133 14,3
9o ) P T3 T3 93 T3 T3 3 Ty Ty Ty Ty T
of =1
23 _ 2
oy =k 2 0 2 1 0 0
33 _ 13
oyt = 21011410 | 2|1
3 5
43
oy =0 - | -0 |1
2 2
1 1
oy’ =2h-34} - - 1 0
2 2
63
o3’ = h§ -3 | -5 1 -3
73
o3 =h 3 5 | -2 | 4
83
[ =h§ -1 0 -2 1
9,3 1
o3t = 21013 :1-1
(ri0'3:h_'1('
(T},]’3 = h};o+hil
123 2
4 =sz
B P
ol = plt
Ej
1,3 1.3
o
Numerator: H 0
nt |1
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

3

El

Numerator: h% 1
h3 |0

Denominator:

There is no first term denominator

2nd term of denominador: h%
h3

2
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Numerator: h%
h3

Denominator:

1st term of denominator: h§ 1
hi |o

2nd term of denominador: h% 2 3
h3 |2 3
E3
Ej
U4'2 031,2 M5'3 02.3
hi |0 -3
h3 |0 2
Numerator: h§ 0 0
hllo 0
hé (o 0
hi |0 0
Denominator:
aE: G§2
n{ |o
hs |0
lst term of denominator: hg 0
hilo
hé (o
hi |0

There is no second term denominator

3

E3
pitost w0l st og?
hi |1 0 0
h3 |0 1 0
Numerator: h§ |0 0 1
hl |0 0 0
hé¢ |o 0 0
hj |0 0 0
Denominator:
s 031,1 U2 0?2
hi |1 0
h3 |0 1
lst term of denominator: h§ |0 0
hl |0 0
hé |o 0
hi |0 0

There is no second term denominator

3
Eg
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us0 O21,0 st og"l 12 0§,2 w73 03,3
hi |1 0 0 0
h3 |0 1 0 0
Numerator: hf§ [0 0 1 0
hl |0 0 0 1
hé |o 0 0 0
hi |0 0 0 0
Denominator:
114'00;1'0 /15'102'1 us,z 02.2
hi |1 0 0
h3 |0 1 0
1lst term of denominator: hg 0 0 1
hl |o 0 0
hé |o 0 0
hi |0 0 0

There is no second term denominator

E3
pbet glfl U0 o?’o w1 Oi,l u7? o;,Z ut3 o§’3
hi |1 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0
Numerator: h§ [0 0 1 0 0
hl |o 0 0 1 0
hé |o 0 0 0 1
hi |0 0 0 0 0
Denominator:
u4,—1 U;l,fl IJS'O Oglo uﬁ'log'l U7'2 OZ,Z
hi |1 0 0 0
h3 |0 1 0 0
lst term of denominator: hg 0 0 1 0
hllo 0 0 1
h§ |o 0 0 0
hi |0 0 0 0
,2 10,2
76}110204
hi o
hs |0
2nd term of denominador: hg 0
hl |0
hé |o
hi |0
E
u4,,2 oé”z us,,l o?”l H6’0 Og,o M7’1 oZ‘l u8,2 02,2 H9’3 03’3
hi |1 0 0 0 0 0
h3 |0 1 0 0 0 0
Numerator: hg 0 0 1 0 0 0
hl |0 0 0 1 0 0
hé |o 0 0 0 1 0
hi |0 0 0 0 0 1

Denominator:
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1st term of

2nd term of

3
Eio

Numerator:

Denominator:

lst term of

There is no

3
Eip

Numerator:

Denominator:

1lst term of

There is no

3
Eip

Numerator:

Denominator:

4,-2 4,-2

5,-1 5,-1 6,0 6,0 7,1 7,1 8,2 8,2
O3

hj
h3
denominator: h$
h}
h§
h3

o O O O O LT

O O O O oL

o o B O O oOlx
o R O o o olx

10,1 10,1 11,2 11,2
ou 4 ou Oy

hi o
h3 |1
denominador: h§ [-3
hi |3
hé -1
hi |2

10,2 11,3
10,2 o; 11,3 o;

10
h4

11
h4

12
h4

ny?

o o o o|x
o o F BT

u

hi® |0

denominator: hi' |0
hi% |0

0

n?

second term denominator

10,1 11,2 12,3
10,1 o 11,2 o 12,3 o

H 4 H 4 H 4
hi% |1 0 0
hil |0 1 0
hi? |0 0 1
hi’|o 0 0
e Gio'l ull,Z 611,2
hi® |1 0
denominator: hil 0 1
hi? |0 0
hi’|o 0
second term denominator
H10,0 O10,0 Ull’l Oil'l u12,2 012’2 U13’3 023’3
hi® |1 0 0 0
hil |0 1 0 0
hi? |0 0 1 0
hi* |0 0 0 1
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10,0 10,0 11,1 11,1 12,2 12,2
Oy

Hu M Oy M Oy
hi% |1 0 0
1st term of denominator: hE 0 1 0
hi? |0 0 1
hi* |0 0 0

There is no second term denominator

3
Eis
H14’3 014,3
Numerator: i
hi |1
Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

(B3 =z[n}], B} =z[ni], B3 = {0}, B3 = {0}, B} =z[-3h{+2h3], B2 =z[h]], B¢ =z[h]],

E7 =z[h3], B3 = 2,[h]], B3 = {0}, E], =z[h;"+h}'], B}, = z(hy?], B}, =2[h{’], B}, = 2[ Bg']}

{a3=0,41=0,4d3=0,d}=0,d;=0,ad =0,
d¢=0,d7=0,d3=0,d3=0,dj,=0,d3,=3,d7,=0, d}; =0}
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0_(]),4 0'%4 0_2,4 0_;1,4 0_;,4 0_2,4 0_;,4 0_2,4 0_2,4 0']10'4 0']11'4 0']12'4 0']13'4 0_14.4
oyt =hy
0'54 = h3 2 0 1 1 0 0
ot = 21 o0 0] 0| 2|1
o3t =1 o [ 0|1 |-2
2
o3t =215 -3n -1|-21]0 2
2
o0 = =+ kS -3 | -5|-4|-3
o3t = 31 s5]| 2] 4
ot = 1] 0 |-1]1
o3t =1 2o |0 f-1i
ol Z 10
o = 0+ !
o =3h +2h)
0'13’4 = hf
oot =hgt




0'(1)’5 =h)
0'5’5 =h
0'2’5 = h;
0'2’5 =h

oy =2m -3 1

6.5 _ 14 _ 15, 16
0% = 1 — 1 + K

0';5 = h;
o‘§‘5 = h§
0";‘5 = hg
o‘J‘U‘S = hio

1.5 _ 410 pl1
o, =hy +hy
125 _ 11 12
0,7 =3hy +2hy
135 _ 410 p12 213
o, = =hy +hy" +hy

145 _ 14
o = hg

22 0 1 1 0 0
2 0 0 0 2 1

o 0 0 1 0

-1 | -2 0 1

-3 | -5| -4 1

3 5 2 -1

-1 0 -1 0

2 0 0 0
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of =1
o2 = i
0 =i

o3% =2h 34}
66 _ 14 5 6
o5 = g = h§+ S
76 _ 4 5 6 7
o3 = —hy+hy3—h3+hy

oY =n-2n§

96 _ 19
o3 =1y
10,6 _ ;10

o, =hy

16 _ 210 11
o, =hy +hy
126 _ 411 12
o, =3hy +2hy

13,6 _ 10 12 13
o, = =hy +hym+hy

146 _ ;14
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g6 e s
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-1 1

4| 0

R -1 |

1] o0
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o o T o ey e o 6 T A A o o e
‘T(I)J = h(l)
27 _ "2
oy =h 2 0 1 0 0 i -2
37 _ h3
Ty, =h 2 0 0 0 0 0
47 4
oy =h3 0 0 0 0
5.7 5 4
o3 =2h3-3h3 -1 (-2 |-1| 3
o7 = W=k + 4 0|00
ol = B+ by - S+ 1] 7 5 6 0
o = 2K+ an]+ 0 -1 0 -1 0
9.7 6
oy =h-h 2 0 0 0
o =
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a7 =3h 28
o = AR+ hi w5 hP 45 hy
ol =
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- oo e S R PR e N T
0_[1).3 =hy
ot =0 2001 ]lo oo
ot =n 2o oo |0 o0
(T;‘ = s 0 0 0 0
¥ =2m3-31 -1|-2|-11] 3
0% = nd—hg+ng 0 0 0 0
oS = k4 B+ h] 315|660
o = 2R an]+ 0 -1[ 0 |-1] 0
o3 = —H§+2 )+ 1] 2 0 0 0
Uio.s =hl
oyt = hi0+ !
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B T L I
‘T(l)'g = h(l)
o5’ = 2l 0] 1]lo]o]fo
o’ =n 2lolo]o|lo]o
o’ =r 0|0 |0 o0
o3 =215 -3 h -1|-2|-1] 3
o8 = W=k + 0| 0|0 |0
01 = —hy+ K5 + 1} 3 5 6 0
o = 2K+ an]+ 0 -1 0 -1 0
03” = I+ 2 I 210 0] o0
o =
(J'll’g = h}to +h}1]
o =3n 28
o = —An +hi w5 hP 45 hy
oo = gt




Apendice C

O seguinte exemplo é a aplicacao do Método da Varredura na matriz A sobre o corpo
ZLs.

Exemplo 7.4.

Iremos aplicar o Método da Varredura na matriz A, Figura 7.11.

Y n n n n " " n n n ! hi? h ht

hy
n

2 0 1 0 1 0 0

n

0 1 1 0 0 1

n

; 0 1 1 1
fs 1 0| 0 | o
I

: 1 0 1 1
& 1 0 0 0
L 1 1 0 1
I

: 0 0 1 1
o
hy!
h?
h
ht

Figura 7.11:

147



148 Referéncias

o_(]).l o_g.l o_;.l o_;.l o_;.l o_g.l 0';1 0_2.1 o_‘;.l 0‘}10.[ 0_11.1 0_}12.[ 0_}13.1 0_(1)4.1

U'J)VI =hy
o =i o | 1o | 1| oo
oy’ =k} o[ 1 [ 1o | oo |1
o5' =3 o | 1| 1|1
of' = 1 o] o] o
of' =8 1o | 1|1
o5' =1 1 o] o] o
o5' = 1|10 | 1
o3t =i oo | 1|1

zr;o‘l =hl?

zr;” = hj!

zr;z‘l = hi?

U';S‘1 = 114”

ol g

Figura 7.12:



Referéncias 149

0_(]).2 0_%.2 0_;.2 0_;.2 0_2.2 0_2.2 0_;.2 0_2.2 0_‘;.2 0_10.2 o_ll.Z o_ll.Z o_l}.Z 0-(1,4.2

oy’ =h
o3 =k} o[ 1o | 1|0 o0
oy’ =k} o | 1| 1o | oo |1
o3t = o | 1| 1|1
o3t =H 1| o] o] o
o3t =i 1o | 1|1
o3t =h 1| o] o] o
o5t =3 1] 1] 0|1
o3t =1 o | o | 1|1

(7'},0'2 =nl?

(7'},"2 = hj!

(7'},2'2 = ni?

(7'},3'2 = /1}3

(7'é4'2 = /1},4

Figura 7.13:



150 Referéncias

13 23 33 43 53 63 73 83 93 103 1.3 123 133 143
Ty Ty T o3 o3 o3 o3 o3 o3 Ty Ty Ty Ty (93
13 _ 41
oy =hy
o2 =
2 0 1 0 1 0 0
S—
o =i
2 = 0 1 1 0 0 1

43 4

75 =k 0 1 1 1
53 _ /5

REN 1 0 0 0
6.3 5 6

03" =3 +h3 1 0 1 1
73 _ /7

RENG 1 0 0 0

S—

83 _ /3

REN 1 1 0 1
9.3 9

75 =h 0| o 1 1
o103 = pip
0'1“3 =hi0+nj!
o8 <
o8 2
o8 <

Figura 7.14:



Referéncias 151

14 24 34 44 54 6.4 7.4 8.4 9.4 104 14 124 134 144
Ty T T 03 03 03 03 03 03 Ty Ty Ty Ty Te
(r(']‘4 = /1(1)
ot =2
2 2 0 1 1 1 0 0
0_3/1 _ h"s
2 = 0 1 0 0 0 1
44 4
o5 =l 0 1 1 1
54 _ ]5
93 = 0 0 1 1
64 _ 15,16
oy = h3 + /13 1 1 1 1
74 _ ]7
RN 1 1 0 0
84 _ ]3
RN 1 0 0 1
S—
94 _ ]9
93 = 0 0 1 1
10,4 — /1}10
0'11‘4 =hi0+nj!
o g
0'?‘4 =hi?+n
i

Figura 7.15:



152

Referéncias

0'(])‘5 = h(')
0'%‘5 =h}
0';‘5 = h;
0';1‘5 = h§
0'2‘5 = h;

65 _ ;5 6
037 =hy+h3

15 _ 15 6 7
oy =hy+h3+hy

0'2‘5 = h§

0'2‘5 = 112

o’io’s = hio
o =m0 n)!
er’s = hiz

135 _

10, p12 13
oy hy +hy”+hy

145 _ 14
6 =hs

13,5 14,5
gy UG

5.5 65 7.5
T3 T3 T3
—

.
.
.

-

e

==Y
Y

Figura 7.16:



Referéncias

153

a9 = hy
o213
o2t =i
ot
o3t =

5% = hj+h§
030 = W3+ 0+ ]
S
3% = hy+h3
o_zlt()fy — hi()

0_11.6 — hz]to+hzltl
o =

a0 =200 hy +hfR 4 bl

146 _ ;14
o = hg

I L L e L L L
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 1
0 1 1 0
0 0 1 0
0 0 1 0
1 1 0 1
1 0 0 0
0 0 1 0

Figura 7.17:



154 Referéncias

0_(1),7 0_5,7 0_2,7 0_;1,7 0_2,7 0_2,7 0_;,7 0_2,7 0_2,7 0'41‘0'7 O_Al‘] N 0'41‘2'7 0_41‘3.7 U_é4.7
0'(1)’7 =h)
S
oy’ =0 o | 1] 1]o | o1
o= oJt1t]Joj|o]o]|o
U§’7 = h§ 0 1 1 1
oy =1 0 0 0 0
oy’ = I3+ 00|10
o = B+ hS+ 1] 1 1 0 0
o7 = nf 1 0 0 0
oy =21+ hS + R 0 0 1 0
0_[110‘7 _ hf‘o
0_-/111.7 — hio"'hzltl
o = hl?
o7 =20+ hit 4 hiE
ol = i

Figura 7.18:



Referéncias

155

oy =hy
o=
.
ot
o3t =

o5% = h+n§

o}% = W+ + ]
o

0% =2k} + S+ 1S
0_[11(),8 — hi()

0_11.8 — hz]to+hzltl
o =

Y LRy Ry VR

148 _ ;14
o = hg

T L A L L
0 1 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0

Figura 7.19:



156 Referéncias

1,10 2,10 3,10 4,10 5,10 6,10 7,10 8,10 9,10 10,10 11,10 12,10 13,10 14,10
0y g, g, o 03 (o 03 (o (o Ty Ty Ty Ty (o3

110 _ 1
0 =ho

o3 =13 0 1 1 0 0 0

3,10
o =n

oy = 0 1 1 1

5,10
=hn

3= 0 0 0 0

6,10
oy = hg +h§J 0 0 0 0

7,10
o' = B+ h§ + 1] 1 1 0 0

8,10
oy =nd

3 =h 1 0 0 0

9.10 Q
oy = 20+ h§ +hg 0 0 1 0

10,10 _ ;10
o, =hy

1L10 _ 510 11
o, =hy +hy

12,10 _ 512
o =hy

1310 _ 5 110 , 11, 212 713
o =2hy +hy +hy+ Ry

14,10 _ ;14
6 - th

Figura 7.20:



Referéncias Bibliograficas

[BaC| Barraud, J.F.; Cornea, O. Lagrangian intersections and the Serre spectral sequence
[BaCl] Barraud, J.F.; Cornea, O. Homotopical Dynamics in Symplectic Topology

[Ch] Chow, T.Y. You Could Have Invented Spectral Sequences. Notices American Mathe-
matical Society, 53(1):15-19,2006.

[C] Conley, C. Isolated Invariant Sets and the Morse Index. CMBS Regional Conference
Series in Mathematics, n. 38. Providence: American Mathematical Society, Providence,
R.I., 1978.

[CARS] Cornea, O.; de Rezende, K. A.; Silveira, M. R. Spectral Sequences in Conley’s theory.
Ergodic Theory and Dynamical Systems (2009)

[L] Lima, D.V.S. Matriz de Conexio via o Complexo de Morse-Witten. Dissertacao de
Mestrado - Instituto de Matematica, Estatistica e Computacao Cientifica, Universidade

Estadual de Campinas, Campinas, 2010.

[F] Franks, JM. Homology and dynamical systems. CMBS Regional Conference Series in
Mathematics, n. 49. Providence: American Mathematical Society, R.I., 1982.

[Fr1] Franzosa, R.D. Index filtrations and the homology index braid for partially ordered
Morse decompositions.. Transactions of the American Mathematical Society, vol. 298,
n. 1, p. 193-213,November 1986.

[Fr2] Franzosa, R.D. The connection matrixz theory for Morse decompositions. Transactions

of the American Mathematical Society, vol. 311, n. 2, p. 561-592, February 1989.

157



158 Referéncias

[Fr3] Franzosa, R.D. The continuation theory for Morse decompositions and connection ma-
trices. Transactions of the American Mathematical Society, vol. 310, n. 2, p. 781-803,
December 1988.

[H] Hatcher, A. Algebraic Topology. Cambridge University Press 2002.
[H1] Hatcher, A. Spectral Sequences in Algebraic Topology.

K] Kati¢, J. Compactification of Mized Moduli Spaces in Morse - Floer Theory Disponivel
em http://rmmc.asu.edu/TO%20LINDA /3187 /katic.pdf

[Ma] Massey, W. S. Singular Homology Theory. Graduate Texts in Math, Springer-Verlag,
New York, 1980.

[Mi] Milnor, J. Morse theory. Annals of Mathematics Studies, Princeton University Press,
1968.

[Mc] McCord, C. The connection map for atracttor-repeller pairs. Transactions of the Amer-
ican Mathematical Society, vol 307, p. 195-203, 1988.

[MdRS] Mello, M.; de Rezende, K. A.; Silveira, M. R. The convergence of Conley’s spectral
sequence via the sweeping algorithm. AMS (2009).

[Mis] Mischikow, K.; Mrozek, M. The Conley index theory. July 2000. Disponivel em
http://www.ii.uj.edu.pl/ mrozek/

[MS] McDuff, D.; Salamon, D. J-holomorphic Curves and Quantum Cohomology, AMS,
University Lecture Series 6, 1994.

[PM] Palis, J.; Melo, W. Geometric theory of dynamical systems An Introduction. New York:
Springer-Verlag, 1982.

[R] Reineck, J.F. The connection matriz in Morse-Smale flows. Transactions of the Ameri-
can Mathematical Society, vol. 322, n. 2, p. 523-545, December 1990.

[Ro] Rotman, J. An Introduction to Algebraic Topology. New York: Springer-Verlag, 1988.

[Sal] Salamon, D.A. Connected Simple Systems and The Conley Index of Isolated Invariants
Sets. Transactions of the American Mathematical Society, vol. 291, n. 1, p. 1-41, (1985).



Referéncias 159

[Sa2] Salamon, D.A. The Morse Theory, The Conley Index and The Floer Homology. Bull.
London Math.Soc. 22 1990, 113-240.

[S] Spanier, E. Algebraic Topology. McGraw-Hill Book Co., New York, 1966.

[V] Vick, J.W. Homology theory An Introduction to algebraic topology. 2. ed. New York:
Springer-Verlag, 1994.

[W] Weber, J. The Morse-Witten complex via dynamical systems. Expositiones Mathemati-
cae n. 24, 127-159, 2006.



	Introdução
	Matriz de Conexão
	Fluxo Morse-Smale
	Variedades Conectantes
	O Complexo de Morse-Witten
	Matrizes de Conexão

	Sequência Espectral
	Filtração em um complexo de cadeias

	Método da Varredura
	Calculando Exemplos Utilizando Recursos Computacionais
	Propriedades básicas provenientes do Método da Varredura

	Os Z-módulos Erp,q gerados pelo Método da Varredura
	As Diferenciais da Sequência Espectral Associadas ao Método da Varredura
	As Implicações Dinâmicas das Diferenciais
	Complexo de Morse Estendido
	Apêndice A
	Apêndice B
	Apêndice C
	Referências

