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Resumo

Nesse trabalho, estudaremos o complexo de Morse-Witten via sequências espectrais, uti-

lizando a matriz de conexão sobre Z que codifica as órbitas de conexão do fluxo de Morse

associado ao complexo. O algoritmo do Método da Varredura aplicado à matriz de conexão

sobre Z produz uma sequência espectral (Er, dr), que por sua vez nos fornece informações im-

portantes sobre a dinâmica. Dada a necessidade de computarmos os geradores dos Z-módulos

Er
p,q e as diferencias dr

p,q da sequência espectral, utilizamos o software SweepingAlgorithm,

que calcula os Er
p,q e dr

p,q de forma rápida e eficiente.

Apresentamos uma forma de estender o complexo de Morse-Witten, conforme [BaC1] e

[BaC]. Tal complexo apresenta informações entre pontos cŕıticos não consecutivos, até então

não obtidas pelo complexo de Morse-Witten. Para esse complexo estendido temos também

uma sequência espectral associada, através da qual obtemos informações dinâmicas, conforme

os trabalhos [BaC1] e [BaC].
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Abstract

In this work, we study the Morse-Witten Complex via spectral sequences, using the

connection matrix over Z, which codifies the connecting orbits of the Morse flow associated

to the complex. The Sweeping Method algorithm applied to the connection matrix over Z

produces a spectral sequence (Er, rd), which in turn gives us important information on the

dynamics. Given the need to compute the generators of Z-modules Er
p,q and the differentials

dr
p,q of the spectral sequence, we use the software SweepingAlgorithm, that calculates Er

p,q

and dr
p,q quickly and efficiently.

We present a way to extend the Morse-Witten as [BaC1] and [BaC]. This complex

exhibits information between non-consecutive critical points, not obtainable using the Morse-

Witten complex. For this extended Morse Complex we also have an associated spectral

sequence, whereby dynamical information is also obtained as in [BaC1] and [BaC].
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Introdução

Essa dissertação tem como finalidade explorar as informações dinâmicas dada pela se-

quência espectral associada ao Método da Varredura, bem como explorar o complexo de

Morse estendido, o qual foi definido recentemente em [BaC] e [BaC1].

Uma função de Morse f : M → R definida em uma variedade Riemanniana suave e

fechada (M, g) dá origem a um complexo (C∗(f), ∂c
∗), chamado de complexo de Morse-Witten,

cujos grupos de cadeias são gerados pelos pontos cŕıticos de f e cujo operador bordo é definido

por uma contagem algébrica do número de linhas de fluxo, contadas com sinal, associado ao

campo −∇f .

Interligando a teoria de matrizes de conexão e a teoria de Morse, temos que a diferencial

do complexo de Morse-Witten ∂∗ pode ser interpretada como uma matriz de conexão para

um fluxo Morse-Smale sem órbitas periódicas sobre M. Para simplificar, neste trabalho,

definiremos matriz de conexão ∆ como sendo a diferencial ∂∗.

Ao aplicarmos o Método da Varredura em uma matriz de conexão ∆ obtemos um

sequência espectral associada, e o estudo dessa sequência nos fornece informações dinâmicas.

As sequências espectrais foram introduzidas por Leray nos anos 50 e são extensiva-

mente usadas em álgebra homológica, topologia e geometria algébrica. Podemos definir uma

sequência espectral (ver [S]) para um complexo de cadeia (C, ∂) que possui uma filtração

crescente. A sequência espectral associada a (C, ∂) é uma sequência de módulos bigraduados

(Er, dr), onde dr tem bigrau (−r, r − 1), tal que H(Er, dr) = Er+1. Temos ainda que essa

sequência é convergente.

Os Teoremas 4.1 e 5.1 provam a existência da sequência espectral associado ao Método da

Varredura. Podemos observar que ao aplicarmos o algoritmo a uma matriz de conexão ∆ ge-

ramos muitos cálculos, que podem ser computados utilizando o Software SweepingAlgorithm.

Tal programa tornou-se um laboratório experimental que serviu de motivação à algumas

perguntas como também serve de apoio a novos trabalhos.
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2 Introdução

Uma aplicação do Método da Varredura consiste no Teorema 6.1, mais especificamente,

esse teorema garante que associado a uma diferencial não nula da sequência espectral, existe

um caminho unindo dois pontos cŕıticos consecutivos. Este caminho é constitúıdo de curvas

que coincidem com as linhas de fluxo, onde alguns de seus arcos correspondem a linhas do

fluxo reverso.

Apresentamos uma forma de estender o complexo de Morse-Witten, conforme [BaC1] e

[BaC]. Tal complexo será chamado de complexo de Morse estendido, e a sua construção faz

o uso da teoria do espaço dos laços de Moore. Tal complexo apresenta informações entre

pontos cŕıticos não consecutivos, até então não obtidas pelo complexo de Morse-Witten.

Para esse complexo estendido, temos também uma sequência espectral associada, através da

qual obtemos informações dinâmicas, conforme os trabalhos [BaC1] e [BaC].

Este trabalho está organizado da seguinte forma:

• O primeiro caṕıtulo apresenta de forma sucinta os pré-requisitos que servirão de su-

porte para a compreensão dos caṕıtulos seguintes. Neste caṕıtulo encontramos noções

básica de sistemas dinâmicos e a definição do complexo de Morse-Witten, bem como

a definição de matriz de conexão.

• O segundo caṕıtulo é dedicado exclusivamente à teoria das sequências espectrais. Vale

a pena observar que apresentamos uma noção introdutória sobre sequências espectrais.

Caso o leitor queria fazer um estudo mais aprofundado sobre este tema, consulte as

referências [Ch], [S] e H1.

• No terceiro caṕıtulo, apresentamos o Método da Varredura aplicado a uma matriz

de conexão ∆ sobre Z. No caso em que a matriz ∆ esteja sobre um corpo F o

Método sofrerá uma pequena alteração. Para mais detalhe veja Observação 3.1. Este

caṕıtulo possui um exemplo de aplicação do Método da Varredura utilizando o pro-

grama SweepingAlgorithm.

• O Caṕıtulo 4 mostra como o Método da Varredura define os Z-módulos Er
p,q da

sequência espectral associada ao Método da Varredura. Vale a pena observar que neste

caṕıtulo ainda não podemos afirmar que existe uma sequência espectral associada ao

Método da Varredura. Tal conclusão é feita no Caṕıtulo 5.

• O quinto caṕıtulo mostra como o Método da Varredura define as diferencias dr
p,q tais

que (Er, dr) seja a sequência espectral associada a este método.
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3

• O Teorema 6.1 do Caṕıtulo 6 mostra que, associado a uma diferencial não nula da

seqüência espectral, existe um caminho unindo dois pontos cŕıticos consecutivos. Este

caminho é constitúıdo por curvas que coincidem com as linhas de fluxo, onde alguns

de seus arcos correspondem a linhas do fluxo reverso.

• O último caṕıtulo contém inicialmente algumas definições e proposições necessárias

para podermos definir o complexo de Morse estendido. Mostramos que o complexo

estendido é uma generalização do complexo de Morse-Witten, ou seja, quando os pon-

tos cŕıticos são consecutivos as duas definições coincidem. Definimos também uma

sequência espectral associada ao complexo de Morse estendido, a qual possui muitas

informações dinâmicas conforme foi mostrado em [BaC] e [BaC1].

• No Apêndice A apresentamos um tutorial de como usar o software SweepingAlgorithm.

E nos Apêndices B e C calculamos alguns exemplos computacionais do Método da

Varredura.



Caṕıtulo 1

Matriz de Conexão

O objetivo deste caṕıtulo é revisar noções básicas de sistemas dinâmicos necessárias para

definir matriz de conexão, a qual é o elemento base para podermos aplicar o Método da

Varredura.

Como dispomos de uma boa referência [L] para este caṕıtulo e o objetivo principal desta

dissertação é o estudo da sequência espectral associada ao Método da Varredura, este caṕıtulo

será breve e não possuirá demonstrações.

Para um estudo mais aprofundado sobre a construção do complexo de Morse-Witten

apresentada neste caṕıtulo veja [W] e [L], sendo que esta última referência possui vários

exemplos de complexos de Morse-Witten e de matriz de conexão. Para questões envolvendo

sistemas dinâmicos, a referência básica é [PM].

A definição de matriz de conexão que veremos neste caṕıtulo não será a definição feita

por Franzosa em [Fr2], definiremos matriz de conexão para um caso particular, já que o

Método da Varredura só é aplicável para esse caso particular.

Portanto, iremos definir matriz de conexão para um fluxo Morse-Smale em uma varieda-

de Riemanniana M suave e fechada de dimensão finita. Para isto precisaremos introduzir o

complexo de Morse-Witten que é um complexo de cadeias definido a partir de uma função

de Morse f : M → R, cujos grupos de cadeias são gerados pelos pontos cŕıticos de f e

cujo operador bordo é definido por uma contagem algébrica do número de linhas de fluxo,

contadas com sinal, associadas ao campo −∇f .
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6 Seção 1.1 • Fluxo Morse-Smale

1.1 Fluxo Morse-Smale

Começaremos esta seção expondo algumas propriedades básicas de fluxos. Como re-

ferência para esta seção veja [C], [F], [PM] e [Sa1].

Ao longo desta seção, consideremos X um espaço topológico arbitrário.

Definição 1.1. Um fluxo cont́ınuo ϕ sobre X é uma ação cont́ınua de R sobre X, ou

seja, é uma aplicação cont́ınua ϕ : R× X −→ X que satisfaz:

1. ϕ(0, x) = x, para todo x ∈ X;

2. ϕ(s + t, x) = ϕ(s, ϕ(t, x)) para quaisquer s, t ∈ R e x ∈ X.

Definição 1.2. Dado x ∈ X, a órbita através de x com respeito ao fluxo ϕ é o conjunto

O(x) := {ϕ(t, x) : t ∈ R}, ou seja, O(x) := ϕ(R, x).

Dizemos que uma órbita é singular se a órbita é formada por um único ponto p. Neste

caso, dizemos que o ponto p é uma singularidade do fluxo ϕ. Dizemos que uma órbita

é fechada (ou periódica) se existe T 6= 0 tal que ϕ(T, p) = p e ϕ(t, p) 6= p sempre que

t ∈ (0, T ). Chamamos de órbita regular uma órbita que não é singular e também não é

fechada. Desde modo, existem três tipos de órbitas: órbita singular, órbita fechada e órbita

regular.

Um conjunto S ⊂ X é um conjunto invariante em relação ao fluxo ϕ se, para todo

p ∈ S, ϕ(t, p) ∈ S para todo t ∈ R, ou seja, se ϕ(R, S) = S.

Se S é invariante sob ϕ então o fecho de S e o complementar de S também o são. O

mesmo vale para união e intersecção sob qualquer coleção de conjuntos invariantes.

Seja N ⊂ X um subconjunto de X. O conjunto invariante maximal de N é definido

por:

Inv(N) = {x ∈ X | ϕ(t, x) ∈ N, para todo t ∈ R}.

Definição 1.3. Dado Y ⊂ X, o conjunto ω-limite de Y , denotado por ω(Y ), é definido

por

ω(Y ) = Inv(cl{ϕ([0,∞), Y )}).

Analogamente, o conjunto ω∗-limite (ou α-limite) de Y é definido por:

ω∗(Y ) = Inv(cl{ϕ((−∞, 0], Y )}).
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Dado q ∈ X, ω(q) é o maior conjunto invariante em ϕ(q, [0,∞]), reciprocamente, ω∗(q) é

o maior conjunto invariante em ϕ(q, [−∞, 0]).

Sejam X é um espaço topológico compacto, Y ⊂ X e ϕ um fluxo sobre X. Então

ω(Y ) 6= ∅, ω(Y ) é fechado, ω(Y ) é invariante pelo fluxo ϕ em X, ω(Y ) é compacto em X, e

ω(Y ) é conexo se Y for conexo. Notemos que estas propriedades também são válidas para o

conjunto ω∗-limite. As demonstrações destas afirmações podem ser encontradas em [Sa1].

No decorrer deste trabalho, iremos trabalhar com fluxos gradientes negativos sobre varie-

dades Riemannianas suaves e fechadas de dimensão finita. Nesse sentido, vamos introduzir

agora o conceito de fluxo gradiente negativo.

Consideremos M uma variedade Riemanniana suave e fechada de dimensão finita n, g

uma métrica Riemanniana em M e f : M → R uma função suave. A identidade

g(∇f, .) = df(.)

determina unicamente o campo vetorial gradiente ∇f sobre M . Chamamos de fluxo gra-

diente negativo o fluxo associado ao campo gradiente negativo −∇f .

Se γ é uma trajetória do fluxo gradiente negativo, então:

d

dt
f(γ(t)) = df(γ(t)).γ′(t) = g(∇f(γ(t)), γ′(t)) = −|∇f(γ(t))|2 ≤ 0, ∀t ∈ R.

Disto vemos que f decresce ao longo de órbitas não singulares e, portanto, órbitas

fechadas não podem existir e qualquer órbita regular O(q) intersecta o conjunto de ńıvel

f−1(f(q)) no máximo uma vez. Além disso, tal intersecção é ortogonal com respeito à

métrica g. Usando estas propriedades e a notação Crit(f) para denotar o conjunto dos

pontos cŕıticos de uma função suave f , temos a seguinte proposição:

Proposição 1.1. Seja M uma variedade fechada de dimensão finita e ϕ o fluxo associado

ao campo vetorial −∇f . Então para todo p ∈ M tem-se que ω∗(p) ∪ ω(p) ⊂ Crit(f). Se o

fluxo gradiente negativo é gerado por uma função de Morse1 f então ω∗(q) e ω(q) consistem

cada um de apenas um ponto cŕıtico de f , para todo q ∈ M .

Dado x ∈ Crit(f), definimos a variedade estável de x por

W s(x) := {q ∈ M | ω(q) = x},

1Uma função suave f : M → R se chamada de função de Morse se todos os seus pontos cŕıticos são não
degenerados.



8 Seção 1.2 • Variedades Conectantes

e a variedade instável de x por:

W u(x) := {q ∈ M | ω∗(q) = x}.

Defina o ı́ndice de Morse de um ponto cŕıtico x ∈ Crit(f) por indf (x) = dim(W u(x)).

Seja f : M → R uma função de Morse em uma variedade Riemanniana (M, g) suave

e fechada de dimensão finita n. Se x ∈ Crit(f) então o Teorema da Variedade Estável e

Instável garante que W s(x) e W u(x) são subvariedades de M sem fronteira. De fato, as

variedades W s(x) e W u(x) são imagens de mergulhos suaves de discos abertos de dimensões

n − indf (x) e indf (x), respectivamente. Além disso, o espaço tangente de M em x se

decompõe como

TxM = TxW
s(x) ⊕ TxW

u(x).

O campo vetorial gradiente ∇gf satisfaz a condição de Morse-Smale se W u(x) e

W s(y) se intersectam transversalmente para todos os pontos x, y ∈ Crit(f). Neste caso,

(g, f) é dito um par Morse-Smale, f é dita ser uma função Morse-Smale e o fluxo

associado ao campo −∇f é dito fluxo Morse-Smale .

Teorema 1.1 (Transversalidade de Morse-Smale). Sejam (M, g) uma variedade Rie-

manniana suave e fechada de dimensão finita e f uma função de Morse, então o campo

∇gf pode ser aproximado em C1 por um campo gradiente suave ∇g̃f̃ que satisfaz a condição

Morse-Smale.

A prova do Teorema 1.1 é devido a Smale [Sm]. Podemos também escolher f̃ de forma

que seu valor em qualquer ponto cŕıtico seja igual ao ı́ndice de Morse do ponto cŕıtico.

Daqui em diante, consideraremos (g, f) um par Morse-Smale (salvo menção em contrário).

1.2 Variedades Conectantes

Fixados pontos cŕıticos x, y ∈ Crit(f), defina a variedade conectante entre x e y por:

Mxy := Mxy(f, g) := W u(x) ∩ W s(y).

Observe que u ∈ Mxy se, e somente se, ω∗(O(u)) = x e ω(O(u)) = y.

Seja a um valor regular entre f(x) e f(y). O espaço das órbitas conectantes ou
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espaço moduli entre x e y é definido por:

M̂xy := M̂xy(f, g, a) := Mxy ∩ f−1(a). (1.1)

Este conjunto é composto por um único representante de cada órbita do fluxo gradiente

negativo de x para y, pois cada órbita intersecta a superf́ıcie de ńıvel, f−1(a), no máximo

em um ponto.

Para duas escolhas diferentes de a, existe uma identificação natural entre os espaços

M̂xy(f, g, a) correspondentes, a qual é dada pelo fluxo.

Teorema 1.2. Se o fluxo gradiente negativo é de Morse-Smale, então os espaços Mxy e

M̂xy são subvariedades de M sem fronteira e suas dimensões são dadas por:

dim(Mxy) = indf (x) − indf (y) e dim(M̂xy) = indf (x) − indf (y) − 1.

Proposição 1.2. Se as variedades W u(x) e W s(y) se intersectam transversalmente, então

as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Se indf (x) < indf (y), então Mxy = ∅;

2. Mxx = {x};

3. Se indf (x) = indf (y) e x 6= y, então Mxy = ∅;

4. Se Mxy 6= ∅ e x 6= y, então indf (x) > indf (y).

O primeiro item da Proposição 1.2 afirma que não existe uma órbita do fluxo Morse-

Smale de x para y, quando indf (x) < indf (y). O terceiro item assegura que não existem

órbitas conectantes entre pontos cŕıticos que possuem o mesmo ı́ndice de Morse. Assim, se

existe uma órbita conectante de x para y (com x 6= y), então indf (x) > indf (y). Em outras

palavras, dada uma órbita não-singular do fluxo gradiente negativo, esta órbita “nasce” em

um ponto cŕıtico de ı́ndice r e “morre” em um ponto cŕıtico de ı́ndice s, onde s, r ∈ N e

s < r.

Vamos assumir, ao longo dessa seção, que o campo −∇f é Morse-Smale e x, y ∈ Crit(f).

No caso em que a diferença indf (x) − indf (y) entre os ı́ndices de x e y é +1, a variedade

M̂xy é compacta, logo é um conjunto finito de pontos.

Proposição 1.3. Se indf (x) − indf (y) = 1 então #M̂xy < ∞.
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Existe uma relação biuńıvoca entre as órbitas da variedade conectante Mxy e os pontos

do espaço moduli M̂xy. Deste modo, os pontos do espaço moduli podem ser considerados

como órbitas.

Considere as órbitas conectantes ui ∈ M̂xi−1xi
, com xi ∈ Crit(f) e i ∈ {0, 1, . . . , l} .

O conjunto formado pela união das órbitas u1, . . . , ul e dos pontos x0, . . . , xl é chamado de

órbita quebrada e denotado por (u1, . . . , un). Veja Figura ??

x x′

z

y

y′

z′

u1
u2

t1

t2

v1 v2

(t1, v1)

(t2, v2)

q1

q2

(u2, q1)

(u1, q2)

A próxima definição formaliza a ideia de convergência de órbitas pk, que é uma con-

vergência geométrica com respeito a distância Riemanniana d em M das órbitas de pk à

união das órbitas de uj’s. Mais precisamente,

Definição 1.4. Dada uma sequência de órbitas {pk}k∈N em M̂xy, a sequência {pk} converge

para a órbita quebrada (u1, ..., ul) quando

∀ǫ > 0, ∃k0 ∈ N : ∀k ≥ k0, O(pk) ⊂ Uǫ(O(u1) ∪ . . . ∪ O(ul)),

onde Uǫ(A) denota uma ǫ-vizinhança aberta do subconjunto A ⊂ M .

O fato da sequência {pk} convergir para a órbita quebrada (u1, ..., ul) será denotado por

pk → (u1, ..., ul). Neste caso, dizemos que a sequência pk converge para a órbita quebrada

(u1, . . . , ul) de ordem l. Veja Figura 1.1.

Definição 1.5. Um subconjunto K ⊂ M̂xy é dito compacto por órbitas quebradas se:

para toda sequência de Cauchy {pk}k∈N em K, existem pontos cŕıticos x = x0, x1, . . . , xl−1, xl =

y e existem órbitas conectantes uj ∈ M̂xj−1xj
, com j = 1, . . . , l tais que pk −→ (u1, . . . , ul)

quando k → ∞.
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pk

x = x0

x1

y = x2

O(pk)

O(u1)

O(u2)

Uǫ(O(u1) ∪ O(u2))

Figura 1.1: Convergência da sequência pk para a órbita quebrada (u1, u2) de ordem 2.

O seguinte teorema fornece uma compactificação natural para os espaços moduli via

órbitas quebradas.

Teorema 1.3 (Compacidade). Se a condição de Morse-Smale é satisfeita, então o espaço

moduli M̂xy é compacto por órbitas quebradas. Além disso, a convergência é de ordem no

máximo indf (x) − indf (y).

O próximo teorema garante que, dados x, y ∈ Crit(f), a variedade conectante Mxy é

uma variedade orientável. De fato, o Teorema 1.4 afirma que, dadas orientações de W u(x) e

W u(y), estas induzem uma orientação em Mxy, denotada por [Mxy]ind.

Teorema 1.4. Fixe uma orientação arbitrária para W u(x), ∀x ∈ Crit(f) e indf (x) > 0.

Então, para todo x, y ∈ Crit(f), Mxy herda uma orientação induzida [Mxy]ind.

Como W u(x) ⋔ W s(y), segue do Teorema 1.2 que o fibrado tangente TW u(x) decompõe-

se ao longo de Mxy do seguinte modo:

TMxy
W u(x) ≃ TMxy ⊕ VMxy

W s(y). (1.2)

As orientações induzidas [Mxy]ind nas variedades conectantes Mxy, com x e y variando

no conjunto dos pontos cŕıticos de f tais que indf (x) = k e indf (y) = k− 1, serão essenciais

na definição do complexo de Morse-Witten. Segundo a demonstração do Teorema 1.4, que

pode ser encontrado em [W], o procedimento para obter tais orientações é:

1. Para cada ponto x ∈ Crit(f), com indf (x) > 0, fixamos arbitrariamente uma ori-

entação para W u(x);

2. Consideramos o espaço VyW
s(y) (fibrado normal à variedade W s(y)) com orientação

compat́ıvel à orientação de W u(y);
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3. Através do isomorfismo que preserva orientação (1.2), determinamos a orientação

[Mxy]ind.

O Teorema 1.4 exige que os ı́ndices dos pontos cŕıticos sejam maiores que zero. Ora, se

indf (y) = 0 então VyW
s(y) = 0. Dáı, TMxy

W u(x) ≃ TMxy, de onde segue a orientação de

Mxy no caso em que indf (y) = 0.

Notemos que não há restrições sobre a orientabilidade da variedade Riemanniana M .

Antes de partir para próxima seção, vale apena olhar alguns exemplos na referência [L],

de como obter a orientação induzida da variedade conectante Mxy, pois esta orientação é a

parte mais importante e dif́ıcil para obtermos o complexo de Morse-Witten e, como veremos,

também para a matriz de conexão.

1.3 O Complexo de Morse-Witten

Ao longo desta seção, vamos considerar M uma variedade Riemanniana suave e fechada

de dimensão finita n. Seja f : M → R uma função de Morse. Escolha de forma arbitrária

uma orientação para cada variedade instável dos pontos cŕıticos de f e denote este conjunto

de escolhas por Or.

Definição 1.6. O grupo graduado de Morse C∗(f) = {Ck(f)}, associado a uma função

de Morse f : M → R, com coeficientes inteiros e graduado pelos ı́ndices de Morse, é definido

por:

1. Ck(f) = 0, se k < 0;

2. se k ≥ 0, Ck(f) é o grupo abeliano livre gerado pelo conjunto Critk(f), ou seja,

Ck(f) :=
⊕

x∈Critk(f)

Z〈x〉, k ∈ Z,

onde Critk(f) é o conjunto dos pontos cŕıticos de f de ı́ndice k.

Na definição acima, 〈x〉 denota o par consistindo do ponto cŕıtico x e da orientação de

TxW
u(x).

Note que os grupos de cadeia de Morse são finitamente gerados, pois uma função de

Morse admite um número finito de pontos de cŕıticos.
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Assuma que indf (x) − indf (y) = 1 e seja u ∈ M̂xy. A órbita O(u) é uma componente

conexa de Mxy, logo tem orientação induzida [O(u)]ind. Denotando a orientação induzida

em O(u) pelo fluxo tangente por [u̇], o sinal caracteŕıstico nu = nu(Or) da órbita através

de u é definido por meio da igualdade

[O(u)]ind = nu[u̇].

Definição 1.7. O operador bordo de Morse-Witten ∂k(x) : Ck(f) −→ Ck−1(f) é definido nos

geradores x de Ck(f) por

∂k〈x〉 :=
∑

y∈Critk−1(f)

n(x, y)〈y〉, n(x, y) =
∑

u∈M̂xy

nu, (1.3)

e é estendido a toda cadeia por linearidade.

Sabemos que uma função de Morse admite apenas uma quantidade finita de pontos

cŕıticos, logo a primeira soma em (1.3) é finita. Já a proposição 1.3 garante que M̂xy é

formado por uma quantidade finita de pontos, o que garante que a segunda soma em (1.3)

também é finita. Desde modo, o operador bordo de Morse-Witten está bem definido.

O próximo teorema afirma que a aplicação ∂, apresentada na Definição 1.7, é de fato um

operador bordo, ou seja, ∂ ◦ ∂ = 0.

Proposição 1.4 (Operador Bordo). O operador bordo de Morse-Witten satisfaz

∂k−1∂k = 0, para todo k ∈ Z.

Assim conclúımos que o par (C∗(f), ∂∗) formado pelo grupo graduado de Morse jun-

tamente com o operador bordo de Morse-Witten, formam um complexo de cadeia, que

chamamos de complexo de Morse-Witten .
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1.4 Matrizes de Conexão

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana que seja suave e fechada e tenha dimensão

finita n e ϕ um fluxo gradiente negativo sobre M oriundo de uma função de Morse-Smale f .

Sob essas hipótese podemos considerar o complexo de Morse-Witten (C∗(f), ∂∗) para M .

Podemos ver cada aplicação ∂k : Ck(f) → Ck−1(f) como uma matriz ∆k de ordem ck×ck−1,

onde ck = #Critk(f). Mais especificamente, sejam Critk(f) = {x1, · · · , xck
} e Critk−1(f) =

{y1, · · · , yck−1
}. Então

Ck(f) = Z〈x1〉 ⊕ · · · ⊕ Z〈xck
〉 e Ck−1(f) = Z〈y1〉 ⊕ · · · ⊕ Z〈yck−1

〉.

E o operador de Morse-Witten é definido nos geradores por

∂k〈xi〉 :=

ck−1∑

j=0

n(xi, yj)〈yj〉.

Logo, a aplicação ∂k pode ser representada pela matriz ∆k:

x1 x2 · · · xck

y1

y2

...

yck−1

n(x1, y1)

n(x1, y2)

n(x1, yck−1
)

n(x2, y1)

n(x2, y2)

n(x2, yck−1
)

n(xck
, y1)

n(xck
, y2)

n(xck
, yck−1

)

...
...

...

· · ·

· · ·

· · ·

. . .

Assim, representamos a aplicação ∂k por uma matriz cujas entradas são os números de

intersecção n(x, y) entre pontos cŕıticos de ı́ndice consecutivos.

Da mesma forma, podemos visualizar o operador de Morse-Witten ∂∗ como uma matriz

∆ que contém as matrizes ∆k, para k ∈ Z e 0 < k ≤ n, conforme a Figura 1.2:

A matriz ∆ é dita uma matriz de conexão para M . Claramente vemos que a matriz

∆ é triangular estritamente superior.

Portanto, para obter uma matriz de conexão para um fluxo Morse-Smale em uma va-

riedade Riemanniana suave e fechada de dimensão finita basta construir o complexo de

Morse-Witten.

Para finalizar este caṕıtulo introdutório, vejamos um exemplo.
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0

0

0

∆k

∆k+10

0

0

∆k−1

∆k+20

C0 Ck−1

Ck−2

C0

Ck

Ck−1

Ck+1

Ck

Ck+2

Ck+1

Cn

Cn

...

...

· · · · · ·

0

0

0

0

0

Figura 1.2: Matriz de Conexão

Exemplo 1.1. Consideremos a variedade S2 e a função altura f : M → R, como na Figura

1.3. A função f é de Morse com 4 pontos cŕıticos: um ponto repulsor x, um ponto de sela

y e dois pontos atratores z e z′. Veja que f é, de fato, uma função de Morse-Smale, pois o

fluxo gradiente negativo oriundo de f não possui conexão entre pontos cŕıticos de mesmos

ı́ndices.

f

y

z

2

1

1

Myz

a

x

Mxy

TxW
u(x)

Myz′

z′

Figura 1.3: Função altura em S2.

Consideremos ainda as orientações para as variedades instáveis fixadas na Figura 1.3.

Nosso objetivo é encontrar as orientações dadas pelo Teorema 1.4 para as variedades conec-

tantes em questão.

Como z tem ı́ndice de Morse nulo, a orientação de Mℓz é facilmente obtida, pois esta

é induzida pela orientação de TℓW
u(ℓ), onde ℓ ∈ {x, y}. Já a orientação [Mxy]ind requer
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y
2

1

1

x 2
′

1
′

z

z′

Figura 1.4: Representação planar do fluxo em S2.

u1
u2

v2 v1

−1

−1

+1

y

z

x

z′

+1

Figura 1.5: Orientações induzidas nas variedades conectantes.

um pouco mais de atenção, ela é obtida através do isomorfismo (1.2). Uma boa maneira

para encontrarmos esta orientação é via a representação planar do fluxo em questão, como

na Figura 1.4. Veja que a união no infinito do retângulo com o ponto z′ fornece a esfera

S2. Nesta representação, o vetor 2′ é obtido da orientação de W u(y) (que é compat́ıvel

com a orientação de VyW
s(y)). O vetor 1′ é escolhido de forma que a orientação dada pela

base {1′, 2′} seja compat́ıvel com a orientação de W u(x), isto é, a orientação dada pela base

{1, 2}. O vetor 1′ determina a orientação [Mxy]ind, assim a orientação [Mxy]ind é oposta à

orientação dada pelo fluxo na órbita de v2 e compat́ıvel com a orientação dada pelo fluxo na

órbita de v1, como mostra a Figura 1.5. △

Veja que os grupos de cadeia de Morse e o operador bordo de Morse-Witten estão bem

definidos, para este caso. Os grupos de cadeia são: C2(f) = Z〈x〉, C1(f) = Z〈y〉, C0(f) =

Z〈z〉⊕Z〈z′〉 e Ck(f) = 0, para k ∈ Z \ {0, 1, 2}. A partir da Figura 1.5 temos que nu1 = +1,

nu2 = −1, nv1 = +1 e nv2 = −1. Logo,



Caṕıtulo 1 • Matriz de Conexão 17

z y x
0 −10

0

0

0 0

0 0

0

0

0000

∆(S2) =

z′

z

y

x

z′ +1

Figura 1.6: Matriz de conexão

n(x, y) = nv1 + nv2 = 0, n(y, z) = nu2 = −1, n(y, z′) = nu1 = +1.

E os operadores ∂2 : C2(f) → C1(f), ∂1 : C1(f) → C0(f) e ∂0 : C0(f) → 0̄ são definidos

nos geradores por:

∂2〈x〉 = 0, ∂1〈y〉 = 〈z′〉 − 〈z〉, ∂0〈z〉 = 0 ∂0〈z
′〉 = 0.

Assim, para todo k ∈ Z com k 6= 0, 1, 2, temos que ∂k é o operador nulo.

A matriz de conexão para este fluxo na esfera é dada pela Figura1.6.



Caṕıtulo 2

Sequência Espectral

Recentemente, a ferramenta algébrica, sequência espectral, tem sido usada em sistemas

dinâmicos, como podemos ver nos diversos trabalhos do Cornea, o qual usa a sequência

espectral como umas das principais ferramentas em seus trabalhos. Tal ferramenta nos dá

informações dinâmicas até então não encontradas por outros tipos de argumentos. Acre-

ditamos que esses trabalhos recentes servirão de motivação para o estudo das sequências

espectrais e por fim quebrarão o mito, bem exposto por [Ch], da dificuldade de se estudar

essa ferramenta algébrica

Esse caṕıtulo contém a teoria de sequências espectrais necessária para demonstrar a

existência de uma sequência espectral associada ao Método da Varredura, a qual nos dá

informações a respeito da dinâmica do fluxo Morse-Smale na variedade M .

Iniciaremos o caṕıtulo enunciando o seguinte teorema, que será usado diversas vezes neste

caṕıtulo.

Teorema 2.1 (Teorema do Isomorfismo de Noether). Sejam A e B submódulos de um

módulo C e seja A + B o submódulo gerado por A ∪ B. O mapa inclusão A ⊆ A + B envia

A ∩ B em B e induz um isomorfismo entre A/(A ∩ B) e (A + B)/B.

Um módulo bigraduado Er sobre um domı́nio de ideais principais R é uma coleção

indexada de R-módulos Er
p,q para todo par de inteiros p e q. Uma diferencial dr de bi-grau

(−r, r − 1) é uma coleção de homomorfismos dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1 para todo p e q, tal que

(dr)2 = 0. O módulo de homologia H(Er) é um módulo bigraduado definido por

Hp,q(E
r) =

Kerdr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1

Imdr : Er
p+r,q−r+1 → Er

p,q

.

19
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Definição 2.1. Uma sequência espectral E = {Er}r≥k é uma sequência {Er, dr} com r ≥ k

para algum k ∈ Z, tal que

1. Er é um R-modulo bigraduado, e dr é uma diferencial de bi-grau (−r, r − 1).

2. Para todo r ≥ k existe um isomorfismo H(Er) ≈ Er+1 onde

Hp,q(E
r) =

Kerdr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1

Imdr : Er
p+r,q−r+1 → Er

p,q

(módulo de homologia)

De uma maneira informal, podemos visualizar a sequência espectral como um livro com

páginas quadriculadas. A r-ésima página corresponde ao Er, e cada vértice dos quadrados

da página quadriculada corresponde ao Er
p,q, onde tomamos p na direção horizontal e q na

direção vertical.

E0

•E0
0,3 •E0

1,3 •E0
2,3 •E0

3,3

•E0
0,2 •E0

1,2 •E0
2,2 •E0

3,2

•E0
0,1 •E0

1,1 •E0
2,1

d0

��

•E0
3,1

•E0
0,0 •E0

1,0 •E0
2,0 •E0

3,0

E1

•E1
0,3 •E1

1,3 •E1
2,3 •E1

3,3

•E1
0,2 •E1

1,2 •E1
2,2 •E1

3,2

•E1
0,1 •E1

1,1 •E1
2,1

d1
oo •E1

3,1

•E1
0,0 •E1

1,0 •E1
2,0 •E1

3,0
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E2

•E2
0,3 •E2

1,3 • E2
2,3 • E2

3,3

•E2
0,2 •E2

1,2 • E2
2,2 • E2

3,2

•E2
0,1 •E2

1,1 • E2
2,1 • E2

3,1

d2

iiS
S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

S

•E2
0,0 •E2

1,0 • E2
2,0 • E2

3,0

Observe que se definirmos Er
q =

⊕

s+t=q

Er
s,t então a diferencial dr define um homomorfismo

∂r : Er
q → Er

q−1 tal que {Er
q , ∂

r}q∈Z é um complexo de cadeia com o q-ésimo módulo de

homologia igual a
⊕

s+t=q H(E)s,t. Note que Er
q corresponde a (s + t)-ésima diagonal e a

diferencial ∂r leva um elemento da diagonal q para outro elemento na diagonal q − 1, como

ilustra a seguinte figura.

E2
0,3 E2

2,3 E2
3,3E2

1,3

E2
0,2 E2

1,2 E2
2,2 E2

3,2

E2
0,1 E2

1,1 E2
2,1 E2

3,1

E2
0,0 E2

1,0 E2
2,0 E2

3,0

E2
4

E2
3E2

2

Figura 2.1: {Er
q , ∂

r}q∈Z

Se Er
p,q = 0 para algum par fixado (p, q) então Er+ϕ

p,q = 0 para todo ϕ ≥ 0.

Um homomorfismo φ : E → E ′ de uma sequência espectral para outra é uma coleção de

homomorfismo φr : Er
p,q → Er′

p,q para r ≥ k e para todo p e q que comutam com as diferenciais
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e tal que φr
∗ : H(E) → H(E ′) corresponde a φr+1 : Er+1 → Er′+1 pelos isomorfismos

H(Er) ≈ Er+1 da sequência espectral.

Para definir o termo limite de uma sequência espectral, faremos uns cálculos.

Sejam Z0
p,q = Ker(d0

p,q : E0
p,q → E0

p,q−1) e B0
(p,q) = Im(d0

p,q+1 : E0
p,q+1 → E0

p,q) então

B0 ⊆ Z0, pois (d0)2, e E1 = Z0/B0. Sejam Z(E1)p,q = Ker(d1
p,q : E1

p,q → E1
p−1,q) e

B(E1)p,q = Im(d1
p+1,q : E1

p+1,q → E1
p,q). Então pelo Teorema do Isomorfismo existem

submódulos bigraduados Z1 e B1 de Z0 contendo B0 tais que Z(E1)p,q = Z1
p,q/B

0
p,q e

B(E1)p,q = B1
p,q/B

0
p,q para todo p e q, segue que

B0 ⊆ B1 ⊆ Z1 ⊆ Z0.

Por indução

B0 ⊆ B1 ⊆ . . . ⊆ Br ⊆ . . . ⊆ Zr ⊆ . . . ⊆ Z1 ⊆ Z0.

Assim definimos o termo limite como E∞ = Z∞/B∞, onde Z∞ = ∩rZ
r e B∞ = ∪rB

r.

Uma sequência espectral é convergente se dados p e q existe r(p, q) ≥ 0 tal que para

todo r ≥ r(p, q), dr
p,q : Er

p,q → Er
p−r,q+r−1 é trivial. Uma sequência espectral é fortemente

convergente se dados p e q existe r(p, q) ≥ 0 tal que Er
p,q ≈ E∞

p,q, para todo r ≥ r(p, q).

2.1 Filtração em um complexo de cadeias

Definição 2.2. Uma filtração (crescente) em um R-módulo C é uma sequência de submódulos

FpC para todos os inteiros p tal que FpC ⊂ Fp+1C. Se C é um módulo graduado, ou seja,

{C = Cq} é uma coleção de R-módulo indexado pelos inteiros, a filtração deve ser compat́ıvel

com a graduação, isto é, FpC é um submódulo graduado de C para cada p.

Todas as filtrações usadas nessa dissertação serão crescentes, o que nos dará a liberdade

de omitir o termo “crescente” da expressão “filtração crescente”.

Uma filtração F em um complexo de cadeias C é uma filtração compat́ıvel com

a graduação de C e com a diferencial de C, ou seja, cada FpC é um subcomplexo de C da

forma {FpCq}q.

A Figura 2.2 auxilia a visualização de uma filtração crescente em um R-módulo C; por

exemplo para C = Cp+q temos que a filtração corresponde a linha com F∗Cp+q, onde i é

a aplicação inclusão. Para o caso em que C = Cq é um complexo de cadeias a Figura 2.2

descreve a filtração desse caso, onde ∂ é a diferencial associada ao complexo de cadeias.
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cadeias C. Existe uma seqüência espectral E = {Er}r≥0 convergente com

E0
p,q =

FpCp+q

Fp−1Cp+q

= G(C)p,q,

E1
p,q ≈ Hp+q(

FpCp+q

Fp−1Cp+q

)

e E∞ é isomorfa ao módulo GH∗(C).

Durante a demonstração deste teorema é bom sempre ter em mente a Figura 2.2.

Demonstração. A demonstração será dividida em 3 partes:

1 Cálculo de Er
p para r < 0, r = 0 e r = 1;

2 Prova de que E = {Er}r≥0 é uma sequência espectral;

3 Cálculo da convergência da sequência espectral.

Demonstração da parte 1:

Para r arbitrário definimos

Zr
p = {c ∈ FpC | ∂c ∈ Fp−rC}

e

Z∞
p = {c ∈ FpC | ∂c = 0}.

Esses são módulos graduados com Zr
p,q = {c ∈ FpCp+q | ∂c ∈ Fp−rCp+q−1} e Z∞

p,q = {c ∈

FpCp+q | ∂c = 0}.

Afirmação:

. . . ⊆ ∂Z−1
p−1 ⊆ ∂Z0

p ⊆ ∂Z1
p+1 ⊆ . . . ⊆ ∂C ∩ FpC ⊆ Z∞

p ⊆ . . .

. . . ⊆ Z1
p ⊆ Z0

p = FpC (2.1)

Com efeito, basta mostrar que ∂Zt
p+t ⊆ ∂C ∩FpC, para todo t e ∂C ∩FpC ⊆ Z∞

p , pois

as outras inclusão seguem diretamente da definição.

Seja c ∈ ∂Zt
p+t com t qualquer, temos que existe w ∈ Zt

p+t tal que ∂w = c, isto é

w ∈ Fp+tC tal que c = ∂w ∈ Fp+t−tC = FpC e c ∈ ∂Fp+tC ⊆ ∂C para todo t.

Portanto ∂Zt
p+t ⊆ ∂C ∩ FpC, para todo t.
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Seja c ∈ ∂C∩FpC, ou seja, c ∈ ∂Cp+q+1∩FpCp+q para algum q. Logo existe w ∈ Cp+q+1

tal que c = ∂w, dáı ∂c = ∂∂w = 0. Como c ∈ FpCp+q então c ∈ Z∞
p , portanto

∂C ∩ FpC ⊆ Z∞
p . ⊲

Defina

Er
p,q =

Zr
p,q

Zr−1
p−1,q+1 + ∂Zr−1

p+r−1,q−r+2

,

E∞
p,q =

Z∞
p,q

Z∞
p−1,q+1 + ∂C ∩ FpCp+q

.

Note que a aplicação ∂ envia Zr
p para Zr

p−r e envia Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1 para ∂Zr−1
p−1 .

De fato, seja c ∈ Zr
p = {c ∈ FpC | ∂c ∈ Fp−rC} temos que ∂c ∈ Fp−rC e ∂∂c = 0 ∈

Fp−r−rC, logo ∂c = w ∈ Zr
p−r. Seja c + d ∈ Zr−1

p−1 + ∂Zr−1
p+r−1 tal que c ∈ Zr−1

p−1 e d ∈ ∂Zr−1
p+r−1,

ou seja, d = ∂b com b ∈ Zr−1
p+r−1, dáı ∂(c + d) = ∂c + ∂∂b = ∂c ∈ ∂Zr−1

p−1 .

Assim ∂ induz o homomorfismo

dr : Er
p −→ Er

p−r

c + Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1 7−→ ∂c + Zr−1
p−r−1 + ∂Zr−1

p−1

Pela definição de Er
p,q temos que Er é um módulo bigraduado. Provaremos que dr é

uma diferencial de bigrau (−r, r − 1) de Er. Com efeito dr ◦ dr(c + Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1) =

dr(∂c+Zr−1
p−r−1+∂Zr−1

p−1) = ∂∂c+Zr−1
p−r−r−1+∂Zr−1

p−r−1 = 0Er
p−r−r

. Por ∂ levar Zr
p,q → Zr

p−r,q+r−1

temos que dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1, assim dr é uma diferencial de bigrau (−r, r − 1).

Afirmação: Er
p = FpC/Fp−1C para todo r ≤ 0 e dr = 0 para todo r < 0.

De fato, para todo c ∈ FpC temos que ∂c ∈ FpC ⊆ Fp−rC, pois p− r ≥ p já que r ≤ 0,

assim FpC ⊆ Zr
p . Ora Zr

p = {c ∈ FpC | ∂c ∈ Fp−rC} ⊆ FpC, segue que Zr
p = FpC.

Usando esse fato vemos que

Er
p,q =

Zr
p,q

Zr−1
p−1,q+1 + ∂Zr−1

p+r−1,q−r+2

=
FpC

Fp−1C + ∂Fp+r−1C
=

FpC

Fp−1C
, ∀r ≤ 0,

pois ∂Fp+r−1C ⊆ Fp+r−1C ⊆ Fp−1C, já que p + r − 1 ≤ p − 1.



26 Seção 2.1 • Filtração em um complexo de cadeias

Para r < 0, temos

dr :
FpC

Fp−1C
−→

Fp−rC

Fp−r−1C

c + Fp−1C 7−→ ∂c + Fp−r−1C.

Note que c ∈ FpC ⊆ Fp−r−1C, visto que p ≤ p− r − 1, ∀r < 0. Assim ∂(c + Fp−1C) =

∂c + Fp−r−1C = 0Fp−1C/Fp−r−1C .

Observe que d0 = ∂

d0 :
FpC

Fp−1C
−→

FpC

Fp−1C

c + Fp−1C 7−→ ∂c + Fp−1C,

pois ∂Fp−1C ⊆ Fp−1C. Ou seja, d0 é o operador bordo do complexo quociente E0
p,q =

FpCp+q

Fp−1Cp+q
= G(C)p,q. ⊲

Agora iremos calcular E1
p,q ≈ Hp+q(FpC/Fp−1C), para isso basta encontrar o módulo dos

ciclos e o módulo dos bordos do complexo quociente FpC/Fp−1C.

Pela definição e pelo resultado anterior temos

E1
p =

Z1
p

Z0
p−1 + ∂Z0

p−1

=
Z1

p

Fp−1C + ∂Fp−1C
,

Z1
p

Z0
p−1

=
Z1

p

Fp−1C
.

Afirmação: Z1
p/Z

0
p−1 é o módulos dos ciclos de FpC/Fp−1C.

Seja a+Fp−1C ∈ Z1
p/Fp−1C então ∂(a+Fp−1C) = ∂a+∂Fp−1C ⊆ Fp−1C = 0FpC/Fp−1C .

Logo
Z1

p

Z0
p−1

é um submódulo do módulo dos ciclos de FpC/Fp−1C.

Seja c + Fp−1C um ciclo de FpC/Fp−1C então ∂(c + Fp−1C) = 0 = ∂c + Fp−1C, pois

Fp−1C é o elemento neutro do quociente FpC/Fp−1C, assim ∂c ∈ Fp−1C. Como c ∈ FpC

e ∂c ∈ Fp−1C, então c ∈ Z1
p e Z0

p−1 = Fp−1C, ou seja, c + Fp−1C ∈ Z1
p/Z

0
p−1. ⊲

Afirmação:
Z0

p−1,q+1 + ∂Z0
p−1,q+1

Z0
p−1,q+1

é o módulo dos bordos de FpC/Fp−1C.

Observe que
Z0

p−1,q+1 + ∂Z0
p,q+1

Z0
p−1,q+1

=
Fp−1Cp+q + ∂FpCp+q+1

Fp−1Cp+q

.
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Seja a + Fp−1Cp+q ∈ (Fp−1Cp+q + ∂FpCp+q+1)/Fp−1Cp+q, podemos escrever a = b + d

com b ∈ Fp−1Cp+q, d ∈ ∂FpCp+q+1 e d = ∂w onde w ∈ FpCp+q+1. Como a +

Fp−1Cp+q = b + d + Fp−1Cp+q = d + b + Fp−1Cp+q = d + Fp−1Cp+q = ∂w + Fp−1Cp+q ∈

∂(FpCp+q+1/Fp−1Cp+q+1). Portanto Z0
p−1,q+1 + ∂Z0

p−1,q+1/Z
0
p−1,q+1 é submódulo do módulo

dos bordos de FpC/Fp−1C.

Afirmação: ∂Fp−1Cp+q+1 = ∂FpCp+q+1 ∩ Fp−1Cp+q.

Com efeito seja a ∈ ∂FpCp+q+1∩Fp−1Cp+q logo existe b ∈ FpCp+q+1 tal que ∂b = a,

ora a ∈ Fp−1Cp+q segue que b ∈ Fp−1Cp+q+1, portanto a ∈ ∂Fp−1Cp+q+1, ou seja,

∂FpCp+q+1 ∩ Fp−1Cp+q ⊆ ∂Fp−1Cp+q+1. A outra inclusão segue analogamente. ⊲

Seja w + Fp−1Cp+q ∈ ∂(FpCp+q+1/Fp−1Cp+q+1) dáı existe

∂(a + Fp−1Cp+q+1) = w + Fp−1Cp+q = ∂a + ∂Fp−1Cp+q+1 =

= ∂a + ∂FpCp+q+1 ∩ Fp−1Cp+q ∈
∂FpCp+q+1

∂FpCp+q+1 ∩ Fp−1Cp+q

≈
Fp−1Cp+q + ∂FpCp+q+1

Fp−1Cp+q

,

onde o isomorfismo segue do Teorema dos isomorfismos de Noether. ⊲

Logo

Hp+q(FpC/Fp−1C) =

Z1
p

Z0
p−1

Z0
p−1,q+1 + ∂Z0

p−1,q+1

Z0
p−1,q+1

≈ E1
p,q.

Demonstração da 2a parte:

Provaremos que E = {Er}r≥0 é uma sequência espectral calculando a homologia de Er

com respeito a dr.

Afirmação ∗ :

{c ∈ Zr
p | ∂c ∈ Zr−1

p−r−1 + ∂Zr−1
p−1} = {c ∈ Zr

p | ∂c ∈ Fp−r−1C} + {c ∈ Zr
p | ∂c ∈ ∂Zr−1

p−1}

= Zr+1
p + (Zr−1

p−1 + Z∞
p ) = Zr+1

p + Zr−1
p−1

A primeira igualdade segue da definição de Zr−1
p−r−1 = {w ∈ Fp−r−1C | ∂w ∈ Fp−2r}. A

segunda igualdade segue dos seguintes fatos.
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Fato: {c ∈ Zr
p | ∂c ∈ Fp−r−1C} = Zr+1

p .

De fato, usando a definição de Zr
p temos {c ∈ Zr

p | ∂c ∈ Fp−r−1C} = {c ∈

FpC | ∂c ∈ Fp−rC e ∂c ∈ Fp−r−1C} = Zr+1
p , pois Fp−r−1C ⊆ Fp−rC. ⊲

Fato: {c ∈ Zr
p | ∂c ∈ ∂Zr−1

p−1} = Zr−1
p−1 + Z∞

p .

Note que {c ∈ Zr
p | ∂c ∈ ∂Zr−1

p−1} = {c ∈ FpC | ∂c ∈ Fp−rC e ∃w ∈ Zr−1
p−1 tal que

∂c = ∂w}, então c = e + w onde e ∈ FpC tal que ∂e = 0 pois ∂c = ∂w logo

∂(c − w) = 0, ou seja, c − w = e. Assim para todo c ∈ {c ∈ Zr
p | ∂c ∈ ∂Zr−1

p−1}

temos que c pode ser decomposto na soma c = e + w onde e ∈ Z∞
p e w ∈ Zr−1

p−1 ,

ou seja, segue o resultado. ⊲

A última igualdade segue do fato de que Z∞
p ⊆ Zr+1

p . ⊲

Iremos calcular Ker(dr : Er
p → Er

p−r) e Im(dr : Er
p+r → Er

p). Pela definição de

dr : Er
p −→ Er

p−r

c + Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1 7−→ ∂c + Zr−1
p−r−1 + ∂Zr−1

p−1

temos que ∂c = 0 ⇔ ∂c ∈ Zr−1
p−r−1 +∂Zr−1

p−1 , ou seja, se c ∈ Ker(dr : Er
p → Er

p−r) então c ∈ Zr
p

e ∂c ∈ Zr−1
p−r−1 + ∂Zr−1

p−1 . Dáı por (∗), temos {c ∈ Zr
p | ∂c ∈ Zr−1

p−r−1 + ∂Zr−1
p−1} = Zr+1

p + Zr−1
p−1 ,

dáı Ker(dr) =
Zr+1

p +Zr−1
p−1

Zr−1
p−1+∂Zr−1

p+r−1

.

Segue também que Im(dr : Er
p+r → Er

p) =
∂Zr

p+r

Zr−1
p−1+∂Zr−1

p+r−1

≈
∂Zr

p+r+Zr−1
p−1

Zr−1
p−1+∂Zr−1

p+r−1

, tal isomorfismo

é dado pela aplicação

∂Zr
p+r + Zr−1

p−1

Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1

−→
∂Zr

p+r

Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1

a + b + Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1 7−→ a + Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1
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Kerdr

Imdr
=

Zr+1
p + Zr−1

p−1

Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1

∂Zr
p+r + Zr−1

p−1

Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1

=
(Zr+1

p + Zr−1
p−1)

(Zr−1
p−1 + ∂Zr

p+r)

≈
Zr+1

p

Zr+1
p ∩ (Zr−1

p−1 + ∂Zr
p+r)

=
Zr+1

p

(Zr
p−1 + ∂Zr

p+r)
= Er+1

p

O isomorfismo segue do Teorema de Noether onde A = Zr+1
p e B = Zr−1

p−1 + ∂Zr
p+r e

note que ∂Zr
p+r ⊆ Zr+1

p devido às das inclusões em (2.1), assim A + B = Zr+1
p + Zr−1

p−1 . A

penúltima igualdade segue do fato de que Zr+1
p ∩ Zr−1

p−1 = {c ∈ FpC | ∂c ∈ Fp−r−1C} ∩ {c ∈

Fp−1C | ∂c ∈ Fp−rC} = {c ∈ Fp−1C | ∂c ∈ Fp−r−1C} = Zr
p−1.

Portanto,

H∗(E
r) ≈ Er+1.

Demonstração da terceira parte:

Primeiramente, calcularemos o termo limite dessa sequência e depois mostraremos a sua

convergência.

Antes disso, provaremos alguns resultados que auxiliarão no cálculo do termo limite.

1. [ Er
p =

Zr
p

(Zr−1
p−1+∂Zr−1

p+r−1)
≈

(Zr
p+Fp−1C)

(Fp−1C+∂Zr−1
p+r−1)

]

Em Er
p sejam A = Zr

p e B = Fp−1C +∂Zr−1
p+r−1 temos que Er

p = A
A∩B

, pois ∂Zr−1
p+r−1 ⊆ Zr

p

por (2.1) e Zr
p ∩ Fp−1C = {c ∈ Fp−1C | ∂c ∈ Fp−rC} = Zr−1

p−1 . Usando o Teorema de

Noether obtemos

Er
p =

Zr
p

(Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1)
=

A

A ∩ B
≈

A + B

B
=

(Zr
p + Fp−1C)

(Fp−1C + ∂Zr−1
p+r−1)

.

Note que na expressão, o numerador decresce e o denominador cresce quando r cresce,

basta observar as inclusões em (2.1).

2. [ ∂C ∩ FpC = ∂Zr−1
p+r−1 ]

Como ∪pFpC = C então ∪r∂Zr−1
p+r−1 = ∂C ∩ FpC. De fato, por (2.1) temos ∂Zr−1

p+r−1 ⊆

FpC ∩ ∂C, ∀r portanto ∪r∂Zr−1
p+r−1 ⊆ FpC ∩ ∂C. Seja c ∈ FpC ∩ ∂C, dáı existe w ∈ C



30 Seção 2.1 • Filtração em um complexo de cadeias

tal que ∂w = c. Temos que existe p0 ∈ Z tal que w ∈ Fp0C, por ∪pFpC = C. Como

∪r∂Zr−1
p+r−1 = ∪r∂{a ∈ Fp+r−1C | ∂a ∈ FpC} e w ∈ Fp0C e ∂w = c ∈ FpC então

c ∈ ∂Zr0−p
r0

⊆ ∪r∂Zr−1
p+r−1, onde r0 = p0 − p + 1. Portanto ∂C ∩ FpC = ∂Zr−1

p+r−1.

3. [ ∩rZ
r
p,q = Z∞

p,q ]

Para p + q − 1 existe p0 ∈ Z tal que Fp0Cp+q−1 = 0, já que a filtração é limitada

inferiormente, logo ∩rZ
r
p,q = ∩r{c ∈ FpCp+q | ∂c ∈ Fp−rCp+q−1} = {c ∈ FpCp+q | ∂c ∈

∩rFp−rCp+q−1} = {c ∈ FpCp+q | ∂c ∈ 0} = Z∞
p,q

Usando esses resultados e o Teorema de Noether (A = Z∞
p , B = Fp−1C + ∂C ∩ FpC e

usando ∂C ∩ FpC ⊆ Z∞
p ) segue

E∞(p) =
Z∞(p)

B∞(p)
=

∩rZ
r(p)

∩rBr(p)
⋆
=

∩r(Z
r
p + Fp−1C)

∪r(Fp−1C + ∂Zr−1
p+r−1)

=
(∩rZ

r
p + Fp−1C)

(Fp−1C + ∪r∂Zr−1
p+r−1)

=
(Z∞

p + Fp−1C)

(Fp−1C + ∂C ∩ FpC)

≈
Z∞

p

(Z∞
p−1 + ∂C ∩ FpC)

= E∞
p

⋆ Note que na definição do termo limite E∞, visto anteriormente, Zr = Zr
p + Fp−1C

e Br = Fp−1C + ∂Zr−1
p+r−1 pois satisfazem as condições apresentadas na definição do termo

limite E∞. Observe também que o termo limite E∞, Zr e Br são bimódulos graduados e

que E∞(p), Zr(p) e Br(p) são módulos graduados com p fixo. Não confunda Zr com Zr
p ,

Zr(p) com Zr
p , E∞ com E∞

p e E∞(p) com E∞
p esses módulos tem definições distintas apesar

de algum deles serem iguais pelo que foi demonstrado acima (E∞(p) = E∞
p ).

Agora, mostraremos a convergência da sequência espectral.

Como a filtração é limitada inferiormente temos que dado s + t existe s̃(s + t) tal que

FsCs+t = 0 para todo s < s̃(s + t), dáı

Er
s,t =

Zr
s,t

Zr−1
s−1,t+1 + ∂Zr−1

s+r−1,t−r+2

=
{c ∈ FsCs+t | ∂c ∈ Fs−rCs+t−1}

Zr−1
s−1,t+1 + ∂Zr−1

s+r−1,t−r+2

= 0. (2.2)

Assim para p e q fixados basta tomar r0 = p − p̃(p + q − 1), dáı para todo r > r0

dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1 é nulo. De fato Er
p−r,q+r−1 = 0, visto que os sub́ındices de Er

p−r,q+r−1

tem a soma p− r + q + r−1 = p+ q−1 e p− r < p− r0 = p−p+ p̃(p+ q−1) = p̃(p+ q−1),

assim por (2.2) Er
p−r,q+r−1 = 0 ∀r > r0. Com isso provamos a convergência.
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Finalmente, para completar a prova interpretamos o limite E∞ como GH∗(C). Pela

definição GH∗(C)p,q =
FpHp+q(C)

Fp−1Hp+q(C)
, onde FpHp+q(C) = Im[Hp+q(FpC) → Hp+q(C)].

Considere a aplicação

ϕp+q : Hp+q(FpC) −→ Hp+q(C)

a + Im(∂p+q+1
F ) 7−→ a + Im(∂p+q+1),

onde ∂p+q+1
F é a restrição em FpC do operador bordo ∂p+q+1 : Cp+q+1 → Cp+q e a ∈

Ker(∂p+q
F ), ou seja a ∈ Z∞

p por definição. Logo

Im(ϕp+q) =
Z∞

p + Im(∂p+q+1)

Im(∂p+q+1)
≈

Z∞
p

Z∞
p ∩ Im(∂p+q+1)

=
Z∞

p

∂Cp+q+1 ∩ FpCp+q+1

,

pois o isomorfismo é dado pelo Teorema de Noether e Z∞
p ∩Im(∂p+q+1) = ∂Cp+q+1∩FpCp+q+1.

Assim, o módulo graduado F∗Hp+q(C) =
Z∞

p

∂C ∩ FpC
. Como ∂C ∩ Fp−1C ⊆ ∂C ∩ FpC então

(Z∞
p /∂C ∩ FpC)

(Z∞
p−1/∂C ∩ Fp−1C)

≈
Z∞

p

(Z∞
p−1 + ∂C ∩ FpC)

,

via o isomorfismo que leve

a + ∂C ∩ FpC + Z∞
p−1/∂C ∩ Fp−1C ↔ a + Z∞

p−1 + ∂C ∩ FpC,

onde a ∈ Z∞
p . Segue que

FpH∗(C)/Fp−1H∗(C) =

=
(Z∞

p /∂C ∩ FpC)

(Z∞
p−1/∂C ∩ Fp−1C)

≈
Z∞

p

(Z∞
p−1 + ∂C ∩ FpC)

= E∞
p .



Caṕıtulo 3

Método da Varredura

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana suave, fechada e de dimensão finita n e seja ϕ um

fluxo gradiente negativo sobre M oriundo de uma função de Morse-Smale f . Consideremos

o complexo de Morse-Witten (C∗(f), ∂∗) associado a M , dado por

Ck(f) :=
⊕

x∈Critk(f)

Z〈x〉, k ∈ Z,

onde Critk(f) é o conjunto dos pontos cŕıticos de f de ı́ndice k.

Conforme o Caṕıtulo 1, temos que o operador bordo ∂∗ é representado pela matriz ∆

(veja Figura 1.2) com as seguintes propriedades:

• A matriz ∆ é triangular estritamente superior;

• ∆ ◦ ∆ = 0.

Para construir a matriz ∆ observe que enumeramos cada conjunto Critk(f) = {h1
k, ..., h

ck

k },

onde ck é o número de pontos cŕıticos de ı́ndice k. Note que cada coluna da matriz ∆ está

associado a um ponto cŕıtico de f . Então ordenamos o conjunto de todos os pontos cŕıticos

de f conforme a ordem das colunas de ∆ (Figura 1.2). Como exemplo, ordenamos o conjunto

dos pontos cŕıticos de f da seguinte forma

{h
(1)
0 , ..., h

(ℓ0)
0 , h

(ℓ0+1)
1 , ..., h

(ℓ1)
1 , ..., h

(ℓk−1+1)
k , ..., h

(ℓk)
k , ...}.

Agora, consideremos a seguinte filtração F para o complexo de Morse-Witten:

33
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FpCk(f) :=
⊕

h
(ℓ)
k

∈Critk(f), ℓ≤p+1

Z〈h(ℓ)
k 〉.

Notemos que a numeração das colunas da matriz ∆ está deslocada por 1 com relação ao

ı́ndice p da filtração FpCk(f).

Para simplificar a notação neste trabalho o termo h
(ℓ)
k apresentará vários significados, os

quais são: um ponto cŕıtico de ı́ndice k; a ℓ-ésima coluna da matriz ∆ (também poderá re-

presentar a ℓ-ésima linha, porém faremos menção expĺıcita nesse caso.); e a cadeia elementar

associada a ℓ-ésima coluna.

Nesse caṕıtulo, apresentaremos o algoritmo do Método da Varredura e para a matriz de

conexão associada ao complexo de Morse-Witten. Esse método marca algumas entradas não

nulas chamados de pivôs primários e pivôs mudanças de base, os quais tem um papel impor-

tante para provar que temos uma sequência espectral associada ao Método da Varredura.

O algoritmo do Método da Varredura será desenvolvido sobre uma matriz ∆ com entradas

em Z, com uma pequena adaptação, mostrada a posteriori, podemos utilizar o mesmo método

sobre um corpo qualquer F.

Fixada uma diagonal auxiliar r, o método descrito abaixo deve ser aplicado para todo k

simultaneamente.

Primeiro Passo

1. Considere todas as colunas hk junto com todas as linhas hk−1 em ∆. Sejam ∆ki,j
as

entradas de ∆ tais que a i-ésima linha é hk−1 e a j-ésima coluna é hk.

Seja ξ1 a primeira diagonal auxiliar de ∆ que contém entradas não nulas ∆ki,j
. Tais

entradas são chamadas pivôs primários de ı́ndice k. Assim, para cada ∆ki,j
não

nulo em ξ1 as entradas ∆ks,j
para s > i são todas nulas, pois caso contrário, as mesmas

teriam sido detectadas como pivôs primários em uma diagonal auxiliar ξ para ξ < ξ1.

Encerramos este primeiro passo definindo ∆ξ1 como sendo ∆ com todos os k pivôs

primários da ξ1-ésima diagonal auxiliar marcados.

2. Consideremos a matriz ∆ξ1 e sejam ∆ξ1
ki,j

as entradas em ∆ξ1 tais que a i-ésima linha

é hk−1 e a j-ésima coluna é hk. Seja ξ2 a primeira diagonal auxiliar maior que ξ1 que

contém entradas não nulas ∆ξ1
ki,j

. Constrúımos a matriz ∆ξ2 seguindo o procedimento

abaixo:
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Dada uma entrada ∆ξ1
ki,j

não nula na ξ2-ésima diagonal auxiliar de ∆ξ1

(a) se não existem pivôs primários na i-ésima linha e j-ésima coluna, marque ∆ξ1
ki,j

como um pivô primário de ı́ndice k e o valor numérico desta entrada permanece

o mesmo, ou seja, ∆ξ2
ki,j

= ∆ξ1
ki,j

.

(b) caso contrário, considere as entradas na j-ésima coluna e na s-ésima linha com

s > i em ∆ξ1 .

i. Se existe um k pivô primário em uma entrada na j-ésima coluna e na s- ésima

linha, com s > i, então o valor numérico de ∆ξ1
ki,j

permanece o mesmo e tal

entrada não é marcada, ou seja, ∆ξ2
ki,j

= ∆ξ1
ki,j

.

ii. Se não existem pivôs primários na j-ésima coluna abaixo de ∆ξ1
ki,j

então existe

um k pivô primário na i-ésima linha, digamos na t-ésima coluna de ∆ξ1 , com

t < j. Neste caso, o valor numérico da entrada ∆ξ1
ki,j

permanece o mesmo, mas

no entanto este é marcado como pivô mudança de base, ou seja, ∆ξ2
ki,j

= ∆ξ1
ki,j

.

Notemos que ∆ξ2 é na verdade igual a ∆ξ1 exceto pelas entradas da ξ2-ésima

diagonal auxiliar marcadas com pivôs primários e mudanças de base. Veja

Figura 3.1.

A Mudança de Base

Neste passo, consideramos a matriz ∆r com os pivôs primários marcados na ξ-ésima

diagonal auxiliar para todo ξ ≤ r e com os pivôs mudanças de base marcados na r-ésima

diagonal auxiliar. Vamos descrever agora como a matriz ∆r+1 é definida. Sem perda de

generalidade, podemos supor que existe pelo menos um pivô mudança de base na r-ésima

diagonal auxiliar, pois caso contrário ∆r+1 = ∆r com a (r + 1)-ésima diagonal auxiliar

marcada com pivôs primários e pivôs mudança de base.

Suponhamos que ∆r
ki,j

é um pivô mudança de base. Então realizamos uma mudança de

base em ∆r adicionando uma combinação linear em Q de todas as ℓ-ésimas colunas de ∆r,

com κ ≤ ℓ < j, onde κ é a primeira coluna de ∆r associada a uma k-cadeia, a um múltiplo

inteiro positivo u 6= 0 da j-ésima coluna de ∆r, com o objetivo de zerar a entrada ∆r
ki,j

sem

introduzir entradas não nulas da forma ∆r
ks,j

para s > i. Além disso, a combinação linear

resultante deve ser da forma βκh
(κ)
k +· · ·+βj−1h

(j−1)
k +βjh

(j)
k com βℓ inteiro para ℓ = κ, . . . , j.

A notação h
(ℓ)
k indica a k-cadeia elementar associada a ℓ-ésima coluna de ∆.
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


· · · h
(ℓ)
k h

(ℓ+1)
k h

(ℓ+2)
k h

(ℓ+3)
k · · ·

...

h
(s)
k−1

h
(s+1)
k−1

h
(s+2)
k−1 −3

h
(s+3)
k−1 3 2

h
(s+4)
k−1 −1 1 −2

h
(s+5)
k−1 0 0 3 −1

...




ξ2

ξ1

Figura 3.1: Diagonais auxiliares ξ1 e ξ2.

O inteiro u é chamado coeficiente ĺıder da mudança de base. Se mais que uma com-

binação linear for posśıvel, escolhemos aquela que minimiza u. Seja u o coeficiente ĺıder

minimal de uma mudança de base. Uma vez que a mudança de base é feita, obtemos uma

k-cadeia associada a j-ésima coluna de ∆r+1 que é uma combinação linear em Q das ℓ-ésimas

hk colunas κ ≤ ℓ < j de ∆r mais um múltiplo inteiro u da j-ésima coluna de ∆r tal que

∆r+1
ki,j

= 0. Além disso, esta combinação linear é também uma combinação linear inteira de

colunas hk de ∆ à esquerda da j-ésima coluna.

Observe que se a ℓ-ésima coluna de ∆r é uma hk coluna, então corresponde a uma

combinação linear inteira σ
(ℓ),r
k =

ℓ∑

ℓ=κ

cℓ,r
ℓ h

(ℓ)
k de hk colunas de ∆ tal que a κ-ésima hk coluna

é a primeira coluna de ∆ associada a uma k-cadeia. A notação de σ
(ℓ),r
k indica ı́ndice de

Morse k e a ℓ-ésima coluna de ∆r. Portanto, se a j-ésima coluna ∆r+1 é uma hk coluna,
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então será da forma

σ
(j),r+1
k = u

j∑

ℓ=κ

cj,r
ℓ h

(ℓ)
k

︸ ︷︷ ︸
σ

(j),r
k

+qj−1

j−1∑

ℓ=κ

cj−1,r
ℓ h

(ℓ)
k

︸ ︷︷ ︸
σ

(j−1),r
k

+ · · · + qκ+1 (cκ+1,r
κ h

(κ)
k + cκ+1,r

κ+1 h
(κ+1)
k )︸ ︷︷ ︸

σ
(κ+1),r
k

+qκ cκ,r
κ h

(κ)
k︸ ︷︷ ︸

σ
(κ),r
k

(3.1)

ou, equivalentemente,

(ucj,r
κ + qj−1c

j−1,r
κ + · · · + qκc

κ,r
κ )h

(κ)
k + (ucj,r

κ+1 + qj−1c
j−1,r
κ+1 + · · · + qκ+1c

κ+1,r
κ+1 )h

(κ+1)
k + · · ·

· · · + (ucj,r
j−1 + qj−1c

j−1,r
j−1 )h

(j−1)
k + ucj,r

j h
(j)
k (3.2)

com cκ,r
κ = 1 e

cj,r+1
κ = ucj,r

κ + qj−1c
j−1,r
κ + · · · + qκc

κ,r
κ ∈ Z (3.3)

cj,r+1
κ+1 = ucj,r

κ+1 + qj−1c
j−1,r
κ+1 + · · · + qκ+1c

κ+1,r
κ+1 ∈ Z (3.4)

...

cj,r+1
j−1 = ucj,r

j−1 + qj−1c
j−1,r
j−1 ∈ Z (3.5)

cj,r+1
j = ucj,r

j ∈ Z. (3.6)

A primeira coluna de qualquer ∆k não pode sofrer nenhuma mudança de base, já que

não existem hk colunas a sua esquerda, o que explica o porque cκ,r
κ = 1.

Notemos que qℓ = 0 em qℓ

ℓ∑

ℓ=1

cℓ,r
ℓ h

(ℓ)
k quando a ℓ-ésima coluna tem um pivô primário em

uma linha s para s > i.

Se o pivô primário da i-ésima linha está na t-ésima coluna então o número racional qt é

não nulo em qt

t∑

ℓ=1

ct,r
ℓ h

(ℓ)
k e é tal que

∆r+1
ki,j

= u∆r
ki,j

+ qt∆
r
ki,t

= 0.
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Como u ≥ 1 é único, então qt é unicamente definido.

Uma vez que o processo acima é feito para todos os pivôs mudança de base da r-ésima

diagonal auxiliar de ∆r, podemos então definir uma matriz mudança de base.

Portanto a matriz ∆r+1 tem valores numéricos determinados por uma mudança de base

em Q de ∆r. Em particular, todos os pivôs mudança de base na r-ésima diagonal auxiliar

de ∆r são iguais a zero em ∆r+1. Veja as Figuras 3.2 e 3.3.




· · · σ
(ℓ),r
k σ

(ℓ+1),r
k σ

(ℓ+2),r
k σ

(ℓ+3),r
k · · ·

...

σ
(s),r
k−1

σ
(s+1),r
k−1

σ
(s+2),r
k−1 −3

σ
(s+3),r
k−1 3 2

h
(s+4),r
k−1 −1 1 −2

h
(s+5),r
k−1 0 0 3 −1

...




r + 1

r

Figura 3.2: Método da Varredura: ∆r.

Marcando a (r + 1)-ésima diagonal auxiliar de ∆r+1

Consideremos a matriz ∆r+1 definida no passo anterior. Marcamos a (r + 1)-ésima dia-

gonal auxiliar com pivôs primários e mudança de base como segue: dada uma entrada não

nula ∆r+1
ki,j

1. Se não existem pivôs primários na i-ésima linha e nem na j-ésima coluna, marcamos

∆r+1
ki,j

como um pivô primário de ı́ndice k.
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2. Se este não é o caso, consideremos as entradas na j-ésima coluna e na s-ésima linha

com s > i em ∆r+1.

(a) Se existe um k pivô primário na j-ésima coluna abaixo de ∆r+1
ki,j

então este não é

marcado.

(b) Se não existem pivôs primários de ı́ndice k na j-ésima coluna abaixo de ∆r+1
ki,j

então existe um pivô primário de ı́ndice k na i-ésima linha e em uma coluna t de

∆r+1, com t < j. Neste caso, marque ∆r+1
ki,j

como um pivô mudança de base. Veja

a Figura 3.3.




· · · σ
(ℓ),r+1
k σ

(ℓ+1),r+1
k σ

(ℓ+2),r+1
k σ

(ℓ+3),r+1
k · · ·

...

σ
(s),r+1
k−1

σ
(s+1),r+1
k−1

σ
(s+2),r+1
k−1 −3

σ
(s+3),r+1
k−1 3 5

h
(s+4),r+1
k−1 −1 0 −2

h
(s+5),r+1
k−1 0 0 3 −1

...




r + 1

r

Figura 3.3: Método da Varredura: ∆r+1.

Último Passo

Repetimos o procedimento acima até que todas as diagonais auxiliares tenham sido con-

sideradas.

Observação 3.1. Para usar o Método da Varredura sobre um corpo F basta alterar a etapa

“A Mudança de Base” da seguinte forma: multiplique a p-ésima coluna por ∆r
ki,j

(∆r
ki,p

)−1,



40 Seção 3.1 • Calculando Exemplos Utilizando Recursos Computacionais

subtraia esta coluna com a j-ésima coluna e em seguida substitua na j-ésima coluna, onde

∆r
ki,j

é um pivô mudança de base e ∆r
ki,p

é um pivô primário. Tal pivô primário existe, pois

caso contrário ∆r
ki,j

não seria um pivô mudança de base.

Os exemplos se encontram na próxima seção.

3.1 Calculando Exemplos Utilizando Recursos Com-

putacionais

Utilizaremos o programa Computer implementation of the sweeping algorithm and the

random matrix generator, que se encontra na referência [Me], para fazer os cálculos de todos

os exemplos apresentados nessa dissertação. No Apêndice A, temos um tutorial de como

usar esse programa.

Ao todo serão 3 exemplos de aplicações do Método da Varredura em diferentes matrizes.

• O primeiro exemplo, que se encontra nessa seção, serve para nos dar uma ideia de como

usar o Método da Varredura sem aux́ılio do programa.

• O segundo exemplo, apresentado no Apêndice B, serve de motivação para o fato que

mesmo que encontremos entradas não inteiras nas matrizes intermediárias a última

matriz apresenta entradas inteiras. Tal fato (a última matriz gerada pelo Método da

Varredura sempre apresentará entradas inteiras) foi provado em [dRmS]. Esse exemplo

também apresenta os cálculos dos Z-módulos Er
p da sequência espectral associada ao

Método da Varredura.

• O último exemplo é a aplicação do Método da Varredura em um matriz sobre o corpo

Z2.

No seguinte exemplo explicitaremos a forma manual de encontrar as matrizes ∆1, ∆2, ∆3 e

∆4 quando aplicamos o Método da Varredura na matriz ∆. Como dispomos de um programa

que faz todo o cálculo, não há necessidade de fazer os cálculos para as demais matrizes.

Exemplo 3.1.

Seja ∆ como na Figura 3.4. Aplicando o Método da Varredura a ∆ obtemos as matrizes

∆1, ∆2, ∆3, ∆4, ∆5, ∆6, ∆7, ∆8 e ∆9 dadas pelas Figuras 3.5, 3.6, 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11,

3.12 e 3.13 respectivamente.
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Figura 3.4: ∆.
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Figura 3.5: ∆1: Marcando os pivôs primários.

Para a construção de ∆1, marcamos a primeira diagonal auxiliar e as entradas não nulas

nesta diagonal ∆1
3,4 e ∆1

13,14 serão pivôs primários. Veja Figura 3.5

Para construir a próxima matriz ∆2, marcamos a segunda diagonal auxiliar e analisamos

todas as entradas não nulas nesta diagonal. Observe que a entrada ∆2
12,14 está acima de um

pivô primário, logo não é marcada. Já a entrada ∆2
3,5 não está acima de pivô primário mas

existe um pivô primário à esquerda, ou seja, tal entrada é marcada como pivô mudança de

base. Por fim as entradas ∆2
7,9 e ∆2

8,10 não estão acima de pivô primário e nem existem pivôs

primários à esquerda, logo são marcados como pivôs primários. Observe a Figura 3.6.

Como a matriz ∆2 tem um pivô mudança de base então no próximo passo haverá uma
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Figura 3.6: ∆2. Marcando os pivôs primários e os pivôs mudança de base.
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mudança de base, a qual deve satisfazer as seguintes propriedades:

i Cada coluna mudada é uma combinação linear sobre Z das colunas de ∆, ou seja, as

colunas representadas pelos hk’s;

ii A mudança de base zera a entrada do pivô mudança de base sem acrescentar entradas

não nulas abaixo;

iii A mudança deve respeitar a filtração, ou seja, só podemos fazer operações com colunas

à esquerda.

Dáı

σ5,3
3 = σ5,2

3 − σ4,2
3 = h5

3 − h4
3

Observe que na Figura 3.7 a entrada ∆3
3,5 foi anulada e a linha que corresponde a σ4,2

3

foi alterada. Isso aconteceu pois ao fazer uma mudança de base o que alteramos na coluna

também é alterado na linha. Os seguintes cálculos esclarecem o que aconteceu com a linha

σ4,2
3 .

Ao aplicar a transformação linear ∆2 no elemento da base σ9,2
4 obtemos

∆2(σ9,2
4 ) = 0σ1,2

0 + ... + aσ4,2
3 + bσ5,2

3 + ...

Ao fazer a mudança de base temos

∆3(σ9,3
4 ) = 0σ1,3

0 + ... + a′σ4,3
3 + b′σ5,3

3 + ...

Ora σ4,3
3 = σ4,2

3 e σ5,3
3 = σ5,2

3 − σ4,2
3 = h5

3 − h4
3 então da igualdade ∆2(σ9,2

4 ) = ∆3(σ9,3
4 )

obtemos que b′ = b e a′ = a + b, ou seja, na nova matriz ∆3 a linha σ4,3
3 é a soma das linhas

σ4,2
3 e σ5,2

3 .

Agora marcamos a terceira diagonal auxiliar e analisamos todas as entradas não nulas

nesta diagonal, como fizemos antes. Assim encontraremos os pivôs primários e os pivôs

mudança de base conforme a Figura 3.7.

Como as entradas ∆3
3,6 e ∆3

8,11 são pivôs mudança de base, novamente temos uma mudança

de base:

σ6,4
3 = σ6,3

3 − 2σ4,3
3 − σ5,3

3 = h6
3 − 2h4

3 − h5
3 + h4

3 = h6
3 − h4

3 − h5
3
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Figura 3.7: ∆3.
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Figura 3.8: ∆4.

σ11,4
4 = σ11,3

4 − σ10,3
4 = h11

4 − h10
4

Atente-se para as mudanças que ocorreram nas linhas σ4,3
3 , σ5,3

3 e σ10,4
4 na Figura 3.8.

Seguindo com o algoritmo temos as demais matrizes.
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Figura 3.9: ∆5.
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Figura 3.10: ∆6.
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Figura 3.11: ∆7.
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Figura 3.12: ∆8.
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Figura 3.13: ∆9.
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3.2 Propriedades básicas provenientes do Método da

Varredura

Nesta seção, provaremos propriedades básicas das matrizes ∆r provenientes do Método

da Varredura aplicado à matriz ∆. Tais propriedades estão relacionadas aos pivôs primários

e pivôs mudança de base, que por sua vez são essenciais na construção da sequência espectral.

Observe que cada matriz ∆r é triangular superior e ∆r ◦ ∆r = 0, já que elas são recur-

sivamente obtidas de uma matriz de conexão inicial ∆ por mudanças de base sobre Q, ou

seja, [∆r]2 = [P r . . . P∆(P )−1(P r)−1]2 = P r . . . P∆2(P )−1(P r)−1 = 0, onde as matrizes P s

são matrizes mudança de base.

Para simplificar a notação, a referência ao ı́ndice k na matriz ∆r
k será omitida, quando

não for necessária.

Proposição 3.1. Se a entrada ∆r
p−r+1,p+1 é identificada pelo método da varredura como um

pivô primário ou um pivô mudança de base então ∆r
s,p+1 = 0 para todo s > p − r + 1.

Demonstração: Pelo método da varredura ∆r
s,p+1 não pode ser um pivô primário para todo

s > p− r + 1. Como entradas não nulas abaixo da r-ésima diagonal de ∆r, as quais não são

pivô primário somente ocorrem em colunas acima de um pivô primário então ∆r
s,p+1 = 0,

para todo s > p − r + 1. �

Um resultado importante, que segue dessa proposição, é quando ∆r
ki,j

é um pivô primário.

Neste caso não existe combinação linear das colunas a esquerda da j-ésima coluna (incluindo

também a j-ésima coluna) que zeraria o pivô e deixaria as entradas ∆r
ks,j

= 0 para s > i. De

fato, suponha que exista essa combinação linear, temos que existem três tipos de colunas a

esquerda da j-ésima coluna:

O pivô primário está acima da i-ésima linha, logo as entradas abaixo da i-ésima linha são

nulas;

A coluna não tem pivô primário, logo as entradas abaixo da r-ésima diagonal auxiliar são

nulas;

O pivô primário ∆r
s,t está abaixo da i-ésima linha, logo se houver outra entrada ∆r

s,l na

mesma linha desse pivô e t < l < j então existe um pivô primário na l-ésima coluna
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abaixo da i-ésima linha. Repita este processo até chegar na j-ésima coluna. Encon-

tramos um pivô primário na n-ésima coluna em uma linha que só o contém como

elemento diferente de zero à esquerda da j-ésima coluna. Assim, a n-ésima coluna

não pode fazer parte da combinação linear. Mais ainda todas as colunas que foram

encontradas nesse processo indutivo não fazem parte da combinação linear.

Como em todos os casos as colunas não fazem parte da combinação linear, segue que não

existe tal combinação.

A próxima proposição não só garante que não podemos ter mais do que um pivô primário

em uma linha ou coluna fixada, como também se existir um pivô primário numa linha i então

não existe pivô primário na coluna i e vice versa.

Proposição 3.2. Seja {∆r} a famı́lia de matrizes produzidas pelo método da varredura

aplicado a uma matriz de conexão ∆. Dados quaisquer dois pivôs primários distintos ∆r
ki,j

e ∆r
km,ℓ

temos que {i, j} ∩ {m, ℓ} = ∅.

Demonstração: Sejam ∆r
ki,j

e ∆r
km,ℓ

dois pivôs primários distintos, pelo Método da Varredura

temos que não existem dois pivôs primários distintos na mesma linha ou coluna. Logo i 6= m

e j 6= ℓ. O que nos resta provar é i 6= ℓ e j 6= m. Ora, basta provar que j 6= m, pois o

argumento será análogo para i 6= ℓ.

Se k 6= k − 1 e k 6= k + 1 então j 6= m, pois as colunas hk de ∆r
k são as linhas hk de ∆r

k+1

e as linhas hk−1 de ∆r
k são as colunas de ∆r

k−1.

Vamos supor agora que k = k+1, o outro caso k = k−1 é inteiramente análogo. Suponha

por absurdo que j = m, ou seja, suponha que existe um pivô primário na j-ésima coluna e

outro na j-ésima linha de ∆r, isto é, ∆r
ki,j

e ∆r
k+1j,ℓ

são pivôs primários. Então ∆r
ks,j

= 0

para todo s > i e ∆r
k+1s,ℓ

= 0 para todo s > j.

Sejam σ
(j),r
k , σ

(i),r
k−1 e σ

(ℓ),r
k+1 cadeias associadas à j-ésima, à i-ésima e à ℓ-ésima colunas de

∆r respectivamente.

∗ Afirmamos que V1 = {σ
(i),r
k−1 , σ

(j),r
k , σ

(ℓ),r
k+1 } não pode ser uma intervalo.

De fato suponha que V1 = {σ
(i),r
k−1 , σ

(j),r
k , σ

(ℓ),r
k+1 } seja um intervalo então segue que a

submatriz ∆r
k da matriz ∆r só contém a entrada ∆r

ki,j
. Observe a Figura 3.14. Dáı a

entrada (∆r ◦∆r)j,ℓ = ∆r
ki,j

∆r
k+1j,ℓ

6= 0, já que é uma multiplicação de pivôs primários.

Como ∆r ◦ ∆r = 0 segue que V1 não pode ser um intervalo.
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σ
(j),r
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(i),r
k−1 σ

(ℓ),r
k+1

σ
(i),r
k−1

σ
(j),r
k

Figura 3.14: Supondo por absurdo que V 1 é intervalo.

Pela afirmação anterior (∗) deve existir um σ
(j2),r
k associado a j2-ésima coluna de ∆r, tal

que j2 6= j, ∆r
ki,j2

6= 0 e ∆r
k+1j2,ℓ

6= 0. As duas desigualdades anteriores seguem do fato que

0 = (∆r ◦∆r)j,ℓ = ∆r
ki,j

∆r
k+1j,ℓ

+ ... + ∆r
ki,j2

∆r
k+1j2,ℓ

+ ... e como ∆r
ki,j

∆r
k+1j,ℓ

6= 0 então temos

que ter o tal j2 com ∆r
ki,j2

6= 0 e ∆r
k+1j2,ℓ

6= 0 para anular ∆r
ki,j

∆r
k+1j,ℓ

+ · · · . A Figura 3.15

nos dá uma idéia desse fato. Observe que também podemos concluir que j2 < j, pois abaixo

do pivô primário ∆r
k+1j,ℓ

só têm entradas nulas.

σ
(i),r
k−1 σ

(j),r
k σ

(ℓ),r
k+1σ

(j2),r
k

σ
(i),r
k−1

σ
(j2),r
k

σ
(j),r
k

∆
r
ki,j

∆
r
ki,j2

∆
r
k+1j,ℓ

∆
r
k+1j2,ℓ

Figura 3.15: A existência de σ
(j2),r
k .

⋆ A entrada ∆r
ki,j2

não pode ser um pivô primário.
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Com efeito, a i-ésima linha já tem um pivô primário. Logo o pivô primário da j2-ésima

coluna deve estar abaixo da entrada ∆r
ki,j2

, ou seja, existe um σ
(i2),r
k−1 associado à i2-

ésima linha de ∆r, i2 > i, tal que ∆r
ki2,j2

é um pivô primário. Assim ∆r
ks,j2

= 0 para

todo s > i2.

Usando um racioćınio análogo à afirmação (∗) temos que V2 = {σ
(i2),r
k−1 , σ

(j2),r
k , σ

(ℓ),r
k+1 } não

pode ser um intervalo, logo existe σ
(j3),r
k na j3-ésima coluna de ∆r tal que σ

(j3),r
k 6= σ

(j2),r
k ,

j3 ≤ j, ∆r
ki2,j3

6= 0 e ∆r
k+1j3,ℓ

6= 0.

Mostraremos que σ
(j3),r
k 6= σ

(j),r
k . Pela construção de σ

(j3),r
k temos que ∆r

ki2,j3
6= 0 com

i2 > i. Logo se j3 fosse igual a j então teŕıamos uma entrada ∆r
ki2,j

6= 0 abaixo do pivô

primário ∆r
ki,j

. Isso contradiz o fato de que ∆r
ks,j

= 0 para todo s > i.

Ordem crescente de σ( ),r

σ
(ℓ),r
k+1

σ
(j),r
k

σ
(j2),r
kσ

(j3),r
k

σ
(i3),r
k−1

σ
(i2),r
k−1

σ
(i),r
k−1

= não sabemos comparar a ordem entre

Figura 3.16: Construção de uma sequência finita de singularidades.

Repetindo os passos acima e sempre usando o fato de que ∆r ◦∆r = 0, eventualmente se

esgotarão as linhas ou as colunas para continuar os argumentos acima. Veja Figura 3.16.

• Se as h′
ks colunas se esgotarem, então teremos um intervalo V = {σ

(α),r
k−1 , σ

(β),r
k , σ

(γ),r
k }

o que contradiz a afirmação (∗).

• Se não existem mais h′
k−1s linhas então teremos uma entrada não nula em ∆r abaixo

da r-ésima diagonal auxiliar que não é um pivô primário e nem uma entrada acima

de um pivô primário. Com efeito, se o processo recursivo está na s-ésima interação

e não existe mais hk−1 linhas durante a argumentação (⋆) então a is estará fora da
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submatriz ∆r
k, ou seja, temos um pivô primário ∆r

kis,js
fora da submatriz ∆r

k. Absurdo,

pois nenhuma entrada na σ
(js),r
k coluna fora da submatriz ∆r

k pode ser diferente de

zero. A Figura 3.17 esclarece esse fato.

∆r
kis,js

∆r
kis−1,js

σ
(js),r
k

Figura 3.17: Impossibilidade de não existir mais hk−1 linhas.

Portanto, como consequência do processo recursivo descrito anteriormente, o número de

linhas e colunas é infinito. Contradizendo o fato de que a quantidade de colunas e linhas

são finitas. Portanto, o fato suposto j = m, ou seja, ∆r
ki,j

e ∆r
k+1j,ℓ

são pivôs primários não

ocorre.

�



Caṕıtulo 4

Os Z-módulos Er
p,q gerados pelo

Método da Varredura

Neste Caṕıtulo, apresentaremos como o Método da Varredura produz os Z-módulos Zr
p,q,

que por sua vez auxiliam a encontrar os Z-módulos Er
p,q, conforme o Teorema 4.1.

Vale a pena observar que os pivôs primários e os pivôs mudança de base tem um papel

crucial no processo de determinar os geradores de Zr
p,q de acordo com a Proposição 4.1, e

por isso a Proposição 4.2 garante a credibilidade do Método da Varredura.

Neste trabalho, usaremos a seguinte convenção: “acima da linha x”= todas as linhas que

estão acima da x-ésima linha mais a linha x, ou seja, estamos incluindo a linha x. Análogo

para “à esquerda da coluna x”, isto é, inclúımos a coluna x; “abaixo da linha x”= todas as

linhas que estão abaixo da x-ésima linha, ou seja, não estamos incluindo a linha x. Análogo

para “à direita da coluna”, isto é, não inclúımos a coluna x.

O Z-módulo Zr
p,k−p = {c ∈ FpCk; ∂c ∈ Fp−rCk−1} é gerado por k-cadeias contidas em

FpCk com bordos em Fp−rCk−1. Isto corresponde na matriz ∆ a combinações lineares de

todas as hk colunas à esquerda da (p + 1)-ésima coluna tais que seus bordos (entradas não

nulas) estão acima da (p− r +1)-ésima linha. Observe na Figura 4.1 que Zr
p,k−p corresponde

às colunas tracejadas da forma -··- em azul e as combinações dessas colunas. O mesmo para

Zr−1
p−1,k−(p−1) = {c ∈ Fp−1Ck; ∂c ∈ Fp−rCk−1} que corresponde na matriz ∆ a combinações

lineares de todas as hk colunas à esquerda da p-ésima coluna tais que seus bordos estão

acima da (p − r + 1)-ésima linha.
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0

0
...

0

0

0
...

0

0

0
...

0

0

0
...

0

∆k

∆k−1

p + 1

linha p − r + 1

Figura 4.1: Definição de Zr
p,k−p.

Para entendermos a definição de Er
p falta ver que

∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) = ∂{c ∈ Fp+r−1Ck+1; ∂c ∈ FpCk}

é o conjunto de todos os bordos de elementos em Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1). O que corresponde

na matriz de conexão ∆ a todas as hk colunas à esquerda da (p + 1)-ésima coluna (pois

∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr

p,k−p pelas inclusões (2.1)) que são bordos do conjunto

Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1),

ou seja, são bordos do conjunto das combinações lineares de todas as hk+1 colunas que estão

à esquerda da (p + r)-ésima coluna tais que seus bordos (entradas não nulas) estão acima

da (p + 1)-ésima linha. Note na Figura 4.2 que corresponde as colunas à esquerda de hk que
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0

0
...

0

0

0
...

0

0

0
...

0

0

0
...

0

∆k+1

∆k

p + r

linha p + 1

p + 1

h
(p+1)
k

Figura 4.2: Definição de ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1)

são bordos das colunas tracejadas da forma − · ·− em azul.

A singularidade de ı́ndice k em FpCk/Fp−1Ck corresponde a uma k cadeia associadas à

(p + 1)-ésima coluna de ∆. Denotamos tal singularidade por h
(p+1)
k . A próxima proposição

estabelece uma fórmula para Zr
p,k−p.

Proposição 4.1. Sejam κ a primeira coluna de ∆ associada a uma k-cadeia, µ(j),ζ = 1

quando o pivô primário na j-ésima coluna está acima da (j − ζ)-ésima linha e µ(j),ζ = 0

quando o pivô primário na j-ésima coluna está abaixo da (j − ζ)-ésima linha. Então

Zr
p,k−p = Z[µ(p+1),rσ

(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ].

Demonstração:

Note que uma cadeia σ
(p+1−ξ),r−ξ
k é associada a (p + 1 − ξ)-ésima coluna da matriz ∆r−ξ

e, por definição, µ(p+1−ξ),r−ξ = 1 se, e somente se, o pivô primário na (p + 1 − ξ)-ésima
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coluna está acima da linha ((p + 1 − ξ) − (r − ξ) = p − r + 1. Novamente, por definição as

cadeias associadas às colunas cujos pivôs primários estão abaixo da (p − r + 1)-ésima linha

não correspondem a geradores de Zr
p,k−p. Consideremos então a k-cadeia σ

(p+1−ξ),r−ξ
k , com

ξ ∈ {0, . . . , p + 1− κ}, associada a (p + 1− ξ)-ésima coluna de ∆r−ξ tal que o pivô primário

da (p + 1 − ξ)-ésima coluna de ∆r−ξ esteja acima da (p − r + 1)-ésima linha. Mostremos

primeiramente que σ
(p+1−ξ),r−ξ
k é uma k-cadeia que corresponde a um gerador de Zr

p . Observe

que σ
(p+1−ξ),r−ξ
k está associada à (p+1−ξ)-ésima coluna e como FpCk corresponde a todas as

colunas à esquerda de p + 1 então σ
(p+1−ξ),r−ξ
k está na filtração FpCk para todo ξ ≥ 0. Além

disso, o Método Varredura na (r − ξ)-ésima diagonal auxiliar zerou todos os pivôs mudança

de base abaixo da (r− ξ)-ésima diagonal, isto é, as entradas não nulas da coluna (p + 1− ξ)

de ∆r−ξ estão acima da (p + 1 − ξ) − (r − ξ) = (p − r + 1)-ésima linha. Portanto, o bordo

de σ
(p+1−ξ),r−ξ
k está em Fp−rCk−1 e como consequência σ

(p+1−ξ),r−ξ
k ∈ Zr

p,k−p.

Provaremos agora que qualquer elemento em Zr
p,k−p é uma combinação linear inteira dos

µ(p+1−ξ),r−ξσ
(p+1−ξ),r−ξ
k para ξ = 0, . . . , p + 1 − κ. Usaremos indução dupla em p e r.

• Base da indução dupla (p = κ − 1 e r qualquer) .

Consideremos a filtração Fκ−1, onde κ é a primeira coluna de ∆ associada a uma

k-cadeia. Seja ξ tal que o bordo de h
(κ)
k está em Fκ−1−ξCk−1 \ Fκ−1−ξ−1Ck−1, ou

seja, h
(κ)
k é uma combinação linear dos geradores de Fκ−1−ξCk−1 o qual não pode

ser escrito como uma combinação linear dos geradores de Fκ−1−ξ−1Ck−1 portanto

a entrada δκ−1−ξ,κ 6= 0 e zeros abaixo dessa entrada. Observe na Figura 4.3 o que

isso significa.

i Zr
κ−1 é gerado por k-cadeias contidas em Fκ−1Ck cujos bordos estão em Fκ−1−rCk−1.

Notemos que existe apenas uma cadeia h
(κ)
k em Fκ−1Ck. Logo

se ξ < r então ∂h
(κ)
k /∈ Fκ−1−rCk−1, pois Fκ−1−rCk−1 ⊆ Fκ−1−ξ−1Ck−1, por-

tanto, Zr
κ−1 = 0

se ξ > r então ∂h
(κ)
k ∈ Fκ−1−ξCk−1 ⊆ Fκ−1−rCk−1, assim Zr

κ−1 = [h
(κ)
k ].

ii Por outro lado, σ
(κ),r
k é a k-cadeia associada a κ-ésima coluna de ∆r. Como

não há mudanças de base na primeira coluna de ∆k então σ
(κ),r
k = h

(κ)
k . Além

disso, µ(κ),r = 1 se e somente se o bordo de h
(κ)
k = σ

(κ),r
k está acima da diagonal

r. Portanto, Zr
κ−1 = [µ(κ),rσ

(κ),r
k ].

Se ξ < r então µ(κ),r = 0, pois ∂hκ
k não está acima da r diagonal (observe a

Figura 4.4), assim [µ(κ),rσ
(κ),r
k ] = 0.
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0

0
...

0

∆k

h
(κ)
k

Fκ−1−ξ−1Ck−1

Fκ−1−ξCk−1

Figura 4.3:

∆k

h
(κ)
k

r

κ − 1 − ξ se ξ > r

κ − 1 − ξ se ξ < r

linha κ

κ − r

Figura 4.4:

Se ξ > r então µ(κ),r = 1, pois ∂hκ
k está acima da r diagonal (observe a

Figura 4.4), logo [µ(κ),rσ
(κ),r
k ] = [σ

(κ),r
k ] = [h

(κ)
k ].

Portanto, Zr
κ−1 = [µ(κ),rσ

(κ),r
k ]

• Base da indução dupla (r = ξ1 e p qualquer) .

Seja ξ1 a primeira diagonal auxiliar em ∆ que intercepta ∆k, ou seja, as colunas
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de ∆ correspondentes às cadeias h
(κ)
k , . . . , h

(p+1)
k tem entradas não nulas acima da

diagonal ξ1 e, portanto, acima da (p − ξ1 + 1)-ésima linha de ∆.

∆k

h
(p+1)
k

linha p + 1

ξ1

p + 1 − ξ1

Figura 4.5:

i Pela definição Zξ1
p é gerado pelas k-cadeias contidas em FpCk cujos bordos

estão em Fp−ξ1Ck−1. Como as colunas de ∆k correspondentes às cadeias

h
(κ)
k , . . . , h

(p+1)
k tem entradas não nulas acima da (p − ξ1 + 1)-ésima linha, a

Figura 4.5 ilustra esse fato. Dáı os bordos das cadeias h
(κ)
k , . . . , h

(p+1)
k estão

na filtração Fp−ξ1Ck−1, isto é,

Zξ1
p = [h

(p+1)
k , . . . , h

(κ)
k ].

ii Como as entradas não nulas das colunas de ∆ associadas as cadeias h
(κ)
k , . . . , h

(p+1)
k

estão todos acima de ξ1 diagonal auxiliar, ou seja, não houve pivôs abaixo da

diagonal ξ1 na submatriz ∆k então σ
(j),ξ1
k = h

(j)
k , j = κ, . . . p + 1 e µ(j),ξ1 = 1,

j = κ, . . . p + 1. Dáı,

[µ(p+1),ξ1σ
(p+1),r
k , . . . , µ(κ),κ−p+1+ξ1σ

(κ),κ−p+1+ξ1
k ] = [h

(p+1)
k , . . . , h

(κ)
k ].
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Portanto, Zξ1
p = [µ(p+1),ξ1σ

(p+1),r
k , . . . , µ(κ),κ−p+1+ξ1σ

(κ),κ−p+1+ξ1
k ].

• Passo indutivo (se a proposição é válida para Zr−1
p−1 então vale para Zr

p).

Suponhamos sem perda de generalidade que os geradores de Zr−1
p−1 correspondam

as k-cadeias associadas σ
(p+1−ξ),r−ξ
k , ξ = 1, . . . , p + 1 − κ tais que o pivô primário

da (p + 1 − ξ)-ésima coluna está acima da (p − r + 1)-ésima linha.

Se o pivô primário da (p + 1)-ésima coluna está abaixo da (p− r + 1)-ésima linha

então a coluna σ
(p+1),r
k não pertence a Zr

p por definição, dáı Zr
p = Zr−1

p−1 , ou seja,

esse é o caso quando µ(p+1),r = 0. Portanto, provamos o passo indutivo para esse

caso.

Suponhamos agora que o pivô primário da (p+1)-ésima coluna está acima da (p−

r+1)-ésima linha e seja hk = bp+1h
(p+1)
k +· · ·+bκh

(κ)
k uma k-cadeia correspondente

a um elemento de Zr
p,k−p. Por definição de Zr

p,k−p, temos que hk está em FpCk e

seu bordo está acima da (p− r + 1)-ésima linha. Se bp+1 = 0 então hk ∈ Zr−1
p−1 , ou

seja, Zr
p = Zr−1

p−1 , logo, provamos o passo indutivo para esse caso.

Suponhamos que bp+1 6= 0. Pelo Método da Varredura, σ
(p+1),r
k tem cp+1,r

p+1 como

coeficiente ĺıder minimal. Mostremos que, como cp+1,r
p+1 é minimal, então bp+1 =

α1c
p+1,r
p+1 , α1 ∈ Z. De fato se, bp+1 não é um inteiro múltiplo de cp+1,r

p+1 então existe

υ > 0 um inteiro tal que υcp+1,r
p+1 é o maior múltiplo de cp+1,r

p+1 com υcp+1,r
p+1 < bp+1.

Assim temos υcp+1,r
p+1 < bp+1 < (υ + 1)cp+1,r

p+1 , ou seja, 0 < bp+1 − υcp+1,r
p+1 < cp+1,r

p+1 .

Segue que a k-cadeia hk−υσ
(p+1),r
k tem coeficiente ĺıder bp+1−υcp+1,r

p+1 < cp+1,r
p+1 o que

contradiz o fato de cp+1,r
p+1 ser coeficiente ĺıder minimal. Portanto, bp+1 = α1c

p+1,r
p+1 ,

onde α1 ∈ Z.

Assim hk = α1c
p+1,r
p+1 h

(p+1)
k + · · · + bκh

(κ)
k . Como σ

(p+1),r
k = cp+1,r

p+1 h
(p+1)
k + · · · +

cp+1,r
k h

(κ)
k então

hk = α1σ
(p+1),r
k + (bp − α1c

p+1,r
p )h

(p)
k + · · · + (bκ − α1c

p+1,r
κ )h

(κ)
k .

Observe que hk−α1σ
(p+1),r
k = (bp−α1c

p+1,r
p )h

(p)
k +· · ·+(bκ−α1c

p+1,r
κ )h

(κ)
k ∈ Fp−1Ck.

Além disso, como hk e σ
(p+1),r
k têm seus bordos acima da (p − r + 1)-ésima linha

então o bordo de hk − α1σ
(p+1),r
k está acima da (p − r + 1)-ésima linha. Segue

que hk − α1σ
(p+1),r
k ∈ Zr−1

p−1 . Por hipótese de indução, temos que hk − α1σ
(p+1),r
k =
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α2µ
(p),r−1σ

(p),r−1
k + · · · + ακµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k , isto é,

hk = α1σ
(p+1),r
k + α2µ

(p),r−1σ
(p),r−1
k + · · · + ακµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k .

�

Nem sempre as entradas das matrizes ∆r são números inteiros. Porém, a seguinte

proposição garante que todos os pivôs na r-ésima diagonal de ∆r são sempre números inteiros.

Proposição 4.2. Suponha que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário ou um pivô mudança de base.

Então ∆r
p−r+1,p+1 é um inteiro.

Demonstração: Como ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário ou um pivô mudança de base então

∆r
s,p+1 = 0, para todo s > p − r + 1. Logo σ

(p+1),r
k ∈ Zr

p e

∂σ
(p+1),r
k = ∆r

p−r+1,p+1σ
(p−r+1),r
k−1 + · · · + ∆r

κ∗,p+1σ
(κ∗),r
k−1 ,

onde κ∗ é a primeira coluna associada a uma (k− 1)-cadeia. Pelas inclusões (2.1) temos que

∂Z0
p−r ⊆ · · · ⊆ ∂Zr

p ⊆ · · · ⊆ Z∞
p−r ⊆ · · · ⊆ Zr+1

p−r . Segue que

∂σ
(p+1),r
k ∈ ∂Zr

p ⊆ Zr+1
p−r = Z[µ(p−r+1),r+1σ

(p−r+1),r+1
k , µ(p−r),rσ

(p−r),r
k , . . . , µ(κ),2r−p+κσ

(κ),2r−p+κ
k ].

Portanto, o coeficiente ∆r
p−r+1,p+1c

p−r+1,r
p−r+1 de h

(p−r+1)
k−1 em ∂σ(p+1),r tem que ser um múltiplo

α do coeficiente cp−r+1,r+1
p−r+1 de h

(p−r+1)
k−1 ∈ Zr+1

p−r , isto é,

∆r
p−r+1,p+1c

p−r+1,r
p−r+1 = αcp−r+1,r+1

p−r+1 ,

onde α ∈ Z \ {0}. Logo temos

∆r
p−r+1,p+1 =

αcp−r+1,r+1
p−r+1

cp−r+1,r
p−r+1

.

Segue de (3.6) que
cp−r+1,r+1
p−r+1

cp−r+1,r
p−r+1

= u ∈ Z e portanto ∆r
p−r+1,p+1 é um inteiro. �

O seguinte lema técnico será usado para auxiliar a demonstração do próximo teorema.

Este lema detecta o aparecimento de torção na sequência espectral.
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Lema 4.1. Suponha que ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1). Então

Zr−1
p−1,k−(p−1)+∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1) = Z[ℓσ
(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ],

onde ℓ = mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1
p+1 ∆r−1

p+1,r+p, . . . , µ
(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1

p+1 ∆κ−p−1
p+1,κ }/cp+1,r

p+1 , κ é a primeira

coluna associada a uma k-cadeia e κ é a primeira coluna associada a uma (k + 1)-cadeia.

Demonstração: Por hipótese ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1) então Zr−1
p−1,k−(p−1) +

∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) é um submódulo de

Zr
p,k−p = Z[µ(p+1),rσ

(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ]

que não é submódulo de

Zr−1
p−1,k−(p−1) = Z[µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , µ(p−1),r−2σ

(p−1),r−2
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ].

Então µ(p+1),r = 1 e Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1) contém um múltiplo inteiro ℓ de σ
(p+1),r
k ,

já que Zr−1
p−1,k−(p−1) 6= Zr

p,k−p por Zr−1
p−1,k−(p−1) + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1
p−1,k−(p−1). Assim

Zr−1
p−1,k−(p−1) + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1) é igual a

Z[ℓσ
(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , µ(p−1),r−2σ

(p−1),r−2
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ].

Determinaremos agora o inteiro l. Temos que

Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) = Z[µ(p+r),r−1σ

(p+r),r−1
k+1 , . . . , µ(κ),κ−p−1σ

(κ),κ−p−1
k+1 ],

onde κ é a primeira coluna associada a uma k-cadeia e µ(p+r−ξ),r−1−ξ = 0 se o pivô primário

da (p + r − ξ)-ésima coluna está abaixo da (p + 1)-ésima linha ou µ(p+r−ξ),r−1−ξ = 1 caso

contrário. Portanto,

∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) = Z[µ(p+r),r−1∂σ

(p+r),r−1
k+1 , . . . , µ(κ),κ−p−1∂σ

(κ),κ−p−1
k+1 ]. (4.1)

Para ξ = 0, . . . , p + r− κ com µ(p+r−ξ),r−1−ξ = 1 temos ∆r−1−ξ
i,p+r−ξ = 0 para i > p + 1. Logo

∂σ
(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 = ∆r−1−ξ

p+1,p+r−ξσ
(p+1),r−1−ξ
k + · · · + ∆r−1−ξ

κ,p+r−ξσ
(κ),r−1−ξ
k ,
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pois os bordos ∂σ
(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 com ∆r−1−ξ

i,p+r−ξ 6= 0 para algum i > p+1 correspondem às linhas

que têm pivôs primários abaixo da (p + 1)-ésima linha e neste caso temos µ(p+r−ξ),r−1−ξ = 0.

Segue que para ξ = 0, . . . , p + r − κ, quando µ(p+r−ξ),r−1−ξ = 1 temos

Zr−1
p−1 + [∂σ

(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 ] = Zr−1

p−1 + [∆r−1−ξ
p+1,p+r−ξσ

(p+1),r−1−ξ
k + · · · + ∆r−1−ξ

κ,p+r−ξσ
(κ),r−1−ξ
k ]. (4.2)

Por outro lado, Zr−1
p−1 + [∂σ

(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 ] ⊂ Zr−1

p−1 + ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) implica que

Zr−1
p−1 + [∂σ

(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 ] = [ℓξσ

(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ]. (4.3)

Como σ
(p+1),r
k pode ser expandido da forma que vimos em (3.2) então o coeficiente de h

(p+1)
k

no conjunto de geradores do Z-módulo em (4.2) é ∆r−1−ξ
p+1,p+r−ξc

p+1,r−1−ξ
p+1 .

Por outro lado, o coeficiente de h
(p+1)
k no conjunto de geradores do Z-módulo em (4.3) é

ℓξc
p+1,r
p+1 , dáı ℓξ = ∆r−1−ξ

p+1,p+r−ξc
p+1,r−1−ξ
p+1 /cp+1,r

p+1 . Temos que

Z[ℓσ
(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , µ(p−1),r−2σ

(p−1),r−2
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ]

= Zr−1
p−1,k−(p−1) + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1)

= Zr−1
p−1 +

p+r−κ∑

ξ=0

[µ(p+r−ξ),r−1−ξ∂σ
(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 ]

=

[(
p+r−κ∑

ξ=0

ℓξµ
(p+r−ξ),r−1−ξσ

(p+1),r
k

)
, µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k

]

=
[(

mdc{µ(p+r−ξ),r−1−ξℓξ}
)
σ

(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k

]
.

Logo, ℓ = mdc{µ(p+r−ξ),r−1−ξℓξ} onde ξ = 0, . . . , p + r − κ, isto é,

ℓ = mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1
p+1 ∆r−1

p+1,r+p, . . . , µ
(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1

p+1 ∆κ−p−1
p+1,κ }/cp+1,r

p+1 .

�

Teorema 4.1. A matriz ∆r obtida no método da varredura aplicado a ∆ determina Er
p.

Demonstração:
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Mostremos que

Er
p,k−p =

Zr
p,k−p

Zr−1
p−1,k−(p−1) + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1)

é zero ou um módulo finitamente gerado cujo gerador corresponde a uma k-cadeia associada

à (p + 1)-ésima coluna de ∆r.

Iremos então identificar o efeito que as entradas na r-ésima diagonal auxiliar de ∆r têm

em determinar os geradores dos Z-modules Er
p . Veremos que ∆r

p−r+1,p+1, que está na r-ésima

diagonal, tem um papel crucial no processo de determinar Er
p,k−p.

Note que uma entrada não nula na r-ésima diagonal auxiliar pode ser um pivô primário,

um pivô mudança de base ou estar em uma coluna acima de um pivô primário. Uma entrada

nula pode estar numa coluna acima de um pivô primário ou todas as entradas abaixo da

mesma são também iguais a zero.

1. Suponha que a entrada ∆r
p−r+1,p+1 tenha sido identificada pelo Método da Varredura

como um pivô primário. Segue da Proposição 3.1 que ∆r
s,p+1 = 0, para todo s > p−r+1.

Portanto, segue da Proposição 4.1 que a cadeia associada à (p+1)-ésima coluna em ∆r,

σ
(p+1),r
k , corresponde a um gerador de Zr

p,k−p. Pelo Método da Varredura, esta cadeia é

uma combinação linear sobre Q de cadeias associadas às hk colunas de ∆r−1 à esquerda

da (p + 1)-ésima coluna tal que o coeficiente da (p + 1)-ésima hk coluna é um inteiro

não nulo, lembre que isso é feito para obtermos ∆r através de ∆r−1. Novamente, pelo

Método da Varredura, a cadeia σ
(p+1),r
k também é uma combinação linear sobre Z das

hk colunas de ∆ à esquerda da (p + 1)-ésima coluna com o coeficiente de h
(p+1)
k , o qual

é inteiro não nulo. Dáı σ
(p+1),r
k não é combinação linear das colunas à esquerda da

p-ésima coluna, segue então que σ
(p+1),r
k não está contido nos geradores de Zr−1

p−1,k−(p−1).

Como supomos que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário, mostraremos que

∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1).

De fato, os geradores de Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) devem corresponder às (k + 1)-cadeias

associadas às hk+1 colunas com a propriedade que seus bordos estão acima da (p + 1)-

ésima linha, ou seja, todas as entradas abaixo da (p + 1)-ésima linha são iguais a zero.

Portanto, as entradas destas hk+1 colunas na (p + 1)-ésima linha devem ser um pivô

primário ou uma entrada nula, pois as entradas que não forem pivô primário serão

anuladas em algum momento quando aplicarmos o Método da Varredura em ∆. Veja

a Figura 4.6. Pela Proposição 3.2, a (p + 1)-ésima linha não pode conter um pivô
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


σ
(p−r+1),r
k−1 σ

(p+1),r
k σ

(p+r−2),r
k+1 σ

(p+r−1),r
k+1 σ

(p+r),r
k+1 σ

(p+r+1),r
k+1

σ
(p−r+1),r
k−1 ∆r

p−r+1,p+1

0

...
...

...
...

...

0 ∗ ∗ ∗

σ
(p+1),r
k 0 0 ∗ ∆r

p+1,p+r+1

0 0 ∗ 0

σ
(p+r−2),r
k+1

σ
(p+r−1),r
k+1

σ
(p+r),r
k+1

σ
(p+r+1),r
k+1




r

r − 1

Figura 4.6: ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1).

primário, já que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário, isto é, a (p + 1)-ésima coluna tem um

pivô primário. Logo as entradas destas hk+1 colunas na (p + 1)-ésima linha devem ser

nulas.

Dáı ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) não contém em seu conjunto de geradores um múltiplo do

gerador σ
(p+1),r
k , visto que os elementos de ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1) são bordos dos elemen-

tos de Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) e como os geradores desse último módulo são combinações

lineares de todas as hk colunas à esquerda da (p + r − 1)-ésima coluna tais que seus

bordos estão acima da (p+1)-ésima linha ou mais precisamente estão acima da p-ésima

linha, usando o fato demonstrado.

Usando a Proposição 4.1 e o fato demonstrado temos

Er
p,k−p =

Zr
p,k−p

Zr−1
p−1,k−(p−1) + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1)

=
Zr

p,k−p

Zr−1
p−1,k−(p−1)

= Z[σ
(p+1),r
k ].

2. Se a entrada ∆r
p−r+1,p+1 foi identificada pelo Método da Varredura como um pivô

mudança de base então o Método garante que ∆r+1
p−r+1,p+1 = 0. Além disso, ∆r

s,p+1 = 0

para todo s > p − r + 1 pela Proposição 3.1.
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
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σ
(p−r+1),r
k−1 σ

(p+1),r
k σ

(p+r−2),r
k+1 σ

(p+r−1),r
k+1 σ

(p+r),r
k+1 σ

(p+r+1),r
k+1

σ
(p−r+1),r
k−1 ∆r

p−r+1,p+1

0

...
...

...
...

...

∗ ∗ ∗ ∗

σ
(p+1),r
k ∆r

p+1,p+r−2 0 ∗ ∆r
p+1,p+r+1

0 0 ∗ 0

σ
(p+r−2),r
k+1

σ
(p+r−1),r
k+1

σ
(p+r),r
k+1

σ
(p+r+1),r
k+1




r

r−1

Figura 4.7: ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1).

Logo, como no caso anterior, o gerador correspondente à k-cadeia associada à (p + 1)-

ésima coluna σ
(p+1),r
k é um gerador de Zr

p,k−p. Portanto, temos que analisar a (p + 1)-

ésima linha. Veja Figura 4.7. Existem duas possibilidades:

(a) ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1), isto é, todos os bordos de elementos em

Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) estão acima da p-ésima linha.

Neste caso, assim como antes, pela Proposição 4.1 Er
p,k−p = Z[σ

(p+1),r
k ].

(b) ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1), ou seja, existem elementos que estão em

Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) cujo bordo tem uma entrada não nula na (p + 1)-ésima linha.

Esta, por sua vez, é necessariamente um pivô primário.

Pela Proposição 4.1 e pelo Lema 4.1, temos Er
p,k−p =

Z
ℓZ

[σ
(p+1),r
k ].

3. Se a entrada ∆r
p−r+1,p+1 não é um pivô primário, nem um pivô mudança de base e

também não é nula, então deve ser uma entrada acima de um pivô primário. Ou seja,

existe s > p − r + 1 tal que ∆r
s,p+1 é um pivô primário. Conforme a Proposição 4.1

µ(p+1),r = 0, pois o pivô primário da (p + 1)-ésima coluna está abaixo da (p + 1 − r)-

ésima linha, segue que σ
(p+1),r
k não está em Zr

p,k−p. Logo Zr−1
p−1,k−(p−1) = Zr

p,k−p, e como
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∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr

p,k−p então

Er
p,k−p =

Zr
p,k−p

Zr−1
p−1,k−(p−1) + ∂Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1)

=
Zr

p,k−p

Zr
p,k−p

= 0.

4. Se a entrada ∆r
p−r+1,p+1 é uma entrada nula então temos as seguintes possibilidades:

(a) Existe pelo menos uma entrada diferente de zero abaixo da s > (p− r + 1)-ésima

linha, dáı existe um pivô primário abaixo de ∆r
p−r+1,p+1, isto é, existe s > p−r+1

tal que ∆r
s,p+1 é um pivô primário, tal pivô existe pois a diagonal auxiliar r já

passou pela entrada. Neste caso, o gerador correspondente à k-cadeia associada

à (p + 1)-ésima coluna σ
(p+1),r
k não é um gerador de Zr

p conforme foi explicado

anteriormente, logo Zr−1
p−1,k−(p−1) = Zr

p,k−p. Portanto Er
p,k−p = 0.

(b) ∆r
s,p+1 = 0 para todo s > p − r + 1. Neste caso, o gerador correspondente à

k-cadeia associada à (p + 1)-ésima coluna σ
(p+1),r
k em ∆r é um gerador de Zr

p,k−p,

note que isso segue da Proposição 4.1 já que µ(p+1),r = 0, pois o pivô primário da

(p + 1)-ésima coluna está abaixo da (p + 1 − r)-ésima linha . Portanto, devemos

analisar a (p + 1)-ésima linha. Temos as seguintes possibilidades:

i. ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1), isto é, todos os bordos de elementos em

Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) estão associados a colunas cujas entradas não nulas estão

acima da p-ésima linha. Tal racioćınio foi visto em 1.

Neste caso, assim como antes, pela Proposição 4.1 temos Er
p,k−p = Z[σ

(p+1),r
k ].

ii. ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1), ou seja, Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) contêm el-

ementos cujo bordo está associado a uma coluna que tem uma entrada não

nula na (p + 1)-ésima linha. Pela Proposição 4.1 e pelo Lema 4.1 Er
p,k−p =

Z
ℓZ

[σ
(p+1),r
k ], ℓ ∈ Z. Novamente, esse racioćınio foi visto em 1.

5. A entrada ∆r
p−r+1,p+1 não está em ∆r

k. Isto inclui o caso em que p− r + 1 < 0, ou seja,

∆r
p−r+1,p+1 não está na matrix ∆r.

A análise de Er
p é muito semelhante ao caso anterior, ou seja, existem duas possibili-

dades:

(a) Existe um pivô primário na (p + 1)-ésima coluna em uma diagonal auxiliar r < r.

Neste caso, o gerador correspondente à k-cadeia associada à (p + 1)-ésima coluna
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σ
(p+1),r
k não é um gerador de Zr

p,k−p. Portanto, Zr−1
p−1,k−(p−1) = Zr

p,k−p e Er
p,k−p = 0.

(b) Todas as entradas em ∆r na (p+1)-ésima coluna em diagonais auxiliares menores

que r são nulas, ou seja, o gerador correspondente à k-cadeia associada à (p + 1)-

ésima coluna σ
(p+1),r
k em ∆r é um gerador de Zr

p,k−p. Então temos que analisar a

(p + 1)-ésima linha.

i. Se ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1) então, pela Proposição 4.1, Er
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r
k ].

ii. Se ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1) então, pela Proposição 4.1 e pelo Lema

4.1, Er
p,k−p =

Z
ℓZ

[σ
(p+1),r
k ].

�

O Teorema anterior mostra que a sequência de matrizes produzida pelo Método da

Varredura determina os geradores dos espaços Er
p . A demonstração deste teorema mostra

como isto acontece.



Caṕıtulo 5

As Diferenciais da Sequência

Espectral Associadas ao Método da

Varredura

Este caṕıtulo começa com uma série de resultados técnicos que auxiliarão na demonstra-

ção do resultado principal desse caṕıtulo, o Teorema 5.1. Esse resultado tem importância

pois afirma que, dentro das hipótese, as entradas das matrizes produzidas pelo Método da

Varredura, induzem as diferenciais da sequência espectral associada ao Método da Varredura.

Resumindo, temos uma maneira fácil de encontrar as diferenciais da sequência espectral.

No Caṕıtulo 3, definimos σ
(p+1),r+1
k como uma combinação linear inteira de hk’s, onde

cp+1,r
p+1 é o menor coeficiente ĺıder. A próxima proposição mostra que tal combinação linear é

também uma combinação linear de σ
(j),ξ
k ∈ ∆ξ, j = κ, ..., p + 1, ξ = r − p− 1 + κ, ..., r para

j − ξ = p − r + 1. Em ambos os casos as combinações lineares minimizam u.

Proposição 5.1. Dado um pivô mudança de base ∆r
p−r+1,p+1, existem inteiros bp+1, bp, . . . , bκ

tais que o bordo de

bp+1σ
(p+1),r
k + bpµ

(p),r−1σ
(p),r−1
k + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k

está acima da (p− r +1)-ésima linha. Além disso, o menor bp+1 que satisfaz tal propriedade

é u.

Demonstração: Como ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base, ∆r

s,p+1 = 0 para todo

s > (p − r + 1), ∆r+1
p−r+1,p+1 = 0 e o pivô primário da (p + 1)-ésima coluna está acima da

73
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(p − r)-ésima linha. Logo, pela definição de Zr+1
p , σ

(p+1),r+1
k ∈ Zr+1

p ⊂ Zr
p . Segue pela

Proposição 4.1

Zr
p = Z[µ(p+1),rσ

(p+1),r
k , µ(p),r−1σ

(p),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ].

E note que µ(p+1),r = 1, pois o pivô primário da (p+1)-ésima coluna está acima da (p+1−r)-

ésima linha.

Podemos então escrever

σ
(p+1),r+1
k = bp+1µ

(p+1),rσ
(p+1),r
k + bpµ

(p),r−1σ
(p),r−1
k + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k

com bp+1, . . . , bκ inteiros. Pelas equações (3.1) e (3.6) temos que cp+1,r+1
p+1 = ucp+1,r

p+1 o que

implica bp+1 = u. Então mostramos a existência dos inteiros bp+1, bp, . . . , bκ e que u é um

posśıvel valor para bp+1. Falta mostrar que u é o menor valor para bp+1 tal que existem

bp, . . . , bκ.

De fato, suponha que u < u é um inteiro positivo tal que existem bp, . . . , bκ com

σ
(p+1),r+1
k = uµ(p+1),rσ

(p+1),r
k + bpµ

(p),r−1σ
(p),r−1
k + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k .

Então

σ
(p+1),r+1
k = uµ(p+1),rcp+1,r

p+1 h
(p+1)
k + (uµ(p+1),rcp+1,r

p + bpµ
(p),r−1cp,r−1

p )h
(p)
k + · · ·

· · · + (uµ(p+1),rcp+1,r
κ + bpµ

(p),r−1cp,r−1
κ + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κcκ,r−p−1+κ
κ )h

(κ)
k

o que contradiz a propriedade de minimalidade de u como foi definido em (3.2). Portanto,

u é o menor inteiro positivo tal que bp, . . . , bκ existem.

�

A Proposição 5.2 estabelece uma fórmula para u quando a entrada é um pivô mudança

de base, para os demais casos sabemos que u = 1 já que não há mudança de base.

Proposição 5.2. Suponha que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base e seja u =

cp+1,r+1
p+1

cp+1,r
p+1

o
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inteiro definido em (3.1). Se

v = mdc{µ(p),r−1cp−r+1,r−1
p−r+1 ∆r−1

p−r+1,p, . . . , µ
(κ),κ−p+r−1cp−r+1,κ−p+r−1

p−r+1 ∆κ−p+r−1
p−r+1,κ }/cp−r+1,r

p−r+1

e λ =
v

mdc{∆r
p−r+1,p+1, v}

então u = λ.

Demonstração: Conforme a proposição anterior existem inteiros tais que bp+1, . . . , bκ com

σ
(p+1),r+1
k = bp+1µ

(p+1),rσ
(p+1),r
k + bpµ

(p),r−1σ
(p),r−1
k + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k .

Como ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base então ∆r

s,p+1 = 0 para todo s > (p − r + 1),

logo µ(p+1),r = 1 (racioćınio usando na última proposição). Calculando o bordo de ambos os

lados da equação acima temos

∂σ
(p+1),r+1
k = bp+1∂σ

(p+1),r
k + bpµ

(p),r−1∂σ
(p),r−1
k + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κ∂σ
(κ),r−p−1+κ
k . (5.1)

Novamente, por ∆r
p−r+1,p+1 ser um pivô mudança de base então ∆r+1

p−r+1,p+1 = 0. Assim, o

coeficiente de h
(p−r+1)
k−1 em ∂σ

(p+1),r+1
k é zero.

Usando as submatrizes ∆r
k, · · · , ∆r−p−1+κ

k podemos ver que

∂σ
(p+1),r
k = ∆r

p−r+1,p+1σ
(p−r+1),r
k−1 + · · ·

µ(p),r−1∂σ
(p),r−1
k = µ(p),r−1∆r−1

p−r+1,pσ
(p−r+1),r−1
k−1 + · · ·

...

µ(κ),r−p−1+κ∂σ
(κ),r−p−1+κ
k = µ(κ),r−p−1+κ∆r−p−1+κ

p−r+1,κ σ
(p−r+1),r−p−1+κ
k−1 + · · · .

Note que µ(s),tσ
(s),t
k do lado esquerdo das equações são os geradores de Zr

p,k−p, por isso que

as entradas abaixo da (p − r + 1)-ésima linha não contam. Além disso, há a necessidade de

colocarmos os µ(s),t’s nos dois lados da equação, pois se µ(s),t = 0 para algum s e t temos

que σ
(s),t
k não entrará para o cálculo de ∂σ

(p+1),r+1
k , e também σ

(s),t
k não será escrito daquela

forma, já que a s-ésima coluna necessariamente terá entradas abaixo da (p − r + 1)-ésima

linha.

Usando (3.2) para fazer as devidas substituições nas últimas equações temos

∂σ
(p+1),r
k = ∆r

p−r+1,p+1c
p−r+1,r
p−r+1 h

(p−r+1)
k−1 + · · ·
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µ(p),r−1∂σ
(p),r−1
k = µ(p),r−1∆r−1

p−r+1,pc
p−r+1,r−1
p−r+1 h

(p−r+1)
k−1 + · · ·

...

µ(κ),r−p−1+κ∂σ
(κ),r−p−1+κ
k = µ(κ),r−p−1+κ∆r−p−1+κ

p−r+1,κ cp−r+1,r−p−1+κ
p−r+1 h

(p−r+1)
k−1 + · · · .

Igualando os coeficientes de h
(p−r+1)
k−1 em ambos os lados da equação (5.1), obtemos

0 = bp + ∆r
p−r+1,p+1c

p−r+1,r
p−r+1 + bpµ

(p),r−1∆r−1
p−r+1,pc

p−r+1,r−1
p−r+1 + · · ·

· · · + bκµ
(κ),r−p−1+κ∆r−p−1+κ

p−r+1,κ cp−r+1,r−p−1+κ
p−r+1 .

Note que essa última igualdade é um combinação linear das colunas associadas aos σk‘s

quando restrita à (p − r + 1)-ésima linha, como ilustra a Figura 5.1, fazendo as devidas

substituições.

∆r
p−r+1,p∆r

p−r+1,κp − r + 1 ∆r
p−r+1,p+1

∆r
k

σ
(κ),r
k σ

(p),r
k σ

(p+1),r
k

Figura 5.1: (p − r + 1)-ésima linha da submatriz ∆r
k

Observe que as outras equações obtidas por igualar os coeficientes de hα
k−1, α < p− r+1,

em ambos os lados da equação (5.1) não nos dão informação adicional. Pois o que importa

é anular o pivô mudança de base ∆r
p−r+1,p+1 independendo dos valores que ∆r

(α),p+1 venha

assumir.

Dáı,

bp+1∆
r
p−r+1,p+1c

p−r+1,r
p−r+1 = −(bpµ

(p),r−1∆r−1
p−r+1,pc

p−r+1,r−1
p−r+1 + · · ·

· · · + bκµ
(κ),r−p−1+κ∆r−p−1+κ

p−r+1,κ cp−r+1,r−p−1+κ
p−r+1 ).

Pela Proposição 5.1, temos que u é o mı́nimo dos valores posśıveis para bp+1, logo pela

última equação e pela identidade de Bezout segue que

u∆r
p−r+1,p+1c

p−r+1,r
p−r+1 = mdc{µ(p),r−1∆r−1

p−r+1,pc
p−r+1,r−1
p−r+1 , . . . , µ(κ),r−p−1+κ∆r−p−1+κ

p−r+1,κ cp−r+1,r−p−1+κ
p−r+1 },
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ou seja, u∆r
p−r+1,p+1 = v, segue que

λ =
v

mdc{∆r
p−r+1,p+1, v}

=
v

∆r
p−r+1,p+1

= u.

�

Lema 5.1. Seja Er
p = Zt[σ

(p+1),r
k ], onde

t =
mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1

p+1 ∆r−1
p+1,r+p, . . . , µ

(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1
p+1 ∆κ−p−1

p+1,κ }

cp+1,r
p+1

.

Suponha que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base.

1. Se ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô mudança de base, então

Er+1
p,k−p =

uZ[σ
(p+1),r+1
k ]

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}Z[σ

(p+1),r+1
k ]

.

2. Se ∆r
p+1,p+r+1 é uma entrada nula com colunas de zeros abaixo, isto é, ∆r

s,p+r+1 = 0

para s > p + 1, então

Er+1
p,k−p =

uZ[σ
(p+1),r+1
k ]

tZ[σ
(p+1),r+1
k ]

.

Analogamente, se ∆r
p−r+1,p+1 é uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo então as

fórmulas acima valem para u=1.

Demonstração: Como ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base ou uma entrada nula com

uma coluna de zeros abaixo então ∆r+1
p−r+1,p+1 = 0, e logo σ

(p+1),r+1
k ∈ Zr+1

p . Pelo Lema 4.1 e

pelo Teorema 4.1, temos que Er+1
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r+1
k ]

sZ[σ
(p+1),r+1
k ]

, onde

s =
mdc{µ(p+r+1),rcp+1,r

p+1 ∆r
p+1,p+r+1, µ

(r+p),r−1cp+1,r−1
p+1 ∆r−1

p+1,r+p, . . . , µ
(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1

p+1 ∆κ−p−1
p+1,κ }

cp+1,r+1
p+1

= cp+1,r
p+1

mdc{
µ(p+r+1),rcp+1,r

p+1 ∆r
p+1,p+r+1

cp+1,r
p+1

,
mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1

p+1 ∆r−1
p+1,r+p,...,µ(κ),κ−p−1cp+1,k−p−1

p+1 ∆κ−p−1
p+1,κ }

cp+1,r
p+1

}

cp+1,r+1
p+1

.
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Como ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô mudança de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros

abaixo, então µ(p+r+1),r = 1. Assim

s = cp+1,r
p+1

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}

cp+1,r+1
p+1

.

No caso em que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base segue que

cp+1,r
p+1

cp+1,r+1
p+1

=
1

u
.

Substituindo o valor de s na expressão de Er+1
p,k−p obtemos (1), e note que o caso (2) é

simplesmente o caso (1) com ∆r
p+1,p+r+1 = 0.

Quando ∆r
p−r+1,p+1 é uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo então não ocorre

mudança de base, portanto cp+1,r
p+1 = cp+1,r+1

p+1 , isto é, u = 1.

�

Observação 5.1. Usando a demonstração do Lema 5.1 vemos que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô

mudança de base, u ≤ mdc{∆r
p+1,p+r+1, t} ≤ t.

Lema 5.2. Seja Er
p = Z[σ

(p+1),r
k ] e suponha que ∆r

p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base.

1. Se ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô primário, então

Er+1
p,k−p =

uZ[σ
(p+1),r+1
k ]

∆r
p+1,p+r+1Z[σ

(p+1),r+1
k ]

.

2. Se ∆r
p+1,p+r+1 é uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo, então

Er+1
p,k−p = uZ[σ

(p+1),r+1
k ].

Analogamente, se ∆r
p−r+1,p+1 é uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo então as

fórmulas acima valem para u = 1.

Demonstração: Como ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base ou uma entrada nula com

uma coluna de zeros abaixo então ∆r+1
p−r+1,p+1 = 0, logo σ

(p+1),r+1
k ∈ Zr+1

p,k−p, pela definição de

Zr+1
p,k−p, dáı usando a Proposição 4.1 temos Zr

p−1,k−(p−1)  Zr+1
p,k−p.
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0

0
...

0

0

0
...

0

0

0
...

0

0

0
...

0

∆k+1

∆k

p + r + 1

linha p + 1

p + 1

h
(p+1)
k

0

0
...

0

∆r
p+1,p+r+1. . .

...

σ
(p+r+1),r
k+1

σ
(p+1),r
k

Figura 5.2: Definição de ∂Zr
p+r,(k+1)−(p+r).

Por hipótese, temos

Z[σ
(p+1),r
k ] = Er

p =
Zr

p

Zr−1
p−1 + ∂Zr−1

p+r−1

,

assim ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1), mais detalhes desse último argumento podem ser

encontrados na demonstração do Teorema 4.1. Por causa dessa inclusão e da Proposição 4.1

Z[µ(p+r−1),r−1∂σ
(p+r−1),r−1
k+1 , . . . , µ(κ),κ−p−1∂σ

(κ),κ−p−1
k+1 ] = Zr−1

p+r−1,(k+1)−(p+r−1)

⊆ Zr−1
p−1,k−(p−1).

∗ Para todo σ
(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 , ξ = 0, . . . , p+r−κ temos duas possibilidades: ou ∂σ

(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 ∈

Zr−1
p−1,k−(p−1) portanto ∆r−1−ξ

p+1,p+r−ξ = 0; ou σ
(p+r−ξ),r−1−ξ
k+1 tem um pivô primário abaixo

da (p + r − ξ − (r − 1 − ξ)) = (p + 1)-ésima linha, logo µ(p+r−ξ),r−1−ξ = 0.
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• Se ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô primário então ∂σp+r+1,r

k+1 ∈ ∂Zr
p+r,(k+1)−(p+r), ou seja, σp+1,r

p é

um gerador de ∂Zr
p+r,(k+1)−(p+r), observe a Figura 5.2. Note que σp+1,r

p /∈ Zr
p−1,k−(p−1)

dáı ∂Zr
p+r,(k+1)−(p+r) * Zr

p−1,k−(p−1). Pela hipótese (∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança

de base) e usando o que foi demonstrado no Teorema 4.1 (parte 4 (b) ii) temos que

Er+1
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r+1
k ]

sZ[σ
(p+1),r+1
k ]

, onde s é igual a

mdc{µ(p+r+1),rcp+1,r
p+1 ∆r

p+1,p+r+1, µ
(p+r),r−1cp+1,r−1

p+1 ∆r−1
p+1,p+r, . . . , µ

(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1
p+1 ∆κ−p−1

p+1,κ }

cp+1,r+1
p+1

Usando (∗) e µ(p+r+1),r = 1 segue que

s =
µ(p+r+1),rcp+1,r

p+1 ∆r
p+1,p+r+1

cp+1,r+1
p+1

=
∆r

p+1,p+r+1

u
.

• Se ∆r
p+1,p+r+1 = 0 então ∂Zr

p+r,(k+1)−(p+r) ⊆ Zr
p−1,k−(p−1), assim pela hipótese (∆r

p−r+1,p+1

é um pivô mudança de base) e usando o que foi demonstrado no Teorema 4.1 (parte 4

(b) i) segue que Er+1
p = uZ[σ

(p+1),r
k ].

�

O seguinte lema segue de álgebra elementar e será utilizado na demonstração do próximo

teorema.

Lema 5.3. Seja m o homomorfismo multiplicação por um inteiro não nulo m e seja λ =
v

mdc{m, v}
.

1. Se Z //m // Zv então ker m = λZ e Im m =
Z
λZ

=
mdc{m, v}Z

vZ
.

2. Se Zt
//m // Zv e t ≥ λ então ker m =

λZ
tZ

e Im m =
Z
λZ

=
mdc{m, v}Z

vZ
.

Antes de enunciar o teorema central desse caṕıtulo e fazer a sua demonstração, faremos

uma breve revisão de como encontrar o módulo Er
p,k−p. Na demonstração do Teorema 4.1,

vimos que existem três possibilidade para Er
p,k−p:

• Er
p,k−p =

Z
ℓZ

[σ
(p+1),r
k ] = Zℓ[σ

(p+1),r
k ], quando satisfaz o caso 2b, 4bii ou 5bii;
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• Er
p,k−p = Z[σ

(p+1),r
k ] quando satisfaz o caso 2a, 4bi ou 5bi;

• Er
p,k−p = 0 quando satisfaz o caso 3, 4a ou 5a.

Lembre que na demonstração do Teorema 4.1 o caso

1 é quando ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário;

2 é quando ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base;

3 é quando ∆r
p−r+1,p+1 não é um pivô primário, nem um pivô mudança de base e também

não é uma entrada nula;

4 é quando ∆r
p−r+1,p+1 é uma entrada nula;

5 é quando ∆r
p−r+1,p+1 não está em ∆r

k.

Para seguir a demonstração do próximo teorema é bom manter em mente as considerações

feitas acimas.

Teorema 5.1. Se Er
p e Er

p−r são ambos não nulos, então a aplicação dr
p : Er

p → Er
p−r é

induzida por δr
p, isto é, multiplicação pela entrada ∆r

p−r+1,p+1 quando a mesma é um pivô

primário, um pivô mudança de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo.

Demonstração: Suponha que Er
p e Er

p−r são ambos não nulos, caso contrário dr
p é zero.

Por definição

Er+1
p =

kerdr
p

Imdr
p+r

segue do Teorema 4.1 que precisamos considerar três casos para a entrada ∆r
p−r+1,p+1: pivô

primário, pivô mudança de base e uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo (essa

restrição garante que não estamos nos casos 3, 4a e 5a quando Er
p,k−p = 0). Nessa demon-

stração não iremos fazer para o caso 5 (∆r
p−r+1,p+1 não está ∆r

k), haja vista que, esse caso é

inteiramente análogo ao caso 4.

1. ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário.

Neste caso, sabemos pelo Teorema 4.1 que Er
p = Z[σ

(p+1),r
k ]. Suponha que Er

p−r =

Zt[σ
(p−r+1),r
k−1 ], onde

t = ℓ = mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1
p+1 ∆r−1

p+1,r+p, . . . , µ
(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1

p+1 ∆κ−p−1
p+1,κ }/cp+1,r

p+1 ,
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pelo Lema 4.1. Pela demonstração do Teorema 4.1, estamos no caso 2b, 4bii ou 5bii,

ou seja, ∂Zr−1
p−1,k−(p−1) * Zr−1

p−r−1,k−(p−r−1) assim existe um pivô primário na (p− r + 1)-

ésima linha à esquerda da (p − 1)-ésima coluna. No entanto, isso contradiz o fato

de ∆r
p−r+1,p+1 ser um pivô primário, já que não podemos ter dois pivôs primários na

mesma linha. Logo Er
p−r = Z[σ

(p−r+1),r
k−1 ], visto que Er

p−r 6= 0 por hipótese.

Temos a seguinte sequência:

... Z[σ
(p−r+1),r
k−1 ]oo Z[σ

(p+1),r
k ]

δr
poo Er

p+r

δr
p+roo ...oo . (5.2)

Como

δr
p : Z[σ

(p+1),r
k ] → Z[σ

(p−r+1),r
k−1 ]

zσ
(p+1),r
k 7→ ∆r

p−r+1,p+1zσ
(p−r+1),r
k−1

é multiplicação por ∆r
p−r+1,p+1 6= 0 então kerδr

p = 0.

(a) Suponha que Er
p+r = 0, dáı

kerδr
p

Imδr
p+r

= 0.

(b) Suponha que Er
p+r 6= 0, temos então três possibilidade para ∆r

p+1,p+r+1. Tal

entrada pode ser um pivô primário, um pivô mudança de base ou uma entrada

nula com uma coluna de zeros abaixo. Pela Proposição 3.2, não há pivô primário

na (p+1)-ésima linha, já que ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô primário. Portanto ∆r

p+1,p+r+1

não pode ser um pivô primário e nem um pivô mudança de base, pois a definição

de pivô mudança de base nos garante que devemos ter um pivô na mesma linha

o que não acontece. Logo ∆r
p+1,p+r+1 = 0, assim

kerδr
p

Imδr
p+r

= 0.

Por ∆r
p−r+1,p+1 ser um pivô primário segue que σ

(p+1),r+1
k = σ

(p+1),r
k e seu bordo

restrito à (p−r+1)-ésima linha é ∆r
p−r+1,p+1 6= 0, assim seu bordo não está acima

da (p − r)-ésima linha. Consequentemente, σ
(p+1),r+1
k /∈ Zr+1

p logo Zr+1
p = Zr

p−1 e

Er+1
p = 0.

2. ∆r
p−r+1,p+1 é um pivô mudança de base.

Segue que existe um pivô primário na (p− r + 1)-ésima linha em uma diagonal abaixo

da r-ésima diagonal auxiliar, ou seja, ∂Zr−1
p−1,k−(p−1) * Zr−1

p−r−1,k−(p−r−1) conforme visto
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anteriormente, dáı estamos no caso 2b, 4bii ou 5bii do Teorema 4.1. Portanto Er
p−r =

Zv[σ
(p−r+1),r
k−1 ], onde

v = mdc{µ(p)cp−r+1,r−1
p−r+1 ∆r−1

p−r+1,p, . . . , µ
(κ)cp−r+1,κ−p+r−1

p−r+1 ∆κ−p+r−1
p−r+1,κ }/cp−r+1,r

p−r+1 .

Seja λ =
v

mdc{∆r
p−r+1,p+1, v}

. Pela Proposição 5.2, temos que λ = u.

(a) Se ∆r
p+1,p+r+1 6= 0 é um pivô primário, então pela Proposição 3.2 não existe

pivô primário na (p + 1)-ésima linha. Consequentemente ∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) *

Zr−1
p−1,k−(p−1). Assim, estamos no caso 2a do Teorema 4.1, ou seja, Er

p = Z[σ
(p+1),r
k ].

Note que também estamos no caso 1 do Teorema 4.1 para Er
p+r, isto é, Er

p+r =

Z[σ
(p+r),r
k+1 ]. Logo temos a seguinte sequência:

r

∆r
p−r+1,p+1

∆r
p−r+1,p+1

σ
(p+1),r
k σ

(p+r+1),r
k+1

σ
(p−r+1),r
k−1

σ
(p+1),r
k

Figura 5.3: ∆r
p−r+1,p+1 6= 0 pivô mudança de base.
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... Zv[σ
(p−r+1),r
k−1 ]oo Z[σ

(p+1),r
k ]

δr
poo Z[σ

(p+r),r
k+1 ]

δr
p+roo · · · .oo (5.3)

Observe que Imδr
p+r = ∆r

p+1,p+r+1Z[σ
(p+1),r
k ] e pelo Lema 5.3 Kerδr

p = λZ[σ
(p+1),r
k ].

Dáı
Kerδr

p

Imδr
p+r

=
λZ[σ

(p+1),r
k ]

∆r
p+1,p+r+1Z[σ

(p+1),r
k ]

=
uZ[σ

(p+1),r
k ]

∆r
p+1,p+r+1Z[σ

(p+1),r
k ]

.

E como ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô primário por hipótese, segue do Lema 5.2 que

Er+1
p =

uZ[σ
(p+1),r+1
k ]

∆r
p+1,p+r+1Z[σ

(p+1),r+1
k ]

,

ou seja,

Er+1
p =

Kerδr
p

Imδr
p+r

.

(b) Se ∆r
p+1,p+r+1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo então Imδr

p+r = 0. Portanto

Kerδr
p

Imδr
p+r

= Kerδr
p.

i. Suponha que Er
p = Z[σ

(p+1),r
k ]. Usando o Lema 5.3, segue que

Kerδr
p = λZ[σ

(p+1),r
k ] = uZ[σ

(p+1),r
k ].

Por outro lado, pelo Lema 5.2 temos que Er+1
p = uZ[σ

(p+1),r+1
k ].

ii. Suponha que Er
p = Zt[σ

(p+1),r
k ]. Pelo Lema 5.3 que

Kerδr
p =

λZ[σ
(p+1),r
k ]

tZ[σ
(p+1),r
k ]

=
uZ[σ

(p+1),r
k ]

tZ[σ
(p+1),r
k ]

.

Por outro lado, pelo Lema 5.1, Er+1
p = uZt[σ

(p+1),r+1
k ].

(c) Se ∆r
p+1,p+r+1 6= 0 é um pivô mudança de base então existe um pivô primário na

(p + 1)-ésima linha e numa diagonal auxiliar abaixo de r, ou seja,

∂Zr−1
p+r−1,(k+1)−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1).
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Logo, estamos no caso 2b do Teorema 4.1, portanto Er
p,k−p = Zt[σ

(p+1),r
k ], onde

t = mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1
p+1 ∆r−1

p+1,r+p, . . . , µ
(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1

p+1 ∆κ−p−1
p+1,κ }/cp+1,r

p+1 .

Seja λ =
t

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}

. Novamente, temos a sequência

... Zv[σ
(p−r+1),r
k−1 ]oo Zt[σ

(p+1),r
k ]

δr
poo Er

p+r

δr
p+roo · · · .oo (5.4)

Como ∆r
p+1,p+r+1é um pivô mudança de base então Er

p+r é determinando pelo caso

2a ou 2b do Teorema 4.1, ou seja, Er
p+r = Z[σ

(p+r),r
k ] ou Er

p+r = Zw[σ
(p+r),r
k ]. Con-

tudo não precisamos explicitar Er
p+r, já que estamos interessado em determinar

Imδr
p+r.

Calculemos então Kerδr
p e Imδr

p+r. Pela Observação 5.1 e pela Proposição 5.2,

temos que λ = u ≤ t e λ = cp+r+1
p+r+1,r+1/c

p+r+1
p+r+1,r+1 ≤ w, usando o Lema 5.3 obtemos

Kerδr
p =

λZ[σ
(p+1),r
k ]

tZ[σ
(p+1),r
k ]

,

Imδr
p+r =

Z[σ
(p+1),r
k ]

λZ[σ
(p+1),r
k ]

=
mdc{∆r

p+1,p+r+1, t}Z[σ
(p+1),r
k ]

tZ[σ
(p+1),r
k ]

.

Logo,
Kerδr

p

Imδr
p+r

=
λZ[σ

(p+1),r
k ]

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}Z[σ

(p+1),r
k ]

.

Por outro lado, como ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô mudança de base, segue do Lema 5.1

e do Teorema 4.1 que Er+1
p =

uZ[σ
(p+1),r+1
k ]

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}Z[σ

(p+1),r+1
k ]

, onde u = λ pela

Proposição 5.2.

(d) Se ∆r
p+1,p+r+1 é uma entrada acima de um pivô primário então existe um pivô

primário na (p + r + 1)-ésima coluna abaixo de ∆r
p+1,p+r+1. Logo, µ(p+r+1),r = 0

e σ
(p+r+1),r
k+1 /∈ Zr

p+r, consequentemente Zr−1
p+r−1 = Zr

p+r o que implica Er
p+r = 0.

Portanto Imδr
p+r = 0. Então

Kerδr
p

Imδr
p+r

= Kerδr
p.
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i. Se Er
p,k−p = Z[σ

(p+1),r
k ],

... Zv[σ
(p−r+1),r
k−1 ]oo Z[σ

(p+1),r
k ]

δr
poo 0

δr
p+roo ...oo (5.5)

e pelo Lema 5.3

Kerδr
p = λZ[σ

(p+1),r
k ] = uZ[σ

(p+1),r
k ].

Conforme na demonstração do Teorema 4.1, temos que ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) ⊆

Zr−1
p−1,k−(p−1), já que Er

p,k−p = Z[σ
(p+1),r
k ].

Provaremos que nessas condições temos ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1).

De fato, pelas inclusões (2.1) temos que

∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) ⊆ ∂Zr−1

p+r−1,k+1−(p+r−1) (5.6)

e

Zr
p−1,k−(p−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1). (5.7)

Usando a Proposição 4.1 vemos que

∂Zr
p+r,k+1−(p+r) = ∂Z[µ(p+r+1),rσ

(p+r+1),r
k+1 , . . . , µ(ℓ),ℓ−p−1σ

(ℓ),ℓ−p−1
k+1 ]

e

∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r) = ∂Z[µ(p+r),r−1σ

(p+r),r−1
k+1 , . . . , µ(ℓ),ℓ−p−1σ

(ℓ),ℓ−p−1
k+1 ],

ora µ(p+r+1),r = 0 então ∂Zr
p+r,k+1−(p+r) = ∂Zr−1

p+r−1,k+1−(p+r) ⊆ Zr−1
p−1,k−(p−1).

Usando a definição de Zr
p−1 = {c ∈ Fp−1C | ∂c ∈ Fp−1−rC} e de Zr−1

p−1 =

{c ∈ Fp−1C | ∂c ∈ Fp−rC} conclúımos que ∂Zr
p+r,k+1−(p+r) ⊆ Zr

p−1,k−(p−1),

pois ∂∂Zr
p+r,k+1−(p+r) = 0.

Desse último fato segue que

Er+1
p,k−p = uZ[σ

(p+1),r+1
k ] = Kerδr

p =
Kerδr

p

Imδr
p+r

.

ii. Se Er
p,k−p = Zt[σ

(p+1),r
k ],

... Zv[σ
(p−r+1),r
k−1 ]oo Zt[σ

(p+1),r
k ]

δr
poo 0

δr
p+roo ...oo (5.8)
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e pelo Lema 5.3

Kerδr
p =

λZ[σ
(p+1),r
k ]

tZ[σ
(p+1),r
k ]

= uZt[σ
(p+1),r
k ].

Conforme na demonstração do Teorema 4.1, temos que ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) *

Zr−1
p−1,k−(p−1), já que Er

p,k−p = Zt[σ
(p+1),r
k ].

Provaremos que nessas condições temos Er+1
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r+1
k ]

sZ[σ
(p+1),r+1
k ]

, onde

s =
mdc{µ(p+r+1),rcp+1,r

p+1 ∆r
p+1,p+r+1, . . . , µ

(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1
p+1 ∆κ−p−1

p+1,κ }

cp+1,r+1
p+1

.

Ou seja, é suficiente mostrar que ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1).

Com efeito, suponha que ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1), usando as in-

clusões (5.6) e (5.7) segue que ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) ⊆ Zr−1

p−1,k−(p−1). Absurdo,

pois ∂Zr−1
p+r−1,k+1−(p+r−1) * Zr−1

p−1,k−(p−1). Portanto Er+1
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r+1
k ]

sZ[σ
(p+1),r+1
k ]

.

Como µ(p+r+1),r = 0 segue que

s =
mdc{µ(p+r+1),rcp+1,r

p+1 ∆r
p+1,p+r+1, . . . , µ

(κ),κ−p−1cp+1,κ−p−1
p+1 ∆κ−p−1

p+1,κ }

cp+1,r+1
p+1

= cp+1,r
p+1

ς

cp+1,r+1
p+1

=
t

u
,

onde

ς = mdc

{
µ(p+r+1),r∆r

p+1,p+r+1

cp+1,r
p+1

, t

}
= mdc

{
0 · ∆r

p+1,p+r+1

cp+1,r
p+1

, t

}
= t

e

t =
mdc{µ(r+p),r−1cp+1,r−1

p+1 ∆r−1
p+1,r+p, . . . , µ

(κ),κ−p−1cp+1,k−p−1
p+1 ∆κ−p−1

p+1,κ }

cp+1,r
p+1

.

Portanto,
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Er+1
p,k−p =

uZ[σ
(p+1),r+1
k ]

tZ[σ
(p+1),r+1
k ]

= Kerδr
p =

Kerδr
p

Imδr
p+r

.

3. ∆r
p−r+1,p+1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo.

Note que Kerδr
p = Er

p , além disso, σ
(p+1),r
k = σ

(p+1),r+1
k dáı u = 1.

(a) Se ∆r
p+1,p+r+1 é uma entrada acima de um pivô primário então, como no caso 2d

desse teorema, temos µ(p+r+1),r = 0 e Er
p+r = 0. Portanto Imδr

p+r = 0, dáı

Kerδr
p

Imδr
p+r

= Er
p .

Por outro lado, como estamos nas mesmas hipótese do caso 2d desse teorema com

a diferença de que σ
(p+1),r
k = σ

(p+1),r+1
k e u = 1, assim Er+1

p = Er
p .

(b) Se ∆r
p+1,p+r+1 = 0 com uma coluna de zeros abaixo então Imδr

p+r = 0 e

Kerδr
p

Imδr
p+r

= Er
p .

Usando os Lemas 5.1 e 5.2 juntamente com o fato de que σ
(p+1),r
k = σ

(p+1),r+1
k e

u = 1 segue que Er+1
p = Er

p .

(c) Se ∆r
p+1,p+r+1 6= 0 é um pivô primário então não existe um pivô primário na (p+1)-

ésima linha e nem na (p+r+1)-ésima coluna em uma diagonal auxiliar abaixo de

r. Portanto, pelo Teorema 4.1 caso 4bi e 1, Er
p = Z[σ

(p+1),r
k ] e Er

p+r = Z[σ
(p+r+1),r
k ].

Considere a sequência

... Er
p−r

oo Z[σ
(p+1),r
k ]

δr
poo Z[σ

(p+r+1),r
k+1 ]

δr
p+roo · · · .oo (5.9)

Segue que
Kerδr

p

Imδr
p+r

=
Z[σ

(p+1),r
k ]

∆r
p+1,p+r+1Z[σ

(p+1),r
k ]

.

Por outro lado, como ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô primário, pelo Lema 5.2, pelo fato de
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que σ
(p+1),r
k = σ

(p+1),r+1
k e u = 1, temos

Er+1
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r
k ]

∆r
p+1,p+r+1Z[σ

(p+1),r
k ]

.

(d) Se ∆r
p+1,p+r+1 é um pivô mudança de base, então existe um pivô primário na

(p + 1)-ésima linha em uma diagonal auxiliar abaixo de r. Assim, pelo Teorema

4.1 caso 4bii, segue que Er
p = Zt[σ

(p+1),r
k ].

... Er
p−r

oo Zt[σ
(p+1),r
k ]

δr
poo Er

p+r

δr
p+roo · · · .oo (5.10)

Existem dois casos posśıveis para Er
p+r ou é igual a Z[σ

(p+r+1),r
k+1 ] ou a Zw[σ

(p+r+1),r
k+1 ],

como no caso 2b desse teorema não há necessidade de encontrar Er
p+r, o que

precisamos descobrir é Imδr
p+r.

Sejam λ =
t

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}

e ũ =
cp+r+1,r
p+r+1

cp+r+1,r+1
p+r+1

. Como ∆r
p+1,p+r+1 é pivô mu-

dança de base então, pela Proposição 5.2 e pela Observação 5.1, temos λ = ũ ≤

mdc{∆r
p+1,p+r+1, w} ≤ w, isto é, λ ≤ w. Pelo Lema 5.3,

Imδr
p+r =

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}Z[σ

(p+1),r
k ]

tZ[σ
(p+1),r
k ]

.

Portanto
Kerδr

p

Imδr
p+r

=
Z[σ

(p+1),r
k ]

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}Z[σ

(p+1),r
k ]

.

Por outro lado, como ∆r
p+1,p−r+1 é uma entrada nula com uma coluna de zeros

abaixo, segue do Lema 5.1 que

Er+1
p,k−p =

Z[σ
(p+1),r+1
k ]

mdc{∆r
p+1,p+r+1, t}Z[σ

(p+1),r+1
k ]

.

Portanto, vimos para todos os casos que
Kerdr

p

Imdr
p+r

= Er+1
p,k−p =

Kerδr
p

Imδr
p+r

.

�



Caṕıtulo 6

As Implicações Dinâmicas das

Diferenciais

Definição 6.1. Um caminho associado a dr é a justaposição de curvas representadas

por órbitas conectantes. As curvas, representadas na matriz ∆ξ por um pivô primário ou um

pivô mudança de base ∆ξ
i,j, para ξ < r, podem ser consideradas com a orientação invertida.

Mais precisamente, seja γi,j um caminho entre as singularidades h
(j)
k e h

(i)
k−1. Se γi,j

corresponde a uma órbita conectante no fluxo, dizemos que γi,j é um caminho elementar

e definimos o comprimento de γi,j como ℓ(γi,j) = (j − i). No entanto, quando γi,j não

corresponde a uma órbita conectante no fluxo,γi,j pode ser escrito como uma sequência de

caminhos elementares. Esta construção é feita recursivamente definindo

γi,j = [γi,j,−γi,j, γi,j],

onde j < j e i > i, ou seja, h
(j)
k está associada a uma coluna de ∆ à esquerda de h

(j)
k , e h

(i)
k−1

está associado a uma linha de ∆ abaixo de h
(i)
k−1.

O sinal negativo indica que γi,j é considerado com a orientação invertida. Se γi,j é um

caminho elementar, a órbita conectante correspondente é considerada na orientação invertida.

Se γi,j não corresponde a uma órbita conectante então é um caminho

γi,j = [γ
i,j

,−γ
i,j

, γ
i,j

],

91
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onde j < j e i > i, e definimos

−γi,j = −[γ
i,j

,−γ
i,j

, γ
i,j

] = [−γ
i,j

, γ
i,j

,−γ
i,j

].

h
j
k

hi
k−1

h
j
k

hi
k−1

h
j
k

hi
k−1

λi,j

−λ
i,j

λ
i,jλ

i,j

Figura 6.1: Caminho genérico.

O comprimento de γi,j = [γi,j,−γi,j, γi,j] é definido como ℓ(γi,j) = ℓ(γi,j) + ℓ(γi,j) +

ℓ(γi,j).

O próximo lema nos mostra que certas colunas não precisam ser consideradas nas mu-

danças de base do Método da Varredura.

Lema 6.1. Seja ∆r
p−r+1,p+1 um pivô mudança de base. No Método da Varredura, a escolha

das colunas associadas a σ
(p+1−ξ),r−ξ
k que anularão a entrada ∆r

p−r+1,p+1 na próxima matriz

∆r+1 não precisa levar em consideração as colunas correspondente a uma cadeia cujo bordo

esteja acima da (p− r + 1)-ésima linha. Isto é, se existe uma combinação linear do Método

envolvendo uma coluna cujo bordo está acima da (p − r + 1)-ésima linha então existe uma

outra combinação linear que não envolve tal coluna e que pode ser escolhida.

Demonstração: Como temos que anular o pivô mudança de base ∆r
p−r+1,p+1, na próxima

matriz ∆r+1, com uma combinação linear das colunas à esquerda da coluna p + 1 na matriz

∆r, então não precisamos considerar as colunas correspondente a uma cadeia cujo bordo

esteja acima da (p− r + 1)-ésima linha, já que as entradas na (p− r + 1)-ésima linha dessas

colunas são nulas.

O que falta demonstrar é que o módulo Er+1
p,k−p não se altera ao mudarmos a combinação

linear para outra combinação linear que não envolve colunas correspondentes a cadeias cujos

bordos estejam acima da (p − r + 1)-ésima linha.

De fato,

Er+1
p,k−p =

Zr+1
p,k−p

Zr
p−1,k−(p−1) + ∂Zr

p+r,(k+1)−(p+r)

,
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onde

Zr+1
p,k−p = Z[µ(p+1),r+1σ

(p+1),r+1
k , µ(p),rσ

(p),r
k , . . . , µ(κ),r−p+κσ

(κ),r−p+κ
k ],

Zr
p−1,k−p+1 = Z[µ(p),rσ

(p),r
k , µ(p−1),r−1σ

(p−1),r−1
k , . . . , µ(κ),r−p+κσ

(κ),r−p+κ
k ].

Usando a hipótese, segue pela Proposição 5.1 que

σ
(p+1),r+1
k = uµ(p+1),rσ

(p+1),r
k + bpµ

(p),r−1σ
(p),r−1
k + · · · + bκµ

(κ),r−p−1+κσ
(κ),r−p−1+κ
k . (6.1)

Suponhamos que para algum ξ ∈ {1, 2, . . . , p + 1 − κ}, σ
(p+1−ξ),r−ξ
k seja tal que ∂σ

(p+1−ξ),r−ξ
k

é zero na (p − r + 1)-ésima linha e µ(p+1−ξ),r−ξ = 1, isto é, ∆r−ξ
s,p+1−ξ = 0 para todo s ≥

p + r − 1. Como µ(p+1−ξ),r−ξ = 1 então ∂σ
(p+1−ξ),r−ξ
k está acima da (p − r)-ésima linha, logo

σ
(p+1−ξ),r−ξ
k = σ

(p+1−ξ),r−ξ+1
k ∈ Zr

p−1,k−(p−1) pela definição de Zr
p−1,k−(p−1), a Figura 6.2 nos

ajuda a visualizar melhor esse fato.

0

p + 1 − ξ

p − r

p − r + 1

r − ξ

r − ξ + 1

Figura 6.2: σ
(p+1−ξ),r−ξ
k = σ

(p+1−ξ),r−ξ+1
k

Usando o fato de que σ
(p+1−ξ),r−ξ
k = σ

(p+1−ξ),r−ξ+1
k temos

Er+1
p,k−p =

Z[µ(p+1),r+1σ
(p+1),r+1
k , . . . , σ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , µ(κ),r−p+κσ

(κ),r−p+κ
k ]

Z[µ(p),rσ
(p),r
k , . . . , σ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ] + ∂Zr

p+r,(k+1)−(p+r)

=
Z[µ(p+1),r+1σ

(p+1),r+1
k − bp+1−ξσ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , σ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , µ(κ),r−p+κσ

(κ),r−p+κ
k ]

Z[µ(p),rσ
(p),r
k , . . . , σ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ] + ∂Zr

p+r,(k+1)−(p+r)
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=
Z[µ(p+1),r+1σ

(p+1),r+1
k − bp+1−ξσ

(p+1−ξ),r−ξ
k , . . . , σ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , µ(κ),r−p+κσ

(κ),r−p+κ
k ]

Z[µ(p),rσ
(p),r
k , . . . , σ

(p+1−ξ),r+1−ξ
k , . . . , µ(κ),r−p−1+κσ

(κ),r−p−1+κ
k ] + ∂Zr

p+r,(k+1)−(p+r)

.

Relembre que bp+1−ξ é o coeficiente de σ
(p+1−ξ),r−ξ
k na combinação linear (6.1). Da última

equação conclúımos que Er+1
p,k−p não é alterado se excluirmos σ

(p+1−ξ),r−ξ
k da combinação linear

(6.1). Podemos fazer isso para todos os ξ ∈ {1, 2, . . . , p + 1 − κ} tais que σ
(p+1−ξ),r−ξ
k com

∂σ
(p+1−ξ),r−ξ
k seja zero na (p − r + 1)-ésima linha e µ(p+1−ξ),r−ξ = 1. Portanto, temos o

resultado desejado. �

Seja ∆0 = ∆, mostramos que o Método da Varredura produz uma sequência de matrizes

∆r, onde a matriz ∆r+1 é obtida a partir de uma mudança de base em ∆r, ou seja, existe

uma sequência de matrizes mudança de base M0, . . . ,Mm−1 tais que

∆r+1 = M−1
r ∆rMr = M−1

r M−1
r−1 . . . M−1

0 ∆M0 . . . Mr−1Mr,

para r = 0, . . . ,m − 1.

Para cada r ∈ {0, . . . ,m − 1}, definimos ∆r como sendo a matriz ∆M0 . . . Mr−1Mr.

Observe que a matriz Ms leva a base {σ( ),s} na base {σ( ),s−1} e ∆0 está na base {h( )}, ou

seja, a matriz ∆r leva a base {σ( ),s} na base {h( )}. Logo, se κ∗ é a primeira hk−1 coluna e

κ̃ é a última hk−1 coluna, então escrevemos

∂σ(j),r = ∆
r

κ̃,jh
(κ̃)
k−1 + · · · + ∆

r

κ∗,jh
(κ∗)
k−1,

onde ∆
r

s,j ∈ Z para s = κ∗, . . . , κ̃.

Proposição 6.1. ∆
r

s,j = 0 para todo s > i se, e somente se, ∆r
s,j = 0 para todo s > i.

Demonstração: Temos que

∂σ(j),r = ∆
r

κ̃,jh
(κ̃)
k−1 + · · · + ∆

r

κ∗,jh
(κ∗)
k−1 (6.2)

e

∂σ(j),r = ∆r
κ̃,jσ

(κ̃),r
k−1 + · · · + ∆r

κ∗,jσ
(κ∗),r
k−1 . (6.3)

Suponha que ∆
r

s,j = 0 para todo s > i, isto é,

∂σ(j),r = ∆
r

i,jh
(i)
k−1 + · · · + ∆

r

κ∗,jh
(κ∗)
k−1. (6.4)
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Os coeficientes de h
(s)
k−1 são sempre não nulos em σ

(s),r
k−1 =

∑s
ℓ=κ∗ cs,r

ℓ h
(ℓ)
k−1, ver equação (3.1),

temos que ao substituir σ
(s),r
k−1 em (6.3) e usar o fato de que as equações (6.3) e (6.4) são

iguais e que h
(s)
k−1 6= 0, segue que ∆r

s,j = 0. Ora, esse resultado vale para todo s > i, portanto

∂σ(j),r = ∆r
i,jσ

(i),r
k−1 + · · · + ∆r

κ∗,jσ
(κ∗),r
k−1 .

A rećıproca é análoga. �

Pela proposição anterior, segue que ∆r
p−r,p é um pivô se, e somente se, ∆

r

p−r,p 6= 0 e

∆
r

s,p = 0 para todo s > p − r.

Note que ∆
r

não tem necessariamente quadrado zero. No entanto, essa matriz tem

propriedades que nos auxiliarão para demonstrar o seguinte lema e o teorema desse caṕıtulo.

Lema 6.2. Seja ∆ uma matriz de conexão. Aplicando o Método da Varredura em ∆, seja

∆r a matriz obtida depois que a r-ésima diagonal foi varrida. Se ∆
r

j−ξ,j 6= 0 para algum ξ,

então existe um caminho γj−ξ,j = [γj−r,j,−γj−r,j−ζ , γj−ξ,j−ζ ] para algum r e ζ menor do que

r no fluxo ϕ formado por órbitas conectantes unindo a singularidade h
(j)
k à singularidade

h
(j−ξ)
k−1 .

Demonstração: Usaremos indução dupla em r e ξ.

• Base da indução dupla (r = 1 e ξ qualquer).

Como σ
(j),1
k = h

(j)
k então ∆

1

s,j = ∆s,j, para s = κ∗, . . . , κ̃ onde κ∗ e κ̃ são a primeira

e a última coluna associadas a uma (k − 1)-cadeia, respectivamente. Logo, pela pro-

priedade da matriz de conexão, segue que todas as entradas não nulas ∆
1

j−ξ,j para

todo ξ representam a existência de órbitas conectantes entre h
(j)
k e h

(j−ξ)
k−1 . Para cada

ξ, temos um caminho no fluxo ϕ que é uma órbita conectante.

• Base da indução dupla (ξ a primeira diagonal que intercepta ∆k e r qual-

quer).

Suponhamos agora que ξ seja a primeira diagonal que intercepta ∆k e ∆
r

j−ξ,j 6= 0.

Então qualquer que seja r, ∆
r

s,j = 0 para todo s > j − ξ e ∆
r

j−ξ,ℓ = 0 para ℓ < j.

Observe a Figura 6.3. Como ∆
r

j−ξ,ℓ = 0 para todo ℓ < j então a j-ésima coluna não

sofreu nenhuma mudança de base e assim ∆
r

j−ξ,j = ∆
1

j−ξ,j.
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∆
r

j−ξ,j0000

0

0

0

0

0

Figura 6.3: ∆
r

j−ξ,j na ξ diagonal auxiliar

Como ∆
r

s,j = 0, para todo s > j − ξ então ∆
r

j−ξ,j = cj−ξ,r
j−ξ ∆r

j−ξ,j para todo r. De fato,

usando a Proposição 6.1 e ∆
r

s,j = 0 para todo s > j − ξ, segue que ∆r
s,j = 0 para todo

s > j − ξ. Assim as equações (6.2) e (6.3) ficam

∂σ(j),r = ∆
r

j−ξ,jh
(j−ξ)
k−1 + · · · + ∆

r

κ∗,jh
(κ∗)
k−1 (6.5)

e

∂σ(j),r = ∆r
j−ξ,jσ

(j−ξ),r
k−1 + · · · + ∆r

κ∗,jσ
(κ∗),r
k−1 . (6.6)

Como σ
(s),r
k−1 =

∑s
ℓ=κ∗ cs,r

ℓ h
(ℓ)
k−1 então σ

(j−ξ),r
k−1 é o único que tem o termo hj−ξ

k−1, então

substituindo σ
(j−ξ),r
k−1 =

∑j−ξ
ℓ=κ∗ cj−ξ,r

ℓ h
(ℓ)
k−1 em (6.6) e igualando (6.5) com (6.6), temos

∆
r

j−ξ,j = cj−ξ,r
j−ξ ∆r

j−ξ,j para todo r.

Logo ∆j−ξ,j 6= 0 e temos um caminho no fluxo ϕ que é uma órbita conectante.

• Passo indutivo (supor que o Lema é válido para todo r′ < r e ξ′ < ξ então

vale para r e ξ).

Suponha que o lema vale para todo r′ < r e ξ′ < ξ e seja ∆
r

j−ξ,j 6= 0. Se existe uma

órbita conectante entre h
(j)
k e h

(j−ξ)
k−1 então nada precisa ser mostrado. Em particular,

esse é o caso quando ∆
1

j−ξ,j 6= 0, pois ∆
1

j−ξ,j = ∆j−ξ,j e, neste caso existe uma órbita

conectante entre h
(j)
k e h

(j−ξ)
k−1 . Assim, suponhamos que ∆

1

j−ξ,j = 0 e que não existem

órbitas conectantes entre h
(j)
k e h

(j−ξ)
k−1 . Mostremos que se ∆

r

j−ξ,j 6= 0, então existe um

caminho de órbitas conectantes unindo tais singularidades.
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Como ∆
r

j−ξ,j 6= 0 e ∆
1

j−ξ,j = 0 então existe r < r, r < ξ, tal que ∆
r

j−ξ,j = 0 e ∆
r+1

j−ξ,j 6= 0,

isto é, σ
(j),r
k 6= σ

(j),r+1
k . Note que r não precisa ser único. No caso de existir mais de um

elemento com a mesma propriedade, podemos escolher qualquer um. De fato, a escolha

de r é importante quando tratamos da minimização do comprimento do caminho.

O Método da Varredura afirma que uma mudança de base somente ocorre na j-ésima

coluna de uma matriz quando um pivô mudança de base está presente na mesma.

Neste caso, a mudança acontece precisamente quando o Método da Varredura passa

por uma diagonal como r em ∆r. Assim, existe um pivô mudança de base na j-ésima

coluna e na r-ésima diagonal auxiliar de ∆r. Este pivô mudança de base é ∆r
j−r,j e

está na (j − r)- ésima linha de ∆r. Pela Proposição 6.1, ∆
r

j−r,j 6= 0 e tem uma coluna

de zeros abaixo, ou seja, ∆
r

j−r,j = cj−r,r
j−r ∆r

j−r,j 6= 0.

Pelo Lema 5.1,

∂σ
(j),r+1
k = uµ(j),r∂σ

(j),r
k +bj−1µ

(j−1),r−1∂σ
(j−1),r−1
k + · · ·+bκµ

(κ),r−j+κ∂σ
(κ),r−j+κ
k . (6.7)

Igualando os coeficientes de h
(j−r)
k−1 em ambos os lados da equação (6.7) (ou seja,

restringindo-a a (j − r)-ésima linha de ∆) obtemos

0 = ∆
r+1

j−r,j = uµ(j),r∆
r

j−r,j + bj−1µ
(j−1),r−1∆

r−1

j−r,j−1 + · · ·

· · · + µ(j−ζ),r−ζbj−ζ∆
r−ζ

j−r,j−ζ + · · · + bκµ
(κ),r−j+κ∆

r−j+κ

j−r,κ .

Lembremos que se um pivô primário de uma coluna correspondente a uma cadeia

σ(j−ζ),r−ζ está abaixo da (j−r)-ésima linha então µ(j−ζ),r−ζ = 0. Ou seja, µ(j−ζ),r−ζ = 1

somente quando na (j − r)-ésima linha de ∆r−ζ existe um pivô primário, um pivô

mudança de base ou uma entrada nula com uma coluna de zeros abaixo.

Pelo Lema 6.1, podemos assumir sem perda de generalidade que em uma mudança de

base, colunas com entradas nulas na (j − r)-ésima linha de ∆r−ζ e zeros abaixo não

são consideradas. Logo, não há necessidade de consideramos o caso em que ∆r−ζ
j−r,j−ζ é

nulo com uma coluna de zeros abaixo, também não convém considerar o caso em que

bj−ζ = 0. Assim, o caso que nos interessa é quando µ(j−ζ),r−ζ = 1, bj−ζ 6= 0 e ∆r−ζ
j−r,j−ζ

é um pivô primário ou um pivô mudança de base. Tal caso existe, pois temos uma

combinação linear não trivial que anule ∆
r+1

j−r,j, já que ∆
r

j−r,j é um pivô mudança de



98

base.

Pela Proposição 6.1, temos que ∆
r−ζ

j−r,j−ζ 6= 0 e a j−ζ-ésima coluna tem de zeros abaixo

da entrada ∆
r−ζ

j−r,j−ζ , ou seja, ∆
r−ζ

j−r,j−ζ = cj−r,r−ζ
j−r ∆r−ζ

j−r,j−ζ 6= 0.

Igualando os coeficientes de h
(j−ξ)
k−1 em ambos os lados da equação (6.7) (ou seja, res-

tringindo a equação à (j − ξ)-ésima linha de ∆) temos que

∆
r+1

j−ξ,j = uµ(j),r∆
r

j−ξ,j + bj−1µ
(j−1),r−1∆

r−1

j−ξ,j−1 + · · ·

· · · + µ(j−ζ),r−ζbj−ζ∆
r−ζ

j−ξ,j−ζ + · · · + bκµ
(κ),r−j+κ∆

r−j+κ

j−ξ,κ .

Como ∆
r+1

j−ξ,j 6= 0 e ∆
r

j−ξ,j = 0, então existe ζ ∈ {1, j − κ} tal que µ(j−ζ),r−ζ = 1,

bj−ζ 6= 0 e ∆
r−ζ

j−ξ,j−ζ 6= 0.

- Como ∆
r−ζ

j−ξ,j−ζ 6= 0 é tal que ξ − ζ < ξ e r − ζ < r então, por hipótese de indução,

existe um caminho γj−ξ,j−ζ de órbitas conectantes unindo h
(j−ζ)
k a h

(j−ξ)
k−1 ;

- Como ∆
r−ζ

j−r,j−ζ 6= 0 é tal que r − ζ < ξ e r − ζ < r então, por hipótese de indução,

existe um caminho γj−r,j−ζ de órbitas conectantes unindo h
(j−ζ)
k a h

(j−r)
k−1 ;

- Como ∆
r

j−r,j 6= 0 é tal que r < ξ e r < r então, por hipótese de indução, existe um

caminho γj−r,j de órbitas conectantes unindo h
(j)
k a h

(j−r)
k−1 .

Portanto γj−ξ,j = [γj−r,j,−γj−r,j−ζ , γj−ξ,j−ζ ] é um caminho unindo h
(j)
k a h

(j−ξ)
k−1 . Assim foi

provado que ∆
r

j−ξ,j 6= 0 corresponde a um caminho no fluxo �

Com o aux́ılio do lema anterior podemos rapidamente provar o teorema principal deste

caṕıtulo.

Teorema 6.1. Sejam ϕ um fluxo gradiente de uma função de Morse f e ∆ a matriz de

conexão sobre Z da decomposição de Morse tal que cada conjunto de Morse é uma singu-

laridade não degenerada. Seja (Er, dr) uma sequência espectral induzida pelo complexo de

cadeias de Morse-Witten. Dada uma diferencial não nula dr : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1 da sequência

espectral, existe um caminho de órbitas conectantes ϕ unindo a singularidade h
(p+1)
k que gera

Er
p,q à singularidade h

(p−r+1)
k−1 que gera Er

p−r,q+r−1.

Demonstração: Seja dr
p 6= 0, pelo Teorema 5.1 a diferencial dr

p 6= 0 é induzida por multi-

plicação pela entrada ∆r
p−r+1,p+1 (um pivô primário ou um pivô mudança de base). Assim,
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pela Proposição 6.1, temos que ∆
r

p−r+1,p+1 6= 0 e todas as entradas na (p + 1)-ésima coluna

abaixo da (p − r + 1)-ésima linha são nulas, ou seja, ∆
r

p−r+1,p+1 = cp−r+1,r
p−r+1 ∆r

p−r+1,p+1 6= 0.

Pelo Lema 6.2, existe um caminho no fluxo formado por órbitas conectantes unindo a sin-

gularidade h
(p+1)
k a singularidade h

(p−r+1)
k−1 .

�

Exemplo 6.1.

h14
6

h13
5

h12
5

h11
5

h10
5

h9
5

h8
5

h7
5

h6
5

h5
5

h4
5

...

−1

1

4

−3

1

2

−1

3

−3

1

Figura 6.4: Caminho γ5,13.

Considere o Exemplo 7.3 do Apêndice B. Note que a entrada ∆9
5,13 = 3 é um pivô primário

em ∆9 que tinha sua entrada original em ∆0 igual a zero, isto é, ∆0
5,13 = 0. Portanto, não há

necessariamente uma órbita conectante entre h
(13)
4 e h

(5)
3 . No entanto, o Teorema 6.1 garante

a existência de um caminho de órbitas conectantes entre tais singularidades. Neste exemplo

iremos construir tal caminho.
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Note que

∂σ
(13),4
4 = −

1

2
h

(4)
3 −

3

2
(2h

(5)
3 − 3h

(4)
3 ) − 3(h

(4)
3 − h

(5)
3 + h

(6)
3 ) + 4h

(7)
3 + h

(8)
3 − h

(9)
3

= h
(4)
3 − 3h

(6)
3 + 4h

(7)
3 + h

(8)
3 − h

(9)
3

e

∂σ
(13),5
4 = 2h

(5)
3 − 3h

(4)
3 + h

(4)
3 − h

(5)
3 + h

(6)
3 − h

(7)
3

= −2h
(4)
3 + h

(5)
3 + h

(6)
3 − h

(7)
3 .

Logo ∆
4

5,13 = 0 e ∆
5

5,13 = 1 6= 0. Portanto, consideremos r = 4.

Calculando as entradas da prova do Lema 6.2 temos

∆
r

j−r,j = ∆
4

13−4,13 = ∆
4

9,13 = −1 6= 0,

∆
r−ζ

j−r,j−ζ = ∆
4−3

13−4,13−3 = ∆
1

9,10 = 2 6= 0,

∆
r−ζ

j−ξ,j−ζ = ∆
4−3

13−8,13−3 = ∆
1

5,10 = 1 6= 0.

Pelo Lema 6.2, um caminho entre h
(13)
4 e h

(5)
3 é γ5,13 = [γ9,13,−γ9,10, γ5,10]. Veja Figura

6.4.

O comprimento de γ5,13 é ℓ(γ5,13) = ℓ(γ9,13) + ℓ(γ9,10) + ℓ(γ5,10) = 4 + 1 + 5 = 10. Para

mais exemplos ver [CdRS]



Caṕıtulo 7

Complexo de Morse Estendido

Neste caṕıtulo, para simplificar a notação, iremos denotar o espaço moduli M̂xy por Mx
y .

A construção do Complexo de Morse Estendido requer algumas definições e algumas

propriedades de topologia algébrica, assim começaremos esse caṕıtulo definindo espaço dos

laços e espaço dos laços de Moore.

Definição 7.1. Seja Y um espaço topológico. O espaços dos laços do espaço Y (com

base em y0), denotado por Ω′Y ou por Ω′[(Y, y0)], é o espaço das funções cont́ınuas

ω : [0, 1] → Y

∂[0, 1] → y0

com a topologia compacto-aberto1.

O espaço dos laços de Y pode ser visto como um espaço pontuado com base ω0 : [0, 1] →

{y0} ⊆ Y . Temos a seguinte operação no espaço dos laços, chamada de concatenação de

laços ;

µ′ : Ω′Y × Ω′Y → Ω′Y

(ω, ω′) 7→ µ′(ω, ω′),

onde

µ′(ω, ω′)(t) =

{
ω(2t), se 0 ≤ t ≤ 1/2

ω′(2t − 1), se 1/2 ≤ t ≤ 1.

1topologia gerada pela subbase {< K,U >}, onde K é compacto em [0, 1], A um aberto em Y e {<
K, U >} = {ω : [0, 1] → Y cont́ınua tal que ω(K) ⊆ A}.

101
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O espaço dos laços de Moore de Y , denotado por ΩY , possui uma definição análoga

a definição do espaço dos laços de Y com a diferença que qualquer laço ω está parametrizado

pelo intervalo [0, a], a ∈ [0,∞), isto é, diferentes laços podem ter parametrizações por

intervalos diferentes. Observe que ambos espaços possuem o mesmo tipo de homotopia. A

operação concatenação de laços no espaço dos laços de Moore é análoga a definição de

concatenação vista anteriormente, com a diferença de que não precisamos reparametrizar os

laços

µ : ΩY × ΩY → ΩY

(ω, ω′) 7→ µ(ω, ω′),

onde ω : [0, a] → Y , ω : [0, b] → Y

µ(ω, ω′)(t) =

{
ω(t), se 0 ≤ ta

ω′(t − a), se a ≤ t ≤ b + a.

A vantagem de usar o espaço dos laços de Moore reside no fato de que a concatenação

de laços é uma operação associativa. Porém, µ′ a operação no espaço dos laços Ω′Y não é

associativa, como podemos observar no seguinte exemplo:

Exemplo 7.1. Sejam ω : [0, 1] → Y , α : [0, 1] → Y , β : [0, 1] → Y e µ′ a operação no

espaço dos laços, temos

µ(ω, µ(α, β))(3/4) = µ(α, β)(2(3/4) − 1) = α(2(1/2)) = α(1),

µ(µ(ω, α), β)(3/4) = β(2(3/4) − 1) = β(1/2) 6= α(1).

Já no caso Moore temos a associatividade que segue diretamente da definição. Por

causa dessa propriedade usaremos somente o espaço de laços de Moore de Y , ΩY e µ a sua

concatenação de laços.

Agora, vejamos que os elementos de Mx
y podem ser vistos como laços em M . Com efeito,

seja γ um caminho simples (sem auto-intersecção) que liga todos os pontos cŕıticos de f e

contraia esse caminho a um ponto. Deste modo, obtemos um espaço quociente M̂ , o qual

tem o mesmo tipo de homotopia de M , veja [H].

A propriedade 7.1 de Mx
y é devido a compactificação de Gromov do espaço moduli, ver

referência [MS] e [K]. Tal compactificação coincide com a que foi definida no Caṕıtulo 1, ver
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também [BaC].

∂M
x

y =
⋃

z∈Crit(f)

M
x

z ×M
z

y. (7.1)

Para simplificar a notação da fórmula 7.1, z percorre todos os pontos cŕıticos, porém

quando M
x

z ou M
z

y ou ambos não estão definidos, o produto M
x

z ×M
z

y não entra na união.

Denotaremos por ΩM o espaço dos laços de Moore da variedade quociente M̂ .

Defina a aplicação

γx
y : Mx

y → Cx
y

u 7→ γx
y (u),

onde

Cx
y = C0

(
[0, f(x) − f(y)], {(W s(x) ∩ W u(y)) ∪ {x} ∪ {y}}

)

e

γx
y (u) : [0, f(x) − f(y)] → M

é tal que

γx
y (u)(t) = z ⇔ t = f(x) − f(z) e O(u) ∩ {γx

y (u)([0, f(x) − f(y)])} = O(u).

Note que γx
y (u) é um caminho que liga x a y passando pela órbita de u, O(u). A função

γx
y (u) é cont́ınua, pois é uma reparametrização da órbita O(u) com o acréscimo dos pontos

limites da órbita, x e y. Usando a topologia compacto-aberto em Cx
y temos que a aplicação

γx
y é cont́ınua, assim usando a compactificação de Mx

y via órbitas quebradas (Caṕıtulo 1),

podemos estender a aplicação γx
y a uma aplicação cont́ınua

γx
y : M

x

y → Cx
y .

Observe que podemos definir a aplicação concatenação de caminhos de forma análoga à

concatenação de laços

# : Cx
y × Cy

z → Cx
z

(g, h) 7→ g#h,
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onde

g#h(t) =

{
g(t), se 0 ≤ t ≤ f(x) − f(y)

h(t − f(x) − f(y)), se f(x) − f(y) ≤ t ≤ f(x) − f(z).

Veja que # também é associativo.

Como uma consequência imediata da fórmula 7.1, para cada elemento

u(u1, u2, ..., uk) ∈ Mx
z1
×Mz1

z2
× ... ×Mzk−1

y ⊆ ∂M
x

y

temos que

γx
y(u) = γx

z1
(u1)#γz1

z2
(u2)#...#γzk−1

y (uk).

Uma outra propriedade da aplicação # é a sua relação com a concatenação de laços µ através

da aplicação quociente q, que leva o caminho simples γ a um ponto:

q ◦ (γx
z(u)#γz

y(v)) = µ(q ◦ γx
z(u), q ◦ γz

y(v)), (7.2)

onde u ∈ M
x

z , v ∈ M
z

y. De fato, essa propriedade segue diretamente das definições de #, µ

e q, a Figura 7.1 ilustra essa propriedade.

Considere a função

qx
y : Cx

y → ΩM, onde qx
y (h) = q ◦ h.

Observe que q ◦ h ∈ ΩM , pois h é um caminho que liga x a y e q leva o conjunto {x, y} a

um ponto. Logo, podemos fazer a seguinte composição

jx
y : M

x

y

γx
y

−→ Cx
y

qx
y

−→ ΩM

u 7−→ γx
y (u) 7−→ q ◦ γx

y (u).

Usando a propriedade 7.2 temos

jx
y (u, v) = µ(jx

z (u), jz
y(v)), onde (u, v) ∈ M

x

z ×M
z

y ⊆ ∂M
x

y .

Com efeito,

jx
y (u, v) = q ◦ γx

y((u, v)) = q ◦ (γx
z(u)#γz

y(v)) = µ(q ◦ γx
z(u), q ◦ γz

y(v)) = µ(jx
z (u), jz

y(v)).

Agora, iremos iniciar a construção do Complexo Estendido de Morse.
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x

z

y

z

zz

z

z

z

z

x

x

y

y

γx
z(u)

γx
z(u)

γz
y(v)

γz
y(v)

γx
z(u)#γz

y(v)

q ◦ (γx
z(u)#γz

y(v))

µ(q ◦ γx
z(u), q ◦ γz

y(v))

q ◦ γx
z(u)

q ◦ γz
y(v)

# q

q

q

µ

z

Figura 7.1: Relação entre # e µ

Seja C∗ o complexo cubical de M com coeficientes em Z2. Usaremos cadeias cubicais

(cadeias cujo domı́nios são cubos unitários, ver referência [Ma]) ao invés de cadeias singulares,

pois nesse caso, para dois espaços X e Y , temos a aplicação

Ck(X) ⊗ Ck′(Y ) → Ck+k′(X × Y )

definida por (σ ⊗ σ′)(x, y) = (σ(x), σ′(y)).

Para quaisquer pontos cŕıticos x e y com ı́ndice de Morse |x| e |y| definimos:

Definição 7.2. Um sistema de cadeias representadas para o espaço moduli Mx
y é a

famı́lia {sx
y ∈ C|x|−|y|−1(M

x

y) : x, y ∈ Crit(f)} tal que:

i sx
y representa a classe fundamental em H|x|−|y|−1(M

x

y , ∂M
x

y).

ii ∂sx
y =

∑
y∈Crit(f) sx

y ⊗ sy
z.

Observação 7.1. Sistema de cadeias representadas do espaço moduli aparece naturalmente

quando a compactificação do espaço moduli M
x

y é triangularizada de um modo compat́ıvel
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com a fórmula 7.1, nesse caso os sx
y ’s podem ser tomados como a soma dos cubos de maiores

dimensão de M
x

y . Como estamos trabalhando com um fluxo Morse-Smale temos que a va-

riedade M
x

y é suavel, logo triangularizada, ou seja, não precisamos mostrar a existem do

sistema de cadeias representadas. Já no artigo [BaC] existe a prova da existência, pois

Barraud e Cornea trabalham com espaço moduli mais gerais.

Defina ax
y ∈ C|x|−|y|−1(ΩM) por

ax
y = (jx

y )∗(s
x
y).

A seguinte proposição mostra que essa definição estende a definição dos coeficientes ope-

rador bordo de Morse-Witten quando |x| − |y| − 1 = 0, ou seja, quando x e y são pontos

cŕıticos consecutivos.

Proposição 7.1. O operador bordo de Morse-Witten pode ser visto como

∂k〈x〉 :=
∑

y∈Critk−1(f)

♯(ax
y)〈y〉,

onde ♯(ax
y) é o número de laços da 0-cadeia ax

y módulo 2.

Demonstração: Primeiramente, observe que o operador bordo de Morse-Witten sobre Z2

é dado por:

∂k〈x〉 :=
∑

y∈Critk−1(f)

n(x, y)〈y〉,

onde n(x, y) é o número de órbitas de x a y módulo 2. Portanto, basta provar que n(x, y)=♯(ax
y),

ou seja, o número de órbitas coincide com o número de laços da 0-cadeia ax
y .

De fato, pela Proposição 1.3, temos que sx
y ∈ C0(M

x

y) é uma 0-cadeia com finitos pontos,

na verdade, pela Definição 7.2 segue que sx
y possui a mesma quantidade de pontos que M

x

y

possui. Como ax
y = (jx

y )∗(s
x
y) então ax

y é uma 0-cadeia composta de ♯(M
x

y) laços, onde ♯(M
x

y)

é a cardinalidade de M
x

y . Portanto

♯(ax
y) = ♯(M

x

y)(mod 2) = n(x, y).

�

O Exemplo 7.2 ilustra bem a proposição anterior.
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Considere o seguinte produto

· : Ck(ΩM) ⊗ Ck′(ΩM) → Ck+k′(ΩM × ΩM)
C∗(µ)
−→ Ck+k′(ΩM),

onde µ é a concatenação de laços e C∗(µ) é a induzida de µ no complexo de cadeias. Esse

produto torna C∗(ΩM) em um anel diferencial2. Com efeito, basta usar a definição de ∂ e

do produto · .

Sabemos calcular ∂a para qualquer a ∈ C∗(ΩM) pela definição de ∂, já no caso ∂ax
y temos

uma fórmula espećıfica, como nos mostra a proposição abaixo.

Proposição 7.2. Sobre as considerações feitas acima temos

∂ax
y =

∑

z∈Crit(f)

ax
z · a

z
y,

para todos pontos cŕıticos x e y ∈ Crit(f).

Demonstração: Essa proposição segue da construção de ax
y e da fórmula ∂sx

y . De fato,

∂ax
y = ∂(jx

y )∗(s
x
y) = (jx

y )∗(∂sx
y) = (jx

y )∗(
∑

z∈Crit(f)

sx
z ⊗ sz

y)

=
∑

z∈Crit(f)

(jx
y )∗(s

x
z ⊗ sz

y)

=
∑

z∈Crit(f)

(qx
y ◦ γx

y)∗(s
x
z ⊗ sz

y).

Usando a definição de (qx
y ◦ γx

y)∗ temos que a cadeia (sx
z ⊗ sz

y) ∈ Cr(M
x

y) é levada na

cadeia (q ◦ γx
y ◦ (sx

z ⊗ sz
y)) ∈ Cr(ΩM), onde r = |x| − |z| − 1 + |z| − |y| − 1 = |x| − |y| − 2,

assim considere t ∈ [0, 1]r, logo

q ◦ γx
y ◦ (sx

z ⊗ sz
y)(t) = q ◦ γx

y((u, v)) = q ◦ (γx
z(u)#γz

y(v))

= µ(q ◦ γx
z(u), q ◦ γz

y(v))

= µ(jx
z (u), jz

y(v))

= µ(jx
z (sx

z(t1)), j
z
y(s

z
y(t2))),

onde (sx
z ⊗ sz

y)(t) = (sx
z(t1) ⊗ sz

y(t2)) = (u, v) ∈ M
x

z × M
z

y ⊆ M
x

y , t1 ∈ [0, 1]|x|−|z|−1 e

2Anel diferencial é um anel que satisfaz a propriedade de Leibniz: ∂(a · b) = (∂a) · b + a · (∂b)
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t2 ∈ [0, 1]|z|−|y|−1, com t = (t1, t2). Assim temos que

(qx
y ◦ γx

y)∗(s
x
z ⊗ sz

y) = C∗(µ)(jx
z (sx

z), j
z
y(s

z
y)),

segue que

∂ax
y = ∂(jx

y )∗(s
x
y) =

∑

z∈Crit(f)

C∗(µ)(jx
z (sx

z), j
z
y(s

z
y)) =

∑

z∈Crit(f)

ax
z · a

z
y.

�

Um outro modo de ver a fórmula da proposição anterior é construir a matriz A = (ax
y)

que contém todos os ax
y para todos os pontos cŕıticos, assim segue da Proposição 7.2 que

∂A = A2.

Observe que a matriz A é estritamente triangular superior e podemos visualizar esta

matriz conforme a Figura 7.2, onde os blocos que contém as k-ésima cadeias ax
y . Os blocos

pretos representam as 0-cadeias ax
y , os blocos azuis representam as 1-cadeias ax

y , e assim por

diante. Os blocos pretos estão relacionados com a matriz de conexão, pois se considerarmos

as entradas ♯ax
y (com |x| − |y| − 1 = 0) teremos que os blocos pretos formam a matriz de

conexão.

Agora, definimos um novo complexo de cadeias C(f) associado a f por

(C(f), d) = ({Ck(f)}k∈Z, d),

onde

Ck(f) =
⊕

q+p=k

Cq(ΩM) ⊗ Z2 < Critp(f) >,

d(a ⊗ x) = (∂a) ⊗ x + a · (d(1 ⊗ x))

e

d(1 ⊗ x) =
∑

y∈Crit(f)

ax
y ⊗ y.

Esse complexo será chamado de complexo de Morse estendido de f .
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Figura 7.2: Matriz A=(ax
y).

Proposição 7.3. (C(f), d) definido acima é um complexo no seguinte sentido

dk : Ck → Ck−1 e d2 = 0.

Demonstração:

Do fato de que dk : Ck → Ck−1 segue que d(a⊗x) = (∂a)⊗x + a · (d(1⊗x)). Com efeito,

suponha que a ∈ Cq(ΩM) e x ∈ Critp(f) tais que q + p = k, é claro que (∂a)⊗ x ∈ Ck−1. Já

a · (d(1 ⊗ x)) ∈ Ck−1, haja vista que, a ∈ Cq(ΩM) e

d(1 ⊗ x) =
∑

y∈Crit(f)

ax
y ⊗ y ∈

⊕

s+t=k−1

Cs(ΩM) ⊗ Z2 < Critt(f) >,

pois se y ∈ Critt(f) então ax
y ∈ C|x|−|y|−1(ΩM) = Ck−t−1(ΩM).

Para provar que d2 = 0 basta usar a definição de d, o fato de que C∗(ΩM) é um anel

diferencial, a Proposição 7.2, notar que os coeficientes das cadeias estão em Z2 e fazer alguns
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cálculos:

d(d(a ⊗ x)) = d(∂a ⊗ x + a · d(1 ⊗ x)) = d(∂a ⊗ x) + d(a · d(1 ⊗ x))

= ∂∂a ⊗ x + ∂a · d(1 ⊗ x) + d(
∑

y

(a · ax
y ⊗ y))

= 0 + ∂a · d(1 ⊗ x) +
∑

y

[(∂(a · ax
y)) ⊗ y + a · ax

y ⊗ d(1 ⊗ y)]

= ∂a · d(1 ⊗ x) +
∑

y

[∂a · ax
y ⊗ y + a · ∂ax

y ⊗ y + a · ax
y · (
∑

z

ay
z ⊗ z)]

= 2(∂a · d(1 ⊗ x)) +
∑

y

[a · ∂ax
y ⊗ y + a · ax

y · (
∑

z

ay
z ⊗ z)]

= 0 +
∑

y

[a · ∂ax
y ⊗ y + a · ax

y · (
∑

z

ay
z ⊗ z)]

= a ·
∑

t

[∂ax
t ⊗ t +

∑

s

ax
s · a

s
t ⊗ t]

= a ·
∑

t

[
∑

s

ax
s · a

s
t ⊗ t +

∑

s

ax
s · a

s
t ⊗ t]

= a ·
∑

t

[(2(
∑

s

ax
s · a

s
t)) ⊗ t) = 0.

�

Podemos também definir complexo de Morse estendido de f sobre Z, para tal

definiremos as cadeias sx
y ∈ Cast(M

x
y) e ax

y ∈ Cast(ΩM), como anteriormente, com a diferença

de que os coeficientes de ambos complexos estão em Z. O complexo estendido será dado por

(C(f), d) = ({Ck(f)}k∈Z, d),

onde

Ck(f) =
⊕

q+p=k

Cq(ΩM) ⊗ Z < Critp(f) >,

d(a ⊗ x) = a · d(1 ⊗ x) − ∂a ⊗ x

e

d(1 ⊗ x) =
∑

y∈Crit(f)

(−1)|x|−|y|−1ax
y ⊗ y.

A seguinte proposição é análoga a Proposição 7.3.
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Proposição 7.4. (C(f), d) definido acima é um complexo no seguinte sentido

dk : Ck → Ck−1 e d2 = 0.

Demonstração:

A demonstração é inteiramente análoga à Proposição 7.3, com uma diferença no cálculo

de d2 = 0, como segue:

d(d(a ⊗ x)) = d(−∂a ⊗ x + a · d(1 ⊗ x)) = −d(∂a ⊗ x) + d(a · d(1 ⊗ x))

= ∂∂a ⊗ x − ∂a · d(1 ⊗ x) + d(
∑

y

(−1)|x|−|y|−1(a · ax
y ⊗ y))

= 0 − ∂a · d(1 ⊗ x) +
∑

y

(−1)|x|−|y|−1[(∂(a · ax
y)) ⊗ y + a · ax

y ⊗ d(1 ⊗ y)]

= −∂a · d(1 ⊗ x) +
∑

y

(−1)|x|−|y|−1[∂a · ax
y ⊗ y + a · ∂ax

y ⊗ y + a · ax
y · d(1 ⊗ y)]

= ∂a · d(1 ⊗ x) − ∂a · d(1 ⊗ x) +
∑

y

(−1)|x|−|y|−1[a · ∂ax
y ⊗ y + a · ax

y · d(1 ⊗ y)]

= 0 +
∑

y

(−1)|x|−|y|−1[a · ∂ax
y ⊗ y + a · ax

y · (
∑

z

(−1)|y|−|z|−1ay
z ⊗ z)]

= 0 +
∑

y

[(−1)|x|−|y|−1a · ∂ax
y ⊗ y + a · ax

y · (
∑

z

(−1)|x|−|y|−1(−1)|y|−|z|−1ay
z ⊗ z)]

= 0 +
∑

y

[(−1)|x|−|y|−1a · ∂ax
y ⊗ y + a · ax

y · (
∑

z

(−1)|x|−|z|−2ay
z ⊗ z)]

= a ·
∑

t

[(−1)|x|−|t|−1∂ax
t ⊗ t +

∑

s

(−1)|x|−|t|−2ax
s · a

s
t ⊗ t]

= a ·
∑

t

[−(−1)|x|−|t|−2
∑

s

ax
s · a

s
t ⊗ t + (−1)|x|−|t|−2

∑

s

ax
s · a

s
t ⊗ t]

= 0.

�

Enunciaremos uma proposição análoga à Proposição 7.1, nesse sentido precisamos fazer

umas considerações.

Fixemos x e y pontos cŕıticos tais que |x| − |y| − 1 = 0. O caminho γx
y(u), onde u ∈ M

x

y ,

é uma componente conexa da variedade W s(x) ∩ W u(y), logo tem orientação induzida pela
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orientação da variedade W s(x) ∩ W u(y). Como a aplicação quociente q : M → M̂ leva o

caminho γx
y no laço q ◦ γx

y = jx
y (u) pela simples junção dos pontos extremos do caminho, a

saber x e y, então o laço jx
y (u) possui uma orientação [jx

y (u)] induzida pela orientação de

W s(x) ∩ W u(y).

Temos também que o caminho γx
y(u) possui uma orientação induzida pelo fluxo, assim

temos uma orientação induzida em jx
y (u) pelo fluxo tangente, a qual denotaremos por [u̇].

Seja na
u o sinal caracteŕıstico do laço jx

y (u) definido pela igualdade

[jx
y (u)] = na

u[u̇].

A imagem do laço jx
y (u), com u ∈ M

x

y , é uma componente conexa da variedade M̂ , logo

tem orientação induzuda.

Proposição 7.5. O operador bordo de Morse-Witten pode ser visto como

∂k〈x〉 :=
∑

y∈Critk−1(f)

na(x, y)〈y〉,

onde na(x, y) =
∑

u∈Mxy

na
u.

Demonstração: Primeiramente, observe que o operador bordo de Morse-Witten sobre Z é

dado por:

∂k〈x〉 :=
∑

y∈Critk−1(f)

n(x, y)〈y〉, n(x, y) =
∑

u∈Mxy

nu.

Portanto, basta provar que n(x, y)=na(x, y), ou seja,

∑

u∈Mxy

na
u =

∑

u∈Mxy

nu.

De fato, pela demonstração da Proposição 7.1 temos que a 0-cadeia ax
y possui ♯(M

x

y) laços,

logo, basta ver que na
u=nu, o que segue das considerações feitas antes desta proposição. �

Exemplo 7.2.

Considere o fluxo Morse-Smale na esfera deformada M dado pela Figura 7.3, e seja γ

o caminho simples que liga todos os pontos cŕıticos. Agora contráımos esse caminho a um
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x x′

z

y

y′

z′

M
x′

z

M
y

z
M

x′

y′

γ

M
x′

z′

u

q

v

Figura 7.3: Fluxo na esfera deformada

ponto. Assim temos o espaço quociente M̂ onde γ é um ponto desse espaço.

Note que M
y

z possui somente dois pontos, como sy
z ∈ C0(M

y

z) e sy
z tem que satisfazer o

item (ii) da Definição 7.2, temos que sy
z é uma 0-cadeia formada pelos dois pontos de My

z ,

observe que sy
z também satisfaz o item (i) da Definição 7.2. Analogamente, sx′

y′ é uma 0-

cadeia formada pelos dois pontos de Mx′

y′ . Portanto, ay
z = (jy

z )∗(s
y
z) é uma 0-cadeia formada

por dois laços e, analogamente, ax′

y′ = (jx′

y′ )∗(s
x′

y′) é uma 0-cadeia formada por dois laços.

Veja que ay′

z é uma 0-cadeia formada pelo laço constante w0 : [0, f(y′) − f(z)] → M̂

com w0([0, f(y′) − f(z)]) = {γ}, onde γ é visto como um ponto em M̂ . Logo, a escolha do

caminho simples γ poderia alterar ay′

z , isto é, ay′

z poderia ser uma 0-cadeia formada por um

laço diferente do laço constante, porém ay′

z continuaria a ser uma 0-cadeia.

Agora, iremos encontrar ax′

z e ax′

z′ . Antes, vejamos que para satisfazer as propriedades

da Definição 7.2, sx′

z deve ser a 1-cadeia formada pelos dois arcos de circunferência de Mx′

z ,

conforme o desenho em azul na Figura 7.3. Portanto, ax′

z = (jx′

z )∗(s
x′

z ) é a 1-cadeia formada

pela imagem dos dois arcos de circunferência de Mx′

z . Analogamente, ax′

z′ = (jx′

z′ )∗(s
x′

z′ ) é a

1-cadeia formada pela imagem de um arco de circunferência de Mx′

z′ , conforme desenho em
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


z z′ y y′ x x′

z 0 0 ay
z ay′

z ax
z ax′

z

z′ 0 0 0 a
y′

z′ ax
z′ ax′

z′

y 0 0 0 0 ax
y ax′

y

y′ 0 0 0 0 0 ax′

y′

x 0 0 0 0 0 0

x′ 0 0 0 0 0 0




Figura 7.4: Matriz A=(ax
y).

verde na Figura 7.3.

Utilizando o que foi visto acima, podemos conferir (nesse exemplo) a fórmula provada na

Proposição 7.2. De fato,

∂ax′

z = ∂(jx′

z )∗(s
x′

z ) = (jx′

z )∗(∂sx′

z )

e como ∂sx′

z são os pontos de M
y

z e M
x′

y′ , então ∂ax′

z é a 0-cadeia formada pelos laços que

correspondem aos pontos de M
y

z e de M
x′

y′ . Por outro lado,

∑

t∈Crit(f)

ax′

t · at
z = ax′

y · ay
z + ax′

y′ · ay′

z ,

como ax′

y ∈ (jx′

y )∗(C0(M
x′

y )) e ay
z ∈ (jy

z )∗(C0(M
y

z)) então pela definição de · temos

ax′

y · ay
z ∈ (jx′

z )∗(C0(M
x′

y ×M
y

z)) ⊆ (jx′

z )∗(C0(∂M
x′

z )).

Portanto, ax′

y ·ay
z é a 0-cadeia formada pelos dois laços jx′

z (u, v) = µ(jx′

y (u), jy
z (v)) e jx′

z (u, q) =

µ(jx′

y (u), jy
z (q)), onde u ∈ M

x′

y e v, q ∈ M
y

z . Analogamente, ax′

y′ · ay′

z é a 0-cadeia formada

por dois laços. Logo

∂ax′

z = ax′

y · ay
z + ax′

y′ · ay′

z =
∑

t∈Crit(f)

ax′

t · at
z.

Calculando os demais ax
y ’s podemos construir a matriz A = (ax

y), conforme a Figura

7.4. Veja também que os blocos pretos são os mesmos da matriz de conexão e o bloco azul
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corresponde aos valores de at
s quando |s| − |t| − 1 = 1.

A coluna x representa d(1 ⊗ x), neste exemplo temos o cálculo de

d(1 ⊗ x′) =
∑

t

ax′

t ⊗ t = ax′

y ⊗ y + ax′

y′ ⊗ y′ + ax′

z ⊗ z + ax′

z′ ⊗ z′.

Podemos então definir o Complexo Estendido de Morse (C(f), d),

Ck(f) =
⊕

q+p=k

Cq(ΩM) ⊗ Z2 < Critp(f) >, d(a ⊗ x) = (∂a) ⊗ x + a · (d(1 ⊗ x)).

△

Considere a seguinte filtração do complexo de Morse estendido

FkC =
⊕

q+p≤k

Cq(ΩM) ⊗ Z2 < Critp(f) > .

Pelo Teorema 2.2 temos a sequência espectral

E(f) = (Er
p,q(f), dr)

associada à filtração FkC. Analogamente, temos o mesmo resultado quando o complexo

estendido está sobre Z.

De fato, em [BaC] e [BaC1] foi demonstrado que essa sequência espectral é a sequência

espectral de Serre associada à fibração caminho-laço, para mais detalhes ver [H1]. Vários

resultados são obtidos, em [BaC] e [BaC1], através da sequência de Serre, no entanto, estes

artigos faz o estudo de sistemas Hamiltonianos e de topologia simplética. Portanto para

utilizá-los, há a necessidade de adaptá-los para a Teoria de Morse.
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Apêndice A

Nessa apêndice apresentarei um tutorial simplificado de como rodar o programa Sweeping

Algorithm. Para mais detalhes veja a referência [dRMS].

O programa faz o uso do Mathematica versão 6 ou acima, ou seja, precisa desse programa

instalado no computador.

O primeiro passo é baixar os arquivos SweepingAlgorithm.nb, RandomConnectionMa-

trixGenerator.nb e SweepingAlgorithm NumericalExperiments.nb, na página

http://www.ime.unicamp.br/∼ margarid/software/.

Depois abra o arquivo SweepingAlgorithm.nb e clique no último colchete do lado es-

querdo, conforme a Figura 7.5, em seguida tecle shift + enter para compilar o programa.

Agora abra o arquivo RandomConnectionMatrixGenerator.nb e clique no último colchete

do lado esquerdo, conforme a Figura 7.6, em seguida tecle shift + enter.

Abra o arquivo SweepingAlgorithm NumericalExperiments.nb, clique duas vezes no colchete

indicado pela Figura 7.7 para mostrar os comandos, Figura 7.8. Em seguida tecle shift +

enter. O programa apresentará os cálculos e as matrizes produzidas durante o processo do

Método da Varredura.

Agora que sabemos fazer o programa funcionar, veremos como colocar uma matriz dese-

jada para ser calculada.

Na Figura 7.8, temos uma sequência de comandos que defina uma matriz. Esses comandos

pode ser melhor visualizados na Figura 7.9.

Mais especificamente:

• A = Table[0, 6, 6]; Significa que A será uma matriz bidimensional 6 por 6:

• A[[1, 3]] = A[[2, 3]] = A[[4, 5]] = A[[4, 6]] = 1; Define qual será as entradas da

matriz, isto é, A[[i, j]] =ai,j. Observe que antes de definir as entradas da matriz todas

as entradas são nulas;
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n = SpectralSequenceConstruction @A, partition, Nf ® True, Erp ® TrueD;

Table@changeofbasismatrix@iD �� MatrixForm, 8i, 1, n<D

Figura 7.10:

Caso queira gerar uma matriz aleatória, nesse mesmo arquivo SweepingAlgorithm Nu-

mericalExperiments.nb temos o seguinte t́ıtulo Sweeping algorithm over Z — random

matrices. Basta escolher a dimensão e a quantidade de blocos da matriz, e colocar o pro-

grama para rodar. Caso não tenha o desejado, basta fazer as seguintes alterações.

• Clear[A, partition] Serve para apagar os dados anteriores da matriz A e da partição,

é importante essa linha de comando já que é bem provável que a matriz A e a partição

seja diferente da usada anteriormente.

• Clear[A, ul, lr, partition] Serve para apagar os dados anteriores da matriz A, da

partição e alguns valores dentro do programa que gera matrizes aleatórias.

• nb = 3; A quantidade de blocos que a matriz A terá.

• A, partition = RandomConnectionMatrixGenerator[18, seed -> 85, num-

berofblocks -> nb, range -> 20]; Faz a chamada do programa que gera matrizes

aleatórias, com as seguintes propriedades:

1. O primeiro número é a dimensão da matriz, nesse caso a matriz é 18 por 18.

2. seed -> 85 Para cada número diferente teremos matrizes diferentes.

3. numberofblocks -> nb A quantidade de blocos que a matriz terá é nb, que

nesse caso é nb=3.

4. range -> 20 As entradas da matriz A serão limitadas, quanto menor o valor da

variável range mais limitadas serão as entradas da matriz A.
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Neste exemplo, observaremos entradas não inteiras nas matrizes intermediárias, porém

como foi provado em [dRMS] a última matriz sempre apresentará entradas inteiras. Esse

exemplo também apresenta os cálculos dos Z-módulos Er
p da sequência espectral associada ao

Método da Varredura. Tais cálculos serão mostrados até a quarta etapa, quando encontramos

a matriz ∆4, Figura 7.

Exemplo 7.3.

123



124 Apêndice B

In[42]:= n = SpectralSequenceConstruction A, partition, Erp → True ;

Table changeofbasismatrix i MatrixForm, i, 1, n

Column partition is correct.

Total number of diagonals to be swept = 9

i = 0

0 =
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9
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4

h
4
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h2

3

h
4

12

h
2

2

h
4

13

h
0

1

h
6

14

2 3 2 1 0 0

2 3 1 0 2 1

0 1 3 1

1 0 2 0

3 2 1 3

3 2 2 4

1 1 2 1

2 2 3 1

−−−−−−−−−0−−−−−−−−−0−−−−−−−−−0−−−−−−−−−

i = 1



Apêndice B 125

∆1 =

6

14,1
h6

14

4

13,1
h4

13

4

12,1
h4

12

4

11,1
h4

11

4

10,1
h4

10

3

9,1
h3

9

3

8,1
h3

8

3

7,1
h3

7

3

6,1
h3

6

3

5,1
h3

5

3

4,1
h3

4

2

3,1
h2

3

2

2,1
h2

2

0

1,1
h0

1

0

1,1

2

2,1

2

3,1

3

4,1

3

5,1

3

6,1

3

7,1

3

8,1

3

9,1

4

10,1

4

11,1

4

12,1

4

13,1

6

14,1

2 3 2 1 0 0

2 3 1 0 2 1

0 1 3 1

1 0 2 0

3 2 1 3

3 2 2 4

1 1 2 1

2 2 3 1

E0
1

Numerator:
�1,1 σ0

1,1

h0
1 1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E1
1

Numerator:

�2,1 σ2
2,1

h2
2 1

h2
3 0

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E2
1
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Numerator:

�2,0 σ2
2,0 �3,1 σ2

3,1

h2
2 1 0

h2
3 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�2,0 σ2
2,0

h2
2 1

h2
3 0

There is no second term denominator

E3
1

Numerator:

�4,1 σ3
4,1

h3
4 1

h3
5 0

h3
6 0

h3
7 0

h3
8 0

h3
9 0

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E4
1

Numerator:

�4,0 σ3
4,0 �5,1 σ3

5,1

h3
4 1 0

h3
5 0 1

h3
6 0 0

h3
7 0 0

h3
8 0 0

h3
9 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,0 σ3
4,0

h3
4 1

h3
5 0

h3
6 0

h3
7 0

h3
8 0

h3
9 0

There is no second term denominator

E5
1

Numerator:

�4,−1 σ3
4,−1 �5,0 σ3

5,0 �6,1 σ3
6,1

h3
4 1 0 0

h3
5 0 1 0

h3
6 0 0 1

h3
7 0 0 0

h3
8 0 0 0

h3
9 0 0 0

Denominator:
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1st term of denominator:

�4,−1 σ3
4,−1 �5,0 σ3

5,0

h3
4 1 0

h3
5 0 1

h3
6 0 0

h3
7 0 0

h3
8 0 0

h3
9 0 0

There is no second term denominator

E6
1

Numerator:

�4,−2 σ3
4,−2 �5,−1 σ3

5,−1 �6,0 σ3
6,0 �7,1 σ3

7,1

h3
4 1 0 0 0

h3
5 0 1 0 0

h3
6 0 0 1 0

h3
7 0 0 0 1

h3
8 0 0 0 0

h3
9 0 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−2 σ3
4,−2 �5,−1 σ3

5,−1 �6,0 σ3
6,0

h3
4 1 0 0

h3
5 0 1 0

h3
6 0 0 1

h3
7 0 0 0

h3
8 0 0 0

h3
9 0 0 0

There is no second term denominator

E7
1

Numerator:

�4,−3 σ3
4,−3 �5,−2 σ3

5,−2 �6,−1 σ3
6,−1 �7,0 σ3

7,0 �8,1 σ3
8,1

h3
4 1 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0

h3
7 0 0 0 1 0

h3
8 0 0 0 0 1

h3
9 0 0 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−3 σ3
4,−3 �5,−2 σ3

5,−2 �6,−1 σ3
6,−1 �7,0 σ3

7,0

h3
4 1 0 0 0

h3
5 0 1 0 0

h3
6 0 0 1 0

h3
7 0 0 0 1

h3
8 0 0 0 0

h3
9 0 0 0 0

There is no second term denominator

E8
1



128 Apêndice B

Numerator:

�4,−4 σ3
4,−4 �5,−3 σ3

5,−3 �6,−2 σ3
6,−2 �7,−1 σ3

7,−1 �8,0 σ3
8,0 �9,1 σ3

9,1

h3
4 1 0 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0 0

h3
7 0 0 0 1 0 0

h3
8 0 0 0 0 1 0

h3
9 0 0 0 0 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−4 σ3
4,−4

�5,−3 σ3
5,−3

�6,−2 σ3
6,−2

�7,−1 σ3
7,−1

�8,0 σ3
8,0

h3
4 1 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0

h3
7 0 0 0 1 0

h3
8 0 0 0 0 1

h3
9 0 0 0 0 0

There is no second term denominator

E9
1

Numerator:

�10,1 σ4
10,1

h4
10 1

h4
11 0

h4
12 0

h4
13 0

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E10
1

Numerator:

�10,0 σ4
10,0

�11,1 σ4
11,1

h4
10 1 0

h4
11 0 1

h4
12 0 0

h4
13 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�10,0 σ4
10,0

h4
10 1

h4
11 0

h4
12 0

h4
13 0

There is no second term denominator

E11
1

Numerator:

�10,−1 σ4
10,−1 �11,0 σ4

11,0 �12,1 σ4
12,1

h4
10 1 0 0

h4
11 0 1 0

h4
12 0 0 1

h4
13 0 0 0

Denominator:
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1st term of denominator:

�10,−1 σ4
10,−1 �11,0 σ4

11,0

h4
10 1 0

h4
11 0 1

h4
12 0 0

h4
13 0 0

There is no second term denominator

E12
1

Numerator:

�10,−2 σ4
10,−2 �11,−1 σ4

11,−1 �12,0 σ4
12,0 �13,1 σ4

13,1

h4
10 1 0 0 0

h4
11 0 1 0 0

h4
12 0 0 1 0

h4
13 0 0 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�10,−2 σ4
10,−2 �11,−1 σ4

11,−1 �12,0 σ4
12,0

h4
10 1 0 0

h4
11 0 1 0

h4
12 0 0 1

h4
13 0 0 0

There is no second term denominator

E13
1

Numerator:
�14,1 σ6

14,1

h6
14 1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E0
1 = h0

1 , E1
1 = h2

2 , E2
1 = h2

3 , E3
1 = h3

4 , E4
1 = h3

5 , E5
1 = h3

6 , E6
1 = h3

7 ,

E7
1 = h3

8 , E8
1 = h3

9 , E9
1 = h4

10 , E10
1 = h4

11 , E11
1 = h4

12 , E12
1 = h4

13 , E13
1 = h6

14

d0
1 = 0, d1

1 = 0, d2
1 = 0, d3

1 = 2, d4
1 = 0, d5

1 = 0,

d6
1 = 0, d7

1 = 0, d8
1 = 0, d9

1 = 2, d10
1 = 0, d11

1 = 0, d12
1 = 0, d13

1 = 0

−−−−−−−−−1−−−−−−−−−1−−−−−−−−−1−−−−−−−−−

i = 2



130 Apêndice B

∆2 =

6

14,2
h6

14

4

13,2
h4

13

4

12,2
h4

12

4

11,2
h4

11

4

10,2
h4

10

3

9,2
h3

9

3

8,2
h3

8

3

7,2
h3

7

3

6,2
h3

6

3

5,2
h3

5

3

4,2
h3

4

2

3,2
h2

3

2

2,2
h2

2

0

1,2
h0

1

0

1,2

2

2,2

2

3,2

3

4,2

3

5,2

3

6,2

3

7,2

3

8,2

3

9,2

4

10,2

4

11,2

4

12,2

4

13,2

6

14,2

2 3 2 1 0 0

2 3 1 0 2 1

0 1 3 1

1 0 2 0

3 2 1 3

3 2 2 4

1 1 2 1

2 2 3 1

E0
2

Numerator:
�1,2 σ0

1,2

h0
1 1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E1
2

Numerator:

�2,2 σ2
2,2

h2
2 1

h2
3 0

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E2
2
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Numerator:

�2,1 σ2
2,1 �3,2 σ2

3,2

h2
2 1 0

h2
3 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�2,1 σ2
2,1

h2
2 1

h2
3 0

2nd term of denominador:

∂�4,1 σ3
4,1

h2
2 2

h2
3 2

E3
2

Numerator:

�4,2 σ3
4,2

h3
4 0

h3
5 0

h3
6 0

h3
7 0

h3
8 0

h3
9 0

E4
2

Numerator:

�4,1 σ3
4,1 �5,2 σ3

5,2

h3
4 1 0

h3
5 0 1

h3
6 0 0

h3
7 0 0

h3
8 0 0

h3
9 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,1 σ3
4,1

h3
4 1

h3
5 0

h3
6 0

h3
7 0

h3
8 0

h3
9 0

There is no second term denominator

E5
2

Numerator:

�4,0 σ3
4,0 �5,1 σ3

5,1 �6,2 σ3
6,2

h3
4 1 0 0

h3
5 0 1 0

h3
6 0 0 1

h3
7 0 0 0

h3
8 0 0 0

h3
9 0 0 0

Denominator:
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1st term of denominator:

�4,0 σ3
4,0 �5,1 σ3

5,1

h3
4 1 0

h3
5 0 1

h3
6 0 0

h3
7 0 0

h3
8 0 0

h3
9 0 0

There is no second term denominator

E6
2

Numerator:

�4,−1 σ3
4,−1 �5,0 σ3

5,0 �6,1 σ3
6,1 �7,2 σ3

7,2

h3
4 1 0 0 0

h3
5 0 1 0 0

h3
6 0 0 1 0

h3
7 0 0 0 1

h3
8 0 0 0 0

h3
9 0 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−1 σ3
4,−1 �5,0 σ3

5,0 �6,1 σ3
6,1

h3
4 1 0 0

h3
5 0 1 0

h3
6 0 0 1

h3
7 0 0 0

h3
8 0 0 0

h3
9 0 0 0

There is no second term denominator

E7
2

Numerator:

�4,−2 σ3
4,−2 �5,−1 σ3

5,−1 �6,0 σ3
6,0 �7,1 σ3

7,1 �8,2 σ3
8,2

h3
4 1 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0

h3
7 0 0 0 1 0

h3
8 0 0 0 0 1

h3
9 0 0 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−2 σ3
4,−2 �5,−1 σ3

5,−1 �6,0 σ3
6,0 �7,1 σ3

7,1

h3
4 1 0 0 0

h3
5 0 1 0 0

h3
6 0 0 1 0

h3
7 0 0 0 1

h3
8 0 0 0 0

h3
9 0 0 0 0

There is no second term denominator

E8
2
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Numerator:

�4,−3 σ3
4,−3 �5,−2 σ3

5,−2 �6,−1 σ3
6,−1 �7,0 σ3

7,0 �8,1 σ3
8,1 �9,2 σ3

9,2

h3
4 1 0 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0 0

h3
7 0 0 0 1 0 0

h3
8 0 0 0 0 1 0

h3
9 0 0 0 0 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−3 σ3
4,−3

�5,−2 σ3
5,−2

�6,−1 σ3
6,−1

�7,0 σ3
7,0

�8,1 σ3
8,1

h3
4 1 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0

h3
7 0 0 0 1 0

h3
8 0 0 0 0 1

h3
9 0 0 0 0 0

2nd term of denominador:

∂�10,1 σ4
10,1

h3
4 0

h3
5 1

h3
6 −3

h3
7 3

h3
8 −1

h3
9 2

E9
2

Numerator:

�10,2 σ4
10,2

h4
10 0

h4
11 0

h4
12 0

h4
13 0

E10
2

Numerator:

�10,1 σ4
10,1 �11,2 σ4

11,2

h4
10 1 0

h4
11 0 1

h4
12 0 0

h4
13 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�10,1 σ4
10,1

h4
10 1

h4
11 0

h4
12 0

h4
13 0

There is no second term denominator

E11
2

Numerator:

�10,0 σ4
10,0 �11,1 σ4

11,1 �12,2 σ4
12,2

h4
10 1 0 0

h4
11 0 1 0

h4
12 0 0 1

h4
13 0 0 0

Denominator:
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1st term of denominator:

�10,0 σ4
10,0 �11,1 σ4

11,1

h4
10 1 0

h4
11 0 1

h4
12 0 0

h4
13 0 0

There is no second term denominator

E12
2

Numerator:

�10,−1 σ4
10,−1 �11,0 σ4

11,0 �12,1 σ4
12,1 �13,2 σ4

13,2

h4
10 1 0 0 0

h4
11 0 1 0 0

h4
12 0 0 1 0

h4
13 0 0 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�10,−1 σ4
10,−1 �11,0 σ4

11,0 �12,1 σ4
12,1

h4
10 1 0 0

h4
11 0 1 0

h4
12 0 0 1

h4
13 0 0 0

There is no second term denominator

E13
2

Numerator:
�14,2 σ6

14,2

h6
14 1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E0
2 = h0

1 , E1
2 = h2

2 , E2
2 = 2 h2

3 , E3
2 = 0 , E4

2 = h3
5 , E5

2 = h3
6 , E6

2 = h3
7 ,

E7
2 = h3

8 , E8
2 = 2 h3

9 , E9
2 = 0 , E10

2 = h4
11 , E11

2 = h4
12 , E12

2 = h4
13 , E13

2 = h6
14

d0
2 = 0, d1

2 = 0, d2
2 = 0, d3

2 = 0, d4
2 = 3, d5

2 = 0,

d6
2 = 0, d7

2 = 0, d8
2 = 0, d9

2 = 0, d10
2 = −2, d11

2 = 0, d12
2 = 0, d13

2 = 0

−−−−−−−−−2−−−−−−−−−2−−−−−−−−−2−−−−−−−−−

i = 3
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∆3 =

6

14,3
h6

14

4

13,3
h4

13

4

12,3
h4

12

4

11,3
h4

10
h4

11

4

10,3
h4

10

3

9,3
h3

9

3

8,3
h3

8

3

7,3
h3

7

3

6,3
h3

6

3

5,3
2 h3

5
3 h3

4

3

4,3
h3

4

2

3,3
h2

3

2

2,3
h2

2

0

1,3
h0

1

0

1,3

2

2,3

2

3,3

3

4,3

3

5,3

3

6,3

3

7,3

3

8,3

3

9,3

4

10,3

4

11,3

4

12,3

4

13,3

6

14,3

2 0 2 1 0 0

2 0 1 0 2 1

3

2

5

2

0 1

1

2

1

2

1 0

3 5 1 3

3 5 2 4

1 0 2 1

2 0 3 1

E0
3

Numerator:
�1,3 σ0

1,3

h0
1 1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E1
3

Numerator:

�2,3 σ2
2,3

h2
2 1

h2
3 0

Denominator:

There is no first term denominator

2nd term of denominador:

∂�4,2 σ3
4,2

h2
2 0

h2
3 0

E2
3
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Numerator:

�2,2 σ2
2,2 �3,3 σ2

3,3

h2
2 1 0

h2
3 0 1

Denominator:

1st term of denominator:

�2,2 σ2
2,2

h2
2 1

h2
3 0

2nd term of denominador:

∂�4,1 σ3
4,1 ∂�5,2 σ3

5,2

h2
2 2 3

h2
3 2 3

E3
3

E4
3

Numerator:

�4,2 σ3
4,2

�5,3 σ3
5,3

h3
4 0 −3

h3
5 0 2

h3
6 0 0

h3
7 0 0

h3
8 0 0

h3
9 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,2 σ3
4,2

h3
4 0

h3
5 0

h3
6 0

h3
7 0

h3
8 0

h3
9 0

There is no second term denominator

E5
3

Numerator:

�4,1 σ3
4,1 �5,2 σ3

5,2 �6,3 σ3
6,3

h3
4 1 0 0

h3
5 0 1 0

h3
6 0 0 1

h3
7 0 0 0

h3
8 0 0 0

h3
9 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,1 σ3
4,1 �5,2 σ3

5,2

h3
4 1 0

h3
5 0 1

h3
6 0 0

h3
7 0 0

h3
8 0 0

h3
9 0 0

There is no second term denominator

E6
3
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Numerator:

�4,0 σ3
4,0 �5,1 σ3

5,1 �6,2 σ3
6,2 �7,3 σ3

7,3

h3
4 1 0 0 0

h3
5 0 1 0 0

h3
6 0 0 1 0

h3
7 0 0 0 1

h3
8 0 0 0 0

h3
9 0 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,0 σ3
4,0

�5,1 σ3
5,1

�6,2 σ3
6,2

h3
4 1 0 0

h3
5 0 1 0

h3
6 0 0 1

h3
7 0 0 0

h3
8 0 0 0

h3
9 0 0 0

There is no second term denominator

E7
3

Numerator:

�4,−1 σ3
4,−1 �5,0 σ3

5,0 �6,1 σ3
6,1 �7,2 σ3

7,2 �8,3 σ3
8,3

h3
4 1 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0

h3
7 0 0 0 1 0

h3
8 0 0 0 0 1

h3
9 0 0 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�4,−1 σ3
4,−1 �5,0 σ3

5,0 �6,1 σ3
6,1 �7,2 σ3

7,2

h3
4 1 0 0 0

h3
5 0 1 0 0

h3
6 0 0 1 0

h3
7 0 0 0 1

h3
8 0 0 0 0

h3
9 0 0 0 0

2nd term of denominador:

∂�10,2 σ4
10,2

h3
4 0

h3
5 0

h3
6 0

h3
7 0

h3
8 0

h3
9 0

E8
3

Numerator:

�4,−2 σ3
4,−2 �5,−1 σ3

5,−1 �6,0 σ3
6,0 �7,1 σ3

7,1 �8,2 σ3
8,2 �9,3 σ3

9,3

h3
4 1 0 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0 0

h3
7 0 0 0 1 0 0

h3
8 0 0 0 0 1 0

h3
9 0 0 0 0 0 1

Denominator:
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1st term of denominator:

�4,−2 σ3
4,−2 �5,−1 σ3

5,−1 �6,0 σ3
6,0 �7,1 σ3

7,1 �8,2 σ3
8,2

h3
4 1 0 0 0 0

h3
5 0 1 0 0 0

h3
6 0 0 1 0 0

h3
7 0 0 0 1 0

h3
8 0 0 0 0 1

h3
9 0 0 0 0 0

2nd term of denominador:

∂�10,1 σ4
10,1 ∂�11,2 σ4

11,2

h3
4 0 1

h3
5 1 0

h3
6 −3 −2

h3
7 3 2

h3
8 −1 1

h3
9 2 −2

E9
3

E10
3

Numerator:

�10,2 σ4
10,2 �11,3 σ4

11,3

h4
10 0 1

h4
11 0 1

h4
12 0 0

h4
13 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�10,2 σ4
10,2

h4
10 0

h4
11 0

h4
12 0

h4
13 0

There is no second term denominator

E11
3

Numerator:

�10,1 σ4
10,1

�11,2 σ4
11,2

�12,3 σ4
12,3

h4
10 1 0 0

h4
11 0 1 0

h4
12 0 0 1

h4
13 0 0 0

Denominator:

1st term of denominator:

�10,1 σ4
10,1 �11,2 σ4

11,2

h4
10 1 0

h4
11 0 1

h4
12 0 0

h4
13 0 0

There is no second term denominator

E12
3

Numerator:

�10,0 σ4
10,0 �11,1 σ4

11,1 �12,2 σ4
12,2 �13,3 σ4

13,3

h4
10 1 0 0 0

h4
11 0 1 0 0

h4
12 0 0 1 0

h4
13 0 0 0 1

Denominator:
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1st term of denominator:

�10,0 σ4
10,0 �11,1 σ4

11,1 �12,2 σ4
12,2

h4
10 1 0 0

h4
11 0 1 0

h4
12 0 0 1

h4
13 0 0 0

There is no second term denominator

E13
3

Numerator:
�14,3 σ6

14,3

h6
14 1

Denominator:

There is no first term denominator

There is no second term denominator

E0
3 = h0

1 , E1
3 = h2

2 , E2
3 = 0 , E3

3 = 0 , E4
3 = −3 h3

4 + 2 h3
5 , E5

3 = h3
6 , E6

3 = h3
7 ,

E7
3 = h3

8 , E8
3 = 2 h3

9 , E9
3 = 0 , E10

3 = h4
10 + h4

11 , E11
3 = h4

12 , E12
3 = h4

13 , E13
3 = h6

14

d0
3 = 0, d1

3 = 0, d2
3 = 0, d3

3 = 0, d4
3 = 0, d5

3 = 0,

d6
3 = 0, d7

3 = 0, d8
3 = 0, d9

3 = 0, d10
3 = 0, d11

3 = 3, d12
3 = 0, d13

3 = 0

−−−−−−−−−3−−−−−−−−−3−−−−−−−−−3−−−−−−−−−

i = 4
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Σ
6

14,4
= h6

14

Σ
4

13,4
= h4

13

Σ
4

12,4
= 3 h4

11
+2 h4

12

Σ
4

11,4
= h4

10
+h4

11

Σ
4

10,4
= h4

10

Σ
3

9,4
= h3

9

Σ
3

8,4
= h3

8

Σ
3

7,4
= h3

7

Σ
3

6,4
= h3

4
-h3

5
+h3

6

Σ
3

5,4
= 2 h3

5
-3 h3

4

Σ
3

4,4
= h3

4

Σ
2

3,4
= h2

3

Σ
2

2,4
= h2

2

Σ
0

1,4
= h0

1

Σ
0

1,4
Σ

2

2,4
Σ

2

3,4
Σ

3

4,4
Σ

3

5,4
Σ

3

6,4
Σ

3

7,4
Σ

3

8,4
Σ

3

9,4
Σ

4

10,4
Σ

4

11,4
Σ

4

12,4
Σ

4

13,4
Σ

6

14,4

2 0 1 1 0 0

2 0 0 0 2 1

0 0 1 -

1

2

-1 -2 0 -

3

2

-3 -5 -4 -3

3 5 2 4

-1 0 -1 1

2 0 0 -1



Σ
6

14,5
= h6

14

Σ
4

13,5
= -h4

10
+h4

12
+h4

13

Σ
4

12,5
= 3 h4

11
+2 h4

12

Σ
4

11,5
= h4

10
+h4

11

Σ
4

10,5
= h4

10

Σ
3

9,5
= h3

9

Σ
3

8,5
= h3

8

Σ
3

7,5
= h3

7

Σ
3

6,5
= h3

4
-h3

5
+h3

6

Σ
3

5,5
= 2 h3

5
-3 h3

4

Σ
3

4,5
= h3

4

Σ
2

3,5
= h2

3

Σ
2

2,5
= h2

2

Σ
0

1,5
= h0

1

Σ
0

1,5
Σ

2

2,5
Σ

2

3,5
Σ

3

4,5
Σ

3

5,5
Σ

3

6,5
Σ

3

7,5
Σ

3

8,5
Σ

3

9,5
Σ

4

10,5
Σ

4

11,5
Σ

4

12,5
Σ

4

13,5
Σ

6

14,5

2 0 1 1 0 0

2 0 0 0 2 1

0 0 1 0

-1 -2 0 1

-3 -5 -4 1

3 5 2 -1

-1 0 -1 0

2 0 0 0
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Σ
6

14,6
= h6

14

Σ
4

13,6
= -h4

10
+h4

12
+h4

13

Σ
4

12,6
= 3 h4

11
+2 h4

12

Σ
4

11,6
= h4

10
+h4

11

Σ
4

10,6
= h4

10

Σ
3

9,6
= h3

9

Σ
3

8,6
= h3

8
-2 h3

6

Σ
3

7,6
= -h3

4
+h3

5
-h3

6
+h3

7

Σ
3

6,6
= h3

4
-h3

5
+h3

6

Σ
3

5,6
= 2 h3

5
-3 h3

4

Σ
3

4,6
= h3

4

Σ
2

3,6
= h2

3

Σ
2

2,6
= h2

2

Σ
0

1,6
= h0

1

Σ
0

1,6
Σ

2

2,6
Σ

2

3,6
Σ

3

4,6
Σ

3

5,6
Σ

3

6,6
Σ

3

7,6
Σ

3

8,6
Σ

3

9,6
Σ

4

10,6
Σ

4

11,6
Σ

4

12,6
Σ

4

13,6
Σ

6

14,6

2 0 1 0 -4 0

2 0 0 0 0 1

-1 0 0 0

-2 -2 -1 1

-2 0 -4 0

3 5 2 -1

-1 0 -1 0

2 0 0 0
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Σ
6

14,7
= h6

14

Σ
4

13,7
= -4 h4

10
+h4

11
+5 h4

12
+5 h4

13

Σ
4

12,7
= 3 h4

11
+2 h4

12

Σ
4

11,7
= h4

10
+h4

11

Σ
4

10,7
= h4

10

Σ
3

9,7
= h3

9
-h3

6

Σ
3

8,7
= -2 h3

6
+4 h3

7
+h3

8

Σ
3

7,7
= -h3

4
+h3

5
-h3

6
+h3

7

Σ
3

6,7
= h3

4
-h3

5
+h3

6

Σ
3

5,7
= 2 h3

5
-3 h3

4

Σ
3

4,7
= h3

4

Σ
2

3,7
= h2

3

Σ
2

2,7
= h2

2

Σ
0

1,7
= h0

1

Σ
0

1,7
Σ

2

2,7
Σ

2

3,7
Σ

3

4,7
Σ

3

5,7
Σ

3

6,7
Σ

3

7,7
Σ

3

8,7
Σ

3

9,7
Σ

4

10,7
Σ

4

11,7
Σ

4

12,7
Σ

4

13,7
Σ

6

14,7

2 0 1 0 0 -2

2 0 0 0 0 0

0 0 0 0

-1 -2 -1 3

4 0 0 0

7 5 6 0

-1 0 -1 0

2 0 0 0
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Σ
6

14,8
= h6

14

Σ
4

13,8
= -4 h4

10
+h4

11
+5 h4

12
+5 h4

13

Σ
4

12,8
= 3 h4

11
+2 h4

12

Σ
4

11,8
= h4

10
+h4

11

Σ
4

10,8
= h4

10

Σ
3

9,8
= -h3

6
+2 h3

7
+h3

9

Σ
3

8,8
= -2 h3

6
+4 h3

7
+h3

8

Σ
3

7,8
= -h3

4
+h3

5
-h3

6
+h3

7

Σ
3

6,8
= h3

4
-h3

5
+h3

6

Σ
3

5,8
= 2 h3

5
-3 h3

4

Σ
3

4,8
= h3

4

Σ
2

3,8
= h2

3

Σ
2

2,8
= h2

2

Σ
0

1,8
= h0

1

Σ
0

1,8
Σ

2

2,8
Σ

2

3,8
Σ

3

4,8
Σ

3

5,8
Σ

3

6,8
Σ

3

7,8
Σ

3

8,8
Σ

3

9,8
Σ

4

10,8
Σ

4

11,8
Σ

4

12,8
Σ

4

13,8
Σ

6

14,8

2 0 1 0 0 0

2 0 0 0 0 0

0 0 0 0

-1 -2 -1 3

0 0 0 0

3 5 6 0

-1 0 -1 0

2 0 0 0
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Σ
6

14,9
= h6

14

Σ
4

13,9
= -4 h4

10
+h4

11
+5 h4

12
+5 h4

13

Σ
4

12,9
= 3 h4

11
+2 h4

12

Σ
4

11,9
= h4

10
+h4

11

Σ
4

10,9
= h4

10

Σ
3

9,9
= -h3

6
+2 h3

7
+h3

9

Σ
3

8,9
= -2 h3

6
+4 h3

7
+h3

8

Σ
3

7,9
= -h3

4
+h3

5
-h3

6
+h3

7

Σ
3

6,9
= h3

4
-h3

5
+h3

6

Σ
3

5,9
= 2 h3

5
-3 h3

4

Σ
3

4,9
= h3

4

Σ
2

3,9
= h2

3

Σ
2

2,9
= h2

2

Σ
0

1,9
= h0

1

Σ
0

1,9
Σ

2

2,9
Σ

2

3,9
Σ

3

4,9
Σ

3

5,9
Σ

3

6,9
Σ

3

7,9
Σ

3

8,9
Σ

3

9,9
Σ

4

10,9
Σ

4

11,9
Σ

4

12,9
Σ

4

13,9
Σ

6

14,9

2 0 1 0 0 0

2 0 0 0 0 0

0 0 0 0

-1 -2 -1 3

0 0 0 0

3 5 6 0

-1 0 -1 0

2 0 0 0



Apêndice C

O seguinte exemplo é a aplicação do Método da Varredura na matriz ∆ sobre o corpo

Z2.

Exemplo 7.4.

Iremos aplicar o Método da Varredura na matriz ∆, Figura 7.11.

h6
14

h0
1

h4
13

h2
2

h4
12

h2
3

h4
11

h3
4

h4
10

h3
5

h3
9

h3
6

h3
8

h3
7

h3
7

h3
8

h3
6

h3
9

h3
5

h4
10

h3
4

h4
11

h2
3

h4
12

h2
2

h4
13

h0
1

h6
14

0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 0 0 0

1 1 0 1

0 0 1 1

Figura 7.11:
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Σ
6

14,1
= h6

14

Σ
4

13,1
= h4

13

Σ
4

12,1
= h4

12

Σ
4

11,1
= h4

11

Σ
4

10,1
= h4

10

Σ
3

9,1
= h3

9

Σ
3

8,1
= h3

8

Σ
3

7,1
= h3

7

Σ
3

6,1
= h3

6

Σ
3

5,1
= h3

5

Σ
3

4,1
= h3

4

Σ
2

3,1
= h2

3

Σ
2

2,1
= h2

2

Σ
0

1,1
= h0

1

Σ
0

1,1
Σ

2

2,1
Σ

2

3,1
Σ

3

4,1
Σ

3

5,1
Σ

3

6,1
Σ

3

7,1
Σ

3

8,1
Σ

3

9,1
Σ

4

10,1
Σ

4

11,1
Σ

4

12,1
Σ

4

13,1
Σ

6

14,1

0 1 0 1 0 0

0 1 1 0 0 1
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