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INTRODUGCAO

O0s modelos de equilibrioc computiveis vém se tornando cada
vez mais importantes como instrumentos na avaliagao de politicas
econdmicas envolvendo diversas areas de interesse, como impostos,
tarifas, comercio exterior, fluxos dé capital e energia. Eles sao
necessarios gquando, além da eficifncia, & preciso buscar-se as-
pectos igualmente relevantes de equidade através da descentraliza

gao de precgos. .

\\.

O problema numérico qgue estd por tris desse problema econd-
mico; segundo a formulagdo agui estudada, tem a ver com a solugao
de sistemas de equagdes néo—liheares, paia 0 gue existem meétodos
numéricos disponfveis. No entanto, estes sdo de cardter local, no
sentido de precisarem uma boa aproximagéo inicial 3 verdadeira =1a)
lucdo para garantirem convergéncia. Métodos globais foram desen-
volvidos a partir do trabalho de Scarf, nés-. ancs sessenta,

o primeiro a fornecer uma solugao numérica para o prcblema de equi

librio econdmico. .

A formulacao apresentada por Scarf foi extensivamente desen
volvida, permitindo sua aplicacao, em geral, ao problema de achar
um zero ou ponto fixo de uma correspondéncia (aplicacao ponto-con
junto ou multiaplicacao). A idéia basica dos metodos assim diépo—
niveis, citados na literatura como simpliciais, homotOpicos ou de

acompanhamento de trajetdrias & simples: do ponto de dominio no
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que estamos, construir uma trajetoria linear por partes até a so-

lugao.

Os teoremas de ponto fixo de Brouwer. (1912) e Kakutani
(1941) determinam as condicoes para existéncia de pontos  fixos,
se bem que por ndc serem construtivos, ndo permitem o cdlculo des
tes. Scarf (1967), baseado no trabalho de Lemke e Howson (1%64),
& que apresenta uma prova construtiva dos teoremas de ponto fixo,
permitindo, assim, uma formulagao algoritmica para seu célculo.
Kuhn (1968) e o proprio Scarf e Hansen (1969) reformularam o tra
balho anterior em termos de partigles simplicigs do simplexo uni-
tario. Merrill(1971) melhorou a eficiéncia computaciconal deste al
goritmo e Eaves (1972) faz a relacio com o método homotopico e o
acompanhamento de trajetBrias.lineares por partes. Aqui estudamos
o0 algoritmo de Merrill, através de uma formulacioc homotdpica. No
entanto, deixamos de incluilr aspectos sobre aceleragao destes mé-
todos, com usc de técnicas guase-Newton, como discutido por Sai-

gal (1977), Saigal e Todd (1978) e Awoniyi e Todd (1983).

No primeiro capitulc apresentamos um modelc em uma economia
de trocas e o uso do teorema de Brouwer na précura dos pregos de
equilibrio. No segundo capltulo, agregamos ao modelo de trocas um
sistema de produgao por atividades lineares e apresentamos © Uuso
do teorema de Kakutani para achar o equilibrio desse modelo. No
terceiro capitulo, introduzimos a formulagéo homotdpica na busca

de pontos fixos de uma correspondéncia. No quarto, apresentamos




o algoritmo de Merrill do ponto de vista homotdpico e no

algumas experiéncias computacionais do que fizemos.

filtimo,



CAPITULO T
EQUILIRRIO EM UMA ECONOMIA DE TROCAS

Brouwer (1912) provou gue uma fung@o continua de um conjunto
convexo compacto em si mesmé tem no ﬁinimo um ponto fixo. O princi
pal proposito do nosso trabalho diz respeito ao calculo de pontos fi-
xos. Scarf (1967), baseado no lema combinatdrio de Sperner, estabe
leceu uma prova construtiva do teorema de Brouwer, Formulando um
algoritmo para a aproximacao de pontos fixos dé\fungées continuas

e sua aplicagao ao problema do cadlculo de equilibrios econdmicos.

1.1. O TEOREMA DE BROUWER

TEOREMA 1.l. (Brouwer). Seja € C R” um conjunto convexo compac—
to com int C # ¢ e seja f :C — C continua. Entao, £ tem um<

ponto fixo, i.e., existe =x* € C tal que £({x*) = x¥*.

Mostraremos abaixo que & suficiente provar. o teorema de
s

-t . L] - [l n
Brouwer para © caso em que C e o simplexo unitario de 1R,

DEFINICAO 1.1. O simplexo unitrio S" & a envoltdria convexa de

o 1 n i-1
1€ seeese  Onde e

do mL i.e.,

e corresponde ac i-&simo vetor unitario

[




s = (x € BT /eTx = 13,
T
onde e = (1,1,...,1).
o 1 n ~ - n
Os pontos e ,e”,...,e sao chamados vertices de § . Para
i=0,1,...,n, Sg denota a face de s" oposta ao vertice e’ ’
i.e.,
st = {xe€ s / x. =o0}.
i i
n n o n
A fronteira de S & 38 = U Si R
: i=0

'\
Se C & um conjunto convexe compacto, podemos embutir C num
simplexo maior & (ver Figura 1} e definir uma fungao g : 8§ —+= §

da seguinte forma:

g({x} =
f(Proij), x & C

onde Proj.x & a projegac de x sobre C, na distancia euclidiana,

Como a Projcx & contlnua, entdc g & continua e,pelo teore
ma de Brouwer, existe x* € § em g{x*) = x*. Como g({x*) €C, en

tao x* € ¢ e, portanto, x* = f{x*), x* € C.



Figura 1 -~ Embutimento de um conijunto convexo compacto

¢ ¢ ®" em um simplexo S.

1.2. LEMA DE SPERNER

Para provar o teorema de Brouwer para Sn', 0 reduziremos ac
lema de Sperner., Faremos isto primeiro estabeledendo_,o lema de
KNASTER-KURATOWSKI-MAZURKIEWICZ (K-K-M}.

.
LEMA 1.2. (K~KR-M). Seja Ci ,1=20,1,...,n uma familia de conjun

n . ' .,
tos fechados em S que satisfazem as seguintes condigoes:

r

n
{iy § = U C.
(ii) ##1C1{0,...,n} e J ?'{0,...,n}\‘I ,

= N S? c U . . .
ier *+  ge3 -
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Entao,

7o .

n o3
p!

i=0 1t

Antes de provar o lema de K-K-M, veremos que este implica

no teorema de Brouwer.

PRCPOSICAO 1.3. O lema de K-K-M implica no teorema de Brouwer pa

n
ra S .

. n - . .
PROVA. Seja £ :8 — s contlnua. Para 1 =0, 1l,...,n seja

n °
Ci = {x €8 /fi(x)'i X, rXg > 0} e ¢

-cr
T

Os Ci satisfazem as hipdteses do lema de K-K-M. Como mostrado a

sequir.
Supomos que existe x € Sn, tal que se x & Ci ri=0,1,...,n,
ent3o fi(x) > X, , para ier=1{i€ {0,1,...,n} ]xi > 0},

l=e'x= % x, < % fi(X) < eTf(X) =1,
i€r *  ier B

o que & uma contradicgao.
n n_
Portanto, dado que Ci Cs , i=20,1;s..,n, temos que S = U (|

e a condigao (i) & satisfeita.

e

Por outro lado, se x € 0N s? r X & Ci ; 1 € I, entao, para
i€T



Jg=10,1,...,n}\I, x€ U ¢t C U ¢, , e a condigdo (ii) tam-
JET J JET .
bém & satisfeita.

Como o lema de K-K-M @ satisfeito, entdo existe x* € 2 C,.

i=0 *

Dado que f & continua e x* € EI , i =0,1,...,n, temos que

fi(x*) E_xg r 1 =20,1,...,n. Como 1 = eTx* = eTf(x*), '~ entao
£, (x*) = x¥ e, portanto, x* e um.ponto fixo de £.

Para provar © lema de K-K-M , precisamos introduzir o con-

ceito de triangulagao.

Um j-simplexo fechado & a envoltdria coﬁyexa de 4+1 pontos
afim - independentes em Bgc. Os pontos sido chamados vértices do j-

simplexo. Um j~simplexo aberto & o interior relativo de um J-sim-

plexo fechado {cobservar que s & um n-simplexo fechado).

0 j-simplexo aberto (fechado) gerado pelos pontos vo,vl
...,v} & denotado por:

r

(vo,vl,...,vj ) ([vo,vl,...,vj])-

Uma face de um simplexo o & um simplexc cujos vértices sao verti-

n

ces de o (Si & uma face fechada de s , para i = 0,1,...,n).

Dois simplexos sao ditos incidentes se um deles &€ uma face
do outro. Dois j-simplexos sao ditos adjacentes se tem um ~ (j-1)-

simplexo como face comum.

b

Uma trianqulacdo T de ST & uma colegcdo - finita de



n-simplexos abertos, tal que os n-simplexos abertos, com todas suas

~ n . - ~
faces abertas, formam uma particaco de § ,i.e., g8 & sua unido

disjunta. Esta definicao em termos de n-simplexos fechado &:

(i) os n-simplexos fechados cobrem s" i e

(1i) a intercessaoc de dois n-simplexos fechados & vazia ou

uma face comum.

EXEMPLOS (n = 2}:

Nao & triangulagdo

Triangulagao

Chamaremos a um vértice de um simplexoc de uma  triangula-

gao T, um vertice de T, Daqui em diante, um simplexo Sera conside

rado como um simplexo aberto.

Utilizaremos a notagao 7 para nos referir a colegdo de j-

simplexos que sao faces de simplexos de T (entao ™ = T), 0s vér-
n .

tices de T serdo denotados por T° e e u 7t

j=0

e

o~ n o~
Algumas propriedades das triangulacoes § sao:



{a) Se T & uma triangulacao de s" ¢ T & um (n-l)—simplexoiﬂque

& uma face de um n-simplexc em T, ent2o acontece (i) ou (ii):
X n - - . g’
(i) © € 38 e T @ uma face de um Gnico simplexo o© € T,

. n - - . .
(ii) © & 98 e T ¢ uma face comum a dois simplexos em T.

(b) Bxistem triangulacoes de s" e tamanho arbitrario (tamanho

de T ="tam T = sup diam o}.
oET

(¢) Seja T wuma trianqulacdo de S" e i € {0,1,...,n}. Entao, a

colegdo T' de (n-1)-simplexos, que sdao faces de simplexos  em

,

. - : = n
T e situam—se em S? , & uma triangulacac de Si .

Agora podemos estabelecer o lema de Sperner.

LEMA 1.4. (Sperner). Seja T wuma triangulagac de s” com cada
vértice de T rotulado com um inteire em {0,1,...,n}, tal que he-
nhum vértice em S? & rotulado com i (tal rotulagdo & chamada ad-
missivel). Entdo existe um simplexo em T cujos vértices estdo rotu:
lados com todos os inteiros 0,1,...,n (simplexc completamente ro-

L]

tulado).

Exemplo (ver figura a seguir):




O lema 1.4 & a forma fraca do lema de Sperner. A forma forte asse-

gura que existe um nimero Impar de simplexos completamente rotu-

lado.
L J

PROPOSICAO 1.5. O lema de Sperner (forma fraca) implica o lema de

XK-K-M . : .

PROVA. Sejam C. ,i = 0,1,...,n, conjuntos fechados que satisfazem
as hipbteses do lema de K-K-M e {T }, oo uma sequénecia de tri-
angulacoes de. s com tam T — 0. Para cada k, rotular os

k
vértices de T, com i =min{j/y € Cy 'y & S?}. Esta & uma rotulagao

admissivel. Se o lema de Sperner & verdadeiro, entac exilste um




simplexo completamente rotulado S € Tk. Seja Op = (kaﬂﬁl’..”an>
com rotulo vkl igual a i, entao vkle Ci f1i=0,1,...,n. Como

k0 n , -~ . :
{v }kGEnJ C 8 , existe uma subsequéncia convergente. Vamos supor

0y

KEWN entio v<0 — x* € s™. . bado que
tam Tk — 0 , temos gque 1lim vkl = x* , para i = 0,1,...,n. Como
k2w -

. k
gque seja a mesma I{v

n .
C. fechado, x*€C, , i=20,1,...;n, entao N C, # 4g.
i i j=0 1 u
O seguinte lema estabelece que os pontos do simplexo comple-

tamente rotulado, determinado pelo lema de Sperner, se constituem

de aproxima¢des de um ponto fixo. o
™

LEMA 1.6. Seja T uma triangulacéq de s" com tam T < §. 8eja
n n . .

f:8 — 85 tal que llx-zll < & implica [£f(x) - £(2)ll_ < €. Ro

tular cada vértice v de T por i = min{j/fj(v)'i Vior vy > 0}. En-

tao se ¢ & um simplexo completamente rotulado de T e x* € g,

HE{x*) = x*| < n(e + §).

PROVA. Seja ¢ = (vo,vl,...,vn) , onde rdtulo de v~ & i. En-
tao, para cada i = 0,1,...,n, temos:
XY o ok = €y i i, _ 1 1«
fi(x ) x¥ (fi(x } fi(v )) o+ (fi(v ) vi)—i-(vi xi) .
Donde, pelas hipbteses,
£.(x*) -~ x¥ < € 4+ § .
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Tambem, como eTf(x*) = eTx* = 1, temos
f {x*) - x* =~ § (f.(x*) -x*) > -n(e + &).
1 1 3#1 ] —_
Entao,
Hfi(x*) - x’J!‘_II00 < nle + 8).

Agora vamos apresentar a prova do Lema de Sperner, gue final

mente nos permitird estabelecer o teorema de Brouwer.

PROVA DO LEMA DE SPERNER. Procederemos por indugcac sobre n para

provar a forma forte.

n = 1: Aqui ja formulamos o processo indutivo -a apresentar

para o casc geral. Temos o seguinte desenho

Consideremos as incidéncias de vértices ((n-1)-simplexos) ro
tulados com 0,com os segméentos (n-simplexos) da 'triangulagéo..

Estas incidéncias podem-se contar de duas formas:

(i) Contemos as incidéncias para cada segmento com no minimo um

T

vertice rotulado com 0. Estes segmentos dividem-se . em  dois

conjuntos:
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4 - conjunto de segmentos com um vértice 0 e outro 1 ; e

r

B - conjunto de segmentos com ambos os vértices 0.

Cada segmento em A contribul uma vez na contagem das inciden
cias e cada segmento em B contribui duas. Entdao a contagem total &

lal + 2|mB].

(ii) Contemos as incideéncias para cada vertice rotulado com (. Tais

vértices também dividem-se em dois conjuntos:

C - o conjunto que consiste 55 de e° , o Gnico vértice de ast

.,

rotulado com 0 ; e N
D - o conjunto de vértices internos (¢ BSl) rotulados com 0.

Vemos gue © vértice em C contribui uma vez na contagem e os

vértices em D duas. Entdo a contagem & 1 + 2|D|.

Como |A|-+ 2|B] =1 + 2|p] =z>|ﬁ| & Impar.

Passo indutivo: Supor dgque a forma forte_do lema de Sperner
@ vélida'para dimensdo n-1, e seja T uma triangul?géb__de s
com Os seus vertices rotulados édmissivelmente. Seja H a colecao
de (n-l)-simplexos que sac faces de simplexos em T e cujos vérti-

ces tem os rdtulos 0,1,...,n-1, Novamente contaremos as incidén —

cias de T e H.

(i) Contemos as incidéncias para cada .0 € T cujos vértices es-

tao rotulados com 0,1,...,n~1. Tais simplexos caem em dois

L 4
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conjuntos:

A - o conjunto de simplexos de T completamente rotulados.

B - o conjunto de simplexos de T cujos vértices tem todos os

rotules 0,1,...,n-1, mas nioc n

Cada simplexo em A tem s0 uma face em H, enguanto que cada

simplexo em B tem duas. Assim, a contagem total de incidéncias

ial + 2|B].

é

(ii) Contemos as incidéncias para cada T € H. H & particionado em

dois conjuntos: N

M

C - o conjunto de 1T € H com Tt C as™ .

D- o conjunto de 1t €EH com 1 & 98" .

Pelas regras de rotulag¢ao admissivel, cada T € C cai em SE
e contribui uma vez, enquanto que T € D contribui duas wvezes nas
incidéncias de T e H. Entdc a contagem total & |C| + 2|{D| e tg

mos que |A| + 2|B| = |c| + 2|D].

Para provar que |A| & Impar, devemos provar que |C| & Impar.

Considerando a colegao T' de (n-1)-simplexos gue sac faces de T e

n . . n n - "o R
caelm em Sn , T' triangulariza Sn . Como Sn e homeomorfico a

gh~1 (€ sO eliminar ou aumentar a ultima coordenada zero) e T' &
rotulado admissivelmente, entao, pela hipdtese indutiva, existe um

nimero Impar de simplexos em T' completamente rotulados, mas esses

simplexos sd3o aqueles de C. Entdo, |A| & iImpar. ,
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1.3. APLICACAC DO TECOREMA DE BROUWER AO PROBLEMA DE

EQUILIBRIO ECONOMICO

Scarf (1967), baseado no lema de Sperner, construiu um algo-
ritmo para achar um simplexo completamente rotulado péra o caso do

problema de equilibrio econdmico.

Aqui apresentamos a idéia de Scarf de como utilizar o teore-

ma de Brouwer no caso de uma economia de trocas.

1.3.1. O PROBLEMA DE EQUILIBRIO EM UMA ECONOMIA DE TROCAS

Consideramos aqui um modelo bastante simplificado. As suposi
¢oes feitas nesta segdo serao em parte relaxadas quandoc o modelo
para uma economia com produgdo for discutido no Capitulo II. Para

a discussao econdmica das hip8teses feitas, ver Varian (1978).

Supomos que existem m consumidores, cada um dos quais enfren

-
ta o problema de escolher certas cestas de consumo determinadas por

1

vetores de diferentes bens x € IR2+ (n+l kens). Cada consumidor

i possui certa quantidade de bens inicialmente (dotes) , formando
ig il 5 diao

um vetor w IR+ y L= 1,...,m , que esta disposto a trocar na

procura de uma cesta dtima. Para isto, supomos também a existencia

de uma relacao de preferéncia ¢ 4 v gue ordena as cestas (x&&iy,se

o consumidor i prefere a cesta x quando comparada com Yk ou &

indiferente entre elas). Sobre a relacao de preferéncia & suposto

gue -para- toda x,v,z € IR2+1 .
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{c) =x 2 (Y, yx iz = x Y.z .

£ claro que podemos definir a relacao de preferéncia estrita )’i e

a de indiferenca -y

(d) Os conjuntos U_ = {y € IRE-H' /ya.i. x} ., Lx =

{y € IR2+14/X 2 iy} sdc fechados e U convexo.

n+l

Seque-se que {y € R, /x >~.iy} e {y € ]R?_"'l/y >ix} sao

abertos,

Na teoria econdmica classica, com frequéncia © comportamento

do consumidor i & resumido através da funcado utilidade, que & uma

fungéo continua ui H IR§+1 — H{,_tal que X >-iy se e somente

se ui(x) > ui(y). Pode-se provar que sob as hipdteses (a) - (d) pa
ra ¢ i’ existe uma fungao utilidade que a representa (ver Debreu
{1964)). Entaoc o problema do consumidor consiste em, dado um vetor

1 r determinar a cesta que maximiza a

~ +
de pregos nac-nulo p € IR2
sua utilidade, levando em conta gue seu conjunto de cestas dispo-

niveis &

n+l

BY(p) = {x € R"" /p'x < pTw'} .,

Formalmente o problema &



P B B IRt L it L] I P
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max u, X
L ()

x € BT (p),

para p € H{:+l » p # 0, dado.

Se considerarmos que p > 0 e pTw; > 0, o conjunto Bl(p)

& compacto e, portanto, o consumidor terd uma cesta dtima dl(p),
que & a demanda do consumidor i sob o vetor de precgos p. Faremos
também a hipotese gimplificadora de que di(p) & Gnica para todo

p > 0. E claro que dl(kp)'= dltp), para X > 0. Portanto, podemos

n s
normalizar ©s precos para gque I pj'= 1, i.e.; p € sh. Entao,
3=0
i

at :g? — rot!

+ , e supomos gue & continua. Al&m disso, se supo —
mos nao~-saciedade local sobre -t-i’ temos que o consumidor i gasta
. - , T._ i i
toda sua receita na procura da cesta otima, i.e., p d (p) = pTwl '
para todo p € Sn (esta propriedade & conhecida come a lei de
m R .
Walras). Entao, se dip) = L dl(p) 2 a demanda agregada e
i=1 ' .
m i _
w= I W & o0 vetor de recursos iniciais totais (dote inicial do
i=1
T T .
mercado), obtemos que p d{p) = p w. Seja elp} = d(p)--w o vetor
demanda em excesso, entao pTe(p) =0, i.e., o valor da demanda em
- n X n n+l
excesso € zero para tode p € §°, Como d(p) continua, e : 8 — R,

& continua.

Um vetor de pregos nao seria de grande utilidade se nao
transmitisse os interesses de todos” Os consumidores. Para

gue todas as trocas sejam factIveié, & necessario e suficiente que
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e(p) seja nao-positivo.

DEFINICAO 3.1. p* € s & um preco de equilibrio para uma econo —
mia de trocas se e(p*) < 0.

Observar que se a lei de Walras & satisfeita e p* & preco de
equilibrio, entao e,(p*) < 0, i =20,1,...,n, com igudldade se
p¥ > 0. Entao, todos os mercados estao balanceados, excétor possi-

velmente, certos bens, chamados livres, que podem estar com oferta

el eXCcaesso.

Agora provaremos que sob as hipdteses feitas, um prego de

\.

equilibrio p* sempre existe,

TEOREMA 1.7. Seja e ;8" — ER?+% continua, tal que pTe(p) =0

I

n - L,
para todo p € S . Entdo existe p* € §°, com eé(p*) < 0.

PROVA. Definiremos uma fun¢do continua cujos pontos fixos sdo pre-
¢os de equilibrio. Para construir essa fungaq, vamos aplicar a se-,
guinte idéia para os vetores de pregos que nao representam equili-
brio: aumentar p; ¢ s€ ei(p) >.0 (bem i com demanda em excesso) e
diminuir p; se ei(p) < 0 (bem i com oferta em excesso). Esse me
todo de "tatonnement"”, sugerido por Walras, poderia ser bastante
instavel, como mostrado por Scarf {(1967), mas o usaremos como base
da nossa fungao.

Consideremos h levando p em p +-de(pl, * > 0, Como h nao
1

L4

, o + n o n-t
leva s” em g” ; ela deve ser meodificada. Seja h 3 8 — Iz+
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+ + + T +
onde h' (p) = (h (P),...,h (pP))" , com h;(p) = max{O,hi(p)}. Para
p € g™ ; h+(p) > 0, mas as suas coordenadas poderiam nao somar 1.
Entao, definimos f : 570~ g7 , como f(p) = h+(p)/eTh+(p). A fun-

cao f estad bem definida, pois

eTh+(p) = 0 _—__:>h+(p) = 0 =;>h(p) i 0 EV‘pTh(p) f_ 0

T
=>pr + Ap el(p) = pr'i 0

¢ gue contradiz o fato de

p &€ s,

- + T+ e -
Como e(p) & continua, h,h e eh sao continuas. E a
. T + a . . -
partir de e h ser continua e positiva no conjunto compacto Sn,e

limitada por um escalar positivo:; ent8o,f & bem definida.

O teorema de Brouwer garante um ponto fixo p* de £. Agsim
+

h+(p*) =up* , u > 0. Seja I = {i/pz > 0}. Entao, temos

+ .
(a) ¥i € I, wup} = h,(p*) = h, (p*} = p} + ke, (p*) 1 €

1 = * = + * h x - .\ * .
(b) ¥7 €I, O upj hj(p ) > j(p ) Aej(p )

Se i € 1, ei(p*) = pp; , com p = (u - 1)/, Entao a lei de Wwal-

ras fornece

[

0 = p*Te(ph) = I pre; (P =07 pip = olp*l,
I



p* & Sn:ﬂpzo'ﬂeifp*) =0 ,1€1I

Portanto, (a), (b) e (a) implicam que e(p*) < 0.

(a0}
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CAPITULO IT

EQUILIBRIO EM UMA ECONOMIA COM PRODUGAO

2.1. SEMICONTINUIDADE SUPERIOR

0 estudo do equilibrio econdmico, quando a produgao & agrega
da ao modelo, requer a extensao do teorema de Brouwer para se deter
minar aproximagoes ao ponto fixo resultante.nﬁgnecessério relaxar
o conceito de fungao (trébalhar com o conceito de correspondéncia)
e o conceito de continuidade de uma fungao (definir o conceito de

semicontinuidade superior de uma correspondéncia) .

DEFINICAO 2.1. Seja P(IRY) o conjunto poténeia de WP, ¢c C ®® e
F:C — P(RP) uma correspond@ncia (aplicacdo ponto-conjunto). Di-

K

zemos que F & semicontinua superior (s.c.s) se:

{i) para todo x € C, F(x) & compacto; e .

(ii) para todo x € C, dado ¢ > 0, arbitrario, existe

§ > 0/z € B(x,e) NC, entdo F(z) C B(F(x).,c).

A propriedade mais importante de uma correspondéncia s.c.s.

& a seguinte:

[

. - i ¥ . - k .
LEMA 2.2. Se F:C — P(RF) & s.c.s., {xkﬂ C'C & tal que ¥ — x*,
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e {yk}, com yk S F('_xk)r converge a y¥, entao y* € F(x¥*).

PROVA. Dado qualquer um € > 0, temes k tal que Hyk -y* < e/2 e
F(xk) C B(F(x*),e/2). Entdo y* € B(F(x*),c), para todo € >0. Co-

mo F(x*) compacto e yk — yv*, temos que y* € F({x*),

Algumas propriedades importantes a respeito das correspondég

cias s.c.s. sao dadas no seguinte teorema.

TEOREMA 2.3. Agui consideramos, a menos que seja especificado em

contrario, que as correspondéncias sdo de C cr™ a P(RP).

(a) Se F & s.c.s. e D CC & compacto, entac F(D) & compacto.

{b) Seja F s.c.s. e G:D C mP — P(IRR) s.c.8. com F(C) €D .

Entaoc H = GF : C — P(H{R) g2 s.c.8., onde H(xX) = G{F(x)).

(¢) Seja F, s.c.s., i=1,2,0..,k e F :c — P(IRP) definida

L J
por F(x) =‘JFi(x). Entdo F @ g.c.s.

{e) Seja F s.c.8. e CCD fechado. Ent3c G :D —AJP(BQP), on-

de G(x) =F(x) se x€C, efPse xE€E pVec, 8 s.c.s.

(f) Se ¥ & s.c.s8., entao conv F :C —> P(ERP),onde (conv ) (x) =

conv{(F{x)), & S.c.s.

PROVA. ver Tood (1976).
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2.,2. TEOREMA DE KAKUTANTI.

DEFINICAO 2.4. Seja C C ®™ convexo, com dim C = n, e T uma trian
gulagao de C. Seja F :C —» P(MRP) uma correspondéncia cujos valo
res sao nao-vazios. Para cada véertice v de T, escolher £(v) €EF{v).
Cada x € C pertence a um Onico simplexo (vo,...,vj> € T+, entao

A, >0,

i i . i
0 i

b
li
i 1.3
e
o
I~ 3

i ~
A. =1 , onde os pares ki y Vv sao uni-

i 0

_ n . _
Ccos para ki > 0. Seja f(x) = I Aif(vl). Entao a fungéo f: C

i=0Q
—— RP estd bem definida. Esta fun¢do f & -chamada de apioxima-
¢ao Linear por paries (ALP) de F com respeito a T. (Pode-se pro

var que f @& continua).

Denotaremos C* como a colecao de todos os conjuntos convexos

nao vazios de C.

. m

TEOREMA 2.5 (KAKUTANI). Seja C C IR convexo e compacto e F: C*
— C* g.,c.s. Entdo F tem um ponto fixo x*, i.e., x* € F(x*®),
PROVA. A prova apresentada encontra-se em Eaves (1971). Se dim C =
= n < m, pedemos aplicar homeomorficamente a envoltdria afim de C
sobre m". Podemos, portanto, supor sem perda de generalidade

gque m = n.

Seja C € int C. Como C compacto, podemos embuti-lo em um

n-simplexc fechado §. Extendemcs P a S da seguinte forma:
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jF(X) :XGC

, x € s\

Fl(x)

1

{
=

Seja
{c}, x€s\int C
Fz(x) =

g , x € int C

Definimos agora

Fo(x) = conv(Fl(x) U thx))-

-

Pelo teorema 2.3, (e}, (e e (f)., FO : S — 8% & s.,c.8. Obser-

var que se x* & ponto fixo de Fr entao x* € C (do contrario

x* € F_(x*) = {c} CC, uma contradigdo).
Também acontece que x* & ponto fixo de F: *
Se Xx* € int C, entaop x* € Fo(x*) = conv(Fl(x*) U g) = F(x*).

*

Se x* € 3C, entdo x* € Fo(x*)= conv (Fy (x*) U {c}) =conv(F(x*) U{ch.
Entao, 3f € F(x*) e A €[0,1]1/x* = dc + (1 - A)E.

Se A > 0, como ¢ &€ int C e f € C, entao x* € int C {(contradi-

gaol), portanto X =0 e x* = £, onde x* € F(x*).

Provaremos agora gue Fo tem um ponto fixo. Seja ﬁTk}kEIN
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uma sequéncia de triangulagfes de S, tal gque tam T, — 0. Para ca

k
da k, seja f,_ uma ALP a F_ com respeito a T,. Como £ e con
tinua, pelo teorema de Brouwer, cada fk tem um ponto fixo _xk.
n m .
Entao xk = I kk ka’l = I kk .fk'l ’ lk i 2 0,
i:D L i rl r
Ld,p =1 ()
i
onde (vk’o,...,vk'n) c Tk : fk’l € FO(vk’i), i=20,1,...,n. Quan
do k = o, xk, todos os A e 0S8 fk’l ficam nos conjuntos

k,i
compactos C, [0,1] e €, respectivamente.

.,

Entdoc, existe uma subsequéncia (gue SUpOremos a mesma por

simplicidade de notagao) tal gue xk — x*, A — A, gl

,i i
i g k,i- . s _
— £, Dado gque tam Tk —- 0, temos que v - X* ,1 =0,1,¢e.,n.

Como F0 & s.c.s., entao £t e FO(X*}, i=0,1,...,n. Tomando 1li-

mites em (o), temos

Como FO(X*) & convexo, x* € FO(x*}. -

2.3. EXTENSOES DO TEOREMA DE RAKRUTANI

i

COROLARIO 2.6, Seja C < i compacto e convexo com c¢ € int C.

_ * -
Seja F:C — IRT s.c.s., tal que ¢ € ¥F(x) se x € 3C. Entao,
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existe x* € C/x* € F(x*).

PROVA. Comc F & s.c.s., F(C) & compacto e, portanto, C'=conv(C U
U F(C)) tambem & compacto. Extendemos F a Fg C' — C'* usando
o fato de que ¢ € int C, como no teorema de Kakutani, vemos que
FO tem um ponto fixo x* (teorema de Kakutani). Se x* &€ C, x*¥ €
€ r,(x*] = {c} € c, contradigdo!. Eﬂfao, x¥ € C e “x¥ EF_{x*) =

= F{x*). .

*

n+l/eTx =1} e F : 5" — 2 s.c.s.

COROLARIO 2.7. Seja T' = {x € R

Supcr gque existe £t € Tn ~ 1= O,l,...;n r tal que
(i) xES?_=:>x+flEF('x):e
(ii) fj <0, para J # i.

Ent3o existe x* € S° /x* € F(x*).

PROVA. Seja gt = {x € 7" /x > -e}. Definir as' correspondéncias

Fi , 1 =1,2,3, como: : ,

P({x) ; X &8
Flfx) =

@ , x €8s\
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& , x € int rel g"

Folx) =<
{x} +conv{f£ /i€T}, x €8™\ int re1 s”
| Ilﬁ{i/xi = min X, }
J
@ , x € int rel 8"
F3(x) =

1

{(n+l) T e}, x € 38" .

~y .*.
) = U U - n n - - g - .
Seja F_ conv(F:L F, FB) +§° — T .. Entao F_, & s.c.s.
e (n+l)“1e € F_(x), para x € 28", Pelo coroldrio 2.6, F, tem um

ponto fixe x* € s,

Se x* & s , seja I = {i/x;?_ = min x]’{‘}. Seja =z € Fo(x*) C
k
1

C convi{(n+l} e , {x* + £'/i € 1}}, qualquer um. Provaremos gque

L z. > L =x*% e, portanto, x* # z., (contradicao com x* €EF (x*)).
€r 4 jer 3 o .

Se z = (n#l) Ye, ¥ z.>0> T x% .
j€r jer .
Se =z =x* + £f' , 1 € I, entao I z,= 1§ (x#+fj-') =
| jer I 4erx ]

jer J ¥E{0,1,...,nI\T k JE€T

por {(ii} (observar gue I # {0,1,...,n}, dado que x* # (_n+1)_1e),.
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Como a desigualdade & vAalida para 2z = (n+1)“jL

i
e e z=x*+f",
i € I, entao & valida para qualquer z na sua envoltdria convexa

Fo(x*) . Portanto, x* € st e x* € Fo(x*) = Fx*). o

*
CORCLARIO 2.8, Seja F :R"” — R s.c.s. Supor que existe
o n _ o . n
x €IR e u >0, tal que se x & B(x ,u) existe w € IR, com
wix°=x) >0 e wl(f-x) >0, VEE&F(x). Entdo,existe x*EBGC, ),
tal que x* € F(x*).

PROVA. Seja C o© conjunto convexo e compacto B(xo,zu), F. a res-

1
tricao de F a C,

F2(X) =
(x°1 , x €,

- ®
e F = conv(F, UF.). Ento, F_ :C — "
0 1 2 fa]

& s.¢.s. com xo-IIEFO(x)',
se x € 3C. Pelo corolario 2.6, Fo tem um ponto' fixo x*. Supor

que x* & B(xo,l-l) . Entao, x* € Fo(x*) C conv{xO,F(x*)‘_}. Portanto,

Axo + {1 ~-A)f. Mas entao, exis-

te 0 € R" com wT(xo—x) >0 e mT(f—x*) >0, o que implica

existe £ € F{x*) e X €[0,1]/x*

que wT(x* - x*) > 0, uma contradigéo. Entao, x* € B(xo,u) ‘-

Para calculos praticos, precisamos de uma leve modificagao

do corolario 2.8. O seguinte resultado & devido a Merrill.
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n *
COROLARIO 2.9. Seja F :1IR — m" 8.c.s.. Supcr que existe =

€ m° ;, HW>0 e & >0, tal que se x & B(xo,u), fEF(x) e z €
€ B{x,8), entac (f —x)T(xO - 2} > 0. Entao, existe x* € B(xo,u) .

tal que x* € F(x*).

PROVA. A condicaoc implica que ® = x - z satisfaz a hipdtese do

corolario 2.8.

2.4. APLICAGAO DO TEOREMA DE KAKUTANT AO PROBLEMA

DE EQUILIBRIO ECONOMICO.

Agui mostramos como O problema de equilibrio geral, em uma
economia walrasiana com producao, pode-se formular em _termos de
achar um pontco fixo de uma certa correspondéncia para, ent3o, apli

cando o teorema de Kakutani, resolver o problema.

2.4.1. O PROBLEMA DE EQUILIBRIO EM UMA ECONOMIA COM PRODUCAO

Consideremos o modelo de economia de trocas apresentado em

1.3.1. Com respeito & demanda consideremos a seguinte relaxagao: pa
I'l . - » u * i

ra qualquer p € 8§ , o i-esimo consumidor tem um conjunto D™ (p)

de demandas alternativas. E facil provar. gque se a relacao de

preferéncia » satisfaz as hipdteses (a)-(d}, dadas em 1,3.1, en

tao dado w € IRE+l fixo e p € int;nﬂfsn, sendo que - B(p) ={x €
IRi+l/pTx < me} e D(p) = {x € B(p)/x _y, ¥y € B(p}}, acontece
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gue D(p) # @, convexo e compacto.

Além disso, D :int rel : S — (m?l)* e s.c.s. Portanto, vamos su-
i .n nhl, . - . mod
por que D7 :8" - (R T)* & s.c.s. Definindo D(p) = X D (p), a cor-
. i=1

respondéncia demanda agregada D :Sn. — (IRT_]')* e s.c.s.

Supomos, também, que D satisfaz a lei de Walras: Vp € Sn,

d € D(p), pTd = pTUJ.

A respeito da producao, vamos supor um modelo de atividades
lineares. Seja A = [-I,C] uma matriz {(n+1) 'x__}n. Para 1 < jJ <mya
j~esima coluna al de a representa um modo téénico de produgao (ou
atividade). Se a atividade j & operada ao nivel 1, ]aij} “unidades
do bem i sao fornecidos como produtb (se a;y 2 0) ou solicitados
como insumc (se aij < 0). As n+l primeiras colunas de A corres
pondem a atividades de desperdicio. 0 conjunte de todos os ve-

tores de produgao & {Az/z > 0}. Vamos supor que {Az/z >0} mIRT':L

-
= {0} (a produgdo & limitada). Equivalentemente, assumimos que exisg

te g >0 com qTA<0.

Agora podemos definir um equilibrio como um vetor de pre
¢os e um vetor de nivel de atividades, tal que a soma dos recursos
iniciais e o vetor de produg%lo {o total de oferta da economia) se-
ja um membro do conjunto demanda destes pregos (como estamos in-
cluindo atividades de desperdicio podemos deixar de considerar a

oferta em excesso). Se, além disso, sdo &0 permitidas  atividades
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que maximizam lucros, os agentes terao incentivo para usi-las.

e

DEFINICAO 2.10. Um equilibrio & um par (p*,y*) € st XIRTtl/Eél que
(1) ® + Ay* = d{p*) € D(p*)

(1i) p*’'a <0 .

Se usamos a lei de Walras, temos gue p*TAy* = 0, com p*TA
< 0. Quer dizer, nenhuma atividade faz lucro positivo e aquelas

gue sao usadas (yg > 0) fazem lucro zero.
TEQREMA 2.11, Se w > 0 existe um equilibrio.

PROVA. Seja p € S". Se p nao & prego de equilibrio, o modificare-

mos adequadamente:

~ . n
Se p. = 0, aumentaremos p, para gue nac saia de § .
i i .

Se p >0, mas T7* = max pTaj
J .
lucro das atividades mais rentaveis.

> 0, ajustaremos p para diminuir o}

Se p>0 e 1* < 0, ajustaremos p para diminuir a demanda. .
Definimos as seguintes correspondéncias:

conv{el/pi =0}, b E'asn

El(p) =

g , c.c.
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' c<:>nv{—a:'/pTa:J = T* =max pTak} ; ME >0
k
Ez(p) =
g , c.c
(D(P) I T* < 0
E3(p) =
g c.c
E claro que E,r E,, E, s80 s.cC.S.
: *
Seja E = conv(El U E2 U E3), entdo E :8° — (DRn+l) e

5.c.s. . Gostariamos de aplicar p em {p} + E(p), mas este con-

junto poderia ndo estar em T . Entd3o, devemos modificar E(p) tal

que se £ E€EE'(p) = fET - T

Para qualquer f € E(p), fazemos o seguinte:

Seja £'(f) = q,f, (qu/a £) - qu, , £'(f) estd bem defi-
i1 i .
nida e & continua, pois:

para f = e’ ‘ qTf = d; > 0

Para f = —aj ’ qTf = —qTaJ > min (—qTak) > 0.
k

h
[}

Para a € D(p), qTf > (min qi)eTf > {min qi)pr

1 1

il

(min q-)PTw > {(min qi)(min mj) > 0.
it i 3
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- . ~ i ] ~
Como £ & combinagao convexa de e™, —al e d, entao

qTf > min{min g, , min (-qTak), {min g,) (min w.)}> 0 .
itk k 5 4

Assim, podemos definir
E'(p) = {£'(£)/f € E{p)} .

Pelo teorema 2.3 (b), E' & s.c.s. Observar que f'({f) e ploph

para qualgquer f com qTf #0 e E'(p) convexo. Entao, E' : S —
* * :

— (T - 7 e Fi:50 — 10 , com F(p) = {p} + E'(p), & s.c.s.
e N _ n - i ~ cond

Agora, se p € 5 {x € 8 /xi =0}, e € E{(p), entao fl{e™) €

E'(p).

Para cada i =0,1,...,n , definir -

£ = £1(eT) = (—qowo,...,—qiwi + qu,...,—qnwn)T .

Assim, para p & S? ;P F £t € F(p). Entao as hipdteses do
corolario 2.7 sao satisfeitas e F tem um ponto fixo p* € s? .

Entac O € E'(p*), i.e., existe f € E(p*) com £ = lw, para

algum X escalar positivo. Da definigao de E , temos que

vj(—aj) + pd (o)

H. s V. ,p > 0,2 ui+Z\)j+p=l,dED(p*).
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Além disso, My = 0 a menos gue p;{ = 0; \)j =0 a menos que p*Taj
= max p*Tak =7%¥ >0 ; p =20 amenos que 7* < 0.
k

Entao, de (o)
T
Aip*w =0 4+ (Z -~ \)j_)'n* + pp*d : (R)

Se 1% >0 = p=20 e Ap*Tw < 0 , uma contradicao!

Se 7% <« 0 = v, =0, V¥j, e

(B)==> AP*Tm =0 *Td )
P

usando a lei de Walras, temos que A = p , entdo

n .
(@) = w+ I (u,/N)(-e") =d .
i=0
Portanto, (p*,(uo/l,...,un/l),o,...,O)) @ um equilibrio. .
: T T _
Se 1w* =0 , {(a) == Ap* w =pp* d =r A = p.
i _ i . . ; % — < ] 1. i

Dado que e =-a~ , 1 = 0,1,...,t € p; = 0 implica que a faz

- . i »
maximo lucro zero (p*a™ = 0), podemos incorporar todos os My . Nos

“j . Entao,de (o), temos

w+ L (vu/Mad =4

j=1

Entao, (p*,(vl/h,...,vm/l)) é um equilibrio. |



capITULO III

O PONTO DE VISTA HOMOTOPICO NO CALCULO DE PONTOS FIXOS

Baseados nc trabalho de Scarf, foram desenvolvidos algoritmos
mais abrangentes para o calculo de zeros de uma correspondéncia,le
vando em consideracao uma homotopia - convenientemente escolhida,
que deforme uma funcao conhecida, com um {inico zero, para a corresg
pondéncia em consideracao. Neste capitulo fazémos ‘uma  discussao
dos principios basicos do ponto de vista homotopico. Para uma dis-
cussao ampla ver Broadie (1984), Faves (1972), Garcia e Zangwill

(1981), Scaramucci e Arica (1986) e Todd (1984) .

3.1. O PRINCIPIO HOMOTOPICO E APROXIMACOES LINEARES POR PARTES

L J
Supomos que estamos procurando um ponto fixo de uma fungao

. ; : - ) | n
continua f: 8" — s". Escolhemos uma fungao linear g : s — s,

o

- , o ' .
com um Unico ponto fixo x , conhecido (por .exemplo, glx) = x7,

vx € s™). 0 algoritmo de Merrill, que discutimos no capitulo seqguin
te, pode ser visto como que aproxima os pontos fixos de uma fun
cao que & deformada de g a £. E conveniente, frequentemente, consi
derar o éroblema como o de achar zeros de fungdes. Assim, seija
g(x) = £(x} - x, r(x}) = qg(x) - x, A fﬁﬁqﬁo de homotopia h st x

[0,1] — RO , definida por
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hix,t] = tr(x) + (1 - tjg(x)

transforma a funcdo r na fungdo g, na medida que t varia de 1 a 0.
Observar que se x* € s & tal que h(x*,0) = 0, entac g(x*) =0

e f{x*) = x* .

Sob certas condigdes, podemos assegurar que
P = {(x,t) € s x [0,1]/ h(x,t} = 0}

- i aa A -
contem uma trajetoria iniciando em (xo,l) em P> A ideia do algorit

mo & aproximar essa trajetdria. -

Para poder aproximar a trajetdria de zeros precisamos do

conceito de triangulagao.

DEFINICAO 3.1. Seja C C ®m™  um conjunto convexo, com dim{aAf(C}) =

n < m. T & uma triangulagdo de ¢ se: ‘

(i) T & uma colegdao de n-simplexos ;

{ii) As faces dos simplexos em T particionamso conjunto C ;

(1ii) Cada x € C tem uma vizinhanga que encontra s6 um nimero fi

nito de simplexos em T.

Dada uma triangulacdo T de S" x [Q,1], construimos uma-.apro-

ximagdo linear por partes h, a h . Isto &, para os vértices v de



35

T fazemos hT(v) = h{v), e estendemcs I%P linearmente em cada sim

n+1}r

o i -
plexoc em T, tal que se w € {v ,...,vV com w = I Aivl , entao

_ i
hT(w) = 7 AihT(v ).

As diferencas entre os algoritmos gue tratam o assunto esta
na consideracao de diferentes triangulagoes T (ver Saigal e Todd

(1978)). A idéia basica & que uma trajetdria de zeros de h co-

Tl'

mecando em (x°,1) nos levard a um ponto (xl,O}, onde x° & um

zero aproximado de g. Entdo recomegamos o algoritmo com uma triéﬁ
gulagéo Tl,-mais fina que T, e uma nova fungg6 linear rl(-) com
um Unico zero em xl para obter uma melhor aproximagao x2, e as
sim por diante. Cada aplicagﬁoﬁdo algoritmo para conseguir um novo

k - . .
X , 2 chamada um cdclo mafokr.

3.2. O ACOMPANHAMENTO DE SOLUCOES LINEARES POR PARTES.

Aqui vamos ilustrar com um exemplo como funcionam os algorit
mos acima descritos, relativamente ao acompanhamento das trajetd =—

rias lineares por partes gue aproximam a verdadeira trajetdria.

EXEMPLO 3.2. (n=1). Vamos considerar o problema de achar um zerxo

de £(x) = x° - 12. Pegaremos como primeira aproximagao da solugao

x° =0 e como funcdo artificial r(x) = x. A homotopia &
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hi{x,t) = tx + {1 - t)(x3 -12) , 0 <t<1,
e hg @ a ALP de h com respeito A triangulagdo T mostrada na fi

gura 2 {essa triangulacao & a gue usaremos no algoritmo de Merrill

e & devida a EKuhn).

v (=1/2) V2 (1/2) v (3/2) N
Bl N T K
N\
' \ .. .
\
AY
\
N\
=0 h S\ .
v (~95/8) ' (~69,/8) Vl v6(29/8) i
x= -1/2 0 1/2 3/2  108/49 5/2
Figura 2 - Triangulagao de Kuhn .

Na figura 2, os valores de .h nos vertices de,“f estao da-

T
dos entre parénteses, a trajetéria tracejada refere-se ao caminho
linear por partes que aproxima P. Em um extremo, tem-se o zZero
conhecido desta aproximagéo (xo,to) = {0,1l): no outro, o ponto
(xl,tl) = (108/49,0), e xl = 108/4% gque & uma aproximagao a so-
lugao de £({(x) = 0. Observar dque f(x%l = ~1.2926. O algoritmo que

apresentamos consiste em seguir a trajetéria linear por partes.
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Dado o vértice vl = (-1/2,1), o algoritmo constrdi o simple

X0 (vl,vz,v4) e determina os 2zeros de hT "nele, mediante wum pi-

votamento similar ao Método Simplex:

2

se w € ¢vh,vi, v /mm =0 =z an v =0,

onde W = % Aiv , L ki =1, Ai >0, i=1,2,4, qgue pode -se
eXpressar como:
1 1 1 kl 1
oo (3.1)
. \\.
‘_-1/2 1/2 —95/8_ _)\4_ LO

Expressando (3.1) como uma tabela do método Simplex, temos

R Ay Ay

(3.2)
1 1 1 1

-1/2 1/2 -95/8 0

Se fazemos com que A e A estejam na base, obtemos de (3.2)

"1 2

Aq X, Ay b

1 0 99/8 | 1/2 (3.3)
0 1 -91/8 | 1/2
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Observar que (X;,A,,A,) = (1/2,1/2,0) corresponde & aproximagao

inicial de x° = 0, ponto meioc do segmento (vl,vz) .

Fazendo com Jue A4- entre na base temos, pivotando, gue Al

sai (i.e., a trajetdria LP vai de (0,1) ao simplexo (v2,v4)),Quer

. s o= . - 2

dizer que a trajetoria LP wvail atraves de (vl ,V_”,V4 ) para
(vz,v ,v~ ), portanto, para continuar com ¢ algoritmo devemos in-
cluir 15 (que corresponde ao vértice -v5), substituindo A,, e fa-

Zer com que Ap entre apds na base.

1 1
Entac, depois de atualizar (hT(VSJ) = (-69/8) , temos
15 12- k4 b
73/99 Q 1 4/99 (3.4)
26/99 1 0 | 95/99
Observar que l5 = 0, lz = 95/99 e 14 = 4/99 corresponde as Co-«

4

ordenadas haricéntricas de B em <'v2,v ,v5> e B=(xt)= (1/2,95/99).

0 algoritmo continua desta maneira, at@& que o ponto (xl,tl) =

= (108/49 , 0) & achado. Completando um primeiro ciclo maior do al-

goritmo.

A tabela 1 resume os calculos deste c¢iclo maior do algoritmo.
A segunda coluna, V' ,dad os vérticeg da base na iteragio i,
(xj,tj}T , 3 =0,...,n. A terceira colurfa da o vertice que entra

(ﬁ,E)T. Juntas, estas colunas dao ¢ simplex considerado na
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iteracao i. A base atual B" & a matriz com colunas (1,h(x’ ,tJ)JT,
- . i -~ C
3 = 0,...,n. As coordenadas baricéntricas, A , estao definidas

por

i i

(’_x,t)T =V AT .

(Ver a Tabela 1 na pigina seguinte).

WINLC Ay
MBUIOTECA CENTs,



TABELA 1 - Calculo da Trajetoria L.P. no Exemplo (3.2)

(Primeiro Ciclo Maior)

Vértices  Vértice Coluna ‘Base Coord. Solugao
+ que que ' .
Tter da Base entra entra Atual Bari  Atual
i aAn ~on o1 i T
v (z,8)7 (LhxT BT A (% ,t)

I: ]:

Sl L AT L
| on) Lon
a1 d
L L

o

[ 4/91 [

95,/99 95,/99
[ 4/73} [81/146}
69/73 69/73
12/81 { '}
69/81 69,/81
{ 9/98} [108/49]

69/98

29/8 [-69/8

(*) (*) [ 1
| -69/8

{*) nao se calcula
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A numeragac das iteragoes =1,0,1,2,3 & devido ao fato de
que na realidade o algoritmo comega trabalhar na iteragdo 1, pois

o fato de que o primeiro simplexo & <vl,v2,v4)

r & primeira base
- 1 2 : 4 ~
e formada por v e v , assim como gue v entra na base sao for

necidas a priori.

3.3. MELHORAMENTO DA SOLUCAO APROXIMADA

Se a solugao aproximada x' nio & suficientemente boa, pode-
se tentar aplicar um método guase-Newton. Pois{ no final de cada
ciclo maior, tem-se calculado os valores de f éﬁ'cada vértice do
simplex final e, portanto, uma aproximagao em diferencas finitas a
derivada de f & conhecida. Esta aproximagao pode-se usar para um
passoc quase-Newton (ver Saigél {1977), Saigal e Todd (1978), Todd
(1984)) . Se nao for convergente, entao . usado novamente o método
homotdpico trabalhando com uma triangulagdo mais fina. Na figura 3

-
ilustramos uma tal triangulacaoc. A trajetoria LP tem vértice_ ini-

cial no ponto xl = 108/49 = 2.2040. A nova homotopia &

A

£(x -108/49) + (1-t} (x° - 12)

hix,t)

-

0 algoritmo nosz fornecera a solugéo aproximada x2 = 2.2622 (f(xz)

=-0,42162}) .
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(-10/49) (29,/98)
=

™ 2.2040

> 2.,2622

|
1
\
}
i

(-4) (29/8) R
X = 3/2 2 5/2

Figura 3 - Refinamento da Triangulacao do Método Homotdpico.

Para implementar o algoritmo, € preciso um procedimento para
gerar um simplexo adjacente a outro quando eliminamos um vértice
deste. 0 procedimento usadc na triangulacdo de Kuhn € detalhado no

capitulo seguinte.

3.4. METODO HOMOTOPICO PARA CORRESPONDENCIAS

Para aproximar um ponto fixo de uma correspondéncia S.C.S.

n n* -~
F:S8 -8 , procedemos como no caso de fungoes.

Definimos G por G{x) = F(x)} - {x} = {f - x/f € F(x)} e a
homotopia

H:s" x [0,1] — Un*

‘W

(onde U" ={x € IRn+;/ T x, = 0}).

3 ]
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como

Hix,t) = {tg + (1 -t)r(x)/g € G(x)}.

Definimos uma aproximacac linear por partes a H com respeito a
triangulacao T, e, como antes, tracdejamos uma trajetdria de =zeros

desta aproximagao.

3.4.1. REFORMULACEO DO PROBLEMA DE EQUILIBRIC ECONOMICO (PARA UM

MODELO COM PRODUCAC) EM TERMOS DO ZERO DE UMA' CORRESPONDENCIA.

Esta formulagao & devida a Todd (1984). ﬁntes de apresentar
a reformulacao do nosso problema, vejamos como proceder para refor
mular o problema mais éimples de uma economia de trocas. O objeti-
vo & apresentar o problema como uma determinagac de zeros em TR,

na medida gue muitos algoritmos sao melhor formulados em ®™.

. ~ n n
Queremos achar o ponto fixo de uma fungao f :8 — S . Esse

- . e — n
problema & equivalente a achar um zero da fungac g : 35 - Un, on-*

de qg{x) f(x}) -x. E simples extender g a uma fungao g N S LU
cujos zeros sejam exatamente os zeros de E. Poderiamos}por exemplo,
definir g{x) = f(p(x))}) - p(x), onde p : T — 8" , e a projecdo

+, T + + + +
p(x) = x /fe’x , com Xx = (xo,...,xn).

Seja, de outro lado, uma dada transformag¢ao linear nao~singu
lar L :IRn — u" . Entao, podemos formular o problema de achar um

zero de g :Tn — u® como o problema eguivalente de achar um zero

para g ;R — IR® , onde
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gly) = L gt + Ly, & €1t .

Para que o condicionamentc de § nao seja pior que o de g, @&
conveniente escolher L come uma transformagao ortogonal. Uma esco-
lha conveniente, que requer s& o(n) operacgoes para avaliar L e
L—l, & dada por L{y) = Ny, L_l(x) = NTXq onde N & a matriz de or-

dem (n+l) Xxn dada por as Ultimas n colunas da matriz ortogonal

I —aTa/a, onde

@ = () + (Y2 e a = (ement? 1,000 € O
Para o caso do meodelo walrasiano geral de egquilibrio com pro
ducao, temos uma matriz A = [-I,C] de ordem (n+l) xm e procura-
mos um vetor x* € s7 , tal que o excesso de demanda nesse ponto,
e(x*), satisfaga e(x*) = Ay, vy >0 e x*TA < 0. Sejam a;,...,am
~ ~T

as colunas de A e supomos que X > 0 /x"A < 0,
Convertiremos este problema em um problema de achar um 2zeroce

B _

- , n n .
de uma correspondencia G ;T — U ; € eguivalentemente, como an

-~ . n n*
tes, podemos achar o zero de uma outra correspondencia G: IR — IR .
' ;

A idéia para construir G & definir ajustes de precos adequa-
dos, guando estes nao representam equilibrio. Definimos uma subdi-

visao poliedral XO,Xl,...,Xm de T da seguinte forma: XO =

- {xe1™/x"a <0} Cs" e Xy = Ix e /xla) = max{xa/l < k <m} > 0},
para j = 1,2,...,m. Un preco de equilibrio deve cair em Xo H Xj
& o conjunto de "precos" (possivelmente sem respeitar a nao-negatividade )
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no que a atividade j faz o lucro maximo que & nao negativo., Em X

_ ]
modificamos x para diminuir o lucro da atividade a’ ;o em XO mo

dificamos x para aumentar (diminuir} os pregos dos bens com deman

da (oferta) em excesso. Entao, gostarilamos de por —aJ em G(x),

para X em Xj, e e(x) em G(x),para X em XO. Para ficar em UuU"

devemos fazer algumas modificagoes. Definimos:

>

: A
elx) = (I - &£8) e(x) , (r - =) a.

Entdo e(x) e a1 sBo as projegoes ortogonais de e(x) e a’

bre Un .

so-
Se definimos gC(x) = a(x) , -gj(x) - -ale
G(x) =.conv{gj(x)/0 <j<m e x€ Xj} '

pode-se ver que se © € G(x*), entdc x* € X, cs” e o peso da

go(x*) & positivo. Assim, e (x*) - ﬁy = 0, para algum y > 0. E'da

qui, temos que:

e(x*) = Ay com X* 'K < 0



CAPITULO IV

O ALGORITMO DE MERRTLL

O0s algoritmos desenvolvidos por Scarf para aproximagdo de pon
tos fixos tem a desvantagem computacional de gque a triangulacao
usada & fixa. Portanto, para melhorar a aproximagao obtida, tem
que se mudar de triangulacao (para uma mais fina) sem possibilida-
de de reaproveitar os calculecs anteriores. Mér;ill (1972) propos
um algoritmo gue permite reaproveitar a aproximagéo feita com uma
determinada triangulagaoc, fazendo com que o ponto inicial para ini
ciar a busca do ponto fixo possa ser gualguer um (o algoritmo de
Scarf precisa iniciar na fronteira do simplexo). Portanto, com
triangulacgoes Tk ; Ccom tam Tk —+ 0, consegue-se boas aproxima-

¢oes dos pontos fixos.
*

Iniciamos a nossa discussao do algoritmo de Merril apresen —
tando a triangulagdo de Kuhn usada no algoritmo.

I

4.1. TRIANGULAGAO DE KUHN

Como ja dissemos antes, a diferenga entre os algoritmos sim-
pliciais estd na triangula¢ac T usada no dominio da fungao.  Aqui

apresentamos a triangulacdo K, usada por Merrill. Esta triangula-

cdc & chamada com frequéncia "triangulacgao de Kuhn" (ver Todd (1976)).



47

. n n
Seja Ko =2z = {v & IR ,/vi €Z, i=1,...,n}. Se ve e Ko
e p & uma permutagao de {1,...,n}, entdo denotamos por c(vo,p) o

. o n
n-simplexo (v ,...,v ), onde

LEMA 4.1. Se K = {o(vo,p)/vo € k°} entdo K & uma triangulagao de

r" .

PROVA., Ver Todd (1976).

Ji que temos triangulizado R™ , vejamos como podel-se trian
gulizar s™ . para qualquer um C C Rr" e § € R, &C denotara
{8c/c € C}. Para qualquer famIlia T de subconjuntos de R e qual-
gquer & € IR, nao nulo, 48T dendtaré {6C/C € T}. Se T & uma trian
gulagao de D, 8T sera uma triangulagao de ¢6D. Em particular SK
& uma triangulagdo de IR". Entdo, temos triangulagdes de TR" de,
didmetro arbitrario; estas geram triangulagaes de 8" como seque,
seja ¢ = {x € ®m" /1 2Ky 2 oeed 2R 2 0}, primeiro .triangulare-
mos " e depois obteremos triangulacoes de ' s® .

Escolher 0<m€Z e seja K a colecao de todos os n-simplexos de K que
encontram an={x€IRn/m3xl_>_...ixriiO}. Seja xEan/x € ¢ € K. Como ca
da vertice de o pode ser obtido de x, arredondando cada componen

te de x ao inteiro imediatamente superior ou inferior, entao ca-

- - - n » 3 iy
da vértice de o também estd em mC . E simples de ser wvisto que K
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-

trianguliza an e m K trianguliza ¢ . Agora usando uma trans

formagao adequada obtemos uma triangulagao de s™. Vejamos, seja
h : Cn — Sn , onde Sn = [eo,el,..,en], tal gue hi(x}) = e® + Qc ,

com Q como a matriz

T (n+l) xn

n

—~ - . n
Entac h e um homeomorfismo entre C e &

n. - . . -]
Donde, se - C esta triangulizado por m lK, transformando Cn,por

. ~ n
h, enm Sn, obtemos uma triangulacao de 5 gque denotaremos

Kl(m).

L ]

DEFINICAO 4.2. Seja a matriz ¢ dada acima,'q:| a sua j-ésima co-
luna; 3 = l,ese,l , € Ki(m) = {y € Sn/myi €%, 1=20,...,n}. Se
- . : . . o n

yo € Kg(m) e p & uma permutacaoc de {l,...,n}, seja o=0y ,...,y

onde

Se o € s, denotaremos o = kl(yorp) {m & implicito). Kl(m)

S
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& a colegao de todos esses kl(yofp).

EXEMPLO 1.3, {(n = 2).

1 /////
EK
A
k{(1/4,1/4) ,(1/2))
k((3/4,1/2),(2,1))
_ \
k, ((3/4,0,1/4), (1,2))
k, ((1/4,1/4,1/2),(2,1)
Os algoritmos homotdpicos geram uma sequéncia de simplexos
SERLPYRERY da triangulagao T com Gi e Ui+l adjacentes .
Obtemos 041 de Oy eliminando um ve;Flce Y de 0; e aumen-
tando um novo vértice y+. As regras para obter 0:41 de G; e v

sac chamadas de regras de pivoteamento de T.
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Dado que geralmente numerosos destes simplexos sao gerados
para obter uma aproximacac suficientemente boa dum ponto fixo, &

necessario uma regra de pivoteamento simples. Seja o= (yo,...,yn)

n

= k(yo,pl) dado. Desejamos obter 1 = (zo,...,z ) = k(zo,pzj, com

- . i o
todos os vertices de o exceto y . A tabela abaixo mostra como 2°

e p2 dependem de yo, pl e i {(desta tabela & simples obter os

vertices de 1):

T = K ZO_ ',pz
pl "
. 0O 1 1 1 1
i=20 Y + e (pzp-.-;Pn:pl)
. o 1 1
0 < i < n y ) (plIO--lpi+l fpir'-'Ipn)
1
. o Pn 11 1
=1 Yy - ¢ .(Pnfplf"f'pn-l)
1 1 1 1 ‘
Py pn pl Py
Para &K, substituir e e e por de e de ; res-—
1 1 1
. S . Py Py -1 P1
pectivamente. Para T = Kl(m), substituir e ~ e e por m g
1 _
-1 Pn

e m g .

4.2. HTPOTESES PARA A FORMULACAO DO ALGORITMO

[

Comegaremos estabelecendo as hipoteses gque faremns no
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desenvolvimento do algoritmo.

Desejamos achar um zero aproximado de uma correspondéncia s.

— *

c.s. G : R% - m" . Supcmos que G satisfaz as "hipoteses do

Corclario 2.9.

HIPOTESE 4.3. Existe x° € m©” ry 8 >0 e uwu >0 tal que se x &
¢ 3(x°,1), £ €G(x) + {x} e z&B(x,8, entho (£ -x) (-2)> 0 .
(com a hipbdtese feita em 3.4.1, b<>0/ﬁ:x< 0} # ¢ , & facil ver gue
nosso problema de achar equilibrio para uma economia com produgao
satisfaz a hipdtese 4.3). Escolhamos c € nin\\arbitrariamente a

seja M uma matriz real nao singular {(nxnj. Definimos a homotopia
Hix,t) = {t§ + {(1-t)M(c-x) /3 € G(x)}, (x,t) € R™x[0,1] (4.1)

Observar que (CT,O)T & o {inico zero de H em TR x {0} e que

qualquer zero de H em IR x{l} & zero em G .

Uma triangulacgao T de m" x [0,1] com ™ c m® x{0,1}

& chamada especial (a triangulacaoc de Kuhn & espeéial). Se
g €T, diaméo = gup {llx - qu/(x,ti),(z,tz) € o} & o didmetro da’

projecao de ¢, e o tam' T = sup diam' v, para g = 2, ®.
o€ e

- [ ¥ by - O n
A triangulagao de IRPM  cuijos simplexos saoc (X ,...,X )

para ¢ = ((xo,to),...,(xn,tn)) < , com o € m"™ % {1}, & deno-

tada por Ti , 1 =0,1.



52

Observar que a restricao K de X (como triangulacao de
IRn+l) a MWD x [0,1] & especial. Seja E a matriz (n+l) x (n+l) ,
[e°, Eel,...,een], entdo

Rie) = (Cmvt, ..., Bv™) (v d, . v™)Y e k)
& especial. Temos que tamé(ﬁ(e)] = £ e ztamé(ﬁ(e)) = g ¥n.

Vamos supor que ¢ cai em um n-simplexo de TO ocu, equiva-
lentemente, que (cT,O)T cai em um n-simplexo T de T.

o
DEFINICAO 4.4. Seja Hy(v) uma aproximagdo LP de H com respeito a

vk+l> e oktl

Q » ' I3 -
T, Se o ={vy 7, definimos a matriz de rotulos de

Femay

¢ como

0 _ k+1
HT(V Y .. . HT(V )

Dizemos que ¢ & completo se existe uma solugao a

o]
Lgy =e ,y>0.

. + ~
LEMA 4.5. Sejam H,T e H; como acima e © et uph l. Entao

existe um zero de H, em o see somente se ¢ & completo.0 unico
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Il

zero de B em TRT x {0} & (cT,O)T, e ge HT(x*,l)

T 0, entao x*

& um zero aproximado de G respeito de Ty -

PROVA. Ver Todd (1976).

4.3, CONVERGENCIA DO ALGORITMO DE MFRRILL

Para estudar a convergéncia do algoritmo, vamos interpretar
a trajetdria de =zeros determinada por HT come um grafo T.
DEFINICAO 4.6. Os ndos de I' sao (n+l)-simplexos completos de T e n-
simplexos completos de T que caem em R"™ x {0} ou W™ x {1} .
Dois nds sac adjacentes se um deles & uma face do outro ou se eles

compartilham uma face completa.

LEMA 4.7.

. &
(a) T tem sd um nd em W™ x {0}, digamos, o -n-simplexo T de T"

que contém (C?,O)T .

(b) Qualguer nd de T gue cai em R™ x {1} fornece um zero aproxi-

mado de a .

-

(c) se tamy T < § e M & definida positiva, e a hipdtese 4.3 &

satisfeita, T tem um nGmerc finito de nds .

v
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PROVA. Os itens (a) e (b) sao consequéncia imediata do lema 4.5.

(c) Provaremos que fora de uma regidoc compacta ndo existem simple-

x0s completos. Temos x°, U e § tal que se x & B(xo,u) f &

r

€ G(x) + {x} e z &€ B(x,8), entao (f -x)T(xO-—z) > 0. Seja HMH2 =

max{imxh,/lxl, =1} e n = mih{xTMx/i!xllz = 1}. cOmo'{xem-“/nxuz

= 1} @ compacto, entao M, < o, n > 0.

Seja u' = maxiu +6, HMH2(6-+Hc-—xOH2)/n} e C = B(xo,u‘} X
[0,1] CIR'n+l . Entac C @& compacto. Provaremos que todos os

simplexos completos estao em C.

Seja ¢ E T com um vértice v* = (x*,t*) €C e s = x =-x¥%,
Provaremos gue STHT{v) > 0, para todo vértice v de o; portanto, o
nao pode ser completo {pois, o completo implica Eulesny'xmiHT{vl)

=0 =0 =Zuw, STHT(vl) > 0, uma contradicgao!).

Sseja v = (x,1) vértice de o, entdo Hjlv}) = g € G(x), para
algum g, entdo £ =g + x € G(x) + {x}. Como x* & B(x",p +8) e

x € B(x*,8), entio x & B(x°,u). De onde pela hipdtese 4.3 ,

STHT(V) = (£ - x) (x° - x*) > 0, '
seia v = {x,0) vértice de o, entao HT(V)'= Mlc - x) e
sTHT(v) = (xo - x*}TM(c - %) = (xo - x*)TM(xO - x*) +
+ (xo - x*)TM(c - XO) + (xo - x*)TM(x*_~ x) .

0 primeiro termo do segundo membro & pogitivo; vejamos que domina

aos outros dois:
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se Ix® - x*ll, = v >y,
(x2 - x*) Tm(x® - x*) 3_v2n->n vur > Ml 58 + Ml e - x°H2 (1)
Como,

VMl 8 > 1 = xH MG - 20, > LG - k%) Tt -0 |

(o] (a] . 0, _ . O T (o]
vHMbHC“XIb_ﬁHX -XW2MMC-X Nz > ] (x” -x*) M(c-x") |
Entao, (1) implica gque

(x2 - x0) Tm(x° - x%) > | (x° - %*) TM(x* - x) + (x° - x*) TM(c -x9) |,

de onde STHT(V) > 0.

Portanto, todos o5 simplexos completos estaoem C e o resule

tado esta provado. |

£ simples ver que os nos de T tem grau 1 ou 2,sequndo sejam
n-simplexos ou {n+l)-simplexos. Ent3o, combinando os resultados an

teriores, temos que:

TEOREMA 4.8. Cada componente conexa do graf¢ finito I' & um circui-
to simples ou uma trajetdoria simples, onde cada um dos seus pontos

o : n -
terminais & T ou um n-simplexo em TR X {1}.
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4.4. O ALGORITMO

Supor que temos G,S5,T,H e H como na Secao 2, com tam! <

T 2
8§ . Seja ¢ uma aproximaglo inicial a um zero de G, T, © sim-
plexo em i que contém (cT,O)T e 0, © simplexo em pithl com

T, Como uma face. O algoritmo constrdi a trajetoria simples em T

com T_ COmMO um ponto inicial.

4.4.1. ALGORITMO BASICO

PASSO 0. Formar o sistema correspondente provaﬁdo gue TO & comple-

13 + -r » o~ L
to. Seja v o vertice de Ul gque nao esta em TO. Fazer k «— 1.

1
PASS0O 1. Calcular HT(V+) e introduzir a coluna { HT(V+) } na base

1

atual, substituindo a coluna ( HT(V_)) , com v  um vértice de 1

(determina~se v com um pivotamento tipo método Simplex da pro-,

gramagac linear).

PASSO 2. Se a face T de o, , oposta a v , cai em TR" x{l},.PARAR

k r

(1 contém um zero aproximado de G). Caso contrario, seja Opp1

-, [ » ¥ L] +
tnico simplexo de T que compartilha a face 7. Seja Vv Q novo

&

vertice de Oyl 7 fazer k «— k+1 e ir para o PASSO 1.
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4.4,2,. ALGORITMO COM REFINAMENTQ DE MALHA

PASSO 0. Escolher uma seqléncia {Gi} decrescente com Gi — 0 e
60 < §. Para cada 1 escolher uma triangulacao T(i} com
tam2 T(i) éi . Pegar x R e fazer p «— (.

PASSO 1. Aplicar o algeritmo 4.4.1 com T(p) e x* substituindo T

e C, respectivamente, e alguma matriz Mp  positiva definida, pa-

p+l

ra obter um zZero aproximado x . Fazer p +— p+l e voltar ao

PASSO 1.

.
Eventualmente, xP  deve-se perturbar senao cai em um n-sim-

plexo de (T

®’



CAPITULO V

EXPERIENCIA COMPUTACIONAL

0 algoritmo de Merrill foi programado em FORTRAN77, precisido
dupla, e rodado em um computador DEC-VAX/VMS Version V4.3. Como a
rmatriz M, em (4.1), foi usada a matriz identidade e para efeitos de
gerar uma sequéncia de malhas de tamanho decrescente (4.4.2 - PAS-
SO 0), usou-se o fator constante 1/3. Como critério de convergén-

cia, usou-se um tamanho de malha menor ou igual a 10_11

= [ OFERTA-DEMANDAl, < 10710 | A cada ciclo maior permitimos um ni

ou RESIDUO

mero maximo de 300 iteragoes (pivoteamentos tipo meétodo Simplex da
programagac linear). De maneira gque, se em um maximo de 300 itera-
¢oes nao & achada uma nova aproximagao, & gerado um novo sim-
plexo adjacente inicial para reiniciar o ciclo maior ou solicita;
do para fornecer uma nova tentativa inicial'(se for o primeiro ci-
¢lo maior}.

5.1. DESCRICAO DO PROGRAMA

Aqui apresentamos as variaveis mais relevantes usadas no pro

grama, o fornecimento dos dados e um diagrama de blocos basico :

T '

N: nimero de bens (& solicitado na execucao do programa).
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M: nUmero de atividades lineares, sem inclulir as atividades de des

perdicio (& solicitado na execucdo do programa).
Kl: nimero de consumidores (& solicitado na execugac do programa).

O programa tem como alternativa apresentar os resultados a
cada ciclo maior ou apresentar, apenas, os resultados do Gltimo ci
clo maior (o de melhor aproximagao conseguida). Isto e solicitado

na execucao do programa com a pergunta:
"QUER SAIDA DOS RESULTADOS DE CADA CICLO MATOR?{(S/N)" .

ID: tamanho da malha em que & subdividido o simplexo unitdrio a ca

da iteracgao (o tamanho inicial & solicitado na execugao do pro

grama) .

CHUTE: vetor de dimensao N que contém a tentativa inicial (a pri-
meira tentativa inicial & solicitada na execugao do progra-

ma) .

SS: matriz de dimensao (N+1) X (N+1) cujas colunas contém og verti-

ces do n-simplexo completo considerado em cada iteragdo.

0 programa requer um argulvo de dados, FOR020.DAT, com cinco

reqglistros para fornecer o seguinte:

UTIL: tipo de funcao de utilidade, que pode ser COBB-DOUGLAS, LEON
TIEFF ou ESC. E o primeiro registr¥o do arquivo. UTIL esta de

finida como CHARACTER UTIL % 15.
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A: matriz de dimensao N XM cujas colunas representam as ativida —
des lineares {(ndo sao consideradas as atividades de desperdicio).

E o segundo registro do arquivo e os dados sao fornecidos  por

linhas da matriz.

WP: matriz de dimensao K1 XN, cujas linhas representam as cestas

iniciais de cada consumidor. E o terceiro registro do arquivo

e os dados sao fornecidos por linhas da matriz,

PARUTI: matriz de dimensdao K1l xN, cujas linhas representam os pa-
rametros de utilidade de cada consumidor. E o quarto regis

tro do arquivo e os dados sao fornecidos por linhas da ma-

triz.

B : vetor de dimensaoc K1 associadc a fungao de utilidade. £ o guin-
to registro do arguivo. Se a fungao de utilidade for Cobb-Douglas, B deve

ser composto de uns, i.e.,B=(1,...,1); e se for de Leontieff, B=(0,...,0).
L J

Outras VARIAVEIS usadas sao:

ITER: niimero de iteragoes acumuladas (pivoteamento tipo método Sim

plex da programacgao linear).

ICICLO: nimero de ciclos maiores realizados.

NIVEL: Niveis de operagdo das atividades lineares depois 'de cada

ciclo maior.
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PRECO: Precos dos bens.

LUCRO: Lucros de cada atividade depois de cada ciclo maior.
DEMAN: Demandas dos bens.

OFERTA: Ofertas dos bens depois de cada ciclo maior.

RESTO(I): |OFERTA(I) - DEMAN(I)|, I = 1,...,N, depois de cada ci~-

clo maior.
RES: Residuo total, i.e., HRESTOE!2 .
J1l: Indice da coluna de SS gue entra na base a cada iteragao.

J2: Indice da coluna de SS a ser substituida para gerar o simple

%o adjacente a cada iteracgao.
J3: 1Indice da coluna que sai da base a cada iteracgao.

BINV: Matriz de dimensao N XN que representa a inversa da ba-
L}

se a cada iteracao.

JCOLSS: Vetor de dimensdo N gque indica as colunas de SS na base a

cada iteragao.

ROT: Vetor de dimensdo N que representa o rotulo do vetor que en-

tra na base.

O programa consta do programa principai‘chamado de PROGRAMA MERRTLIL

e as subretinas ROTULO, PIVOTA e DEMAND.
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ROTULO: Calcula o wvetor ROT.

PIVOTA: Faz o pivoteamento tipo método Simplex para calcular J2 e

J3; atualiza também os valores de NIVEL e BINV.

DEMAND: Calcula a demanda de cada bem.

Apresentamcs a segulr o diagrama de blocos basico do PROGRA-

MA MERRILI, (0 programa estld no apéndice deste capitulo).



P [ F I - N O Y T TR,

FORNECER
N, M, K1, ID

|

LEITURA DE DADOS
A, W0, PARUTI, B

| .
FORNECER :

CHUTE

|
ITER +— O
ICICLO +— 0

MONTAGEM
DE $S

=II CALL ROTULOQ

CALL PIVOTA
4 T

GERACAO - DO SIMPLEXOl
ADAJACENTE

;ITER “— TTER+1L
NEQ
JL — J2 ————

0 SIMPLEXO CONTEM
UM ZEROC DA APROX,
INEAR POR PARES

SIM

ICICLO «— ICICLO +1J

CALCULO E IMPRESSAQ
bOS RESULTADOS
DO CICLO MATOR

CHUTE IMERIMIR DADDS
+

83 (I+1,JCL838) =3
I=1,...,8

DO PROBLEMA

t PARAR !

63
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5.2. RESULTADOS NUMERICOS

Com o PROGRAMA MERRILL foram rodados trés exemplos que chama
remos de Problemas 1, 2 e 3, respectivamente. O Problema 1 & devi-

do a Scarf (1967). O problema 3 & uma variagac do Problema 2.

PROBLEMA 1.

0 tempo de processamento foi de 10 segundos, com um to-
tal de 4047 iteracdes e 456 avaliagoes da fungao demanda. O tama-
nho inicial! da malha foi 50 e o CHUTE = (9,9,8,8,8,8). A conver-
géncia fol atingida no ciclo maior 21. Os resui%ados sao mostrados

a continuagdo.

[
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PROBLEMA 2,

0 tempo de processamento foi de 5 segundos, com um to-
tal de 3853 iteracdes e 39 avaliagOes da fungdo demanda. O tamanho
inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (15,5,12,8,10). A convergéncia
foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados sdo mostrados a con

tinuagao.
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PROBLEMA 3,

0 tempo de processamento foil de 4 segundos, com um to-
tal de 1884 iteracdes e ll5 avaliacOes da fungao demanda. O tamanho
inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (12,8,15,5,10) A convergéncia
foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados sdo mostrados a con

tinuacao.
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PROBLEMA 2.

0 tempo de processamento foi de 5 segundos, com um to-
tal de 3853 iteracdes e 39 avaliagbes da fungao demanda. O tamanho
inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (15,5,12,8,10). A convergéncia

foi atingida no ciclo maior 2l. Os resultados sdo mostrados a con

tinuagao.
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PROBLEMA 3.

0 tempo de processamento foi de 4 segundos, com um to-
tal de 1884 iteracgoes e 115 avaliagOes da fungdo demanda. O tamanho
inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (12,8,15,5,10}) A convergéncia
foi atingida no ciclo maior 2l. Os resultados sao mostrados a con

tinuacao.
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