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INTRODUÇÃO 

Os modelos de equilíbrio computáveis vêm se tornando cada 

vez mais importantes como instrumentos na avaliação de politicas 

econômicas envolvendo diversas áreas de interesse, como impostos, 

tarifas, comércio exterior, fluxos de capital e energia. Eles sao 

necessários quando, além da eficiência, ê preciso buscar-se as­

pectos igualmente relevantes de equidade através da descentraliza 

çao de preços. 
\ 

o problema numérico que estã por trás desse problema econo­

mico, segundo a formulação aqui estudada, tem a ver com a solução 

de sistemas de equações não-lineares, para o que existem métodos 

numéricos disponlveis. No entanto, estes são de caráter local, no 

sentido de precisarem uma boa aproximação inicial à verdadeira so 

lução para garantirem convergência. Métodos globais foram desen-

volvidos a partir do trabalho de Scárf, nos anos sessenta, 

o primeiro a fornecer uma solução numérica para o problema de equi 

lÍbrio econômico. 

i 

A formulação apresentada por Scarf foi extensivamente desen 

volvida, permitindo sua aplicação, em geral 1 ao problema de achar 

um zero ou ponto fixo de urna correspondência (aplicação ponto-con 

junto ou rnultiaplicação) . A idéia básic~ dos métodos a~sim dispo­

níveis, citados na literatura como simpliciais, homotópicos ou de 

acompanhamento de trajetórias ê simples: do ponto do domínio no 

• 
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que estamos, construir uma trajetória linear por partes até a so­

lução. 

Os teoremas de ponto fixo de Brouwer. (1912) e Kakutani 

(1941) determinam as condições para existência de pontos fixos, 

se bem que por nao serem construtivos, não permitem o cálculo de~ 

tes. Scarf (1967), baseado no trabalho de Lemke e Howson (1964), 

é que apresenta uma prova construtiva dos teoremas de ponto fixo, 

permitindo, assim, uma formulação algoritmica para seu cálculo. 

Kuhn (1968} e o próprio Scarf e Hansen (1969) reformularam o tr~ 

balho anterior em termos de partições simplici~s do simplexo uni­

tário. Merrill(l971) melhorou a eficiência computacional deste al 

goritmo e Eaves (1972) faz a relaçáo com o método homotópico e o 

acompanhamento de trajetórias lineares por partes. Aqui estudamos 

o algoritmo de Merrill, através de uma formulação homotópica. No 

entanto, deixamos de incluir aspectos sobre aceleração destes mé-

todos, com uso de técnicas quase-Newton, como discutido por 

ga1 (1977), Saiga1 e Todd (1978) e Awoniyi e Todd (1983). 

Sai-

No primeiro cap1tulo apresentamos um modelo em urna economia 

de trocas e o uso do teorema de Brouwer na procura dos preços de 

equil1brio. No segundo capítulo, agregamos ao modelo de trocas um 

sistema de produção por atividades lineares e apresentamos o uso 

do teorema de Kakutani para achar o equilíbrio desse modelo. No 

terceiro capitulo, introduzimos a formU·l.ação homotópica. na busca 

de pontos fixos de uma correspondência. No quarto, apresentamos 

• 
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o algoritmo de Merrill do ponto de vista homotópico e no Último, 

algumas experiências computacionais do que fizemos. 

• 



CAPlTULO I 

EQUILÍBRIO EM UMA ECONOMIA DE TROCAS 

Brouwer (1912) provou que uma função contínua de um conjunto 

convexo compacto em si mesmo tem no mínimo um ponto fixo. o princi 

pal propSsito do nosso trabalho diz respeito ao cálculo de pontos fi-

xos. Scarf (1967), baseado no lema combinatório de Sperner, estab~ 

leceu uma prova construtiva do teorema de Brouwer, formulando um 

' algoritmo para a aproximação de pontos fixos de funções continuas 

e sua aplicação ao problema do cálculo de equilÍbrios econômicos. 

l.l. O TEOREMA DE BROUWER 

TEOREMA 1.1. (Brouwer). Seja C C mn um conjunto convexo compac-

to com int C~ 0 e seja f :C-+ c continua. Então, f tem um• 

ponto fixo, i.e., existe x* E C tal que f(x*) = x*. 

Mostraremos abaixo que é suficiente provar_ o teorema de 
• 

Brouwer para o caso em que C é o simplexo unitário de JRn. 

DEFINIÇÃO 1.1. O simp1exo unitário Sn é a envo1tória convexa de 

o 1 n 1-1 e ,e , ... ,e , onde e corresponde ao i-ésimo vetor unitário 

d n+1 . oJR ,J..e., 
. . 

---···-----
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onde eT= (1,1, ... ,1). 

Os pontos 

i= 0,1, ... ,n 

i. e., 

sn 
l 

A fronteira de 

o 1 n 
e ,e , ... ,e sao chamados vértices de 

s~ denota a face de 
l 

~ {x E sn I x. ~ O}. 
l 

sn e 3S0 
n 

~ u si_' 
i=O l 

sn oposta ao vértice 

2 

Para 

i 
e ' 

Se C e um conjunto convexo compacto, podemos embutir C num 

simplexo maior S (ver Figura 1} e definir uma função g : s --+ s 

da seguinte forma: 

f (x) , X E C 

g(x) ~ 

onde Projcx e a projeção de x'sobre C, na distância euclidiana. 

Como a Projcx ê contínua, então g é contínua e,pe1o teore 

ma de Brouwer, existe x* E S em g(x*) = x*. Como g(x*) E C, en 

tão x* E C e, portanto, x* = f(x*), x* E C. 

• 
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Figura 1 - Embutimento de um conjunto convexo compacto 

C C IRn em um simplexo S. 

1.2. LEMA DE SPERNER 

3 

Para provar o teorema de Brouwer para n S , o reduziremos ao 

lema de Sperner. Faremos isto primeiro estabelecendo .o lema de 

KNASTER-KURATOWSKI-MAZURKIEWICZ (K-K-M) • 

LEMA 1.2. (K-K-M). Seja C, , i= 0,1,. ..• ,n 
l 

uma família de conj~ 

tos fechados em Sn que satisfazem as segu,intes condições: 

(i) 
n 
u ci 

i=O 

(ii) 0;'IC{O, ..• ,n} e J~{o, ..• ,n}II, 

= n 
iEI 

u 
jEJ 

c. 
J .. 

• 
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Então, n Ci 'I 0 . 
i=O 

.. ,., .. · ...... 

4 

Antes de provar o lema de K-K-M, veremos que este implica 

no teorema de Brouwer. 

PROPOSIÇÃO 1.3. O lema de K-K-M implica no teorema de Brouwer p~ 

r a 

PROVA. Seja f: sn-+ Sn continua. Para i= O, l, ••. ,n seja 

c~ 
l 

n 
= {x E S /fi (x) < X. , X. 

l l 
> O} e c~ = c~ l 

Os Ci satisfazem as hipóteses do lema de K-K-M. Como mostrado a 

seguir. 

S · t x E sn, tal que se upomos que ex2s e x ~ c i , i =O, L ... , n, 

então fi (x) > xi, para i E I= {i E {O,l, ... ,n} I xi >O}. 

Então, 

T 
1 = e x = X, < 

l 1 ' 

o que e uma contradição. 

Portanto, dado que c. c sn, i= O,l, .•. ,n, temos que 
l 

e a condição (i) é satisfeita. .. 

• 

Por outro lado, se X E n 
iEI 

s':' 
l ' X j;! c~ 

l 
, i E I, então, para 
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J = {O,l, .•. ,n} \I, X E u 
jEJ 

c~. c 
J 

u 
jEJ 

cj , e a condição (ii) tam-

bém é satisfeita. 

Como o lema de K-K-M é satisfeito, então existe 

Dado f - contínua x* E c: i O,l, ... ,n, que e e ' = 
l 

fi(x*) X~ i 0,1, ... ,n. 1 T T 
< ' = Como = e x* = e f(x*), 

l 

f. (x*) X~ portanto, x* - ponto fixo de f. = e, e um 
l l • 

n 
x* E n c .. 

i=O l 

ternos que 

então 

Para provar o lema de K-K-M , precisamos introduzir o con­

ceito de triangulação. 

Um j-simplexo fechado é a envoltôria corivexa de j+l pontos 

k afim - independentes em JR • Os pontos são chamados vértices do j-

simplexo. Um j-simplexo aberto é o interior relativo de um j-sim­

plexo fechado (observar que Sn é um n-simplexo fechado}. 

O j-simplexo aberto (fechado) gerado pelos pontos 

j ... ,v é denotado por: 

( o 1 j v,v, ... ,v) 
o 1 j 

([v,v, ••• ,v]). 

o 1 v ,v ' 

•• 

Uma face de um simplexo a é um simplexo cujos vértices sao vérti­

ces de a (S~ é uma face fechada de Sn, para i= O,l, •.. ,n). 

Dois sirnplexos são ditos incidentes se um deles é uma face 

do outro. Dois j-sirnplexos sao ditos adjacentes se tem um (j-1)-

simplexo corno face comum. . .. 
Uma trianc:mlacão T de Sn é uma coleção finita de 
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n-simplexos abertos, tal que os n-simplexos abertos, com t~ suas 

faces abertas, formam uma partição de sn, i.e., sn -e sua união 

disjunta. Esta definição em termos de n-simplexos fechado é: 

(i) os n-sirnplexos fechados cobrem e 

(ii) a intercessão de dois n-sirnplexos fechados e vazia ou 

uma face comum. 

EXEMPLOS (n ~ 2): 

Não e triangulação Triangulação 

Chamaremos a um vértice de um simplexo de uma trianqulé1.-

çao T, um vértice de T. Daqui em diante, um simplexo Será conside 

rado como um simplexo aberto. 

Utilizaremos a notação Tj para nos referir a coleção de j­

sirnplexos que são faces de simplexos de T (_então ~ = T) • Os vér-

tices de T serão denotados por e 

Algumas propriedades das triangulas:ões Sn sao: 

• 
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(a) Se T e uma trianoulacão de sn - (n-1) -simplexo, e T e um que 

e uma face de um n-simplexo em T, então acontece (i) ou ( ii) : 

(i) T c asn e T e uma face de um único simplexo a E T. 

(ii) sz ;)Sn - face dois simplexos T. T e T e uma comum a em 

(b) Existem tr iê!ngulaçõe.s de Sn de tamanho arbi trãrio (tamanho 

de T = ·tam T = sup diam cr}. 
oET 

(c) Seja T uma triancmlacão de Sn e i E {0,.1,- .•• ,n}. Então,. a 

coleção T' de (n-1)-simplexos,que são faces de sirnplexos em 

T e situam-se em 
. _\ 

e uma trlangulaçao de 

Agora podemos estabelecer o lema de Sperner. 

LEMA 1.4. (Sperner). Seja T uma triangulação de Sn com cada 

vértice de T rotulado com um inteiro em {O,l, •.. ,n}, tal que ne-

nhum vértice em é rotulado com i (tal rotulação e chamada ad~ 

• 
rnissivel). Então existe um simplexo em T cujos vértices estão rotu-

lados com todos os inteiros O,l, ... ,n (simplexo completamente ro-

tulado) . 

Exemplo (ver figura a seguir) : 

..• 



o 
e O o 

. 2 
e 

1 1 
l 

1 e 

8 

o lema 1.4 é a forma fraca do lema de Sperner. A forma forte asse-

gura que existe um número Ímpar de simplexos completamente rotu-

lado. 

• 
PROPOSIÇÃO 1.5. O lema de Sperner (forma fraca) implica o lema de 

K-K-M • 

PROVA. Sejam c
1

, i = 0,1, ... ,n, conjuntos fechados que satisfazem 

as hipóteses do lema de K-K-M e {T1,,Jk E lN uma sequência de tri-

angulacões de. com tam Tk O. Para cada k, rotUlar os 

vértices de Tk com { I ·a n} • i =rnin j y E Cj , y ,. Sj • Esta e uma rotulação 

admissivel. se o lema de Sperner é verdadeiro, então existe um 



simplexo completamente rotulado ak 

com rótulo vki igual a i , então 

9 

Seja kO kl kn 
ok= <v ,v , ..• ,v> 

c
1

, i =0,1, ... ,n. Como 
kO n 

{v }k E JN C S , existe uma subsequência convergente. Vamos supor 
kO então kO sn. que seja a mesma {v }kEJN ' v -+ x* E Dado que 

tam Tk -+ o ' temos que lim vki = x* ' para i = 0,1, ... ,n. Como 
k+OO 

n 
c. fechado, x* E c. i = 0,1, ... ;-n então n c. t' ~-l l ' ' l • i=O 

o seguinte lema estabelece que os pontos do simplexo comple-

tamente rotulado, determinado pelo lema de Sperner, se constituem 

de aproximações de um ponto fixo. . 
\ 

LEMA 1.6. Seja T uma triangulacão de com tam T < ô. Seja 
00 -

f : Sn--+ Sn tal que llx- z!l < Õ implica !lf(x) - f(z)ll < E. Ro 
00 00 

tular cada vértice v de T por i= min{j/f.(v) <v., v.> O}. En'""" 
J - J J 

tão se a é um simplexo completamente rotulado de T 

llf(x*)- x*ll < n(s + ô). 
00 

PROVA. Seja (o l n) d a= v,v, ... ,v ,one rótulo de 

tão, para cada i= O,l, ••• ,n, temos: 

Donde, pelas hipóteses, 
.. 

f. (x*) - X' < E + 6 . 
l l 

--- -- ------·--···-- ~- --·- -~~~-

i 
v 

e 

e 

x* E a, 

• 

En-



Também, como 

Então, 

f. ( x*) , 

T T 
e f(x*) =e x* = 1, temos 

- X~ , ~ - E (f. (x*) 
j;'i J 

-x~) > -n(t: + 6). 
J 

llf. (x*) - x~ll < n(s + õ). • 
' ' ro 

... - '"' 

lO 

Agora vamos apresentar a prova do Lema de Sperner, que final 

mente nos permitirá estabelecer o teorema de Brouwer. 

PROVA DO LEMA DE SPERNER. Procederemos por indução soiDre n para 

provar a forma forte. 

n = 1: Aqui já formulamos o processo indutivo __ a __ apresentar 

para o caso geral. Temos o seguinte desenho 

o 
o 

e 

o o l o l l 
• 

Consideremos as incidências de vértices ((n-1)-simplexos) ro 

tulados com O,com os segmentos (n-simplexos) da triangulação. 

Estas incidências podem-se contar de duas formas: 

(i) contemos as incidências para cada segmento com no mínimo um 

vértice rotulado com O. Estes segmentos dividem-se em dois 

conjuntos: 



ll 

A - conjunto de segmentos com um vértice O e outro 1 ; e 

B - conjunto de segmentos com ambos os vértices O. 

Cada segmento em A contribui uma vez na contagem das incidên 

cias e cada segmento em B contribui duas. Então a contagem total é 

IAI + 2jBj. 

(ii) Contemos as incidências para cada vértice rotulado com 0. Tais 

vértices também dividem-se em dois conjuntos: 

c - o conjunto que consiste SÓ de e0 
, o único vértice de as1 

rotulado com O ; e 

D -o conjunto de vértices internos (~ as1 ) rotulados com o. 

Vemos que o vértice em C contribui uma vez na contagem e os 

vértices em D duas. Então a contagem é 1 + 2)0). 

Como IAI + 2/BI ~ 1 + 2/DI =!AI ê lmpar. 

Passo indutivo: Supor que a forma foite do lema de Sperner 

e válida para dimensão n-1, e seja T uma triangulaçãO de sn 

com os seus vértices rotulados admissivé~mente. Seja H a coleção 

de (n-1)-simplexos que são faces de simplexos em Te cujos vérti­

ces tem os rótulos O,l, ... ,n-1. Novamente contaremos as incidên­

cias de T e H. 

(i) Contemos as incidências para cada .. p E T cujos vé;rtices es­

tão rotulados com O,l, ••. ,n-1. Tais simplexos caem em dois 

• 
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conjuntos: 

A - o conjunto de simplexos de T completamente rotulados. 

B - o conjunto de simplexos de T cujos vértices tem todos os 

rótulos O,l, ..• ,n-1, mas não n. 

Cada simplexo em A tem só urna face em H, enquanto que cada 

simplexo em B tem duas. Assim. a contagem total de incidências e 

IAI +2IBI. 

(ii) Contemos as incidências para cada T E H. H e particionado em 

dois conjuntos: 

C - o conjunto de T E H com T C asn 

D - o conjunto de T E H com T ~ dSn 

Pelas regras de rotulação admissivel, cada T E C cai em S~ 

e contribui uma vez, enquanto que T E D contribui duas vezes nas 

incidências de T e H. Então a contagem total ê ] C j + 2 j D j e t~ 

mos que IAI + 2IBI = lei + 2joj. 

Para provar que ]A] ê Ímpar, devemos provar que jc] e ímpar. 

Considerando a coleção T' de (n-1)-simplexos que sao faces de Te 

caem em S~ , T' triangulariza sn Como n • -e homeomórfico a 

sn-l (é só eliminar ou aumentar a Última coordenada zero) e T' e 

rotulado admissivelmente, então, pela hipótese indutiva, existe um 

número Ímpar de simplexos em T' completámente rotuladoS, mas esses 

simplexos são aqueles de c. Então, ]A] -. e ~mpar. • 



1.3. APLICAÇÃO DO TEOREMA DE BROUWER AO PROBLEMA DE 

EQUIL!BRIO ECONÔMICO 

13 

Scarf (1967), baseado no lema de Sperner, construiu um algo-

rltmo para achar um sirnplexo completamente rotulado para o caso do 

problema de equilíbrio econômico. 

Aqui apresentamos a idéia de Scarf de como utilizar o teore-

ma de Brouwer no caso de uma economia de trocas. 

1.3.1. O PROBLEMA DE EQUILÍBRIO EM UMA ECONOMIA DE TROCAS 

Consideramos aqui um modelo bastante simplificado. As suposi 

çoes feitas nesta seçao serão em par·te relaxadas quando o modelo 

para uma economia com produção for discutido no Capítufo II. Para 

a discussão econômica das hipÓteses feitas, ver Varian (1978). 

Supomos que existem m consumidores, cada um dos quais enfre~ 

ta o problema de escolher certas cestas de consumo dete~as po/ 

vetores de diferentes bens x E IR~+l (n+l bens). Cada consumidor 

i possui certa 

um vetor 

quantidade de beils inicialmente ·(dotes), formando 

IRn+l , i= l, ... ,m, que está disposto a trocar na 
+ 

procura de uma cesta Ótima. Para isto, supomos também a existência 

de uma relação de preferência ~ . , que ordena as cestas (x>- . y,se 
1 --1 

o consumidor i prefere a cesta x quando comparada com ou e 

indiferente entre elas). Sobre a relaÇ'âo de preferência é suposto 

que ,para ... toda x,y,z E :rn. n+l 
+ 
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(a) xl:_iy ou y ~ .X . ' 1 

(b) X >-:_ iY/, 

(c) X 1:_ i y ' y ~ . z = X ~ . z 
l l 

:E': claro que podemos de f in ir a relação de preferência estrita > . e 
l 

a de indiferença 
i 

(d) Os conjuntos 

{y E IR~+l /x 

Ux = { E IR n+l I ' . y + y c l 

~ i y} são fechados e 

Segue-se que { E IR n++l /x ~ } 'f I i y e {y E 

abertos. 

x} ' Lx 

convexo. 

sao 

Na teoria econômica clássica, com frequência o comportamento 

do consumidor i é resumido através da função utilidade, que é uma 

função contínua n+l ui : IR+ ~ IR , tal que X \._ • y r l· se e somente 

se ui (x) > pi(y). Pode-se provar que sob as hipóteses (a)- (d) p~ 

ra ~ i , existe urna função utilidade que a representa (ver Debreu 

{1964)). Então o problema do consumidor consiste em, qado um vetor 

de preços não-nulo p E IR~+l , determinar a "cesta que maximiza a 

sua utilidade, levando em conta que seu conjunto de cestas dispo-. . -n1ve1s e 

Formalmente o problema e 
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max u
1

(x) 

i x E B (p), 

para E JR n+l 
p + , p ~ O, dado. 

Se considerarmos que p > O T i 
e p w > O, o conjunto B

1
(p) 

e compacto e, portanto, o consumidor terá uma cesta ótima i 
d (p) ' 

que é a demanda do consumidor i sob o vetor de preços p~ Faremos 

também a hipótese simplificadora de que d 1 (p) ê Única para todo 

p ~ O. 1!: claro que di P,.p} = di Cp), para \ > O. Portanto, podemos 

n 
normalizar os preços para que E pj = 1, 

. \ 
1.. e. , 

n 
p E S . Então, 

j=O 

di : sn-+ lRn+l , e supomos que é continua. Alêm disso, 
+ se supo -

mos não-saciedade local sobre .. ~ i , ternos que o consumidor i gasta 

T i T i toda sua receita na procura da cesta Ótima, i.e., p d (p) = p w , 

para todo p E sn (esta propriedade é conhecida como a lei 
m 

Walras). Então, se d(p) = L d 1 (p) é a demanda agregada 
i=l 

de 

e 

• 
w = 

m 
l: 

i=l 
é o vetor de recursos iniciais totais (dote inicial do 

mercado), obtemos que pTd(p) = pTw. Seja e(p) = d(p)·-w o vetor 

demanda em excesso, então 
T p e(p) =o, i.e., o valor da demanda em 

excesso e zero para todo n 
p E s . Como d (p) continua, e : Sn-+lR.~+l 

e continua. 

Um vetor de preços nao seria de grande utilidade se nao 

transmitisse os interesses de todos·· os consumidores. Para 

que todas as trocas sejam factiveiS,· é necessário e suficiente que 
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e(p) seja não-positivo. 

DEFINIÇÃO 3.1. p* E sn e um preço de equilíbrio para uma econo-

mia de trocas se e(p*) < O. 

Observar que se a lei de Walras é satisfeita e p* é preço de 

equilÍbrio, então e. (p*) <O, i= O,l, ••• ,n, 
l -

com igualdade se 

Pi > O. Então, todos os mercados estão balanceados, exceto, possi­

velmente, certos bens, chamados livres, que podem estar com oferta 

em excesso. 

Agora provaremos que sob as h.ipôteses feitas, um preço de 

equilíbrio p* sempre existe. 

TEOREMA 1.7. Seja n n+l ~ 
e : S --+ IR:_ 1 cont~nua, tal que 

T 
p e (p) ~ O 

para todo p E sn. Então existe p* E sn, com e(p*) < O. 

PROVA. Definiremos uma função contínua cujos pontos fixos sao pre-

ços de equilÍbrio. Para construir essa função, vamos aplicar a se­• 
guinte idéia para os vetores de preços que nao representam equill-

brio: aumentar pi 1 se ei (p) > O (bem i com demanda ~rn excesso) e 

diminuir se e. (p) < O (bem i com ofertá em excesso). Esse mé 
l 

todo de "tâtonnement" 1 sugerido por Walras, poderia ser bastante 

instável, como mostrado por Scarf (1967), mas o usaremos como base 

da nossa função. 

leva 

Consideremos h levando p em p +·-À e (p) 1 À > O. Como h nao 

n 
em s , ela deve ser modificada. Seja lR n+l 

+ ' 



• 
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h+ (p) + ( + ( T + ) { ( } onde = {h
0 

p), ..• ,hn p)) , com hi(p = max O,hi p) . Para 

n + p E S , h (p) ~ O, mas as suas coordenadas poderiam não somar 1. 

Então, definimos f: sn ---r Sn, como f(p) = h+(p)/eTh+(p). A fun-

çao f estã bem definida, pois 

T 
~ o =h (p) 2 o = p h (p) < o 

T T T = p p + Àp e (p) ~ p p < O ' 

o que contradiz o fato de 

n p E S . 

Como e(p) é contínua, e sao continuas. E a 

• n -ser cont~nua e positiva no conjunto compacto S ,e 

limitada por um escalar positivo; então,f é bem definida. 

o teorema de Brouwer garante um ponto fixo p* de f . Assim 
• 

h+(p*) = llP* 11 > O. Seja I= {i/pi > 0}. Então, ternos 

(a) \li E I, ~ p~ + À e. (p*) 
l l 

(b) Vj 'f< I, + 
O~ UP' ~ h.(p*) > h.(p*) ~ Àe.(p*) . 

J J - J J 

Se i E I, ei(p*) = PP!, com p = (ll- 1)/l. Então a lei de Wal­

ras fornece .. 
T O ~ p* e(p*) ~ ~ pllp*ll2 



p* E sn ~ p = o ~e. (p*) = O , i E I 

' 

., '. ,. ''·" ·-· ·• "' . 

(a) 

Portanto, (a), (b) e (a.) implicam que e (p*) < O~ • 

.. 
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CAP1TULO II 

EQUIL!BRIO EM UMA ECONOMIA COM PRODUÇÃO 

2.1. SEMICONTINUIDADE SUPERIOR 

O estudo do equillbrio econômico, quando a produção é agreg~ 

da ao modelo, requer a extensão do teorema de Brouwer para se deter 

minar aproximações ao ponto fixo resultante. E\necessãrio relaxar 

o conceito de função (trabalhar com o conceito de correspondência) 

e o conceito de continuidade de uma função (definir o conceito de 

semicontinuidade superior de urna correspondência) • 

DEFINIÇÃO 2 .1. Seja P (m P) o conjunto potência de lR P, C C IRrn e 

F: C----+ P(IRP) uma correspondência (aplicação ponto-conjunto). Di-
•• 

zemos que F ê semicontínua superior (s.c.s) se: 

(i) para todo x E C, F(x) é compacto; e 

(ii) para todo x E C, dado E > O, arbitrário, existe 

8 > 0/z E B(x,c) n c, então F(z) C B(F(x),c). 

A propriedade mais importante de uma correspondência s.c.s. 

e a seguinte: ..• 

LEMA 2.2. Se 
k é tal que x -+ x*, 
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e {yk}, com yk E F{xk), converge a y*, então y* E F(x*). 

O, temos k tal que 
k 

11 y - y*IJ .:s_ E/2 e PROVA. Dado qualquer um E > 

F(xk) C B(F(x*),E/2) o Entao y* E B (F Cx*) , E) , para todo E > O • Co-

mo F(x*) compacto e k y -+ y*, temos que y* E F(x*). • 

Algumas propriedades importantes a res·peito das correspondên 

cias s.c.s. são dadas no seguinte teorema. 

TEOREMA 2.3. Aqui consideramos, a menos que seja especificado em 

contrário, que as correspondências são de c C :IR m a P ( lR P) . 

(a) Se F D c c - compacto, então F(D) compacto. e s.c.s. e e e 

( b I Seja F s.c.s. e G:D c mP --+ P em ç_ J s.c.s. com F(C) C D 

Então H = GF : C ____,. P ( JR 
9 

I e s.c.s., onde H(x) = G(F(x)) o 

(c) Seja F. s.c.s., i = 
l 

1,2, ••. ,k e F :C ____,. p (JR p) definida 

por F (x) = u F. Cxl o 
l 

Então F -e s.c.s. 

(e I Seja F s.c.s. e C C D fechado. Então G : D _,.op(JRPJ 
. ' on-

. 
de G(x) = F(x) se x E C, e !21 se x E D \ C, -e s.c.s. 

(f I Se F - então F : c -----+- P (m. P), onde (conv F) ( x) = e s.c.s., conv 

conv(F(x)), -e s.c.s. 

PROVA. ver Tood (1976). 

• 
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2.2. TEOREMA DE KAKUTANI. 

DEFINIÇÃO 2.4. Seja C C lRm convexo, com dim C= n, e T uma trian 

gulação de c. Seja F :c-+ P(JRP) uma correspondência cujos val~ 

res sao não-vazios. Para cada vértice v de T, escolher f(v) EF{v). 

Cada x E C pertence a um único simplexo o j + ~ < v , •.. , v ) E '!' , entao 

n 
i 

n i 
X = E À. v À. > o, E À. = l , onde os pares À. , v sao úni-

l 
, 

l l l i=O i=O 
n 

i c os para À. > o . Seja f(x) = E Àif(v ) . Então a função f : c 
l i=O 

está bem definida. Esta função f é,chamada de apnaxima-

çao iinean pon pante4 (ALP) de F com respeito a T. (Pode-se prQ 

var que f é contínua) • 

Denotaremos C* como a coleção de todos os conjuntos convexos 

nao vazios de C. 

TEOREMA 2.5 (KAKUTANI). Seja 
m 

C C m convexo e compacto e 

~C* s.c.s. Então F tem um ponto fixo * . x,l.,e., x* E F(x:R). 

PROVA. A prova apresentada encontra-se em Eaves (1971). Se dim C= 

= n < rn, podemos aplicar homeomorficarnente a envoltória afim de c 

sobre JRn. Podemos~ portanto, supor sem perda de generalidade 

que m = n. 

Seja c E int C. Como C 
.. ~ 

compacto~ podemos embut1-1o em um 

n-simplexo fechado S. Extendemos F a S da seguinte forma: 

--· ---- --··-----------
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= J F (x) 
, X E C 

F 
1 

(x) 

t 0 ,xEs\c 

Seja 

{ cl ' X E S \ int C 

F 
2 

(x) = 

0 ' X E int C 

Definimos agora 

F
0

(x) = conv(F
1

(x) U F
2

Cx)). 

-Pelo teorema 2.3, (e), (c) e (f), F
0 

: S-+- S* e s.c.s. Obser-

var que se x* é ponto fixo de F0 , então x* E C (do contrário 

x* E F (x*) ~ {c} c c , uma contradição). 
o 

Também acontece que x* ê ponto fixo de F: • 

Se x* E int C, então x* E F
0

(x*) = convCF1 Cx*) U jZI) = F(x*). 

Se x* E 3C, então x* E F
0

(x*)= conv(F
1 

(x*) V {c}) =conv(F(x*) U{c}). 

Então, 3f E F(x*) e À E [0,1]/x* = ÀC + (l- À)f. 

Se À > O, como c E int c e f E c, então x* E int C (contradi-

ção~), portanto À = O e x* = f, onde x* E F(x*) . .. 
Provaremos agora que F 

o 
tem um ponto fixo. Seja 
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uma sequénc.j.,a de tr;i:.angula.çOes de S f' tal que tam Tk -- O. Para c a 

da k, seja fk uma ALP a F 
o 

com respêito a Tk. Como e con 

tínua, pelo teorema de Brouwer, cada fk tem um ponto fixo k 
X • 

Então k 
X 

n 
l: 

i=O 
' k, i 
"k .V ,, ,Àk._>O., ,, 

(a) 

onde {k,O k,n)E v , ... ,v Tk ' 
fk,i E F Cvk'i) o . ' i ~ 01l, •.. ,n. Quan 

do k k todos ~ oo, X ' os Àk . 
fk,i ficam conjuntos e os nos ,, 

compactos c, [0,1] e C, respectivamente. 

Então, existe uma subsequência (que suporemos a mesma por 

simplicidade de notação) tal 
k 

x*, Àk . À i 
fk,i que X ~ ~ e 

,> 

fi. O, k i i ~ Dado que tam Tk -+ temos que v ' -+ x* , ~ O,l, ••• ,n. 

Como F
0 

e s.c.s., então 

mites em (a), temos 

fi E F ('x*), i= O,l, ... ,n. Tomando li­
o 

n 
x* = t 

i=O 

Como F0 (x*) e convexo, 

, Ài > o , 

x* E F (x*) . a· • 

n 
l: 

i=O 

2.3. EXTENSÕES DO TEOREMA DE KAKUTANI 

·-. 

• 

COROLÂRIO 2.6. Seja C C JRn compacto e convexo com c E int C. 

Seja n* F: C--.. IR s.c.s., tal que c E F (x) se x E 3C. Então, 



24 

existe x* E C I x* E F (_x*) • 

PROVA. Como F ê s.c.s., F('C) é compacto e, portanto, C1 =conv(C U 

U F (C)) também e compacto. Extendemos F a F 
0 

: C' ~ c~* usando 

o fato de que c E int C, como no teorema de Kakutani, vemos que 

F0 tem um ponto fixo x* (teorema de Kakutani). Se x* ~c, x* 

E F (x*l = {c} C C, contradição!._ Então, x* E C e ··x* _E F (x*) = 
o . o 

~ F(x*) • • 

COROLÁRIO 2.7. Seja 
n n+l T 

T ~ {x E IR je x ~ l} e n* 
-+ T s.c.s. 

Supor que existe f i E _n - Tn , 1' O l 'I' =,, ... ,n, tal que 

(i) X E s~ = X + fi E F(x) . e 
l ' 

(i i) f~ < o ' para j " i. J 

Então existe 
n x* E S I x* E F (x*}. 

-n _n 
PROVA. Seja s = {x E 'l' /x > -e}. Definir 

F. , i = 1,2,3, como: 
l 

F(x) ' 

' 
• 

as correspOndências 

• 
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' x E int rel sn 

{x} +conv{f1 /iEI}, x ESn \ int rel sn 

I = { i/x1 = min xj} 
j 

' X E int rel §n 

{ -1 (n+l) e}, -n x E as • 

-n 

n* 
T Então F_ é s.c.s. 

o ~ 
Seja 

-1 e (n+l) e E F (x), para 
o 

x E dS • Pelo corolário 2.6, F 
o 

tem um 

ponto fixo x* E: sn. 

Se x* 5l 

C conv{ (n+l) - 1e 

I z. > I X~ 

jEI J jEI J 

sn seja I = {i/x~ 
l 

, {x* +fi/i E I}}. 

e, portanto, x* 
"' 

-1 l: o l: Se z = (n+1) e ' z. > > 
J jEI · jEI 

Se z = x* + fi 
' i E I, então I 

jEI 

= min xk}. Seja 
k 

qualquer um. 

z. (contradição 

X~ 
J 

z. = l: (x~ + 
J jEI J 

I 
X~ - l: fi > l: 

X~ = 
k ' jEI J kE{O,l, ... ,n}\ I jEI J 

.. 
por ( ii) (observar que I ;' {0,1, ..• ,n}, dado que 

z E F (x*) 
o 

c 

Provaremos que 

com x* E F
0

(x*)). 
• 

fi) = 
J 

x* ;' -1 (n+l) e) .. 
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Como a desigualdade é válida para -1 
z = (n+l) e e z =x* +fi 

' 
i E I, então é válida para qualquer z na sua envoltória convexa 

n F0 (x*). Portanto, x* E s e x* E p 0 (x*) = F(x*). • 

COROLÂRIO 2.8. Seja 
n n* 

F :IR -+IR s.c.s. Supor 

e ~ > O, tal que se o x ~ B(x ,~) existe 

que existe 

n w E JR , com 

T o T o 
w (x -x) > O e w (f -x) >O, \Jf E F(x). Então,existe x*EB(x ,ll), 

tal que x* E F(x*). 

PROVA. Seja C o conjunto convexo e compacto o B(x ,2ll), F
1 

ares-

trição de F a C, 

' X E int C 

o 
{x } , x E êJC , 

e F 
o 

é s.c.s. com x 0 Ep (x)•, 
o 

se x E ac. Pelo corolário 2.6, F
0 

tem um ponto fixo x*. Supor 

o o o 

que x* ~ B(x ,lJ). Então, x* E F
0

(x*) c conv{x ,F{x*)}. Portanto, 

existe f E F(x*) e ÀE[O,l]/x* = ÀX0 + (1-À)f. Mas então, exis-

te com 
T o w (x - x) > O e T w (f-x*) >O, o que implica 

T - - o que w (x* - x*) > O, uma contradiçao. Entao, x* E B(x ,lJ). • 

Para cálculos práticos, precisamo.~ de uma leve . modificação 

do corolário 2.8. o seguinte resultado é devido a Merrill. 
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COROLÂRIO 2.9. Seja 
n n* 

F : IR ---+ IR s.c.s .. Supor que existe x
0 

E 

~ > o e 6 > o, tal que se o 
x ~ B(x ,~), f E F(x) e z E 

T o o E B{x,ó), então (f -x) (x - z) >O. Então, existe x* E B(x ,lJ) , 

tal que x* E F(x*). 

PROVA. A condição implica que w = x0 - z satisfaz a hipótese do 

corolário 2.8. • 

2.4. APLICAÇÃO DO TEOREMA DE KAKUTANI AO PROBLEMA 

DE EQUILÍBRIO ECONÔMICO. 

Aqui mostramos como o problema de equilíbrio geral, em uma ., 

economia walrasiana com produção, pode-se formular em termos de 

achar um ponto fixo de uma certa correspondência para, então, apl! 

cando o teorema de Kakutani, resolver o problema. 

2.4.1. O PROBLEMA DE EQUILÍBRIO EM UMA ECONOMIA COM PRODUÇÃO • 

Consideremos o modelo de economia de trocas apresentado em 

1.3.1. Com respeito à demanda consideremos a seguinte relaxação:p~ 

ra qualquer p E Sn , o i-ésirno consumidor tem um conjunto 

de demandas alterna ti v as. l!: fácil provar. que se a i'eláção de 

preferência ~ satisfaz as hipóteses (a)-(d), dadas em 1.3.1, en 

tão dado w E IR n+l 
+ 

IR~+l/pTX < pTw} e 

fixo e p E int re~ Sn, sendo que B(p) ~{x E 

D(p) ~ {x E B(p)/x _ y, ~Y E B(p)}, acontece 
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que D(p) # 0, convexo e compacto. 

Além disso, D : int rel • ff ---+ e s.c.s. Portanto, vamos su-

m 
Di : sn ______... (JR n+l) * i por que e s.c.s. Definindo D (p) ~ I D {p) ' a cor-+ 

i=l 

respondência demanda agregada D : sn _,_ (lRn+l)* 
+ 

e s.c.s. 

Supomos, também, que o satisfaz a lei de walras: Vp E sn, 

dE D(p), pTd = pTw. 

A respeito da produção, vamos supor um modelo de atiVidades 

lineares. Seja A= [-I,C] uma matriz (n+l) x!TI· Para 1 ..::_ j .:_m~a 

j-ésima coluna aj de A representa um modo técnico de produção (ou 

atividade). Se a atividade j é operada ao nível 1, Ja
1
jj unidades 

do bem i são fornecidos como produto (se a. . > O) ou solicita dos 
lJ -

como insumo (se a .. < O) • ll_s n+l primeiras colunas de A corres 
lJ 

pendem a atividades de desperdício. O conjunto de todos os ve-

teres de produção é {Az/z .:::_ O}. Vamos supor que {Az/z ~O} nmn+l 
+ • 

~ {O} (a produção é limitada). Equivalentemente, asswrurnos que exis 

te g > O com gTA < O. 

Agora podemos definir um equilibrio corno um vetor de pr~ 

ços e um vetor de nivel de atividades, tal que a soma dos recursos 

iniciais e o vetor de produção (o total de oferta da economia) se­

ja um membro do conjunto demanda destes preços (como estamos in-

cluindo atividades de desperdicio podemos deixar de considerar a 

oferta em excesso). Se, além disso, são só permitidas atividades 
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que maximizam lucros, os agentes terão incentivo para usá-las. 

DEFINIÇÃO 2.10. Um equilíbrio é um par (p* ,y*) E Sn x IR~-!: 1 --;------tal que 

(i) W + Ay* = d(p*) E D(p*) 

(ii) T 
p* A < O • 

Se usamos a lei de Walras, temos que p*TAy* = O, com 

< O. Quer dizer, nenhuma atividade faz lucro positivo 

são usadas (y~ > O) fazem lucro zero. 

e aquelas 

que 
J 

TEOREMA 2.11. Se w > O existe um equilíbrio. 

PROVA. Seja p E Sn. Se p não e preço de equilibrio, o modificare-

mos adequadamente: 

Se p. = O, aumentaremos p para que nao saia de Sn • 
l i • 

Se p > O, mas 
T . 

n* = max p a) > O., ajustaremos p para diminuir o 
j 

lucro das atividades mais rentáveis. 

Se p > O e n* < O, ajustaremos p para diminuir a demanda. 

Definimos as seguintes correspondências; 

i/ O} p E 'Sn conv{e p
1 

= , o .. 

0 , c.c. 
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TI* =max T k p a } , 1T* > O 
k 

' 
c.c. 

r D (p) ' 
TT* < Ú 

=l 
' c.c. 

-sao s.c.s. 

e 

s.c.s .• Gostaríamos de aplicar p em {p} + E(p), mas este con-

junto poderia não estar em Tn 

que se f E E' (p) =:::::> f E Tn - Tn 

Então, devemos modificar E (p) tal 

Para qualquer f E E(p), fazemos o seguinte: 

Seja f' (f) = 

nida e e contínua, pois: 

Para 

Para f = -aj T 
'q f = 

q. > o . 
1 

T aj -q > min 
T k 

(-q a ) 
k 

Para f = d E D (p) ' qTf > (min 
T 

qi) e f > 
i 

(min T (rnin q.) (min W·) = qi) p w > 
i i 1 j J• 

' f' (f) 

> o . 

(min T 
qi)p f 

i 

> o • 

está bem defi-
• 
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Como f e combinação convexa de i 
e ' -aj e d, então 

qTf min{min , min T k (min q.) (min w.)} > > qi (-q a ) ' o . 
i k k 

~ . J 
J 

Assim, podemos definir 

E' (p) = {f' (f)/f E E(p)} , 

Pelo teorema 2.3 (b), E' é s.c.s. Observar que f' (f) ETn-Tn 

para qualquer 

.....- (Tn- Tn)* 

E' (p) convexo. Então, E' 

com F(p) = {p} + E'(p), e s.c.s. 

E s? {x E n o } • i E E (p) ' então Agora, se p = S /xi = e 
~ 

E, (p) • 

Para cada i = O,l, ••• ,n • defini~ 

• 
Assim, para p E S~ , p + fi E F(p). Então as hipóteses do 

corolário 2.7 são satisfeitas e· F tem um ponto fixo p* E sn . 

Então O E E' (p*), i.e., existe f E E(p*) com f= Àw, para 

algum À escalar positivo. Da definição de E , temos que 

n i m 
v.(-aj) ÀW = r. lJ i e + E + pd (a) 

i=O j=l J 

~i , v j • p > o • r. ~i + L v. +p = l, d E D (p*) • 
J 
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Além disso, ~. ~ o 
l 

a menos que p~ = o; 
l 

T . 
v. =O a menos que p* aJ 

J 
-- max p*Tak -- TI* > O ; O * O p ~ a menos que TI < • 

k 

Então, de (a) 

T Àp* úJ = 0 + (E- v.)TI* + pp*d 
J 

Se TI* > O ::::::::> p = O e T 
Àp* w < O , urna contradição! . 

Se n* < O ~ v. = 0 , Vj , e 
J 

T 
= P p* d 1 

\ 

usando a lei de Walras, ternos que À = p 1 então 

n 
(a) = w + E 

i=O 

Portanto, (p*,(u /À, ... ,lJ /À),O, ..• ,O)) é um equilÍbrio. o n 

Se TI* = Q 1 ( CX) = T T 
Àp* w = p p* d ~ À = p o 

( 6) 

• 

Dado que i 
= -a , i= O,l, ••• ,n e i implica que a faz 

i 
máximo lucro zero (p*a = 0), podemos incorporar todos os 

-vj • Então;de (a), temos 

rn 
w + E (Vj/À)aj = d 

j=l 
.. 

Então, (p*, (v1/À, •.. , vm/Ã)) é um equil.í.brio. • 

~­ .. 1 
nos 



CAPÍTULO III 

O PONTO DE VISTA HOMOTÔPICO NO CÂLCULO DE PONTOS FIXOS 

Baseados no trabalho de Scarf, foram desenvolvidos algoríbros 

mais abrangentes para o cálculo de zeros de uma correspondência,l~ 

vando em consideração urna homotopia convenientemente escolhida, 

que deforme uma função conhecida, com um único zero, para a corre~ 

pendência em consideração. Neste capítulo fazê~os uma discussão 

dos principies básicos do ponto de vista homotópico. Para uma dis-

cussão ampla ver Broaclie (1984), Eaves (1972), Garcia e Zangwill 

(1981), Scaramucci e Arica (1986) e Todd (1984) 

3.1. O PRINC1PIO HOMOTÕPICO E APROXIMAÇÔES LINEARES POR PARTES 

• 
Supomos que estamos procurando um ponto fixo de uma função 

contínua f : sn --+ Sn. Escolhemos' uma função linear q : sn --+ sn , 

com um único ponto fixo 
o 

X ' 
conhecido (por/exemplo, q (x) 

o = X , 

Vx E Sn) . O algoritmo de Merrill, que discutimos no capítulo se~ 

te, pode ser visto como que aproxima os pontos fixos de uma fu~ 

çao que é deformada de q a f. ~ conveniente, frequentemente, consi 

derar o problema como o de achar zeros de funções. Assim, seja .. 
glxl = f(x) - x, r(x) = q(x) - x. A função de homotopia X 

I 0,1] _c mn+l d f. "d ~ , e J..TIJ.. a por 

I 

I~ 
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h(x,t) ~ tr (x) + (1 - t)g[x) 

transforma a função r na função g, na medida que t varia de 1 a O. 

Observar que se x* E sn ê tal que h(x*,O) = o, então g(x*) = O 

e f{x*) = x* • 

Sob certas condições, podemos assegurar que 

p ~ { (x,t) E sn X [ 0,1] I h[x,tl ~ O} 

contém uma trajetória iniciando em (x0 ,1) em P\ A idéia do algori~ 

mo e aproximar essa trajetória. 

Para poder aproximar a trajetória de zeros precisamos do 

conceito de triangulação. 

DEFINIÇÃO 3 .1. Seja c C JR m um conjunto convexo, com di.m(Af (C)} 

n < m. T é uma triangulação de C se: 

(i) T ê uma coleção de n-simplexos ; 

(ii) As faces dos simplexos em T particionarn o conjunto C ; 

• 

(iii) Cada x E C tem uma vizinhança que encontra só um número fi 

nito de sirnplexos em T. 

Dada uma triangulação T de sn x [Q,lJ, construimos uma .. apro­

ximação linear por partes hT a h . Isto é, para os vértices v de 
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T fazemos hT (v) = h (v}, e estendemos· hT liilearmente em cada sim 

plexo em T t l E ( o n+l) , a que se w v , .•• ,v , com w = L então 

As diferenças entre os algoritmos que tratam o assunto está 

na consideração de diferentes triangulações T (ver Saigal e Todd 

(1978)). A idéia básica é que uma trajetória de zeros de hT, co-

meçando (x 
o 

'l) levará ponto (x 
l 

, O) r onde l -em nos a um X e um 

zero aproximado de g. Então recomeçamos o algoritmo com uma trian 

gulação T1 , mais fina que T, e uma nova função linear 

um único zero em 
l 

X para obter uma melhor aproximação 

sim por diante. Cada aplicação do algoritmo para conseguir um novo 

k 
x , é chamada um QlQio maioft. 

3.2. O ACOMPANHAMENTO DE SOLUÇÕES LINEARES POR PARTES. 

Aqui vamos ilustrar com um exemplo como funcionam os algorí~ 

mos acima descritos, relativamente ao acompanhamento déls trajetó-

rias lineares por partes que aproximam a verdadeira trajetória. 

EXEMPLO 3.2. Cn=l). Vamos considerar o problema de achar um zero 

de f(x) = x 3 - 12. Pegaremos como primeira aproximação da solução 

x0 =O e como função artificial r(x) =~x. A homotopia· e 

• 
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h(x,t) 3 
= tx + ( l - t) (x - 12) , O < t < 1 , 

e hT é a ALP de h com respeito ã triangulação T mostrada na fi 

gura 2 (essa triangulação é a que usaremos no algoritmo de Merrill 

e é devida a Kuhn). 

t 

v1 (-l/2) v2 (l/2) v3 (3/2) 
\ t=l 

B --- ---
\ ... \ . . . 

\ 
\ 

' ' t=O ' 
v (-95/8) (-69/8) "l v6 (29/8) 

X= -l/2 o l/2 3/2 108/49 5/2 

Figura 2 - Triangulação de Kuhn • 

Na figura 2, os valores de hT nos vértices de. T estão da­

dos entre parênteses, a trajetória tracejada 'refere-se ao caminho 

linear por partes que aproxima P. Em um extremo, tem-se o 

conhecido desta aproximação (x0 ,t
0

) = (O,l)i no outro, o 

l (x ,t
1

l = (108/49,0), e x 1 = 108/49 que é uma aproximação 

zero 

ponto 

a so-

lução de f{x) = O. Observar que 1 
f (x .. ~ = -1.2926. O algoritmo que 

apresentamos consiste em seguir a trajetória linear por partes. 
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Dado o vértice 1 
v = (-1/2,1), o algoritmo constrói o simpl~ 

1 2 4 
xo <v ,v ,v ) e determina os zeros de hT nele, mediante ·Um pi-

votamento similar ao Método Simplex; 

se W E 1 2 4 
( v 'v 'v ) I hT (W) 

onde W = L i 
À .v 

l 

expressar como: 

1 

-1/2 

,L:À,=l, 
l 

1 1 

1/2 -95/8 

Ài > o , 

À1 

\2 

À4 

o ' 

i = 1,2,4, que pode- se 

1 

= 
( 3. 1) . 

• • 
o 

Expressando (3.1) como uma tabela do método Simplex, temos 

\1 À2 À4 b 

( 3. 2) 
1 1 1 1 

-1/2 1/2 -95/8 o 

Se fazemos com que \1 e À2 estejam na base, obtemos de ( 3. 2) 

b 

1 o 99/8 1/2 ( 3 • 3) 

o 1 -91/8 1/í! 

• 

• 
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Observar que (À1 ,À 2 ,À 4) = (l/2,1/2,0) corresponde -a aproximação 

o l 2 inicial de x = O, ponto meio do segmento (v ,v } 

sai 

Fazendo com que À4 entre na base temos, pivotando, que Àl 

2 4 
(i.e., a trajetória LP vai de (0,1) ao simplexo <v ,v )).Quer 

dizer que a trajetória LP vai através de 
l 2 4 

<v,v,v) para 

2 4 5 <v ,v ,v } , portanto, para continuar com o algoritmo devemos in-

cluir ÀS (que corresponde ao vértice v 5 ), substituindo Ài, e fa­

zer com que ÀS entre após na base. 

Então, depois de atualizar 

73/99 o l 

26/99 l o 

b 

4/99 

95/99 

l 
(-69/8) , temos 

(3.4) 

Observar que ÀS = O, À2 = 95/99 e \ 4 = 4/99 corresponde às co-. 

ordenadas baricêntricas de 2 4 5 
B em <v ,v ,v >e B = (x,t) = (l/2,95/99). 

O algoritmo continua desta maneira, até que o ponto 

= (108/49 , O) é achado. Completando um primeiro ciclo maior do al-

gorítmo. 

A tabela l resume os cálculos deste ciclo maior do algoritmo. 

A segunda coluna, Vi , dâ os vérticeS da base na iteração i, 
. T 

(xJ, t.) , j = O, ..• , n. A terceira coluii.a dá o vértice · que entra 
J 

(X,t)T. Juntas, estas colunas dão ó simplex considerado na 
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iteração i. A base atual -Bi 
. . T 

é a matriz com colunas (J.,h(x=' , tJ)) , 

j = O, ... ,n. As coordenadas baricêntricas, Ài, 

por 

(Ver a Tabela 1 na página seguinte) . 

I.INICAiVJJll 

llllliOTHA CUIJJJj, 

\ 

estão definidas 

•• 
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TABELA 1 - Cálculo da Trajetória L.P. no Exemplo (3.2) 

(Primeiro Ciclo Maior) 

vértices vértice Coluna 

rt.er da Base 
que que 

entra entra 

vi o o T 
(x, t) 

A A T 
(l,h(x,t)) 

o 

1 
[

3/2 

o 

2 
[

3/2 

o 

3 
[ 

3/2 

o 

(*) (*) 

(*) nao se calcula 

-:a a. se 

Atual 

Bi 

Coord. Solução 

Bar i Atual 

À i (x, t) T 

[
:4/99] 11/2 J 

95/99 l95/99 

1] [ 4/73] 

l/2 69/73 
[

81/l46l 

69/73 J 

[
12/81] [ 3/2l 

69/81 69/81 

l 1 1 J 12699//9988] [1080/49] 
-69/8 29/8 L 
..• 
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A numeraçao das iterações -1,0,1,2,3 é devido ao fato de 

que na realidade o algoritmo começa 

o fato de que o primeiro simplexo é 

2 . 

trabalhar na iteração 1, pois 

1 2 4 
(v ,v , v ) , a primeira base 

e formada por 
1 

v e v , asslm como que v 4 entra na base são for 

necidas a priori. 

3.3. MELHORAMENTO DA SOLUÇÃO APROXIMADA 

Se a solução aproximada x 1 não é suficientemente boa, pode-

se tentar aplicar um método quase-Newton. Pois, no final de cada 

ciclo maior, tem-se calculado os valores de f em cada vértice do 

simplex final e, portanto, uma aproximação em diferenças finitas à 

derivada de f é conhecida. Esta aproximação pode-se usar para um 

passo quase-Newton (ver Saigal (1977) , Saigal e Todd (1978) , Todd 

(1984)). se não for convergente, então é usado novamente o método 

homotópico trabalhando com uma triangulação mais fina. Na figura 3 

ilustramos uma tal triangulação. A trajetória LP tem vértice ini-

cial no ponto x 1 
= 108/49 ~ 2.2040. A nova homotopia é 

h(x,t) t (x -108/49) + (1-t) (x3 - 12) 

O algoritmo nos fornecerá a solução aproximada 2 -
X -

--0.42162)) o .. 

• 



t 

1 

. . . 

o 

X= 3/2 

(-10/49) 

(-4) 

2 

' 
\ 
I 
I 
I 

\ 

(29/98) 

2.2040 

. - . 

2.2622 

(29/8) 

5/2 
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Figura 3 - Refinamento da Triangulação do Mé-todo Homotópico. 

Para implementar o algoritmo, é preciso um procedimento para 

gerar um simplexo adjacente a outro quando eliminamos um vértice 

deste. o procedimento usado na triangulação de Kuhn é detalhado no 

capitulo seguinte. 

3.4. MtTODO HOMOT6PICO PARA CORRESPOND~NCIAS 

Para aproximar um ponto fixo de uma correspondência 

n* 
-+ s , procedemos como no caso de funções. 

s.c.s. 

• 

Definimos G por G(x) = F(xl - {x} = {f - x/f E F(x)} e a 

homotopia 

H: Sn X (0,1] -+ un* 

(onde = {x E ffin+l/ L X, = 
J 

o } ) . 
j 
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como 

H(x,t) ~ {tg + (1-t)r(x)/g E G(x)}. 

Definimos uma aproximação linear por partes a H com respeito a 

triangulação T, e, como antes·, tracejamos uma trajetória de zeros 

desta aproximação. 

3.4.1. REFORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE EQUILÍBRIO ECON0MICO (PARA UM 

MODELO COM PRODUÇÀO) EM TERMOS DO ZEID DE UMA CORRESPOND!':NCIA. 

Esta formulação e devida a Todd (19 84) . Àntes de apresentar 

a reformulação do nosso problema, vejamos como proceder para refo~ 

mular o problema mais simples de uma economia de trocas. O objeti-

vo é apresentar o problema Como uma determinação de zeros em 

na medida que muitos algoritmos são melhor formulados em IRn. 

Queremos achar o ponto fixo de uma função 

problema ê equivalente a achar um zero da função 

n n 
f : S -+ s . Esse 

- n n • g :s -+ u, on-

de g{x) = f (x) - x. ~ simples extender g a uma função g : Tn -4 un, 

cujos zeros sejam exatamente os· zeros de g o Poderí.amos", por exemplo, 

definir g{x) = f(p(x)) - p{x), onde p: Tn-+ Sn, e a projeção 

+ T + p(x) =x/e x , com 
+ + + x = (x , o o. ,x } • 

o n 

Seja, de outro lado, uma dada transformação linear não-sing~ 

lar L : IR 
n 
~ un . Então, podemos formular o problema de achar um .. 

de 
n un zero g : T ~ como o problema equivalente de achar um zero 

n IRn onde para g : m -+ ' 

------- -------- . 
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Para que o condicionamento de g não seja pior que o de g, -e 

conveniente escolher L como uma transformação ortogonal. Urna esco­

lha conveniente, que requer sã o(n) operaçoes para avaliar L e 

-1 
L , é dada por 

T N X? onde N é a matriz de or-

dem (n+l) xn dada por as Últimas n colunas da matriz ortogonal 

T 
I- a a/a, onde 

"= (n+l)+(n+l)l/Z e a = (l+(n+l)l/Z, 1, •• .,1) E IRn+l, 

Para o caso do modelo walrasiano geral de equilibrio com pr~ 

dução, temos urna matriz A= [-I,C] de ordem (n+l) xm e procura~ 

mos um vetor x* E Sn , tal que o excesso de demanda nesse ponto, 

e(x*), satisfaça e(x*) = Ay, y > O T 1 m e x* A < O. Sejam a ., ••• , a 

as colunas de A e supomos que 
A AT 
x>O/xA<O, 

Convertiremos este problema em um problema de achar um zer~ 

de uma correspondência n n* G :T -+ U ; e equivalentemente, como a~ 

- . - n n* tes, podemos achar o zero de uma outra correspondenc1a• G : IR --+- lR 

A idéia para construir G é definir ajustes de preços adequa-

dos, quando estes não representam equilibrio. Definimos uma subdi-

visão poliedral 

E Tn/xTA sn = {x < O} c e X. 
- J 

para j = 1,2, ... ,m. Um preço 

de da seguinte forma: 

T . T k 
= {x E ~/x aJ ~ rrax{x a /12_k 2_ml 

..• 
de equilibrio deve cair em X o 

X = 
o 

> O} 

. X. ' J 

é o conjunto de "preços" (possi\l'elrrente sem resr:eitar a não-negatividade) 
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no que a atividade j faz o lucro máximo que e nao negativo_ Em X. 
J 

modificamos x para diminuir o lucro da atividade X 
o mo 

dificamos x para aumentar (diminuir} os preços dos bens com deman 

da (oferta) e~ excesso. Então, gostarlamos de por em G (x), 

para x em e(x) em G (x),, para x em X
0 

Para ficar em un 

devemos fazer algumas modificações. Definimos: 

~ (x) ~ (I -

Então ;;(x) e 

bre un . 

Se definimos 

T 
e e) 
n+l 

e (x) 
' 

A ~ (I -
T 

e e 
n+ll A • 

sao as projeções ortogonais de 
' 

0 A 
g (x) ~ e(x) 

' 
Al -a- e 

G(x) = conv{gj(x)/0 < j < m e 

pode-se ver que se o E G(x*), então x* E X c sn 
o 

e(x) e so-

e o peso 

g
0 (x*) é positivo. Assim, ê(x*) - Ây = O, para algum y > Q_ E·da 

qui, temos que: 

e(x*) = Ay com 

.. 



CAPl':TULO IV 

O ALGORl':TMO DE MERRILL 

Os algoritmos desenvolvidos por Scarf para aproximação de po~ 

tos fixos tem a desvantagem computacional de que a triangulação 

usada é fixa. Portanto, para melhorar a aproximação obtida, tem 

que se mudar de triangulação (para uma mais fina) sem possibilida-

de de reaproveitar os cálculos anteriores. Merrill (1972) propos 

um algoritmo que permite reaproveitar a aproximação feita com uma 

determinada triangulação, fazendo com que o ponto inicial para ini 

ciar a busca do ponto fixo possa ser qualquer um (o algoritmo de 

Scarf precisa iniciar na fronteira do simplexo). Portanto, com 

triangulações Tk , com tam Tk-+ O, consegue-se boas aproxima­

çoes dos pontos fixos. 
• 

Iniciamos a nossa discussão do algoritmo de Merril apresen-

tando a triangulação de Kuhn usada no algoritmo. 

4.1. TRIANGULAÇÃO DE KUHN 

Como jã dissemos antes, a diferença entre os algoritmos sim-

pliciais está na triangulação T usada no domínio da função. Aqui .. 
apresentamos a triangulação K, usada por Merrill. Esta triangula-

ção é chamada com frequência "triangulação de Kuhn" (ver Todd (1976) ). 
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Seja K 
o 

n { n = Z = v E IR /v. E 

" 
Z, i = 1, ••. , n} • Se E K 

o 
e p e uma permutação de {l, •.. ,n}, então denotamos por o(v0 ,p) 0 

'l {o n) d n-s1mp exo v , ... ,v , on e 

i+l 
v + , i=l, ... ,n. 

LEMA 4.1. Se K = {o(v0 ,p)/v0 E K0 } então K e uma triangulação de 

IR n . 

PROVA. Ver Todd (1976). 

Jã que temos triangulizado IRn 
' vejamos como pode-se trian -

gulizar sn . Para qualquer um c c mn e 8 E m, 6C denotará 

{ôc/c E C). Para qualquer famllia T de subconjuntos de IRn e qual-

quer ô E IR, na o nulo, ôT denotará {óC/C E T). Se T e uma trian 

gulação de D, OT sera uma triangulação de OD. Em particular OK 

é uma triangulação de IRn. Então, temos triangulações de JRn d~ 

diâmetro arbitrário; estas geram triangulações de como segue. 

Seja > ••• > x > 0}, primeiro .triangular~-- , - n-

mos e depois obteremos triangulações de 

-
Escolher O < m EZ e seja K a coleção de todos os n-sLrnplexos de K que 

como ca 

da vértice de a pode ser obtido de x, arredondando cada compone~ 

te de x ao inteiro imediatamente supe~ior ou inferior, então ca-

da vértice de a também estã em mcn. ~ simples de ser -visto que K 

• 
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trianguliza mcn 
-l-

e m K trianguliza n 
C . Agora usando uma trans 

formação adequada obtemos uma triangulação de sn. Vejamos, seja 

Sn [ o 1 n1 t 1 = e ,e , •. ,e 1 a que h(x) = e 0 + Qc , 

com Q como a matriz 

-1 

o 
-1 

-1 
o 

l 
(n+1) x n 

Então h - um homeomorfismo entre cn sn e e • 

l:X:mde, cn está triangulizado por 
-1-

transformando n se m K, c , por 

h ' em sn, obtemos uma triangulação de sn que denotaremos 

• 
DEFINIÇÃO 4.2. Seja a matriz Q dada acima, qj a sua j-êsima co-

1 J. - l n e K0
1

(m) ~ {y una, - , ••• , 1 

y
0 E K~(rn) e p é uma permutação 

onde 

E Sn/my, E z I i= o., .•• ,n}. Se 

' 
de {1, ••• ,n}, seja· a =<y0

, ••• ,yn) 

i-1 -1 pi 
= Y + m q ,i=l, ... ,n 

.. 
Se 

n a E s , denotaremos 
o ,. ~ k

1 
(y ,p) (m é impllcito). K

1 
(m) 

'· 



e a coleção de todos esses 

EXEMPLO 1.3. (n = 2). 

k( (1/4,1/4) '(1/2)) 

k( (3/4,1/2)' (2,1)) 

o 
k1(y,p). 

h 
' 2 e ' 

,, ,.,,-, 

o 
e '---~~~~--~~~e1 

I 
k1 ((3/4,0,1/4)' (1,2)) 
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• 

k1 ((1/4,1/4,1/2) ,(2,1) 

Os algoritmos homotópicos geram uma sequência de simplexos 

da triangulação T' com oi e oi+l adjacentes • 

Obtemos 0 i+l de oi eliminando um vértice y de oi e aumen-

tando vértice + obter de um novo y . As regras para 0 L+l a. e y 
' 

sao chamadas de regras de pivoteamento de T. 

• 
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Dado que geralmente numerosos destes simplexos sao gerados 

para obter uma aproximação suficientemente boa dum ponto fixo, -e 

necessário uma regra de pi voteamento simples. Seja a= ( y 0 , ... , yn ) 

o 1 o n o 2 
= k(y ,p ) dado. Desejamos obter T = ( z ,. ••• ,z > = k(z ,p), com 

todos os vértices de a exceto yi. A tabela abaixo mostra como z 0 

2 
e P dependem de 

o 1 
y ' p e i (desta tabela é simples obter 

vértices de L) : 

T K zo 2 = p 

1 
o p1 1 1 '1 

i = o y + e (p2' • · • ,pn,pl) 

o 1 1 1 o < i < n y (pl, .•. ,pi+l ,pi, ... ,pn) 

o 
i = n y - e 

Para OK, substituir 

1 
pn 

e 

1 1 1 
(pn,pl' • · .,pn-1) 

1 
p1 

por Oe 
1 

pectivamente. Para T = K
1 

(m), Substituir 
1 

p1 
e e 

-1 Pn 
e m q 

4.2. HIP0TESES PARA A FORMULAÇÃO DO ALGOR!TMO 

.. 

e á e 
1 

Pn 

e 

1 
Pn 

por 

' 

m 

os 

• 
res-

1 
-1 p1 

q 

Começaremos estabelecendo as hipóteses que faremQs no 
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desenvolvimento do algoritmo. 

Desejamos achar um zero aproximado de uma correspondência s. 

n n* c.s. G : m --1-m . Supomos que G satisfaz as "hipóteses do 

Corolário 2.9. 

HIP()TESE 4 . 3. Existe x0 E lRn 
' ô > o e ~ > o tal que se X I< 

í" B(x o 
, l-1) , f E G (x) + {x} e z E B(x,ó), então 

T o (f -x) (x -z) > o 

(com a hipÓtese 
T O} - fácil ver feita em 3.4.1, {x>O/A X< r' 121 ' e que 

nosso problema de achar equilibrio para uma economia com produção 

satisfaz a hipótese 4.3). Escolhamos c E m.n \arbii;rariamente e 

seja M uma matriz real não singula:r: {n xn). Definimos a homotopia 

H(x,t) ~ {tg + (1-t)M(c-x)/g E G(x) }, n 
(x,t) E JR x[O,l] ( 4 .1) 

Observar que (CT,O)T - . d e o un1co zero e H em JRnx{O}e que 

qualquer zero de H em JR n x {1} -e zero em G • 

Uma triangulação T de m.n x [0,1] com T° C m.n x {0,1} 
. 

é chamada especial (a triangulação de Kuhn é especial) . Se 

projeção de a ' e o tam' T = 
q 

A 

tada por 

triangulação 

T.,i=O,l. 
l 

de 

é o diâmetro da 

diarn' o , para q = 2, oo • 
q 

cujos simplexos são { x0
, •• ~ ,xn) 
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Observar que a restrição K de K (como triangulação de 

IR.n+l) a JRn x { 0,11 é especial. Seja E a matriz (n+l) x (n+l) 

[ o l n] -e , c: e , ... , E: e , entao 

K (E) {( -1 n)/( -l n) E - 1 Ev , ••• ,Ev v , ••• ,v K 

é especial. Ternos que tam~ (K (E:) l = E e tam_2 cK (E) ) = E vn. 

Vamos supor que c cai em um n-simplexo de T
0 

ou, equiva-

lentemente, que cai em um n-sirnplexo de T. 

DEFINIÇÃO 4.4. Seja HT(v) uma aproximação LP de H com respeito a 

( o k+l) E Tk+l d f. , T. Se a= V , ••• ,V 1 e J.UJ.ffiOS a matriz de rótulos de 

a como 

l . . . l 

Lo ~ • 
HT (v o) . . . HT (vk+l) 

Dizemos que a é completo se existe uma solução a 

Lay ~ e 
o 

' y > o . 

LEMA 4. 5. Sejam H,T e HT como acima e c; E Tn U Tn+l • Então 

existe um zero de HT em a se e somente se a é completo.O único 
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zero de HT em JRn x {O} é (cT,O)T, e se HT(x*,l) =O, então x* 

é um zero aproximado de G respeito de T
1

. 

PROVA. Ver Todd (1976). 

4.3. CONVERGENCIA DO ALGOR1TMO DE MERRILL 

Para estudar a convergência do algoritmo, vamos interpretar 

a trajetória de zeros determinada por HT como um grafo r. 

DEFINIÇÃO 4.6. Os nos de r são (n+l)-simplexos 'completos de Te n­

simplexos completos de Tn que caem em IRn x {O} ou lRn x {1} . 

Dois nós são adjacentes se um deles ê uma face do outro ou se eles 

compartilham uma face completa. 

LEMA 4. 7. 

(a) r tem só um nó em IR n x {O}, digamos, o n-simplexo T
0 

de 

que contém 
T T 

(c ,0) • 

n• 
T 

-(b) Qualquer no de r que cai em 
n . 

lR x {1} fo'rnece um zero aproxi-

mado de G • 

(c) Se tamz T ~ 6 e 'M é definida positiva,. e a hipÓtese 4.3 é 

satisfeita, r tem um número finito de nós 
. 

I~ 
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PROVA. Os itens (a) e {b) sao consequência imediata do lema 4.5. 

(c) Provaremos que fora de uma região compacta nao existem simple-

xos completos. Temos x 0
, lJ e õ tal que se x ~ B (x0 , lJ) ' f E 

E G (x) + {xl e z E B(x,ô), então T o o . Seja 11 Mll
2 

(f - x) (x - z) > ~ 

~ max{ 11 Mxll zlll x11 2 
~ l} e n ~ min{xTMx/11 x11

2 
~ 1}. Corno {x E IR n /11 x11

2 

~ l} e compacto, então IIMII 2 
< oo, n > o. 

[O,l]CIRn+l Então C é compacto. Provaremos que todos os 

simplexos completos estão em c. 

Seja a E T com um vértice v* = (x*,t*) ~C e o s = x - x* 

Provaremos que sTHT(v) > O, para todo vértice v de Oi portanto, a 

nao pode ser completo (pois, a completo implica 

=O=t-O=Lw. 
~ 

O, uma contradição~). 

Seja v= (x,l) vértice de a, então HT(v} =§E G(x), para 

algum g, então f ~ g + x E G(x) + {x}. Como 
o 

x*~B(X,IJ+ó) 

x E B(x*,ó), então o X 5l B(x 1 lJ). De onde pela hfpôtese 4.3 

T o · s HT(v) ~ (f - x) (x - x*) > O. 

• e 

' 

Seja v = (x,O) vértice de a, então HT(v) = M(c - x) e 

T o T o T o s HT(v) = (x - x*} M(c - x) = (.x - x*) M(x - x*) + 

+ (x0 - x*)TM(c- x0 ) + ("x0 - x*)TM(x*- x) 

o primeiro termo do segundo membro é poSitivo; vejamos'que domina 

aos outros dois: 
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o T o 2 o 
(x -x*) M(x -x*) >v n >n v~· > viiMII

2
o + viiM11

2
11c- x 11

2 
(l) 

Como, 

Então, (1) implica que 

o To [o T o To (x - x*) M(x - x*) > (x - x*) M(x* -x) + (x -x*) M(c -x) ], 

de onde STHT(v) > O. 

Portanto, todos os simplexos completos estão em C e o resu~ 

tado está provado. • 

fi: simples ver que os nós de r tem grau .1 ou 2,segundo sejam 

n-simplexos ou {n+l)-simplexos. Então, combinando os resultados an 

teriores, temos que: 

TEOREMA 4.8. Cada componente conexa do grafó finito r ê um circui­

to simples ou urna trajetória s·imples, onde cada um dos seus pontos 

terminais é T ou um n-sirnplexo em IRn x {1}. 
o 



56 

4.4. O ALGOR1TMO 

Supor que temos G,6,T,H e HT como na Seção 2, com tam' 
2 < -

ó . Seja c uma aproximação inicial a um zero de G, T o sim-o 

plexo em Tn que contém (cT,O)T e al o simplexo em Tn+l com 

L como uma face. O algoritmo constrói a trajetória simples em r 
o 

com L como um ponto inicial. 
o 

4.4.1. ALGORÍTMO BÂSICO 

PASSO O. Formar o sistema correspondente provalldo que T é comple­
o 

to. Seja + v o vértice de a
1 

que não está em T • Fazer k +- 1. 
o 

PASSO 1. Calcular e introduzir a coluna ( na base 

l 

atual, substituindo a coluna ( HT(v-)) , com v um vértice de ok 

(determina-se v 

gramação linear) . 

com um pivotamento tipo método Simplex da pro­
• 

PASSO 2. Se a face T de ok , oposta a v , cai em lR n x {1}, , PARAR 

(T contêm um zero aproximado de G) . Caso contrário, seja ok+l o 

único simplexo de T que compartilha a face T. Seja + v 

vértice de ak+l , fazer k +- k+l e ir para o PASSO 1 . 

.. 

o novo 



57 

4.4.2. ALGORÍTMO COM REFINAMENTO DE MALHA 

o. Escolher 
n~ 

{oi l decrescente o. PASSO uma sequencia com --+ o e 
1 

o < o • Para cada i escolher uma triangulação T (i) com 
o 

tam' T (i) 
~ o. . Pegar X o E IRn e fazer p +-o. 

2 1 

PASSO 1. Aplicar o algoritmo 4.4.1 com T e X
p 

(p) substituindo T 

e c, respectivamente, e alguma matriz M 
p 

ra obter um zero aproximado xp+l. Fazer 

PASSO l. 

, positiva definida, pa-

p +- p+l e voltar ao 

-Eventualmente, xp deve-se perturbar senao cai em um n-sirn-

plexo de (T(p)) 
0 

.• 

..• 



CAPÍTULO V 

EXPERI~NCIA COMPUTACIONAL 

O algoritmo de Merrill foi programado em FORTRAN77, precisão 

dupla, e rodado em um computador DEC-VAX/VMS Version V4.3. Como a 

matriz M, em (4.1), foi usada a matriz identidade e para efeitos de 

gerar uma sequência de malhas de tamanho decrescente (4.4.2 - PAS-

SO 0), usou-se o fator constante 1/3. Como critério de convergen­

cia, usou-se um tamanho de malha menor ou igual a l0-11 ou RESÍDUO 

= !IOFERTA-DEMANDA11 2 _::lO-lO • A cada ciclo maior permitimos um nú 

mero máximo de 300 iterações (pivoteamentos tipo método Simplex da 

programaçao linear). De maneira que, se em um máximo de 300 itera-

ções não é achada uma nova aproximação, é gerado um novo sim-

plexo adjacente inicial para reiniciar o ciclo maior ou solicita-,• 
do para fornecer uma nova tentativa inicial (se for o primeiro ci-

elo maior). 

5.1. DESCRIÇÃO DO PROGRAMA 

Aqui apresentamos as variáveis mais relevantes usadas no pr~ 

grama, o fornecimento dos dados e um diagrama de blocos básico 

'•• 

N: número de bens (é solicitado na execução do programa). 
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M: número de atividades lineares, sem incluir as atividades de des 

perdício (é solicitado na execuçao do programa) • 

Kl: numero de consumidores (é solicitado na execuçao do programa). 

O programa tem como alternativa apresentar os resultados a 

cada ciclo maior ou apresentar, apenas, os resultados do Último ci 

elo maior (o de melhor aproximação conseguida) • Isto é solicitado 

na execução do programa com a pergunta: 

"QUER SA1DA DOS RESULTADOS DE CADA CICLO MAIOR? ( S/N) " • 

ID: tamanho da malha em que é subdividido o siffiplexo unitário a c~ 

da iteração (o tamanho inicial é solicitado na execução do pr~ 

grama) • 

CHUTE: vetor de dimensão N que contém a tentativa inicial (a pri­

meira tentativa inicial é solicitada na execução do progra-

ma) • • 

ss: matriz de dimensão (N+l) x (N+l) cujas colunas contém os vérti­

ces do n-simplexo completo Considerado em cada i te'ração. 

o programa requer um arquivo de dados, FOR020.DAT, com cinco 

registros para fornecer o seguinte: 

UTIL: tipo de função de utilidade, que pode ser COBB-DOUGLAS, LEOª 

TIEFF ou ESC. ~ o primeiro registro do arquivo. UTIL está de 

finida como CHARACTER UTIL * 15. 

-~·--·- -----·····--- ........ --- .... ----------~----
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A: matriz de dimensão N x M cujas colunas representam as a ti vida-

des lineares {não são consideradas as atividades de desperdicio). 

~ o segundo registro do arquivo e os dados são fornecidos por 

linhas da matriz. 

W0: matriz de dimensão Kl >< N, cujas linhas representam as cestas 

iniciais de cada consumidor. ~ o terceiro registro do arquivo 

e os dados são fornecidos por linhas da matriz. 

PARUTI: matriz de dimensão Kl x N, cujas linhas representam os pa-

râmetros de utilidade de cada consumidor. ~ o quarto regi~ 

tro do arquivo e os dados são fornecidos por linhas da ma-

triz. 

B :vetor de dimensão Kl associado a função de utilidade.~ o quin-

to registro do arquivo. Se a função de utilidade for Cobb-Douglas, ,B deve 

ser composto de uns, i.e.,B= (1, ... ,1); 8 se for de Leontieff, B= (0, •.. ,0), 

• 
Outras VARIÁVEIS usadas sao: 

ITER: número de iterações acumuladas (pivotearnento tipo método Sim 

plex da programação linear) . 

ICICLO: número de ciclos maiores realizados. 

NÍVEL: Níveis de operação das atividades lineares depoi.s 'de cada .. 
ciclo maior. 
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~REÇO: Preços dos bens. 

LUCRO: Lucros de cada atividade depois de cada ciclo maior. 

DEMAN: Demandas dos bens. 

OFERTA: Ofertas dos bens depois de cada ciclo maior. 

RESTO(!): loFERTA(I)- DEMAN(I) I, I= l, •.. ,N, depois de cada ci-

elo maior. 

RES: Residuo total, i .e. , U RESTO li 2 • 

Jl: 1ndice da coluna de ss que entra na base a cada iteração. 

J2: !ndice da coluna de SS a ser substituída para gerar o simpl~ 

xo adjacente a cada iteração. 

J3: !ndice da coluna que sai da base a cada iteração. 

BINV: Matriz de dimensão N xN que 

se a cada iteração. 

representa a inversa da ba­
• 

JCOLSS: Vetor de dimensão N que indica as colunas de Ss na base a 

cada iteração. 

ROT: Vetor de dimensão N que representa o rótulo do vetor que en-

tra na base. 

O programa consta do programa principa!•chamado de PROGRAMA MERRILL 

e as subrotinas ROTULO, PIVOTA e DEMAND. 
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ROTULO; Calcula o vetor ROT. 

PIVOTA: Faz o pivoteamento tipo método Simplex para calcular J2 e 

J3; atualiza também os valores de NIVELe BINV. 

DEMAND: Calcula a demanda de cada bem. 

Apresentamos a seguir o diagrama de blocos básico do PROGRA­

MA MERRILL (o programa está no apêndice deste capitulo). 

.. 

• 



NÀO I Jl - JZ r----< 

CHUTE 

' \o--1 !D .,____. ID*3 t•NÃO 
SS (I+l,JCLSS) •3 

I= 1, ... ,N 

~r-:c~H 
~~ Kl, ID 

--------, 
LBI'l'URA DE DADOS 

FORNECER 

CHUTE 

!TER .,.._ 0 

GERACÃO DO SIMPLEXO 

ADA,JACENTE 

O SIMPLEXO CONTtM 

APRQX, 

"" 

IMPRESSÃO 

DOS RESULTADOS 

DO CICLO MAIOR 

(ID) -1 ~ 10.,-ll 

63 

• 

"" 
It"'PRIMIR DADOS 

DO PROBLEMA 
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5.2. RESULTADOS NUMtRICOS 

Com o PROGRAMA MERRILL foram rodados três exemplos que chama 

remos de Problemas 1, 2 e 3, respectivamente. O Problema 1 é devi­

do a Scarf (1967). O problema 3 é uma variação do Problema 2. 

PROBLEMA 1. 

o tempo de processamento foi de 10 segundos, com um to­

tal de 4047 iterações e 456 avaliações da função demanda. O tama­

nho inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (9,9,8,8,8,8). A conver­

gência foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados são mostrados 

a continuação. 

• 

• 



> 
' 



-~ . ... , 
IIICAMP 

_, 

1 -1 

'~ ' 

-]_ 
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PROBLEMA 2. 

O tempo de processamento foi de 5 segundos, com um to­

tal de 3853 iterações e 39 avaliações da função demanda. O tamanho 

inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (15,5,12,8,10). A convergência 

foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados são mostrados a con 

tinuação. 

• 

.. 



-~ '.1' 
o 

IICAMP 



NICAMP 

7 
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PROBLEMA 3. 

o tempo de processamento foi de 4 segundos, com um to­

tal de 1884 iterações e115 avaliações da função demanda. O tamanho 

inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (_12,8,15,5,10) A convergência 

foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados são mostrados a con 

tinuação. 

• 
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PROBLEMA 2. 

o tempo de processamento foi de 5 segundos, com um to­

tal de 3853 iterações e 39 avaliaçOes da função demanda. o tamanho 

inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (15,5,12,8,10).: A convergência 

foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados são mostrados a con 

tinuação. 
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PROBLEMA 3. 

O tempo de processamento foi de 4 segundos, com um to­

tal de 1884 iterações ell5 avaliações da função demanda. o tamanho 

inicial da malha foi 50 e o CHUTE = (12,8,15,5,10) A convergência 

foi atingida no ciclo maior 21. Os resultados são mostrados a con 

tinuação. 
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FK:::CtJT ;:,,"CHUT::(',I,'):' 
":::::.:· ,:,,ct-c,r:cr) 
1.3=r ··triLJ~:cn 

• 

I c-• "-

~~UI V~~lFICA~CS s= C C~UTE ESTA 2~M OAJC! CHLTE(l)+ ••• +CHUTECN)=IO 
lf(IS.Ne.~0) TH~~ 

>=~r~n ::<, ·::~;::: ~C FORt•ECI~ENTD ~J CHUT~. TENTAQ NOVAMENTE' 
C~S::RVACA0: CHLT~Cl) ••• +CHUT~(N) = ID • FKINT :,,,• 

~;;:: TO 20 
;:; r~ J I F 

[:Q 512 I=l,r\ 

CONTINUC 

L:O :514 J=l,N 
2Ir'-IVCI,J)=O.:G 

CJt~TI~UC 

:'INV(I,I)=l.C:O 

:~UI ~· GE~A~[ J Sl~FL~X , 0~ T~:~NGULACtG, ~UE CGNTE~ O CHU-
1 E 

CC: 515 i=l,i-; 
S.S(i+l,l) = C'-UTC.'(I) 
S"SCl,.:;:+l) = 



~ 
..,. CC\iTI;\U:;; 

IUCAMP CCJ 32.0 I::o2,t~+.i 

CO\lTI~iJ2 

Jl = 1 

CC 325 J=2,N+l 
:SC,J) :;; Cr',Ui::Cl-1) 

c.:,tHii\u·~ 

SS(l,I) = CHUT~CI-1)-1 
JCOLSSCI-1) = I 

~CU! CaLCULAM~$ C R:T~LG, ~JT, JC V~TCR ~UE E~T~A N~ BASE: 
ssc;:,, Jl > 

lJ CALL RCTLL0 (~S,ChUTE,2GT,A,~~fC~,~~~~N,N,M,Jl,J~QX,IT20,!Q, 

1 Jl 1 W0 1 PA~UTI,~,J~,I~~VôLF,~EV~LC) 

~~Ul C~LCGLl~~s 0 C:LL~J~ J3 ~LE S~I O~ S~SE E t CCLUNA J2 A 
S~k SGST!TJ!D~ l!A ~AT;rz SS P&~A GER~R O SIMPL~X ADJAC~NTE 

CALL PI~CT~ CE!•JV,ROT,~=Tl,~PS,~,3~SA:,JCOLA 1 JCJLSS 1 Jl,~IV1 
l ,~l,?!VO,J2,J?,J~~X,IT2.),~,J4,N?IVDT) 

ITE; = ITC.K+l 
IFCITER-IT.ST.300) GC r: 1600 
lFCl~TC~T2~110.)~10.~;.ITfR) P~l~T *,·rr~~=',ITER 

lF CITE~.G~.~) GC TO l54J 

Mwur tALCULA~cs c si~?L~x A~JACE~re 

JANT = J2 - 1 
JPOST=J2+1 
lf(JZ.E~.l) JA~T=~+l 

IF(J2.EQ.N+l) JPCST=l 
Cü S30 I=l,N+l 

CC~<TINUC 

,j 1 = J 2 

SS(I,J2l=SS(I,J~~Tl+SS(l,J 0 SST)-~SCI,J2) 

-GiJ TC 1430 

~: TC 151G 
1\ 'j = D 
:o 535 J=l,~+l 

IFCSSC1,J).~~.0.20) G= iG 535 

cc~t~Tl\'\U:· 

:FCNS.GT.l) GC TC 1510 



:c 540 J=l,;lj 
IF (~~SjC(J).~Q.C) S0 T~ 54G 
IFCJC~L~(J).~~.C) s: TO S40 
~~V~L(J(CL~(J)) = ~(J) 

[,_; S4S 1=2.,;-,+1 
59 =O.DO 
CC ?5U J=l,N+l 

co~~r r ~.u::: 

I~CSS(l,J).E:.l.DC) ~~ TC 550 
S.S=SS+SSCI,J) 

F~EC:Ci-1)=53/CI:*:~LC~T(~)) 

cc:.TI'"' 

·~*~*********~****~~~~~************~**~**************************** 
~~~~ CALCUL~NCS C V~TCR llCRD 

::.o SSi J=l,~! 

:=ü.GC 
CC 'i6G 1""1 ,;~ 

·,, = C+ P '-: ,: C C C I ) '~ A ( ! , J ) 
Cúrn rr~us 
LU(>;:_C;(J):::( 

cc~~TI!\'J:: 

~;UI C~LCULAM~S O V~TCR Ct~~~C~ FI1~4L 

::'" 565 I:::l,r~ 

F~::cc: c:>=~ :;,:,cR·.~c c c-;:) 
Ct..:rHI~U'2 

c:c 571) 1=1,.\ 
CF>:~- Td:J=iJ.'.~C 

'_· . ._; :7:· J:::l,f•l 
CFfSTOC1)=2=~~TA(l)+A(I,J)*NIVELCJ) 

C.":\T Jr'-U·:':: 
CF~;T~(l)=~~t?T~(I)+"~<:> 

lC::: C L C: =IC r:::_ L_.+ 1 



~ ..... 
• 

.. ICAMP 1~,'-IC$ A C;::.CAO ~t I\A0 It•\r'Kl.,~J:~,' l'S q_.:.sL·LT2.;::CS '~:: C~J.', CICLC: '4A!OR 
~ IMP;I~l~ SC~ENT~ J ~~S~LTA:: ~!~AL: 

IP CICHAVE.E~.l) TH~~ 

1 C. IC LI.; o::: r C I CL,j-1 
c L Sé 
i~ CYXl.EC. 'h') GC T0 13~ 

;:·:,.;:~~~ 77,IC.iC.L:: 
~~!TE(~l,i9) ICICL: 

?KI~~T l:}::J 
~J~~ATC' ~TlVI0a~E'tlSX,'I\!VEL",l~X, 'LUCRC'/) 
'A~ITd21d'JJ) 

.:.G 520 J=l,!~ 

C:J~"T 1,\UE 

FS!~T 1J5,~+J 1 \IVtl(J),~UCRO(J) 

~?!T~(2ltl0S)~+J,~!V~L(J),LUC~C(J) 

~:R1~~T (I4,16X,F15.7,SX,~l~.G) 

;;,;vn 11c 
·-~.~rr:. C2.Id1V> 
;.:.:;;:;,\1~T(//) 

~r\Ij~jT 11:; 
I\,CUT~C2l,ll5) 

F J :.; 1•1 A T ( o ';_ :: "· o ' 2 ... X ' • J ::: ,•: ;.'l, \::: ,l. o I !_ :_ X ' • J F E ';;> T ~ • ' 1 4 Y. I • R ::; s I r:J IJ G • I ) 
;<ES=J.iJO 
[i.J 5c:i0 1;:.1,~ 

R~ST~CI)=C~f~~TBCI)-:;~~~(l))*(OF~qT~(I)-2~MA~(!)) 

~:.S=k~S+Ri:STC(I) 

c::..;~n r~~uc 

~~1~1 12Q,I,C~~~I.(]),CF0~T~(!)t0SÇRT(RESTC(I)) 

'r.KIT::. C21,12C.)I,C::-NP.\!(I),:'F·:;r:;:r.!l(!),8S;:.:-RT(RESTGC!)) 

:c~M4T (13,20X,F15.7,5X,F15.7,5X,~l5.~) 

F;.;r;n 125 
~~i:i.ITEC21,125) 

FORM4T(II, • P~ECCS Fr~niS'/) 

~RINT 13C,CPQECOCi)/IC,I=l,rJ) 
r.~IT~ (2l,l3J)(P;tCC(!)/It,I~l,~) 

~~RI~AT(• ',FlC.a) 
r •. :nr::c2I,l35) 
=c~MAT(/////////1/) 

~i<:r:~T *,.!"'J~~i<.S c.e: rr~r·u.cc::-s=·,:rr.:;:: 

P~INT *• 'R~s=·,0$CQT(R~S) 
~;:;.:;~T '·'• ·~,f::V~L"'=',·"i~V~L;::, ·r·~:V.OL:J=',Ni::IIJ:.L:::, ·r·JPIVC'T=",~jP!VOT 

FIUI~T 14 
';..c:.o 1s,vx 

IF (l~~~VEl.~:.I) GC TQ lC~l 

.~ CICrl~~E.~~-1) GD TC 10:4 

IF'(YXl.u:;. 'N•) ·:>C Te 1:.'·3 
~ES=O.CJ 

:J 597 :=1, ~-
(\ t s h~ c r J = c a : .'.' ;:: ; .. , c r J -c r : ~,r ll c I J l ~, c s ~ rv' J. , j c r ) -c F :: "' r i.l o ) ) 
;;, ~s=,;.:t's+;;;t:)T·:,ci) 

;~I;,T ~,·*~~**~~***~*~ ~=~C~S~G ~T!NGl~J ~~****~******' 

;::,:,\T 1-



IICAMP 
15 ,Y X 

r=-cYxl.::~. ~1,"") 

Il.n~l/:1=1 

lC>i.:.V::=l 
,;c 7.: lOC·J 
~L5.: 

·:~;:.. H. l<JC1 
:,'-o :r 
~\!J IF 
r..JG=l 
\Ú=Ü 

CC 6Gl l=ltN+l 

LüNTINUé 
Cl'J=I~ 

LC b02 J-=1, 1-J-tl 
SS~~GC!,J)=5SC;,J) 

::_"] 603 J=l,v, 
(;JIV~L(J)=~IV:l(J) 

11:, i<,·J::.Kú+l 
lFCCKO.~T.~).~~.C~OJ.~:.c)l ~C TC 1GJ2 
r;:(\(iJ.r.:t.l)Tr.:.'! 
P~I~T *''**~***~***~~*CC~ A CGLUN3"",JCCLSSCKC-l),""DE SS NAO CO 

1 ~S~S~:~CS C0~V?~~~hCiJ, ~GJ~~~S PAqA a CCLU\A.,JCGLSS(KO) 
::.i~ :J I F 
JCLSS=JCCLSSCKJ) 
.:T=ITEj:.-~ 

GC 6·J5 I=l,~~ 

CH~T~(!)=5S~~2CI+l,JCLSS)*3.CO 

C.CioTI;..u:_ 
::::: 610 1: :;_,~-, 

CJt-;TII<U:: 

~c &l; J=l,'·< 
-:I~!V(I,J)=O.:'C 

c.::rnr~uc 

~-I'·iVC 1, I l=l. c; C 
~(I)=~2(I) 

t.AS.AO(I )=C 
JC'2L:l.( I)::C 

c.:; 620 J=l,~· 

~IV:..:L(J)=C.0C 

LJrJTII,i..J::: 

.L ..,r:::!TE.C21tl-+'J) 
;:.. iJ K ~\A T ( l r 1 , • •:: ~n': :;, ~' ':' ::~ '·"o~~' ::n:' ':' ::: 
..,~IT~C:l,l45)~,Kl,~ 

~C~M~TC" 4 0E 2~~S=',I3,~x,•w 

l tl3,/) 
~~IT~C21,14d) UTIL 
~~~~Jl( ' JJiL!COu~ ',!!3 1 /) 

t..~~lEC21,15V) 

c~oos CJ P~CSLE~A 

f~~:~AT(' -~~Tr.l: -, ~T!Y::~~~S: '/) 

*************""!!/) 



-~· • 
IIICAMP (:;t~Tl\U!:: 

~~RMaT C<~>C2x,F;.2)) 

','lfdTt:Cd,l~J2) 

fC:.<:·~..;:,T(/1) 

1.-.KITE:(Zltlfd) 
FC~~QT(' YAT~:z 2E ~EC0~SG3 I~!CIAS:'t) 

~·o ~4S I=l,Kl 
~RIT~(2ltl70) (~GCI,J),J=l,N) 

:.J~nrr\u:: 

FO~~ATC<t.)(2X,~9.2ll 

',r;!T':C21,16J) 
V.RITE:C21,175) 
F~~I4AT(' ~AT;Iz C~ PARA~~·r~OS 

c:: s-::v 1"'1 ,K.l 
~~ITEC21,1SCJ (PãPUTIC:,J),J=l,~) 

Ct.Ji'd INUC 
=:~~ATC<~)(2X,F~.:)) 

...,/<J:T~C21,1.SV) 

,,<.;;~T:C21,135) 

FDR!"AT(" V'~TCi- :;t P.ü.i<.,.~'f.T;::~s i::'/) 
~~ITEC21 1 1J0)(~(I),!=l,~l) 

: G :.; i•1;,. T C < !< 1 > C 2 X , ::: ':· • 2 ) ) 
SIJP 
IFCIC1CLC .>:·,;..C) 
;:-~l'-:T ,:,, '(Ji·' C 
;c i\: t; T 
F~I\1 

'~ , 

i='KI1\T l't 
1\C:il':: 15, YX 
rc-u .. v:::=l 
1C=Cl2 

• 

CC: t>55 I=l,:,+l 

c -
·~ L I '-' 

VLTI~<:: 

:o 655 J=l,~J"'-1 

SSCI,Jl=SS2E~C!,J) 

c:::: 66ú J=l,t~_ 

~lV~L(J)=C~IV~L(J) 

c::. TC 3G 

1 :JC :: 
c r' t.!T ::: .:; .: \C.~. c c 

JS s;:GU!r.JT:S:' 

COJ\VERGIR.' 

FRI~T #,"**~*~~n8 C~~S~~U~~CS C:NvE;GE~C:a.YU~~P C4UTE*****~ 
--, ''• 
"'',J 

~ ~~:NT *'"~U:~ c~~TI~U6Q? CSI\):" 
r;;:;.c 1S,YX2 
:.r=Ci'X2.::G.. ·~;·) v'- T·::; lC::,l 
:"It-;T ;;< 1 "~,,:~*,;,,:,,·~':'"' \'Ut:::t.• r-- c:,.LT'~ ~''::;,:.;.,::':~>:~:~· 

·, . .";:IT:: C21,21JG) 
Fc_::;uH•T("l",7J(":~·)/l-'<X,"~·::vi ;:-::'2:NICIAVOS:: t>.LGOP.IP1J COM NOV!J CH 

l~TE",l4X/7GC~*")) 

Su~RCLTI~E qcTuLCCSS,CHuT~,PJT,~,PR~CO,~E~AN,~,~,Jl,J~~X,IT20, 

l IJ,Kl,~O,?~quri,~,J~,~EV~LF,N~V~L~) 



UCAMP 

"~;;.L':' 6 
J-t=C 

SSC2C,i0J,CUUTE(2J),;2 
~ c 'T c i. ~,: > , A c z c , 2 c· > , :c " : c ~~ c z .) > , , ' ::: t-' " 1, c : c ) , ·,, 'J c 2 c~ ) 
P~~JTIC2u,20),~(20),S!1~~,IV 

l~C~SCl,Jl).~~.O.CO) G~ TC 5140 
I! 20 = u 
l T;."' O 
::;:, 5•)~0 I=l,j\; 

L=C:í·, •. ~:-~.1) CC T·: .;o~·c 

lFCS~c:+l,Jll.LT.CriUT~Cl)) GC T2 S060 
GC TG ;c-:c 
J.::,."' ! 
rr·.~=l 

k·:rcr>::::J •. :::o 
c_,:_r~T l~U:: 

~CT(J4)=1.·:>) 

..... :T7=0 

. J 

:!:TZO=C 
~,_ 323·J I=l,r, 

1FCIT7.E~.l) GC TC 522J 
I~CSSCI+l,Jl).N~.O.~O) .;~ TO 5230 
J4=1 
::;~ 521C· J=l,~~ 

r.cTCJ)-=.u.·~o 

((i,'JTII\'J:: 
KCTCJ4)-:o-1.00 
l T -, == 1 

;.IJ CJi\'T:I\:.J!: 
IFCIT7.~~.0) ~u TC 53~0 

':;~ TC- 5570 
)J lV= -l.f_i27 

..,1_,; :_:.:,7•) J:.l 1 ,-.:, 

C :C:·'H 1!'-JUE 

~·J 54;:0 1=1,\ 
sc~~=SSCI+l,Jll*~CI,J)+S~~~ 

CG'HI,\U: 
IF(3C~A.GT.IV) G~ 

(C. TC ;47C 
JI>\~)..::.J 

!V=sc.,v!l. 

\'.3.\';:..LF=~~EV,\LF+l 

.:c 5426 I=l 1 1\i 

FR~CCCil=SS(~+l 1 Jl) 

CJ~JTii\-'Ji.. 

C~LL C~~A~JC~~MD~,PRECG,~C,?~QUTI,IO,~,Kl,~) 

CC 552G I=J.,~, 

~~'TCI)=;:;~r-·~t-.(J) 

cu:~rr!\u:: 

GC TO 557J 

!\ cv A L·~=:~ t. V,~ L'~+ 1 

lT2ü=l 
LD sss.J I=l,i-. 

~CTCI)= -t(I 1 Jh~X) 



~ 
.,·"~ 
IIICAMP 

l 

SUbRCLTI~2 PlVGT~C~:~.V,~~T.~~Tl,~PS,~,5lSAD,JCSLA,JCCLSS,Jl, 

~:V1 1 nl 1 ~:V0,J2,J2 1 JM,X,IT2J,~,J4 1 ~PivlT) 

~=~L~3 :IrJvC2C,2GJ,~:rc~uJ,(~:jrJ.c2nJ.~~sc:o>,~<~J>,~:v1<2o> 

'"1(~0),~IV0C2~,:0J,XC,Xl,~~:~,TCL,O~LTA,;OT~,?HI,P~Il 

li~T~G~~. 8~5lDCZJ),JCCLAC~~),JCCLSSC~C) 

IF (J4.~f.)) TH~~ 

'-'li ':;H,;:;ij 1=1,:-.. 
;GT(I)=2I\V(l 1 J4) 
:~·L 5;: 
~."'J:VC::T=:\PlV..;T+l 

LC 60:~0 1=1,~·• 

XG=ú .. :::O 
e-<-· 6Cé:J J=l 1 1\ 

f~=X:+~.l~V(!,J)*~~T(J) 

~·,) lú~iTI\U:; 

í"C. 68.~.~ 1::1,)\ 
~::;T(l)=ç;_CTl(:::) 

,.') CCi·JTI\U:: 
Jf 

1CL 
.... ~LT,'\ = 5.J-'+ 
:::nr = l.C~7 

:;: = 1 ' ,., 

::;\iJ iJC 

lF(~Cl(l).G~.lGL) Tn~~ 

~~:1 = (~(!J+C~LT~)/RCT(I) 
IFCP~rl.LT.?~l) T~~N 

P:-1I = 0 "'111 
ENJ 1r 
EI~J ! F 

~C.Ti•1= -1.:37 
:=1,~· 

IFCC~CT(!).~~.TJL).~NC.(~(!)/RJT(I).LC.P~I)) THE~ 

lF(~~T(!).G~.~~T~) T~E~ 

~CH1=~orc:l 

j:{:='l" 

i'.,\;·:: 1 F 
~. ,·~ :.: 1 F 

i:.C.SiiD(J.3)=0 
Jc::·L~(jJ)=.J 

~rc:r::.l.::.::·.:_) .:;.J r.::: :.:!::J 
.:;,;.s.~::<J3l=l 



I~CAMP J2=JC.:.:..:JS(J.3) 

JCl:-LS.::CJ3)=Jl 

:.,..) t:;4l'J :=1,:-, 
G ~~Vl(i)=-~JT(l)/~CT(J3) 

~lV1CJ3)=1.J~/?L1CJ3~ 

~l(l)~~CI)+~!~lCI)*~CJ3l 

~l(J3J=P1Vl(J3)*~CJ3) 

-:C ó-t33 1=1 ,;\ 
,j dl):::?.l(JJ 

;:,...; b310 J:::l,.\ 
6SGD r·=l,r~ 

0 !~0(1,J)=cl~~CitJ)+PIV:(l)~~IhV(J3,J) 

c:\!T!:,u~ 

:_;:;.,T:~IJ:: 

:, ::h~;..,~' 

FIVGCJ3,J)=P!vl(J~)*~l~VCJ3 1 J) 

CC t-5SJ .J=l,:~ 

·-·Ir~ V( I, J)=PIVC Cl, J) 

CC:'JTI'\\L 

~~AL»d DE~A~CZ0),~~~CC<20),J0CZU,20),P~~UT!(20,20),3(20) 1 Sl 1 

l S2,S20,~?C,S4Ctl: 

: ... :~l~ü J=l,;, 
CEi•\iiN(J)=C;.CJ 
<-W 6120 l=lt'<l 

O CC~Tl~U~ 

u c...,,.,r 1r,:,: 
rcTUk~• 

t ., -

SZ=ú.C0 
Sl=·.J.cC· 
:c :>C2~ K=l,\ 

CC.i<~lll\U:: 

S!=Sl•?PECQ(~)*~CCI,K)/IC 

S?O=C?R~CC(K);:S)**Cl.CJ-9(!)) 

S40=S~o~cAqUTlCI 1 K) 

S2=S2•S .. ·) 

Sl=P~~UTl(!,J)*Sl 

;~:(C~~~2(J)/1Q)**~CIJ~S: 

:E~A~CJ)=J~~~~(J)+Sl1S2 
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