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SUMARTIO

Este trabalho tem por finalidade apresentar métodos
para resolver sistemas consistentes e inconsistentes de equagoes - -

lineares.

CAPITULO I : Uma variagao no método de Gauss, com uma estratégia

diferente na escolha dos pivés.

CAPITULO II: Minimizagao.de residuo no sensoc da norma L, , usan—

do programagac linear. -

caP1TULO IIT: Algoritmos para determinar uma solugac de norma mini

ma L de sistemas consistentes de equacoes lineares.
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Notagdes e Definigdes

= {(xl,xz,...,xni 2Ky ER , 1= i,;..;n}. _

2. x = (xi)

nxl ° um vetor coluna com n componentes.

3. X' : o transposto do vetor x. .

4. A= {(a

ij)mxn : matriz de.ordep mxmr.

5. A' : a transposta da matriz A.

A=

6. L (x) =|x| = max {{%,],....1% [} para x € R" .

7o Ly o= lx |l =[x ] + [x,] 4.0+ |x | para x € R".

8. K? 1 O espago R" munido da norma L
n T ehl
9. £, : o espago R munido da norma L .

10. Para x € Rn .

sgn({x) = ((sgn(x)) j) onde

nxl

i
9

(Sgn(x)Tj'= sgn(xj) =70 se X



11. Problema padrao de programagao linear :
f
min ¢'x
AX = b {problema primal}

b ) ) ‘ . o x ..>- 0
12. ‘Problema dual do problema em (11)

-maﬁ iib‘,
A'y <.c

— i = < > i ' i
13. Uma matriz 25__ (aij)mxn ,cqm m .n(m . n) satisfaz élcondﬁ
¢do de Haar, se toda sub-matriz mxm {(nxn) deé-A .2 ndo.singu —

‘lar.

SIMBOLOS
Simbolos’ Significado
- diferente-
€ pertence
é | nac pertence
e se e somente se
P -conjunto vazio




carpitTuLo 1

"UMA VARIAGCAO NA ELIMINAGAO DE GAUSS"

INTRODUGAO:

Dado um sistema nxn de equagaes.lineares

-AX."’br_-'

determinar a solugao deste sistema & achar Xys Xypeeep X, € R tais

de x,a; + X.a, +...Xx . a_ =Db. onde a, & j-ésima ' iz
q 131 23y * n?n . y j ma cecluna da matriz
A, e x. & a j~&sima componente da solugdo X. -

_.j . .

0 algoritmo resolve sistemas lineares usando estraté —

gias de pivotamento, de maneira a tornar a norma L w o residuo
r =b - AX menor que e > 0 dado. -
Desenvolvimento:

0 algoritmo proposto & baseado no método de eliminagdo

de Gauss, com uma nova escolha dos pivos.

)

Requer uma matriz A = (a um vetor

ij nxn’

b = [bl""’bh]' e um ntmero ¢ > 0.
Dado o sistema Ax = b. Para uma solugao inicial
x(o) = (0, 0 ... 0) teremos o residuo r(o) =b — Ax(o) .

(0)

Seja L = 1. Tome a componente de r de maior valor

absoluto. Nesta linha, tome o maior elemento em valor absoluto da



matriz A. Esse elemento escolhido ser2 o pivdo determinado.

Trocas de linhas e colunas s3o efetuadas de maneira
que a linha escolhida seja trocada coﬁ a L-8sima linha, 'e'.ol ?i#&
oéupe a (L, L) ésima posicdo. | J
_ Apliéa—se o métédo'dé:eliminagao ée Gaﬁsé, e'obﬁéfemos."
x L) - ffo), 0 ... D)Icolocando_ﬁs ﬁarémetrog gue ndo sdo escolhi-
dos.iguais a zéro,'e o parametro restante por.subétituigéés na -ﬁ;
ésima linha da.matriZ'A.. o -
| Para eSta'solugao, teremos o residuo r(L)=1)-AIBﬁ&ng
onde l%llé a matriz de permutacio qué sé'refere'as trocas de colu-

(L)

-

nas para a determinagao da solugao- X
Faga L = L + 1 e novamente uma ercolha é feita no re
siduo atual, e um novo pivd & determinado. Procede-se como anterior

mexn te .

_ o k) _ _(k) _(k} (k)
Para L = k, obteremos X "_Xl P X, ...xk. £0...0)
. (k} _ (k)
e o residuo correspondente =b - A(ka ).

A solugao %) como antes & obtida pela substituigao

nas primeiras K egquagoes do atual sistema obtido,e gque se 'satisfa-

s Lk
zer a desigualdade |[b- A%SJ )||m

< £, teremos uma solugac aproxima
da para o sistema dado.
k : .
Normalmente x( ) tem k componentes diferentes de
zero, aquelas componentes due irao satisfazer k equagoes do sistema

original (com negligéncia de erros de arredondamento)

Para a solugao x°Y= (0, 0 ... 0) temos um residuo cor



(0)

respondénte rt %_(bl, bz,..._bﬁ)f.;?ara a-solugao'
x(l)f= (x(l), 0, 0_,..,0) 0 residuo cofrequdente sera _;ﬁfl?"g

= 0, pi1) (1)) ereralizando. desois de ko g
= (0, b2 ey bn_ ). Generallzando, dep01s do k—e51mo passo¢ da.

+ elimina¢do. de Gauss, para k = 0,...,n-1 teremos a solugao aproxi—‘

'mada x(k) = (x{k), kék) . xék), 0 ... 0) eo COrre5pondent¢._re?f‘
,7siduo Ir(k?=_(0;... G, béfi,...,b(k)) tal que 'r(kg'=_b fAﬁPJékx}-f
As componentes de r(k) dlferentes de zero, ocorrem de'

pois do k—esimo passo, e podem ser anallsadas apenas olhando o] atu- ;

al vetor b mas n-k equagoes.

Devido ~ trocas de linhas durante o processo, & neces-
sdrio guardar a ordem dessas trocas, para posterior substituigdc da-
x(k) k

solugao aproximada =1,...,n-1, e'obtengao dos respecti-

vos residuos, antes da n-ésima iteragao de Gauss.

Caso executarmos o algoritmc em n-l1 passos teremos a

solugao exata do sistema dado (a menos de erros de arredondamento}.

ALGORITMO

Seja um sistema nxn - de equagdes lineares AX = b

all xl + al2 x2 + ... + ain xn = bl
q - *

anl xl + an2 x2 + ... + ann xn = bn
L.




1¢ Passo: Tome x(o) = {0, 0 ... 0) , ¢ >§0 e k=1

{
)

29 Passo: Selecionar dentre as Gltimas n-k+1 equagoes, a maior com-
- ponente do vetor bk em valor abscluto; onde bk sao veto-

' - res modificados pelas trocas de linhas e operagoes de pi-

votamento. .-

39 Passo: Selecionar nesta equagdo dentre os n-k+l coeficientes, o -

“de maior valor absoluto, que serd escolhido como pivd.
49 Passo: Determinado k_ésimo pivG, executa-se a eliminacdo de Gauss.

59 Passo: Se Hb-wﬁﬁgékyflm < g, entdo x(k)_é a solugae aproximada.

Caso contrario faga k = k+l ‘e va para o passo 2.

ANALISE DO ALGORITMO

1. 0 algoritmo apresentado & usado gquando os residuos podem tornar-
se pequenos, resolvendo o sistema para k pardmetros e fazendo os

demais zero .

2. A cada passo, gquando tomamos o maior residuo atual, este &€ for-

¢ado a tornar-se zero.

3. A escolha dos pivos como maior elemento em cada linha da ao algo
ritmo a mesma estabilidade do método de Gauss com pivotamento

parcial.



- EXEMPLO:

-
Xy + x, + Xq = 89

c . . ) : . .
X, + 4x2 f 16x3 = 2Q9. (1)

g X, * 5x2 + 25}{3 =_20;

i) Aplicando o algoritmo apresentado teremos:

S+ X

* / = .
16 x% .+ 4x, + X, = 209
9 3/4 x, +15/15 x| = 1215/16 - (2)

-5/4 x% — 9/16 %, = ~2009/16

.
r * S '
16x3 + 4x2 + xl = 209
d-5/4 X, - 9/16 X, = -2009/16 (3)

3/5 % = 3/5

N

Resolvendo (3) por substituigao, teremos a solugao exata

X, = 1 Xy = 100 Xg ==-12



3) mostra também uma solucac aproximada

x(z) = (0, xéz), xézl)' que corresponde ao residuog
r?) = (375, 0, 0)° colocando x) = 0, substituindo nas duas -
o - (2) 2009 . 241
_ primeiras equagoes X - o

= (0, =g+ = )t
ii) Aplicando o métédo'de'eliminagao'dé Gauss ao sisteﬁa (1) teremos:

Xy b Xy o+ X, =¥89
cfsx2 + 15x5 = 120
433 = =48

(2) (2)

.

= (x{‘ r Xy 0) qﬁe corresponde ao residuo r

(2)

colocando Xy = 0 teremos x = (49, 40, 0)' e

- - 2
o correspondente residuo sexra r( = {0, 0, —-48)"

iii) Aplicando ao sistema (1) o método de Gauss com pivotamento par-
cial.

Trocas de linhas e colunas sao efetuadas.



xl_+ ;2_f Xy = 89 . -
.'I . . . i _-h.: . ')
| 4x, f gyxa? l;_
| L . '_3}.:_3.='36", - " , | >

| Desde que a 22 e 32 equagﬁé foram trocadas, colocando X, = 0, tere’

x (2

3

- mOS = (61, 28,_b)_ ¢ o respectivo residuo .

V2 (0, 36, 0) = b - ax'® _

Podemos observar que nos casos ii) e iii) em nénhum de -
les depende do ‘residuo. Ac contrario o algoritmo apresentado além
de determinar uma solugac aproximada, obtemos um residuo bem menor

comparado nos outros dois casos citados acima, a cada passo.

_ Note que o sistema dado no exemplo acima, pode ser ob-
tidd_quando'a funcao {(1,89%), (4,209}, (5,201)!} & interpolada pela

+ xzt + X tz.

fungao f£(t) = x 3

1

Para os casos:

(2) 2009 241

i) obtivemos x = (0, S5 - jay)' ou
£ () = 2009 . _ 241 tz
1 20 20
o . (2) _ 1
ii) obtivemos x = (49, 40, 0) ou

fz(t) =49 + 40 t
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iii) obtivemos x'2) = (61, 28, 0) ou

f3(t) =61 + 28 ¢t

e f£(t) =1 + 100t - 12 £ a fungdo interpoladora.

2Cl 4.

§9 4. .

-

Cbservamos gue © grafico de £ e fl quase coincidem no intervalo

[1,5].



. Andlisé de erro. -
0 método de eliminagao
cial decompde a matriz A  em: -

PA = LU
" onde P & uma matriz de permutacgdo

L & uma matriz triangular inferior

multiplicadores com Izijl < 1 para

lar superior, resultante no (n-1)-é&

mento parcial.'
No algoritmo apresenta

(k-1)

11

- de Gauss com pivotamento par--f-

especificando trocas de linhas;
com 1 na diagonal formada pelos
simo passo

de Gauss com pivota — -

do, temos: _

(k) _ _(k-1) _ %k (k=1)
35 T 345 NSOV S'S (1)
_ kk
(k-1) - ,
(k) _ _(k=-1) 3 (k-1) _ _(k-1) _ k-1)
i3~ 343 _(k=D) aix 35 Tgs Fik
kk
- L (k-1) (k-1) (k-1) o
onde nkj akj / CI e ap k —.l, q 1
- - - L] : N : (k—l)
& o maior elemento em modulo na k-ésima linha da matriz A .

logo {nkjl <1 (2)

i >3j e a matriz U & triangu-
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De (1) e (2} temos:

(k"l)[ +

ij la

k .
Iaij)l < Ja

(k-l)j
ik g

'seja a_ tal que max 12l < a
0 i;j L] - Q. .

entao:
n~-1

" a = max -Iaig)] <2 aow @
i,3,k . ' '

Logo, -0 limite (3) obtido para nosso algoritmo & exatamente o mesmo

para eliminagaﬁ de Gauss com pivotamento parcial (Ref. 6).

0 algoritmo apresentado resulta na fatorizagae

QAP = L T (4)

onde Q e P sao matrizés de permutagao especificando trocas de
linhas e colunas respectivamente; L & uma matriz triangular inferior
com 1 na diagonal formada pelos multiplicadores e a matriz U & tri-
angular superior resultante no (n=-1)=-@simo passo da eliminacgao de
Gauss.

Nao temos que Izij[-i 1 para i > j, mas temos gue

| (L < 3j), pois ﬁii & o maior elemento na i-@sima

18551 2 1945



Tomando a transposta em (4} temos:
(QAP) ' = (L)' ou
P‘lAth. - Ial.ii o _ (5)

- Podemos escrever U' por

L L r
l 0 -0 0 ugq 0...
_ l : - . 0 u
- ull ;_'\‘\ 0 . ' \%2
Ul= N _\‘ . o - \
1 0 : T
Uny “nn-1 - . 0
Y11 Yn-1n-1 0 0.
- L -t s
- L . E
a, .
onde £ij = 21 i> 3
Yii
£ij =0 i< 3
£y =1

13
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P'A'Q' = L(EL")

I

P'A'Q' =L - U

onde L & uma matriz triangular inferior comliijj < l"i_>'j_'e. U

& uma matriz triangular superior.

Logo, o algoritmo apresentado & equivalente ao método

de éliminag&o de Gauss com pivotaﬁehto_parcial.-

Comentarios:.

1. A escolha'das linhas no passo 2, pode ser altefada se nofmﬁli

zarmos a matriz A.

Considerando o exemplo dado, notamos que normalizando a ma- -

“triz do sistema, temos:

T

X + %X, +Xx

1 2 3 39

1/16xl+4/16x2+x

il

3 209/16

.-v) f) = : 2
! 1/55xl+5/f5x2+x3 201/25

0 maior residuo serd dado pela primeira equagao, enquanto que ante-

riormente o maior residuo era dado pela segunda equagao.

2. A idéia do algoritmo € forgar o maior residuo em modulo tor-

nar-se zero, porém nada & garantido que os residuos decresgam

a cada passO.. ... .



Considere o exemplo:

lxl +_0,5;<_2 10

1x, + 0,2x, = -3

X

l_+:0;§x ‘=110

2

- 0,3x, = ~13
Temds QUeg

1= =10

1 =13

15
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CAPITULO 2 - :

MINIMIZAGAO -RESIDUAL

'_"Minimizagao de residuos por pfdgrama@ﬁo linear"
' INTRODUGAO:

Dado um sistema de equagéo'lineares mXxn

pnde' A = (aij

)

an e¢ b'um vetor mxl, a norma .infinita do residuo
'r =b - Ax serid minimizada. Apresentarembs um procedimento . que trans

' forma o problema  min ”bQAx i num problema padric de  programacio

-linear.

0 métodolsimplex serd aplicado a este problema, e de-
terminaremos a solugdo x° = (xj) j=1,...,n.
Desenvolvimento:

Seja Ax = b um sistema de equagoes lineares _onde
A = (aij)mxn e bh = (bi)mxl

Determinaremos x° tal que ﬂb—AxO[[m < [[b-ax||_ qual
. n ‘
guer gque seja X € R
Para efeito de tornar as variaveis positivas, vamos

definir:

o = max (0,-min xj) tal que,
J



E s P

‘ n n
r. = I Xx. - b, = I a,.f{a, - a
.l j=1 13 i §= ij n+l
n n‘. -_
= I a . 4., -"r aj. 0., — b, =
. 1 . 1 n+l i
j=10H 3 gap M R
n+l
= I a,. 0. — b
. ijg 73 i
J_
_ - o n
_onde_golocaremos ai,n+l'=.. E a'ij‘-
. =1 -
O problema & minimizar max |z, |
i=l,m
n+l
Seja w = max |ri| = max |:Z_-l] aj4 @y~ bil
i=l,m 3
Temos gue -
n+l
z a,. a
T =1 ij ]
n+l
| '—2—1 ajy o5 ~ bl|i‘w = g
J= n+1l
+ & a,. O
j=1 i1 1]

| v

>

i = 1,2,.-.;111

-

17



.. Portanto, b_pfoblema Se resume.en:
‘min w = min '(maX':|ri|) ;? _ - _ '(2)
i=lm : ' «

sujeito a 2m restrigdes

‘n4l
—_.E a5 0y + W > _bi:
. ]‘_l . .
q . S
n+l
+_j£ aij . + W > bi i = l;q
'ie _

Colocando o problema (2) na forma matricial temos:

Seja A = (A, ai,n+l?
. _ . " _ . )
cnde A = (aij)an e a, 141 (al n+l’" " 730 n+l)
oy i
o = : e = e
an+1 _,l

Entao : -

- Bo +ew > - b

+Ac +ew > b

Portanto :

18
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Min (0. 0...0 1)

sujeito a 9 i@_+.ew > b
>0 w >0
L N
ou ainaa |
Min (Q,.,O_“b 1) : .&n+1 (3) |
e | [a ] SN S
s:ujeito e . W R b
a>0  w >0

Na pratica tomaremos o dual do problema (3) notando que de 2m res—

trigoes, passaremos a n+Z restrigoes.

0 dual do problema (3)

max (-b'b') (5)

re Y O

sujeito (

r
H o
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ou ainda:
max (~b'b') (:)

-A't + A's < 0

.sujeito 4 e't + e's < 1 :,  -" (4}-

'ACréscénfando as variiveis de folga no ﬁrobléma.(4),mg_
remos o problema padréé dé progfamagéo 1iﬁear;

Aplica-se.o métodb simplex ao pfobiémé i#) ondé ~©o
maicr valor da fungéo objetiva nﬁ-dual, corresponde ao minimo valor

da funcao objetiva no primal. .

APLICAGEO

Podemos aplicar nosso procedimento de minimizagao resi

dual para a teoria de aproximagac de funcgdoes.

Seja f(y) uma fungao réal definida no conjunto
Y = {yl,...,ym}. Dado um conjunto de n funcoes reais cﬂj(y), o pro-
blema & determinar uma combinagaoc linear destas fungoes dadas que
melhor se aproxime a fungéo f nos pontos Yy i=1,...,m no sen

so da norma L_.

n
Seja Fl(x,y} = ¢ x. cf.(y}, onde
- =t J T
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‘x = (xl)7x3?'.ﬂ' xnlf_a fungao aproximaggo;

v -

_Poi'tanto, determinaremos ' x° = '(x_j_.) 3 =1l,...,n . tal qu'e,'l '

o

‘max  |F(x%,y) - £(y)] < max IF(x,y) - £(y)| (5) -
- YESXY o y €Y | , .
- Definir_ldq:- ‘
_bi=f(yi)' .._-_i-=]‘.f m
aij =.c£j (yi} i=1, m
o problema &€ entao determinar x? tal qﬁe:.'
| [|Ax0 - bi|, < [lax - me - conforme (5)
Q sistema a ser resolvido:
¥ ]
- [
¢ty (y;) cly(yy) .. cﬂn(yl) x; £(yq)
clily,y . eblyy) - cl (v.) X, flyy)

L. . - L - P -[
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EXEMPLO:
| Determine a melhor aproximaggb no senso da norma'L  da
fungép':f, tal gue | | |
C£(0) ="1-520_;'f(1)'= ;;§;5, f(;).= 0.475, “£(3) = 0.010,
. .i££4j%%_0;475; :ft5)f-l;boé;ipél; funcdo-
B Ixz._léé._z'ty)_ onde - ¢t () = 1 e et =y

Na fbrma_matricial:'

T T.
1 0. -1 1.520
1 L 1.025
1 2 = | 0.475
1 3 0.010
1 4 -0.475
1 5 -1.005
_ ..
— S
Xy %93 7 Onyg
-2z - 2 2
Como F= I x.cl,(y}) =2 a, cl,.{y) - ¢ z ci,(y)
- : 4=1 3 3 j=1 3 3 ntl oy 73

= 0q ¢ (¥) + ay Sy (¥) = og c€3{y1

ay t o, c ¥ - a3(l+Y)

]

2
onde c£3(yJ T cijfgi

J 1



Entao, teremos:

1 0 -1 ]
1 1 -:'2 Ell
1 2 =3 '
_ . )
1 3 -4
- " a
1 4 5 L3
1 5 -6
.0 probleﬁta: &z
‘max  (-b'b') (Y
- S-_'
-A' A t -
e! e-'_ , 3 -
ti >0 e sl > 0 .

Entaos

max  (1.520...-1.005+1.520...+1.005)

UWoe o0
&

1.520
1.025
0.475
0.010
~0.475
| -1.005.

23
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] . q. . - -
-1 -1 -1 -t -1 -1 1 1 1 1 1 1 ’ )
0 21 -2 -3 -4 -5 0 2 3 4 %
sujeito ’ L . <
- 1 2 3 4 5 6 -1=2~3 -4 =5 2§ 1) -
11 1°1 1 1 i 1-1 11 i
L%

- Colocando as varifveis de felga, depois de aplicar o método simplex;

teremos o seguinte resultado

Po=oa; 4o,y - oy (L) = 2,000 - 0.500 (L+y)
= 1.500 - 0.5.0 y

v 0 1 2 3 4 5

® | 1.500 | 1.000 | 0.500 | 0.000 |-0.500 | -1.000

£-F | 0.020 | 0.025 |-0.025 | 0.010 | 0.025 | -0.005
cOomo %y = 2.000
¢, = 0.000
= 0.500



25

X3 057 Oq4

= 2.000 - 0.500 = 1.500

-

2 .
b= o
- l . . .

R
W

i

x, = a, < az =.0.000 - 0.500 = -0,500

_ -
% | 500
o _ "1 . 1.500
b4 = Lo H =
| X, | -o.500

-

: logd:
max |F(x°,y;) = £ (y;)] = 0.025 ,

como dado na tabela acima.
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CAPITULO 3

"SOLUGAO DE NORMA MINIMA DE UM SISTEMA CONSISTENTE

DE EQUAGOES LINEARES"

12 Algoritmo finito para solugdo de normalhsminima de um sistema con- .

sistente de equagoes lineares .
INTRODUGEO:
Dado um sistema cdnsistente de equ&gﬁés lineares'b

Ax = b - L)

onde A;(aij), posto (A = m com m < n, b (bl)mxl e x (xl)nxl.
Desde que o posto (A) =m e m< n, segue que o sistema de equa-

.gaes (1) tem infinitas solugles.

Seja S = {x tal gue Ax = b}. O propdsito do algoritimo
€ determinar min |[/x}|_ tal que =x € S; ou seja determinar a so-
lugao do sistema (1) que tenha a maior componente em valor absblu~
to o menor possivel. Para o desenvolvimento do algoritmo & necessa

rio considerar que a matriz A satisfaga a condigao de Haar.



Desenvolvimento:

| | "é

DEFINIGAO: O vetor - w € £§.he z € 22 sao alinhados se
n

wz= 5 owez = fwlly <z,
Ci=1 ii 1.

LEMA 1: Se w #ﬂU'E E? {_sbmente 08 vetores

N'
il

(z,) tal que

. - o . .Syx[wi} se wi‘f.Q
i o . _ se w, =0
_ i ' i
sdo alinhados com W, ondeé . a > 0 .e ja,| < a.

TEOREMA 1. Dado um sistema consistente Ax = b

) entao:

onde A = (Aij mxn

min || x|| = max b'u

Ax = b |a'a “1_<.1

- . . 0 —- »
e "x" otimo e A'u sac alinhados.

(Prova - Ref. 5).

27
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_'l:__EORfJ:I."_M.A 2. Dada uma ;n:'a.tr:.i.z. A = (@ 5) pyn oOm pq_sfzo ._(A). =m e b.

- um vetor mxl, entao . existe um vetor 2’  mxl  tal que -

'b'u® = max b'u = max b'u

fataly <l fat) =1
e pelo menos m-1 _das componentes de A'uol sdo zerosj isto.&

0 _ n - ";_ﬂ. .
u p péra 1€Q = {iyreeeriy 41 T i nm

al
i

- onde a; € a i-8sima coluna da matriz A. Além disso,o conjunto
{a, ;...,a, } - & linearmente independente..

PROVA: AssumimGS'que existe um vetor Stimo u’ tal gue qg com—

o} ~ X . -
ponentes de A'u  sao zeros, onde Q0 < gq < m-1, isto e,

' 0 . . . N
.. =0 com 1 < < @ 1l <i, <n .
al:} --J -—q —— J —

0 vetor otimo deve satisfazer

HAfu°H1 = 1, pois b'u & uma funcido linear e HA'u-”lli 1

€ um conjunto fechado.
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Seja - ¢ = sgn [A'uo}, entao

A, =oat® =1 " (2)

 Vamos perturbar o vetor 'uol-da seguinte forma

"‘u0 + Au fal_que

Sgn_[lﬁ'(uo + f’-\u_)ll',"= _'sgai (a'v’] = o o | - (3)

Esta perturbacdo implica que A'(u®+Au) tem o mesmo si

nal das-componeﬁtés de a'd%.

Desde que.o.méximO‘do.problema dual ocorre para u ‘tal

que ‘J|A'u ”l = 1, a perturbacdo no vetor u® seria construida por: |

far (u®+ &u)l|l = g'a"(u+Au) = ¢'Aa'uw’ + o'A'Au =1

Entretaﬁto, por (2}, teremos gue :

o'A'Au = 0 (4)
Isto &, o vetor perturbagéb Au deve ser ortogonal ao vetor Ac.

Vamos mostrar que & possivel escolher a perturbagao

Au # 0 que satisfaga (3) e (4).

[ Y
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Seja M = {0 conjunto de vetores ortogonais aos vetores

ai ;.-._,ai r AG} -
1 q

Claramente, M € um subespago do'Rm com dim(M) > m -
-~ {g+l) = m-g-1. A dimensdc de M seria m%q-l somente se OS'VetQ#i':'

res {aj_*,...,ai , Ac} fossem linearmente independentes.
| 1 q : - -

Tomando-se o vetor Au € M; (4) & satisfeita imediata—
meﬁteQ Para stisfazér (3), observamos gque se

§ = min]al.'_u_”]" para 1 #1, 1 <j<q.,

entio selecionando Au € M, tal que [[A'Aul|_ < § (3) & satisfeita.

Com o vetor Au- selecionado wvem

b' (uWP+Au) = b'u’+b'Au

como u°’ resolve o problema dual, entdo b'Au = 0.

Assim b'(uO+Au) = b'uo.

. - O -
Seja i°= u%+eAu onde £ & um escalar.

Variando £ (positiva ou negativamente), pelo menos uma
componente original de A_'u0 nao zero & conduzida a zerc em  pri-
meiro lugar; desde que posto (A} = me dim(M) > m-gq-1 > O.

Com esta perturbacao do vetor v’ , o valor Stimo & man

tido, enguanto que uma componente adicional de au’® & forgada a

ser Zero.
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Umalﬁerturbagéo-a ﬁb, aﬁﬁlogé a u°, conduz outfa cqgi
po,ne.ht-e._'na_o Zexro de A"ﬁo. a Séf‘iero, 'enquqnt'o ﬁaﬁtérﬁv—se'b va_ldr § |
timol.;- r o | |

Cont_ihﬁaﬁdo -_es_.te p:océéso', até qi;e_ dim (MI) | = 0} ."se.'qnuﬁ:a;'

dada situagdo

.M o= {.co_njum;o dos vetores ortogonais aos vetores. - -
ail,.,..,ai , Acg}
. "N
e dim(M) = 0, entdo existe pelo menos m-1 vetores linearmente in— '

;l.o"a. }.

dependentes no conjunto. {a i

. L .
! (c.q.ar

o) objetiv_é do a]_.goritmo & resolver o seguinte 'problema-:
cmin x|,

Ax = Db

Peio T. 1 temos que:

min [|x]} = max b'u

Ax = b ”A'u”lil
Pelo T 2 rtemos gue:

b'u® = max b'u = max b'u

lata , <1 fata =1
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Entao, podemos concluir que ¢ problema inicial dado &

resolvido, desde que determinemos um vetdr "w°" no problema dual ;

.i,é.:\
TR
min f[x | = b'u
. Ax=b
'_ftal que féiuo = 0 para i'='l,...,m—l conforme T. 2.

Usaremos o} fato de que a solugao do problema dual & oxr

' togonal a m—l colunas llnearmente 1ndependentes da.matriz Am .
Vamos gerar um conjunto de vétores‘ U= {ul,...,uN}taL
‘gue: ‘
a) cada vetor gerado é ortogonal a m-1 colunas cde &
llnearmente independentes-
b) cada veth gerado satisfaz.a condigdo |[[A'u “1 =1

. ‘como requer o T. 2; e N & limitado por (mfl)-

Como este limite superior pode ser excessivamente grande, o nimero
de solugoes factiveis N pode ser grande, havendo entao a necessida-—

de de um procedimento algoritmico.

A solugao do problema dual & determinar u € U tal que::

b'u’ = max {tb'u;,...,zb" ue} = max {Ib'ul i,‘..flb'uN}

Usaremos a condigao de alinhamento entre a'u® e x para determi —

nar a solugao &6tima x, conforme T.l.
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~pelo Lema_l, a'sdlug5o desejada & do-tipo' X =(xi) 6nde-"

. 1,00 -
se fa'u li f 0

‘b'u’ 'sgn [Aa'0°],
i . . 1..0 _

) ay o o -se [A'u Ji —~O.

com |a,] < b'u®.
l —

0 algoritmo eéscolhe inicialmente u € U, ortogoﬁal a

=1 colunas linearmente independentesu‘de_.a; e que - satiSfaivl
|ata ||1 1.

A matriz A seri, particionada em duas sub-matrizes F e

G, onde F = (fij)mg(m_l, e posto (F) = mfl; que coF:esponde'ias

colunas da matriz A que sdo ortogonais 3 atual solugdo factivel.
| A matriz G = (gij)mx(nrm+l) corresponde a&s colunas reg
tantes da matriz A.

Podemos escrever o sistema de equagoes original da se—

guinte forma: -

Ax = FX® + Gx® = b.

onde x:=-————J e X & un vetor (m-l)x1

enquanto que xG' & um vetor (n-m+l)x1 .

0 algoritmo serd baseado na idéia de troca de uma colm

na da matriz ¥, com uma coluna da matriz G, formando novas matri-
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-ées F e E'..Esﬁa troca & feita dg"mapeifa gﬁe,"b'u“ sempre aurr
‘ :.menﬁe.em-ééda iterag&o.:éomo 6_ﬁﬁmero{de partigao de-uma'matriz .é;
zfinitb, iué (ﬁfil}.SQgﬁé gge a'deugéb do-problema. gual' éonééfgeQ1 :i.
_num_nﬁme;o-finito.de iteragaesq_" ‘ e ‘

-

Usaremos o fato de que:
LEMA 2. a)'se'”xFﬂmif_bfu,'entao A'u e x s3o alinhados .

. b) se HxFH“,>'b'u} entio A'u . x nio sio alinhados.

PROVA:
a) Por definigio A'u e x sdo alinhados ses
Coatw) e o= atufy =, (5)
Temos que X = [=Za= e x = (b'u) sgn (C'u) e [A'u ”L =1
1

Por outro lado:

=], = Io'w san (@'wll, = [bralll sgn @wll,
| U2 = =2l = e
l A'a [[ =||{ === = - = G'u =1

L G'u 1 G* 1 o

logo

[G'uly #0 = sgn (G'u);=:1 = |[sgn (G'w)|[ =1



Por hipdtese 0 if”xFanlgb'u, portantdg b'u ivO -
Entéo;'_ ’

=%, =bru

como [|x*[|_ <b'u segue que:

__ "~ Fy - | F.W -
o=l =II“-3{-G- H, = max ('__F@;%-) =b'u

Provando a iguéldade_(ﬁ).vem:

(A'u)'x. = (,u‘ﬁ;)x = u' (Ax) = b'u = HA'U_ ||j_' ||’<.||‘m |

logo:.
HxFlhn < b'u, entao A'u e x s30 alinhados.
(c.q.d)
b) se | HXFHm > b'u,_entao” A'u .e X nao sao alinhados
PROVA:
Il = max Clellg, bro = 171,

(a'wx=latall, =,

35
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0 latall g Ixll, = 1 lixll, = 1l

11) . A'w’x = (uWA)x = u' (Ax) =b'u

;ioéo:lé_condiqéo.de_alinhgmeﬁto nao é-sétisfeita.
| | | | (c.q.d)
- ﬁEMA 3;rséja U o cdﬁjunto-de ﬁeto:es solucSes faétiveis,
| Sé'numg.dada itefqgéo "Xx" e A'u sdo alinhados;.entéb X é.

solugdo Stima, onde uw € U.-. R

PROVA:

Desde que x e A'u sao aliﬁhados,tembs—

Suponhamos que "u" n3c & a melhor solugao factivel para a maximiza—
cao da fungao "b'u".

Vamos perturbar "u” atd obter vetor Stimo u°.

W = (u+4A) €U

Desde que u’ & dtimo, temos ques
b'u < b'u’ = b'(uthd) =b'u + b'A
b'u - b'u< b'A = 0 < b'A

- D'A > O
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o 6 ~ . -
e X sao alinhados, entaos:

1

0 = -, .
Como u” & otimo segue que A'u

0
I

It

b) N "xqﬁ_m “A'UO.H-'L = (%4, ¥ = (% ax) =

fl

(uO,b).- - b|u0. = b_'_u + b'ﬂ-

'Dé_ ‘a) e b) teremos:
1%, = =il + pra o
‘Como b'A > 0 segue que H}?[[W > [[JCH“, -

. o - - o 0 -, - - — . - )
Absurdo, contra hipotese de x ser otimo. Logo nao existe a per —

“turbagdo A, e x € a solugBo de norma I minima.

"ALGORITMO"™

19 Passo: Selecione um conjuntc de m—=1 colunas linearmente indepen—

dentes de A, e forme matrizes F e G.

29 Passo: Determine um vetor mxl, "v" diferente de zero tal gue

F'v =10

39 Passo: Gerar a partir do vetor v uma solugac factivel

_ (sgn(b'v), |
u = (ﬂ-g.—v—n'r), V.

L%
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4¢:Pass§:'Caldulé.'b'u‘
SQ.PaSso:'Calcule_ kg =-ib'u) sgn [G'u]-
e'thal.qué B x5 =b - (b'u) G sgn [_G'_ul.
‘sé Passo: Verifigue a condigdo de alinhamento entre A'u e'ﬁk:ﬁ
a) se [x ||, <b'y, entdco A'u e x sdo alinhados, e

X = {-’—ca—} é a solugao Otima..
< | _

b) se .Hx£W|m.5b’u,'ent50 A'u e x ndo sio alinhados, ' seque
para o paéso seguintes
. . X L . 1] " . .- - F I F N
79 Passo: Selecione "p" tal que x|l = |x (p)]
' ' . LA

(a p-€sima coluna de F vai ser trocada com a g-ésima colu

na de G a ser determinada)

89 Passo: Para determinar a coluna de G que val ser trocada, resol-

veremos o seguinte sistema—

F'S

(sgn [ () De
: P
u'é =0
onde § € um vetor diregao mxl, e & um vetor (m-1)x1l tal ques
1 1=09

(e ), =
pi 0o 1=1,...m1 i#p
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99 Passo: Calcule 1%— onde.

i
-[G'8], ,
1 _ i oL _
€5 [G'u]i. 1 = l,-__..,n m+l
e seja — a maior dessas frégaes;'
g - . FEROSS.

109 Passo:'Troque a p-8sima coluna de F, com a g-8sima coluna de
G, e forme movas matrizes T e G.
(0 posto (F) = m-1, desde QUe A satisfaz a'condig&o' dex
Haar}.
119 Passo: A solucdo factivel nesta iteragao
y=1 £
gnle,)

a = -(u+e
HGf(u+Eq5)f{l - q

5)

129 Passo: VA para o passo 49.

Demonstracoes das propriedades usadas no algoritmo

_ ,.san(b'v) . _ . .
1. a) u = { )Jv & ortogonal a m-1 colunas linearmente in

le'v il

dependentes de F.

b) J[atuljly =1



PROVA: :
' {
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a) O vetor v é oftogonal ds colunas linearmente independentes

. -“F => av também & ortogonal;.onde

;. o = ( sgn_(b',v})
ey

| [F} - [Eu l'. n [ Ly
:._fGi " 1.“- Ten :}‘1 “',' Giuil Iy

”G; sgn(b'v) v
orv iy

B) fatally

=

lerully = N

lsgn (b'v)| - 1=1.

-

2. Os vetores xF e xG tomados no passo 5 satisfaz as equacgoess

F G

Ax =Fx +GXx =hb
PROVA: Seja fl'f z""’fm-l colunas linearmente independentesda ma—~
triz F. .
Desde gue posto (F) = m-1l e F'u = 0, segue que o conjunto
_ _
{fl""’fm-l' u}: forma uma base do R, € fku 0 para

kK =1,...,m-L.

Seja %€ = (b'u) sgn(G'u). Substituindo na relagac A&x = b on

X

L

_ L F
de A=[F¥tG e x = [—‘-a-—-l temos @



FX' +G6x%=b
- F_. -.. ' I .
Fx =b-(b'u) G sgn(G'u)

: Por gu.tro. .lado como ||Au|]l “[G':l u_“]_- ”G_uﬂl-‘ 1

u'l b- (b'u) G sgn(G'wl = u'b__' ‘(b'u) (u'G sgn (G'x‘;)-)"_'

]
ay
ﬁ- .
i

' .(b'lu) (sgh (G'u)_) ' GTw
'=b'u~- (b"'u) = |(G'u)il =
i=r .t
=b'u- (b'u) fe'ul; = |
- =0 -

=b'u - (b'w fatull,

logo o vetor mxl[b = (b'u) G sgn (G'u)l & or'togonal ao vetor

0 vetor u & ortogonal as colunas fy,...,f . de

como o vetor [b-(b'u) G sgn{(G'u)] € também ortogonal ac vetor

41

mxl .

Fr e

u, se

gue gue o vetor [b=(b'u) G sgn(G'u)l] se escreve caw cambinacao linear das

colunas £;,..- 'fm-l da matriz F. Entao podemos escrever

¥ = (F'F)"T Ft(b-(b'u) G sgn(G'W)
Logo o sistema & consistente, e a solugao x [~==-—| & unica.
G
X

{(c.q.d)
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3. Construgao do vetor direcado § .

Se o vetor u nac & a solugdo Otima, vamos perturbi-lo

de maneira gue a fungao objetiva cresga..

Sejam § um vetor mxl, e v = u + &6 uma pertﬁrbégéb daT;.i
vetor u’ atuél na diregao de § . | |

Como,somente.a p-é€sima coluna da;matriz F deve ser.tng
cada por uma coluna da matriz G, a pfopriedade de.drtogonalidadé po
de_éer-éuebrada pafg-eéta.colﬁna, mas no entanto deve ser preserva—
da para as demais colunas da mafriz;E,

Desta forma, escolhemos um vetor'ci'tél QWa

0

-
-

=)
o
]

sgn(xF(ﬁ))~ep = sgnEfop)}

[« K]

L | |

Logo

F'v = F'u + ¢eF'§ = £ sgn (xF(p})e?

pois F'u = 0; ou seja, v e ortogonal as colunas da matriz F, a me—
nos da p-&sima coluna.

O vetor & pode ser determinado unicamente pela resolu—

¢ac do sistema:

H
s
Il

F
sgn (x (p))eP
0

2
O
n
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onde a & um vetor mxl nac pertencente ao espago gerado pelas colu-

nas da matriz F. Uma boa escolha € tomar o = u, pois F'u1= 0.

4. Escolha do- "g"

Suponha que Hx If '>b'u, entac A'u e # nao'sao aliﬁ—'
nhadosr pelo Lema 2. |

Seja § um vetor dlregao ‘mx1, conforme 3. Vaﬁos pertuﬁ- :
barho-vétor u atual na dlregao do. vetor § e obter uma nova solugaq_
v, como seguesr o | |

v=u-+ b

note que esta nova solugao e ortogonal ds colunas da matriz F, a me

:nos da p—e51ma coluna (po' construgao do vetor o),

Como queremos que o vetor v pertenca ao conjunto de ve

tores U, devemos escolher "c” tal'que o vetor v seja ortogonal pelo

menos coluna da matriz G, digamos a g-ésima.

Construiremos F e G trocando a p-ésima coluna da ma-—

triz F, pela g-&sima coluna da matriz G, tal que F'v = 0.
Assim,
* = = 4 ' =
[G'v], = Glu + e6]; =1G'ul; +elfG'6],

‘Entao,

[GgTu].
. . Es =T S— . i=1l;...; n-m¥l .
1 (681,
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Faremos a seguinte selecgaos
.:i

1

i) O menor positivo Eq do conjunto (al,...,e ) ou,

n-m+l
ii) se nao ha nenhum positivo neste conjunto , entdo

g = Min(erreerrey pig)

: Equivélehtémenté a i) e ii)

g o 1 _1 )

. = max ( — o= ou
g B | ' ’ “h-m+1 - -

-[G's] | |
2 =max {( —&) ., i=1,....0-ml}
T [etdy S

Escolhamos e = eq\, que correspohde a dizer que v =u + eqﬁ'é or— -

togonal 3 g-&sima coluna da matriz G{‘

5. Tomando
_ sgn{e_)
U= — =t (u + £8)
L
|G (u+t-:q6)|ll
Temos: a) ﬂﬁ*ﬁ"“1 =1, ' b) Flu=20
PROVAc:

Sl
HG'(u+eq6) ”l

2 18T, = | | ['u+ G'6 sanleegllly =
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|G (ute &) sgn (e )]
= — g 9 1 - |sgn (e | > — — =
@ ture 8) iy |G (u+€q5?”1

HG'(u+eq§)[]l

b)) F'u=0
 Temos que F'u = 0 , £ i i #IP' C

onde fi’ f. sao i-ésimas colunas das matrizes F e F resbectivemeg

i
te. |
[F'u] = K -F' (u +;Eq5) = K [f'u + eq F'4]
onde K = ——= ég#(éq)
| IS (wre ol

[F'ﬁ]l = K [?iu + eq £:8]
Para i#p

[F'u]i = K[fj'_u + E:q fj'_ﬁ] =0
Para i=p

[F'ﬁ]P = K[gqu *Eg gqﬁ] = K[gq (u +‘eq6)]=K;gq ¥] =0

(c.q.d)
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F
feqf sgn[xp]

7. [F‘u]P = —
1 %
|G Fu+eq6}“l
PROVA:
- Témos:que{_.
S sgn(€ ) | ST
1) u= -9 Lu+5q6 1

I8! ezl

"ii})  F'u =0

",

iii F'§ [xJe :
1; )’ F ' sgn xp] o

F (sgn(eq))(u+eq6)

[F'T] = —— = — 1 [F‘ﬁ sgn{e ) +F'ssgufc )e ]
.l|G'(u+sq5)||l |G (u+eq6)i]l q Traa
=-F'6|sq§ — 1 = [sgn(xg)ep|€q[]‘,_ 1
_—ﬂG'(u+eq5)”1 HG'(u+aq6)Hl
logo

., P

_ le t-sgn(x])

[Fru] = —4 B

1% ot
16" (ure )4

{c.qg.d)



" PROVA:

.. Temos gue:.

hG'(u+€q6)“l

_ sgn (e ) o
1 u=— =2 : [u+€q6]-
HG_(u+gq6)H1
2i) F'lu =10
_. . F.
3i} F'S6 = sgn (x_)e
" s9 - Bpley,
43 =
i) |eql sgn (eq)sq
o e |sgn <
51) (F'w) = 4 <
A )
I (ure O,
_ sgnfe )
u'F xF = — 9 (u'+eq6')'F:cF =
G (u+5q6)“1 '
sgne ) sgn(e )

+
| (u+sq6)”l

g &'
q

F xF

b=

47



sgn(e_)
= — 2! . eq[sgn(xg)ep X1 =
18" (ure 63
sgn{e )
= — q " gy sgp(xi) xi =
IG (u+sq6)”l . P
,|E|Sgan.'_. F';.. —F
== By = [F'E, ) -
_”G (ufeqﬁ)”l ' _
(é.q?d)
9. u'G sgn(G'w) = |G, - F‘; =1 - |[F'u]
_ sy . e LA
PROVA.
Temos que:
i) sgn(G'u)i = sgn(G‘E)i. i=1,...,n=m+l i#gq
ii) (E'E)i = (E'E)i i=1,...,n-m+l i#gqg
Ao o4 |_ = 0
iii) (G u)q
. n-m+l n-m+l .
w'G sgn{G'u) = iil {(u G)i sgn (G u)i = iil sgn {G u)i (G u)i
o=+l —
= I - (sgn{G'u) ;) (G'u}; + sgn(G u)q (G U)q =

i=1 i#q

48



=. I sgn(G'w),; (G'u), =
;-n;m+li Sl B
.= & sgn(G'u), (G'u),
o i=.l'i?5q S o .
a n—ﬁ*l - L
— - 1 — L]
= _E l(G u)il _l(G u)ql
= @D, - [ED] =1 - [FD |
}k_.u)“l | { u?l .l( :u)pl

(c.qid)

" em 4; tomamos

13. Na escolha do "g

}

1) "e" o menor positivo do conjunto {El";"en—m+1

2) nem = min{ey, ... 6 } quando €5 sao todos negativos.

=

Caso o ¢ selecionado seja tomado como em (1) entao temos:

1) sgn(G'v); = sgn(G'u), itq

ou se e for selecicnado comgem (2) temos:

ii) sgn(G'v)i = - sgn(G'u)i i#4q

49
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PROVA:

1) (') = (G'u), + €;(G'8); =0

- .. (G'u)i . i
Ei = - — i = l’_u .- ]n_m-l-l
TN -

) EJ _> ° o (G u).-J"f'O, — ey 0

Desde que Ej‘>'€:f

0 = (G u)j + ?ij'G)j ? (G.??j + E(G'ﬁ)j = (G v)j
b) €. > 0. 8e (G'u) > 0 =—> (G'G)j < 0
0 = ! .+ . (G . G , + G'S§). = (@G .
{G “)3 ej( 6)3 < { u).:l e ( )3 { v)3
logo (G'v)'j > 0

c) e5 < 0. Se (G'u), <0 = (G'8)4 < 0

0 = (G'u)j + sj(G'G)j> (G‘u)j + ¢{G a)j = (G'v)j

logo (G'v)j < 0
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ii) E. > €, £, = = ———— i-= l,...,n-ﬁ+l-

a) e; < 0. sé_(c;'ﬁ)j > .0 %'.'.(G'a)j ;».o_._
0 = (G;u)j + ej(GIG)'>.(G'u)ﬁ_f'e(¢fﬁ}j %:(é'ﬁ’j;
19§oi.tG'V)j'< 0
b) £y < d.. Sé (G‘u); <_0i.==%; ké'&)s < 03
0_= (G'u)j * sj(G'6)j < (G'u)i %_EfG'S)j’;G(va}j
loéo kG'Q} >_0
Provaremos gue quando tomamos "e€" como em (10) serd pos
sivel provar que sgn(G'u); = sgn(G'E)i i=1,...,n-mtl. Esta pro-

priedade & necessaria para provar o Teorema 3.

11. sgn(G'u)i = sgn(G'E)i i=1,...,n-m+l

PROVA:

Temos por (10) que:

[
]..J
-
[

i) eq-> Q == sgn(G'v)i = sgn(G'u)i i #qg i . -+l
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L] ] -_ l:é

ii) gq < 0 = sgn(G v)i = sgn (G u;)i | i#g
- sgne )

U .= K*v. onde K = ———3q_

| |G V| 1
K) = e
s_gn_.( ) | sgn (gq). _

i G'A=KG'v

. &) ggntG'ﬁ)i =I$gh(K<3{v)i = sgn [K(va)i] =

sgn K - sgn(G‘vl)i

= s9n .(Eq)-' Sgn_(G_'IV)i." |

: a)
S ’ ’ t = t = 1.
e aq > @, temos gque sgn (G u)i sgp(G v)i sgn (G u)i
a) _
Se eq < 0, temos gque —sgn(G‘u)i = sgn({G'v}) = - sgn(G'u)i
logo
' sgn[G‘lu]i = Sgn{G'Tﬂi qualquer que seja €.
(c.q.d)

TEQOREMA 3.

Se a atual selec@o da matriz F nao & &tima, entdec o

procedimento de trocas de colunas no algoritmo sempre faz crescer

llblull .
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PROVA: .
Na atial iteragdo, ds matrizes F'e G e o vetor solugdo facti-

?el ‘u _sétisfaz}:
.'F.u_=f0 e “G’u1|i'= 1

Temos gque:

4

G

F = (b'u) sgn (G'u)

”F'x ; b-G kG' e X
Desde Qﬁe.a Eé;ggao_da.métriz F nao‘é-étima, eﬁtéo'_ﬂ
__'.||:%F||; > 1511 = R — = b'

Seja ”xF|h”='|x§]':.-entéo..|i§| > b'u

Seja 6 um vetor finico mxl que satisfaz

F
F'S X )e
sgn ( p)

p
u's =0
Vamos perturbar o vetor u atual na diregao do vetor & .
v=u+ €6
onde € = tq tomado de acordo com (4).

Trocando a p-&sima coluna da matriz F, com & ¢-&sima

coluna da matriz G, formamos novas matrizes F e G nesta iteracio ,



tal que
F'u =0 e HE'H_wL'= 1
.onde u a#ual 8 aédo por:
s.gn(e‘ )

= T (u+ € 8) -
& regaly

logo u € U & um vetor solugdo factivel.

Temos de- mostrar que b'u > b'u

F_x +.Gx =b
T rxf + 3 cx® =D
— F - Fo G
v Fx = (F'u X or (3) e X
( )p - p (

u'G sgn(G'u) =1 - I(F'E)PI por (9}

Temos gue sgn(F'ﬁ)p = sgn(xg), entao :

[Fal xt = | PO | |x|
P P P P

Substituindo estes resultados em (a) teremos:

rFtalg

wpl ¢ G [ - FT 1 -

= (b'u) sgn(G'u)

b'u

54
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-(b'u) + (b'W =[|[F'E]pj'[|x§| - (b'w)ll > 0
, | §
pois -1x§|;>'b'u por hipotese

&

logo"h'ﬁ_>ib'u

- . . o . . o (Ct-q.d)
" APLICAGAO:.
Exemplo li.
| _ x+2y + 1z =1 | _
DadO'o'sistema_ ' R consistente, achar a solugao

2x+ly + 8z = 3

- de norma L_ minima.

A= ‘posto (A) =2 =m
2 1 ' '
19 Passo
1 2 1
P = G =
2 1 8
29 Passo
F'v=20
v 0 -2
v, 0 __l



39 Passo

e'v 1y
: -2 1<2/9
_ u=1/9} = )
o 1 ’ 1/9
49 Passo ,:g_i
k _ 7 t=2/9
“b'a = 1 3 : =1/9
8¢ Paésb
e -1
xG = 1/9 ' -
1
¥Fo_ -
x* = 50/45 = 10/9
69 Passo
I=F || = 10/9
F X
=" {1,
xG
79 Passo
F F
= [[x
x5 =l Il

56



¢ Passo
1/5
§ =
2/5
-99 Passo _
/eg == T,
lO?-Paséo

119 Pésso

_ sgn(e_)
u = 3 _
Ike (q+eqa)ﬂl
_ -1/18"
u —
1/9
vad para ¢
49 Passo
b'u = 5/16
5¢ Passo: . 5/18
x =
5/18
_ R

'“l/é

A I

(w' cg8)

f
e

w
SN
Lo

57



69 Passo

7 — - f—XF
Mx i < b'u , entdo x =Lj—a— € a solucdo Otima -
AR X :
S " 5/18
Cx =) 2/9 “solugdo Otima do sistema dado
5/18" o

- INTERPRTTAGAO GRAFICA:

max b'u = max u; + 3u,
”A'uJJl_ile ilﬁl+2u2| + ]2u1+u2[ +']?l+8u2| <1
'_Se' u,+2u, z 0, gul+u2 > 0 § ul+8u23j0 temos

z
llu2 + 41.11 = 1

Se u,+2u, > 0, 2ul+uJ >0 e u,+8u, < 0 temos:

>0 temos:

Se u,+2u, > 0, '2u1+u2 <0 e u,+8u



'Fazendo todas as combinagdes de sinais, teremos o problema

ma:; uy .+ 3u2‘

u £ | Jy. - Bu. €1 .
41.\1 + llgz 1 . ( zul 5u2 1
T .+ 2u, >0 ' 0. + 2u >‘0--;'
ou ‘J . <= : ou 9 1 : =t
&ul +-  “23-0 | . 2\11 + uzlﬂ
L uJ_+ Bu&_>_0 ul-l-SuziO‘
r £ N - &
cul+21._123_0 ul+zu-£io
sujeito a ou ' ou ‘ | .
21.1_1_ .+ uz <0 : zu_l +ou, > 0.
ul+8u230 ul+8u230
.- L
. r' -
ul+2u2_<_ﬂ ul+2u2_-=_0
ou g ou 4 -
2u; + u, > 0 2u; + u, > 0
"‘1"'8“2-{—0 u1+8u2<0
_ .
ru.
-4y, - llu, €1
) u1+ 4112_‘50
ou

| A
o
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&)

otima
1
18 *

Solugao
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Exemplo 2. .
-,
[ S, X -]
-6 4 2 -3 5 -1 6 3 2 5
7 -3 9 5 -9 8 7 -4 %3 7
9 7 -5 2 7. 0 1 3 g | T -9
' - oy X -
| 9 -3 2 4 0o 3 0 1 5 BN
- %6 . | '
X1
X5

0 algoritmo foi programado em Fortran, onde foi resolvido o exemplo

acima.

Resultados: o
‘ =~ o, 03151

-0, 02010

Q
u =

~0, 04836

0, 08500
L -

Solugdo Stima.

x° = [-0,0679 - 0,537 0.5371 - 0.5371 0.4607 0,5371
| 0,2024 - 0.5371]
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20 ALGORITMO PARA DETERMINAR UMA SQLUCAQD DE NORMA L MI_NmA .

DE UM SISTEMA CONSISTENTE DE EQUACOES LINEARES. .

INTRODUCKO:

Descreveremos outro procedimento algoritmico para de-
terminar uma sclugao de norma L_ minima de um sistema de equacgdes

lineares

Ax = b ' - (1)
N = " : < =.-‘ - ’ - o
onde A (aij)mxn com m-" n. e POSto_(A)- M, X & um.vetor nX}I
e b & un vetor dado mxl.,
Desde que o'posto (A) =m e m < n, segue gue o siste

ma (1) tem infinita solugoes.

Desenvolvimento

De acordo com o Teorema 1, dadoc no algoritmo anterior,

temos:

min [[x] = max b'u
Ax = b HA'qug;

- —-— . o] -t - -~ o
e a solugao otima x & alinhada com a solugao A'u~ do  problema

dual; que & .z



63

ad

L .O? 1.0
{(b'u ) sgn (A'u )i .~ se {A'u )i # 0

: a4 i
i ! o
oy L se (A'u )i = 0
e
- dndg oy e éelecionado tal-dﬁe |ai| <b'u e Ax® =b,
- Transformagio do problema .dual: B
 max b'u (2)
A @at;iz A= (aij)mxn sera decomposta na soma de duas matrizes:
A=F+G
onde F = [gl_b I g, b ... : £ bl tal que
- gﬂ
£2 1 .. .
£ =. . =[~b'—b] A'b e G = [gl- . g, . eeo & g‘n]
gn

I

obtida de A-F e teremos que b'gi 0 para i =1,...,n.

f

Desde que o posto {A) m e  posto (F) = 1, segue que
o posto (G} = m-1.

Notemos que u € R pode ser exXpresso unicamente como:



64

u=ob+p com b'p=o0
onde o & um escalar; segue qﬁg o problema (2) pode ser transforma

_ do.eﬁ:

0.
|

‘b'u=b"(shb + p) = ab'b + b'p = ab'b

n
!

. A'u = (P + Gi)u'é F'u + G'u = F'(ab + p) +
4+ G'u_='aF'b”{ F'p + G'u = oF 'b + G'u-
pois 'F'b =0, 33 que ‘b'p = 0.

Entao:

max blu =b'b (maqu) :- T 3)
jatu L <1 [[aFibecru f, <1

Por outro lado:

foaF'o + G'ull; = la] [F'5 + 6* (/@) [}y <1

la] < 1 (4)

IF ' bec’ (/)

Maximizar "o" em (3) para todo o, e "u" que satisfaga a restrigao

(4), sera equivalente resolver o seguinte problema

min . ”F'b + G'u ”l ’ (5)

ueﬁm



65

Se uo_é uma solu¢ac para (5), temos queﬁ

L]

%%, = max b'u = (b'B)a® = (b'b) —
: . ' . 1 '
-“.A'u "15-1 : ”F b+G'u ”1
' PelQ.T.'l temos Qué x° Otimo € ara® saq alinhados, como
' A'u? = 1f'b:+ G'ué) _seéﬁe_que:,
20— sgn(F'b+c'u®), s (F'b+G'w), # O
- | F'b+G ' | : ' ) '
_ "1
0. -
%0 =
i : _ ‘ : ‘
-, ' . .. .se (F'b+G'u). =0
_ .1 . . ) 1
L
. ' .
Ccom oy | < —RR
[7'o+c a4
Notamos que min |[F'b + G'u ”1 tem mais de uma solucgado, pois
uER™ '
qualquer solugdo kb + u & solugac de (5)}. Usamos aqui o fato de
que:
se a = 1 onde v & solugdo, entao :
© IF'b+G'v |4
= _ 1 - 1 = 1 = a

|F'b+G" (kbtv) [j;  ||F'b+kG'b+G'v | [P'o+Gy |y

1 1l

-
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Concluimos que a solugdo do problema min Ix{|, & obtida resolven-
Ax=b
do o problema (5), usando-se o critéric¢ de alinhamento entre

(F'b + G¢'u’) e x° &timo para gerar x°.

Minimizagab_ég IF'b + G'u “1

Temos que:
F'b +;g'u ”1 ='i£l‘|[F'b + G'u]i1 = iéi-[F'b+G'UIi sgn[F'b+G'u]i.

onde I = {i tal que [F'b + Gfu]i =0} .

Iniciaremos o'processo_délminﬁqizagéo de HF'b&+ G'a Hl'ccm un ve
'-' . A -

ul'l

tor inicial qualqher.

Vamos perturbar o vetor u, na direcdoc do vetor n

1.1=U+ET]

onde £ & positivo.

n
I [F'b+ 6" (utemly sgn[F'b + G' (u+en)], (6)

|F'b + G'(u + enHl =
. i=1l

Para "e", suficientemente pegueno temos:

sgn[F'b + G'{u + en)]i = sgnlF'b + G‘u]i para i‘¢ I (7)



Para tais valores de &, a expressao (6) vem como:

' n
IF'b + G+ en)fl; = = [[F'b+
: - L i=1
n
= I |[F'b +
1=1
e

i€

PRCOAEE

t

1 i —
G'(u + En]il |

G'u + eG'r}]i|=

igl

[F'b + G'(u + en‘]i] )

" [sgn F'h + G'(u + en]i]

e % ][G'n]ija+L'z'[F'b+G'u+e(G'

Li€r

ifI

*[sgnlF'b + G'ul ]

=g I HG'n]i| +[ Z [F'®D + G"u]

i€e1

+¢e = [aeml
igr +

Colocando h{n) = I [.G"nli sgn{F'b + G'ul
igr _

i¥1

*[sgnl F'b + G'ul i]

sgn[ F'b + G'u}i

+ 1 |l |
i€L <

;]

n)]iT

(8)

67
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teremos:

HE's + G'(u+ emly = [F'b + Gull, +.c » hn) (9)

Podemos expressar h(n) como:
h(n) =d'n+ I |[gnl

onde d= £ g, sgn[F'b + G'ul, = G sgn[F'b + G'u)
o . i : i :

i1 S ' :
e 9 .8 a i-8sima coluna da matriz G, gerada.da decomposigao - da
matriz A.

Para gque [|F'b + G'(u + En)Hl < |F'b + G'u ”1_ & neces=
sario selecionar'olvetor n tal gue h(n) seja negativo.

Serd construido o vetor n de maneira que h{n) seja

negativo e apropriadamente escolher um pardmetro £ tal que:

IF'd + G'"(u + en)]:l < [F'b + G'u ”1

Para gerai n, tomaremos como referencia o teorema 2 do ‘algafiﬁmo
anterior que prova que existe uma solugcac "u" gqgue minimiza

IF'b + G'u Hl,eiéOrtogbnal a pelo menos m-1 colunas linearmente
independentes de A. Isto implica que pelo menos m-1l componentes
de [F'b + G'u°] s3o zeros.

Serad desenvolvido um procedimento pelo gual pelo menos
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uma componente previamente nao zero, vai ser conduzida a zero em

cada iteracdo, enguanto vamos decrescendo |[F'b + G'u "1 .

Procedimento para selecao do vetor n.

Supoﬁha_que numa dada iteracac temos o conjunto,

I =--{31:' jz_,-..l'..,.'jk}
‘e ‘h(n) =d'n+ I g}
_ L i=1 i

Vamos ‘assumir que k colunas g¢g. . i = 1,k da matriz G sao linear

5.
_ L 14
mente independentes. '
Formaremos a matriz m&m -
G, = Igj : 95 e o 9 Sl T ley
1 2 k 1 m-k

As k primeiras colunas de G consistem de k colunas gj i=1,...,k

i
da matriz G, enguanto que ei é ij*ésima coluna da matriz iden-—
tidade péra j=1,...,mk, selecionados de maneira que o poéto

(Gk) = m.

Caso o conjunto I = @ , entao a matriz Gk coincide

com a matriz identidade.

Vamos gerar o vetor o, tal que:

d=0G o onde d =06 sgn[F'b + G'ul.

k



Temos que:

al N
@ = | =—-= = G;l - 4
2 .

_g-al & um vetor kxl, a“ & um vetor (m-k)xl

19 Caso:’

* 2o
- Se o # 0, entac o vetor n & selecionado comor

n' = --[0'.§ sgn (a;.)]Gil

onde 0' = (0,...,0) & um vetor  1xk .

| Temos :
o | 17
' _ o . . 21 -1 . e - -
n'd =« 1[0 . sgnia )]Gk Gy z
a

= - Isan®)1' o = - lo® ||}

engquanto dque,

n'Gk =[0' I sgn (az)‘] 0 que corresponde a dizer que
g’ n =0 para 1 =1,...,k
Ji

k
Como hi{n) =d'n+ I lgt n|
i=1 31

70



71

~ g 2
entdor h(n) = = jla” ||;

_ . ' i : -
Tomando=-se n = = [0' : sgn-(a2 )]-'Gk; , sera possivel construir

h(n) negativo, onde o vetor n & brtogonal as colunas qj'i=l;,..gg -
: : ' g

da ma;riz-_Gk.

=[F'b + G'u]i T+

Note que se [F'b £ @' (a+ en)l
bl R , ‘

ji
+ g(G'n)j, =0 1 =1,...,k; ent3o as componentes que eram nu~

las de [F'b + G'ﬁIj | preservam esta propriedade guando perturba—
: L i o . S S
mos o vetor atual u.

Se perturbarmos o atual vetor "u" na diregdo do vetor

n, com um "g" construido adequadamente; uma componente previamen-

te nie zaro de [F'b + G'ul, digamos a ljk+i .8 conduzida a zero.

Como [F'b + G'{(u + en)]j =[F'b + G'ul . +
: | k+l T+l

+ gl@af , & necessirioc que n # 0; e desde que 95 n=0

nl g
gy Jp+t 1

para 1 = 1,...,k, segue gue o conjunto {g, , 9, } & 14

L ' g
3y T3z I+l
nearmenta independente.

Portanto nesta iteragdc temos:

I = {jl:t-trjkr jk+l}

enguanto gue & matriz Gk+l & gerada de Gy trocando uma colunade

[ei reees@y } pela coluna Fppl” de modo a manter posto (Gkﬁlkmu

1 m=¥



72

Note que G, e G 4 sao idénticas, exceto por uma

coluna.
29 Caso: az =0
1
o
Temos que d = Gk ———1,
a
2 1l .- . 1 . - : S
Como 0%0,d = a; g. +...+ o g, , isto & d se escreve camw com
_ _ o 1l Jg ik Jx _ _ ' . _ =
binagdo linear das colunas 93 da matriz G .
' _ i
Como h{n) =d'n+ £ |gln| .,
| i=1 14
k 1 o _
hin) = I oj;(g} n)+ |g; nl =
R Ji
T olgr ol o+l
= I g'n|l + ay sgn [g! n]l sgn [g. nllgl n] =
i=1 i + Ji Ji 21
S gl nl +al gt
= I f{g)n|] + a7 sgnlg! nllg. nl =
i=1 i + Ji Ji
k 1
= £ {1 + ajlsgn g: nl} |gl ni (10)
i=1 i I

Como resultado imediato de {10) enunciaremos : .
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. TEOREMA 4&:

Seja & um’ vetor mxl_.tal;que o= G;l -

a) se f“i[;i 1 i =_l,{..,k; entao’ h(n) como dado pela-expnég -
'sdo (10) nao serd negativo.

b) se existe pelo memosumo, i =1,...,k tal que {aj| >1 .,

entao h(n) dado pela expressdo (10) serd negativo.. :

PROVA:

: s ] s 1,

. .‘I'__. l:-! —1! 1
Escolhamos n' = [ep : 0] Gk sgn (ap)

onde _eﬁ = (0...0 1 0...0); onde 1 ocorre na p-ésima componente

n'Gk = - [eé E 0'] sgn(a;) o} gue implica

gque g! n==~0 i=1,...,k-, 1 #p
1
! = - sgnla
g n g(P)

Ent3o a espressdo h(n) dada pela expressaoc (10) vem comos
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k
hin) = £ {1 + ui sgn (g n} |g! n] =
i=1 Ji I
= 1 - ' | ' .
= {1 + aP_.sgn(gj-n)} |gj nl. =
: : ' P P
11, L -1,
= 1 = « 1 = (1L - .
{ ag Lsgﬁ(ap)} -1 ﬁ% _ |apl)
lbgo} | h(n) < ©

(CI—_q_.d) -

Neste caso, perturbaremos o vetor u na diregﬁo do vetor n, con
duzindo uma componente previamente nao nula de [F'b + G'ul, digo
a g-ésima, a tornar-se zero.

Nesta iteragac, trocamos a coluna gj pela coluna

- . P—'
gq, e procedemos como antes.

Note que neste caso, as trocas de colunas sao feitas
de maneira diferente do que no caso 1, e também que a condigéo a)

do Teorema 4, & conveniente como condigﬁo de parada do algoritmo. .

Para efeito de calcular a inversa da matriz Gk+l enunciaremos.

TEOREMA 5.

Seja C uma matriz ndo singular mm, e t,, t,,....t

‘as linhas da _sua inversa. Seja C uma matriz obtida trocando a

p-ésima coluna da matriz C por um vetor mxl r. Se tPr # 0, en-
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tao C & nao singular, e as linhas da sua inversa sac dadas por:

- 1
£t = t
P tr P
P
._%i = t}_éw(tir) Eé i=1l,...,m e i # p.

(Ref. 7)

Desde gue o vetor n fol selecicnado, de maneira que
h(n) seja negativo,& necessario determinar um valor positivo para

£ tal que,

lF'b +-G'(u.¥'en}ﬂl‘< HF‘b-f G"_u_lll .

Vamos gerar um conjunto de valores positivos para "e", de modo
gue uma componente previamente ndoc nula de [F'b + G'u ]venha tor—

nar—-se zero, e consequentemente garantir que

IE'D + Gu + e, < [F'D+G'ully

-

[F'b + G'(u +en)]; =IF'b + G'u +eG'n}; = 0 para i€ T

ou

~[F'b + G'u] -
e, = - L 1 f1 e lemly #0
[G'nl; .

“.
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~ Selecionaremos os €, . positivos em ordem crescente s

Pela expressdo (9) [[F'b + G'(u + en)jly = IF'b +.G'uf, + eh(n)- .
Como' hi(n) < 0, e sgn[F'b + G'(u + em1 = s_gnIE‘b-?!- G'ul " podemos.

concluir gque:

F'b + G' . > F'b %lG'. i e 0 <e <u :f
dep s ctaly > IEbcimeeniy 0 <e e,

0 novo vetor u + ep n sempre garante algum decrdscimo em
o : 1 - :
“HF'b + G'u “1 . ‘

Porl outro lado, quando tomamos € o < g < ap- ,-

L . .' . Il
sgn{F'b + G'(u + en)]i = sgn{F'b + G'uli i# Py (11)
sgn[F'b + G'(u + en)} = -sgn{F'b + G'ul (12)
' P Py .
n -
De (6) [IF'd + G'(u+ en)fl; = I [F'b + G'(u+enl, solFb+c' (ren)

i=L

substituindo as relagdes (11) e (12) em (6) temos:
[F' + ' (u+ en)f|, =|Fb+ G|, ~2¢c |g' nl +echin +2|g*n])
1 1 P Py =

£ <é_-§_e__ (13)
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onde h(n) & dado pela expressao (8).

Claramente se h(n) + zlgél nl) < 0,'podemos descrever

JF'b + G'(u + en)||, tomande e = ¢

L
- -

Generalizando este procedimento temos o seguinte

LEMA 4

Tomando-se € | < € < € htemosa
P Pier |
{lIF'b + G'(u+ en)|, =||F'b+G'ul; -2 £ e,  lglnl +"

- Cor 1 i=1 Pi Py '

k § :

+ c{h(n) +2 I
- S i=l

PROVA:

Seja € < g < g ; temos ques
Px Pril
sgniF'b + ¢'{u + en)l = - agn[F'b + G'ul i =1,k
Py . Pi
sgn[F'b + G' (u + en)]i = sgn[F'b + G'u]i- p 1&I e

i #Pl;cuorpk

[F'b + G'"(u + en)]i sgn[F'b + G (u + €ﬂ)hr’
1

([ =

_”Flb + ! (u -+ En)l[lz .
1



= I [F'b+ G'(u+ en)]l, sgn[F'b + G'y]
i1 | 1 i

L F Dreeeeiny

i€1-

F'b + G'(u+ )],
[  _+| (u+en)]p

sgnl[F'b + G'u] . =
i Py

1.

1
I e

i=1

i ']F'b +"G'uii + € I [g{ nl sgnlF'b + G'u]i'
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= T+
i1 igr1
iiépl!---rpk ‘ | | iféploo-;pk
%+ T [F'b + ¢'ul, sgn[ F'b -F_G'(u + eﬁ)]. +
i€l * - *
k
+¢€ I [ginlsmlF'b+G' u+en)], - & |F'b+ G'uj +
ier * o=l Py
k
- e £ f[g'nl sgnlP'b + G'ul = I |F'b + G'u|i +
i=1 P3 Pi  ig1
i?épl’nuufpj(

k
+e I [gin] sglF'b+ G, - I [g nl sgn[F'D + G'yl
igr Tt i=1 Py

Py

-+



79

| R R K .
+ € E'_[gi nl sgn [F'b + G'(u'+ en)]i - I |[Fb+G'du_ +
1= S R - . By
. k‘_ . o - : .
- € L [g'nlsgnlF'b + G'ul_ =|[F'b+6G'ull. + °
DR T Rt 2 Py ! o T

a E_ {iél: i Sg-n[.F!b ey sex [gjl". n]_ _?_[Ftb vEmremly +

Hk.

-2 I |F'b+Gul_ +2¢ez |g'nl =
- oi=l Py i=1 "Pi

= ”F'b + G'l:_l ” -2 & c | 'nl . + E: { h(n} +~ 2 z | 3 '.n.l )
: L i B By o TMWTE L ;)

onde h(n) & dado pela expresséoLB .

(c.q.d).

TEOREMA 5. _ ' | "
k
S h(n} + 2

lg' n] < 0 entao,

i=1 Pj

' + ¢'ul; > |F'b + G'(ute_ n); > --c > [[F'b+G" (wbe_  m)f]
1 Py L | Prey T
"PROVA:

Temos que ||[F'b + G'(u + ¢ n)Hl-= |F'b + G'u.iil + ¢ h{n)
Py

0 < g < €5 dado pela express3o (9), onde concluimos que _
=< 1 _



1 1 T e T
lF'b + G'u ||1 > |F'b + G'(u + spln){ll

Tomando~se e = Ep , temos pelo Lema 4 que - :

k
F'b+G' (ute_ n) = [F'b + G'u - 2 T £ Tg? +
| I L A R
: : k o o o
te, {him+2 = Jlggnl} (14}
Py =1 P:.L . -
Tomando-sSe e = & temoss.
pk-l_-..'L - )

P + G' (u + e iy = ||F'b + Glulj, -2 k-;L e jg! n| +
P+l , i=1 P1 Py

o R
+ e fhin) +2 £ g nl¥  (15%
P+l . i=1 Py | o

De (14) temos:

k
[#'b + G'ujl, =|[F'b+ G (u+e_ mi,e. I |g' n|l +
| T lg ]
- € th(n) + 2 I g. nl .
Py i=1 Py

Substituindo este resultado em (15) temos:

k .
iF'b+ G (u+ e M, =liFP+Gm+e n,+2 =z e. |g'° n]

+

80
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k K+1
¢ {htmy+2 ¢ jg nit-2 & e |g' n] +
Px i=1 Pi i=1 Pi TPy
: (hm) +2 1 g ol =lF c ol +
£ hin) + 2 Z g' ni=|[F'b+G'u+ e n), + -
P+l . Ci=1 P3 : R L
" k+1’l'| - | o . S
+ € {h(n) + 2 = g’ @] -2 [g" n|l -+
Pr+r . i=1 Pi Pr+1
- {hin) +2 £ |g' n|l =|lF'b+G'(u + ¢ |, +
Pk i=] Py P
. ok |
£ ~¢e ) fh) +2 & |gnl}
CPr+1 P im1 Py
logo:
[IF' + G'(u + € mil. = |F's + ¢'(u + e ml, +
P11 P 1
%
+ (e - e ) {hin) +2 1 |g! nj}
Pet1 Pk o i=1 Py
Desde que (¢ - e, )}>0 pois € > € e
Pr+1 Py Pr+1 Py

k
{hin) + 20 2 - |g’> ni} <0 por hipdtese, entao:
i=1 P
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HF#b + G'(u + ?Pkn)nl > [P'b + G' (u + £p n)ﬂl

k#+1

(c'qu) »

Baseando-se no Teorema 5 a selegao lOgica para o parametro "e" se
ria selecionar o maior Indice "g" que primeiramente fizesse

. N - |
“h(m)-+ 2 T

gt al > 0 .

1 Pl

Portanto,

IF'b + © (u.+ epqn)ﬂ1_< lF'b + Gf(u + epin)ﬂl

g i _=‘1'....,q:-l-

Concluimos gue o & a selegao Stima para o parametro "e" que mi
q

nimiza [F'b + G'(u + en)”l na diregao do vetor n.
‘Acerca do procedimento para selegao de ¢ e o vetor n ,sem

pre garantimos que,

le'b + 6" (u + emll, < llF'p + Grully

Desde que [[F'b + G'u Hl & reduzido em cada iteracido, e pelo menos
m-1 componentes sao zeros, entao segue que algoritmo converge num

numero finito de iteragoes.
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59

IA's

Passo:-

Passo:

'Passo:

Passo:

Passo:

Pasgso:

Passo:

83

ALGORTTMO.

w. .7

Escolher uma solugao inicial qualguer "u

-

Calcular [F'b + G'u |

Gerar o conjuntb- I=1{i: [F'b + G'u]i = 0}

Calcular o Vetdr d, tal queé

d = 6sgn(F'b + G'u)

o -1
feee | =gt - a
2
ey
2 1 :-_ - My, n
se o =0 e fa;j] <1, 1=1,...,k entdo o vetor "u"

atual & o6timo. Caso contrario siga para o passo seguinte.

Calculo do vetor diregao n.
2 - : l -
a) se o = 0, e pelo menos uma das componentes de ay €

maior que 1, entdo:

] _ . . =1 . 1 : 1
n = [eP 0'] G I-sgn(ap) com 1ap| > 1

b} se dz # 0, entao

sgn(a2 )]G;l

n'=-10"

LN N N
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'8¢ Passo: Calculo do "e&" .

. =

i para i ﬁ';

[G‘n]i.

Selecionar €y positivos em ordem crescente

. . - : ‘\' » - . [y | ) .
ep < EP L% ees % EP - Escolha © maior ;ndicg q
1 2 _ s : _

| T - q o 5

que primeiramente faga hi(n) + 2 I |g' n} > 0. Tome . .
e i=1 Py |
€ = E .- ’ !
- g

' 9¢ Passo: O novo vetor U =u + &n , e va para o 29 passo.

Obs.: Para garantir a existé@ncia da matriz G;l ne 59 passo, & sufi

ciente que a matriz Gk satisfaca a condigao de Haar.



Géragao do vetor n . (diagrama de bloco)

| Determine @

-1 -

n

85

a -'
l-_-_" = G]‘;l d
2. :
o
) Sim .
az = 0 ?
Nao
Sim
Hotll, <1 2 1
: 2 - .
' = - [0 D smGdNGt
Nao —
u atual e
1= - [e'0
n [ef 101G smb )
ondelal| > 1 .




u=90

-1 (1)
B

-Détermine F'b.+ G'u

¥

Gerar I e &

1

0 vetor 7 pode ser selecio-

86

Algoritmo" (diagrama de bloco)

4

Nzo

nado tal que h((n) < 0 ?

Sim

Y

"|"u* é a solugdc do preblema dual

Selecione ¢ , tal que

[Eb+G! wrem y<[E'b + G'u iy

Faga u = u + en

va para (1)

Use a condi¢ao de alinhamen-
to entre x e F'b + G'u e

gere x
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' TEOREMA 6.
o} algori_tmo'épresent‘ado sempre converge a uma -'50111:;5.0. em

uma iteragdo, para o caso de duas equagbes lineares a n incdgnitas.

PROVA: -
. . - |
1- parte : I=2¢,k>0.

Iniciaremos com uma solugdo inicial u = 0.

9y 9y ecs 9y eee 9y

Seja G = . o

1 5g 1
sgn[F'b+Gtu]l = = +1
+1 5g 2
cnde sg 1 = [*1 ... #1] (q;llxl e sg 2 =[Itlj... +1] (n=q) x1
- a1 N . n ™
I q.isg 1) 4g_ {sgn{F'b+G'u})_ + I g. (=g 2)
, 1 179 Ty ]
“d = G sgnfF'b + G'u I= -
a~-1 . n :
k{i £ g, 1)y FBH+G' + Z : (s 2),
i R 95 (s )3 gq(sgn( u))q el 95 59 2}
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s g1 n
d= onde S = I gj(sg l)j + gq(sgnif“b+G'u))q + I gqg.l(sg 2)j
k 8 =1 _ =l
Comoe I = ¢ , entao o = G0 +d = [o”] =a
B 1 0 g 1 0
onde G_ = o e G_l
T ) _ o
0 1 0 1
a) Suﬁor que S > 0
n' = - [sgn{ 2 )1 Ggl =T-1" -1]
Supor que 0 < €y «ov < eq—l < Eq < Eq+l nee < gy todos positivos

Temos que:

. B3 bjj N [F b]J i ) [F'Db]
J "nl. k - -(1+k)g.
[G'nly [gj gj][_ll (1+k) g
Portanto,
[F'B].
E. = S jzl'_._'s

(l+k)gj



89

- Como ej > 0 =" sgn [F'b]j = sgn(gj) J = 1yeeesS (16)

Seja g © parametro escolhido, entao

hi{n) + 2 I gt n|] >0 (17)
Como § = L g.{(sg 1}. + g _{sgn(F'b)) _+ I  g.lsg 2), e de (16)
J=1 J J- q S { j=q+l J _ 3 .
temos:
T layl +legl ¢ T
8 = I g.| + |g + T g. (sg 2),
j=1 ~J g . j=qg+1 ] J
Por outro lado-
hin) = - ||la ”1 = -~ (1+k)S (18)
0
=€
novo u qn
0 1 0
%q /9q
- -1 _
kg 1 -k 1

-sg 17
d =G sgn(F'b + G'u) =G 0
+sg 2



‘pois sgn[F'b + Gfu]i_= —sgn[F'b_+_Q'(u‘+ aﬁ)]i_. i.

v

e sgn[F'b + G'uTifQ-Sgn{F?b + G'(u + aﬁ)]i'_ R 1

o
0. = Gll 3 = -
) -2
_ o
1/g. 0 [. | -sg1
g 9
- ' G 0 |=
. x 1 “_ng
"1 - L+
/94 2 1oyl
J
a:
0
condicao de otimalidade
Vg - 1 g
/9.~ & Jg;] +
qg. =1 J

mostraremos que:

1/g

-k

a-1 . n
- g + .z
R

gl ' n
k-2 g, + I
3 j=a+l

(s9 2050 <1

90

l.;-_- I... yq_l o

q+l,,..;n. o
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g—-1

_ . R
gl 2| - ¢ lgi| + £ g(sgz)1
al =gl 3 j=qtl j ?

-

Temos de. (17) é.(lB) que ; -

g-1

) _ . --;: o : : _: N . o
C{ivk)s + 2 jzl ITg; 931 n [+ 21lg, kgl n |20 | - (19)
Por outro 1ado_

[. kgl n’ xeal| ¢ ' |

"Entdo de (19) temos

a1 .

- [(1+k)[ = lg.| + ]gq| + £ g,{sqg 2).11 + 2 z (1+k) lg.| +
+ (1+k) 2 |g_| > 0 .
q —
eyl -l l - I S layl + 2 |
- I g.| = |9 - Z  gy;lsg2), +2 L .|g.|+2|g >0
= ] a j=a+1 3 | J =1 J q
gq-1 n
I N - X . 2. > 0
| Igjl ngl jme g5(sg 2)4 >

j..-:



logo:

{

ol s - % o+ 3 |
gl >-  Jg.|l + z g. (sg 2],
T 7 5= j=q+1 ~J J

" Por:outro lado temos:

q-1

. h(n) + 2 T J{g: kg.inl <0
_ o §=1 I
gl -
-(1+k)S.+ 2 I |(g:; kg,ln| < ©
o .- ' '=1 ’ J ]
J - ..
g-1 I '| | |; oon ' _
S g.| - lg.| = = " g.(sg2), <0
=1 T gegrr Y 3
g-1 | n : :
= Jogg! <- T osl + I gilsg 2),
4 J=1 J j=q+1 J J

De (20) e (21) temos :

lggl 21 T | f
g > = L g.| + T g. (sg 2).
T =1 3 j=qt1 Y J

(20}

(21}

92

logo a condigao de otimalidade e satisfeita, e podemos concluir

que o vetor u’® obtido em uma iteragao & o6timo.
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_2g Parte : I #¢ e k> 0.
Tomemos u = 0

I = {i} -

o sg 1 S S
sgn(F'b + G'u) = 0 ) : sgn (F'b + G'u), =0
_ sg 2 SR



Suponha que

entac sgn (P’
. Suponha  que

I qu 

A=

sgn(F'b + G'u’) =

onde (s§_1)j
(sg Z)j

sgn(F'b

0 < € vve < Eg

b)j = sgn(gj) .? =.1,--Q,s

95 . '
Tl c 0 W
1l - L. . ) )
9. _ ) .
|—2L=] "> 0 (ii)
gi; -
sblugéo:
= -u + .E: n =h
q ?q?
0 1
-1 /gq
Gl =
1 -k
sg 1
0
83 2
= - (sg 1)j j=1...g-1
= (sg l)j j=a+tl,...,i-1
1,,0 =
+ G'u )q 0

94



(sg 2)j (sg 2)j j = i+l,...én

t

(sg _2):i..= —:.L -peis  (F'b + G'(u + Eqﬂ))i = Eq(gin) < 0
-d =G 'sgn (F'b + G'u") = .
- kS8
onde S5.=- I g.{sg-l}).+ I -g.(sg 2),
SRR g= J ”J:_ j=q+1 -7 J
S . 1/g."
| . /gq
a = .
0

de (i) e (ii) temos gque '|§[fglg§|
“ _d.--._
logo : wu e otimo.
Podemos notar que o teorema & valido para qualguer k.

{c.g.d)-



AEiicégao-

.Exempld 1:

s

Determinar a solu¢do de norma L_ minima do sistema consistente,

1x + 2 X, + 1 xy=1

-2le +.l'x2 + 8 x3 = 3

-'posto (A) =m=2, e m<n .

Aplicando o algoritmo aprésentado :

[ 7/10  5/10 25/10:|

F_. -
21/10 15/10 75/10
3/10 15/10 =-15/10
G =
-1/10 «~5/10 5/10
0 :
u = vetor inicial
70
D
1. F'b + G'u = -30

60 |-
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3/10 0 | |
G, = g
k-0 2 ;

L _|:1o/3 o] "
G, ~ =
'k - -
o 3 vt - - | .
L " B [3/10 . 15/10 —15/1} l:]
.4 =G -sgn F! b + G* u = L
T L 1/10 . -5/10 5/1¢
“&l | “l.-l ,'[‘10/3 0 ..—3 ' ~10
I TG cd = ’ ] [ 1 =[ : :[
42 L 2 R | o

o 2‘0_ e{al|>l ‘
Calculo dé n

| : -1 1
| I U L
n [ep 1 [Gk ] sgn oy

[10/3 o] | '
n* ==1({1 0} « -1 =[10/3 0O}
1/3 1 | |

Cilculo dos "g"

3/10 ~1/10 T 1°
10/3
G = | 15/10  -5/10

-15/10 . 5/10 ' -5



.i ] :
e U]i
e = 0
€2=_ ("30) = 6
5 .
€4 =-80 -2
-5
e =6 , €£-.=12 , = < e
pl P2 ‘pl Pz e
2 s 71 Tios3
hin) +2 * |g' n|l =-9+ 2 |[15/10 -5/10
. i=1 Pj _ : ¢
= -9 4+ 2.5 = 1_> 0
£ ='€P1 = 6

e
it

F'b + G'u® =

[

I-[F'b + G'u!.i

0

70

2

e (]I

9. Teste de otimalidade

7
5

5

o

3/10  ~1/10

.- 20
15/10 -5/10( . =
70 '

-15/10 '5/10

|

98



99

6 -12/10
d = G sgnlF'b + G'u’'l=
4/10

10. Troque 93 POr 9., onde p =1 e q =2 e‘forﬁe ;.
. p . - :

[15/10 ' ojl
Gk# :

| -5/10 1
el [10/15"  0:| .
IS N V2 B A

et L T10/15 0 -12/10 12/15‘7'
1. | -——— | =cl-a-= s | N
2 s /3 1 4/10
- 2
Pemos que a° = 0 e [a I

20 .
logo W = |: i\ € o vetor & Gtimo.
o 70 .

12. Usando a condigao de alinhamento entre [F'b + G'd] e x ,

geramos

b'b
F'b + G'u® ||
1

sgn(F'b + G'u®), se [F'b + G'w°], #0

ey .. selFb+euly =0

onde o, | < b’b .

a EXPFINCITIN




Entac a solugac de norma L_ minima &:

5/18
x° = - 2/9
| 5/18
9] algoritmo foi programado em Fortran.

. EXEMPLO 2.

T 2 51 3 7] [ Xy ] 3 7]
X
2 4 4 3. 2 = 9
- X3
. 3 6 -5 8 ] L%, 10 _

u® = [~133.1944, -9.0277, 9.0277]

XO = [2l 2, 0, -1]

EXEMPLO 3.
o — r— — P R ad
1 3 1 0 9 -1 xl 1
xz o
2 7 5 7 6 2 1
x3 =
3 0 =2 2 5 0 A X 1
X5
4 2 3 8 1 3 1.7 1
L - S x6 - Lo .

UNICAMP
BIRLIOTECA CENTRAL

100
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. ﬁ ‘
I

° - [3.5324, -4.1917, - 2.0307, 1.3255]

\N I-
]

[0.1101, -0.0848, 0.0430, 0.1025, 0.1101, -0.1101]

Resolucdo do problema min |x|_ por programacao line
. . - Ax=b ’

Apresentamos algoritmos gue resolvem o problema ‘

min -||x || _+ Uma alternativa proposta aqui, serd transformar es-

te.problema_num problema padrao de programacaoc linear: '

Desejamos resolver o problema primalk-

min’ lxll, = (221

O problema (22) & eguivalente a :

min |[|x]|_ = min s
Ax=b Ax=b
.| <s )
l —

min (0,1) (x,s)
Ax = b

-8 < X, < 8
- 7y =

Cologuemos o problema (22) na forma padrao de um problema de pro —

gramagao linear.



Introduziremos as variaveis

' Usando o fato de que =-s < x, < S segue que

0<x, <28 i=1,...,n.

Ent3o temos

min (d;l)'(x,s)V

colocando §i em forma vetorial

X = X + se

onde s & um escalar, e "e" & um vetor nxl

tarias.

O sistema original segue como:

AX = A(X - se) AX - sAe = b e X

Bt et PR

102

com componentes uni

Para suprir a desigualdade, introduzimos varidveis de folga q;
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na forma wvetorial :

e

X + q'# 2se

Portante temos @

d ¥~28e +q=0" (23y

| v
o

Para gerar uma base factivel inicial, adicionaremos variiveis ar—
tificiais
AXx - sAe+ Ia =b

onde I & a matriz identidade, "a" um vetor variavel artificial

com componentes ai, i=1,...,m

Resolveremos o problema artificial
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cuja solucao final dara uma base factivql inicial para © proble-
ma (23). . \

Observamos gque o problema de m equagoes a n incdgnitas
Ax = b, foi transformado em m+n equagGes 2n + m + 1 - incdgnitas
' %X, 4, 2 e s. |

Note'éue se utilizaerS-o‘método simplex revisado, a

cada ité-ragio_. estarembs_ ‘invert-en'c'b uma. matriz (m+n) % (m+n) ; enguan

to<Que.no aigoritmolapreéentado:teréﬁos a inversao de uma matriz
U (xmy . ' " |

| Claramente estas inversas podem ser obtidas das inver—

sas na iteragio_anteribr} pois apenas uma coluna @ alterada na ma

triz a cada ite:agao. Assim.aplicando simplex revisado no proble-—

8 ma (23) teremos.2(m+n)2‘mﬁ;tiplica96es-para.q calculo da inversas

enquanto gue no algoritmo teremos ng multiplicagaes em cada ite

ragaoc..’
TABELAS:
Algoritmo _ n? de multiplicacdes
F'b + G'u (F'b & fixo) | mn
a " m(n-1) (adig@o)
i 2s?
2
- m
n yela )
n{m-1l) (adicgao)
n
[y .
c. G'n mn
€y i n




simplex revisado em (23)

n® de multiplicacdes

para n+l valo-
res de j.
{(varidveis nao

basicas)

1

2 (n+m) 2
(n+m)2
(n+m}
(n+m)2

(n+m) (n#*1)
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