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Resumo

Classificacao e agrupamento de séries temporais sao problemas bastante explorados na
literatura atual. Muitas técnicas sao apresentadas para resolver estes problemas. No en-
tanto, as restrigbes necessdrias, em geral, tornam os procedimentos especificos e aplicdveis
somente a uma determinada classe de séries temporais. Além disso, muitas dessas abordagens
sao empiricas. Neste trabalho, propomos métodos para classificagdo e agrupamento de séries
temporais baseados em quase U-estatisticas (Pinheiro et al. (2009) e Pinheiro et al. (2010)).
Como ntcleos das U-estatisticas sao utilizadas métricas baseadas em ferramentas bem co-
nhecidas na literatura de séries temporais, entre as quais o periodograma e a autocorrelacao
amostral. Trés situagoes principais sao consideradas: séries univariadas; séries multivariadas;
e séries com valores aberrantes. E demonstrada a normalidade assintética dos testes propos-
tos para uma ampla classe de métricas e modelos. Os métodos sao estudados também por
simulacao e ilustrados por aplicagao em dados reais.

Palavras-chave: Agrupamento de Séries Temporais, Classificacao de Séries Temporais,

Testes Nao-Paramétricos, U-estatisticas, Valores Aberrantes
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Abstract

Classification and clustering of time series are problems widely explored in the current
literature. Many techniques are presented to solve these problems. However, the necessary
restrictions in general, make the procedures specific and applicable only to a certain class
of time series. Moreover, many of these approaches are empirical. We present methods for
classification and clustering of time series based on Quasi U-statistics (Pinheiro et al. (2009)
and Pinheiro et al. (2010)). As kernel of U-statistics are used metrics based on tools well
known in the literature of time series, including the sample autocorrelation and periodogram.
Three main situations are considered: univariate time series, multivariate time series, and
time series with outliers. It is demonstrated the asymptotic normality of the proposed tests
for a wide class of metrics and models. The methods are also studied by simulation and
applied in a real data set.

Keywords: Non-Parametric Tests, Outliers, Time Series Classification, Time Series Cluster-

ing, U-Statistics.
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Capitulo 1

Introducao

A classificacao e o agrupamento de séries temporais sdo problemas de interesse em diversas
areas, tais como, econdmica, negdcios, finangas, medicina, biologia, geoinformatica (Hirano e
Tsumoto (2005), Gvishiani et al. (2008), Savvides et al. (2008), Mezer et al. (2009), Otranto
(2010)). Do ponto de vista conjuntural, um fenémeno muito comum ¢é o aparecimento de
observagoes atipicas, chamados “outliers”. Fajardo et al. (2009) estudam o impacto de outliers
aditivos nas estimativas de parametros de modelos estacionarios, especialmente o modelo
ARFIMA. Por ser um campo tao diversificado, a identificacdo de semelhancas ou diferencas
em séries temporais é util para tomar decisoes e fazer previsdoes. Suponha que temos um
nimero de séries temporais e queremos fazer previsbes. Como resultado dos testes para
diferencas entre os processos subjacentes, grupos de séries temporais semelhantes podem ser
identificados. Entao, ao invés de ajustar modelos para todas as séries e fazer previsao de
cada uma delas, um modelo 1nico pode ser ajustado sendo um representante de cada grupo
e, em seguida, a previsao pode ser realizada neste representante. Isto é especialmente 1util
quando o problema é fazer previsao de um grande nimero de séries temporais, como pode
ser o caso do controle de estoque. Em termos de tempo e custos reduzidos isso certamente
seria mais vantajoso. Também é sabido que melhores estimativas sao obtidas por agregacao
de conjuntos de dados similares (Aigner e Goldfeld (1974)). Estes dados semelhantes podem
ser identificados com base em técnicas para a diferenciacao entre eles.

Na area da economia, a globalizacao tem acelerado a integragao dos mercados financeiros
mundiais nos ultimos anos, tornando-os mais dependentes do que anteriormente. E pre-
ciso considera-los conjuntamente para compreender melhor a estrutura dinamica das finangas
globais. Além disso, a criacdo de bancos de dados e os avancos na area da informadtica per-
mitem o armazenamento e o processamento de um grande volume de dados. Por estes motivos,
torna-se imprescindivel desenvolver técnicas que reduzam a quantidade de dados sem reducgao
significativa de informagao.

O problema da identificacao de semelhancas ou diferencas entre séries temporais tem sido
estudado por varios autores, tais como Galeano e Pena (2000), Piccolo (1990) e Caiado et al.

(2006). Um problema fundamental neste tipo de andlise de séries temporais é a escolha de



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

uma métrica relevante. A abordagem empirica que é utilizada é inadequada porque nao tem
uma estatistica de teste e sempre encontra, pelo menos, dois grupos, mesmo que as séries
temporais sejam identicamente distribuidas. Maharaj (2000) apresenta um teste de hipétese
na comparacao de duas séries temporais estacionarias, baseada nos parametros autorregres-
sivos e propos um método de classificacdo usando o p-valor deste teste como uma medida
de similaridade. Maharaj (2002) compara duas séries temporais nao-estaciondrias utilizando
uma abordagem de espectros evolutivos, levando em consideragao as alteragoes estruturais
ao longo do tempo. Essas técnicas de comparagao de séries temporais sao aplicaveis tanto a
séries que sao estacionarias como a séries nao estaciondarias.

Com o objetivo de encontrar similaridades ou dissimilaridades em grupos de n vetores
aleatérios, cada um de comprimento K, Pinheiro et al. (2009), generalizando o trabalho de
Pinheiro et al. (2005), introduzem uma classe de U-estatisticas generalizadas e as incorpora
em uma MANOVA convencional para dados de alta dimensionalidade, com énfase em da-
dos categéricos. Essa abordagem baseia-se na formulacao geral das distancias de Hamming,
cujas contrapartes amostrais sao U-estatisticas generalizadas. Isso é especialmente ttil, pois
na analise de dados qualitativos de alta dimensionalidade, ferramentas convencionais, como a,
analise multivariada discreta, sao ineficientes ou inapropriadas. Também é comum a exigéncia
de homoscedasticidade e normalidade dos dados para inferéncia. Para encontrar similaridades
ou dissimilaridades em grupos de n vetores aleatorios, cada um de comprimento K, os esque-
mas amostrais estudados sao: (i) um grande niimero de séries curtas, isto é, n >> K; (ii) um
pequeno (ou médio) nimero de séries longas, isto é, n << K; e (iii) um grande nimero de
séries longas, isto é, n e K grandes.

Com relagdo a separagdo de um conjunto de vetores aleatérios em grupos, a situagao
(i) caracteriza a ANOVA cléssica, para a qual procedimentos de decomposigao de variancia
podem ser implementados com algum grau de sucesso, principalmente para varidveis aleatérias
continuas. Os trabalhos de Galeano e Pena (2000), Piccolo (1990) e Caiado et al. (2006),
citados anteriormente se encaixam na situacao (ii).

O que propomos neste trabalho é a adaptacao e generalizagao dos resultados trabalho de
Pinheiro et al. (2009) para séries temporais uni e multivariadas, criando assim ferramentas
que podem ser utilizadas para resolver os problemas descritos nos primeiros pardgrafos deste
capitulo. Tal adaptagao envolve a obtencao de resultados assintéticos para U-estatisticas
baseadas em sequéncias de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
(ii.d.) e sequéncias com alguma estrutura de dependéncia. Podemos utilizar os resultados
de Pinheiro et al. (2009) para qualquer um dos casos (i)-(iii). A normalidade assintética de
U-estatisticas baseadas em sequéncias i.i.d. é obtida por Hoeffding (1948). Representagoes
martingais, tais como, a representacao martingal de Hoeffding (1961) e a representagao por
martingais reversos de Berk (1966), permitem demonstrar a Lei Forte dos Grandes Numeros

para essa classe U-estatisticas. No caso em que a sequéncia é fracamente estacionaria, as



propriedades assintéticas sao desenvolvidas sob condigbes “mixing”. Yoshihara (1976) obtém
normalidade assintética com a condicao de regularidade absoluta. Outros exemplos de pro-
priedades assintdticas, que sao desenvolvidas sob condigoes “mixing”, podem ser encontra-
dos em Denker e Keller (1983). A Lei dos grandes ntimeros para sequéncias estacionérias
e ergddicas é estudada por Aaronson et al. (1996). Para processos com longa dependéncia,
U-estatisticas sao consideradas por Dehling e Taqqu (1989, 1991).

Rifi e Utzet (2000), Major (1994) e O’Neil e Redner (1993) estudam as propriedades as-
sintéticas de U-estatisticas ponderadas baseadas em sequéncias i.i.d.. Hsing e Wu (2004)
demonstram a normalidade assintética de U-estatisticas ponderadas quando as observacoes
provém de uma série temporal nao linear e também de processos lineares. No entanto, esses
resultados sdo mais restritivos que os resultados de Pinheiro et al. (2009) pois, neste tltimo,
permite-se que o ntcleo da U-estatistica seja funcao de mais de uma amostra, sendo portanto
uma U-estatistica generalizada. Pinheiro et al. (2010) consideram uma classe de U-estatisticas
baseadas em um ntcleo de ordem m > 3, estaciondrio de ordem r e que pode ser aplicado a
quaisquer vetores aleatérios i.i.d. de dimensao arbitraria K (mesmo que K — 00). Um teste
para componentes de variancia em modelos de efeitos aleatérios baseado nos resultados de
Pinheiro et al. (2009) é apresentado por Nobre et al. (2008).

No Capitulo 2, introduzimos as U-estatisticas e apresentamos os resultados do trabalho
de Pinheiro et al. (2009) que sao a base para o desenvolvimento deste trabalho.

Para testar a homogeneidade de grupos de séries temporais, adaptamos os resultados de
Pinheiro et al. (2009), obtendo uma classe de quase U-estatisticas e uma classe de séries
temporais, para os quais a normalidade assintética da estatistica de teste ocorre. Esses resul-
tados s@o apresentados no Capitulo 3. Para a proposta quase U-estatisticas, sob hipétese de
homogeneidade de grupos, a normalidade assintética ocorre com a taxa de n em vez de \/n.

No Capitulo 4, generalizamos este resultado, provando que a normalidade assintética
ocorre mesmo se a hipdtese de homogeneidade de cada um dos grupos nao for satisfeita.
A distribuicdo da estatistica do teste é alterada estatisticamente a medida em que a con-
figuracao de grupos testados é alterada. No entanto, o poder do teste é maior quando a
hipotese de mesma distribuigao dentro dos grupos é satisfeita. Isso nos permite agrupar séries
temporais executando varios testes utilizando um procedimento bootstrap.

No Capitulo 5, generalizamos os resultados obtidos no caso univariado, para séries tempo-
rais multivariadas e no Capitulo 6, testamos os métodos propostos em séries temporais com
outliers. Finalmente, no Capitulo 7 apresentamos uma breve discussao sobre o trabalho e no

Apéndice apresentamos alguns tépicos sobre séries temporais.



Capitulo 2

U-Estatisticas

U-estatisticas foram introduzidas por Hoeffding (1948) e formam uma classe muito ampla
de funcionais especialmente importante na teoria de estimacao. FEm estatistica bésica, elas
surgem naturalmente na construcao de estimadores nao-viesados de minima variancia. A
teoria relacionada a U-estatisticas proporciona uma estrutura tedrica simples, que pode ser
utilizada em estatistica nao-paramétrica para provar resultados assintéticos de uma ampla
classe de testes estatisticos e estimadores. Exposicoes detalhadas sobre o tema podem ser
encontradas em Denker (1985), Lee (1990), Sen e Singer (1993) e Lehmann (1999).

Neste capitulo, apresentamos a classe de U-estatisticas. Na Secao 2.1, introduzimos uma
série de conceitos sobre U-estatisticas e reproduzimos resultados cldssicos, como a normalidade
assintética para U-estatisticas (Hoeffding (1948)). Na Secao 2.2, apresentamos uma classe de
quase U-estatisticas em que se baseiam os métodos propostos nessa tese (Pinheiro et al. (2009,
2010)).

2.1 Nogoes Preliminares

Classes de U-estatisticas sao importantes por varias razoes. Nelas, estao incluidas muitas
estatisticas usuais, como por exemplo, os estimadores de média e variancia X e S2. A estrutura
simples das U-estatisticas é ideal para estudar processos de estimacao em geral, tais como
bootstrap e jackknife, e as aplicagoes da teoria frequentemente geram novas estatisticas tteis
para problemas praticos inferenciais.

As U-estatisticas surgem a partir da representagao de uma caracteristica populacional
de interesse como funcional da funcao de distribuicao. Para isto, considera-se um funcional

definido sobre um conjunto D de fungoes de distribuicao em R, i.e.,

0=0(F), FeD. (2.1)

O objetivo é estimar O(F) através de uma amostra i.i.d., Xi,...,X,, com distribui¢iao F,

assumindo-se que D seja conhecido e F' € D seja desconhecida. Halmos (1946) mostra que
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um funcional 6(-) pode ser estimado sem viés se, e somente se, existe uma funcao ¢ : R¥ — R,

para algum k < n, tal que
o (e}
O(F) :/ / d(x1,--+  xp)dF(x1)...dF(zy), ¥V F €D. (2.2)

Todo funcional que satisfaz a condigao (2.2) para alguma func¢ao ¢(-,--- ,-) é chamado fun-
cional estatistico reqular de grau k. A funcdo ¢(-,--- ,-) associada é chamada de nicleo de
6.

Diz-se que §(F') é um parametro estimdvel em D se, para algum inteiro positivo k, existe um
estimador nao-viesado de 6(F’) baseado em n varidveis aleatérias (v.a.’s) i.i.d. com distribuigao

F, isto é, se existe um nucleo f : R¥ — R, tal que

EFf(Xl,--' ,Xk) :Q(F), VFeD.

O menor inteiro k com esta propriedade é chamado de grau de 0(-).
O resultado que garante a existéncia e a unicidade de um estimador simétrico, sem viés e

de minima variancia para 6 foi provado por Halmos (1946).

Definigao 2.1.1. (Hoeffding, 1948). Sejam X;,..., X, varidveis aleatérias i.i.d. com dis-

tribuigao F'. Seja # = O(F') uma caracteristica populacional que pode ser escrita como

9:/_2.../_2(;5(:61,... ,rp)dF (z1) ... dF(z) = Eo(X1, -+, Xi),

em que o nucleo ¢ é tomado, sem perda de generalidade, como simétrico em seus argumentos.

Assumindo-se n > k, a U-estatistica de grau k para a estimacao de 6 é dada por

-1
n

em que Z(mk) denota a soma sob as permutagoes distintas de tamanho k de {1,...,n}.

2.1.1 Decomposi¢cao de Hoeffding

Sejam

¢C([E1,"' ,.%'c) = E[¢<X1, ,Xk)’Xl :xl,...,Xc = .’EC], (24)
02 = Var¢.(Xi, -, X.), para c=1,...,k
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e o = 0. Se 0? =0, diz-se que a U-estatistica é degenerada. Se 03 = --- = 0.1 = 0e g2 > 0,
diz-se que a U-estatistica é degenerada de ordem c. A mesma U-estatistica é denotada por
Hoeffding (1948), como estaciondria de ordem c-1. Neste trabalho, adotamos essa tltima
notagao.

Note que

¢c(x1a" ' 7336) = E[¢d(X17 aXd)|X1 = T1,-- 'aXC = :L‘Cj|a (25)

paral <c<d<ke

Epc(x1,- yx) = Ep( Xy, -+, Xg), 1 <c<k. (2.6)

Para a variancia da U-estatistica, uma expressao util pode ser desenvolvida em termos de

o2. Considere U,, uma U-estatistica com nticleo ¢ de grau k. Entdo, (Hoeffding (1948))

w5 () (1) o)

Uma das propriedades mais elegantes e titeis de toda a teoria de U-estatisticas é a de-
composicao de Hoeffding, que demonstra que toda U-estatistica de grau k pode ser escrita
como uma combinacao linear de U-estatisticas ndo-correlacionadas de graus 1, ...,k (Hoeffd-

ing (1948)). Esta decomposicao é baseada nas seguintes projegdes ortogonais de ¢:

Yi(z1) = é1(x1) 0
Yo(x1,22) = d2(1,22) — d1(21) — d1(x2) — 0

(2.8)
c—1
wc(xlv'”axC) == ¢c($17"‘7$c)—ZZ¢j(xip‘"71’ij)—97
J=1 (c,g)
para ¢ = 3,4,...,k, em que Z( ) ¢é tomada para todos os subconjuntos de cardinalidade j

de {z1,...,x.}.

Teorema 2.1.1. (Hoeffding, 1948). Seja U,, uma U-estatistica de grau k baseada no nicleo
¢. Entao,

k
k .
Un=0+> < ,>H§3>, (2.9)
=1\

n

-1
) gy Vi Xy, o+, Xy,) € 0s ¥;s sdo definidos em (2.8).

em que H,(Zj) = (]
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Demonstragao. Utilizando a relagao
n—J
Z g{i1, i :< >Zw] xllla"'axl/j)a
(n.4)

em que Sjg;, iy = 2, Vj(Tyy, +,Ty;), com a soma sendo realizada sobre todos os subcon-

juntos de cardinalidade j, {v1,...,v;}, de {i1,...,it}; a identidade

() G=2)-(0)

e a relagao (2.8) para ¢ = k, segue que

1
Un = (Z) Z O(Tiy, o Tiy) = <Z> Z Z {01, ik} +0
(n,

(n, Jj=

o) £ e
o (e

em que H,Sj ) pode ser interpretada como uma U-estatistica de grau j baseada no nicleo ¢;. [

Truncando-se a soma (2.9) em ¢ < k, tem-se

n—0+Z( > ) + R, (2.10)
(c)

em que R;’ é uma U-estatistica com ntcleo Z?:CH gj(z1,--- ,xk), para g;(x1, -+ ,z) =
Si{1,... k-

A decomposicdo de Hoeflding é a ferramenta bésica para demonstrar varios resultados
para U-estatisticas como, por exemplo, a normalidade assintética que é tratada na subsecao

seguinte.

2.1.2 Normalidade Assintdtica

Hoeffding (1948) demonstra que as U-estatisticas com o? > 0 sdo assintoticamente nor-

mais.

Teorema 2.1.2. (Hoeffding, 1948). Se 0 < 0% < 0o, entdo, quando n — oo,

V(U —0) 25 N (0, k202). (2.11)
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Demonstracao. Segue da decomposicao de Hoeffding que

U—0=kHY +R,.

Logo,
VAU —0) = nkH\ 4+ /nR,
k n
= = XZ ny
em que

i\ 2 ~1 '
A variancia de \/nR, é n Z?:z ( > (n> (5]2, em que <n> 0 = VarHT(L] ), o que implica que
J J J

Vary/nR, = nVarR, = O(n™1).

Entao, pelo Teorema de Slutsky, o comportamento assintético de /n(U, — 6) é o mesmo de
n~12E 30 b1 (X;). Como Evpy(X1) =0, Vargy(X1) = 07 > 0 e ¢1(X1),...,91(X,) é uma
sequéncia de v.a.’s i.i.d., pode-se utilizar o Teorema Central do Limite (TCL) cldssico, o que

demonstra o teorema. ]

2.1.3 Algumas Variagoes de U-Estatisticas

Algumas generalizagoes da classe de U-estatisticas levam a outros testes e estatisticas
cldssicos. Uma classe de U-estatisticas baseadas em nucleos de ordem m > 3, estacionario de
ordem 7 e que pode ser aplicado a quaisquer vetores aleatérios i.i.d. de dimensao arbitraria K
(mesmo que K — o00), é considerada por Pinheiro et al. (2010). Neste trabalho, considera-se

que a estatistica T}, seja uma combinacgao linear definida por

1,n
Tn = E nn,i1~~-im¢(Xi1a cee 7Xim)7 (212)
Z’l"" »im
em que X,...,X, sao vetores aleatérios K-dimensionais i.i.d., nao necessariamente quan-

titativos como em Pinheiro et al. (2005)); 7yi;....i,, € um conjunto de pesos, possivelmente

m

aleatério, que satisfazem

1n
7 i = 0 (2.13)

i15e0stm
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Z}lnzm varia sobre todas as permutagoes estritamente ordenadas de 1,...,n e ¢ é um ntcleo
de grau m, estaciondrio de ordem r, para o qual E¢(Xy, -+, X,,) = 6. Por (2.12), pode-se
assumir sem perda de generalidade que 6 = 0.

Algumas configuragoes de 1, 4,....i,, conduzem a classes especiais de U-estatisticas general-
izadas. Por exemplo, se 04,4, = m!(n—m)!/n!er > 1, T, é uma U-estatistica estaciondria
de ordem r, para a qual as variancias condicionais sao tais que, 0 = a% =...=0< af 1
Neste caso, n("tV/2(T;, — ) converge para uma (possivelmente) combinacao linear infinita de
varidveis aleatérias independentes, cada uma destas distribuidas conforme uma integral de
Wiener (r — 1)-dimensional (Dynkin e Mandelbaum (1983)).

Se K =1 e .. i, assume somente valores 0 ou 1, T;, é dita ser uma U-estatistica in-

completa. A distribuigao assintética de T, serd uma combinagao linear de integrais de Wiener
independentes ou uma mistura de tal distribuicdo com uma v.a. normal e independente,
sob suaves condi¢oes amostrais (Janson (1984)). Para uma classe de U-estatisticas condi-
cionais, em que os pesos podem ser decompostos da forma 7, i, = €e(i1) - - - e(ix), sendo
e(-) a fungao peso marginal, a normalidade assintética segue de Stute (1991). Além disso,
a natureza condicional da classe provém do fato de que os pesos sao definidos como funcgoes
aleatérias de um outro conjuntos de v.a.’s i.i.d..

Para K = 1, O’Neil e Redner (1993) e Major (1994) apresentam resultados assint6ticos em
uma configuracdo mais geral para a classe de U- estatisticas ponderadas, definidas por (2.13).
No caso em que m = 2, O’Neil e Redner (1993) discutem o uso da técnica “moment matching”
para determinar a distribuicao assintdtica de T,,. Sob algumas condigoes de regularidade para
Mnir,...im» UM limite nao-normal é provado para r = 1 ou r = 0. Para r = 0, prova-se que
a classe de U-estatisticas ponderadas é assintoticamente normal sob o segundo conjunto de
condicgoes nos pesos. Normalidade assintética também é demonstrada para » = 1 no contexto
de U-estatisticas incompletas. A idéia comum no contexto de U-estatisticas ponderadas é a
ortogonalidade do conjunto de pesos (possivelmente aleatérios). Major (1994) destaca que a
abordagem acima mencionada nao pode ser adotada para m > 3. Uma aproximacao Poisson
é utilizada para procurar o comportamento assintético de T,,. Quatro resultados principais
estabelecem a distribuicao assintdtica para U-estatisticas ponderadas, sob diferentes esquemas
de ponderamento. Em trés situacoes, » < m, e, para todos os quatro casos, supoem-se que
X1i,..., X, s80 v.a.’s i.i.d. uniformemente distribuidas.

Considerando K > 2, impossibilita-se a utilizagdo dos resultados de Major (1994). No
entanto, a classe proposta por Pinheiro et al. (2009) é construida de tal forma que, embora ¢
seja degenerada, a escolha dos pesos garantem a normalidade assintotica sob suaves condigoes.

Tais condigoes podem ser facilmente interpretadas em termos de normas P, p > 2.
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2.2 Uma Classe de Quase U-Estatisticas

Em muitas situagoes X7, ..., X, sao vetores K-dimensionais, os quais serao denotados
aqui por Xy,...,X,, quantitativos, ou até mesmo, qualitativos. KEstas condi¢bes surgem,
por exemplo, no estudo de seqiiéncias de DNA, cuja cardinalidade K, ou seja, o nimero de
posigoes, é bem maior que o tamanho amostral n (K >> n) e, em séries financeiras. Em
economia e financgas, podemos estar interessados em um grande nimero de ativos financeiros.
O valor de cada um destes ativos varia ao longo do tempo gerando uma série temporal. A
cada dia surgem novos ativos no mercado e seria interessante se pudéssemos colocé-los em
grupos cujo comportamento seja similar. Para superar as limitacoes da analise de variancia
cldssica (ANOVA), como a exigéncia de homogeneidade e normalidade da fonte de variacao, e
da ANOVA multivariada (MANOVA), para a qual um grande tamanho amostral é necessario,
Pinheiro et al. (2009) introduzem medidas de diversidade adequadas e apresentam uma decom-
posicao para dados de alta dimensionalidade, cujas contrapartes amostrais sao U-estatisticas
generalizadas. Tal decomposicao é essencial para o desenvolvimento deste trabalho e serd

apresentada nesta segao.

2.2.1 Medidas de Diversidade

Sejam Xi,...,X, v.a.’s ii.d., ndo necessariamente continuas ou sequer quantitativas,
seguindo distribuicao F. Sendo as X;’s quantitativas, sua diversidade ou dispersao é me-
dida em termos da variabilidade de F'; uma medida usual é dada pelo desvio-padrao op , tal

que 0% = E(X — EX)? pode ser reescrita como

1
0% =FEd(X1,X3), em que d(z,y) = 5(3: — )% (2.14)

Suponha também que tenhamos uma segunda amostra Y7,...,Y,,, independentemente
obtida de uma distribuicao H, de forma que a% =Ed(Y1,Y2) = %E(Yl —Y5)2. Interessa-nos
entao trabalhar com v(F, H) = E[d(X,Y)]; podemos notar que

1 1
Y(F,H) = 5(0% +0%) + 5 (EX - EY)? > ~(0} +0%), VF, H, (2.15)

N

em que a igualdade vale se, e somente se, EX = EY. Esta simples igualdade pode ser
estendida para o caso multiamostral sem que seja necessaria a existéncia de homoscedasti-
cidade. Considere em seguida uma extensdo para vetores aleatérios X; = (Xj1,...,X;p) e
Y; = (Yi1,...,Ysp), cujas médias sdo denotadas pelos vetores p; e o ¢ matrizes de dispersao

3l e Yo, respectivamente. Novamente, teremos

D(FH) = SB{(X = Y)(X =YY} = (30 +30) 4 L (i — o) — ) (2.16)
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de forma que para todo A € RP,

1 1
NT(F,H)X = 5{)\/(21 + X2)A} + §H>\/(M1 — po)|?

1
>N {2(21 + 22)} A, VF H, (2.17)

sendo a igualdade verdadeira se, e somente se, X (p; — py) = 0, VA € R?, i.e., u3 = pa. Se
escolhermos uma funcao real ¢(A), para uma matriz positiva-definida A, como uma norma,

gostarfamos de restringir nossa atengao a uma classe de ¢(-)’s tal que

SO(FH) > {6(S1) +6(2)}, Vo e, (218)

sendo a igualdade verdadeira se, e somente se, 4y = uy. Por ambas as versoes empiricas de
3, e ¥ serem U-estatisticas, e sendo I'(F, H) uma U-estatistica, (2.18) pode ser incorporada
a um problema de teste MANOVA (para a homogeneidade dos vetores de média) sem que
seja fundamental a homogeneidade de 3; e 3.

Entre as possiveis escolhas de ¢(-), as mais comumente utilizadas sdo (i) o critério de
variancia generalizada ¢(A) = |A|, o determinante de A (usualmente elevado a poténcia %),
(ii) o critério do traco ¢(A) = tr(A), e (ili) o maximo autovalor de Roy (1953), ¢(A) =
chimaz(A). Note que

1
Chmas(A) > ~tr(A) > |Alr >0, (2.19)

p
em que |A| sé pode ser nulo se A for deficiente em posto. Para o critério do trago, (2.17)
nos leva a (2.18) de uma forma aditiva e o mesmo vale para o critério de Roy de uma forma
subaditiva. Note também que se A e B sao matrizes positivas semidefinidas simétricas de
ordem p X p, entdo, por transformacoes ortogonais, ambas podem ser reduzidas a formas
diagonais com elementos nao-negativos. Portanto, pela invariancia dos autovalores sob tais
transformacoes, temos que ch;j(A + B) > ch;(A),V j =1,...,p. Logo, se ¢(A) é escolhida
como uma fungao de chj(A), (2.18) é verdadeira para uma classe geral, sem sequer a neces-
sidade de assumir-se que todas as matrizes sejam positivas-definida. Em geral, o critério de
varidncia generalizada nao pertencerd a esta classe. O teste classico de razao de verossimi-
lhancas para igualdade de p; e p, se baseia na homogeneidade 3; = 39 = ¥; portanto,

sempre que X for positiva-definida (p.d.),

_ 1_
SN H) = T+ 537 (g — o) (11— p2), (2.20)

e o critério de variancia generalizada terd a mesma propriedade. Suponha agora um modelo

qualitativo, em que X; possa assumir uma entre C respostas qualitativas, a saber 1,...,C(>
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2), com respectivas probabilidades 7y, . .., 7. Dessa forma, F' é uma distribuigado multinomial
representada por wp = (7T§F),7T§F),...,TF(CF))/, definida no simplex Sc_; = {x € [0,1]¢ :

2’1 = 1}. Medidas quantitativas de tendéncia central e dispersao nao tém sentido fisico nesse
contexto. No entanto, medidas de diversidade podem ser construidas em termos do vetor
wp. Gini (1912) e Simpson (1949), este aparentemente sem conhecer o trabalho de Gini,

propuseram a medida

C
I(mp) =1 - mpmp =S w1 - ), (2.21)

c=1
conhecida como indice de biodiversidade de Gini-Simpson. Sua interpretacao é bem simples:
se tomarmos d(X1, Xo) = I(X; # X2), entdo

I(TFF) :EF[d(Xl,XQ)] :P{Xl #XQ} = 1—7T%~7TF. (2.22)
De forma similar, para a distribuicao multinomial H associada a um vetor de probabilidades
7y, define-se o indice de Gini-Simpson por I(7y). Tomemos entao

I(FFHY=P{X#Y}=1-P{X=Y}=1—-nhpmy. (2.23)

E f4cil ver que

I(F,H) > {I(wp) + I(wu)} YFH, (2.24)

em que a igualdade vale se e somente se F 2H (ouwp = mp), ambas definidas em um simplex
comum Sc_1. Logo, se estivermos interessados em testar a homogeneidade de wp e wy em
contraponto a uma alternativa de diversidade, parece desejdvel incorporar as medidas I(F, H),
I(mp) e I(my) a formulacao do teste. Suas versoes empiricas sao U-estatisticas generalizadas,

o que nos possibilita utilizar resultados assintéticos consolidados para conclusoes estatisticas

coerentes.
Consideremos a seguir um modelo qualitativo multidimensional em que X; = (X;1,..., X;x)’
sao K-vetores, cada X assumindo uma entre C'(> 2) respostas qualitativas, 1,2,...,C. Nen-

huma dificuldade técnica adicional se impoe se permitirmos que o nimero de categorias varie

em k(=1,2,---, K). Por simplicidade notacional, no entanto, mantemos C' fixo.
Seja ¢ = (e, ...,¢)’, em que cada ¢ assume um dos valores 1,...,C. Seja ainda
Ck={c:cpy=1,...,C; k=1,... K} (2.25)

de forma que a cardinalidade de Cx é igual a C¥. Tomemos
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m={n(c):ceCx =1}; w(c)=P{X =c}. (2.26)

A distribuicao de X, F', associa essa distribuicdo multidimensional ao vetor de probabilidades
7 que iremos denotar 7. Similarmente, para Y, com uma distribuicao H, teremos 7 g. Nossa
intencao é comparar wp e gy, com énfase em seus aspectos de diversidade, especialmente
quando K é muito grande, K >> n.

Em muitas aplicagoes, existe uma énfase nas medidas de diversidade marginais combinadas
em uma unica medida de diversidade, incorporando-se os k indices de Gini-Simpson de maneira,
analoga ao critério de trago no caso quantitativo. Motivado por isso, introduzimos a distancia

de Hamming como

=K1Y d(Xir, Xjn), (2.27)
k=1

em que d(z,y) = I(x # y) é a funcao-distancia basal do indice de Gini-Simpson. Tomemos
as marginais de X, F' (k) k =1,...,K, com seus correspondentes indices de Gini-Simpson,

I(F®)). Temos, entfo, a distancia de Hamming populacional, para F, dada por Hp:

K K

Hp = Epld(Xi, X)) = K1Y I(Xi, # Xjp) = K'Y I(FW). (2.28)
=1 k=1

Portanto, Hr é uma medida de diversidade para F' baseada na distancia de Hamming em
(2.27). Define-se Hy de forma analoga. Mais ainda, definimos a distancia de Hamming entre
F e H por H(F,H) = E[dg(X,Y)], em que X e Y tém respectivas distribuigdes F' e H.

Aplicando-se (2.24) para cada indice marginal, obtemos

K K
1 11 1
H(F,H) = 4 > I(F®, HR) > 5 {K > 1P+ = > I(H(’“))}
k k=1

=1

= (e + Hur), (2.29)

D
em que a igualdade vale se e somente se FO =Hg® viE=1,.. . K.
Para modelos quantitativos ou qualitativos (ou qualquer mistura), consideremos que os n

vetores aleatérios independentes, X1, ..., X, seguem distribuicdo F. Defina-se o parametro
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funcional §(F). Seja 6(F*)) um funcional andlogo para a k-ésima marginal F®) k=1,... K,
5(() = (6(FM), ..., 8(FF))). Assumimos que §(F) seja uma combinaciao convexa de 8((-)).

Por exemplo, podemos utilizar uma funcao linear convexa:

S(F)=XN8((): AeRM™ com NA=1. (2.30)

Assume-se que 0(F %)) sao parametros estimdveis ou funcionais regulares, no sentido de
Hoeffding (1948). Levando-se em consideracio que 6(F®*)) sdo fungdes-distancia que, tipica-
mente, aplicam-se a um par de pontos, assumimos que existe um ntcleo simétrico de grau 2

tal que

§(F®)) = / / $(a1, 22)dF®) (21)dFF) (22), (2.31)

em que ¢(-) é ndo-negativo. Na realidade, em vista de (2.32), §(F®) = §(F®) F(®)) As-

sumimos ainda que

S(F®, g0y = / / p(x1, x2)dF®) (z1)dH® (14) (2.32)

satisfaz, para as distribuigoes F' e H,

S(F®), {0y > %(5(F(k>) +oH®Y), Ve=1,... K. (2.33)

Isso implica por sua vez que §(F,H) > {6(F) + 6(H)}/2 YF,H. O teste proposto para a
homogeneidade de H grupos em relacao a suas medidas de diversidade se baseia em (-, -) e

suas versoes empiricas, que sao todas U-estatisticas generalizadas.

2.2.2 Propriedades

Para a construgao da estatistica de teste, considere G (>2) grupos independentes de
amostras provenientes de distribuicoes F1, ..., Fz de respectivos tamanhos n1,...,ng em que
cada F, é K-dimensional e definida em um espago de probabilidade comum. Considere um
nucleo nao-negativo ¢(x,y) (que pode ser expresso como uma combinacao linear convexa dos
nucleos ¢(zg, yx), k =1,..., K). Denotemos os vetores das observagoes no g-ésimo grupo por

Xg1s- - Xgngs 9 = 1,...,G, e tomemos

-1
n
Un,gg = ( 2“’) Z d(Xgi, Xg5), g=1,...,G. (2.34)

1<i<j<ng

Note que U, 44, para 1 < g < G, sao U-estatisticas e, portanto, estimadores nao viesados

de 0(F,). Similarmente, sejam as U-estatisticas generalizadas



16 CAPITULO 2. U-ESTATISTICAS

n, n
1 g g
Un,gg = o ZZ¢(X9i7Xg’j)a 1<g<g <G (2.35)
9" i1 =1

Estas U-estatisticas sdo estimadores nao viesados de 0(Fy, Fy) que satisfazem (2.33).

Tomemos n = nq + - - - + ng. Portanto, a U-estatistica para a amostra combinada é

G
_ ng(ng —1) Nghg’
Up=)_ mUn,gg +2 > (7_Uwg,, (2.36)

g=1 ) 1<oeg<a ™D

que corresponde as componentes dentro dos grupos e entre os grupos. Note que

G
_ Ny gy
Un = Z ;Un,gy +2 Z n(n _ 1) (QUn,gg’ - Un,gy - Un,g’g’)

= W, + Bh. (2.37)

O dltimo termo de (2.36) é nao negativo, enquanto em (2.37), B, pode ser tanto positivo
ou negativo. Sob a hipdtese de homogeneidade dos G grupos, EB,, = 0, mas EB,, > 0 sob

hipdteses alternativas.

Exemplo 2.2.1. Para ilustrar o que acontece quando procedemos com a decomposigao (2.37),
considere o conjunto de pontos do R?, representados na Figura 2.1, como sendo vetores de
tamanho K = 2.

Figura 2.1: Exemplo: Pontos de R2.

Os pontos sao X; = (0,0), Xo = (0,2), Z = (0,1), Y1 = (8,8) e Yo = (10,8). Seja
D=K'SF (X; - V;)2. Assim,



2.2. UMA CLASSE DE QUASE U-ESTATISTICAS 17

X1 Xo Z Y7 Y

X; O 4 1 128 164
X 1 1

9D — 2 0 00 128
A 0 113 145
Yy 0 4
Y, 0

Portanto,
n\ ! 1
U, = <2> Z Dij = 5{788}.
1<i<j<n

Se colocarmos Z num grupo com X; e Xo, temos

31 2 28
WED =2 (14+144)+2(4) ==
e
3.2 1 1 760
BB2 — 2219 " (2128 4+ 164+ 100+ 113 +145) — —(1+1+4) —4| = —.
n 5.4 3.2< 164 +100 + 113 + 145) 3( 144 10
Se colocamos Z num grupo com Y7 e Yz, entao teremos
2 31 540
W23 = Z(4) + 21134+ 145+ 4) = —
3.2 1 1 248
B3 — %09 " (21 421284+ 164+ 100) —4 — —(113 + 145 +4)| = =,
n 5.4 3.2( + + 164 +100) 3( + 145 +4) 10

Claramente, a medida dentro do grupo (WAS’Q)), para o grupo Xi, X9, 7, é bem menor
que para o grupo Y1,Ys, Z, (W£2’3)), o que é esperado pois Z estd mais préoximo de Xq, Xo do
que Y7, Ys. Enquanto B,,, que é a medida entre grupos, é maior quando consideramos o agru-
pamento X1, X9, Z contra o agrupamento Y7, Y2 (denotamos essa medida por B,SS’Z)), do que
quando consideramos o agrupamento X, Xo contra o Y1, Y2, Z (a medida entre estes grupos
¢ denotada por B7(L2’3)). Isto mostra que os grupos X1, X2, Z e Y7, Yo sao mais dissimilares.

Se FY,..., Fg nao sao todas iguais, EB,, > 0. Além disso, sendo uma combinacao linear
de U-estatisticas generalizadas, B,, segue as leis de atracdo do TCL, isto é, n'/ (B, —EB,)
é assintoticamente normal. A situacao se modifica se F} = --- = Fg.

O interesse se concentra nessa situacao nao convencional. Primeiramente, EB, = 0 e
B,, pode assumir valores negativos e positivos. Em segundo lugar, sendo essas U-estatisticas

generalizadas estacionarias de ordem 1, elas tém, em geral, distribuicGes assintdticas nao



18 CAPITULO 2. U-ESTATISTICAS

normais.
Para G grupos homogéneos Xy, 1 <i < ny, 1 < g < G, de vetores aleatérios i.i.d. com

distribui¢ao F', a decomposicao de Hoeffding tem propriedades interessantes:

i) Reescrevendo-se Xgi, 1 <1< ny, 1 <g <G, como Xy,...,X,, com a convencao de

que os primeiros n indices se relacionam ao grupo 1, os proximos ne ao grupo 2, etc.,

segue que
ning
Bn=—2"2 _(2Up10 — Uyt — U,
n(n — 1)( 12 1 2)
ny n2
nina 2
= X Z7X X i7—X ;
T o 2y ) 3 e
2
- ¢(X2i, Xaj)
nz(ne —1) 1<i§<n2 ’
niy no
ning
= (X1 X X1, X
nn— 1)\ i ZZ o + 11 (X1:) + 1 (Xaj) + 2 (X14, Xoj)] -

=1 j=1

2
O] <J§§: (60 + 1 (X15) + 1 (X1;) + o Xui, X15)
2
T na(na — 1) K;@ (B0 + 1 (Xai) + th1(Xa;) + tha(Xai, X))
nin2 n1 nl ni n2
bR R L 60— (s — 1) mz;; W1 (X15) + 11 (Xo;)]
2 2
S Z [¥1(X15) + ¢1(X1y)] — 0 Z [1h1(X2i) + 11 (Xa;)]
1(n1 ) 1 <jem na(ng ) 5
o ;;@ X, Xg) = - (m 5 1<]§<:m ¥o(X1s, X1y)
2
" na(na — 1) 1<§n2 Yo (Xai, Xoj)
 omng ny n2
= n(n — 1 . Zsz Xlz;X?] n (nl Z ZbQ Xlz,le)
i=1j=1 z<]<n1
2
T ha(ng — 1) Z V2(Xai, Xaj)

1<i<j<ng
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e, portanto, podemos reescrever B,, equivalentemente como

(g)l ST eigta(X1, Xa), (2.38)

1<i<j<n
em que
B 1, se 1 e j pertencem a grupos diferentes; (2.39)
e _((Zg_%i)), se ¢ € j véem ambos do grupo g, 1 < g < G. |
Assim,
> g = 0,
1<i<j<n
n 1 G n—n
) — Ty
Z Mois (2)( ) +nZ(ng_1><G_1> (240)
1<i<j<n g=1

ii) 11(X;) sao v.a.’s i.i.d. centradas em 0;

iii) ¢(X;,X;) sdo ortogonais e também centradas em 0, de forma que
Evo (X1, X2)h2(X3,Xq) =0 e

Etpo (X1, X2)12(X1, X3) = 0. (2.41)

Portanto, sob Hy, que é a hipétese de homogeneidade dos grupos, B, é equivalente a uma

U-estatistica ponderada degenerada que pode ser representada de maneira geral por

To= Y 00X, X;), n =>4, (2.42)

1<i<j<n

em que ¢(x,y) é um nicleo estacionario de ordem 1, centrado em zero e forma um sis-
tema ortogonal, para o qual E[¢(X1,X2)|X1] = ¢1(X1) = 0, E¢(X1,X2)p(X3,X4) =0 e
E¢?(X1, X3) < co. Em geral, assume-se que, para a sequéncia i.i.d. X,...,X, em que cada

vetor X; é K-dimensional, o nicleo ¢(-,-) é escrito da forma

K
¢(Xi, X;) = %ZW(XM,X]‘Z)’ (2.43)
=1

para algum nicleo estacionédrio de ordem 1, ¢*(-,-). Pinheiro et al. (2009) mostram que, sob

convenientes condigoes de regularidade, vale a normalidade assintética de T, para n — oo
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e/ou K — co. Esse resultado vale sem que seja necessario controlar os crescimentos relativos

de n e K e é apresentado no seguinte teorema.

Teorema 2.2.1. Seja Xi,...,X, uma sequéncia de vetores aleatdrios i.i.d. de dimensdo

K x 1 com distribuicio F. Seja ¢(-,-) um nicleo de ordem 2, tal que

K
d(X;, X;) ! Z ¢* (Xir, X (2.44)

€:1

para algum nicleo ¢*(-,-) estaciondrio de ordem 1. Seja T, definida por

I, = Z Mnij@(Xi, Xj), n > 4. (2.45)

1<ij<n

Assuma que ¢(x,y) forma um sistema ortogonal, para o qual

E[p2(X1, X2)[ X1] = ¢1(X1) =0 (2.46)

Ego (X1, Xo)po( X1, X3) =0, E¢*(X1, X3) < 0. (2.47)

Suponha que {np;j, 1 < i < j <mn, n>1} éum arranjo triangular de varidveis aleatdrias
independentes {X1,...,X,, n>1} e

Z 777211‘9‘ — M, = 0p(M,) quando n — oo. (2.48)
1<i<j<K

em que M, = Zl§i<j§n 77¢2n‘j' Suponha também que

> E¢*(Xir, Xj0)¢" (Xim , Xjm) = O(K) quando K — oo. (2.49)
1<b<m<K
Entao,
(MnV;)*%Tn — N(0,1) quando n — oo e K — o0, (2.50)
em que V. = 7&2,2) — U7(l3) e U,(LQ’Q), U,SS) sao definidas, respectivamente, por

= : Xi, X;)(Xi, X, 2.51
" n(n—1)(n —2) Ki;gq ¢( )o( 0) (2.51)
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U@y = (;‘)1 Y ¢i(XL X)), (2.52)

1<i<j<n

Este resultado é a base para toda a pesquisa desenvolvida neste trabalho e sua demons-

tragao se baseia no Teorema 4.1 de Pinheiro et al. (2009).



Capitulo 3

Quase U-Estatisticas em Séries Temporais

Neste capitulo estao os principais resultados que obtivemos durante o desenvolvimento
deste trabalho. Entre os principais, destacamos os Teoremas 3.1.1 e 3.3.1 que sintetizam
todo o esforgo realizado na busca de uma classe de fungoes que pudesse ser utilizada como
nicleo da estatistica de teste B,, definida em (2.37), atendendo a todas as condigdes para
que a normalidade assintética seja vélida. O primeiro resultado, embora nao tenha muita
utilidade pratica, é de relevancia tedrica, pois direciona a busca dos nucleos para funcgoes
baseadas no periodograma e na fun¢ao de autocovariancia amostral. Essas fungoes tém pro-
priedades assintéticas conhecidas e que independem dos momentos da série temporal, o que
é fundamental para a obtengao dos resultados assintéticos.

Na Secao 3.1, apresentamos uma classe de fungoes-nicleos, para as quais vale a normali-
dade assintética da estatistica B,,. Na Secao 3.2, apresentamos alguns resultados assintéticos
para o periodograma e na Secao 3.3 apresentamos métricas para séries temporais que podem

ser utilizadas como ntcleos da estatistica de teste.
3.1 Uma Classe de Funcgoes-Nriicleos

Pinheiro et al. (2009) mostram que, sob condigoes de regularidade apropriadas, B, é as-
sintoticamente normal para n — oo e/ou K — oo. Essas condigoes surgem, por exemplo,
no estudo de sequéncias de DNA, para as quais a cardinalidade K < n, isto é, o ntimero de
sequéncias é maior que o tamanho da prépria sequéncia.

Nosso primeiro objetivo é obter a normalidade assintética da estatistica de teste sob a
hipotese de homogeneidade dos G grupos de séries temporais. De fato, em Pinheiro et al.
(2009) nenhuma condigdo especifica é imposta com relagao a dependéncia em cada vetor,
somente a condigao de regularidade (2.49). Nesta segao, apresentamos uma classe de nicleos
para a estatistica T,,, definida em (2.45), e uma classe de séries temporais para as quais
a condicdo (2.49) é satisfeita, garantindo a normalidade assintética. Para apresentar esses

resultados, consideremos as seguintes suposicoes:

(A1) X; ={Xi1,...,Xix},i=1,...,n, séries temporais lineares de tamanho K.

23



24 CAPITULO 3. QUASE U-ESTATISTICAS EM SERIES TEMPORAIS
(A2) O p-ésimo momento de X; ¢, 1 <i<nel << K, é finito.

(A3) Os vetores Xy,...,X,, sao iid.

Considere a classe das fungoes

& (Xio s Xjo) = c(Xie + Xjo)P — cE(Xie + X0)P, (3.1)

em que ¢ € R, p € Ne éfinito. Seja p3*(-,-) o termo de ordem 2 da decomposicao de Hoeffding

do nicleo ¢**(-,-),

T, = Z Mnig®(Xi, Xj), n >4, (3.2)
1<i,5<n
em que
1 K
O(Xi  X;) = 2= D w3 (Xie, Xjo), (3.3)
=1

e {Mnij, 1 <i<j<mn, n>1}éum arranjo triangular de varidveis aleatérias independentes
de {X1,...,X,, n> 1}, satisfazendo

Z 7772u‘j — M, = o,(M,), quando n — oo, (3.4)
1<i<j<K
em que M, = Zngjgn 7772nj-

Teorema 3.1.1. Seja T,, definida por (3.2). Entao, sob (A1)-(A3),

(MnVn*)_%Tn — N(0,1), quando n e/ou K — oo, (3.5)
em que V¥ = U —ul?,
1

UB = X, X)o(X;, X 3.6

e (Z) T (X X)), (3.7

1<i<j<n

Para demonstrar esse teorema, primeiro mostramos os dois seguintes resultados.
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Lema 3.1.1. Sejam ¢** (X, Xj¢) um nicleo centrado em zero e ¢3*(Xio, X)) o termo
de sequnda ordem da decomposicio de Hoeffding de ¢** (X, Xj¢). Entao, ¢*(Xi, Xj0) =

V3*(Xie, Xje) € um niicleo de alguma U-estatistica estaciondria de ordem 1.

Demonstracao. Pela decomposicao de Hoeffding, segue que

5 (X1, X2) = ¢ (X1, Xo) — {7"(X1) — ¢} — {17 (X2) — 95"} — 90,

em que ¢y = Eo™ (X1, X2).
Seja ¢* (X1, X2) = ¥3*(X1,X2). Para que ¢*(-,-) seja estacionério de primeira ordem,
¥ (+) deve ser nulo, com probabilidade 1 (c.p.1). Observe que

¢y = E¢™ (X1, X2) = Epg" (X1, X2) =0,

Y1 (Xa) = E[¢" (X1, X2)|X1] — ¢p = E[¢hy" (X1, Xo)| X1]
= E{[¢™ (X1, X2) — 97" (X1) — 477 (X2) + ¢57]| X1} = E[¢™ (X1, X2)/X1]
—E{E[¢p™ (X1, X2)|X1]/ X1} — E{E[¢™" (X1, X2)/Xo]| X1} + ¢5”
=1 (X1) ¢ (X1) — ¢ + 5" = ¢y,

em que ¢, e ¢, sao constantes, e

Eyp1(X1) = E{E[¢"(X1, X2)|X1]} = E¢" (X1, X2) = 0.

Portanto, ¥j(X1) é constante c.p.1 e tem média nula o que implica que 7 (X;) = 0 c.p.1.
Analogamente, ¥} (X2) =0 c.p.1.
[

Lema 3.1.2. Seja ¢** (X0, Xjz) um niicleo centrado em zero. Seja ¢* (X, Xje) o termo de
sequnda ordem da decomposi¢ao de Hoeffding do nicleo ¢** (X, Xj¢). Entao

Y E¢™(Xie, Xj0)¢™ (Xim , Xjm) = O(K) quando K — oo, (3.8)
1<b<m<K

se, e somente se,

> B (Xie, Xjo) 6" (Xim s Xjm) = D BY5™ (X, X30) 5™ (Xim » Xjm)
1<lb<m<K 1<b<m<K
= O(K) quando K — oc.

Demonstragdo. Supondo que ¢**(-,-) tem média zero e sendo ¢* (X, Xjr) = 5% (Xie, Xje),
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segue que

" (Xie , Xjo) 0" (Xim , Xjm) = 0™ (Xie, Xjo) ™ (Xim , Xjm) — 0™ (Xie, Xjo) 1™ (Xim)
— 0™ (Xie, Xj0) V1" (Xjm) — 0" (Xim » Xjm)VT (Xie) — ™ (Xim , Xjm) 017 (Xje)
+U7 (Xao) 1™ (Xim) + 977 (X)) 1™ (Xjm) + 017 (X)) 91" (Xim) + 77 (Xie) Y1 (Xjm)-

Observe que o valor esperado dos dois ultimos termos da soma ¢é zero. Portanto,

Eo™ (Xim , Xjm)P1" (Xie) = B{¢™ (Xim , Xjm )E[¢™ (Xie , Xjo) | Xie] }
=E{E [¢" (Xim , Xjm)E (6™ (Xi , Xjo) [ Xie) |X;] } = E{E [6™ (Xie , Xje) | Xie] %
E o™ (Xim » Xjm) X1} = E{E [¢™ (X, Xjo) | Xiel } EAE [07 (Xim , Xjm)[X;]}
=0

E[T (Xio) 1™ (Xim)] = E{E[¢0™ (Xie , Xj0) | Xt E[¢™ (Xim » Xjm )| Xim]}
= E{E [E(¢™ (Xir, X;0)| Xie) B(0™ (Ximm » Xjm) | Xim) |X;] } = E{E[¢™ (Xie, Xjo)| Xie] x
E [E(6™ (Xim » Xjm)| Xie) 1 X;]} = E{E[¢™ (Xie , X;jo)| Xie] }E[E(¢™ (Xim » Xjm)| Xie) [X;]
— 0.

Logo, para processos que podem ser linearizados,

> B (X, Xj0) 6™ (Xim » Xjm) = O(K), quando K — oo,
1<b<m<K

se, e somente se,

> E¢* (X, Xj0)¢" (Xim , Xjm) = O(K), quando K — oo.
1<b<m<K

O]

Demonstragao do Teorema 3.1.1. Pelos Lemas 3.1.1 e 3.1.2 sabemos que o termo de segunda
ordem da decomposicao de Hoeffding de um ntcleo centrado em zero é um ntcleo estacionéario
de ordem 1, e esse termo atende a condigao de regularidade (3.8) se, e somente se, o préprio

nucleo satisfaz a condicao. Portanto, basta mostrar que o ntucleo
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& (Xie, Xjo) = (Xie + Xj0)? — E(X0 + Xjo)P, (3.9)

em que p € N e é finito, atende a condicao (3.8) para que tenhamos determinado uma classe
de nucleos para os quais a normalidade assintética de T, ocorre.

Utilizando a expansao binomial

(z +y)” f:( )y P, (3.10)

Jj=0

segue que

P p
Y ) = . )P ) \P — p k p k-
" (Xie , Xjo) = (Xie + Xjo)? — E(Xip + Xjo)? = ,}_0 (k)X X kg_o (k:)EX IEX

Portanto,

& (Xie , Xjo) 0™ (Xim , Xjm)

p p
p k —k k —k p k k k —k
_ <k1> (xfhxp ™ - ExREXT) S <k2> (X2 xt e —EXREXD )
k1=0 ko=0

p p
= 3030 (1) (1) (etoen s e e ez

—IEX’“IEX” Fixha xpoke g EXZlEXf[klEXfanX%kz)

m<jm

EQZ)** (Xif ) Xj )¢** (sz anm)
p p
=y ¥ (p ) (lfz ) {(ExXh xBEXT XD — EXBEX) MEXREXT Y.

Estamos supondo que as variaveis aleatdérias sao lineares, i.e., X;,, = Z?io Yir€im—r €

Xio = Y 0o Vik€iu—k, em que m > L e Y °2 42 < oco. Logo,



28 CAPITULO 3. QUASE U-ESTATISTICAS EM SERIES TEMPORAIS

o
Xim = Z%réi,m—r = Yi0€i,m T Vil€im—-1 T+ Yim—L—1€im—{m—t—1} T Vi;m—EEim—{m—r}

r=0
m—_{—1 00
tYim—t+1€i0-1 + Vim—e428i 02+ = Z Yirs€im—rg + Z Vigm—t4ra€if—ry- (3.11)
r3=0 ro=0
Defina v}, = %’m_ﬂm/ayb—{ em que «; € (0,1). Sabemos que
(o]
S0t < (.12
r=0
logo >0 fyﬁm_um < oo e, portanto,
(e.)
> (i,)? < 0. (3.13)
ro=0

Como consequéncia imediata de (3.12) e (3.13), temos que

o0
> irvi] < oo (3.14)
r=0

Assim podemos escrever (3.11) da forma

m—_0—1 S
A
Xim = Z Virs€ism—ry T Q" Z ViryCirl—rs- (3.15)
r3=0 ro=0

Supondo ki, ko > 1,

o) k1 fe'e) k2
EXZ?%XZT%@ =E (Z ’Yirlgi,fr1> (Z ’Yirzgi,m—rz>
m—_—

r1=0 ro=0
) k1 ) /-1 k2
—L *
=E Z /Yirlsi,f—rl a;m Z 7@'7"251',2—7“2 + Z ’Yirggi,m—rg
r1=0 ro=0 r3=0
00 k1 ko k m—~£—1 $ 00 ka—s
) e 2 e m—{ £
- Yir1€ib—r1 s Yirs€i,m—rs a; ’Yirggz,f—rg
r1=0 s=0 r3=0 ro=0

00 ko m—~4—1
Z Z k2 Z
=E Yirig 7i7‘1k1 Ei,éfru e €i74*7"1k1 < s Yirzy * VYirss X

711,712, T 1k =0 s=0 31,132, ,r3s=0
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o

(k2—s)(m—2)
Cil—rz1 """ Eil—r3s O E Yirar " Virggy —sCil—ro1 """ Cil—rop, s
721,722, T2y —s=0

00 ko—1 m—~4—1
k2
=E E Yiriy 0 Yirig, Cil—ri1 " €il—r1y § < s E Yirz: * Vras X

T11,712, "1k =0 s=1 731,132, ;73s=0
[e.e]
(k2—s)(m—£) § : * *
87;,[77"31 e Ei,@*?’gs X ai f}/i’f'Ql U fY’iTng,SEi:E*T’ZI o gi,f*ml@fs

721,722, ;T2ky —s=0

oo oo
, ' k2\ ko(m—0) . .
+ Yiriy *t Yirig, Cil—ri1 " Cil—ryy, 0 @; Yirgr " Virag, X

r11,7r12, 1k =0 721,722, ,2ky =0
00

Z ko
82',4—7‘21 e 5i,£—T2k2 + Yirq1 c %’rlkl X 51',5—7’11 e gi,f—’r‘lkl <k2 X

T11,712," 1k =0

m—_—1 [eS)
Z ’Y’i?“31 T 7’i7‘3k2 5i,m—r31 e 5i7m—7"3k2 - Cla;n_e + Z
731,732, ,7'3ky =0 T11,712, 71k =0
m—_{—1
Z Yirig 7ir1k1 Yirzy 77“3;62 EEi,Z—rll T Ei,Z—rlkl Ei,m—r31 T Ei,m—r3k2

T31,732,"" ;T3ky =0
e, repetindo o procedimento anterior,

[es) m—_{—1

k k —
EXi,éEXi,fn = C’QO/z‘ﬂ ‘ + Z Z Yirin t Yirgg, Yirsy © 0 Virg, X

711,712, "1k =0 731,732, ,T3ky =0
1 2

Esi,f—?’jl e gi,f—rlkl Egi,mfﬁgl e Ei,meng .

Observe que £ — 11, #m —r3s paratodo 1 <r < k; e 1 < s < ko. De fato, se para algum
1<r<kiel<s<kyvaler?—ry, =m—rsg, entdo m — £ + r1, = rgs. Assim, como
r3s € {0,...,m—{€—1}, segue que, se r3s =0 =11, = —(m—¥¢) <0 erss =m—~{—1, entdo

rir = —1 < 0. Logo,

Egi,ﬂ—ru C o Cil—ryg, Cim—rs1 " Cim—ray, = Eei,@—rn T Ei Ty, Eel}m—ml CEim—rag,

k1 k2 kimp yke _ m—{
EX; X0, —EXGEXT, = Cso" 7,
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em que C1,C5y e C3 € R. Ainda,

k k k k k k k k k k k k k k k k
EX[XP Xt xks - EXMEX] EXMEXY —ExF X[ EXFxb - EXHEXPR EXBEXE

o0 m—~_—1
— L am—t § : § ' . ) . ) . g, .
= Czlal' + Yirq1 C 71r1k1 Yiror * ’erng E&’g,rll : El,éfrlkl Ei,m—rg X

T11, 51k =0 721, T2k =0
00 m—_{—1
1, M—T2p, J1¥; Virs1 Virar, Virar Vjrag, BE€G—ra1
r31, 3kg =0T41, - 74k, =0
(9] m—_—1
. . * m—{ . .
C =g, Efm—rar T Efym—ryy, Cho + E : E : Yiryy  Yirge, X
T11, Tk =0 721, ,r2py =0

o0

* m—~l
Yirgr = Yirgp, Eeijpryy - Eil—rik, Eeim—ry - " Eiym—rap, leaj + E ,
731, T3kg =0

m—_—1
E : Virar © " Virary Virar 7 Virag, Eejo—rs - € l—rap, Eejm—ra " Egm—rap,
741, ,Taky, =0
= OO m—~C _m—~ C. m—éC C. m—ZC
= CaCjiay o+ Caa; 4+ G0 5
0 m—~_{—1 00 m—~_{—1

+ Z Z Z Z Yirin t Yirgg, Yiror © 0 Yirag, Virsr © 0 Virgkg X

T11, 1k =0 721, ; T2k, =01731, T3k =0 741, 74k, =0
Virar " Virag, Eeip—ry, - Cifl—rip, Cim—ra1 """ Eim—rop, EEJ',K*TM € l—rapy Ejm—ra X

T Ejm—ryyy, Eeip—ry, - “Eil—rip, Eeim—ry - - €i,m—rap, Bejp—rs - CEjl—rgp, X

* vk _m——L _m—~{ * _m—U vk m—L v
E‘Sj,m*T41 s 6j7m*7"4k4 — Z'lcjloéi O[j — C’ila’i 04 - C]laj 05

— m—t — —
= Ceo" o' + Cra" ™ + Csa ™,

em que Cj1,Cj1,CH, ]’-‘104,05,06,07 e Cs € R. O resultado também vale se k1 = 0 e/ou
ko = 0 ou, k3 = 0 e/ou k4 = 0. Portanto,

E¢™ (Xt , Xj0)6™ (Xim , Xjm) = Coa]" o + Cra" ™ + Cgal" ™,

o que garante que a soma em ¢ e m, dada por (3.8), é no méximo O(K).
O

Para evitar qualquer tipo de confusao, é importante ressaltar que a classe de ntcleos



3.2. INDEPENDENCIA ASSINTOTICA DE PERIODOGRAMAS 31

que encontramos nesta secao atende as condigoes de regularidade para que a estatistica T5,,
definida por (2.45), seja assintoticamente normal. Embora o resultado tedrico apresentado
no Teorema 3.1.1 determine um avancgo na busca por fungdes que possam ser utilizadas como
nicleo da estatistica de teste, este ainda é um pouco restritivo para fins praticos, uma vez que
depende do conhecimento prévio de alguns momentos da série temporal. Uma maneira de con-
tornar esse problema é utilizar nicleos baseados em ferramentas como o periodograma cujas
propriedades assintéticas sao bem conhecidas e independem do conhecimento dos momentos

da série temporal.

3.2 Independéncia Assintética de Periodogramas

Um dos principais objetivos da analise espectral é a estimagao da densidade espectral
e o estimador natural é o periodograma. Para obter esse estimador, considere um conjunto
arbitrario de observagoes X1, ..., Xk (possivelmente a valor complexo) observadas nos tempos
1,...,K. O vetor X := (Xy,...,Xg)" pertence ao espaco CX. Supondo que Xi,..., Xg

sao os valores de uma funcao periédica de periodo K, podemos esperar que cada X;, para

t=1,...,K, pode ser expresso como uma combinacao linear de harmonicos,
Xt—i oo™, t=1,... K (3.16)
- / J ) - AR ) *
K —m<w; <

em que as frequéncias w; = 2mj/K sao os inteiros multiplos das frequéncias fundamentais
2m/K, as quais pertencem ao intervalo (—m,m|. As frequéncias 27j /K, —m < w; < 7, sao as
frequéncias de Fourier da série X = {X1,..., Xk }'. A representagio (3.16) pode ser reescrita

em forma de vetor como

X = Z aj€yj, (317)

JjEFK
em que
1 . . 42 . 4K / .
e; = —— (e, e ... ") j € Fg, 3.18
J \/?( ) J K ( )
Fx={j€Z:—rn<wj=2mj/K <n}={-[(K-1)/2],...,|K/2|}, (3.19)

em que |x] denota a parte inteira de x. Note que Fx contém K inteiros. A validade e
unicidade da representagao (3.17) e os valores dos coeficientes a; sdo consequéncias simples
do resultado de Brockwell e Davis (1991), o qual mostra que os vetores ej, j € Fi, definidos
em (3.18) constituem uma base ortonormal para CX. Uma consequéncia imediata desse

resultado é que para qualquer X € CK,
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X = Z a;€yj, (320)

JjEFK

em que

K
1 4
a; = (X, e;) = Wi E Xy~ (3.21)
VA IS

O valor do periodograma de X na frequéncia w; = 27j/K, j € Fg, denotado por I (w;)

, € definido em termos da transformada discreta de Fourier {a;} de X,

K 2

§ Xte—itw]'

t=1

1
Ix(w;) = la;]* = (X, &))" = —

= (3.22)

Analiticamente, o periodograma na frequéncia w; pode ser interpretado como o quadrado
da norma da proje¢io de X sobre e;, isto ¢, Ix(w;) = [[proje, X|*.

Na pratica, existem muitas vantagens quando consideramos os vetores definidos em (3.18)
como uma base para CX (usualmente referida como dominio da frequéncia). A principal
delas é que os coeficientes aj, que podem ser facilmente interpretados neste contexto, de-
finem o periodograma. Entre as varias propriedades do periodograma, interessa-nos conhecer
o comportamento assintético de uma sequéncia de periodogramas, mais precisamente, com
relacao & dependéncia de uma sequéncia I (w1), ..., [x(wk), quando K cresce. Observe que
os coeficientes a; sao fungoes de w; e de K. Assim, denotaremos a; = Sk (wj).

Para obter propriedades assintéticas de Sk (w) e Ix(w), é comum impor condigoes bastante
restritivas, tais como estacionariedade e linearidade dos processos (Brockwell e Davis (1991)).
No entanto, Shao e Wu (2007) demonstram que Sk (w) e Ik (w) sdo assintoticamente normais,
impondo condi¢oes que envolvem somente momentos (condicionais), que podem ser facilmente
verificadas para uma variedade de séries temporais nao lineares. Para obter esses resultados,
é necessario introduzir algumas notacoes. Seja & um vetor aleatério. Entao, £ € LP (p > 0)
se |||l := (E|EP)Y/P < oo. Seja || - || = || - ||2. Para & € £, defina a projegao

Pi & = E[¢|F:] — E[§|Fi], t € Z, (3.23)

em que F; = (...,e4-1,¢¢) denota a o-algebra gerada por {e,}u<¢. Sejam w; = 2mj/K, 1 <
j < K, as frequéncias de Fourier. Sob suaves condi¢oes, Shao e Wu (2007) demonstram que

Sk (wj) s@o assintoticamente normais independentes. Denote a parte real e a parte imaginaria

de Sk (wj)/+/7K f(w;j), respectivamente, por

it Xecos(tw))

_ 2 Xisin(tw;)
! 7K f(w;)

K f(wj)

, 7=1,...,m, (3.24)

) J+m
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em que m = mg = [(K —1)/2]. Seja Q, = {c € RP : |c| = 1} a esfera unitaria. Considere o
conjunto J = {ji,...,jp}, com 1 < ji < --- < jp, < 2m, e defina Z; = (Z;,,...,Z;,). Seja
Emp=1{J C{l,...,2m} : #J = p}, em que # ¢ a cardinalidade de J.

Teorema 3.2.1. (Shao and Wu, 2007). Assuma que X; € L2,

k=Y [PoXy|| < o0 (3.25)
t=0

e f« = mingerf(w) > 0. Entao, para qualquer p € N fizo, tem-se

sup sup sup |P(Z%c < z) — ®(x)| = o(1) quando n — oo. (3.26)
JeEEceQp xzeR

Coroldrio 3.2.1. (Do Teorema 3.2.1). Seja ¢ € N. Sob as condi¢ées do Teorema 3.2.1,

tem-se
S
o) < j<gb o (Vo ivy, 1< <q) (3.27)
WKf(wgk)
para inteiros 1 < fp < --- < £y < m, em que os indices l; podem depender de K, e Yy,

1 <k < 2q, sao normais padrao i.i.d.. Consequentemente, para I} (w) = Ik (w)/f(w),

{Ig(w), 1<j<q}={E; 1<j<q}, (3.28)
em que Ej sdo v.a.’s i.i.d. exponenciais padrao.

Nos exemplos seguintes, apresentamos alguns processos que atendem as condigoes do Teo-

rema 3.2.1.

Exemplo 3.2.1. Suponha que {X;};cz seja um processo linear, tal que X; = Z;‘io a;ei—j,

o CL2-

j—0 @ < o0. Entao,

em que &; sao i.i.d. com média zero, variancia finita e )

Po Xy = ELXp\Fo] — ELXGF 1] =B | aseis| Fo | —B | aye |
=0 §=0

k—1 00 k—1 0o
= EZajek_j + agep + Z AjE€k—j — IEZajsk_j — Eageg — Z AjEk—j
j=0 j=k+1 j=0 j=k+1

= agEQ — Eakz’io.

Segue que

1PoXk|| = (Elareo — Eareo|)/? = |ax|o-,
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portanto, a condigdo (3.25) é equivalente a » 22 |a;| < co. Dentre os modelos lineares mais
conhecidos destacamos o modelo ARMA(p, q), definido no Apéndice A. Pelo Teorema 4.4.2
de Brockwell e Davis (1991), a densidade espectral desse modelo é dada por

02‘9(6_»‘)
= arfogemy
em que 0(z) = 14+ 612+ -+ 60,29 e ¢(2) =1 — 12— -+ — ¢p2” nao tém nenhuma raiz

no circulo unitario. Assim, fx(\) > 0 para todo A € (—m,7|. Logo, essa classe de modelos
ARMA satisfaz as condi¢oes do Teorema 3.2.1.

Exemplo 3.2.2. Um dos primeiros modelos de séries temporais para heteroscedasticidade é
o modelo ARCH. Na sua forma mais simples, um modelo ARCH expressa a série dos retornos
como

Xt = Ot&¢, (329)
em que usualmente se assume que £, ~ N(0,1), i.i.d. com oy satisfazendo

p
of =ag+ Y X7, (3.30)
=1

Para garantir que o7 > 0 e para que o modelo seja bem definido, é suficiente que o > 0,
a; >0, para i=1,...,pea;+---+a, < 1. No caso mais simples, em que p = 1, obtém-se
EX; = EE[X{|Fi—1] = EE[ose| Fr—1] = 0,

v(h) = EXi1n Xe = EE[ X n Xe| Frin—1] = E XiE[opynersn|Fepn—1] =0,

para h > 0. Além disso, {X;}ez é causal mas nao é linear. Segue que

P()Xk =K [O’ké‘k|f0] —E [O'kgk’f—l] =E [O'k|f()] E [Ek‘}—o] —-E [Uk‘}—_ﬂ E [€k|f_1]
= 07

portanto, a condicao (3.25) é satisfeita. Além disso, como ~(h) = 0, para todo h > 0,
f(A) = 02 > 0 para todo A € (—m, 7). Logo, um processo ARCH(1) satisfaz as condigoes do

Teorema 3.2.1.
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Exemplo 3.2.3. Similarmente & extensdo de um modelo AR para um modelo ARMA, pode-
se estender a no¢ao de um modelo ARCH para um modelo ARCH generalizado, (GARCH).

Especificamente, um modelo GARCH pode ser expresso da forma
Xt = Ot&t, &t~ N(O, 1), (331)

p q
2 2 2
oy = Oé()—i—g ﬁiO't_i—{—E Oéth_j.
i=1 j=1

Condigoes sobre os a;’s e [3;’s sao necessarias para que a equacao (3.31) seja bem definida.
O caso mais simples, para o modelo GARCH(p, q), ocorre quando p = ¢ = 1. Nesse caso, a

condicao para a1 e 31 é a1 + 31 < 1. Segue que

EXt = EE[Xt|.7:t71] = EE[O’t€t|ft71] = 0,
’Y(h) =EXp 1 n Xt = EE[XHhXt‘}—Hh—l] = EXtE[Ut+h€t+h|~7:t+h—1] =0,

para h > 0.
Analogamente ao caso ARCH,

PoXy, = E [orer|Fo] — E [orer| F-1] = E[ox|Fo] E [ex|Fo] — E [ok]| F-1] E [ex| F-1]
— 0,

e portanto a condicio (3.25) é satisfeita. Novamente, y(h) = 0 para todo h > 0 e f(\) = 02 >
0 para todo A € (—m,w|. Logo, um processo GARCH satisfaz as condigoes do Teorema 3.2.1.

Observacgao 3.2.1. Existem vdrias generaliza¢ées do modelo GARCH, por exemplo, 0s mo-
delos e-GARCH e t-GARCH, para os quais os cdlculos acima sdo andlogos e portanto também,

satisfazem as condigoes do Teorema 3.2.1.

3.3 Nucleos Baseados em Métricas para Séries Temporais

As técnicas mais conhecidas para agrupar e classificar séries temporais se baseiam em
métricas, que sao utilizadas para medir a distancia ou dissimilaridade entre séries temporais.
Apesar de utilizar a nomenclatura métrica em muitas situagoes, as fungoes assim denominadas
nao necessariamente satisfazem todas as propriedades para que sejam uma métrica, no sentido
matematico. No nosso contexto, uma métrica consiste em uma funcao, que a cada vetor associa

um ndmero real ndo-negativo. A métrica mais comum é a métrica Euclidiana cldssica definida
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por

dpucr(X,Y)

Mx

(3.32)
t:l
em que X e Y sao séries temporais de tamanho K.
A métrica sugerida por Galeano e Pena (2000) é baseada na fungdo de autocorrelagao
amostral (ACF). Suponha que p, = (pr1, ..., Prm) € 0 vetor dos coeficientes de autocorrelagao
estimados da série temporal r, para algum m, tal que, ps = 0, para s > m. Esta distancia

entre as séries temporais X e Y é definida por

dacr(X,Y) = (p, — b,) by — by), (3.33)

em que 2 é uma matriz de ponderagao. Quando © = Iy (matriz identidade), obtém-se a
métrica Fuclidiana entre os coeficientes de autocorrelagao das séries X e Y. Quando X e Y

—1 ¢ a inversa matriz

tém mesma distribuicao, cov(p, ) = cov(p,, ) = cov(p). Se Q = [cov(p)]
de covariancia das autocorrelagoes, obtém-se a distancia de Mahalanobis entre as autocor-
relagoes. E também comum o uso de pesos que diminuem com retardo das autocorrelagoes.
Caiado et al. (2006) propoem uma distancia baseada no periodograma normalizado. Sejam
Ix(wj) e Iy(wj) periodogramas das séries temporais X e Y, respectivamente, na frequéncia
w;j = 2rj/K, para j = 1,...,|K/2], variando de 0 a 7. A distancia entre X e Y pode ser

definida por

1 K2 9
dp(X,Y) = = > [Jx(wj) — Iy (w;)] . (3.34)
j=1
Para levar em consideragao apenas a estrutura de correlacao, é melhor utilizar o periodograma
normalizado (ou periodograma reescalado) substituindo-se I(w;) em (3.34) por I(w;) =
I(w;)/4(0), em que 4(0) é a varidncia amostral da série temporal. Esta métrica fica definida

por

dyp(X.Y) = = 3 [iX(wj) - Iy(wj)] . (3.35)
Como a variancia do periodograma ordindrio é proporcional ao valor do espectro quadrado

na correspondente frequéncia, Caiado et al. (2006) definem o logaritmo do periodograma

normalizado:

K
~ 2
drnp(X,Y) Z [logIX w;) 1oeg(wj)} . (3.36)
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Outra medida 1til no dominio do tempo, baseada na distancia de Kullback-Leibler (Caiado
et al. (2006)), é definida por

1 N
dirrp(X,Y) = i (RxRy') —log(|Rx|/|Ry|) — n, (3.37)

em que Rx e Ry sao matrizes L x L das autocorrelagoes das séries temporais X e Y, respec-
tivamente, calculadas em L tempos sucessivos. A distancia de Kullback-Leibler no dominio
da frequéncia é assintoticamente equivalente a (3.37), mas muito mais facil de calcular. Esta

medida é definida por

[K/2] T % = 2
1 Ix (wy) Ix (wy)
d X,Y)=— — —log ——= — 1| . 3.38
KLFD( ) K ]E:l Ty (wj) 0og Iy (wj) ( )

3.3.1 1Idéia Geral

Desde o principio deste trabalho, um dos principais objetivos é encontrar uma classe de
funcoes nucleos cujas distancias funcionais baseadas nestes nucleos satisfacam a desigualdade
(2.33) e, além disso, atendam as condigoes do Teorema 2.2.1. Assim, elas podem ser utilizadas
no nosso teste para homogeneidade de grupos, ou seja, podem ser um nicleo da estatistica
B, em (2.37), para uma determinada classe de séries temporais. Nesta segdo mostraremos
que as métricas dp, dpyp e dacr atendem todas as condigOes necessdrias para que possam
ser incorporadas a esta desejada classe de nucleos.

Sejam X1, ..., X, séries temporais de tamanho K. Uma métrica d : R?% — RT pode ser

utilizada como ntcleo de B,, se atende as seguintes condigoes:
i) Simetria: d(X;,X;) = d(X;,X;). Se a métrica d : R?® — R pode ser escrita da forma

(K)

1 g

d(X;,X;) = e E d(Zie, Zje), (3.39)
=1

em que d : R? —» R, g(K) — oo, quando K — 00, e Z; relaciona a série temporal X;
com com o indice ¢ (exemplos: Xis, py (£) e Ix,(we)), entdo d(z,y) = d(y,z) é uma

condigao suficiente;

ii) Convexidade: A medida funcional entre grupos ¢(F, H) baseada no nicleo d(-, -), definida
em (2.33), deve ser maior ou igual & média das medidas dentro dos grupos 6(F) e §(H)

definida em (2.31), ou seja, a condigao

S(F,H) > {6(F)+6(H)}/2, VF, H, (3.40)
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deve ser satisfeita, em que a igualdade é verdadeira se, e somente se, F' = H. Como B,
¢ um estimador de {20(F,H) — §(F) — 0(H)}, a condigao (3.40) garante que sob Hy,
EB, =0 e EB, > 0 sob alternativas.

A maneira mais simples de verificar a convexidade é decompondo o nicleo d(-,-) no
sentido de Hoeffding (1948) e verificar se

2dory — dopr —dopp >0, VF, H, (3.41)
em que dopg = Ed(Xp, Yg) e X indica que X ~ F.

Exemplo 3.3.1. Mostraremos que a tradicional métrica Euclidiana dgycr, nao satisfaz a
condigao ii). Suponha que numa amostra de tamanho n = 12 existam dois grupos de séries,
em que X, ..., Xg correspondem ao grupo 1 com distribuicao F', e X7, ..., X2 pertencem ao

grupo 2 com distribuicao H, isto é, n; = no = 6 e dentro do grupo as séries sao i.i.d. temos

1 1 1
dorg = Ed(X{,X7)= iE(XI —X;)? = iEX% —EX X7 + 5IEX%
1 1
501%‘1«“ + 50?{1% (3.42)

em que 0%, = EX? e 02, = EX2. Ainda,

1 1 1
dopr = Ed(X;,Xp) = JE(Xq - Xy)? = 5Exi —EX X, + 5Exg

2
= OFp

1 1 1
dogn = Ed(X7,Xs) = JE(X7 - X3g)? = 5EX% ~ EX7Xg + 5IE:X§
Portanto, 2dgrp = dorr + domn, para quaisquer que sejam F' e H. Logo, EB, = 0 sempre

que as séries tiverem média zero.

Para uma métrica ser utilizada no teste para homogeneidade de grupos, ela deve atender
também as condi¢oes do Teorema 2.2.1. Basicamente, se uma métrica atende as condigoes i)
e ii) entao, basta que o termo de segunda ordem da decomposigao de Hoeffding desta métrica
atenda a condicao de regularidade (2.49). Embora a condicao (2.49) dependa da distribuicao

das séries temporais, uma classe ampla de modelos pode ser incluida.
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3.3.2 Estatistica de Teste Baseada no Periodograma

Embora seja dificil encontrar, existem fungoes que podem ser utilizadas para testar a
homogeneidade dos grupos de séries temporais. Um exemplo é a métrica baseada no peri-
odograma definida em (3.34). Pela definigao (3.22) podemos ver facilmente que EIx (wy) > 0.
Logo, definindo-se

Hop = H.‘?.Txi(uw)2 e p,, = Elx, (wy), para X; ~ F}
Hory = IEIXJA(wg)2 e, = Elx; (we), paraX; ~ H,
tem-se
dora = B2rp B2 — 20y
dorr = 2o, — 2410,

em que dopp é calculada como em (3.42). Assim,
dorr + dopy — 2dopy = _2N?F - ZM?H FAp by = =20 — /‘I’IH>2 <0.

Portanto, 2dory > dopr + dogg para qualquer que sejam as distribuigoes F' # H. Logo,
EB, > 0 mesmo que as séries tenham média zero. Além disso, a métrica baseada no peri-
odograma é simétrica e, portanto, atende as condigoes i) e ii).

Resta mostrar que o periodograma satisfaz a condigao de regularidade (2.49). Para a

métrica dp em (3.34), segue que
d(Zie, Zje) = [Lx, (we) — Ix, (we))?, (3.43)

em que g(K) = |K/2]. O termo de segunda ordem da decomposigao de Hoeffding do nticleo
#(X,Y) = (X —Y)2 é dado por

$a(X,Y) = (X =Y’ —E[(X - Y)*/X] -E[(X - Y)?/Y] +E[(X —Y)?]
= (X-Y)?-I*+2XEY —EY? - Y? + 2YEX — EX? + EX? - 2EXY + EY?
= X24Y?-2XY +2XEY — X? - 2EXY 4 2XEX — Y? (3.44)
= 2[-XY + XEX 4+ YEX — EXY].

Assim sendo, a condigao de regularidade (2.49) resume-se a

S B (Zie Zi0) 6 (Zim, Zjm) = O(K), (3.45)
1<t<m<g(K)
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em que Z; = Ix,(wg) e ¢*(-,+) = a(-,-) dado em (3.44).

O periodograma atende a condicdo (3.45), e a demonstragdo é uma consequéncia do
corolario 3.2.1, que garante, sob as condigbes impostas, que a sequéncia {Ix(w1),...,Ix(wm)}
¢é assintoticamente independente, mesmo que o tamanho da sequéncia m dependa de n.

Assim, o periodograma atende todas as condicbes necessarias para ser utilizado como um

ntucleo para a estatistica de teste B,.

3.3.3 Estatistica de Teste Baseada na Autocorrelagao Amostral

Outra métrica com propriedades interessantes é a métrica dacp, sugerida por
Galeano e Pefia (2000), baseada na estimativa da funcao de autocorrelacao e definida em
(3.33). Mostraremos que essa métrica, quando € = I g, pode ser utilizada como ntcleo da es-
tatistica de teste By,. Iniciamos mostrando que dcp atende as condigdes i) e ii). A condigao

de simetria i) é claramente satisfeita. Para a condigao ii), basta verificar que

1 L 2
dacr(Xi,X;) = 1 3 6, (0) = i, (0)] (3.46)
f:l

e, portanto, dacr(-,-) pode ser reescrita da forma (3.39), em que d(Zi, Zjo) = (Zie — Zj0)?,
9(K) =L e Zy = py,({). Logo,

d(Zig, ij) = |Px,(0) — Py, (6)} i = ﬁXi (6)2 - 216)(1- (E)ﬁxj (0) + Py (k)2

2dorr — dorr — domrs = 2Bp,, (0)* = 4Ep, . (£, (£) + 2Ep , (€)?
—Ep (€)% + 2B, (£)p, - (£) — Ep, ( )2 = EDyy (0)7 + 2Bp,p (0)p,5 (£) = Eppy (£)?
= —A4Ep,p (0)p, 1 (€) + 2Ep,,; ()P, (£)+2EP ()6, (0)
2[Ep,, () — Ep,y, ()] > 0,

em que p, . (£) é o estimador da autocorrelagao da série X; no “lag” £ sendo que X; ~ F', p., (£)

¢ o estimador da autocorrelacao da série X; no “lag” £ sendo que X; ~ H e ¢ igualdade vale

se, e somente se, ' = H. E importante ressaltar que X; e X, sao independentes.
Mostramos que dscr atende as condigoes i) e ii). Resta mostrar que a condicdo de

regularidade (3.45) é satisfeita para Z;; = p, (). O termo de segunda ordem da decomposicao
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de Hoeffding do nicleo dacr é dado em (3.44) e, portanto,

U2 (5, (0,5, (0) = 6" (5, (0,5, (0))

J
= _2ﬁxi (g)pAXJ (0) + Qﬁxi (£ Epy (0) + 2/3)(]- (E)E[)XZ (6) — QEﬁxi (g)ﬁxj (£)

J

)
= 2By (0) |px, (0) = By, (0)] = 264, (0) [y, () — By (0)]
) (

Segue que

Eo" (s, (0), s, (0)) 6" (i, (m), o, ()
= 4E (py, (0) = B () ), (m) = By, (m) ) E (i, (€) = By (0))(x, (m) — By, (m)
— 4Cov <,6Xi (0), px. (m)) Cov (pxj (), py. (m)) . (3.47)

J

Pelo Teorema 7.2.1 de Brockwell e Davis (1991), segue que, para todo processo linear
estaciondrio, a covariancia Cov (ﬁXi (E),,éxi(m)) = O(K™1). Portando, (3.47) é O(K~2%) e
isto é mais do que suficiente para garantir a condigao (3.45).

Acabamos de demonstrar que para qualquer processo linear estacionario, a métrica d4cp
pode ser utilizada como ntucleo da estatistica de teste B,,, com normalidade assintética garan-
tida.

3.3.4 Estatistica de Teste Baseada no Log do Periodograma Normalizado

Nesta subse¢ao, mostraremos que a métrica dyyp, apresentada por Caiado et al. (2006)
e definida em (3.36), pode ser utilizada como um nicleo para a estatistica By, ou seja,
mostraremos que essa métrica atende as condigoes 1), ii) e a condigao de regularidade (3.45).
Seguindo a notagdo em (3.39), temos que d(X;, X;) = K1 Z}f{“ d(Zie, Xj¢), em que Zy =
Ix(wp) e d(z,y) = (z —y)?.

As condigoes i) e ii) seguem, naturalmente, da demonstracao feita para o periodograma
na subsecao 3.3.2. Para a condicao de regularidade, consideremos a métrica baseada somente

no periodograma normalizado

| 2 ) )
de(XZ‘,Xj) = E Z (IXi(wg) — IX]- (wg)) s (348)
(=1
em que
T, (wp) = 2 (we) (3.49)
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Observe que

1 LK/2] ) )
dyp(Xi. X)) = 22 Y |Ix(w) — Iy, (wg)}
1 LK/2] 2_11(—1 K-1 2
== 2 | 2+ 4m221ﬁx.(m) Cos(mM)) - (2 +4 ; [)XJ_ (m) cos(mw@)]
— lLK/ﬂ —4[§cos(mw£) [[) (m)—p (m)}] 2
K =1 L m=1 * %

LK/2]

Z cos(mwy) = —, se K é par e

=1
LK/2]
Z cos(muwy) cos(swy) = 0, para m # s,
/=1

(Caiado et al. (2006)), segue que

16 (K

(X %5) = 1 [P0 =, ] oo 5 o (1) = o - 1)

K-1 9
=237 |7, (0) = i, ()]
(=1

= 2Kdacr(Xi, X;).

Portanto, para L = K — 1 em (3.46), e g(K) = |K/2] para a métrica dyp, obtemos
a relagao dyp(X;, X;) = 2Kdacr(X;,X;). A condi¢do de regularidade (2.49) é necessaria
para garantir que a ordem da covariancia da soma destas métricas nao seja maior que a ordem
da variancia. A métrica daor satisfaz tal condicao para a classe de séries temporais lineares
e estaciondrias. Logo, a métrica baseada no periodograma normalizado dyp também atende
tal condigao, uma vez que o fator K altera a ordem da covariancia na mesma proporgao que
altera a ordem da variancia.

Mostramos que, para ¢*(-,-) = (-, -), dado em (3.44) e I, (wy), dado em (3.49),

Y Eg (iXi (we), Ix, (w)) ¢ (iXi (wm), I, (wm)) : (3.50)

1<l<m<|K/2)

¢ de ordem menor que a soma das varidncias, quando K — oo.
Queremos mostrar que dyyp atende as condicoes para normalidade assintética, ou seja,

que o termo de segunda ordem da decomposi¢ao de Hoeffding satisfaz a condicao de regula-
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ridade (2.49) para log I'x,(w). Outra maneira de incluir a métrica dyyp na classe de funces
ntcleos cuja normalidade assintética de B, ocorre é mostrando que dyyp se relaciona com
alguma outra métrica com propriedades ja conhecidas, como foi o caso dyp = KdacF.

Embora nao tenhamos conseguido demonstrar formalmente que a métrica dyyp atende
a condicao (2.49), ela é a que apresenta melhor desempenho nos estudos de simulacdo do
Capitulo 4. Portanto, dynp deve atender a condi¢ao (2.49), mas a demonstragao formal fica
em aberto.

O que demonstramos nesta secao pode ser resumido no seguinte resultado.

Teorema 3.3.1. Sejam Xi,... X, séries temporais i.i.d., estaciondrias e
To= Y. (X, X)), (3.51)
1<i<j<n

em que ¢(X;, X;) € uma das métricas definidas nesta secao (dyp, dpnp e dacr). Defina
M, = Zl§i<j§n 777211']‘7 em que Np;j € definido em (4.18). Entio,

(MnV:)_%Tn — N(0,1) quando n — oo e/ou K — oo, (3.52)
em que Vi = U — U,
1
(3) — % XX X
UP = ey 2 X X)X X)
1<i#j#AL<n
e

—1
e = (3) X s

1<i<j<n

No Teorema 3.3.1, encontramos uma classe de funcgoes nticleos que, para uma determinada
classe de séries temporais, atende todas as condigoes do Teorema 2.2.1. Essa classe é definida

de maneira geral na seguinte definigao.

Definigao 3.3.1. Sejam X; e X séries temporais estaciondrias. Considere a fun¢ao g : Rt —

R com a propriedade

9(K) =0O(K) quando K — oo. (3.53)
Defina,
1 9(K)
&(Xi, Xj) = 2 > N Zim: Zjm), (3.54)
m=1

em que ¢(-,-) : R? — Rt é dada por ¢(z,y) = (z — y)? e Zi, associa a série temporal X; &

posigdo m, m = 1,...,g(K). As possibilidades para a variavel Z;,, sao:
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a) Zim = Lx,(wm), com g(K) = | 5];
b) Ziym = logINXi(wm) com, g(K) = L%J,

€) € Zim = py,(m), em que g(K) < £ 6 recomendado.



Capitulo 4

Classificacao e Agrupamento de Séries Temporais

Classificacao e agrupamento de séries temporais sdo problemas bastante explorados na lite-
ratura atual. Muitas técnicas sdo apresentadas para resolver esses problemas. No entanto, os
procedimentos sao especificos, aplicaveis somente a uma determinada classe de séries tempo-
rais. Maharaj (2000) apresenta um procedimento para agrupar séries temporais estaciondrias,
a partir das estimativas dos parametros autorregressivos. Huang et al. (2004) propoem um
método para discriminacao e agrupamento de séries temporais nao estacionarias. Discrim-
inacao entre séries temporais estaciondrias e nao estaciondrias pode ser feita através do pro-
cedimento apresentado por Caiado et al. (2006). Para modelos heterosceddsticos, Otranto
(2008) apresenta uma técnica baseada em métricas autorregressivas, as quais sao utilizadas
para medir distancia entre processos GARCH.

Propomos, neste capitulo, um procedimento que permite agrupar séries temporais. A
idéia basal é utilizar a mais forte similaridade entre séries dentro dos grupos para agrupa-
las e classificd-las. O procedimento é baseado nos resultados assintéticos para a estatistica
B,,, e, portanto, depende da escolha de umas das métricas dp, dyp, dryp ou dacr. Os
resultados assintoticos valem para um classe ampla de séries temporais estaciondrias lineares
e nao lineares. Na Secao 4.1, apresentamos um método de classificagao e agrupamento. Na
Secao 4.2, realizamos estudos de simulacao para comparacao do desempenho das estatisticas
propostas sob varias métricas. Na Secao 4.3, realizamos um estudo de simulagao para testar o
desempenho do método de classificagdo e agrupamento. Uma aplicacao a dados sismoldgicos

é feita na Segao 4.4.

4.1 Meétodo de Classificacao e Agrupamento

Nesta secao, desenvolvemos um método para classificagao e agrupamento de séries tem-
porais baseado nos resultados assintéticos obtidos para a estatistica B,, sob a hipdtese de
homogeneidade dos grupos, e baseadas em resultados assintoticos para qualquer mistura de

duas distribuigoes dentro dos grupos. Esses resultados sao apresentados na sequéncia.

45
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4.1.1 Comportamento de B, com Heterogeneidade Dentro dos Grupos

Uma condigao necessaria até o momento era que, dentro do grupo g, os elementos deveriam
ter a mesma distribuicao, isto ¢, X4, Xag,..., Xp g tém distribuigao Fj. Dessa forma, de-
senvolvemos um teste para a homogeneidade dos grupos, cuja hipétese nula de interesse é
Hy: Fy = Fy, para 1 < g < ¢’ < G, e a hipétese alternativa é Hy : 3 g # ¢/, tal que
F, # Fy. No entanto, na prética, a suposicao de distribui¢ao idéntica dentro de cada grupo
nao ¢é razoavel, pelo fato de nao conhecermos a distribuicao dos elementos da amostra. Por
exemplo, considere um conjunto com n = 12 séries temporais, sendo 6 delas com distribuigao
A e 6 com distribuigdo B. Suponha que a “mistura” em cada grupo seja maxima, ou seja,
suponha que o tamanho de cada grupo seja 6 e que o teste serd realizado sobre a seguinte
configuragao: Grupo 1: AAABBB e Grupo 2: BBBAAA. Dentro do grupo g = 1, Uy
serd calculada a partir de pares de séries com distribuicao AA, BB e AB com a seguinte
propor¢ao: 1/5AA, 1/5BB e 3/5AB. Dentro do grupo ¢’ = 2, a proporcao serd a mesma.
Entre os grupos 1 e 2, Upj2 terd a seguinte proporgao: 1/4AA, 1/ABB e 1/2AB. Essa
configuracao nao satisfaz a suposicao de homogeneidade dentro dos grupos, que é necessaria
na demonstracao da normalidade assintética de B,,.

Para possibilitar testes de similaridades e dissimilaridades entre grupos, mostraremos que
quando nao temos distribuicdo idéntica dentro de cada grupo, (isto é, temos pelo menos
duas distribuigoes), a homogeneidade dos grupos sempre é rejeitada. Além disso, o poder do
teste, em caso de mistura, é menor do que quando temos duas distribuicoes, e as varidveis
sao separadas em grupos com mesma distribuicao. Isto permite-nos agrupar séries, testando

todos os agrupamentos possiveis e escolhendo o que tem o menor p-valor.

4.1.2 Tamanhos dos Grupos Iguais ao Nimero de Amostras i.d.

Sem perda de generalidade, suponhamos que G = 2. Suponha que o nimero de amostras
em cada grupo é denotado, respectivamente, por N; e No, com N; + Ny = n, e que todas as
n séries temporais sdo de tamanho K, sendo que N; dessas séries tém distribuicdo A, e No
delas tém distribuicao B.

Gostariamos de agrupar estas séries de tal forma que aquelas com mesma distribuicao
fossem classificadas no mesmo grupo. Para isso, teremos que testar todos os agrupamentos
possiveis. Mas, para simplificar um pouco os calculos, considere n séries temporais de tamanho
K, separadas em dois grupos de tamanho N; e Ny (que sdo exatamente o niimero de séries

temporais com distribuigao A e B, respectivamente), com N+ No = n e ordenadas da forma

(4) 4) y(B) (B) (4) (4) (B) B
X ,...,X;Ig,Xn1A+1,...,XNIJ,XNIH,...,XN1+1+n2A, Nikmgagzr - X,

~~

niA niB n2A na2p
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)

em que a notagao X “) indica que a amostra X; tem distribuicao A, e X J(B

i indica que X

tem distribuicao B.

Sejam It = {1,..., N1}, In = {N1+1,...,n}, ha={1,...,n1a}, 1B = {n1a+1,..., N1},
Ina = {N1+1,...,Ni+1+nga} e Iop = {N14+2+n4,...,n}. Temos que testar a similaridade
desse agrupamento. A hipdtese nula neste caso é: Hj : L(X;) = L(X), para todo i € I1 e
J € I>. A hipétese alternativa é : H{ : L(X;) # L(X;) para algum i € [ e j € .

Basicamente, o que iremos mostrar aqui é que, se A = B, entao nao rejeitamos H, para
quaisquer que sejam Nj e No. No entanto, se A # B, entao sempre rejeitamos Hj. Além
disso, o maior poder ocorre quando as séries que tém distribuicdo A estdo em um grupo, e as
que tém distribuicao B estao em outro.

Para cada agrupamento de tamanhos (Ni, No), B, = NiNao[n(n — 1)]7'{2U,12 — Un1 —
Un2}. Portanto, podemos fazer a decomposicao de Hoeffding para cada uma das seguintes

U-estatisticas U,12, U, € Uye. Para g = 1,2,

o= () X ) (4.1

1<i<j<ng

—1
B <”9> Y {0y + i (Xig) + i (Xjg) + ¥2i(Xig, Xjg)},

2 —
1<i<j<ng

em que ¢o;; = Ep(Xi, Xj), ¥145(Xi) = é145(Xi) — doij, com ¢135(X;) = E[p(X;, X;)|Xi] e
1,[)21‘3‘ (Xl, X]) = Qb(X@, X]) — wlij (Xz) — 1[)11']' (XJ) — ¢Oij- Para a ultima U-estatistica segue

L M
Upi2 = NN, ; ; &(Xi1, Xj2) (4.2)
Ni No
Z Z{%z’j + 145 (Xin) + Y145 (Xj2) + 215 (X, Xjo) }

i=1 j=1

1
N1 N,

Sejam ng4 e ngp 0 numero de amostras, respectivamente, com distribuicao A e B, dentro
do grupo g = 1,2. Com esta configuracao dentro dos grupos teremos trés situacoes possiveis
para a distribuicao de um par de amostras, o que implica trés distintos valores para ¢g, a

A A B B A B
saber: Oa4 = Eo (XZ.(g ),XJ(.g)>, Opp = Eo (X§g ) x! >) e Oup = Eo <Xi(g ) x! )).
Com estas defini¢oes, podemos escrever U,g4, para g = 1,2, e Up12 da seguinte forma:

1
Ung = (T;g) D Ao + v (Xig) + 15 (Xjg) + v2i5 (Xig, Xjg)},

1<i<j<ng
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(ng> - {ngA(ngA - 1)9 . ngp(ngs — 1)

5 5 AA 5 OB + ngAngB9AB} (4.3)

+<n29>1 > {wlij(Xig)+¢1ij(ng)}+(zg)1 > vii(Xig, Xjg),

Lsi<isng 1<i<j<ng
| M
Uni2 = NN, Z Z{¢Oij + 15 (Xa1) + i (Xj2) + 25 (Xi1, Xj2) },
i=1 j=1
1
= NN, {n1an240a4 +nipnopfpp + (n1an2p + n2ani1p)0an} (4.4)
1 Nl N2 1 Nl N2
+W Z Z{w”j(Xﬂ) + Y1 (Xj2) } + NN, Z Z Voij (Xi1, Xj2)-
=17=1 i=1 j=1
Denote
Y145(Xi) = (4.5)

(X3)
¢1BB(Xi)7 se XiNBerNB;
Y1aB(Xi), se Xy~ Ae X~ B;
Q;Z)IBA(XZ'), se XzNBeX]NA
De fato, para os termos com AB, o que importa é a distribuicdo da varidvel condicional.

Logo, podemos simplificar a notacao destes termos

ap(Xi) = Yipa(Xi) =v14(X;), se X;~Ae
V1ap(Xi) = Y1pa(Xi) = ¥18(Xi), se X; ~ B. (4.6)

Com estas notagoes, podemos reescrever as somas dos termos de ordem 1 da decomposicao

de Hoeffding nas equacoes (4.3) e (4.4) como

> {15 (Xig) + 165 (X))

1,j€14

= D {¥aa(Xig) +1aa(Xo)} + D {¥is(Xig) + ¥15(X )}

i.j€lga ij€lyn

+ Y D {a(Xg) +vis(X)}, (4.7)

i,j€lgai,j€lgp

para g =1,2, ¢
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Z Z&ﬁlw + ¢m( )}

i€l jely
= > ) {tnaaX) + viaa(X)E+ Y0 D {tiss(X) + diss(X;)}
i€l14 jEl2a i€lp j€El2B
+ Z Z {14(Xi) + Y1B(X Z Z {1B(X:) + Y1a(X;)} (4.8)
i€l14 j€I2p 1€l1p jEI24
para Unlg.

Segue que os termos de ordem 1 da decomposicao de Hoeffding de 2U, 19 — Up1 — Upeo sé@o

0s seguintes:

N1N2 { S {raa(Xa) + vraaX)Y+ D> D {¢iss(Xi) + ¢iss(X )}}

1€l14 j€I2A i€lip j€lap

i€lia j€l2p i€lip j€lsp

1

o 2

N1N2 { Z Z {14(Xi) + 1B(X §)}+ Z Z {18(X;) + 1a(X )}}

{ D {1aa(Xo) + vraa(X) + D {tiss(Xi) + ¢1ps(X;)}

1,j€11 4 i,j€IB

-1
1

o 2

\/\/\_/\/

S0 {alXo) + as(X;)}

,j€lat,J€ELB

-1
{ > {raa(X) + vraa(X)}+ D {¢1BB(Xi)+¢1BB(Xj)}}
4,j€l24

2

2 .
1,j€l2p

SYT {ralX) + (X))}

1,j€l24 1,j€I2B

-1

&

2

|
/‘\/\2/\/\

[\

Podemos reescrever (4.9) como

2n94 Q(nlA - 1) ] 2n14 2(n2A _ 1) '
Z; [NlNQ TNV — 1)} Yr1aa(X;) +]; [N1N2 ~ N - 1)] Y144(X;)

2n9p 2(nip — 1) on1ip 2(nap — 1)
" Z |:N1N2 Ny(Ny — 1):| Vipp(Xe) + Z |:N1N2 No(No — 1):| V18(X;)

i€lhp j€lsp
2n9p 2n1B ] |:2n2A 2n14 ]
+ - A(X;) + - Xi
ieZI;A [NlNz Ni(N; —1) Y1a(Xe) ieZIl:B NiNy  Ni(N;—1) va5(Xs)

(4.9)
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2194 2114 } [ Mia 9nos
+ _ X+ B N
,.ZEA [N1N2 No(Nz — 1) U1a(X;) EEI:B NN, N, 1) ¥15(X;)

=Y VY Wi > Zi+ > S

1€l 7 i€l i€l 4 i€l

em que

Ner A 1 n¢xB 1
i <N1N2 N&) Y1aa(Xi), W; <N1N2 N§i> Y1pB(Xi),

" n¢xB n¢, B
zZr = 2 L — : X;
« TLg_*A ngvA
SF o= 2 L ! X; 4.10
& = 1, se X; € grupo 1 o & = 2, se X; € grupo 1 (4.11)
2, se X; € grupo 2 1, se X; € grupo 2

O ponto principal é que, devido a propriedade de ortogonalidade da decomposicao de
Hoeffding, Y;*, W}, ZF e S} sao independentes e, portanto, sao nao correlacionados. Além
disso, cada uma das somas em (4.10) é uma soma de varidveis i.i.d., para as quais resultados
assintoticos, como TCL, podem ser provados. Com esses resultados, estamos em condigoes de

estudar o comportamento assintético de B,,, que pode ser escrito como

N1N>
B, = —--{2 — — 4.12
n n(n — 1){ Un12 Unl Un2} ( )
=0+ > Vit Y Wi+ > Zi+ Y Si+Tnyp,
icla iclp i€la iclp

em que

_ MM {<2n1An2A ~nia(nia — 1) noa(nga — 1)) M
nn—1) \\_ NNy  Ni(N;—1)  Nao(No—1)
<2n13n23 ~mp(mip —1) nep(nep — 1)) Onp
NiNs  Ni(Ni—1)  No(Ns—1)
(2(n1An23 +noanip)  2nianip 2n2an2p ) }
+ - - OaB ¢,
NiN; Ni(Ni— 1) Na(No— 1)

(4.13)
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 n(n—1) t 7 n(n-1) n(n—i)

* N1 N- *

1Ny 2 M N N, -1
= n(n—1) | NNy ZZwQ(Xi’Xj) - < 2 > Yo va(Xa, Xj)

i=1 j=1 1<i<j<N

~1
_<JZQ> S (X, Xp) p- (4.14)

1<i<j<Naz

Definindo-se as varidveis 0% 4 = Varg14a(X;), o%5 = Vargipp(X;), 0% = Varga(X;)
e 0% = Vary1(X;). As variancias das somas Zz‘eIA Y;, ZiEIB Wi, ZieIA Z; e ZiEIB S; sao
todas da ordem de n~!. Segue do Teorema 4 da Segdo 1.6 de Lee (1990) que

Vary/nT,, = O(n™1).
Portanto,
(B, —6) == N (0,17), (4.15)

em que 6 é dado por (4.13) e
ot = 2NNy g [ 724 1 2+nA na 1)’ 2
Vvn(n —1) MANMN, N NN, N A
nap 1 2 nip 1 2
2
- — - — 4.16
niB <N1N2 N1> + n2pB <N1N2 N2> ]UBB ( )
2 2

i ( nep B ) s ( nip B > o2

NiNy  Ni(N;—1) NiNy  Ny(Ny—1)

mB( neA M >2+n23< niA M2 >2 52
NiNy  Ni(N; —1) NiNy  Ny(Ny—1) B

_|_

_|_

_|_

4.1.3 Todos os Possiveis Agrupamentos

A suposicao até aqui é que Ni e Ns sdo os tamanhos dos agrupamentos e, também, o
nimero de séries com distribuicao A e B, respectivamente. No entanto, precisamos testar os
agrupamentos sem supor N; e Na conhecidos. Vamos mostrar que para quaisquer que sejam
Ny e No, denotando o nimero de séries com distribuicdo A e B, respectivamente, o menor
p-valor resultante de testes de similaridade entre grupos de tamanhos n; e no é aquele com
7”L1:N1 en2:N2.
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Suponha que N1 e Ny denotam o niimero de séries com distribuicdo A e B, respectivamente,
com Ny + Ny = n. Considere um agrupamento em que os tamanhos dos grupos sao ni e no
comni+ng=nel<ny, ng <n—2. Defina ny4, n1p, n2a € nop como na secao anterior.
Observe que ny14 + no4a = N1, 0 que implica que noqg = N1 —nq4, mas com a restricao de que
0 < nya < min{ni, N1}. Analogamente, n1p + n2p = Na, 0 que implica que nop = Ny —nqp,
com 0 < n1p < min{ng, No}. Portanto, os resultados encontrados na segdo anterior seguem
substituindo-se noa por N1 —nia € nog por Ny —nipg, respeitando-se as respectivas restrigoes.

Assim,

o mang {<2H1A(N1 —nma)  nia(ma—1) (Vi —nia)(N —ma— 1)) M

n(n—1) nine ny(ny —1) na(ng — 1)
2n1(Nog — n nig(nip — 1 Ny —n No—nip—1
+( 18(N2 —nmip)  mip(up—1) (N2 —mip)(Ne — g )> . (4.17)
ning nl(nl — 1) ng(ng — 1)
2(n1a(Na —nig) + (N1 — nia)nip) 2n1an1B 2(N1 —nqa)(Na —niB)
+ - - 0B
ning nl(nl — 1) ng(TLQ — 1)
e
1 [ 2nins Ni—nia  1)\? na  1)?
2 2
S . Ny — .
U n<n_1> {[ 1A< . m) + (N1 —n1a) (mng n2> ]UAA
No —niB 1 2 niB 1 2 2
- — Ny — - — 4.18
+ |niB ( . n1) + (N2 —niB) e o BB ( )
No —nip nip 2 nip Ny —mip \? 2
_ Ny — _
t "4 < ning ni (m — 1) + ( ! nlA) ning ng(ng — 1) 74
N1 —ni1a n1A 2 n1A Ny —mn1a \° 2
. Ny — . .
+ s < ning ni (n1 — 1) + ( 2 nlB) ning ng(ng — 1) 7B

Observe que trabalhar com a expressao de 6, em (4.17), é complicado devido ao grande
numero de varidveis envolvidas. No entanto, podemos supor n = 12, por exemplo, e mostrar o
comportamento de # para todas as configuracoes possiveis, confirmando a afirmacao do inicio
da secao, de que o menor p-valor ocorre quando A’s e B’s estao em grupos distintos. Para
tanto, basta verificar o valor da média # nas diferentes configuracoes. Para isso, consideremos
Dwp =204 — 044 — 0BB-

Nas Tabelas 4.1 e 4.2 temos alguns valores de 6 em funcao de Dy . Observe que basta
conhecermos n; e ni4 para conhecermos o restante das varidaveis. Por exemplo, se n = 12 e

N1 =6= Ny =6. Se nig =0= nip =6, o que ja determina 6.
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Tabela 4.1: Valores de 6 em funcao de Dy g = 2045 — 04 — 05, com N; = 6 e No = 6 em todos os
possiveis valores de ny e ny4.

n =12 N1 =6, N, =6

ny = 6 0 ny = 5 0

nia=0| 2% «1xDyp =0.272TDwp | nia =0 | 35 « 2« Dy p = 0.1894Dy

nia=1| 95 TDwp=01061Dwp | nia=1| 32254Dwp=0.0505Dyz

nia=2| 195 LDwp=00061Dwp | nia=2 24T L Dwp = 0.0189Dw

nia=3| 1928 A Dwp=-00273Dwp | na=3| 5 Dws=0.0189Dyp
_ 6%6 1 _ _ 5%7 4 _

nia = 4 Toxll 45DWB = 0.0061DWB nia = 4 Tox11 21 DWB = 0-0505DWB

nia=>5 86T Dwp = 0.1061 Dy nia=5| 225 %2« Dyp = 0.1894Dy

nia=6| 1995 x1xDyp =0.2727Dyp

ny =4 0 ny =3 0

nia=0| 358 Dwp=01299Dwp | nia=0 | 2% « 5 « Dy = 0.0852Dw
_ 4%8 5 _ _ 3*%9 5 _

nia = 1 Tox1l 112.DVVB = 0.0108DWB nia = 1 Tox1l 54DWB = 0.0189DWB

nia = 2 %%DWB = 0.0289DWB

711:2 0

nia = 0 122**1101 %DWB = 0.0505DWB

nia = 1 122**1101 %DWB = 00421DWB

Por depender de Dy g, nao é possivel montar tabelas para todos os possiveis valores de Ny
e No, pois para alguns desses valores, como N; = 4 e Ny = 8, nem todos os resultados podem
ser fatorados e escritos em funcéao de Dy p. No entanto, o comportamento é semelhante aos
casos considerados, em que 6, em valor absoluto, é sempre maior quando ni4 = ny = Ny.

Embora sejam pouco formais, os resultados apresentados nas Tabelas 4.1 e 4.2 indicam
que a afirmacao feita no inicio da se¢ao, de que o menor p-valor estd associado diretamente a
maior dissimilaridade entre os gupos e maior similaridade dentro do grupos, é, possivelmente,
verdadeira.

Essa caracteristica do teste é o nosso ponto de partida para o desenvolvimento do método
de agrupamento, que consiste em testar todos os possiveis agrupamentos via procedimento

bootstrap e escolher o que tem p-valor menor.
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Tabela 4.2: Valores de 6 em funcao de Dy p = 20,5 — 04 — 0, com N; =5 e Ny = 7 em todos os
possiveis valores de ny e ny4.

n=12 N1:57N2:7
ny = 6 0 ny = 5 0
nia=0| 9% %« 2%« Dywp=01818Dwp | na=0| 20 Dwp=0.1263Dwp
n1A=1 6+6 8DWB—00485DWB n1A:1 o7 2DWB—00152DWB
12x11 45 12x11 35
ma=2| 25 HEDwp=-00182Dwp | na=2| 1575 Dws =—0.0265Dw 5
12x11 15 12x11 10
nia=3| 95, Dyp=-00182Dwp | nia =3 | 5:0.0048Dy 5 = 0.0130Dy 5
nia=4| 25 3Dwp=00485Dwp | na=4| 28 Dwp=0.0985Dyp
nig =5 550 2Dwp = 0.1818Dwp nia=5| 232 x 1% Dyp = 0.2652Dy
ny = 4 0 ny = 3 0
nia=0 | 22 % 2% Dywp = 0.0866Dwp | nia = 349 2 Dwp = 0.0568Dw p
12x11 14 1211 18
nia=1| 28 ZADyp=-00087Dwp | nia=1 39 T Dwp = 0.0265Dw
12x11 28 12x11 54
nia=2| oo Dwp =—0.0245Dwp | nia =2 | 122 ZtDwp = —0.0057Dwp
nia=3| 52 2Dwp=00390Dwp |na=3| 2T Dyp=0.1193Dwg
12%11 56 ) 12%11 12 :
nia =4 28 2Dwp = 0.1818Dw g
ny = 2 0
nia=0 122**1101 * % * Dywp = 0.0337Dwp
nia=1| 2 Dyp =—-0.0404Dy 5
nia=0| 2L LDyp=0.0707Dwp
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4.2 Estudo da Estatistica de Teste através de Simulagao

No Capitulo 3, estudamos as propriedades assintoticas da estatistica de teste B,. Sob
a hipotese de homogeneidade dos grupos, B, é assintoticamente normal e este resultado
independe quantitativamente da escolha da métrica. No entanto, é preciso um estudo de
simulacao para comparar as métricas em diferentes situagoes. Nesta se¢ao, realizamos algumas

simulagoes para comparar as métricas dp, dyp, dryp € dacF.

4.2.1 Comparacao das Métricas através de Simulagao

Realizamos um breve estudo de simulagao para comparar as métricas dp, dyp, dryp
e dacr e escolher a melhor delas, ou seja, a métrica que apresenta o melhor desempenho
nas situacoes testadas, para ser utilizada como niicleo no nosso teste. Simulamos 6, 12 e 50
séries de tamanhos 50, 100, 200, 500, 1000 e 10000, sendo metade destas séries geradas a
partir de um modelo AR(1), definido no Apéndice, com parametro autoregressivo ¢; = 0.5,
e a outra metade das séries geradas a partir de um modelo MA(1), definido no Apéndice,
com parametro #; = 1. Ambos os modelos sdo gerados a partir de inovagoes gaussianas de
média 0 e variancia 1. Foram realizadas 10000 replicagoes, exceto para K = 10000, em que
realizamos 500 repeticoes. Para a métrica dacp utilizamos L = 0.1K, e para as métricas
baseadas no periodograma utilizamos todas as frequéncias wy, ¢ = 1...,[K/2]|. O poder
do teste é apresentado na Tabela 4.3 e mostra que a métrica dyryp é a que tem o melhor
desempenho. A média e o desvio padrao da estatistica sao apresentados na Tabela 4.4, na
qual pode-se observar que o desvio padrao diminui, a medida em que aumentamos n e K e a
média é diferente de zero. Esse comportamento é observado para todas as métricas.

Embora a métrica dp tenha apresentado um desempenho superior a métrica d 4o, acre-
ditamos que um estudo para determinar o valor 6timo de L contribua para que essa métrica
tenha um desempenho melhor. Além disso, a métrica dyyp ¢ visivelmente superior & dp
e, portanto, justifica a escolha de dacr e dryp para que sejam exploradas em diferentes

configuragoes.

4.2.2 Simulagao com a Métrica dyyp

Nesta subsecao pretendemos estudar, através de simulagoes, o comportamento da métrica
d; np, em diferentes configuragoes e distribuicoes dos grupos de séries temporais. Em primeiro
lugar, simulamos 4, 12 e 50 séries independentes a partir de um processo AR(1) gaussianas, de
tamanhos 64, 256, 512 e 1024. O tamanho da série é tomado como uma poténcia de 2 para que
o método proposto possa ser comparado com outros métodos baseados em wavelets. Todas
as séries tém o mesmo parametro autorregressivo ¢, e este parametro varia dentro da gama
de modelos causais em que |¢| < 1. As inovagoes (erros) sao normalmente distribuidas com

variancia unitdria. Assim, todas as séries tém mesma distribuigdo. A Tabela 4.5 reporta a
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Tabela 4.3: Comparacao do poder do teste com nivel nominal de 5%, utilizando as métricas dacr,
dp, dyp e dpnp, com n/2 séries geradas a partir de um modelo AR(1) e n/2 séries geradas a partir
de um modelo MA(1). Os resultados sdo baseados em 10000 replicagoes.

K
n | Métrica | 50 | 100 | 200 | 500 | 1000 | 10000
dacr || 0.0908 | 0.1131 | 0.1715 | 0.3390 | 0.6324 | 1.0000
dp | 0.0912 | 0.1249 | 0.2104 | 0.4594 | 0.7632 | 1.0000
6 | dvp | 00600 | 0.0691 | 0.0926 | 0.1394 | 0.2428 | 0.9940
drnp || 02215 | 05128 | 0.8926 | 0.9999 | 1.0000 | 1.0000
dacr | 0.1409 | 0.2197 | 0.3732 | 0.7875 | 0.9864 | 1.0000
dp | 0.1898 | 0.3405 | 0.6118 | 0.9578 | 0.9999 | 1.0000
Lo | dve | 0.0911| 01247 | 0.1921 | 04098 | 0.7135 | 1.0000
drnp || 04746 | 0.8886 | 0.9998 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
dacr || 05397 | 0.8562 | 0.9946 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
dp | 0.9238 | 0.9997 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
5o | dnp | 0.3628 | 0.6625 | 0.9429 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
drnp || 0.9974 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabela 4.4: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referente ao estudo de simulacao apresentado
na Tabela 4.3.

K
n | Métrica || 50 | 100 [ 200 | 500 | 1000 | 10000

dacr || 0.0059 | 0.0038 | 0.0022 | 0.0009 | 0.0005 | 0.0000
0.0103 | 0.0049 | 0.0020 | 0.0006 | 0.0002 | 0.0000

dp 0.0146 | 0.0144 | 0.0146 | 0.0146 | 0.0146 | 0.0147
0.0236° | 0.0171 | 0.0121 | 0.0076 | 0.0055 | 0.0018

6 dyp 0.0020 | 0.0022 | 0.0024 | 0.0025 | 0.0025 | 0.0025
0.0071 | 0.0054 | 0.0041 | 0.0027 | 0.0019 | 0.0006

diyp | 0.5968 | 0.7137 | 0.8201 | 0.9403 | 1.0191 | 1.1829
0.4590 | 0.3446 | 0.2598 | 0.1822 | 0.1373 | 0.0551

dacr || 0.0054 | 0.0034 | 0.0020 | 0.0009 | 0.0004 | 0.0000
0.0057 | 0.0027 | 0.0011 | 0.0003 | 0.0001 | 0.0000

dp 0.0135 | 0.0133 | 0.0133 | 0.0132 | 0.0133 | 0.0133
0.0116 | 0.0080 | 0.0058 | 0.0037 | 0.0026 | 0.0008

12| dyp 0.0019 | 0.0020 | 0.0022 | 0.0022 | 0.0023 | 0.0023
0.0033 | 0.0026 | 0.0019 | 0.0013 | 0.0009 | 0.0003

dryp || 0.5356 | 0.6468 | 0.7479 | 0.8567 | 0.9253 | 1.0771
0.2664 | 0.2075 | 0.1567 | 0.1128 | 0.0869 | 0.0334

dacr || 0.0050 | 0.0032 | 0.0019 | 0.0008 | 0.0004 | 0.0000
0.0023 | 0.0011 | 0.0005 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000

dp 0.0126 | 0.0125 | 0.0125 | 0.0124 | 0.0124 | 0.0124
0.0038 | 0.0027 | 0.0020 | 0.0012 | 0.0009 | 0.0003

50 dyp 0.0018 | 0.0019 | 0.0021 | 0.0021 | 0.0021 | 0.0022
0.0010 | 0.0008 | 0.0006 | 0.0004 | 0.0003 | 0.0001

dryp | 0.5052 | 0.6073 | 0.6975 | 0.8011 | 0.8656 | 1.0077
0.1158 | 0.0910 | 0.0700 | 0.0499 | 0.0383 | 0.0159

proporcao de vezes que a estatistica B,, rejeita a hipétese nula ao nivel nominal de 5%. Foram

realizadas 10000 simulacoes independentes e, com isso, os percentuais empiricos relatados sao
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razoavelmente precisos, no sentido de que os valores estdo proximos de 5%. Nessa tabela
também mostramos que os testes com a estatistica B, rejeitam Hj a taxas proximas de 5%
(por vezes um pouco maior). A média e o desvio padrao de B,,, para cada caso, sao relatados
na Tabela 4.6. Podemos observar que a média e o desvio padrao diminuem com o aumento
de n e/ou K.

Tabela 4.5: Probabilidades de erro do tipo I empiricos a 5% utilizando-se a métrica dyyp. As n séries
foram geradas a partir de um modelo AR(1). Os resultados sdo baseados em 10000 replicagoes.

K [n\¢] -075]-050] 025 ] 0.00 [ 025 [ 0.50 [ 0.75

4 0.0501 | 0.0524 | 0.0524 | 0.0498 | 0.0526 | 0.0493 | 0.0520
64 | 12 0.0493 | 0.0476 | 0.0477 | 0.0487 | 0.0500 | 0.0478 | 0.0463
50 0.0462 | 0.0473 | 0.0471 | 0.0461 | 0.0471 | 0.0446 | 0.0474
4 0.0501 | 0.0486 | 0.0491 | 0.0508 | 0.0499 | 0.0494 | 0.0526
256 | 12 0.0480 | 0.0483 | 0.0473 | 0.0485 | 0.0473 | 0.0497 | 0.0503
50 0.0500 | 0.0507 | 0.0471 | 0.0496 | 0.0469 | 0.0483 | 0.0502
4 0.0492 | 0.0533 | 0.0498 | 0.0510 | 0.0470 | 0.0487 | 0.0495
512 | 12 0.0485 | 0.0495 | 0.0474 | 0.0478 | 0.0523 | 0.0490 | 0.0497
50 0.0486 | 0.0499 | 0.0496 | 0.0476 | 0.0516 | 0.0493 | 0.0504
4 0.0521 | 0.0504 | 0.0487 | 0.0494 | 0.0524 | 0.0491 | 0.0498
1024 | 12 0.0473 | 0.0479 | 0.0496 | 0.0484 | 0.0498 | 0.0483 | 0.0512
50 0.0466 | 0.0499 | 0.0522 | 0.0535 | 0.0500 | 0.0509 | 0.0491

Na Tabela 4.7 analisamos os erros do tipo I para modelos MA(1). Simulamos 4, 12 e 50
séries MA(1) independentes com o mesmo parametro média mével, 6, e erros gaussianos de
média zero e variancia unitdria. As outras especificagoes sdo as mesmas usadas para fazer a
simulacao da Tabela 4.5. A média e o desvio padrao da estatistica de teste referentes a simu-
lacao da Tabela 4.7 sao apresentados na Tabela 4.8. Os resultados podem ser interpretados
semelhantemente aos das Tabelas 4.5 e 4.6.

Na Tabela 4.9 apresentamos resultados de um estudo de simulagao para o poder do teste
em que a métrica dyyp € utilizada como nucleo da estatistica de teste. Os nimeros de séries
simuladas sao 4, 12 e 50, sendo que a primeira metade das séries sao provenientes de um
processo AR(1), com parametro ¢ e com erros gaussianos de média zero e variancia unitaria.
A segunda metade das séries sdo independentes, geradas a partir de um processo MA(1),
com o parametro de média mével § = +./¢?/(1 — ¢?) e os erros gaussianos de média zero
e varidncia unitaria. O sinal + é escolhido se ¢ > 0, e o sinal — é escolhido se ¢ < 0.
Essa escolha de 6 faz com que as varidncias das séries sejam todas idénticas. A escolha dos
parametros foi feita dessa forma para seguir a mesma ideia de Lund et al. (2009), embora
nao seja nossa intencao comparar os resultados, porque as técnicas sao aplicaveis a situagoes

diferentes. A média e o desvio padrao da estatistica de teste sdo apresentados na Tabela 4.10.
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Tabela 4.6: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresentado
na Tabela 4.5.

K [n\¢] 075 ] 050 —025] 000 [ 025 | 050 | 0.75

4 0.0037 [-0.0018 [-0.0064 [-0.0030 [-0.0065 [-0.0006 [-0.0009

0.3910 0.3730 0.3748 0.3755 0.3698 0.3776 0.3876

64 | 12 [-0.0007 [~0.0010 -0.0003 | 0.0012 | 0.0009 | 0.0010 | 0.0017
0.0915 | 0.0871 | 0.0868 | 0.0872 | 0.0873 | 0.0887 | 0.0924

50 0.0002 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 -0.0001 | 0.0000
0.0197 0.0188 0.0187 0.0187 0.0186 0.0187 0.0197

4 0.0008 | 0.0015 [-0.0009 [-0.0008 -0.0003 [-0.0007 | 0.0000

0.1762 0.1714 0.1737 0.1730 0.1731 0.1743 0.1768

256 | 12 [-0.0005 | 0.0001 -0.0001 [-0.0002 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0005
0.0405 0.0401 0.0402 0.0400 0.0403 0.0404 0.0413

50 1-0.0000 | 0.0001 -0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 0.0001
0.0088 0.0087 0.0087 0.0088 0.0088 0.0088 0.0089

4 —0.0000 [~0.0009 ~0.0008 | 0.0016 | 0.0005 | 0.0008 ~0.0002

0.1222 0.1219 0.1208 0.1217 0.1188 0.1227 0.1207

512 | 12 [-0.0002 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0000
0.0285 0.0280 0.0285 0.0282 0.0277 0.0282 0.0283

50 1-0.0000 | 0.0000 -0.0001 -0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0061 0.0061 0.0060 0.0060 0.0060 0.0061 0.0060

4 0.0002 [-0.0017 | 0.0007 | 0.0009 | 0.0005 0.0004 | 0.0001

0.0841 0.0849 0.0846 0.0846 0.0839 0.0847 0.0850

1024 | 12 -0.0000 | 0.0000 |-0.0000 | 0.0000 0.0003 |-0.0002 |-0.0002
0.0198 0.0194 0.0196 0.0198 0.0197 0.0198 0.0197

50 1-0.0000 | 0.0000 -0.0000 |-0.0000 0.0000 -0.0000 | 0.0000

0.0043 0.0042 0.0042 0.0043 0.0042 0.0042 0.0043

Tabela 4.7: Probabilidades de erro do tipo I empiricos a 5% utilizando-se a métrica dr,yp. As n séries
foram geradas a partir de um modelo MA(1). Os resultados sdo baseados em 10000 replicagoes.

K [n\6]—-200]-1.00] 0.00 [ 025 [ 050 [ 1.00 [ 2.00

4 0.0492 | 0.0507 | 0.0476 | 0.0520 | 0.0501 | 0.0515 | 0.0493
64 |12 0.0477 | 0.0487 | 0.0484 | 0.0505 | 0.0466 | 0.0473 | 0.0501
50 0.0461 | 0.0485 | 0.0463 | 0.0467 | 0.0462 | 0.0457 | 0.0468
4 0.0497 | 0.0509 | 0.0515 | 0.0485 | 0.0531 | 0.0496 | 0.0510
256 | 12 0.0493 | 0.0497 | 0.0499 | 0.0506 | 0.0470 | 0.0510 | 0.0490
50 0.0499 | 0.0490 | 0.0504 | 0.0473 | 0.0496 | 0.0449 | 0.0513
4 0.0504 | 0.0492 | 0.0498 | 0.0532 | 0.0515 | 0.0499 | 0.0546
012 | 12 0.0512 | 0.0483 | 0.0477 | 0.0509 | 0.0502 | 0.0504 | 0.0508
50 0.0503 | 0.0504 | 0.0480 | 0.0468 | 0.0496 | 0.0488 | 0.0494
4 0.0501 | 0.0494 | 0.0528 | 0.0501 | 0.0494 | 0.0489 | 0.0489
1024 | 12 0.0494 | 0.0503 | 0.0516 | 0.0507 | 0.0492 | 0.0509 | 0.0498
50 0.0494 | 0.0480 | 0.0520 | 0.0475 | 0.0483 | 0.0499 | 0.0503

Podemos observar que o poder aumenta quando aumentamos n e/ ou K, e o desvio padrao
de B,, diminui. Outra caracteristica importante é que a média de B,, ¢ diferente de zero.

A Tabela 4.11 reporta o poder do teste em situagoes em que testamos os modelos MA(1)
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Tabela 4.8: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresentado
na Tabela 4.7.

K [n\ 6] —200 ] -1.00 [ 000 | 025 [ 050 | 1.00 [ 2.00

4 0.0024 | 0.0010 | 0.0104 | 0.0032 | 0.0051 [-0.0037 -0.0065
0.3749 0.3727 0.3681 0.3764 0.3708 0.3926 0.3777

64 |12 |-0.0007 [~0.0009 | 0.0007 —-0.0009 |-0.0001 | 0.0006 -0.0001
0.0863 0.0866 0.0873 0.0862 0.0872 0.0929 0.0855

50 0.0001 | 0.0002 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0000

0.0189 0.0187 0.0189 0.0183 0.0189 0.0200 0.0190

4 0.0013 [-0.0007 | 0.0015 -0.0014 -0.0003 | 0.0019 0.0002

0.1718 0.1723 0.1201 0.1711 0.1720 0.1845 0.1698

256 | 12 0.0004 | 0.0001 | 0.0002 -0.0002 | 0.0002 ~0.0000 ~0.0007
0.0410 0.0401 0.0281 0.0401 0.0402 0.0429 0.0403

50 0.0000 |-0.0000 ~0.0000 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0000

0.0088 0.0086 0.0061 0.0086 0.0088 0.0092 0.0086

1 —0.0005 [-0.0015 | 0.0000 -0.0002 ~0.0003 | 0.0002 | 0.0001

0.1206 0.1205 0.1728 0.1207 0.1193 0.1302 0.1209

512 | 12 |-0.0003 |-0.0002 |-0.0009 | 0.0001 | 0.0001 |-0.0002 | 0.0006
0.0279 0.0278 0.0395 0.0280 0.0285 0.0300 0.0283

50 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 |-0.0000 | 0.0000 |~0.0000 | 0.0000

0.0061 0.0060 0.0087 0.0060 0.0060 0.0065 0.0060

1 —0.0014 | 0.0002 ~0.0006 | 0.0006 —0.0020 -0.0008 | 0.0010

0.0841 0.0844 0.0859 0.0839 0.0838 0.0906 0.0847

1024 | 12 0.0001 |-0.0001 ~0.0002 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0004
0.0195 0.0195 0.0194 0.0200 0.0197 0.0211 0.0197

50 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 |-0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0042 0.0042 0.0042 0.0043 0.0042 0.0045 0.0042

Tabela 4.9: Poder empirico do teste a 5% utilizando-se a métrica dyyp. Foram geradas n/2 séries a
partir de um modelo AR(1) e n/2 séries a partir de um modelo MA(1). Os resultados sdo baseados
em 10000 replicagoes.

K [n\¢] -075] -050 | —0.25 | 0.00 | 0.25 [ 0.375 | 0.50 | 0.75

4 0.1967 | 0.0605 | 0.0499 | 0.0537 | 0.0519 | 0.0517 | 0.0599 | 0.1885
64 | 12 0.7473 | 0.1217 | 0.0491 | 0.0477 | 0.0511 | 0.0586 | 0.1340 | 0.7275
50 1.0000 | 0.6681 | 0.0558 | 0.0471 | 0.0573 | 0.1563 | 0.6741 | 1.0000
4 0.8269 | 0.0958 | 0.0472 | 0.0502 | 0.0521 | 0.0507 | 0.0997 | 0.8243
256 | 12 1.0000 | 0.4801 | 0.0505 | 0.0495 | 0.0467 | 0.0940 | 0.4733 | 1.0000
50 1.0000 | 0.9999 | 0.0758 | 0.0488 | 0.0740 | 0.5378 | 0.9999 | 1.0000
4 0.9919 | 0.1549 | 0.0519 | 0.0506 | 0.0520 | 0.0597 | 0.1603 | 0.9915
512 | 12 1.0000 | 0.8009 | 0.0509 | 0.0506 | 0.0548 | 0.1380 | 0.8116 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.1052 | 0.0494 | 0.1000 | 0.8735 | 1.0000 | 1.0000
4 1.0000 | 0.2779 | 0.0499 | 0.0488 | 0.0516 | 0.0646 | 0.2738 | 1.0000
1024 | 12 1.0000 | 0.9840 | 0.0552 | 0.0531 | 0.0566 | 0.2345 | 0.9865 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.1588 | 0.0498 | 0.1601 | 0.9938 | 1.0000 | 1.0000

contra MA(2), com varios coeficientes MA. A configuracao das séries é como na Tabela 4.9. Os
erros do modelo sao novamente ruido branco gaussiano com média zero e variancia unitéria.

A primeira metade das séries em cada comparacao segue um processo MA(2) com coeficientes
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Tabela 4.10: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.9.

K \n\d)\ -0.75 | —=0.50 | —0.25 | 0.00 0.25 0.375 0.50 0.75

4 0.5692 | 0.1070 | 0.0056 | 0.0030 | —0.0024 | 0.0262 | 0.1216 | 0.5761
0.4982 0.3927 0.3742 0.3695 0.3729 0.3797 0.4003 0.5091

64 | 12 0.4601 | 0.0879 | 0.0056 |-0.0011 | 0.0046 | 0.0268 | 0.0969 | 0.4823
0.1733 | 0.1077 | 0.0875 | 0.0856 0.0876 0.0933 | 0.1103 | 0.1856

50 0.4327 | 0.0817 | 0.0041 | 0.0001 | 0.0041 | 0.0234 | 0.0898 | 0.4496
0.0705 0.0333 0.0198 0.0188 0.0199 0.0242 0.0363 0.0765

4 0.6972 | 0.1181 | 0.0032 | 0.0002 | 0.0038 | 0.0300 | 0.1223 | 0.7136
0.2403 0.1859 0.1738 0.1720 0.1724 0.1777 0.1862 0.2475

256 | 12 0.5709 | 0.0990 | 0.0044 | 0.0003 | 0.0034 | 0.0253 | 0.1004 | 0.5858
0.0890 0.0508 0.0407 0.0400 0.0406 0.0435 0.0514 0.0922

50 0.5332 | 0.0918 | 0.0041 | 0.0000 | 0.0043 | 0.0241 | 0.0940 | 0.5478
0.0373 0.0164 0.0091 0.0086 0.0092 0.0114 0.0171 0.0396

4 0.7297 | 0.1213 | 0.0064 | 0.0016 | 0.0050 | 0.0311 | 0.1243 | 0.7435
0.1701 0.1284 0.1219 0.1197 0.1207 0.1223 0.1291 0.1737

512 | 12 0.5998 | 0.0997 | 0.0042 | 0.0000 | 0.0048 | 0.0264 | 0.1011 | 0.6081
0.0635 0.0354 0.0280 0.0282 0.0284 0.0303 0.0356 0.0639

50 0.5606 | 0.0935 | 0.0043 | 0.0000 | 0.0042 | 0.0244 | 0.0948 | 0.5688
0.0271 0.0117 0.0064 0.0061 0.0064 0.0079 0.0118 0.0274

4 0.7545 | 0.1243 | 0.0052 | 0.0007 | 0.0054 | 0.0324 | 0.1245 | 0.7616
0.1211 0.0905 0.0847 0.0835 0.0843 0.0848 0.0905 0.1208

1024 | 12 0.6157 | 0.1008 | 0.0045 |-0.0001 | 0.0047 | 0.0263 | 0.1014 | 0.6215
0.0439 0.0248 0.0201 0.0196 0.0202 0.0212 0.0247 0.0452

50 0.5763 | 0.0946 | 0.0043 |-0.0000 | 0.0043 | 0.0245 | 0.0951 | 0.5812
0.0188 0.0083 0.0045 0.0043 0.0045 0.0056 0.0083 0.0194

de 01 e 02 constantes. A segunda metade da série segue um processo MA(1), cujo coeficiente
MA é também 6. Assim, os dois modelos diferem apenas nos seus coeficientes MA de segunda
ordem. O restante das especificagoes da simulagao é igual aos da Tabela 4.9. O comportamento

do teste é semelhante ao reparado na Tabela 4.9.

Tabela 4.11: Poder empirico do teste a 5%, com n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(1) e
n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(2) com 6, fixo igual a 1. A estatistica de teste é baseada
na métrica dpyp e os resultados sao baseados em 10000 replicagoes.

o [n N K| 64 | 256 | 512 [ 1024

4 0.0488 | 0.0513 | 0.0614 | 0.0935
0.10 | 12 0.0518 | 0.0825 | 0.1557 | 0.3573
50 0.0751 | 0.3459 | 0.7733 | 0.9928
4 0.0568 | 0.1479 | 0.3216 | 0.6568
0.25 | 12 0.1219 | 0.6401 | 0.9514 | 0.9998
50 0.6106 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
4 0.1592 | 0.7301 | 0.9715 | 0.9999
0.50 | 12 0.5903 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
50 0.9999 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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4.2.3 Simulagao com a Métrica dcr

Realizamos um estudo de simulacao semelhante ao anterior, mas utilizando a métrica
dacr (3.33). Note que essa medida depende do nimero de autocorrelagoes L. Teoricamente,
recomenda-se que L < K /4. Testamos alguns valores de L, variando-os no intervalo [|0.01K |,
|0.1K |]. Nao obtemos um L étimo, no entanto qualquer valor escolhido nesse intervalo conduz
a resultados compardveis aos obtidos com a medida djyp. Assintoticamente, d4cp parece
ser inferior a dyyp, por ter convergéncia aparentemente mais lenta.

Nas Tabelas 4.12, 4.14, 4.16, 4.18, 4.20, 4.22, 4.24 e 4.26 apresentamos os resultados do
estudo de simulagao realizado com os mesmos parametros daquelas apresentadas nas Tabelas
4.5,4.7,4.9 e 4.11, mas utilizando a métrica dscor para diferentes valores de L. Para cada uma
das situacoes consideradas, a média e o desvio padrao da estatistica de teste sao apresentados,
respectivamente, nas Tabelas 4.13, 4.15, 4.17, 4.19, 4.21, 4.23, 4.25 e 4.27.

Tabela 4.12: Poder empirico do teste a 5%, com n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(1) e
n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(2) com 6, fixo igual a 1. A estatistica de teste é baseada
na métrica dacr, com L = |0.1K|. Os resultados sdo baseados em 1000 replicagoes.

o [n N K| 64 | 256 | 512 [ 1024

4 0.0650 | 0.0530 | 0.0430 | 0.0470
0.10 | 12 0.0620 | 0.0560 | 0.0660 | 0.0800
50 0.0790 | 0.1230 | 0.2310 | 0.3590
4 0.0610 | 0.0680 | 0.0800 | 0.1090
0.25 | 12 0.0900 | 0.1570 | 0.2500 | 0.4640
50 0.2750 | 0.8110 | 0.9920 | 1.0000
4 0.0810 | 0.1300 | 0.1880 | 0.3680
0.50 | 12 0.1860 | 0.5580 | 0.8870 | 0.9970
50 0.8240 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabela 4.13: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.12.

b |n \ K| 64 256 | 512 | 1024

1 0.0004 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000
10 0.0097 0.0017 0.0006 0.0002
0-10° 112 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0024 0.0004 0.0001 0.0000

50 0.0002 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0006 0.0001 0.0000 0.0000

1 0.0025 | 0.0006 | 0.0003 | 0.0001

25 0.0110 0.0018 0.0007 0.0002
0-25 1 19 0.0015 | 0.0005 | 0.0002 | 0.0001
0.0030 0.0005 0.0001 0.0000

50 0.0016 | 0.0004 | 0.0002 | 0.0001
0.0010 0.0001 0.0000 0.0000

4 0.0054 | 0.0018 | 0.0009 | 0.0005

0.50 0.0126 0.0022 0.0008 0.0003
90 112 0.0052 | 0.0015 | 0.0008 | 0.0004
0.0044 0.0007 0.0002 0.0000

50 0.0048 | 0.0014 | 0.0007 | 0.0003
0.0016 0.0002 0.0000 0.0000
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Tabela 4.14: Probabilidades de erro do tipo I empiricos a 5%, com as n séries geradas a partir de um
modelo MA(1). A estatistica de teste é baseada na métrica dacp, com L = 10. Os resultados sdo
baseados em 1000 replicacoes.

K [n\#0]-200] -1.00] 0.00 | 025 | 050 [ 1.00 [ 2.00

4 0.0511 | 0.0499 | 0.0538 | 0.0527 | 0.0526 | 0.0539 | 0.0540
64 |12 0.0461 | 0.0445 | 0.0459 | 0.0479 | 0.0513 | 0.0448 | 0.0478
50 0.0455 | 0.0438 | 0.0443 | 0.0431 | 0.0441 | 0.0479 | 0.0473
4 0.0528 | 0.0535 | 0.0546 | 0.0530 | 0.0519 | 0.0523 | 0.0529
256 | 12 0.0436 | 0.0470 | 0.0486 | 0.0466 | 0.0474 | 0.0466 | 0.0462
50 0.0437 | 0.0428 | 0.0503 | 0.0440 | 0.0451 | 0.0472 | 0.0468
4 0.0549 | 0.0539 | 0.0534 | 0.0514 | 0.0553 | 0.0563 | 0.0521
512 | 12 0.0481 | 0.0464 | 0.0482 | 0.0465 | 0.0462 | 0.0501 | 0.0467
50 0.0480 | 0.0444 | 0.0482 | 0.0433 | 0.0472 | 0.0474 | 0.0487
4 0.0513 | 0.0527 | 0.0511 | 0.0544 | 0.0555 | 0.0532 | 0.0534
1024 | 12 0.0463 | 0.0459 | 0.0474 | 0.0478 | 0.0466 | 0.0449 | 0.0467
50 0.0458 | 0.0440 | 0.0469 | 0.0439 | 0.0496 | 0.0500 | 0.0486

Tabela 4.15: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.14.

K [n\ 6] —200 ] -1.00 [ 000 | 025 [ 050 | 1.00 [ 2.00

4 0.0001 —0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000

0.0053 0.0046 0.0071 0.0044 0.0067 0.0080 0.0068

64 | 12 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0012 0.0011 0.0016 0.0010 0.0015 0.0018 0.0016

50 0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000

0.0002 0.0002 0.0003 0.0002 0.0003 0.0003 0.0003

4 0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0014 0.0013 0.0020 0.0012 0.0020 0.0024 0.0020

256 | 12 —0.0000 {~0.0000 0.0000 0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000
0.0003 0.0003 0.0004 0.0002 0.0004 0.0005 0.0004

50 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000

0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001

4 0.0000 —0.0000 ~0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000
0.0007 0.0006 0.0010 0.0006 0.0010 0.0012 0.0010

512 | 12 —0.0000 —0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0001 0.0001 0.0002 0.0001 0.0002 0.0002 0.0002

50 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

4 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 +0.0000

0.0003 0.0003 0.0005 0.0003 0.0005 0.0006 0.0005

1024 | 12 0.0000 —0.0000 ~0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000
0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001

50 —0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 +0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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Tabela 4.16: Poder empirico do teste a 5%, com n/2 séries geradas a partir de um modelo AR(1) e
n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(1) com 6 = £./¢2/(1 — ¢2). A estatistica de teste é
baseada na métrica dacp, com L =10+ [0.02K|. Os resultados sdo baseados em 1000 replicagoes.

K |n\¢| —-075] =050 | =0.25 | 0.00 0.25 0.375 0.50 0.75
4 0.1800 | 0.0850 | 0.0440 | 0.0500 | 0.0530 | 0.0540 | 0.0670 | 0.1890
64 | 12 0.5940 | 0.1460 | 0.0580 | 0.0430 | 0.0500 | 0.0780 | 0.1570 | 0.5770
50 0.9990 | 0.5490 | 0.0790 | 0.0460 | 0.0850 | 0.2180 | 0.5870 | 1.0000
4 0.6470 | 0.1510 | 0.0570 | 0.0520 | 0.0550 | 0.0960 | 0.1610 | 0.6700
256 | 12 1.0000 | 0.5190 | 0.0690 | 0.0490 | 0.0750 | 0.2210 | 0.5510 | 0.9970
50 1.0000 | 0.9980 | 0.2130 | 0.0410 | 0.1860 | 0.8340 | 1.0000 | 1.0000
4 0.9450 | 0.3260 | 0.0590 | 0.0510 | 0.0560 | 0.1040 | 0.3270 | 0.9520
512 | 12 1.0000 | 0.9060 | 0.0940 | 0.0460 | 0.1050 | 0.4210 | 0.8760 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.3970 | 0.0440 | 0.3860 | 0.9920 | 1.0000 | 1.0000
4 1.0000 | 0.6040 | 0.0620 | 0.0420 | 0.0620 | 0.1990 | 0.6060 | 1.0000
1024 | 12 1.0000 | 1.0000 | 0.1550 | 0.0410 | 0.1490 | 0.7260 | 1.0000 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.7180 | 0.0530 | 0.7130 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabela 4.17: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.16.

K [n\¢] —-075]-050 | —0.25 | 0.00 | 0.25 | 0.375 | 0.50 | 0.75

4 0.0337 | 0.0048 | 0.0002 | 0.0000 ~—0.0000 | 0.0010 | 0.0037 | 0.0261

0.0285 | 0.0107 | 0.0054 | 0.0042 0.0051 | 0.0066 | 0.0092 | 0.0230

64 | 12 0.0262 | 0.0033 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0008 | 0.0029 | 0.0210
0.0113 | 0.0034 | 0.0013 | 0.0009 0.0012 | 0.0019 | 0.0030 | 0.0091

50 0.0249 | 0.0030 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0027 | 0.0198

0.0053 | 0.0013 | 0.0003 | 0.0002 0.0003 | 0.0006 | 0.0012 | 0.0040

4 0.0307 | 0.0034 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0010 | 0.0033 | 0.0288

0.0128 | 0.0034 | 0.0013 | 0.0010 0.0013 | 0.0020 | 0.0034 | 0.0116

256 | 12 0.0250 | 0.0027 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0027 | 0.0233
0.0055 | 0.0012 | 0.0003 | 0.0002 0.0003 | 0.0006 | 0.0012 | 0.0051

50 0.0231 | 0.0026 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0025 | 0.0219

0.0024 | 0.0005 | 0.0001 | 0.0000 0.0001 | 0.0002 | 0.0005 | 0.0022

4 0.0239 | 0.0026 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0007 | 0.0026 | 0.0233

0.0069 | 0.0017 | 0.0006 | 0.0004 0.0006 | 0.0010 | 0.0016 | 0.0066

512 | 12 0.0195 | 0.0021 | 0.0001 ~0.0000 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0021 | 0.0191
0.0031 | 0.0006 | 0.0001 | 0.0001 0.0001 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0030

50 0.0183 | 0.0020 | 0.0001 {~0.0000 | 0.0000 | 0.0005 | 0.0020 | 0.0178

0.0013 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 0.0000_ | 0.0001 | 0.0003 | 0.0014

4 0.0164 | 0.0018 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0005 | 0.0018 | 0.0164

0.0033 | 0.0008 | 0.0002 | 0.0001 0.0002 | 0.0004 | 0.0008 | 0.0034

1024 | 12 0.0135 | 0.0015 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0004 | 0.0015 | 0.0134
0.0014 | 0.0003 | 0.0000 | 0.0000 0.0000° | 0.0001 | 0.0003 | 0.0014

50 0.0127 | 0.0014 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0003 | 0.0014 | 0.0125

0.0006 | 0.0001 | 0.0000_ | 0.0000 0.0000__ | 0.0000_ | 0.0001 | 0.0006
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Tabela 4.18: Poder empirico do teste a 5%, com n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(1) e
n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(2) com 6, fixo igual a 1. A estatistica de teste é baseada
na métrica dacr, com L =10+ [0.02K |. Os resultados sao baseados em 1000 replicagdes.

6o |n N\ K| 64 [ 256 | 512 | 1024

4 0.0570 | 0.0560 | 0.0510 | 0.0590
0.10 | 12 0.0440 | 0.0750 | 0.0680 | 0.1010
50 0.0810 | 0.1540 | 0.3180 | 0.5580
4 0.0660 | 0.0700 | 0.1050 | 0.1600
0.25 | 12 0.0820 | 0.1990 | 0.3880 | 0.7390
50 0.2320 | 0.8820 | 0.9980 | 1.0000
4 0.0750 | 0.1610 | 0.3300 | 0.6300
0.50 | 12 0.1700 | 0.6840 | 0.9610 | 1.0000
50 0.7670 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabela 4.19: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.18.

o |n N\ K| 64 [ 256 | 512 | 1024

4 0.0005 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001

0.10 0.0080 0.0021 0.0010 0.0004
|z o ognn | 000 | 00000
50 0.0001 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0000
0.0004 0.0001 0.0000 0.0000

4 0.0016 | 0.0010 | 0.0008 | 0.0005

0.25 0.0093 0.0025 0.0012 0.0005
|1z o | o0 | 00006 | 0000
50 0.0009 | 0.0008 | 0.0006 | 0.0004
0.0007 0.0002 0.0001 0.0000

4 0.0035 | 0.0031 | 0.0024 | 0.0016

0.50 0.0103 0.0031 0.0015 0.0006
. 12 0.0031 | 0.0025 | 0.0019 | 0.0013
0.0030 0.0010 0.0005 0.0002

50 0.0028 | 0.0023 | 0.0018 | 0.0012
0.0010 0.0004 0.0002 0.0001
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Tabela 4.20: Probabilidades de erro do tipo I empiricos a 5%, com as n séries geradas a partir de um
modelo AR(1). A estatistica de teste é baseada na métrica dacp, com [0.1K|. Os resultados sao
baseados em 10000 replicagoes.

K [n\¢] -075] -050 | —0.25 | 0.00 | 025 | 0.50 | 0.75

4 0.0599 | 0.0588 | 0.0572 | 0.0518 | 0.0542 | 0.0559 | 0.0611
64 | 12 0.0491 | 0.0469 | 0.0472 | 0.0467 | 0.0459 | 0.0493 | 0.0502
50 0.0530 | 0.0495 | 0.0494 | 0.0467 | 0.0498 | 0.0491 | 0.0513
4 0.0553 | 0.0560 | 0.0520 | 0.0505 | 0.0531 | 0.0530 | 0.0589
256 | 12 0.0485 | 0.0467 | 0.0454 | 0.0478 | 0.0488 | 0.0470 | 0.0474
50 0.0496 | 0.0467 | 0.0469 | 0.0463 | 0.0451 | 0.0441 | 0.0494
4 0.0548 | 0.0534 | 0.0486 | 0.0505 | 0.0475 | 0.0525 | 0.0560
512 | 12 0.0472 | 0.0490 | 0.0446 | 0.0491 | 0.0471 | 0.0492 | 0.0488
50 0.0473 | 0.0487 | 0.0476 | 0.0490 | 0.0441 | 0.0453 | 0.0475
4 0.0554 | 0.0553 | 0.0505 | 0.0496 | 0.0508 | 0.0522 | 0.0524
1024 | 12 0.0478 | 0.0473 | 0.0484 | 0.0477 | 0.0491 | 0.0461 | 0.0467
50 0.0454 | 0.0485 | 0.0506 | 0.0474 | 0.0484 | 0.0494 | 0.0448

Tabela 4.21: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulacao apresen-
tado na Tabela 4.20.

K [n\¢]| -075 | —050 [ =025 | 0.00 [ 025 | 0.50 [ 0.75

4 —0.0002 | 0.0000 [~0.0000 | 0.0000 | 0.0000 ~0.0000 ~0.0002
0.0210 0.0120 0.0072 0.0057 0.0068 0.0110 0.0200

64 | 12 [-0.0000 | 0.0000 [~0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0048 0.0028 0.0016 0.0013 0.0016 0.0026 0.0048

50 1-0.0000 [-0.0000 -0.0000 | 0.0000 | 0.0000 F0.0000 F0.0000

0.0010 0.0006 0.0004 0.0003 0.0003 0.0005 0.0010

4 0.0001 [-0.0000 | 0.0000 [-0.0000 -0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0067 0.0022 0.0011 0.0008 0.0011 0.0021 0.0060

256 | 12 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 |0.0000
0.0015 0.0005 0.0003 0.0002 0.0003 0.0005 0.0014

50 0.0000 (-0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000
0.0003 0.0001 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.0003

4 0.0000 -0.0000 ~0.0000 ~0.0000 | 0.0000 | 0.0000 [-0.0000

0.0027 0.0009 0.0004 0.0003 0.0004 0.0008 0.0025

512 | 12 [-0.0000 [~0.0000 0.0000 | 0.0000 -0.0000 | 0.0000 0.0000
0.0006 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0006

50 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

4 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0010 0.0003 0.0001 0.0001 0.0001 0.0003 0.0010

1024 | 12 0.0000 -0.0000 | 0.0000 0.0000 -0.0000 | 0.0000 0.0000
0.0002 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002

50 0.0000 -0.0000 | 0.0000 [-0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001
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Tabela 4.22: Probabilidades de erro do tipo I empiricos a 5%, com as n séries geradas a partir de um
modelo MA(1). A estatistica de teste é baseada na métrica dacr, com [0.1K|. Os resultados sao
baseados em 10000 replicagoes.

K |[n\ 6] -200]-1.00] 000 | 025 [ 050 | 1.00 | 2.00

4 0.0542 | 0.0531 | 0.0573 | 0.0518 | 0.0547 | 0.0531 | 0.0561
64 | 12 0.0452 | 0.0456 | 0.0479 | 0.0467 | 0.0475 | 0.0475 | 0.0476
50 0.0483 | 0.0461 | 0.0493 | 0.0467 | 0.0502 | 0.0489 | 0.0507
4 0.0533 | 0.0504 | 0.0537 | 0.0505 | 0.0516 | 0.0514 | 0.0492
256 | 12 0.0469 | 0.0495 | 0.0461 | 0.0478 | 0.0486 | 0.0463 | 0.0475
50 0.0478 | 0.0462 | 0.0454 | 0.0463 | 0.0433 | 0.0453 | 0.0444
4 0.0493 | 0.0490 | 0.0488 | 0.0505 | 0.0496 | 0.0495 | 0.0507
512 | 12 0.0460 | 0.0469 | 0.0459 | 0.0491 | 0.0480 | 0.0515 | 0.0484
50 0.0477 | 0.0478 | 0.0471 | 0.0490 | 0.0444 | 0.0475 | 0.0465
4 0.0505 | 0.0493 | 0.0491 | 0.0496 | 0.0516 | 0.0497 | 0.0516
1024 | 12 0.0486 | 0.0490 | 0.0493 | 0.0477 | 0.0489 | 0.0495 | 0.0483
50 0.0500 | 0.0478 | 0.0508 | 0.0474 | 0.0486 | 0.0503 | 0.0490

Tabela 4.23: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.22.

K [n\ 6] —200 | -1.00 [ 000 | 025 [ 050 | 1.00 [ 2.00

4 —0.0000 | 0.0000 0.0001 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 +0.0000
0.0065 0.0059 0.0086 0.0057 0.0082 0.0095 0.0082

64 12 —0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 +0.0000
0.0015 0.0014 0.0020 0.0013 0.0019 0.0022 0.0019

50 —0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000

0.0003 0.0003 0.0004 0.0003 0.0004 0.0005 0.0004

4 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 0.0000 —0.0000 —0.0000 +0.0000

0.0010 0.0008 0.0014 0.0008 0.0014 0.0016 0.0013

256 | 12 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000
0.0002 0.0002 0.0003 0.0002 0.0003 0.0004 0.0003

50 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000
0.0000 0.0000 0.0001 0.0000 0.0001 0.0001 0.0001

4 0.0000 —0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000 [—0.0000

0.0004 0.0003 0.0005 0.0003 0.0005 0.0006 0.0005

512 | 12 —0.0000 | 0.0000 0.0000 | 0.0000 +0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001 0.0001

50 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

4 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 —0.0000

0.0001 0.0001 0.0002 0.0001 0.0002 0.0002 0.0002

1024 | 12 0.0000 —0.0000 | 0.0000 —0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0000

50 0.0000 —0.0000 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000

0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
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Tabela 4.24: Poder empirico do teste a 5%, com n/2 séries geradas a partir de um modelo AR(1) e
n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(1) com 6 = +£./¢2/(1 — ¢?). A estatistica de teste é
baseada na métrica dacr, com L = |0.1K |. Os resultados sdo baseados em 10000 replicagoes.

K [n\¢] -075] -050 | —0.25 | 0.00 | 0.25 [ 0.375 | 0.50 | 0.75

4 0.2384 | 0.0772 | 0.0555 | 0.0539 | 0.0554 | 0.0597 | 0.0777 | 0.2116
64 | 12 0.6616 | 0.1640 | 0.0560 | 0.0441 | 0.0553 | 0.0892 | 0.1561 | 0.6094
50 1.0000 | 0.6052 | 0.0893 | 0.0433 | 0.0903 | 0.2339 | 0.5986 | 0.9999
4 0.5801 | 0.1346 | 0.0540 | 0.0497 | 0.0547 | 0.0718 | 0.1426 | 0.6000
256 | 12 0.9987 | 0.5036 | 0.0640 | 0.0482 | 0.0614 | 0.1671 | 0.4994 | 0.9989
50 1.0000 | 0.9993 | 0.1789 | 0.0465 | 0.1683 | 0.7730 | 0.9996 | 1.0000
4 0.8847 | 0.2143 | 0.0523 | 0.0524 | 0.0521 | 0.0843 | 0.2201 | 0.9026
512 | 12 1.0000 | 0.8350 | 0.0719 | 0.0482 | 0.0739 | 0.2858 | 0.8252 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.2960 | 0.0496 | 0.2967 | 0.9783 | 1.0000 | 1.0000
4 0.9982 | 0.4054 | 0.0544 | 0.0472 | 0.0538 | 0.1197 | 0.3896 | 0.9962
1024 | 12 1.0000 | 0.9915 | 0.0979 | 0.0512 | 0.0975 | 0.5214 | 0.9909 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.5259 | 0.0497 | 0.5332 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabela 4.25: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.24.

K [n\#6]-075] —050] 025 ] 0.00 | 025 | 0375 | 0.50 | 0.75

4 0.0542 | 0.0068 | 0.0003 -0.0000 | 0.0003 | 0.0016 | 0.0061 | 0.0439
0.0405 0.0144 0.0072 0.0056 0.0069 0.0088 0.0133 0.0353

64 | 12 0.0443 | 0.0055 | 0.0003 ~0.0000 | 0.0003 | 0.0014 | 0.0049 | 0.0361
0.0179 0.0053 0.0018 0.0013 0.0017 0.0027 0.0048 0.0155

50 0.0416 | 0.0052 | 0.0003 —0.0000 | 0.0002 | 0.0013 | 0.0046 | 0.0339
0.0081 0.0022 0.0005 0.0003 0.0005 0.0010 0.0020 0.0070

4 0.0187 | 0.0021 | 0.0001 —0.0000 | 0.0001 | 0.0006 | 0.0021 | 0.0177
0.0082 0.0024 0.0011 0.0008 0.0011 0.0015 0.0024 0.0077

256 | 12 0.0153 | 0.0017 | 0.0001 ~0.0000 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0017 | 0.0145
0.0034 0.0008 0.0003 0.0002 0.0003 0.0005 0.0008 0.0032

50 0.0143 | 0.0016 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0016 | 0.0135
0.0015 0.0004 0.0001 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0014

4 0.0097 | 0.0011 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0003 | 0.0011 | 0.0094
0.0032 0.0009 0.0004 0.0003 0.0004 0.0006 0.0009 0.0030

512 | 12 0.0080 | 0.0009 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0009 | 0.0078
0.0013 0.0003 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0003 0.0013

50 0.0074 | 0.0008 | 0.0000 |—0.000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0008 | 0.0072
0.0006 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0006

4 0.0050 | 0.0006 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0002 | 0.0006 | 0.0049
0.0012 0.0003 0.0001 0.0001 0.0001 0.0002 0.0003 0.0011

1024 | 12 0.0041 | 0.0005 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0005 | 0.0040
0.0005 0.0001 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0005

50 0.0038 | 0.0004 | 0.0000 —0.0000 | 0.0000 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0038
0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002
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Tabela 4.26: Poder empirico do teste a 5%, com n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(1) e
n/2 séries geradas a partir de um modelo MA(2) com 6, fixo igual a 1. A estatistica de teste é baseada
na métrica dacr, com L = |0.1K|. Os resultados sao baseados em 10000 replicagoes.

6 |n \ K| 64 | 256 | 512 | 1024

4 0.0551 | 0.0547 | 0.0534 | 0.0532
0.10 | 12 0.0586 | 0.0584 | 0.0616 | 0.0738
50 0.0812 | 0.1339 | 0.2064 | 0.3574
4 0.0627 | 0.0657 | 0.0753 | 0.0969
0.25 | 12 0.0898 | 0.1619 | 0.2498 | 0.4687
50 0.2776 | 0.8352 | 0.9897 | 1.0000
4 0.0796 | 0.1278 | 0.1868 | 0.3227
0.50 | 12 0.1952 | 0.5604 | 0.8663 | 0.9953
50 0.8299 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000

Tabela 4.27: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.26.

fo [n N\ K| 64 256 | 512 | 1024

4 0.0002 | 0.0001 | 0.0001 | 0.0000

0.10 0.0100 0.0017 0.0006 0.0002
012 o) 0| oo | q000
50 0.0003 | 0.0001 | 0.0000 | 0.0000
0.0006 0.0001 0.0000 0.0000

4 0.0023 | 0.0006 | 0.0003 | 0.0002

0.25 0.0113 0.0020 0.0007 0.0003
: 12 0.0018 | 0.0005 | 0.0003 | 0.0001
0.0033 0.0005 0.0002 0.0001

50 0.0016 | 0.0005 | 0.0003 | 0.0001
0.0011 0.0002 0.0001 0.0000

4 0.0065 | 0.0019 | 0.0010 | 0.0005

0.50 0.0137 0.0023 0.0009 0.0003
: 12 0.0053 | 0.0016 | 0.0008 | 0.0004
0.0044 0.0007 0.0003 0.0001

50 0.0049 | 0.0015 | 0.0007 | 0.0004
0.0017 0.0003 0.0001 0.0000
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4.2.4 O Caso Nao Linear vs Nao Linear

Consideramos também o caso nao linear contra nao linear. Na teoria, as métricas dynp,
dyp e dacr dependem da condicao de estacionariedade e linearidade para que aconteca
a normalidade assintética. No entanto, a métrica dp pode ser utilizada desde que a série
atenda as condigoes do Teorema 3.2.1. Na Tabela 4.28 estao os resultados do poder da
estatistica de teste quando testamos dois modelos nao lineares. Neste caso, consideramos o
modelo ARCH(1). Um dos modelos ¢ fixo, com coeficiente autorregressivo ¢; = 0.25. Para
o segundo modelo, variamos o coeficiente para valores ¢7 = 0.00,0.10,0.25,0.50,0.75 e 0.95.
Diferentes tamanhos amostrais sao considerados. Na Figura 4.1 apresentamos séreis simuladas

de tamanho 256 que caracterizam os modelos estudados.
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Figura 4.1: Gréfico das séries nao lineares utilizadas no estudo da métrica dpyp e dp. O modelo
ARCH(1) é considerado com coeficiente assuindo valores 0.0, 0.1, 0.25, 0.50, 0.75, 0.95.

Como previsto na teoria, a métrica dp é capaz de diferenciar esses modelos nao lineares,

enquanto métricas baseadas no periodograma normalizado nao tém essa propriedade.

4.2.5 Estudo de Simulagao para Classificagao

A classificacao é baseada somente nos valores da estatistica de teste. A série a ser classi-

ficada é colocada em ambos os grupos e testada. O procedimento que resultar em um maior
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Tabela 4.28: Poder empirico a 5%. Caso ndao linear vs nao linear com as métricas dryp ¢ dp. Os
modelos considerados sdo ARCH(1). Metade das n séries sdo geradas a partir de um modelo ARCH(1)
fixo, em que o coeficiente ¢; = 0.25. A segunda metdade das n séries sdo geradas a partir de um
modelo ARCH(1) com coeficiente ¢7.

H dryr H dp
X n \ K 64 256 512 | 1024 64 256 512 | 1024
4 0.052 | 0.049 | 0.047 | 0.052 || 0.061 | 0.071 | 0.103 | 0.166
0.00 | 12 0.053 | 0.045 | 0.044 | 0.054 || 0.099 | 0.275 | 0.471 | 0.800
50 0.043 | 0.044 | 0.053 | 0.047 || 0.440 | 0.979 | 1.000 | 1.000
4 0.051 | 0.047 | 0.048 | 0.052 || 0.057 | 0.062 | 0.069 | 0.076
0.10 | 12 0.051 | 0.050 | 0.046 | 0.046 || 0.064 | 0.094 | 0.141 | 0.272
50 0.037 | 0.042 | 0.051 | 0.047 || 0.165 | 0.527 | 0.817 | 0.995
4 0.049 | 0.055 | 0.046 | 0.052 || 0.050 | 0.053 | 0.040 | 0.046
0.25 | 12 0.053 | 0.057 | 0.043 | 0.046 || 0.052 | 0.051 | 0.053 | 0.056
50 0.044 | 0.050 | 0.048 | 0.050 || 0.054 | 0.044 | 0.050 | 0.043
4 0.044 | 0.042 | 0.052 | 0.050 || 0.056 | 0.052 | 0.025 | 0.218
0.50 | 12 0.050 | 0.045 | 0.043 | 0.043 || 0.042 | 0.155 | 0.454 | 0.750
50 0.052 | 0.061 | 0.046 | 0.058 || 0.240 | 0.895 | 0.997 | 1.000
4 0.056 | 0.045 | 0.048 | 0.047 || 0.043 | 0.023 | 0.011 | 0.025
0.75 | 12 0.046 | 0.044 | 0.049 | 0.051 || 0.045 | 0.066 | 0.072 | 0.003
50 0.041 | 0.038 | 0.043 | 0.046 || 0.038 | 0.007 | 0.058 | 0.110
4 0.057 | 0.057 | 0.047 | 0.050 || 0.005 | 0.007 | 0.032 | 0.001
0.95 | 12 0.045 | 0.045 | 0.045 | 0.053 || 0.008 | 0.002 | 0.013 | 0.007
50 0.046 | 0.043 | 0.053 | 0.047 || 0.001 | 0.020 | 0.022 | 0.007

valor da estatistica indica que aquela configuracao de grupo é mais dissimilar. Basicamente,
a série é mais similar ao grupo em que ela foi colocada e menos similar ao outro grupo. Nesse
estudo, consideramos a métrica dyyp e diferentes configuracoes de modelos. Na Tabela 4.29
consideramos o caso Estaciondrio contra Estaciondrio. As ny primeiras séries foram geradas
a partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.3, e as outras ng séries foram geradas a partir de
um modelo AR(1), com ¢ = 0.8. A série classificada foi gerada a partir do primeiro modelo.
A séries simuladas e apresentadas na Figura 4.2 representam os modelos utilizados para o
estudo de classificacao.

Na Tabela 4.30 consideramos o caso Estacionario contra Nao-Estaciondrio. Asnj primeiras
séries foram geradas a partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.95, e as outras ng séries foram
geradas a partir de um modelo ARIMA(0,1,0). A série classificada foi gerada a partir do
segundo modelo.

Na Tabela 4.31 consideramos o caso Nao Estacionario contra Estacionédrio. Asnj primeiras
séries foram geradas a partir de um modelo ARIMA(0,1,0) e as outras ng séries foram geradas

a partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.95. A série classificada foi gerada a partir do
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Figura 4.2: Gréfico das séries utilizadas para classificagdo. Na primeira coluna estdo representantes
das séries utilizadas para o estudo de classificacdo na Tabela 4.29, na qual a primeira série é gerada a
partir de um modelo AR(1) com ¢ = 0.3 e a segunda série é gerada a partir de um modelo AR(1) com
¢ = 0.8. Na segunda coluna estao representantes das séries utilizadas para o estudo de classificagao
na Tabela 4.30, na qual a primeira série é gerada a partir de um modelo AR(1) com ¢ = 0.95 e a
segunda série é gerada a partir de um modelo ARIMA(0,1,0). Na terceira coluna estdo representantes
das séries utilizadas para o estudo de classificacdo na Tabela 4.31, na qual a primeira série é gerada a
partir de um modelo ARIMA(0,1,0) e a segunda série e gerada a partir de um modelo ARIMA(1,1,1),
com ¢ =0.3e6=-04.

segundo modelo.

Na Tabela 4.32 consideramos o caso Nao Estaciondrio contra Nao Estaciondrio. As n,
primeiras séries foram geradas a partir de um modelo ARIMA(1,1,1), com ¢ = 0.3 e 0 = —0.4,
e ng séries foram geradas a partir de um modelo ARIMA(0,1,0). A série classificada foi gerada
a partir do segundo modelo. Em todas as situagoes foram realizadas 1000 replicagoes.

Podemos observar que os resultados para classificacdo nao sao assintéticos em n o que ja
era esperado, a medida que acrescentamos somente uma série. No entanto, em todos os casos,

os resultados sao satisfatérios, exceto o caso Nao Estaciondrio contra Nao Estacionédrio.
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Tabela 4.29: Percentual de acerto do método de classificacdo: Estacionario vs Estacionario. As nj
primeiras séries foram geradas a partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.3, e ny séries foram geradas a
partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.8. A série classificada foi gerada a partir do primeiro modelo.
Foram realizadas 1000 replicacoes.

K | ni \n2 4 12 20 50 100
4 74.80 | 79.30 | 81.60 | 82.50 | 83.30
12 78.60 | 84.00 | 84.50 | 85.20 | 86.00
25 120 79.70 | 84.20 | 82.90 | 89.30 | 86.20
50 79.00 | 83.00 | 85.80 | 86.70 | 86.60
100 78.80 | 85.80 | 84.50 | 86.30 | 88.40
4 90.80 | 90.50 | 93.80 | 93.90 | 94.10
12 91.20 | 94.20 | 94.20 | 94.70 | 95.80
50 | 20 91.90 | 94.40 | 96.40 | 95.60 | 95.10
50 93.00 | 94.70 | 96.00 | 95.70 | 96.60
100 92.60 | 95.10 | 95.60 | 96.80 | 95.40
4 98.50 | 98.60 | 99.40 | 98.90 | 99.20
12 98.40 | 99.10 | 99.10 | 99.80 | 99.50
100 | 20 98.60 | 99.40 | 99.60 | 100 | 99.90
50 98.60 | 99.30 | 99.60 | 99.90 | 99.70
100 98.80 | 99.50 | 99.40 | 99.60 | 99.50
4 100 100 100 100 100
12 99.90 | 100 100 100 100
200 | 20 100 100 100 100 100
50 100 | 99.90 | 100 100 100
100 100 100 100 100 100
4 100 100 100 100 100
12 100 100 100 100 100
500 | 20 100 100 100 100 100
50 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
4 100 100 100 100 100
12 100 100 100 100 100
1000 | 20 100 100 100 100 100
50 100 100 100 100 100
100 100 100 100 100 100
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Tabela 4.30: Percentual de acerto do método de classificagao: Estacionario vs Nao Estaciondrio. As ng
primeiras séries foram geradas a partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.95, e ny séries foram geradas
a partir de um modelo ARIMA(0,1,0). A série classificada foi gerada a partir do segundo modelo.
Foram realizadas 1000 replicacoes.

K |ni\ ny| 4 12 20 50 100
4 50.2 | 53.80 | 53.50 | 53.80 | 50.60
12 46.4 | 50.40 | 49.50 | 50.80 | 47.20
25 |20 49.8 | 52.00 | 51.60 | 51.80 | 49.90
50 48.4 | 46.30 | 47.40 | 48.00 | 50.10
100 45.6 | 52.40 | 49.90 | 48.60 | 50.30
4 50.9 | 50.70 | 50.60 | 53.30 | 51.20
12 47.7 | 48.50 | 51.20 | 50.30 | 55.20
50 |20 46.5 | 53.10 | 49.40 | 48.80 | 53.50
50 47.1 | 49.70 | 50.50 | 52.10 | 49.40
100 47.5 | 50.00 | 48.00 | 50.50 | 50.10
4 53.1 | 60.10 | 60.80 | 56.70 | 61.10
12 55.2 | 55.00 | 56.80 | 59.00 | 60.50
100 | 20 50.2 | 56.10 | 60.50 | 63.00 | 60.90
50 50.1 | 59.40 | 55.90 | 61.60 | 61.30
100 54.4 | 55.70 | 58.80 | 63.00 | 59.00
4 72.2 | 77.20 | 79.20 | 80.50 | 77.60
12 72.7 | 75.50 | 76.00 | 80.30 | 78.70
200 | 20 71.6 | 76.60 | 78.50 | 77.00 | 81.20
50 72.6 | 77.50 | 78.40 | 82.10 | 80.70
100 73.3 | 76.80 | 76.00 | 78.80 | 80.30
4 97.5 1 99.10 | 98.90 | 98.70 | 99.20
12 98.3 | 98.50 | 98.90 | 99.30 | 99.30
500 | 20 98.2 1 99.20 | 98.70 | 98.90 | 99.30
50 98.4 | 98.60 | 98.40 | 99.40 | 99.20
100 98.6 | 99.20 | 98.90 | 99.00 | 99.30
4 100 | 100 100 100 100
12 100 | 100 100 100 100
1000 | 20 100 | 100 100 100 100
20 100 | 100 100 100 100
100 100 | 100 100 100 100
4 100 | 100 100 100 100
12 100 | 100 100 100 100
2000 | 20 100 | 100 100 100 100
50 100 | 100 100 100 100
100 100 | 100 100 100 100
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Tabela 4.31: Percentual de acerto do método de classificacdo: Nao Estacionédrio vs Estaciondrio. As
np primeiras séries foram geradas a partir de um modelo ARIMA(0,1,0) e ny séries foram geradas a
partir de um modelo AR(1), com ¢ = 0.95. A série classificada foi gerada a partir do segundo modelo.
Foram realizadas 1000 replicacoes.

K | ni \n2 4 12 20 50 100
4 52.00 | 50.20 | 49.80 | 49.30 | 49.90
12 52.70 | 49.40 | 47.70 | 47.80 | 46.60
25 120 51.90 | 50.50 | 49.10 | 47.50 | 47.60
50 53.50 | 49.20 | 50.70 | 48.00 | 50.00
100 53.30 | 49.10 | 51.30 | 48.20 | 49.20
4 52.70 | 50.90 | 50.30 | 47.80 | 47.60
12 53.30 | 50.30 | 47.10 | 45.30 | 45.20
50 | 20 55.40 | 53.90 | 50.00 | 48.50 | 47.80
50 57.10 | 53.60 | 51.60 | 49.00 | 48.60
100 55.50 | 54.90 | 53.50 | 50.50 | 49.00
4 56.10 | 55.00 | 53.70 | 53.90 | 53.80
12 57.90 | 56.20 | 54.70 | 55.70 | 53.90
100 | 20 58.90 | 57.10 | 56.20 | 57.20 | 54.70
50 59.10 | 58.80 | 58.80 | 57.10 | 56.40
100 60.00 | 59.30 | 59.10 | 58.30 | 57.90
4 67.90 | 67.90 | 67.70 | 67.10 | 66.90
12 71.50 | 71.80 | 72.10 | 71.50 | 70.90
200 | 20 72.70 | 73.50 | 72.20 | 72.50 | 71.90
50 73.40 | 73.30 | 72.50 | 71.80 | 72.10
100 73.80 | 73.40 | 72.90 | 71.60 | 71.20
4 88.30 | 87.50 | 87.60 | 88.20 | 87.80
12 88.30 | 88.00 | 88.40 | 88.00 | 88.00
500 | 20 88.60 | 87.80 | 87.90 | 87.60 | 87.60
50 88.90 | 88.00 | 88.50 | 88.00 | 88.00
100 88.50 | 87.70 | 88.20 | 87.60 | 87.60
4 96.60 | 97.00 | 96.80 | 96.90 | 96.70
12 96.60 | 97.30 | 97.00 | 97.00 | 97.00
1000 | 20 96.50 | 97.20 | 97.20 | 97.00 | 97.20
50 96.50 | 97.10 | 97.00 | 97.10 | 97.10
100 96.50 | 97.10 | 97.00 | 97.10 | 97.10
4 99.00 | 99.30 | 99.40 | 99.40 | 99.30
12 99.00 | 99.40 | 99.40 | 99.30 | 99.50
2000 | 20 99.00 | 99.40 | 99.40 | 99.40 | 99.50
50 99.10 | 99.40 | 99.40 | 99.40 | 99.60
100 99.00 | 99.40 | 99.40 | 99.50 | 99.50
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Tabela 4.32: Percentual de acerto do método de classificacao: Nao Estacionario vs Nao Estaciondrio.
As ny primeiras séries foram geradas a partir de um modelo ARIMA(1,1,1), com ¢ =0.3e 6 = —0.4, ¢
ngy séries foram geradas a partir de um modelo ARIMA(0,1,0). A série classificada foi gerada a partir
do segundo modelo. Foram realizadas 1000 replicagoes.

K | ni N\ no 4 12 20 50 100
4 53.10 | 50.30 | 51.20 | 50.50 | 49.90
12 54.00 | 50.80 | 51.70 | 50.70 | 51.60
25 120 53.20 | 53.00 | 53.20 | 52.50 | 52.80
50 54.20 | 51.30 | 52.20 | 51.20 | 52.50
100 53.70 | 52.80 | 53.30 | 53.50 | 53.30
4 53.70 | 51.20 | 50.20 | 48.30 | 48.50
12 56.10 | 53.40 | 50.70 | 48.40 | 48.50
50 | 20 56.80 | 54.60 | 53.70 | 50.90 | 51.50
50 56.50 | 55.60 | 55.50 | 52.80 | 52.20
100 56.60 | 57.10 | 56.30 | 52.90 | 53.40
4 53.40 | 51.80 | 49.80 | 49.30 | 48.00
12 54.80 | 52.70 | 50.60 | 50.10 | 48.80
100 | 20 55.10 | 54.50 | 53.10 | 51.70 | 50.10
50 56.20 | 56.40 | 56.80 | 54.20 | 52.20
100 56.80 | 58.10 | 56.70 | 54.30 | 54.80
4 52.00 | 51.00 | 50.10 | 48.30 | 47.80
12 56.20 | 53.70 | 54.00 | 51.40 | 52.20
200 | 20 57.60 | 55.90 | 56.40 | 53.80 | 52.20
50 97.60 | 57.50 | 57.70 | 55.10 | 55.10
100 58.20 | 58.40 | 59.20 | 56.10 | 56.60
4 52.50 | 47.80 | 47.80 | 47.20 | 47.60
12 58.80 | 55.60 | 53.90 | 55.00 | 54.40
500 | 20 56.80 | 54.90 | 54.40 | 54.10 | 54.30
50 99.60 | 56.90 | 54.60 | 56.60 | 56.90
100 59.70 | 56.10 | 56.10 | 58.10 | 57.90
4 53.30 | 48.00 | 47.00 | 47.60 | 47.40
12 56.70 | 52.50 | 53.10 | 51.80 | 51.10
1000 | 20 57.20 | 54.70 | 55.10 | 52.50 | 53.00
50 58.10 | 57.60 | 57.50 | 57.90 | 58.10
100 59.80 | 58.10 | 59.40 | 58.50 | 58.90
4 50.50 | 46.10 | 45.70 | 45.60 | 44.50
12 56.80 | 53.00 | 52.90 | 51.60 | 51.30
2000 | 20 59.00 | 56.80 | 55.60 | 54.90 | 54.70
50 60.50 | 58.20 | 59.20 | 58.10 | 56.90
100 59.90 | 57.80 | 58.40 | 56.90 | 56.10
4 51.50 | 48.00 | 46.30 | 43.90 | 44.60
12 57.80 | 56.90 | 54.40 | 51.40 | 50.70
5000 | 20 58.80 | 57.60 | 56.30 | 54.00 | 53.60
50 59.60 | 60.30 | 59.50 | 57.80 | 57.00
100 59.30 | 62.00 | 60.80 | 59.40 | 58.60
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4.2.6 Estudos de Simulagao com Trés Grupos

Realizamos um estudo de simulagao para analisar o comportamento da estatistica de teste
na presenca de 3 grupos, cada um deles de tamanho n, = n/3, para g = 1,2, 3. Primeiramente,
para verificar o comportamento de B,, sob Hy, consideramos 3 grupos de séries AR(1), cujo
parametro autorregressivo ¢ varia de —0.75 & 0.75. Podemos observar na Tabela 4.33 que,
quando n e/ou K crescem, a média e o desvio padrao diminuem e as probabilidades de erro
do Tipo I, para testes a 5%, estdo bem préximos de 0.05. A média e o desvio padrao da

estatistica de teste, para essa situacao, sao apresentados na Tabela 4.34;

Tabela 4.33: Probabilidades de erro do tipo I a 5% quando consideramos 3 grupos iguais, utilizando-se
a métrica dpyp. As séries foram geradas a partir de um modelo AR(1). Os resultados sao baseados
em 1000 replicagoes.

K [n\¢]| -075] -050] -025] 0.00 [ 025 [ 050 [ 0.75

6 0.0530 | 0.0460 | 0.0490 | 0.0620 | 0.0430 | 0.0440 | 0.0530
64 | 12 0.0490 | 0.0520 | 0.0480 | 0.0540 | 0.0560 | 0.0550 | 0.0460
45 0.0480 | 0.0460 | 0.0450 | 0.0530 | 0.0480 | 0.0550 | 0.0560
6 0.0480 | 0.0440 | 0.0490 | 0.0540 | 0.0530 | 0.0480 | 0.0480
256 | 12 0.0500 | 0.0510 | 0.0450 | 0.0580 | 0.0570 | 0.0470 | 0.0460
45 0.0480 | 0.0540 | 0.0450 | 0.0490 | 0.0490 | 0.0480 | 0.0450
6 0.0550 | 0.0510 | 0.0510 | 0.0510 | 0.0500 | 0.0490 | 0.0480
512 | 12 0.0480 | 0.0460 | 0.0490 | 0.0500 | 0.0540 | 0.0460 | 0.0540
45 0.0500 | 0.0470 | 0.0480 | 0.0450 | 0.0500 | 0.0560 | 0.0450
6 0.0480 | 0.0510 | 0.0540 | 0.0500 | 0.0520 | 0.0570 | 0.0460
1024 | 12 0.0600 | 0.0500 | 0.0510 | 0.0450 | 0.0590 | 0.0520 | 0.0470
45 0.0410 | 0.0510 | 0.0520 | 0.0480 | 0.0560 | 0.0470 | 0.0510

Na Tabela 4.35, consideramos 3 grupos, sendo dois deles com a mesma distribuicao com
séries AR(1), e o terceiro grupo com séries MA(1). Para cada parametro autorregressivo ¢,
tomamos 6 = £1/¢?/(1 — $?) em que o sinal de 6 é o mesmo de ¢. Com parametros escolhidos
dessa forma, teremos séries com a mesma variancia em todos os grupos, exatamente como feito
na subsecao anterior. Nessa configuracdo, o que devemos observar é que o comportamento
assintético da estatistica estda dentro do esperado, com o aumento do poder a medida em que
aumentamos n e/ou K. A média e o desvio padrao da estatistica de teste, para essa situagao,
sao apresentados na Tabela 4.36.

Na Tabela 4.37, observamos que o poder cresce muito mais rapidamente devido ao fato
em que os 3 grupos considerados seguem distribuicoes distintas. O primeiro grupo de séries
seguem processo AR(1), no segundo grupo as séries seguem processo MA (1), com o parametro
média mével € definido como na Tabela 4.35, e o terceiro grupo com séries MA(2), sendo que

o parametro média movel de primeira ordem 61 = 1 para todos os casos, e o parametro média
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Tabela 4.34: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.33.

K [n\¢] 075 ] 050 —025] 000 [ 025 | 050 | 0.75

6 —0.0189 | 0.0065 | 0.0219 | 0.0052 -0.0007 | 0.0178 —~0.0126

0.3424 0.3409 0.3381 0.3298 0.3194 0.3519 0.3409

64 | 12 0.0051 +~0.0016 | 0.0040 | 0.0017 |~0.0027 —0.0028 | 0.0045
0.1330 0.1329 0.1346 0.1288 0.1277 0.1332 0.1420

45 0.0015 | 0.0004 | 0.0012 —0.0005 | 0.0003 —0.0002 | 0.0011

0.0313 0.0307 0.0308 0.0301 0.0309 0.0312 0.0326

6 —0.0052 | 0.0005 | 0.0042 | 0.0039 | 0.0037 | 0.0001 | 0.0037

0.1567 0.1503 0.1561 0.1522 0.1618 0.1535 0.1521

256 | 12 0.0023 | 0.0013 |~0.0003 —0.0035 {~0.0023 | 0.0039 | 0.0012
0.0666 0.0582 0.0610 0.0584 0.0585 0.0603 0.0602

45 —0.0003 ~0.0014 | 0.0006 —0.0003 —0.0003 ~0.0003 | 0.0008

0.0140 0.0137 0.0143 0.0141 0.0138 0.0144 0.0141

6 0.0020 —0.0018 [~0.0004 | 0.0018 |-0.0058 —0.0005 |-0.0027

0.1099 0.1086 0.1065 0.1046 0.1055 0.1133 0.1024

012 | 12 0.0019 ~0.0007 |~0.0010 —0.0013 |-0.0008 —0.0009 | 0.0023
0.0432 0.0419 0.0412 0.0406 0.0398 0.0442 0.0425

45 —0.0002 | 0.0001 | 0.0004 —0.0001 | 0.0002 | 0.0001 {—~0.0002
0.0095 0.0102 0.0097 0.0094 0.0096 0.0097 0.0092

6 —0.0011 | 0.0011 | 0.0023 | 0.0019 {-0.0069 —0.0020 —0.0027

0.0766 0.0768 0.0755 0.0746 0.0750 0.0769 0.0751

1024 | 12 —0.0001 | 0.0009 | 0.0021 | 0.0019 | 0.0014 | 0.0016 | 0.0007
0.0301 0.0292 0.0286 0.0293 0.0285 0.0300 0.0290

45 0.0002 ~0.0002 | 0.0004 | 0.0001 |-0.0002 | 0.0001 {~0.0002
0.0069 0.0066 0.0067 0.0068 0.0069 0.0068 0.0069

Tabela 4.35: Poder do teste a 5% quando consideramos 3 grupos. Dois grupos iguais, sendo as séries
geradas a partir de um modelo AR(1), e um modelo MA(1). A estatistica de teste é baseada na métrica
d;np. Os resultados sao baseados em 1000 replicagoes.

K |n\¢| —-07 | =050 | =0.25 | 0.00 0.25 0.50 0.75
4 0.1700 | 0.0650 | 0.0510 | 0.0630 | 0.0430 | 0.0480 | 0.2140
64 | 12 0.5900 | 0.0850 | 0.0550 | 0.0480 | 0.0520 | 0.0860 | 0.6250
50 1.0000 | 0.3990 | 0.0560 | 0.0500 | 0.0560 | 0.4530 | 1.0000
4 0.8320 | 0.0880 | 0.0500 | 0.0590 | 0.0500 | 0.0980 | 0.8590
256 | 12 1.0000 | 0.2360 | 0.0520 | 0.0550 | 0.0520 | 0.2830 | 1.0000
50 1.0000 | 0.9940 | 0.0520 | 0.0540 | 0.0650 | 0.9900 | 1.0000
4 0.9940 | 0.1450 | 0.0450 | 0.0460 | 0.0580 | 0.1590 | 0.9940
512 | 12 1.0000 | 0.4320 | 0.0480 | 0.0480 | 0.0460 | 0.4630 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.0650 | 0.0520 | 0.0680 | 1.0000 | 1.0000
4 1.0000 | 0.2310 | 0.0480 | 0.0450 | 0.0460 | 0.2320 | 1.0000
1024 | 12 1.0000 | 0.7530 | 0.0590 | 0.0450 | 0.0540 | 0.8180 | 1.0000
50 1.0000 | 1.0000 | 0.0900 | 0.0530 | 0.0930 | 1.0000 | 1.0000

moével de segunda ordem 62 é definido como na Tabela 4.35. A média e o desvio padrao da

estatistica de teste sao apresentados na Tabela 4.38.
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Tabela 4.36: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.35.

K [n\¢]| -075]-050] -025] 000 | 025 | 050 | 0.75

6 0.4588 | 0.0959 | 0.0243 | 0.0044 | 0.0041 | 0.1183 | 0.5377
0.4158 0.3520 0.3357 0.3304 0.3212 0.3718 0.4394

64 | 12 0.4356 | 0.0778 | 0.0023 | 0.0020 | 0.0024 | 0.0921 | 0.4814
0.1931 0.1428 0.1298 0.1331 0.1277 0.1521 0.2094

45 0.4097 | 0.0753 | 0.0038 | 0.0004 | 0.0030 | 0.0840 | 0.4634
0.0741 0.0422 0.0302 0.0292 0.0310 0.0445 0.0844

6 0.5775 | 0.0883 | 0.0084 | 0.0028 | 0.0008 | 0.1009 | 0.5991
0.1964 0.1587 0.1536 0.1588 0.1544 0.1589 0.1991

256 | 12 0.5272 | 0.0876 | 0.0074 | 0.0011 | 0.0029 | 0.0943 | 0.5494
0.0998 0.0673 0.0588 0.0612 0.0632 0.0686 0.0998

45 0.4915 | 0.0824 | 0.0037 | 0.0005 | 0.0045 | 0.0848 | 0.5087
0.0388 0.0197 0.0140 0.0138 0.0142 0.0206 0.0395

6 0.5955 | 0.0961 | 0.0063 —0.0058 | 0.0076 | 0.1025 | 0.6058
0.1353 0.1118 0.1118 0.1087 0.1078 0.1133 0.1369

512 | 12 0.5453 | 0.0866 | 0.0037 | 0.0024 | 0.0040 | 0.0905 | 0.5540
0.0690 0.0470 0.0410 0.0422 0.0432 0.0481 0.0704

45 05110 | 0.0833 | 0.0036 1-0.0002 | 0,0040 | 00840 | 0.5198
0.0268 0.0144 0.0097 0.0097 0.0100 0.0138 0.0284

6 0.6123 | 0.0979 | 0.0032 | 0.0019 | 0.0046 | 0.1030 | 0.6135
0.0930 0.0800 0.0748 0.0742 0.0731 0.0798 0.0929

1024 | 12 0.5556 | 0.0892 | 0.0045 | 0.0005 | 0.0046 | 0.0912 | 0.5606
0.0476 0.0336 0.0286 0.0303 0.0292 0.0318 0.0478

45 0.5203 | 0.0852 | 0.0042 —0.0001 | 0.0042 | 0.0846 | 0.5247
0.0194 0.0101 0.0069 0.0068 0.0068 0.0098 0.0190

Tabela 4.37: Poder do teste a 5% quando consideramos 3 grupos. O primeiro grupo de séries foi gerado
a partir de um modelo AR(1), o segundo grupo, a partir de um modelo MA(1) e o terceiro grupo, a
partir de um MA(2). A estatistica de teste é baseada na métrica d;yp. Os resultados sdo baseados
em 1000 replicagoes.

K [n\¢] -075] 050 ] —0.25] 0.00 [ 025 [ 0.50 [ 0.75

6 0.7120 | 0.5790 | 0.5840 | 0.6560 | 0.4150 | 0.2060 | 0.6870
64 | 12 0.9900 | 0.9780 | 0.9800 | 0.9800 | 0.8830 | 0.6130 | 0.9920
45 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
6 1.0000 | 0.9950 | 1.0000 | 1.0000 | 0.9700 | 0.8280 | 1.0000
256 | 12 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 0.9990 | 1.0000
45 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
6 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 0.9990 | 0.9890 | 1.0000
512 | 12 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
45 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
6 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
1024 | 12 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
45 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
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Tabela 4.38: Média e desvio padrao da estatistica de teste, referentes ao estudo de simulagao apresen-
tado na Tabela 4.37.

K [n\¢] -075] 050 ] 025 ] 0.00 [ 025 [ 0.50 [ 0.75

6 1.2610 | 0.9918 | 1.0921 | 1.5135 | 0.8448 | 0.5026 | 1.2172
0.5025 | 0.4538 | 0.4885 | 0.6333 | 0.4720 | 0.4276 | 0.4919

64 | 12 1.1292 | 0.8930 | 0.9957 | 1.3300 | 0.7741 | 0.4802 | 1.1288
0.2669 | 0.2367 | 0.2594 | 0.3510 | 0.2474 | 0.2111 | 0.2674

45 1.0513 | 0.8473 | 0.9318 | 1.2549 | 0.7284 | 0.4555 | 1.0487
0.1203 | 0.1071 | 0.1158 | 0.1597 | 0.1067 | 0.0811 | 0.1203

6 1.3275 | 0.9726 | 1.0658 | 1.6656 | 0.8816 | 0.5927 | 1.4243
0.2358 | 0.2174 | 02172 | 0.3225 | 02310 | 0.2041 | 0.2543

256 | 12 1.2016 | 0.8868 | 0.9593 | 1.5055 | 0.8051 | 0.5365 | 1.3068
0.1342° | 0.1143 | 0.1149 | 0.1874 | 0.1152 | 0.1014 | 0.1380

45 1.1279 | 0.8300 | 0.9061 | 1.4117 | 0.7542 | 0.5019 | 1.2228
0.0607 | 0.0480 | 0.0531 | 0.0846 | 0.0514 | 0.0420 | 0.0602

6 1.3326 | 0.9746 | 1.0461 | 1.7237 | 0.8907 | 0.5977 | 1.4806
0.1742° | 0.1480 | 0.1487 | 0.2317 | 0.1564 | 0.1421 | 0.1709

512 | 12 1.2205 | 0.8839 | 0.9566 | 1.5668 | 0.8073 | 0.5399 | 1.3507
0.0941 | 0.0767 | 0.0826 | 0.1427 | 0.0799 | 0.0715 | 0.0951

45 1.1482 | 0.8277 | 0.8989 | 1.4734 | 0.7602 | 0.5093 | 1.2661
0.0418 | 0.0331 | 0.0352 | 0.0643 | 0.0362 | 0.0289 | 0.0403

6 1.3563 | 0.9715 | 1.0596 | 1.7814 | 0.8938 | 0.6018 | 1.5173
0.1184 | 0.1046 | 0.1044 | 0.1769 | 0.1074 | 0.0977 | 0.1256

1024 | 12 1.2334 | 0.8818 | 0.9519 | 1.6245 | 0.8153 | 0.5466 | 1.3729
0.0661 | 0.0541 | 0.0562 | 0.1024 | 0.0588 | 0.0512 | 0.0658

45 1.1555 | 0.8276 | 0.8954 | 1.5198 | 0.7624 | 0.5145 | 1.2874
0.0200 | 0.0244 | 0.0252 | 0.0468 | 0.0252 | 0.0203 | 0.0304

4.3 Estudos de Simulacao para o Método de Agrupamento

O procedimento para encontrar o melhor agrupamento de n séries temporais pode ser des-
crito da seguinte maneira. Primeiramente, consideramos todos os agrupamentos possiveis das
séries. Em seguida, testamos todos os agrupamentos via procedimento bootstrap realizado
seguindo os passos descritos em Pinheiro e Pinheiro (2007). Entao, verificamos qual o menor p-
valor de todos os testes. Se o p-valor for pequeno, ha indicacao de uma grande dissimilaridade
dos grupos testados. Se o p-valor for grande, entao os grupos sao mais similares. Se queremos
dissimilaridade, olhamos para o menor p-valor. Muitas vezes dois agrupamentos distintos
apresentam mesmo p-valor ou, até mesmo, diferencas infimas. Nesses casos, consideramos
nao somente o menor e sim um grupo dos menores p-valores. Entao, verificamos quais sao as
séries que aparecem juntas com maior frequéncia, determinando os grupos.

O estudo de simulagao foi realizado utilizando-se a métrica com melhor desempenho nas
situacoes testadas, dynyp e duas configuragoes: séries temporais estaciondrias contra esta-
cionarias e estaciondrias contra nao estacionarias. Em ambos os procedimentos, dois grupos
de 6 séries sao combinadas em uma amostra composta de 12 séries simuladas. Foram con-
siderados os tamanhos amostrais 50,100,200, 500,1000 e 10000. Cada caso (distribuicao x
comprimento da série) é replicado 1000 vezes.

A Tabela 4.39 apresenta os modelos utilizados no estudo de simulacdo. O primeiro e

segundo grupos do caso estacionario contra nao estacionario foram compostos por n; = 6
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modelos ARMA (Tabela 4.39 (b)-(g)) e na = 6 modelos ARIMA (Tabela 4.39 (h)-(m)),
respectivamente. A simulagao estaciondria contra estaciondria é baseado em conjuntos de
ny = 6 séries AR(1) com ¢; = 0.8 (Tabela 4.39 (a)), e na = 6 séries AR(1) com ¢; = 0.3
(Tabela 4.39 (n)). Todas as séries sao geradas a partir de um ruido normal com média zero e

variancia unitaria. A Figura 4.3 mostra a forma tipica destas séries.
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Figura 4.3: Séries estaciondrias e nao estacionarias simuladas.

Escolhemos todos os modelos com parametros altos, proximos da nao estacionariedade dos
modelos AR e ARMA, para dificultar a tarefa de classificar as séries em estaciondrias e nao
estaciondrias e também porque os modelos foram estudados por Caiado et al. (2006). Assim,
escolhemos as distancias que apresentaram melhor desempenho nas simulacoes deste trabalho.
Para as fungoes que dependem de outros parametros, como é o caso do periodograma e da
autocorrelacao, que dependem do nimero de frequéncias, e de L, respectivamente, utilizamos
os resultados de Caiado et al. (2006), em que os melhores resultados simulados foram obtidos
com frequéncias altas (|v/n+ 1] até [n/2]) e L = K/10.

A estatistica de teste proposta, By, é calculada para o nicleo dy,yp, dado pelo quadrado da
distancia euclidiana entre os log’s dos periodogramas normalizados, com todas as freqiiéncias
(de 1 a |K/2]). As mesmas séries também sao agrupadas utilizando “complete linkage hi-
erarchical clustering algorithm” com as estatisticas LNP, EUCL, ACF, ACFG e KLFD.
As associactes empiricas de cada estatistica sdo entdo comparadas com as verdadeiras, e as

proporcoes de séries corretamente associadas sao apresentadas na Tabela 4.40.
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Tabela 4.39: Modelos utilizados no estudo de simulagao. Todas as séries sao geradas a partir de um
ruido com média zero e variancia unitdria. Os tamanhos das séries sao 50, 100, 200, 500, 1000 e 10000.

Modelo Distribuicao Parametros Modelo Distribuicao Parametros
(a) AR(1) ¢1 =0.8 (b) AR(2) ¢1 =0.8; p2 = —0.1
(c) ARMA(1,1) ¢1=0.8; 6 =0.1 (d) ARMA(1,1) ¢1 = —0.1; 6, = —0.95
(e) ARMA(1,1) ¢1 = —0.1; 61 = —0.95 () MA(1) 01 =-0.9
(g) MA(2) 01 = —0.95; 62 = —0.1 (h) ARIMA(1,1,0) ¢1=-0.1
(i) | ARIMA(0,1,0) () | ARIMA(0,1,1) 6, = 0.1
(k) | ARIMA(0,1,1) 0, = —0.1; () | ARIMA(1,1,1) | ¢ =0.1;6; = —0.1
(m) ARIMA(1,1,1) | ¢1 =0.05; 0; = —0.05 (n) AR(1) $=0.3

No caso de séries temporais estaciondrias contra nao estacionario, dyyp tem melhor de-
sempenho que FUCL e ACF, para todos os comprimentos de série. Também supera LN P
para todas as séries, exceto para K = 10000, na qual ambos tém desempenho perfeito. dyyp
ultrapassa ACFG para tamanhos de amostra menor (K = 50,100 e 200) em uma diferenga
de até 5%, é superado para K = 500 e 1000 em até 1,11%, e empata para K = 10000 com
100% de acerto. dpyp supera K LFD por quase 10%, 1% e 0, 77%, para K = 50,500 e 1000,
respectivamente. E superado para K = 100 e 200 por 0,70% e 1,58%, respectivamente. Para
K = 10000, ambas obtém 100% de acertos.

No caso de séries estacionarias contra estacionarias, dy,yp supera todos os outros métodos,
exceto para os empates com LNP e ACF, para K = 10000, e com ACFG para K = 1000 e
10000.

A métrica dyyp € tao eficaz quanto qualquer um dos métodos competidores, superando
todos para as séries temporais de tamanhos até K = 1000 (& excegdo de um empate com
ACFG para K = 1000). Note que drnyp alcanga agrupamento perfeito para K = 500 e mais
de 99% para K = 200. Além disso, seu pior desempenho é 88,49%, quase 10% melhor do que
seu mais préximo concorrente. Essa métrica também é muito bem sucedida para discriminacao
de séries temporais estacionarias contra nao estacionaria, sendo muito mais poderosa que
LNP, EUCL e ACF, sendo marginalmente melhor do que ACFG e KLFD. Resumindo,
d;np € mais bem sucedida do que qualquer um dos outros métodos para agregacao de dois
grupos de séries temporais, especialmente se nao conhecemos se a série é estacionaria ou nao
estaciondria. Além disso, é consistentemente mais bem sucedida do que LN P, para ambos os
casos, estacionario contra nao estacionario ou estacionario contra estacionario. Essa situagao é
especialmente interessante, porque dy np foi construida baseada no mesmo nucleo de LN P, e
seu desempenho superior, ilustra a vantagens estatisticas da decomposabilidade em subgrupos

com sua normalidade assintética associada para a estatistica de teste.
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Tabela 4.40: Porcentagem de sucesso em agrupamento de séries temporais.
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O estimador drnyp é

baseado na métrica dyyp, com todas as frequéncias (de 1 & | K/2]). Para LNP e KL sdo utilizadas
“high frequencies” ([V'K + 1]---K/2). L = K/10 é utilizado para ACF ¢ ACFG, e p = 0.05, para
ACFG. 1000 replicagbes sao realizadas com K = 50,100, 200, 500, 1000 e 500, para K = 10000.

K 50 100 200 500 1000 10000

€caso0y casos | €asoy casoy | casoy casos | €asoy casos | €asoi casoy | €Casoi casos
dryp | 76.45 88.49 | 80.12 96.87 | 89.77 99.65 | 98.42 100 99.70 100 100 100
LNP | 68.65 59.87 | 73.38 62.33 | 75.60 74.03 | 81.45 96.32 | 95.47 99.92 100 100
EUCL| 63.25 58.82 | 63.42 58.55 | 62.88 58.35 | 63.11 58.33 | 63.33 58.33 | 64.10 58.30
ACF | 66.03 67.38 | 68.40 71.23 | 67.62 77.60 | 67.89 88.48 | 68.96 95.92 | 68.50 100
ACFG| 75.05 79.58 | 75.43 89.13 | 84.58 95.02 | 99.53 99.75 100 100 100 100
KLFG| 66.54 74.13 | 80.82 82.47 | 91.35 87.85 | 97.42 91.52 | 98.93 93.42 100 95.90

casor: Estacionério vs Néo-Estaciondrio. Modelos dos grupos 1 e 2 sdo dados na Tabela 4.39 (b)-(g) e (h)-(m), respec-

tivamente.

casoz: Estaciondrio vs Estaciondrio. Modelos dos grupos 1 e 2 sdo dados na Tabela 4.39 (a) e (n), respectivamente.

4.3.1 Simulacao sob Hj

Neste caso, simulamos 12 séries AR(1), com coeficiente ¢ = 0.8, para diferentes tamanhos

amostrais e testamos todos os possiveis agrupamentos. Os p-valores encontrados sao altos,

como o esperado, e os menores de cada replicacao estao na figura seguinte, para os diferentes

valores de K.
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Figura 4.4: Cada ponto no grafico representa o menor p-valor entre todos os possiveis agrupamentos
de 12 séries temporais AR(1), com coeficiente ¢ = 0.8, simuladas. 100 replicagoes sao realizadas para
cada tamanho amostral K e a métrica utilizada é dryp, com todas as frequéncias.

Podemos observar na Figura 4.4 que estes p-valores, que na pratica indicam os grupos mais
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dissimilares, sao altos principalmente para K > 200. Mesmo para K < 200, os valores sao
relativamente altos se compararmos com os que utilizamos para agrupar as séries na subsecao
anterior, que sao diferente de zero na terceira casa decimal. Nao é possivel comparar as
técnicas neste caso, pois as técnicas de agrupamento baseadas em distancias sempre separam

em dois grupos.

4.3.2 Correcao de p-Valores

A técnica para agrupamento e classificacdo de séries que estamos propondo baseia-se
em multiplos testes. Quando um procedimento é baseado em muiltiplos testes é necessarios
preocupar-se com a possibilidade de rejeitar Hy sendo Hy verdadeira (erro tipo I). A proba-
bilidade de ter no minimo um falso positivo é denotada “Family-wise error rate” (FWER). O
controle do crescimento do erro tipo I ao testar, simultaneamente, uma familia de hipoteses é
uma questao central na area de comparagoes multiplas. Varios métodos estatisticos tém sido
desenvolvidos para evitar conclusoes falsas positivas. O método de correcao mais conhecido
na literatura é o Método de Bonferroni, em que os p-valores sao multiplicados pelo nimero de
comparagoes. Corregoes menos conservadoras sao apresentadas por Holm (1979), Hochberg
(1988), Hommel (1988), Benjamini e Hochberg (1995) e Benjamini e Yekutieli (2001), respec-
tivamente. Todos estes métodos ja estao implementados no software R.

Os primeiros quatro métodos sao concebidos para dar um forte controle da FWER.
Hochberg e o método de Hommel sao validos quando os testes de hipdteses sao indepen-
dentes ou quando eles sdo nao negativamente associados (Sarkar e Chang (1997)). O método
de Hommel é mais poderoso do que o método de Hochberg, mas a diferenca é geralmente
pequena e os p-valores de Hochberg sao mais rapidos para calcular.

Os métodos de Benjamini e Hochberg, e Benjamini e Yekutieli controlam a “false discovery
rate” (FDR), que é a proporcao esperada de descobertas falsas entre as hipGteses rejeitadas.
A FDR é uma condi¢do menos rigorosa do que a FWER. Assim, esses métodos sao mais
poderosos que os anteriores. Por esse motivo, consideramos aqui o método de Benjamini e

Hochberg (BH), que pode ser sintetizado da seguinte forma:

(i) Dispor os p-valores Py, ..., Py, correspondentes as hip6teses Hy, ..., H,, em ordem cres-

cente.
(ii) Para uma desejada FDR «, comparar o p-valor P; com o valor critico a X i/m.
(iii) Seja k = max(i: P; < g x i/m). Se k existe, entao rejeite Hy, ..., H.

Na Figura 4.5, apresentamos os p-valores da Figura 4.4, corrigidos pelo método Benjamini
e Hochberg. Em nenhum caso a hipdtese nula (de que os grupos testados sao homogéneos) é

rejeitada.
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Figura 4.5: Cada ponto no grafico representa o menor p-valor, corrigido pelo método Benjamini e
Hochberg, entre todos os possiveis agrupamentos das 12 séries temporais AR(1), com coeficiente ¢ =
0.8, da Figura 4.4.

4.4 Aplicagao

Para ilustrar o método de agrupamento e classificacao que estamos propondo, trabalhamos
com dados de terremotos e explosoes. Sao consideradas 8 séries provenientes de terremotos e

8 séries provenientes de explosoes, além de uma série com fonte geradora desconhecida.
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Figura 4.6: Sinais sismolégicos. Nos dois primeiros painéis temos os graficos de sinais provenientes
de um terremoto e uma explosao, respectivamente. O ltimo painel mostra um evento ocorrido em
Novaya Zemlya (a origem é desconhecida). Fonte dos dados: O arquivo eq+exp.dat de Shumway e
Stoffer (2006) disponivel em http://lib.stat.cmu.edu/general/tsa2/.



4.4. APLICACAO 85

A Figura 4.6 mostra um sinal proveniente de um terremoto, um sinal proveniente de uma
explosao de mineracdao na Escandindvia, medidos por uma estacao local, e um evento em
Novaya Zemlya, regiao da Russia, de origem desconhecida. Este conjunto de dados reais é
objeto de estudo de vdrios pesquisadores. Kakizawa et al. (1998) estudaram se estas séries
sismoldgicas sao provenientes de terremotos ou testes nucleares. Esse mesmo conjunto de
dados reais foi considerado por Jeng e Huang (2008) e Fryzlewicz e Ombao (2009) para ilustrar
suas abordagens. Apesar das diferentes abordagens terem bons desempenhos, nenhum deles
pode testar se o agrupamento ou a classificacdo sao estatisticamente confiaveis.

O fato de estarmos aptos a testar se dois grupos de séries temporais independentes tém a
mesma distribui¢ao, realmente faz diferenca para classificacdo. Conhecendo-se dois grupos de
séries temporais, somos capazes de decidir a qual grupo se assemelha mais uma série temporal
qualquer.

O terremoto e a explosao descritos graficamente na Figura 4.6 representam, tipicamente,
as séries do conjunto tomado como base de dados para este estudo, compilado por Kakizawa
et al. (1998). Todos os eventos escolhidos foram em terra, ou bem préximos, e foram dis-
tribuidos uniformemente sobre a Escandinavia, de modo a minimizar a possibilidade de que
discriminadores poderiam ser mais concentrados na localizacao ou nas diferencas entre mar e
terra.

Kakizawa et al. (1998) adicionaram um evento de origem incerta observado em Novaya
Zemlya. Todos os eventos, exceto o evento russo, ocorreram na Peninsula Escandinava e
foram gravados por matrizes sismicas localizadas na Noruega e na Finlandia. As observacoes
na Noruega foram feitas pelas estacoes sismicas experimentais Norwegian and Arctic e, na
Finlandia, pela estacao sismica experimental. Cada registro mostrado na Figura 4.6 é, na
verdade, composto de duas fases: a fase P de primeiras chegadas e a fase S de chegadas
tardias. A Figura 4.7 mostra os tragos caracteristicos das diferentes fases dos terremotos e

explosoes.
As chegadas sdo sinais realmente diferentes, tomando diferentes caminhos através da crosta

terrestre e sao separados por um intervalo de tempo razoavelmente longo. Para os sismélogos,
separar as fases P e S em dois sinais distintos é muito importante. Em geral, os pontos
de partida da fase inicial P e da fase S podem ser identificados diretamente a partir dos
registros, como na Figura 4.6. Kakizawa et al. (1998) consideraram também ambas as fases
conjuntamente, como um vetor bivariado com 1024 pontos em cada vetor.

Queremos testar se o grupo formado por uma série de terremotos e do grupo formado por
uma série de explosoes sao sinais provenientes da mesma fonte geradora. Obviamente, conhe-
cemos preliminarmente que nao sao, por isso temos de rejeitar a hipdtese nula, de que grupos
tém uma mesma fonte geradora. Utilizando as fases S, testamos a hip6tese nula utilizando um
procedimento bootstrap duplo, o qual foi realizado seguindo os passos de McCullough e Vinod

(1998), e obtemos o p-valor 0,03, o que nos leva a rejeitar a hipdtese nula, como deveriamos.
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Figura 4.7: Fase P e fase S de terremotos e explosoes.

4.4.1 Procedimento “Leave-One-Out” Utilizando a Métrica d;yp

Realizamos um procedimento “leave-one-out” para verificar a confiabilidade do nosso teste.
A Tabela 4.41 mostra o valor da estatistica B, 4, que é a estatistica para testar a hipdtese
nula de que a fase S das 8 séries de terremotos e a fase S das 8 séries de explosoes tém a mesma
fonte geradora. O valor da estatistica B, ¢ 0.4664, com p-valor 0.03, rejeitando a hipdtese
nula. Para o procedimento “leave-one-out”, primeiramente retiramos, uma a uma, as séries de
terremotos, indicando a série removida por Lgg, colocando-a no grupo de explosoes e, entao,
calcula-se a estatistica B,,, a qual é denotada por B, ,, € compara-se com a estatistica By, .
O mesmo procedimento é realizado através da remocao de um série de explosoes e colocando-a
no grupo de terremotos. A série removida é indicada por Lgyx e a estatistica B,, para este
grupo, é denotada por B,,. .. Para casos em que B, , ou Bpgx7 sao maiores que By, .,
indicando que o agrupamento 7 x 9 ou 9 x 7 é mais divergente que 8 x 8, testa-se a hipdtese
nula. Quando removemos do grupo de terremotos as séries 1 e 4, B, , é maior que B,
mas somente um p-valor é menor que no caso 8 x 8, indicando que somente em um caso
terfamos um agrupamento melhor que 8 x 8. Quando retiramos das explosoes, para as séries
9, 11 e 16, B,,,, ¢ maior que B, ., mas o p-valor da série 11 é maior que o p-valor obtido
testando-se 8 X 8. Em resumo, temos trés situacoes indicando um agrupamento melhor que o

agrupamento correto 8 x 8.
4.4.2 Classificagao

O evento desconhecido, NZ, ocorreu em Novaya Zemlyanas nas proximidades de uma
regiao utilizada pela Russia para realizagao de testes nucleares. O objetivo aqui é encontrar
um bom classificador que possa distinguir entre terremotos e explosoes, e determinar a classe

do evento desconhecido NZ. A Tabela 4.42 mostra os resultados dos testes. Quando colocamos
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Tabela 4.41: “Leave-one-out” da fase S dos terremotos (Lgqg) e explosoes (Lgx) utilizando a métrica
dinp.

B, | p-valor | Lgg B p-valor | Lgx By~ p-valor
0.4664 | 0.0300 1 0.9289* | 0.0100 9 0.6548* | 0.0210
2 0.3787 10 0.1308
3 0.1334 11 0.5470* | 0.0420
4 0.5081* | 0.0380 12 0.0271
5 0.1506 13 0.0528
6 0.2018 14 0.0955
7 0.3097 15 0.2832
8 0.2456 16 | 1.0656* | 0.0050

a fase S da série NZ no grupo de explosoes, EX e testamos se o grupo EX+NZ e o grupo
de terremotos, EQ, tém a mesma fonte geradora, temos um p-valor pequeno, indicando uma
grande divergéncia entre os grupos. No entanto, para a fase S de NZ no grupo EQ, obtemos
um p-valor grande, indicando que para essa situacao, os grupos nao sao tao divergentes. Isso

nos leva a concluir que NZ é uma explosao.

Tabela 4.42: Classificacao do evento de origem desconhecida em Novaya Zemlya utilizando a fase S.

EQ+NZ vs. EX | EX4NZ vs. EQ
p-valor 0.510 0.017

4.4.3 Procedimento “Leave-One-Out” Utilizando a Métrica dacp

Também consideramos um procedimento “leave-one-out” utilizando a métrica d 4cr. Aqui,
o procedimento bootstrap duplo nao é necessario porque em nada altera o resultado obtido

pelo bootstrap simples.

Tabela 4.43: “Leave-one-out” da fase S dos terremotos (Lgg) e explosoes (Lgx) utilizando a medida
a métrica dacr.

Bg.s | p-valor | Lgg B p-valor | Lgx By~ p-valor
0.0263 | 0.0180 1 0.0376* | 0.0100 9 0.0266* | 0.0270

2 0.0204 10 0.0129

3 0.0224 11 0.0244

4 0.0158 12 0.0122

5 0.0115 13 0.0109

6 0.0132 14 0.0082

7 0.0256 15 0.0165

8 0.0144 16 | 0.0491* | 0.0000
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Como podemos ver na Tabela 4.43, a primeira série de EQ, quando colocada no grupo
EX, indica uma maior divergéncia entre os grupos, quando comparados com o agrupamento
padrao EX contra EQ. O mesmo acontece quando colocamos a série 8 do grupo EX no grupo
EQ. Note que, utilizando diferentes medidas de divergéncia, podemos concluir que a primeira
série de EQ e a oitava série de EX parecem estar trocadas. Por isso, fizemos os gréaficos das
fases S de todas as séries. Nas Figuras 4.8 e 4.9 podemos ver que a primeira série de EQ tem
grande semelhanca com as séries do grupo EX, enquanto a oitava série do grupo EX possui

grande similaridade com o grupo EQ. Essa pode ser uma explicagao por estas séries parecerem

trocadas.
S-Fhase from Earthqugkes
W 1I:IP W 1I:l‘EI
s000
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Figura 4.8: Fase S dos terremotos.

4.4.4 Procedimento “Leave-One-Out” Combinando as Fases S e P

Todos os estudos anteriores sdo baseados na fase S das séries. A partir das fases P nao
é possivel diferenciar terremotos de explosoes. Realizamos um procedimento “leave-one-out”
considerando as fases S e P conjuntamente, em uma proporc¢ao aS,+(1—a)Ss, em que Sy, e S
denotam, respectivamente, as fases P e S de todas as séries. Calculamos todas as estatisticas
By, € By, ., mas somente consideramos os casos em que elas foram maiores que B, q,
exatamente como feito quando consideramos somente a fase S. As séries para as quais By, , €
By, sao maiores que B, ., quando consideramos as fases P e S conjuntamente, coincidem
com aquelas onde s6 a fase S é considerada. Observe nas Figuras 4.10 e 4.11 que quando «
cresce, isto é, quando mais peso é dado a fase P, os p-valores dos testes crescem, indicando
menor divergéncia dos grupos. Quando « é maior que 0.7, a influéncia da fase P ndao permite
mais que a hipdtese de homogeneidade dos grupos seja rejeitada. Isso mostra que o estudo

deve ser realizado com a fase S.
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Figura 4.9: Fase S das explosoes.

"Leave-one-out” das séries de rremotos

———— p-vlaor para bootstrap simples Gx8
——#— p-vlaor para bootstrap duplo Sx8
p-vlaor para bootstrap duplo de EX+SEQ, w.s. EG-SEG,

—o—p-vlaor para bootstrap duplo de EX+SEQ, v.s. EQ-SEQ,

0.5 4

o, para oS, +(1-c)S,

Figura 4.10: Procedimento “Leave-one-out” com séries sendo retiradas do grupo de terremotos (EQ)
e colocando-as no grupo de explosoes (EX), considerando-se as fases P e S de cada série em uma
propor¢ao aS,+ (1 —a)Ss, em que Sy, e Sy denotam, respectivamente, as fases P e S das 16 séries. Para
cada «, pontos indicam p-valores obtidos, através de um bootstrap simples, testando homogeneidade
dos grupos EQ e EX, em que EQ e EX denotam, respectivamente, as fases S e P combinadas de
terremotos e explosoes. Asteriscos indicam p-valores obtidos, através de um procedimento bootstrap
duplo, testando a homogeneidade de EQ e EX. Circulos denotam p-valores obtidos, através de um
procedimento bootstrap duplo, testando a homogeneidade de EQ — SEQ: e EX + SEQ1, em que
EQ — SEQ), significa que a série 1 foi retirada do grupo EQ e EX + SEQ); significa que a série 1 de
EQ foi adicionada ao grupo EX. Triangulos denotam p-valores obtidos através de um procedimento
bootstrap duplo, testando a homogeneidade de EQ — SEQg e EX + SEQs.
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"Leave-one-out” de séries de explosdes

ra bootstrap simples Ox0
ra tstrap duplo Gxd

para bootstrap duplo de EX-SEX, v.s. EQ+SEX,
para bootstrap duplo de EX-SEX; v.s. EQ+SEX,
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o, para oS, (1-e0S,

Figura 4.11: Procedimento “Leave-one-out” com séries sendo retiradas do grupo de explosoes (EX)
e colocando-as no grupo de terremotos (EQ), considerando-se as fases P e S de cada série em uma
proporcao oS, + (1 —a)Ss, em que S, e Sy denotam, respectivamente, as fases P e S das 16 séries. Para
cada «, pontos indicam p-valores obtidos através de um bootstrap simples, testando homogeneidade
dos grupos EQ e EX, em que EQ e EX denotam, respectivamente, as fases S e P combinadas de
terremotos e explosoes. Asteriscos indicam p-valores obtidos através de um procedimento bootstrap
duplo, testando a homogeneidade de EQ e EX. Asteriscos indicam p-valores obtidos através de um
procedimento bootstrap duplo, testando a homogeneidade de EQ e EX. Quadrados indicam p-valores
obtidos através de um procedimento bootstrap duplo, testando a homogeneidade de EX — SEX; e
EQ+SEX1, em que EX —SEX]; significa que a série 1 foi retirada do grupo EX e EQ+SFE X significa
que a série 1 de EX foi adicionada ao grupo EQ. Triangulos denotam p-valores obtidos, através de um
procedimento bootstrap duplo, testando a homogeneidade de EX — SEX3 e EQ + SEX3. Circulos
denotam p-valores obtidos através de um procedimento bootstrap duplo, testando a homogeneidade
de EX — SEXg e EQ + SEXs.



Capitulo 5

Caso Multivariado

A globalizacao econdémica e de comunicagdo na Internet tem acelerado a integracao dos
mercados financeiros mundiais nos ultimos anos. Os movimentos de preco em um mercado
podem se espalhar ficil e imediatamente a outro mercado. Por essa razao, os mercados
financeiros estao mais dependentes uns dos outros do que nunca e é preciso considera-los con-
juntamente para compreender melhor a estrutura dindmica das finangas globais. Saber como
os mercados estao inter relacionadas é de grande importancia em financas. Da mesma forma,
para um investidor ou uma institui¢do financeira detentora de ativos multiplos, as relacoes
dinamicas entre os retornos dos ativos desempenham um papel importante na tomada de de-
cisao. Um método para discriminar e agrupar séries temporais multivariadas nao gaussianas,
baseado na distancia de Kullback-Leibler, é proposto por Kakizawa et al. (1998).

Na Secao 5.1, apresentamos alguns dos modelos multivariados mais conhecidos na litera-
tura de séries temporais. Na Secao 5.2, generalizamos os resultados do Capitulo 3 e na Secao
5.3, realizamos estudos de simulacao para estudar o comportamento da estatistica de teste

B,, com séries temporais multivariadas.
5.1 Séries Temporais Multivariadas

Neste capitulo e, particularmente, nesta secao, somente o caso bivariado sera considerado,
embora as defini¢cbes seguintes sejam validas para qualquer dimensado e a notagao negrito é
utilizada para denotar séries temporais bivariadas (multivariadas).

Considere uma sequéncia de séries temporais bivariadas X1, ..., X,, independentes, isto €,

X; = (X1, Xi2), parai =1,...,n, em que

Xill Xi21
Xi1 = : e X = : - (5.1)
Xik Xiok
Cada X;, parat = 1,...,n, ¢ uma série temporal bivariada. Para uma série temporal bivariada

91
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{X}}iez, 0 vetor de médias é definido por
= EX; = (EX 1, EXo)

e a matriz de covariancias é definida por

t+ h,t t4+h t
T(t + B, t) = Cov(Xpsn, X)) = ( Y1t +h,t) m2(t + A, )))

Yo1(t 4+ h,t) vyoa(t + h,t)

em que 7v;;(t + h,t) = Cov(X; 144, Xj+). Em notacao matricial,
L(t+h,t) = BE(Xepn — pe) (Xe — ).

A série temporal bivariada (ou multivariada), {X;}:cz, é dita ser estaciondria se os momentos

p, e I'(t + h,t) sdo ambos independentes de t. Neste caso, podemos utilizar a notagao

p=EX;

F(h) = COV(Xt+h,Xt).

A matriz de variancias e covariancias de X; ¢ dada por I'(0), isto ¢, ¥ =T'(0).

Nenhuma condigao é imposta sobre a matriz 3. Logo, essa matriz pode ser nao diagonal,
o que significa que estamos permitindo alguma estrutura de dependéncia entre as séries tem-
porais. Esta generalizacao é um avancgo pois a suposi¢ao de independéncia era necessaria até

0 momento.

5.1.1 Modelo VARMA

Em um contexto univariado, uma importante classe de processos sao os autorregressivos de
médias méveis (ARMA), os quais foram introduzidos por Box e Jenkins, definidos em termos
de equagoes de diferencas lineares com coeficientes constantes. A classe dos processos autorre-
gressivos de médias mdveis multivariados de ordem p e ¢, denotados aqui por VARMA (p, q), é
amplamente discutida em Brockwell e Davis (1991), Liitkepohl (1991) e Reinsel (1993). Para
definir essa classe de processos serd necessario definir os processos chamados ruido branco
multivariados.

Um processo estocéstico m-variado, {&;}ez, é dito ser um ruido branco multivariado com

média zero e matriz de variancias e covariancias 3, denotado por

e, ~ RB(0,%), (5.2)
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se, e somente se, {&;}tcz é um processo estacionario multivariado com média 0 e matriz de

variancias e covaridncias dada por

o2 0 0
0 o3 0
3= . N (5.3)
0 0 o2,
com componentes O'JQ- = Vare; =7, €7, = Cov(ejt,et) =0, paratodo j # k € {1,...,m}.

Um exemplo muito utilizado é o ruido branco multivariado gaussiano, em que & ~

N(0,X). Também usaremos a notagao
e~ 1ID(0,%), para todo t € Z, (5.4)

para indicar que as componentes de {&;}cz sao i.i.d. com média 0 e matriz de variancias e
covariancias 3, dada na equagao (5.3).

Diz-se que um processo estocastico m-variado, {X;}icz, é um processo autorregressivo
de médias mdveis multivariado, aqui denotado por VARMA(p, q), se ele for uma solugao

estaciondria da equacao de diferencas
Xt — ¢1Xt_1 — s — ¢pXt—p = &t + 01€t_1 —+ -+ qut_q, (55)

em que @y, ...,¢,,01,...,0, sdo matrizes reais m x m e {et}tez é o processo ruido branco

multivariado. A equagao (5.5) pode ser escrita na forma compacta
®(B)X; = O(B)ey, (5.6)

em que B denota o operador de defasagem usual,

P q
®(B)=¢y— > ¢B e OB)=0+> 6,8 (5.7)

=1 =1
com @yq,...,¢,,01,...,0, matrizes reais m e ¢y = I, = 0o, em que I, ¢ a matriz identidade

de tamanho m x m.

Exemplo 5.1.1. Quando a ordem do polinémio ©(B), na equacao (5.7), for zero, ou seja
g = 0, obtemos o processo autorregressivo m-variado de ordem p, denotado por VAR(p). Da
mesma forma, se p = 0 na equagao (5.7), obtemos o processo de média mdvel multivariado de
ordem ¢, denotado por VMA(q).

No contexto univariado, um enfoque maior é dado aos processos estocasticos ARMA(p, q)
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causais e invertiveis. Os critérios de causalidade e invertibilidade para os processos
VARMA (p, q) podem ser encontrados em Brockwell e Davis (1991), por exemplo.

Os processos VARMA (p, ¢) nao sdo muito utilizados devido as dificuldades computacionais
e aos problemas de identificabilidade. A matriz de variancias e covariancias (ou a matriz
das fungoes de densidades espectrais) nao determina unicamente ®, ® e X, a menos que
condicOes mais restritivas sejam impostas. A nao identificabilidade implica que a superficie

de verossimilhanca nao tem um tnico maximo.

5.1.2 Modelo VARFIMA (p,d.q)

Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981) apresentam a classe de processos chamada pro-
cessos autorregressivos de médias mdveis com integracao fraciondria, (ARFIMA(p,d,q)). A
generalizacao do processo ARFIMA (p, d, q), para o caso multivariado sdo os chamados proces-
sos VARFIMA(p, d,q). Um processo m-dimensional, {X;}ez, é um processo autorregressivo
fracionariamente integrado de média mdvel multivariado ou VARFIMA(p, d, q), se ele é uma

solucao estaciondria da equacao de diferengas
®(B)(1 - BYA(X, — p) = ©(B)er, (5.8)

em que B é o operador de defasagem, p é o vetor das médias, {&;}icz é 0 processo ruido
branco multivariado e ®(B) e ©(B) sao os polindmios em B, dados na equagao (5.7).
Assumimos que os coeficientes polinomiais ®(B) e O(B) satisfazem as condicoes de cau-

salidade e invertibilidade. O operador V4(B) = (1 — B)4 ¢ uma matriz diagonal m x m

caracterizada pelos parametros dq, ..., d,,, dada por
(1 - B)h 0 . 0
T L (5.9)
6 6 . (1-— é)dm

em que d; € (—0.5,0.5), para todo j € {1,...,m}. O termo (1 — B)% ¢ definido pela expansio

(1-B)™% = 4B =v;,(B), (5.10)
=0
em que
I'(d; +¢
Vi = Ma Yo =1 e ¢) =0, (5.11)
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para todo j € {1,...,m} e £ # 1. Consequentemente, temos que
(1-B)™% 0 0
vigo=| 0 TR0 (5.12)
6 6 (1— é)*dm

[e.°]
=04B)=1,+» ¥iB,
/=1

em que cada \Il?, para £ € N, é uma matriz diagonal m x m com \Ilgj sendo o £-ésimo elemento
da diagonal.

Um caso particular do processo estaciondrio VARFIMA((p,d, q) ocorre quando os graus
p e q dos polindmios ®(B) e O(B) sao iguais a zero, ou seja, quando ®(B) = I = O(B).
Formalmente, diz-se que este processo estocastico m-dimensional, {X;}iez, é um processo
fracionariamente integrado multivariado, aqui denotado por VARFIMA (0, d, 0), com vetor de
parametros de integracao d = (di,...,dp), com d; € (—0.5,0.5), para todo j € {1,...,m},

se ele é uma solugao estaciondaria da equacao de diferengas
V4B)X, = e, (5.13)

em que B é o operador de defasagem, V¢(B) é dado pela equacio (5.9) e {e;}1ez é o processo

ruido branco multivariado.

Exemplo 5.1.2. Seja {X;};ez um processo VARFIMA(0,d,0) bivariado, ou seja, com di-

mensao m = 2. Entao, {X;}ez satisfaz a equagao

)
0 (1-B)* Xot €24

para todo ¢t € Z, em que & = (£14,€2,) é um processo ruido branco bivariado com média
0 e matriz de varidncias e covariancias Y. Nesse caso, decorre da teoria para processos

univariados, que para cada d; > —1 real, j = 1,2,

V4(B)=(1-B)% =Y m, B, (5.15)
/=0
em que
F(f—dj) Ii—l—dj
- - A 1
"= vy~ L T (5.16)

0<r<l
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paral e N— {0}, mp=1e

Joot e tdt, se x> 0;
I(z) =14 oo, se x = 0; (5.17)
7 I0(1+2), sex<O.

5.1.3 Modelo VGARCH

E natural considerar modelagem de processos com volatilidade em situacoes de maior

dimensionalidade. No caso de um GARCH univariado, a equagdo bésica é regida por

Xt = O€y¢, € N RB(O, 1),

em que o7 = E(X?|F;—1) denota a variancia condicional, que satisfaz a equacio

q p
2 2 2
oy = ag+ E a; X g+ E :@'UH
i=1 =1

e Fi_1 é a o-algebra gerada pelos elementos da série até o tempo ¢ — 1.

Em geral, podemos estar interessados em um portfolio que consiste de um vetor de re-
tornos, no qual a matriz de covariancia evolui com o tempo. Suponha que, apds filtrar esta
série multivariada através de um modelo ARMA, chegamos a um portfélio que consiste de
K retornos de ativos de inovagao X, @ = 1,...,m. Colocando-se essas inovagoes em um
vetor Xy, define-se ;4 = Var[X; | Fi—1] e 0ij1 = Cov(Xiy, Xj¢

denota a matriz de varidncia e covaridncia condicional de todos os retornos. A simples genera-

Fi-1). Nesse caso, 3 = [0;4]

lizagao de um modelo GARCH(1,1) relaciona a matriz de variancia e covariancia condicional
¥ a X3 X/ como segue:
X, =%z,

E[X/X]|Fi1] = 5.

Uma das dificuldades encontradas nessa equagao consiste em encontrar um sistema ade-
quado que descreva a dindmica de Y, levando em consideracao o fato de que X; deve ser
positiva definida.

Para descrever o modelo GARCH multivariado de forma geral, considere o operador
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vech(A), em que A é uma matriz quadrada, definido por

ai

a1
ail a2 a3

a3

vech | agy asy ass | =

a22
azy asz2 as3

a32

as3

Em geral, se A é uma matriz m x m, vech(A) é um vetor de dimensao m(m + 1)/2. Esse
operador é aplicado em matrizes simétricas para separar os elementos distintos. Com essa

notacao, pode-se modelar >; como segue:
vech(Xy) = w + Yvech(Xi—1) + Avech(Xi—1X—1). (5.18)

Note que X; e Z; sdo vetores 3 x 1, w é 6 x 1 e ¥ e A sao matrizes quadradas 6 x 6.

Exemplo 5.1.3. Para ter uma ideia de como as dinamicas da volatilidade sao descritas em

(5.18), considere o caso especial em que w =0 e U=0:

O11,¢ A1 A2 o0 A5 Aie X141 X101
021t A21 A2z -0 Aas Agg Xot—1X1,4-1
vech(Sy) = o2t | _ A31 A2 o0 A3s Ase Xot-1X941
031, A1 M2 0 M5 Age X311 X1,4—1
032, A5t As2 ot Ass Ase X34-1X241
033, A6l A2 0 65 Ae6 X3t-1X34-1

Quando equacionamos os elementos nos dois lados da equagao anterior, vemos que cada
volatilidade esta relacionada com o passado do quadrado dos retornos de uma forma bastante

complicada. Por exemplo, escrevendo a primeira equacao, temos a seguinte expressao

o1 = Xt 4+ MeXog 1 X1+ MsXs,
+Aa X3 1 X141 + A5 X301 X0 1 + >\16X32,t—1-

Mesmo sob a hipétese simplificadora de que ¥; depende apenas de X;, mas nao de w ou

Y1 (isto é, w = 0 e ¥=0), esta equagao estd longe de ser simples.

O exemplo mais simples para a equagao (5.18) ocorre quando ¥ e A sdo matrizes diagonais.

Neste caso, o (i, j)-ésimo elemento de ¥; é

Oijp = wij + Pijoiji—1 + @i Xig-1Xj-1.
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Para esse modelo, cada elemento de ¥; segue um modelo GARCH(1,1) univariado.
Um modelo denominado modelo BEKK por Engle e Kroner (1995) trabalha com formas

quadraticas no lugar dos elementos individuais de ¥;. Neste caso,
2 =CC+BY 1 +AX; 1X] A, (5.19)

em que C' é uma matriz triangular com k(k+1)/2 parametros e, B e C' sdo matrizes quadradas
kx k.

Para a unicidade da representagao BEKK, b;; > 0 e a1 > 0 (elementos de A e B,
respectivamente) é assumido. ¥; é positiva definida sob a condigao (suficiente) de que no
minimo uma das matrizes C' ou A tenha posto completo. Esta representagao para um modelo
GARCH(1,1) multivariado pode ser encontrada em Engle e Kroner (1995).

5.2 Meétricas para Séries Temporais Multivariadas

Uma questao importante no contexto multivariado é como medir a distancia entre duas
séries temporais bivariadas (multivariadas). Uma alternativa simples é generalizar a ideia
descrita no Capitulo 3. Sejam Xj; = (Xji¢, Xio¢), com distribui¢do F, e Xj; = (Xj14, Xjor),
com distribuicao H. Os vetores de média e matrizes de dispersao sao, respectivamente p,,
Kj, X; e X;. Teremos entao, no presente contexto, que cada série temporal bivariada é um
vetor de tamanho 2. Para definir uma métrica para séries temporais bivariadas, preservando
as propriedades do caso univariado, procedemos da seguinte maneira. Para a série temporal
Xy, t=1,..., K, denote por Ix(w) = Ig x(w) o periodograma de X; na frequéncia w. Para
as séries temporais bivariadas Xy = (Xj1¢, Xioe) € Xj¢ = (Xj1¢, Xjor), que para simplificar a
notagao serao denotadas daqui em diante por X; = (Xj1, Xj2) e X; = (X1, Xj2). Seja Iy, (w)
o periodograma da componente r € {1,2} da série temporal bivariada i € {1,...,n}. Para
calcular a distancia entre duas séries bivariadas, podemos calcular a distancia, utilizando
uma medida como, por exemplo, o log do periodograma normalizado, entre todos os seus

periodogramas. Essa maneira intuitiva resulta na matriz

K ~ ~ K - -
M — %ZE%J (Ixa o) = I, (we)” % E%J (I (w) = Lo (wr))” (5.20)
v 715 7 2 CRNa 5 2 |7 '
Ly (B () = Txy (@) £ 502 (T (wr) — Txp (wr)

em que Ix(w) = log (Ix(w)/%y(0)).

Para efeito de comparacao, é necessaria a escolha de uma norma para a matriz M;;. Entre
as possiveis escolhas de uma funcéo real como uma norma estd o critério do trago. Assim,
fica estabelecida uma medida de similaridade entre duas séries temporais bivariadas, X; e X,
dada por

(X, X;) = trago(M ;). (5.21)
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Para escrever (5.20) de forma mais geral, assim como no caso univariado, estabelecemos

a seguinte definicao.

Definigao 5.2.1. Sejam X; e X; séries temporais univariadas. Considere a fungao g : Rt —

R com a propriedade

g(K)=0O(K) quando K — oco. (5.22)
Defina
1 9%E)
O(Xi, Xj) = > N Zim, Zjm), (5.23)
m=1

em que ¢(-,-) : R* — R e Z;, associa a série temporal univariada X; & posicio m, m =
1,...,9(K).

Os exemplos mais comuns para a notagao Zj,, sao:
a) Zim = Xim, com g(K) = K;
b) Zim = Ix,(wm) em que, geralmente, g(K) = | K/2];
c) € Zim = py,(m), em que g(K) < K/4 é recomendado.
Exemplo 5.2.1. Observe que, na equacio (5.20), ¢(X;1,X;1) = K1 ZL%J (—fXﬂ(WZ) -
fle(wg))z. Nesse caso, ¢(z,y) = (x — y)? e Zitm = Ix,, (wm), com g(K) = | K/2].
A definicao a seguir determina uma classe de métricas para séries temporais bivariadas.

Definicao 5.2.2. Sejam X; e X séries temporais bivariadas. Uma classe de fungoes para

medir a distancia entre séries temporais bivariadas é dada por

P(X;, X;) = trago(M,;), (5.24)
em que
o (Xi2, Xj1) ¢(Xi2, Xj2)

e ¢(-,-) é dada na Definigao 5.2.1.

5.2.1 Normalidade Assintética no Caso Multivariado

Ao considerarmos esta abordagem multivariada, pretendemos comportar estruturas de
correlacao entre as séries sem perder as excelentes propriedades advindas da suposicao de
independéncia. Por serem X, ...X,, séries temporais bivariadas independentes, U,, pode ser

decomposta e escrita como uma soma U, = W,, + B,,, analogamente ao caso univariado dado
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em (2.37). O resultado a seguir refere-se a normalidade assintética de B, sob Hy, para o

caso bivariado. Esse resultado é uma extensao natural do caso univariado.

Teorema 5.2.1. Sejam Xi,..., X, séries temporais bivariadas independentes e
To= Y 0 ®(Xi, X), (5.26)
1<i<j<n

em que ®(X;, X;) € dado em (5.24), e ¢(-,-) € dado na Defini¢ao 5.2.1. Assuma que ®(x,y)

forma um sistema ortogonal. Suponha que {Nnij, 1 < i < j < n, n > 1} € um arranjo

triangular de varidveis aleatdrias independentes de {X1,...,X,, n>1} e
Z nfn-j — M, = 0p(My,,) quando n — oo, (5.27)
1<i<j<K

em que M, = Zl§i<j§n nzij. Suponha também que

> E¢(Zist, Zjst)(Zisms Zjsm) = O(K), paras = 1,2 (5.28)
1<t<m<g(K)
e
9(K)
Z E¢(Zite, Zj10)9(Zizm, Zjzm) = O(K). (5.29)
fm=1
Entao,
(MnVn*)_%Tn — N(0,1) quando n — o0 e K — o0, (5.30)

em que V' = Uit - Uég)y

Ul = d(X;, X;)0(X;, Xy) (5.31)
nin—1)(n—2) 1§i7éjz;£€§n J

Ud = <”>1 Y e(X., X;). (5.32)

1<i<j<n

Demonstracdo. Utilizando a norma do traco, segue que

O(X;, X;) = d(Xin, Xio) + d(Xj1, Xjo)
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e, portanto,
Var@(Xi, X]) = Varqb(Xﬂ, 12) + Varqb( 3l ]2) + 2COV(¢)( ils XZ'Q), qb(le, ng)). (533)

Os dois primeiros termos da soma (5.33) remetem ao caso univariado, para os quais a condi¢ao

(5.28) deve ser satisfeita. No tultimo termo da soma (5.33) temos

(K)
1
Cov(p(Xi1, Xiz), ¢(Xj1, Xj2)) = Cov Z¢ i1y Zine),s KZ:I(b(ZQm,Zij)

:L Z E¢ 1145 ]1@)¢( szijQm) . (534)

K2
I,m=1
Portanto, para que o resultado ainda seja vélido, (5.34) deve ser no maximo da ordem das
variancias, ou seja, no maximo O(K). Logo, se a condigao (5.29) também é atendida, temos

a normalidade assintética para T, em K e/ou n. O

O Teorema 5.2.1 é restrito & norma do trago, mas é bem geral em relagdo a escolha
da métrica ¢(-,-). Para fins préticos, ainda é necessdrio encontrar uma classe de fungoes
¢(-,-) que atendam as condigoes do Teorema 5.2.1. Essa tarefa é relativamente simples, pela

linearidade da generalizacao proposta e é desenvolvida no teorema seguinte.

Teorema 5.2.2. Sejam Xi,..., X, séries temporais bivariadas i.i.d., estaciondrias e seja
Z i ®(Xi, X5), (5.35)
1<i<j<n

em que ®(X;, X;), dado em (5.24), € definida a partir das métricas dnp, drnp ou dacr.

Defina
1<i<j<n
em que Nnij € definido em (4.18). Entdo,
(MnVJ)_%Tn — N(0,1) quando n — oo e/ou K — oo, (5.36)

em que V. = U,g2’2) —UT(L?’) e, U,(LQ’Q) e U7(l3) sao definidas, respectivamente, por (5.31) e (5.32).

Demonstragao. A condi¢ao (5.28) é equivalente ao caso univariado. Resta mostrar que o

termo de segunda ordem da decomposicao de Hoeffding das métricas dyp e dacr atendem a
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condigao (5.28). Segue do caso univariado que, para X e Y v.a.’s independentes,
#(X,Y)=-2XY + XEY +YEX + EXY = -2(X —EX)(Y — EY).

Portanto, em (5.28)

&(Zire, Zjre) = —2(Zine — EZi1e)(Zj10 — EZj10)

E(Zire, Zjre)9(Ziom, Zjom) = AB(Zire — BZi1e)(Zj10 — BZj10)(Zizm — EZizm)(Zj2m — EZjom)
= 4Cov(Zi1e, Zizm)Cov(Zj1e, Zjom)-

Assim, a condicao (5.28) é verdadeira para a métrica dacr, pois se Z;1¢ = p,, (£), entao

Cov(py; (0), pi(m)) < Cov(py, (0), py(m)) = O(K ™),

para séries temporais lineares e estacionarias.
Assim, como no caso univariado, utilizando-se da relacdo dacr = Kdnp, o resultado
segue para a métrica dyp.
O

Para a métrica d;yp a extensao do resultado serd natural, desde que seja demonstrado o

caso univariado.

5.3 Estudo de Simulacao para o Caso Multivariado

Esta secao é dedicada ao estudo, através de simulacoes, do comportamento da estatistica
de teste B,, para séries temporais bivariadas e também para séries com componentes correla-
cionadas. Consideramos o caso linear estacionario, através dos modelos VAR, VMA, VARMA
e VARFIMA, definidos na Secao 5.1, e também alguns dos modelos nao lineares mais con-
hecidos, como VARCH e VGARCH, também definidos na Secéo 5.1.

5.3.1 Poder do Teste

Para estudar o comportamento da estatistica de teste no caso bivariado, primeiramente
realizamos uma simulacao para o poder do teste ao nivel nominal de 5%. Para isso, consider-
amos a seguinte configuracao dos grupos.

i) Para n = 12,24 e 100, geramos metade dessas séries, para diferentes valores de K, a
partir de um modelo VAR(1), com matriz dos coeficientes autorregressivos (l)gl), e a outra

metade das séries sao geradas a partir de um modelo VARMA(1,1), tendo como matriz dos
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coeficientes autorregressivos ¢§ ), e como matriz dos coeficientes de médias méveis 64, as

quais sao dadas por
(1) 0.5 0.1 (2) 0.8 0.2 0.5 0.1
= R = € 0 = .
2 (0.3 04 | # 0.6 0.1 ! 0.1 0.5

Tabela 5.1: Poder do teste a 5% para séries temporais bivariadas. Modelo VAR(1) contra modelo
VARMA(1,1) definidos em 1i).

n\ K| 50 100 200 500 | 1000 | 10000
12 0.850 | 0.998 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
24 0.998 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
50 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000

5.3.2 Simulacao para Comparar as Métricas dyyp, dp € dacF

Na Tabela 5.2 apresentamos um estudo de simulagao para comparar as métricas dyyp,
dp e dscr no caso bivariado, nas situagoes descritas a seguir.
Caso 1: As n séries foram geradas a partir de um modelo VAR(1), em que a matriz de

coeficientes autorregressisvos é dada por

0.5 0.1
= . 5.37
¢ ( 0.3 04 ) ( )
Caso 2: As n séries foram geradas a partir de um modelo VARMA(1,1), em que a matriz

de coeficientes autorregressisvos é dada por (5.37) e a matriz de coeficientes médias méveis é

0.8 0.2
6 = . (5.38)
0.6 0.1

Caso 3: Metade das n séries foi gerada a partir de um modelo VAR(1), em que a matriz

dada por

de coeficientes autorregressisvos é dada por (5.37) e a outra metade das séries foi gerada a
partir de um modelo VARMA(1,1) em que em que a matriz de coeficientes autorregressisvos

é dada por (5.38) e a matriz de coeficientes médias méveis é dada por

0.5 0.2
6 = . (5.39)
0.2 0.1

Caso 4: Metade das n séries foi gerada a partir de um modelo VAR(1), em que a matriz
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de coeficientes autorregressisvos é dada por (5.37) e a outra metade das séries foi gerada a

partir de um modelo VGARCH(1,1) em que em que os parametros sao dados pelas matrizes

1 0 0.2 0.3 0.3 0.4
C= , B= e A= . (5.40)
0.02 1 0.1 0.5 0.3 0.5

Caso 5: Metade das n séries foi gerada a partir de um modelo VARMA(1,1), em que a
matriz de coeficientes autorregressisvos é dada por (5.37) e a matriz de coeficientes autorre-
gressisvos é dada por (5.38). A outra metade das séries foi gerada a partir de um modelo
VGARCH(1,1) em que em que os parametros sao dados em (5.40).

Caso 6: Metade das n séries foi gerada a partir de um modelo VGARCH(1,1), em que os
parametros sao dados pelas matrizes em (5.40). A outra metade das séries foi gerada a partir

de um modelo VGARCH(1,1) em que em que os parametros sao dados pelas matrizes

1 0.01 0.5 0.0 0.3 0.04
o = , B*'= e A= . (5.41)
0.2 1 0.1 0.5 0.6 0.15

Para cada um dos casos consideramos n = 4,12 e 50, com K = 100, 300 e 1000. Realizamos
10000 replicagoes para cada um dos casos. Nos casos 3,4 e 5 podemos observar que a métrica

d;np obteve melhor desempenho e, entre as métricas testadas, ela é a melhor opgao.
5.3.3 Agrupamento de Séries Temporais Bivariadas Correlacionadas

Nesta subsecao, consideramos duas séries temporais correlacionadas como uma série tem-
poral bivariada. KEssa configuragdo permite testar alguma estrutura de correlagdo entre as
séries. Na Tabela 5.3, apresentamos os resultados de trés diferentes configuragoes de modelos.
Nos trés casos, 12 séries bivariadas sao simuladas, sendo divididas em dois grupos de 6. Para
cada série bivariada, sao simuladas duas séries univariadas componentes. As componentes
tém a mesma distribuicao e as inovacOes sdo correlacionadas. O parametro de correlacao p
assume valores em {0.0,0.2,0.5,0.9}. Para o Caso 1, no primeiro grupo, 6 séries bivariadas sao
simuladas, em que cada componente segue um processo AR(1) com parametro autorregressivo
¢ = 0.3. O segundo grupo é composto de 6 séries bivariadas, cujas componentes seguem um
processo AR(1) com parametro autorregressivo ¢ = 0.8. No Caso 2, o primeiro modelo é
um AR(1) com parametro autorregressivo ¢ = 0.5, e o segundo modelo é um ARCH(1) com
parametro ¢ = 0.5. Para o Caso 3, sao considerados os modelos ARMA(1,1), com parametros
¢ =0.3e60=0.5 eo0modelo GARCH(1,1) com parametros ¢g = 0.3 e ¢4 = 0.5. Em cada
um dos casos sao realizadas 1000 replicacoes.

Podemos observar que o aumento da correlacao afeta um pouco a eficicia da técnica de

agrupamento, principalmente para K pequeno.
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Tabela 5.2: Comparacao das métricas dryp, dp e dacr no caso bivariado em diferentes situagoes.
Os Casos 1 e 2 reportam os resultados para os Erros do Tipo I. O restante do Casos reportam o poder
do teste.

I dinp I dp \ dacr
Casos | n \ K 100 300 1000 100 300 1000 100 300 1000
4 0.051 | 0.050 | 0.048 || 0.054 | 0.054 | 0.048 || 0.057 | 0.051 | 0.051
Caso 1 | 12 0.045 | 0.052 | 0.050 || 0.050 | 0.050 | 0.047 || 0.045 | 0.045 | 0.046
50 0.048 | 0.050 | 0.048 || 0.046 | 0.048 | 0.050 || 0.047 | 0.048 | 0.046
4 0.050 | 0.052 | 0.049 || 0.055 | 0.052 | 0.050 || 0.055 | 0.055 | 0.051
Caso 2 | 12 0.045 | 0.049 | 0.050 || 0.046 | 0.050 | 0.051 || 0.047 | 0.045 | 0.044
50 0.049 | 0.051 | 0.048 || 0.044 | 0.048 | 0.050 || 0.051 | 0.048 | 0.047
4 0.601 | 0.998 | 1.000 || 0.073 | 0.124 | 0.368 || 0.429 | 0.646 | 0.983
Caso 3 | 12 0.995 | 1.000 | 1.000 || 0.195 | 0.485 | 0.996 || 0.915 | 0.999 | 1.000
50 1.000 | 1.000 | 1.000 || 0.833 | 1.000 | 1.000 || 1.000 | 1.000 | 1.000
4 0.238 | 0.884 | 0.541 || 0.005 | 0.004 | 0.007 || 0.447 | 0.788 | 0.966
Caso 4 | 12 0.819 | 0.999 | 0.994 || 0.005 | 0.010 | 0.010 || 0.956 | 0.999 | 1.000
50 1.000 | 1.000 | 1.000 || 0.003 | 0.005 | 0.001 || 1.000 | 1.000 | 1.000
4 0.941 | 1.000 | 1.000 || 0.000 | 0.054 | 0.037 || 0.811 | 0.937 | 1.000
Caso b | 12 1.000 | 1.000 | 1.000 || 0.004 | 0.328 | 0.047 || 0.999 | 1.000 | 1.000
50 1.000 | 1.000 | 1.000 || 0.000 | 0.552 | 0.143 || 1.000 | 1.000 | 1.000
4 0.049 | 0.049 | 0.050 || 0.002 | 0.000 | 0.007 || 0.048 | 0.048 | 0.049
Caso 6 | 12 0.050 | 0.050 | 0.050 || 0.005 | 0.003 | 0.003 || 0.046 | 0.048 | 0.051
50 0.047 | 0.048 | 0.047 || 0.001 | 0.008 | 0.000 || 0.043 | 0.047 | 0.048

Tabela 5.3: Percentual de acerto para agrupamento de séries temporais correlacionadas.
Casos \ p N\ K \ 50 \ 100 \ 200 \ 500 \ 1000 \ 10000

0.0 94.88 | 99.57 | 99.92 | 100 100 100
Caso1l | 0.2 95.30 | 99.60 | 99.93 | 99.98 | 100 100
0.5 94.47 | 99.53 | 99.90 | 99.98 | 100 100
0.9 90.50 | 98.33 | 99.77 | 99.97 | 100 100
0.0 85.35 | 95.05 | 99.13 | 99.95 | 100 100
Caso 2 0.2 85.00 | 94.32 | 99.10 | 99.93 | 100 100
0.5 83.27 | 94.50 | 98.95 | 99.97 | 100 100
0.9 83.62 | 93.00 | 98.38 | 99.95 | 100 100
0.0 97.90 | 99.77 | 99.93 | 100 100 100
Caso 3 0.2 98.02 | 99.72 | 99.98 | 100 | 99.98 | 100
0.5 97.83 | 99.48 | 99.97 | 99.98 | 99.98 | 100
0.9 95.82 | 99.17 | 99.73 | 99.98 | 100 100

5.3.4 Agrupamento de Séries Temporais Bivariadas

Nesta se¢ao, avaliamos a performance do nosso método de agrupamento em processos mul-
tivariados. Consideramos casos em que, sob Hg, a normalidade assintética da estatistica de
teste B, ocorre, quando utilizamos as métricas dacr, dyp € dryp. Também consideramos
situacoes em que nao sabemos se essa normalidade assintética da estatistica ocorre, que é o

caso dos modelos ndo lineares. As trés situacoes simuladas sdo descritas a seguir:
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Caso 1: VAR(1)xVAR(1). Consideramos 12 séries temporais bivariadas geradas a partir
de um modelo VAR(1), o qual é definido em (5.5). As primeiras 6 séries tém como ma-
triz dos coeficientes autorregressivos qbgl), e as 6 séries restantes tem matriz dos coeficientes

. 2 N
autorregressivos ¢§ ), as quais sao dadas por

¢(1) (05 0.1 o @ [ 08 0.2
oolos o4 Yooloe 01 )
Caso 2: VAR(1)xVARMA(1,1). Novamente consideramos 12 séries temporais bivariadas,
sendo 6 destas séries geradas a partir de um modelo VAR(1) com matriz dos coeficientes

autorregressivos q.’)gl), e as 6 séries restantes geradas a partir de um modelo VARMA(1,1),

com matrizes de coeficientes ¢§2) e 0. (bgl) e qﬁ?) sao iguais ao Caso 1 e 6y é dado por

0.5 0.1
0, = .
0.1 0.5

Caso 3: VAR(1)xVGARCH(1,1). Neste caso, consideramos um modelo nio-estacionario.
As 6 primeiras séries sao geradas a partir de um modelo VAR(1) com matriz dos coeficientes
autorregressivos ¢§1), dada no Caso 1. As outras 6 séries sdo geradas a partir de um modelo
VGARCH(1,1), o qual é definido na Subsecao 5.1.3. Através da representagao BEKK, a

matriz de variancia depende dos parametros A, B e C, os quais foram escolhidos como sendo

A= 0.3 04 . B= 0.2 0.3 o O = 1 0 .
0.3 0.5 0.1 0.5 0.02 1
Para cada um dos casos, foram realizadas 500 replicagoes.

Tabela 5.4: Percentual de acerto para agrupamento de séries temporais multivariadas.
K

50 ‘ 100 ‘ 200 ‘ 500 ‘ 1000 | 10000

Caso 1 || 81.87 | 94.00 | 98.20 | 99.67 | 99.93 100

Caso 2 || 93.50 | 97.55 | 98.68 | 99.60 | 100 100

Caso 3 || 82.15 | 90.70 | 96.25 | 98.78 | 99.28 | 99.73

Modelo

Podemos observar na Tabela 5.4 que, para o Caso 3, o método tem maior dificuldade para
chegar aos 100% de acerto. Um estudo mais aprofundado é necessédrio para descobrir se essa
dificuldade tem relagdo com a nao linearidade do modelo VGARCH. No Caso 2, o percentual

de acerto é bem razoavel, mesmo para amostras de tamanho pequeno.



Capitulo 6

Séries Temporais Com Outliers

As observacoes que desviam significativamente da média sao usualmente referidas na lite-
ratura como outliers ou valores atipicos. Por muito tempo essas observacoes foram eliminadas
dos conjuntos de dados, pois pensava-se que eram impurezas ou ruidos devido a erros de regis-
tro. No entanto, a partir de estudos como de Anscombe (1960), os outliers ganharam maior
atencao e atualmente existe uma variedade de aplicagdes, como monitoramento de condigoes
médicas, detecgao de fraudes, detecgao de invasdo de sistemas, diagndsticos de falhas (Jain
(2006), Ferdousi e Maeda (2006), Ueno (2003) e Maruyama e Matsuoka (2010)).

Em séries temporais, a relevancia dos outliers aumentou consideravelmente a partir do
trabalho de Fox (1972), que introduziu os conceitos de outlier do tipo I e do tipo II, também
denominados por outliers aditivos e outliers de inovacao. Mais tarde, os outliers também
comecaram a ser considerados com o desenvolvimento da teoria denominada analise de inter-
vencao. Essa teoria é constituida de métodos que lidam com séries temporais que foram afe-
tadas por acontecimentos inesperados e incontrolaveis, como, por exemplo, greves, mudancas
politicas, guerras e catastrofes ambientais, como os derramamentos de petrdleo e secas. Essa
area de estudo foi desenvolvida primeiramente por Box e Tiao (1975) e, posteriormente, por
Tiao (1985), Chang et al. (1988) e Abraham e Chuang (1993), entre outros.

Um dos problemas mais comuns na analise de séries temporais com outliers é o compro-
metimento dos procedimentos usuais de modelagem, que podem ser induzidos a identificacao
incorreta do modelo e & estimagao viesada dos pardmetros do modelo. Fajardo et al. (2009) es-
tudam o impacto de outliers aditivos nas estimativas de parametros de modelos estacionérios,
especialmente o modelo ARFIMA.

Como visto no Capitulo 3, a estacionariedade é necessédria para que, sob Hy, a estatistica
de teste com o ntcleo baseado em métricas como drnp, dnyp € dacr, seja assintoticamente
normal. No entanto, forcas exdgenas ou intervencoes podem fazer com que as séries se tornem
nao estaciondrias (Chareka et al. (2006)). Por esse motivo, desenvolvemos este capitulo para
estudar o comportamento da estatistica de teste B, em séries temporais com outliers. Na
Secao 6.1, apresentamos os outliers aditivos e os outliers de inovagao. Na Secao 6.2, uma

atengao especial é dada ao trabalho de Fajardo et al. (2009), o qual apresenta uma decom-

107
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posicao do periodograma para séries temporais com outliers. Na Secao 6.3 sao apresentadas
diversas simulagoes com o objetivo de estudar o comportamento do teste em séries temporais

com outliers aditivos.

6.1 Outliers

Box e Tiao (1975) propoem um modelo de intervengao mais geral que inclui trés tipos
de intervencoes importantes em séries temporais, que sao: mudancas de nivel, outliers de
inovagao e outliers aditivos. No entanto, para este trabalho consideramos somente o modelo
desenvolvido por Fox (1972), o qual abrange os efeitos dos outliers aditivos e de inovagao.

O outlier aditivo é caracterizado por ser ele a inica observagao afetada. O modelo para

este tipo de outlier, descrito por Fox (1972), é

p
Ut:quiUt_i—i—et, parat=1,...,n, (6.1)

i=1
em que ¢;, para ¢ = 1,...,p, sdo os parametros autorregressivos e £; sao i.i.d. N(O,a?). As

observacgoes Y; sao tais que

U t#£T
Y% — { ty se # Y (62)

Ur+ A, set="1T.

Assume-se que a série ndo tem tendéncia e os ¢;’s s@o tomados de tal forma que o processo
{U.}+ez seja estaciondrio. A ordem p da regressao é assumida conhecida. E possivel testar
se Y, para um determinado valor de T, é um outlier ou testar se existe algum outlier na
amostra Y. Estes procedimentos podem ser encontrados em Fox (1972).

Outro tipo de outlier comum é o outlier de inovagao. Fox (1972) definiu o seguinte modelo

para estes outliers

P
Y, = Z Yii + A+ ¢y, (6.3)
i=1
em que
0 t£T
Ay = » set# T, (6.4)
A, set="T,

e 08 ¢;’s e &; sao definidos como em (6.1). Entao, o outlier A afeta, ndo somente a observagao
Y7, mas também as observagoes subsequentes Yri1,..., Y.

Na Figura 6.1, apresentamos os efeitos de outliers aditivos e de outliers de inovagao em
um modelo ARFIMA(1,d,0), com parametro autorregressivo ¢; = 0.5 e com parametro de
integracao fraciondria d = 0.3. Adicionamos outliers de magnitude 0, 5 e 10, com p; definidos

em (6.6), dado por p; = 0.05 e com inovacoes normalmente distribuidas.
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Modelo ARFIMA(1,d D) com Outliers

Figura 6.1: Efeito de outliers aditivos e de inovagdo em um processo ARFIMA(1,d,0), com tamanho
K = 200 e para magnitudes w igual a 0,5 e 10.

6.2 Outliers Aditivos e Modelos Estacionarios

Observacoes com valores extremos podem afetar a modelagem e por este motivo a detecgao
de outliers é muito importante. Além disso, é importante saber o grau de impacto de outliers
sobre as estimativas dos parametros. Fajardo et al. (2009) estudam o impacto de outliers
aditivos nas estimativas de parametros de modelos estaciondrios, especialmente no modelo
ARFIMA e, em especial, apresentam uma decomposi¢ao do periodograma para séries tempo-
rais com outliers. Essa decomposicao é interessante pela alta dependéncia da magnitude do
outlier em um de seus termos. No trabalho de Fajardo et al. (2009) sao considerados processos
{Ui}tez fracamente estaciondrios e processos {Y;}iez contaminados por outliers aditivos, os

quais podem ser descritos por

m
i =U + ijXj,t, (6.5)
=

em que m é o numero maximo de outliers, o parametro w; representa a magnitude do j-ésimo

outlier e X (= X;) é uma varidvel aleatéria com distribui¢do de probabilidade
Pr(X;=-1)=Pr(X;=1)=pj/2 e Pr(X;=0)=1-pj, (6.6)

em que EX; =0e IEXJ2 = VarX; = p;. Esses outliers afetam a funcao de densidade espectral,

as autocorrelacoes e, consequentemente, o periodograma, que pode ser escrito como
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Iy(\) = Iy(\) + Aw), A€ (), (6.7)

em que Iy (\) é o periodograma da série Y,

K-1
Alw) = w—z + Y {(UT ~-U)+ Z (Up_p + Upyp —20) Cos(h)\)} + op(n_l),

2n T
h=1

e T é o tempo em que ocorre o outlier de magnitude w.

Pretendemos utilizar a propriedade do periodograma (6.7), que é a forte dependéncia da
magnitude w (da ordem de w?), para agrupamento e classificacdo de séries. Supondo que as
séries X1, ...,X,, n > 4, sao divididas em dois grupos, em que as primeiras n; > 2 séries tém
outliers e as no > 2, com nj + ny = n, séries nao tém outliers, espera-se que a discrepancia
entre os periodogramas de séries com outliers e de séries sem outliers contribua para um valor
grande das medidas entre grupos e um valor pequeno das medidas dentro dos grupos. Assim,
seria possivel separar séries com outliers de séries sem outliers e, além disso, se a diferenca
entre as magnitudes for razoavelmente grande, poderiamos separar as séries em grupos com
outliers de mesma magnitude. Este estudo de séries com outliers deve ser dividido em duas

etapas. Primeiramente considerando outliers aditivos e na sequéncia outliers de inovacgao.

6.3 Simulagao com Outliers Aditivos

Primeiramente, realizamos uma simulagao para comparar as métricas dyyp, dp € dacr
na presenga de outliers aditivos. Simulamos séries ARFIMA(1,d,0), em que o parametro
autorregressivo é ¢; = 0.5 e o parametro de integracdo fracionaria é d = 0.3. Adicionamos
outliers aditivos de magnitude 3, 5 e 10, com p; definido em (6.6), dado por p; = 0.05 e com
inovagoes normalmente distribuidas. Testamos a hipétese de homogeneidade Hy para grupos
de tamanho ng igual a 2,6 e 25, com K igual a 100, 300 e 1000. Os 4 grupos homogéneos
gerados sao: sem outliers (ou com outlier de magnitude 0); com um outlier de magnitude 3;
com um outlier de magnitude 5 e com um outlier de magnitude 10. As configuracoes testadas
sao0 3 x 0,5 x 0,10 x 0,5 x 3, 10 x 3 e 10 x 5. Foram realizadas 1000 replicagoes.

A partir dos resultados da Tabela 6.1, notamos que a métrica dyyp é a melhor opgao para
ser utilizada como ntcleo da estatistica de teste.

Realizamos uma simulagao para verificar se o método de agrupamento é apresenta bom
desempenho quando o objetivo é agrupar as séries com diferentes magnitudes de outliers. Na
Figura 6.2, apresentamos o resultado de simulacées com séries temporais com diferentes mag-
nitudes de outliers. Cada grupo tem tamanho ng, = 6, para g = 1,2, e os casos considerados

foram: amplitude w; = 3 contra amplitude wo = 0; amplitude w; = 5 contra amplitude
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Tabela 6.1: Comparacao da métricas dypyp, dp e dacr na presenca de outliers aditivos, através do
poder empirico.

1000 Replicacoes dinp dp dacr
wy xwy [n N\ K| 100 | 300 [ 1000 || 100 [ 300 | 1000 || 100 | 300 | 1000
4 0.670 [ 0.154 [ 0.422 | 0.480 [ 0.450 [ 0.570 [[ 0.550 | 0.630 | 0.480
3x0 |12 0.234 | 0.557 | 0.998 | 0.540 | 0.600 | 0.440 || 0.790 | 0.840 | 0.640
50 0.825 | 1.000 | 1.000 || 0.530 | 0.570 | 0.460 || 0.169 | 0.158 | 0.166
4 0.171 | 0.479 [ 0.971 | 0.590 | 0.300 | 0.560 | 0.810 | 0.780 | 0.730
5x0 |12 0.658 | 0.996 | 1.000 || 0.640 | 0.650 | 0.650 || 0.176 | 0.211 | 0.220
50 0.999 | 1.000 | 1.000 || 0.276 | 0.226 | 0.171 || 0.748 | 0.893 | 0.893
4 0.423 | 0.927 [ 1.000 || 0.174 | 0.214 | 0.156 || 0.221 | 0.234 | 0.272
10 x 0 |12 0.973 | 1.000 | 1.000 | 0.557 | 0.948 | 0.979 || 0.732 | 0.886 | 0.966
50 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 || 1.000 | 1.000 | 1.000
4 0.570 | 0.710 [ 0.125 || 0.590 | 0.510 | 0.540 | 0.610 | 0.500 | 0.610
5x3 |12 0.104 | 0.222 | 0.590 | 0.570 | 0.470 | 0.570 || 0.770 | 0.670 | 0.870
50 0.375 | 0.903 | 1.000 || 0.950 | 0.900 | 0.630 || 0.175 | 0.241 | 0.276
4 0.119 [ 0.340 [ 0.874 || 0.134 | 0.134 [ 0.128 || 0.114 | 0.158 | 0.171
10 x 3 | 12 0.422 | 0.961 | 1.000 || 0.474 | 0.832 | 0.893 || 0.345 | 0.613 | 0.738
50 0.998 | 1.000 | 1.000 || 0.999 | 1.000 | 1.000 || 0.973 | 1.000 | 1.000
4 0.570 | 0.940 [ 0.187 | 0.830 | 0.730 | 0.750 | 0.840 | 0.930 | 0.121
10 x 5 |12 0.114 | 0.372 | 0.891 || 0.281 | 0.510 | 0.615 || 0.153 | 0.218 | 0.390
50 0.559 | 0.989 | 1.000 || 0.963 | 1.000 | 1.000 || 0.563 | 0.904 | 0.992

wy = 0 e amplitude w; = 10 contra amplitude wy = 3. Devemos rejeitar Hy, ou seja, os p-
valores devem ser pequenos. Podemos observar uma certa dificuldade do método em rejeitar
a hipodtese nula, embora tenha funcionado bem para o caso 5 x 0, com K = 1000.

Na Tabela 6.2, apresentamos o poder do teste para séries temporais com outliers aditivos
de magnitude w e inovagoes independentes com distribuicao ¢. Diferentes configuragoes sao
testadas, incluindo dois valores distintos para os graus de liberdade, gl, da distribuicao t.
Sao considerados os graus de liberdade igual a 8 e 12. A caracteristica mais importante dos
resultados obtidos é que, mesmo na pior situagao simulada em que as magnitudes sao préximas
(caso 5 x 3), aumentando-se o tamanho amostral n e/ou o tamanho das séries K, o poder de
rejeicao do teste chega a 100%.

Como podemos observar nas Tabelas 6.2 e 6.3, as simulaces com 1000 replicagoes apresen-
tam resultado bem similares com as simulacoes com 10000 replicacoes, e os graus de liberdade
nao afetam visivelmente os resultados.

Realizamos também uma simulagao com o método de agrupamento para diferentes mag-
nitudes de outliers em séries temporais com inovagoes t. Sao considerados graus de liberdade

igual a 8 e 12 para os tamanhos K igual a 100,300 e 1000. Cada grupo de 6 séries é simulado
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Figura 6.2: Os p-valores do teste de 6 contra 6 séries com diferentes magnitudes de outliers.

Tabela 6.2: Poder do teste para diferentes magnitudes de outliers em séries temporais com inovagoes
t.

1000 Replicacoes gl=8 gl=12
w1 X Wa \ n N\ K | 100 \ 300 \ 1000 \ 100 \ 300 \ 1000
12 0.132 | 0.408 | 0.929 || 0.178 | 0.475 | 0.948
3x0 |24 0.309 | 0.774 | 0.999 || 0.367 | 0.906 | 1.000
100 0.982 | 1.000 | 1.000 || 0.990 | 1.000 | 1.000
12 0.480 | 0.963 | 1.000 || 0.519 | 0.976 | 1.000
5x0 |24 0.845 | 1.000 | 1.000 || 0.908 | 1.000 | 1.000
100 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
12 0.955 | 1.000 | 1.000 || 0.966 | 1.000 | 1.000
10x0 | 24 0.999 | 1.000 | 1.000 || 0.999 | 1.000 | 1.000
100 1.000 | 1.000 | 1.000 {| 1.000 | 1.000 | 1.000
12 0.084 | 0.192 | 0.567 || 0.099 | 0.211 | 0.536
5x3 |24 0.150 | 0.422 | 0.945 || 0.158 | 0.472 | 0.967
100 0.677 | 0.996 | 0.100 || 0.688 | 0.998 | 1.000
12 0.447 | 0.973 | 1.000 || 0.464 | 0.972 | 1.000
10x3 | 24 0.836 | 1.000 | 1.000 || 0.855 | 1.000 | 1.000
100 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
12 0.139 | 0.395 | 0.903 || 0.130 | 0.393 | 0.899
10x5 | 24 0.274 | 0.796 | 1.000 || 0.289 | 0.773 | 1.000
100 0.957 | 1.000 | 1.000 || 0.962 | 1.000 | 1.000

com uma magnitude w igual a 0,3,5 ou 10. O modelo considerado é o mesmo utilizado no

estudo apresentado na Figura 6.2. Os percentuais de acerto do método de agrupamento, uti-
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Tabela 6.3: Poder do teste para diferentes magnitudes de outliers em séries temporais com inovagoes

t.

10000 Replicagoes gl=8 gl=12
wy xwy [n N\ K| 100 | 300 [ 1000 [ 100 | 300 | 1000
12 0.155 | 0.408 [ 0.914 [[ 0.179 | 0.468 | 0.950
3x0 |24 0.320 | 0.813 | 0.999 || 0.365 | 0.875 | 1.000
100 0.968 | 1.000 | 1.000 || 0.985 | 1.000 | 1.000
12 0.491 | 0.963 | 1.000 || 0.541 [ 0.979 | 1.000
5x0 |24 0.861 | 1.000 | 1.000 || 0.90.0 | 1.000 | 1.000
100 1.000 | 1.000 | 1.000 || 1.000 | 1.000 | 1.000
12 0.952 | 1.000 | 1.000 || 0.958 | 1.000 | 1.000
10x0 |24 0.999 | 1.000 | 1.000 || 0.999 | 1.000 | 1.000
100 1.000 | 1.000 | 1.000 || 1.000 | 1.000 | 1.000
12 0.093 | 0.190 | 0.553 |[ 0.9.40 | 0.200 | 0.573
5x3 |24 0.163 | 0.438 | 0.943 || 0.166 | 0.457 | 0.954
100 0.690 | 0.998 | 0.100 || 0.716 | 0.998 | 1.000
12 0.475 | 0.964 | 1.000 || 0.480 | 0.967 | 1.000
10 x 3 |24 0.854 | 1.000 | 1.000 || 0.860 | 0.100 | 1.000
100 1.000 | 1.000 | 1.000 || 1.000 | 0.100 | 1.000
12 0.139 | 0.383 [ 0.908 || 0.134 | 0.370 | 0.894
10x5 |24 0.308 | 0.800 | 0.999 || 0.290 | 0.790 | 0.999
100 0.960 | 1.000 | 1.000 || 0.946 | 0.100 | 1.000

lizando a métrica dyyp, com todas as possiveis combinagoes de magnitudes, estao na Tabela

6.4.

Tabela 6.4: Percentual de acerto para o método de agrupamento, para diferentes magnitudes de outliers

em séries temporais com inovagoes t.

500 Replicagoes

gl=8

gl=12

wy X wy \ K

100 | 300 [ 1000 |

100 | 300 [ 1000

3x0
5 x0
10 x 0
9 X 3
10 x 3
10 x 5

68.63
83.90
96.10
65.52
81.15
67.95

70.63
96.13
99.60
62.85
95.80
67.80

85.45
99.88
99.98
66.27
99.93

77.68

69.10
84.42
96.38
66.30
82.67
66.22

73.08
96.85
99.70
65.10
95.07
67.40

88.85
99.90
99.97
67.47
99.97
75.35
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Tabela 6.5: Poder do teste para séries nao estacionarias com outliers e inovagoes t.

500 Replicacoes dinp dp
wy Xwy [n N\ K[ 100 [ 300 [ 1000 | 100 [ 300 [ 1000
4 0.046 | 0.044 [ 0.046 | 0.052 | 0.052 [ 0.066
3x0 |12 0.054 | 0.054 | 0.056 | 0.044 | 0.036 | 0.054
25 0.050 | 0.072 | 0.098 || 0.030 | 0.040 | 0.046
4 0.066 | 0.076 | 0.096 | 0.066 | 0.054 | 0.042
5x0 |12 0.064 | 0.094 | 0.124 | 0.050 | 0.050 | 0.054
25 0.132 | 0.276 | 0.464 || 0.044 | 0.052 | 0.050
4 0.126 | 0.182 [ 0.266 | 0.044 | 0.066 | 0.044
10x 0 | 12 0.210 | 0.422 | 0.460 | 0.048 | 0.052 | 0.054
25 0.782 | 0.952 | 0.998 || 0.046 | 0.052 | 0.048
4 0.056 | 0.060 | 0.048 | 0.070 | 0.062 | 0.064
5x3 |12 0.054 | 0.062 | 0.074 || 0.054 | 0.062 | 0.050
25 0.074 | 0.130 | 0.164 || 0.050 | 0.054 | 0.054
4 0.096 | 0.170 | 0.218 | 0.044 | 0.054 | 0.054
10 x 3 | 12 0.154 | 0.266 | 0.330 | 0.046 | 0.054 | 0.042
25 0.728 | 0.932 | 0.980 || 0.052 | 0.052 | 0.038
4 0.088 | 0.114 | 0.094 | 0.060 | 0.040 | 0.060
10 x5 |12 0.134 | 0.222 | 0.198 || 0.040 | 0.050 | 0.058
25 0.440 | 0.656 | 0.694 || 0.050 | 0.050 | 0.052




Capitulo 7

Discussao

Um dos objetivos iniciais deste trabalho foi a adaptagdo dos resultados de Pinheiro et al.
(2009) para séries temporais. Nestes resultados inclui-se a normalidade assintética da es-
tatistica de teste, para a homogeneidade de G grupos de séries temporais. Como esta es-
tatistica depende da escolha de um ntcleo e esse é aplicado em séries temporais, a convergéncia
da estatistica de teste esta vinculada a escolha do ntcleo e, consequentemente, a uma classe
dessas séries temporais. No Capitulo 3 apresentamos uma classe de nicleos em que, sob a
hipétese de homogeneidade dos grupos e para séries temporais lineares, as estatisticas de teste
associados sao assintoticamente normais. No entanto, essa classe depende do conhecimento
prévio dos momentos da série, o que é um problema para fins praticos.

A utilizacdo de métricas para séries temporais como nucleos da estatistica de teste é
fundamental. Por serem baseadas em ferramentas conhecidas e bastante estudadas na lite-
ratura de séries temporais, como, por exemplo, o periodograma e a autocorrelagdo amostral,
é possivel utilizar suas propriedades para obter a normalidade assintotica das estatisticas de
teste baseadas nesses niicleos. Um caracteristica destes resultados é a razao de convergéncia
que, sob a hipétese de homogeneidade dos grupos, é da ordem de nVK.

Outro resultado importante desse trabalho é a obtencao da distribuicao assintdtica da
estatistica de teste sob a hipdtese de heterogeneidade dentro dos grupos. Observamos que a
média da estatistica de teste depende diretamente da configuragao dos grupos. Basicamente,
a média aumenta juntamente com a similaridade dentro dos grupos e dissimilaridade entre
os grupos, e diminui a medida a similaridade dentro dos grupos e dissimilaridade entre os
grupos diminuem. Isso se reflete nos p-valores, proporcionando métodos para agrupamento
e classificacdo. Esses métodos sao baseados no fato de que o menor p-valor indica uma
maior dissimilaridade dos grupos testados. Assim, testamos todos os agrupamentos possiveis
e escolhemos o que tem o menor p-valor. Esse método de agrupamento é comparado, através
de simulagoes, com alguns dos métodos mais conhecidos na literatura e, nas situacoes testadas,
apresenta um desempenho superior ou, no minimo, igual.

Um estudo de simulacao indica que, para as situagoes testadas, a métrica dpyp é superior

adyp, dp e dacr. No entanto, a classe de séries temporais na qual a métrica dp é aplicavel
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é, possivelmente, maior que as demais citadas, possibilitando inclusive diferenciar séries nao
estaciondrias de séries nao estaciondrias.

A definigdo de uma métrica para séries temporais bivariadas e a obtengao da normalidade
assintética da estatistica de teste para essas séries, sob a hip6tese nula, é um importante avango
para a incorporacao de estruturas de dependéncia entre as séries. Um estudo de simulagao
indica que o método de agrupamento tem desempenho semelhante ao caso univariado.

A estatistica de teste e o método de agrupamento também sdo estudados, através de
simulacao, utilizando séries temporais com outliers. Nesse caso, consideramos a magnitude
dos outliers como sendo a caracteristica diferencial dos grupos. Pode-se observar que, com
magnitudes com diferengas maiores que 2, ja é possivel agrupar. No entanto, para obtermos
100% de sucesso no agrupamento é necessario diferengas maiores.

Para encontrar os dois grupos com maior similaridade dos elementos dentro do grupo e
com maior dissimilaridade entre os grupos, sao necessarios um numero de testes da ordem de
27~1 Todos esses testes demandam um procedimento bootstrap e, portanto, sdo computa-
cionalmente intensivos. Se o objetivo é agrupar em 3 diferentes grupos, o ntimero de testes
serd da ordem de 3"~ !. Portanto, um desafio deste trabalho serd encontrar um maneira de
tornar essa técnica mais eficiente computacionalmente, embora a classificagao com trés grupos
seja igualmente eficiente e rapida. Uma questao em aberto é a demonstragdo da normalidade
assintética da estatistica de teste para a métrica drnp.

A ampliacao e generalizagdo das métricas e a generalizagdo das U-estatisticas de grau 2
para U-estatisticas de grau p sao objetivos do projeto de pés-doutorado, o qual foi submetido

a Fapesp sob a supervisao do Professor Dr. Pedro Alberto Morettin.
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Apéndice

Alguns Tépicos sobre Séries Temporais

Uma série temporal é um registro de valores de qualquer quantidade varidvel medida em
diferentes pontos do tempo. De uma maneira mais formal, diz que uma série temporal é uma
amostra de um processo estocastico. Neste capitulo, reunimos alguns conceitos basicos de

séries temporais.

Propriedades Basicas

Na andlise classica de séries temporais, duas suposi¢oes sao comuns para inferéncia: (i)
estacionariedade e (ii) linearidade. Nesta segdo, apresentamos algumas das principais pro-

priedades de séries temporais.

Estacionariedade

A série X; é denominada estaciondria se suas propriedades estatisticas nao mudam com
o tempo. Mais precisamente, X; é dita ser completamente estaciondria ou fortemente esta-
ciondria se, para qualquer conjunto {t1,...,t,}, e qualquer inteiro k, a distribui¢ao de prob-
abilidade conjunta de {Xy,,..., X, } é idéntica & distribuicao de probabilidade conjunta de
{Xt, 4k, Xt,+k}. Mais estritamente, diz-se que X; é fracamente estaciondria ou esta-
ctondria de ordem 2 se somente os momentos comuns até ordem 2 das distribuictes de
probabilidade acima existem e sdo idénticos. As séries que sdo fracamente estaciondrias sao

usualmente chamadas de estaciondrias, e neste caso tem-se

EX; =pu e EX? = po,

em que p e pp independem de t. Consequentemente, VarX; = o2 independe de ¢t. Além
disso, E(X;X;) serd uma funcao de (t — s). Assim, para uma série estaciondria, a média e a
covariancia de X; permanece constante ao longo do tempo, e a covaridncia entre quaisquer dois

valores X;, X, dependem somente da separacao no tempo e nao da localizacao individual.

123
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Funcao de Auto-Covariancia e Auto-Correlagao

Se considerarmos Cov(Xy, X¢1), podemos ver que esta quantidade depende somente de k

e nao de t. Dessa forma, podemos reescrever

Cov(Xy, Xitx) = E(Xy — p) (Xer — 1) (1)
=~(k), r €Z. (2)

A funcao I'(+) é chamado de func¢do de autocovariancia de X;. A fungao de autocorrelagao é

definida por

(k)
p(k) = —=. (3)
7(0)
Processos Gaussianos
Um processo { X }ez € dito ser Gaussiano se, para todo ti, ..., t,, o conjunto de varidveis
aleatérias {X3,,..., X, } tem distribui¢ao normal multivariada. Como a distribuigdo normal

multivariada é completamente determinada pela média e a matriz de variancias e covariancias,

segue que, se {X;}iez é Gaussiano e estacionério, entdo {X;}iez é fortemente estaciondrio.

Funcao Densidade Espectral

Quando (k) decai para zero suficientemente rapido, de tal forma que > 22 v(k) < oo,
pode-se introduzir a Transformada Discreta de Fourier de ~(-), a saber
oo

flw)=— y(k)e ™k —r<w < (4)

k=—o00

A fungao f(w) é chamado de func¢do densidade espectral de X;. Invertendo-se (4), tem-se

~v(k) = _Tr f(w)ei“’k, ke Z. (5)

Pode ser mostrado que, mesmo se (-) nao decai suficientemente répido para que a fungao
f(+) exista, pode-se ainda representar v(-) de forma similar a (5), utilizando a transformada

generalizada de Fourier, a saber

A = [ " AR (W), (6)

—Tr

em que F(w) é uma funcio ndo decrescente, com F(—7) = 0, F(7) = 02, denominada func¢do



125

de distribui¢ao espectral. Quando f(-) existe, tem-se dF(w) = f(w)dw e

F) = [ fw)do. (7)

—T
Correspondente a (5), existe uma representacao analoga para X;. Suponha que EX; = 0,

entao

X, = / " etz (W), (8)

—T
em que Z(w) é um processo estocastico (a valor complexo) com incrementos ortogonais, isto é,

EdZ(w)dZ*(w'") = 0, para w # ' e é relacionado com F(w) por

E|dZ(w)|* = dH (w). (9)

A equacao (9) é chamada representagao espectral de X, e significa, na pratica, que qualquer
série temporal, a tempo discreto, estaciondria, pode ser representada como uma soma de senos
e cossenos envolvendo frequéncias, que variam continuamente no intervalo (—m, 7), amplitudes

aleatérias denotadas por |dZ(w)| e fases aleatérias denotadas por arg{dZ(w)}.

Representacao Linear para Processos Estacionarios

Uma representacao linear alternativa para um processo estacionario que também envolve
varidveis ortogonais é a seguinte. Considere um processo estacionario de média zero, Xz, com

representacao espectral

X = /7r e dz(w). (10)

—Tr
Priestley (1988) mostra que se X; tem espectro absolutamente continuo, isto é, a funcao

densidade espectral, f, (w), existe para todo w, entao este pode ser representado da forma

o0
Xi= > Nut-u, (11)

Uu=—ox
que é uma combinacao linear do passado, presente e futuro de um processo nao-correlacionado
¢. Se uma condicdo mais forte é imposta para f, (w), entdo X; pode ser representado por
uma combinacao linear somente do passado e do presente, de um processo nao-correlacionado.

Esta condic@o extra é que log f, (w) seja integravel, isto ¢,

/7T log f (w)dw > —o0. (12)

—Tr

Sob tal condigao, pode-se encontrar uma funcao h(w) satisfazendo
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fy(@) = [h(w)]? = h(w)h*(w), (13)
e tendo série de fourier unilateral
OO .
h(w) =) nue ™" (14)
u=0

Dessa forma, obtém-se uma representacao linear unilateral para X;, que é dada por

o0
Xe=> TuEru (15)
u=0

Revisao em Modelos Lineares
A forma mais geral de escrever um modelo para X; é

(-, Xi—o, Xi—1, X, X1, Xigo, -+ ) = &y, (16)

em que &; é processo ruido branco e h alguma funcao pré-estabelecida. Na pratica, assume-se
que h é uma funcao linear de ..., X;_o, Xy—1, Xy, Xiv1, X490, ... de tal maneira que (16) pode

ser escrita da forma

Z oy Xy = €t, (17)
u=0

em que {ay,} é uma sequéncia de constantes.
Introduzindo o operador “backward shift”, B, definido por BX; = X;_1, B2X, = X9,

..., (17) pode ser expressa da forma
H(B)X; =&, (18)
em que
[ee]
H(z) = huz" (19)
u=0

A funcdo H pode ser invertida permitindo-se escrever X; como uma fungio linear do

presente e do passado de &;, como

X, = H Y(B)ey, (20)

e se H~!(z) é analitica (isto é, se H(z) ndo possui raizes dentro do circulo unitdrio), ela pode
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ser escrita da forma

H_l(z):go+glz—|—ggz2—|—--- . (21)

Assim X; pode ser reescrito como

Xt - Z Gut—u, (22)
u=0
ou
X, = G(B)ey, (23)
em que
G(B) = Zguz“. (24)
u=0

A relagdo entre H(2) e G(z) é dada por G(z) = H 1(2) ou G(2)H 1(2) = 1.

Modelos AR, MA e ARMA
Mandelbrot (1965) e Mandelbrot e Van Ness (1968) definem o Movimento Browniano Fra-

ctondrio, que é um processo estocdstico estacionario com longa dependéncia a tempo continuo,
para explicar o efeito Hurst. O nome de efeito Hurst foi dado para explicar o comportamento
de dependéncia entre as observagoes, mesmo distantes, proposto primeiramente pelo hidrolo-
gista Harold E. Hurst, em 1951, enquanto investigava a série temporal dos niveis do rio Nilo.
Em seguida, Mandelbrot e Wallis (1969) define o Ruido Gaussiano Fraciondrio que é uma
versao do Movimento Browniano Fracionario a tempo discreto, mostrando que este processo
também exibe o efeito Hurst. Posteriormente, Box e Jenkins (1976) introduziram a classe dos
processos autorregressivos de médias méveis (ARMA).

Esses modelos lineares podem ser definidos a partir de suposicoes para a funcao G.

Assumindo-se que G~!(z)(= H(z)) pode ser aproximada por um polinémio de ordem finita,

Gl (2)=1+aiz+ - +ap?, (25)

entao (22) reduz-se a um processo AR(p)

Xt + alXt_l + -+ apXt_p = &¢. (26)

Se G(z) pode ser aproximada por polinémio de ordem finita da forma,
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G(z) =1+biz+---+bg24, (27)

entao (22) reduz-se a um processo MA(q)

Xt =&+ blft—l + -+ chft_q. (28)
Se G(z) pode ser escrita da forma

_ Ltbiz 4+ bg21

G(z) = , 29
G = e T ap (29)

entao, (22) reduz-se a um processo ARMA(p, q), e pode ser escrito da forma
Xie+ta Xy 1+ + apXt_p =g+ b1+ + bq€t_q. (30)

Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981) estendem a classe de processos ARIMA, definidos
em Box et al. (1994), para os chamados processos autorregressivos de médias maoveis com in-
tegragdo fraciondria, denotados por ARFIMA(p,d, q). Esses processos sao conhecidos por
possuirem longa dependéncia e sao estacionarios quando d € (0,0.5). Para a situagdo univari-

ada, considere {X;};cz um processo estocdstico satisfazendo a equagao

@(ﬂ)Vd(ﬁ)(Xt — p) = O(B)et, para todo t € Z, (31)

em que p é a média do processo, {et }1ez é 0 processo ruido branco, ®(-) e ©(+) sao os polindémios
em (3, sendo 8 o operador de defasagem e V%(3) o operador diferenca. Entdo, {X;}iez é
chamado de processo autorregressivo fracionariamente integrado de média mdvel de ordem
(p,d,q), denotado por ARFIMA(p,d,q), em que d é o grau ou parametro de diferenciagao, p
¢ o grau do polinémio ®(-) e ¢ é o grau do polinémio O(-).

Para a estimacdao do parametro d, um grande numero de procedimentos é sugerido na
literatura, como pode ser visto em Geweke e Porter-Hudak (1983), Reisen (1994), Robinson
(1995a) e Robinson (1995b).

Modelos Lineares e Estacionariedade

Todo processo estacionario que tenha espectro puramente continuo e densidade espectral

fx (w) pode ser representado de forma linear

Xi= > Mt (32)

U=—00

e se f, (w) satisfaz a condicao (12), a equacao (32) pode ser reescrita da forma
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Xe=> e, (33)
u=0

desde que {e;} seja uma sequéncia de varidveis estritamente independentes. Esta propriedade
é chamada causalidade. Se {X;}icz é um processo Gaussiano, entdo podemos relaxar a
hipétese de independéncia e assumir somente que {&;} seja uma sequéncia de varidveis nao-
correlacionadas.

Seja {et }1ez uma sequéncia da varidveis aleatérias i.i.d. e seja

Xt = G( &1, 5t)> (34)

em que G é uma funcdo mensuravel, tal que X; é a prépria variavel aleatéria. Entao, o
processo { Xy }tez é causal no sentido de que depende somente de Fy = (...,e4-1,&¢) e ndo das
inovagoes futuras 41,449, .... A classe de processos (34) é bem ampla.

Estacionariedade e causalidade sao dois conceitos relacionados, mas nao necessariamente
equivalentes. Para ilustrar este ponto considere {g;} um ruido branco com Vare; < oo e
considere, por exemplo, o processo y; = €; + €441, €sse processo € estaciondrio mas nao é
causal, uma vez que y; depende dos valores futuros da seqiiéncia {e;}. Por outro lado, o
processo y; = £ + €¢—1 € causal e estaciondrio (Palma (2007)).

Assuma que {X;}iez tem média zero e funcao de variancia finita. Se {X;}iez é “short-

range dependent”, a saber

> (k)| < oo, (35)
k=0

entao a densidade spectral

flw) = % kZZ’y(k)eikw, w € R, (36)
(S

é continua e limitada.
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