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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é o estudo de aplicagoes harmonicas em variedades
flag generalizadas. Na primeira parte do trabalho, consideramos aplicagoes cujo dominio é
uma superficie de Riemann. Provamos que toda aplicacao holomorfa-horizontal na variedade
flag é uma aplicag¢do equiharmaonica (ie, harmonica com respeito a cada métrica invariante na
variedade flag). Obtemos também as férmulas de Pliicker para curvas holomorfa-horizontais
na variedade flag maximal.

Na segunda parte do trabalho, consideramos aplicagoes harmonicas cujo dominio possui
dimensao 1 ( ie, geodésicas) na variedade flag. Provamos que toda variedade flag generalizada
admite curvas que sao geodésicas com respeito a cada métrica invariante. Tais curvas sao
chamadas equigeodésicas. Fornecemos uma descricao algébrica para tais curvas e exibimos

familias de equigeodésicas em diversas familias de variedades flag.
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Abstract

The main goal of this work is the study of harmonic maps in generalized flag manifolds.
In the first part of the work, we consider maps whose domain is a Riemann surface. We
prove that every holomorphic-horizontal map in the flag manifold is an equiharmonic map
(i.e. harmonic with respect to each invariant metric in the flag manifold). We also obtain
the Pliicker formulae for holomorphic-horizontal curves in full flag manifolds.

In the second part of the work, we consider harmonic maps whose domain has dimension
one (i.e. geodesics) in the flag manifold. We prove that every generalized flag manifold
admit curves that are geodesics with respect to each invariant metric. Such curves are called
equigeodesics. We provide an algebraic characterization for such curves and exhibit families

of equigeodesics in several families of flag manifolds.

viil



Sumario

Introducao 1

1 Conceitos Preliminares

1.1 Variedades flag generalizadas . . . . . . . . .. ... . oo
1.1.1 Classificagao das variedades flag . . . . . . . . .. ... ... ... .. 15
1.1.2  Estruturas quase-complexas e f-estruturas . . . . . . . . ... .. .. 17
1.1.3 Métricas Invariantes . . . . . . . . . ... 18
1.2 Superficies de Riemann . . . . . . ... ... ... 0L 19
1.3 Aplicagoes Harmonicas . . . . . . . . .. ... 20
2 Aplicagoes equiharmonicas e holomorfa-horizontais 26
2.1 Relagoes entre aplicagoes harmonicas e holomorfa-horizontais generalizadas
em Fg . . . . . e 26
2.2 Foérmulas de Pliicker para curvas holomorfa- horizontais em variedades flag
MaximaisS . . . . . . . oo e e e e e e e e e e 31
3 Equigeodésicas em variedades flag 39
3.1 Geodésicas Homogeéneas . . . . . . . . . . .. . .. 39
3.2 Equigeodésicas em variedades flag . . . . . . .. ..o 43
3.3 Variedades flag generalizadas de SU(n) . . . . . ... .. ... ... ... .. 47
3.4 Variedades flag generalizadas com dois somandos isotrépicos . . . . . . . .. 56

X



SUMARIO

X

3.4.1 Variedades flag de grupos de Lie excepcionais . . . . . . .. ... .. 61

3.4.2  Variedades flag de grupos de Lie cldssicos . . . . . . ... .. .. ... 70
Apéndice: Raizes positivas das algebras de Lie excepcionais 75
Algebra deLiede Fg . . . . . . . . . 76
Algebra de Liede F7 . . . . . . . 76
Algebra de Liede Eg . . . . . . . . o 7
Algebra de Liede Fy . . . . . . . 78
Algebra deLiede Gy . . . . . . . . . 78
Referéncias Bibliograficas 79



Introducao

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Uma aplicagao diferencidvel

f:(M,g) — (N, h) é dita harmonica se f for um ponto critico do funcional energia

B = [ 1P,

Exemplos bem conhecidos de aplicagoes harmonicas sao as geodésicas e as superficies
minimas, que sao objetos classicos de estudo em geometria diferencial.

Nosso principal objetivo serd estudar aplicacoes harmonicas numa classe de espacos ho-
mogeéneos nao-simétricos chamadas variedades flag generalizadas.

No contexto de espagos homogéneos, é bastante natural considerar objetos que sao inva-
riantes pela agao do grupo de transformacoes. Desta forma o contexto escolhido é o ambiente
Riemanniano invariante, isto é, utilizaremos somente métricas Riemannianas invariantes nas
variedades flag.

E conhecido que variedades flag generalizadas possuem uma rica geometria (Riemanni-
ana e Hermitiana), cf. [3] e [40], além de uma boa descricdo em termos da Teoria de Lie
(grupos e algebras). De fato, grande parte dos objetos invariantes numa variedade flag tem
sua descricao simplificada, o que permite na maioria das vezes solugoes explicitas para certos
problemas. Podemos citar, por exemplo, a situacao de se encontrar métricas de Einstein. Sa-
bemos que as equacoes de Einstein para uma métrica Riemanniana geral formam um sistema
de equacoes diferenciais parciais. Quando restringimos este problema ao caso invariante, as
equacoes de Einstein sao dadas por um sistema algébrico de equacoes, que embora ainda

seja nao-trivial é mais tratavel que um sistema de equagoes parciais.



SUMARIO )

A geometria invariante de variedades flag tem sido objeto de estudos recentes sobre vérios
aspectos como geodésicas, métricas de Einstein, aplicacbes harmonicas, fluxos de Ricci e
estruturas Hermitianas. Veja, por exemplo, [1], [4], [15], [21], [24], [22], [36], [40].

Nosso estudo sobre aplicagoes harmonicas se dividirda em duas partes: a primeira parte
diz respeito a aplicagoes harmonicas cujo dominio é uma superficie de Riemann e a segunda
parte trata de geodésicas (que s@o aplicagoes harmonicas com dominio 1-dimensional). Des-
creveremos com mais detalhes os problemas que abordamos e nossos resultados relativos
a cada parte do trabalho. Iniciamos com as aplicacoes harmoénicas cujo dominio é uma

superficie de Riemann.

A classificacdo de aplicagoes harmonicas em espacos simétricos inicia-se com Calabi em
[14], que discutiu a classificacdo das aplicagdes harmoénicas cujo dominio era a esfera 2-
dimensional e o contra-dominio era uma esfera 2n-dimensional. A principal ideia nesse
trabalho ¢ a seguinte: considere uma aplicacao g : S? — SO(2n+1)/U(n) que seja holomorfa
e horizontal (ie. a imagem de g é tangente a uma distribuigao horizontal do fibrado tangente
holomorfo de SO(2n + 1)/U(n)). A aplicagao g tem a propriedade que m o g : S* —
S?m ¢ uma aplicagao harmonica, onde m é a projecao da fibragao de SO(2n + 1)/U(n) em
52, Vice-versa, dado uma aplicacdo harmoénica f : S — S?", entdo existe uma aplicacao
f 8% = SO2n + 1)/U(n) que é holomorfa e horizontal. Desta forma, o estudo das
aplicacoes harmonicas pode ser feito através do estudo de curvas holomorfas na variedade
(flag) SO(2n+1)/U(n). Observe que com este método torna-se possivel o uso de ferramentas

de analise e geometria complexa.

Posteriormente, Eells ¢ Wood em [18] classificaram as aplicagoes harmonicas de S? no
espaco projetivo complexo CP™ utilizando métodos semelhantes, isto é, provando que existe
uma correspondéncia 1-1 entre as aplicagoes harmonicas e curvas holomorfa-horizontais em
certas variedades flag. Na prova foi fundamental que a aplicacao em CP" era levantada para
uma variedade flag de SU(n).

Negreiros, em [34], mostrou que as aplicagoes holomorfa-horizontais nas variedades flag
de SU(n), utilizadas na construgao de Eells-Wood, eram aplicagdes harmonicas. Na verdade,
foi mostrado que estas aplicacoes tem uma interessante propriedade: elas sao harmonicas
com respeito a todas as métricas invariantes na variedade flag. Observamos que Negreiros

nao utilizou explicitamente ferramentas da teoria de Lie nesse trabalho.

Black, em [8], chamou as aplicagoes que sao harmonicas com respeito a todas as métricas
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invariantes na variedade flag de aplicacoes equiharmonicas. Black estudou as aplicagoes
equiharmonicas utilizando teoria de Lie e a teoria de f-estruturas introduzida por Yano em
[46], obtendo diversos resultados interessantes.

Baseados nas ideias de Negreiros e de Black, conseguimos estender o resultado de Ne-

greiros ([34]) para variedades flag mais gerais. Nossa primeira contribuigao é a seguinte:

Teorema A: Toda curva holomorfa-horizontal numa variedade flag generalizada é uma

aplicacao equiharmonica.

O resultado acima fornece uma classe de exemplos de aplicacoes equiharmonicas e foi
utilizado no estudo da estabilidade de tais aplica¢oes em [36].

Bryant, em [11], mostrou que as variedades flag maximais sdo espagos total de uma
fibracao sobre espaco simétricos, com a propriedades que curvas holomorfas-horizontais no
flag projetam em aplicagoes harmonicas no espago simétrico. De maneira mais explicita,
seja M uma superficie de Riemann, G/T uma variedade flag maximal (T toro maximal
de G), G/H é um espaco simétrico (T' C H) e 7 : G/T — G/H a projegao natural. Se
h: M — G/T é uma aplicagdo holomorfa-horizontal entdao f = moh : M — G/H é uma
aplicagao harmonica. Bryant também descreveu explicitamente a distribuicao horizontal de
uma variedade flag maximal munida com uma estrutura complexa invariante. Tal descri¢ao
¢é dada em termos de espacos de raizes da algebra de Lie de G.

Yang, em [43] e [44], usando a descri¢ao da distribui¢do horizontal dada por Bryant,
observou que as férmulas de Pliicker classicas para aplicagoes holomorfas f : M — CP" =
SU(n)/S(U(1)xU(n—1)), sendo M uma superficie de Riemann, podem ser obtidas a partir
do seu levantamento horizontal para SU(n)/T.

As férmulas de Pliicker classicas para curvas holomorfas em CP™ sao obtidas através de
curvas associadas. Seja f = fo: M — CP™ uma aplicacao holomorfa. Podemos levantar f
localmente a uma aplicacao em C""!, isto ¢, na vizinhanca de qualquer ponto p € M podemos
encontrar uma fungao v a valores em C"™! tal que f(z2) = [vo(2),...,v,(2)]. Definimos a

i-ésima curva associada a f: f; : M — Gri . C"t c CPY por
fiz) = [(z) AV (2) AL A (2)],

onde 0 <i<n—1eGri;C"! denota a variedade de Grassmann de i + 1-planos em C"*1.

Seja d; o grau de f;(M) C CPY como curva algébrica e seja #; o indice de ramificacio total
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de f;. Entao, as férmulas de Pliicker classicas sao dadas por
29_2_#i:di—1_2di+di+17 OSZSTL—L

onde d_; =d, =0e g éo género de M.

De acordo com [25], estas férmulas sdo um tipo de Teorema de Gauss-Bonnet, pois
relacionam topologia (género da superficie de Riemann) com geometria (o lado direito da
expressao pode ser entendido como a curvatura de uma métrica degenerada em M) e tem
vérias aplicagdes em geometria algébrica. Para mais detalhes, veja [25].

Além da interpretacao das formulas de Pliicker usando curvas holomorfa-horizontais em
SU(n)/T, Yang também usou o mesmo método para calcular as expressoes andlogas para cur-
vas holomorfas em SO(n)/T. Estas expressoes ainda sao chamadas de férmulas de Pliicker.

Nossa contribuicao, neste sentido, foi escrever as formulas de Pliicker para curvas holomorfa-
horizontais em qualquer variedade flag maximal sob um ponto de vista unificado. Ressal-
tamos que foi utilizada fortemente a descricao das variedades flag maximais em termos da

teoria de Lie. Temos portanto o seguinte resultado:

Teorema B: Seja (G/T, J,ds3) uma variedade flag mazimal equipada com uma métrica
e uma estrutura compleza invariante. Seja f : M — (G/T,J,ds3) aplicagao holomorfa-

horizontal nao-degenerada. Entao as formulas de Plicker para f sao dadas por
k
2g—2—#i:—2ai(Haj)dj, ].S’LS]{Z,
j=1

onde g € o género da superficie de Riemann M, k é o numero de raizes simples da dlgebra de
Lie de G; dj e #; (1 < j < k) sdo a drea normalizada e o nimero de zeros de uma métrica

degenerada em M induzida pela distribuicao horizontal H, respectivamente.

Nesta férmula, os vetores H,,; pertencem a uma base da dlgebra de Lie de G, com uma
ordem especial. Veja Secao 2.2 para maiores detalhes. As férmulas que obtivemos recuperam
as formulas de Yang e as féormulas classicas de Pliicker.

A segunda parte do nosso trabalho trata sobre geodésicas em variedades flag generaliza-
das. Vamos nos restringir a classe de geodésicas homogeéneas. Geodésicas homogéneas sao

orbitas de subgrupos a 1-parametro do grupo de transformagoes G, isto é, curvas da forma

7(t) = exp(tX) - o.
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onde o é a origem do espago homogéneo (coset trivial) e X é um elemento da &lgebra de Lie

de G.

Se a curva v é uma geodésica, dizemos que X é um vetor geodésico. Claramente,
existe uma correspondéncia 1-1 entre vetores geodésicos e geodésicas homogeéneas. Por-
tanto, quando trabalhamos com geodésicas homogéneas, é bastante natural traduzir nossos
problemas em termos dos vetores geodésicos. A principal vantagem dessa abordagem é a
existéncia de uma estrutura de dlgebra de Lie semi-simples subjacente no espago tangente

na origem de uma variedade flag.

Kowalski e Vanhecke em [33] forneceram uma condi¢ao necesséria e suficiente para um
vetor X ser vetor geodésico em qualquer variedade homogénea munida de uma métrica
invariante. Esse resultado é puramente algébrico, isto é, as condigoes para um vetor ser
geodésico dependem essencialmente das dlgebras de Lie do grupo de transformacoes e do
subgrupo de isotropia. Em [32], foi provado que toda variedade homogénea admite pelo

menos uma geodésica homogeénea.

Durante nosso estudo sobre geodésicas homogéneas, observamos que existem curvas na
variedade flag que sao geodésicas com respeito a todas as métricas invariantes. Denominamos
tais curvas de equigeodésicas em analogia as aplicagoes equiharmonicas. Queremos ressaltar
que este conceito nao foi encontrado nas referéncias consultadas e, pelo menos para variedades

flag, acreditamos que nosso trabalho é a primeira referéncia sobre este assunto.

Nosso primeiro resultado sobre equigeodésicas é o seguinte:

Teorema C: Toda variedade flag generalizada admite equigeodésicas.

De forma analoga as geodésicas homogéneas, chamamos o gerador infinitesimal do sub-
grupo a l-parametro de vetor equigeodésico. Uma vez garantida a existéncia de tais objetos
o préximo passo é a classificagao das equigeodésicas. Isso serd feito através dos vetores
equigeodésicos. O proximo resultado fornece uma caracterizagao algébrica dos vetores equi-
geodésicos. Denote por Fg = U/Kg uma variedade flag generalizada e considere a seguinte

decomposicao da dlgebra de Lie de U: u = g & mg, onde €g ¢é a algebra de Lie de Kg.

Teorema D: Seja Fg uma variedade flag generalizada, com mg isomorfo a T,Fg onde
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o € a origem de Fg. Um vetor X € mg € equigeodésico se, e somente se,
(X, AX]n, =0,

para cada métrica invariante A em Fg.

Observamos que a equacao acima é equivalente a um sistema algébrico nao-linear cujas
variaveis sao os coeficientes do vetor X. Porém, em algumas situagoes, as solucoes da equacao
do Teorema D dependem essencialmente da estrutura de dlgebra de Lie subjacente no espaco
vetorial mg (basicamente a decomposi¢ao em espagos de raizes e os componentes irredutiveis
da representagao da isotropia). Lembramos que a representagao da isotropia de uma varie-
dade flag generalizada se decompoe em componentes irredutiveis e nao-equivalentes. Desta

forma, o espaco tangente na origem o de Fg pode ser escrito como
m@:m1®...@ms,

onde cada m; é uma componente irredutivel.

Uma situacao onde a equagao do Teorema D é simplificada ocorre quanto o vetor X per-
tence a exatamente uma componente irredutivel da representacao da isotropia. Neste caso a
equacao do Teorema D ¢é trivialmente satisfeita e chamamos estes vetores de equigeodésicos
triviais. No caso de variedades flag maximais, os vetores equigeodésicos triviais ainda tem

uma propriedade adicional.

Teorema E: Seja Fg uma variedade flag maximal e X um vetor geodésico trivial em

Fo. Entdo a equigeodésica correspondente y(t) = exp(tX) - o € fechada.

A partir deste ponto, procuramos familias de solugoes para a equacao do Teorema D em
algumas variedades flag generalizadas. Primeiramente, consideramos as variedades flag do

tipo A;, isto é, variedades flag da forma
Fo = SU(n)/S(U(ny) x ... x U(ny)),

onde n =ny + ...+ n,.
Uma das razoes para trabalhar com esta familia de variedades flag é que os componentes
irredutiveis da representagao da isotropia apresentam uma boa descricao em termos matri-

ciais. De fato, podemos traduzir a equacao do Teorema D em termos de um sistema de
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equacoes matriciais.

Teorema F: Seja Fg uma variedade flag do tipo A; e X € mg. Se as coordenadas de X

satisfazem o sistema de equagoes matriciais (3.12), entao X € equigeodésico.

Cada solugao do sistema de equagdes matriciais da origem a um vetor geodésico X.
Porém, observamos que podemos produzir uma familia de solugoes, considerando a orbita

de X pela acao de conjugagao por elementos de um certo subgrupo do grupo unitério U(n).

Teorema G: Seja Fg uma variedade flag do tipo A; e X € mg. Suponha que as coor-
denadas de X satisfazem as equagoes (3.12) (ou seja, X € um vetor equigeodésico). Entdao
Y = DX D™, é um vetor equigeodésico para cada D € U, onde U = Uny) ®...&0(n,) C
U(n). Em outras palavras, a orbita de X pela agdo de conjugagdo por elementos de U ¢

composta de vetores equigeodésicos.

Finalmente, analisamos o fato de uma classe de equigeodésicas ser fechada ou nao. Tal
classe de equigeodésicas sao obtidas pelas matrizes essencialmente bloco diagonais. A prin-
cipal ideia aqui ¢ a analise do campo de Killing gerado por um vetor X e a observacao que
uma equigeodésica é uma trajetéria de tal campo, veja Secao 3.3 para maiores detalhes.

Outra familia de variedades flag que analisamos sao aquelas cuja representacao da iso-
tropia se decompoe em duas componentes nao equivalentes. Uma motivagao para tratar
tal familia é que, devido ao baixo numero de somandos isotrépicos, os sistemas algébricos
tornam-se mais simples. Em particular observamos que existem variedades flag que admitem

somente vetores equigeodésicos triviais.

Teorema H: As variedades flag generalizadas com dois somandos isotropicos

G2/U(2), Fy/Sp(3) x U(1), Eg/SU(6) x U(1),
E;/SO(12) x U(1), Ey/Ex x U(1), Sp(1)/U(1) x Sp(l — 1),
SO +1)/U(2) x SO21 —3), SO(21)/U(2) x SO(2l — 4)

admitem somente vetores equigeodésicos triviais.

Por fim, analisando os sistemas de raizes das algebras de Lie excepcionais, exibimos
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explicitamente familias de vetores equigeodésicos nas variedades flag F,/SO(7) x U(1),
Eg/SU(5) x SU(2) x U(1) e Ez/SO(10) x SU(2) x U(1).

Nosso trabalho estd organizado da seguinte maneira:

No Capitulo 1 relembramos os principais conceitos utilizados no restante do texto. Este
Capitulo também tem a funcao de estabelecer as notagoes que utilizamos.

O Capitulo 2 é dedicado ao estudo das relagoes entre aplica¢oes equiharmonicas e holomorfa-
horizontais, onde sao provados os Teoremas A e B.

No Capitulo 3 estudamos as equigeodésicas. Ele esta dividido em trés partes: a primeira
estabelece 0s conceitos gerais sobre geodésicas homogéneas e equigeodésicas; na segunda
parte, trabalhamos com variedades flag do tipo A;; e na terceira parte, tratamos de variedades
flag com dois somandos isotrépicos de grupos de Lie cldssicos e excepcionais.

Alguns dos resultados do Capitulo 3 consistem essencialmente na andlise do sistemas
de raizes das algebras de Lie excepcionais. Desta forma, no final do texto, incluimos um
Apéndice que contém a listagem de todas raizes positivas das algebras de Lie excepcionais
Eg, E7, Eg, Fy e Gs.



CapriTULO 1

Conceiltos Preliminares

1.1 Variedades flag generalizadas

Seja g uma algebra de Lie complexa e simples e G um grupo de Lie com algebra de Lie

g. Dada uma sub-dlgebra de Cartan b de g, denotamos por II o conjunto de raizes do par

g=ha> g, (1.1)

a€ll

onde g, = {X € g; VH € b, [H, X] = o(H)X} denota o correspondente espaco de raizes de
dimensao complexa 1.

Denotamos por (-, ) a forma Cartan-Killing de g e fixamos uma base de Weyl de g, isto
é, elementos X, € g, tais que (Xo, X_o) = 1, e [X4, Xg] = MapsXatps com myp € R,
M_p—p = —Map € My =0se a+ [ nao é uma raiz (veja Helgason [26], chapter IX).

Lembramos que (-,-) é nao degenerada em h. Dado o € bh* tomamos H, dado por
a(-) = (H,,-), e denotamos por hr o espago vetorial real gerado por H,, a € II. De fato,
b} forma um subespago real do espago dual g* gerado pelas raizes.

Seja II™ uma escolha de raizes positivas e X o correspondente conjunto de raizes simples.

Definicao 1.1.1. Seja g uma dlgebra de Lie simples. A sub-dlgebra de Borel b € a sub-dlgebra

b=bH® > g

a€cllt

soluvel mazimal definida por
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Definicao 1.1.2. Dizemos que uma sub-dlgebra p de g € parabdlica se p contém a sub-dlgebra
de Borel b.

Se © é um subconjunto de X entdo denotamos por (©) o conjunto de raizes gerado por
0, e (©)* := (0) NII*. Temos entdo

g=ho Z fo ® Z ga® Y, gﬁ@ > 95 (1.2)
Belt\(e BET\(©

Seja

Pe=bH® > 9.® > 0o (1.3)

046 @) OCEI_I+

a subdlgebra parabdlica gerada por ©. Definimos

= ) 9 8- (1.4)

BEIIT\(©

Assim, g = qo @ Po.

Definicao 1.1.3. A variedade flag generalizada Fg associada a pe € definida como o espago

homogéneo

Fo = G/ Peo, (1.5)
onde Po € o normalizador de po em G.

Tomamos uma forma real compacta de g, a saber; a subalgebra real
u = spang{ibr, A, S, : a € 1T} (1.6)

onde A, = X, — X _, and S, = /—1(X, + X o).

Observamos (cf. [39]) que os vetores
V—1Hg (1.7)

formam uma base de u (a forma real compacta de g), onde o € ITT e § € X.

Denote por U = expu a correspondente forma real compacta de G e escrevemos Kg =
PoNU. O grupo de Lie U age transitivamente em Fg com subgrupo de isotropia Kg e
portanto temos a identificacao

Fo = U/Ke. (1.8)
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Seja to a dlgebra de Lie de Kg e escreva €5 para a sua complexificagao. Temos g = unpe

E=ha ) g
ac(O)

Denote por 0 = eKg a origem de Fg. O espaco tangente T,Fg pode ser identificado com

o complemento ortogonal de £g em u (com respeito a forma de Cartan-Killing), ou seja,

TOF@ =mg = SpanR{AouSa o€ HJr \ <@>} = Z Uy,
a€llt\(0)

onde uy, = (go B g_o)Nu = spang{A,, S, }. Complexificando mg obtemos o espago tangente

complexificado T Fg, o qual podemos identificar com

mg = Z 9s-
)

BEII\(©

Para simplificar a notacao, definimos os seguintes conjuntos de raizes:

Definicao 1.1.4. Sejam II um sistema de raizes, ¥ um sistema simples de raizes e © um

subconjunto de 3.
e Denotamos o conjunto das raizes complementares a (©) por 11y =11\ (©)
e Denotamos conjunto das raizes simples complementares por Yy = Il N 3.

e Denotamos o conjunto das raizes positivas (resp. negativas) complementares por I =
Oy NITF (resp. 11, = M NII7).

A estrutura de algebra de Lie subjacente no espaco vetorial mg sera de grande im-
portancia em nosso trabalho. O proximo lema serd utilizado nos proximos capitulos e fornece

o colchete de Lie entre os elementos da forma real compacta de g.
Lema 1.1.5. O colchete de Lie entre os elementos da base (1.7) de u sao dados por

[V —1H,, Ag] = B(Ha)Ss [Aa, Agl = Ma,gAats + M_apAa—p
[V _1Haa Sﬂ:| = _5<HQ)A,B [Saa Sﬁ] = _ma,,é’Aa+,B - ma,—,BAa—,B ) (19)
[Aa, Sa] =2v/—1H, [Aa, Sﬁ] = maﬁsaw -+ ma,,BSa,g
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Um importante objeto no estudo da geometria das variedades flag é a representacao da
isotropia que passamos a descrever agora. Seja Fg = U/Kg uma variedade flag generalizada.
A decomposigao u = tg @ me satisfaz ad(tg)mg C mg (neste caso dizemos que Fg é um
espago homogéneo redutivel, cf [31]).

Em nosso contexto, a representacao da isotropia j : g — Aut(mg) é dada por j(k) =
ad(k)|me, com k € g ([3]). Esta representacao é completamente redutivel e portanto pode-

mos decompor Mg COMo

me=m, &... Hmy,, (1.10)

onde cada m; é componente irredutivel da representacao da isotropia.

Analogamente, o espaco tangente complexificado m§ é invariante sobre a acio adjunta
de €5 e podemos definir a complexificagdo da representacio da isotropia j© : £ — Aut(mg).
Esta representacao sera til na descrigao de objetos utilizados no estudo de geometria com-
plexa do préximo capitulo (por exemplo, espaco tangente holomorfo, curvas horizontais,
etc).

Podemos descrever precisamente os componentes irredutiveis da representacao da isotro-
pia complexificada da seguinte maneira (ver [3], [2], [8] para mais detalhes).

Seja IT o conjunto das raizes de (g, ). Em II, defina a seguinte relacao de equivaléncia:
awﬁ@a:ﬁ—l—Zniai, a; €O, n; € L. (1.11)

Denote por 7 : II — II/ ~ a projegao canonica e por I1(©) o conjunto w(II,,) (note que (O)
representa a classe trivial em II/ ~). O seguinte resultado estabelece uma relagao biunivoca
entre os elementos de II(©) e os componentes irredutiveis da representagao da isotropia

(complexa).

Teorema 1.1.6 ([2],[3]). Existe uma bijecao entre os elementos de I1(©) e os componentes

wrredutiveis da representacao da isotropia complexa. FEsta bijecao € dada por

NO)35+—mi= Y ga

Além disso, estes componentes irredutiveis sao nao-equivalentes como sub-representacgoes.

Observacao 1.1.7. Em alguns trabalhos relacionados a variedades flag, os elementos de
I1(©) sao chamados de t-raizes. Veja por exemplo [1], [3], [6].
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Observagao 1.1.8. Omitiremos a barra nos elementos de I1(©). Por exemplo, escreveremos
C

o

simplesmente o € T1(©), m, etc. Isso serd feito sempre que ndo houver risco de confusao

com o sistema de raizes propriamente dito.

Desta forma, o espaco tangente complexificado da variedade flag Fg pode ser escrito

como

mg= > ms. (1.12)

As raizes que aparecem em cada componente irredutivel o € II(O) sdo todas positivas ou
negativas. Logo, faz sentido escrever II(©)" e II(0)~ para o conjunto dos componentes
irredutiveis que contém somente raizes positivas ou negativas, respectivamente. Denotamos
por

¥(0) = {0 €II(0); a altura de o em II(©) é 1}

o conjunto das raizes que tem altura 1 médulo (©).

Com esta descricao dos componentes irredutiveis da representacao da isotropia complexa,
os componentes da isotropia real sao dados por m, = (mS @ mE ) Nu, onde o € TI(O) e u é
a forma real compacta de g.

Apresentaremos um exemplo onde construiremos o conjunto I1(0) em uma variedade flag
de SU(n). Uma vez que a complexificacao de su(n) é a dlgebra de Lie s[(n, C), primeiramente
descreveremos a estrutura dos sistemas de raizes e dos espacos de raizes dessa algebra de

Lie. O exemplo abaixo sera utilizado diversas vezes no decorrer do nosso trabalho.

Exemplo 1.1.9 (Estrutura da algebra de Lie sl(n,C)). A dlgebra de Lie g = sl(n,C) é

formada pela matrizes n X n de traco zero. Uma subdlgebra de Cartan € dada por
h ={H = diag(ay, ..., a,) : Zai =0},
isto €, pelas matrizes diagonais de traco zero. Defina os funcionais
gj: D = diag(aq, ..., a;) — a;.
O sistema de raizes Il para (g,h) € dado por
D=A{wj=¢;—¢;: 1 <i#j<n},

as raizes positivas $ao

H+:{aij::5i—5j:1§i<j§n},
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e o sistema simples de raizes
Z:{Oéij€n+ij:i+1}.

Os espagos de raizes sio dados por ga,, = spanc{Ey }onde Ej; ¢ a matrizn x n com 1 na
entrada 1) e zero nas outras entradas.

Observe que oy; = —ay;. Para a forma real compacta de sl(n,C), definimos os vetores
Ao, = Eij — Eji e Sayy = V—1(E;; + E;;), onde o € TIT. Seja Ug,;, = spang{Aq,;, Sa,} €

podemos decompor a dlgebra real u = su(n) como
u=+v-1h @ Z Ug,; -
aij6H+
Note que Uq,; = (gay; @ ga,,) N 5U(N).

Exemplo 1.1.10. Seja g = sl(7,C). Utilizaremos o sistema de raizes definido no Exemplo
1.1.9. Neste caso, ¥ = {ana, g, 34, Qys, 56, Qg7 . Definimos © = {2, oz, ays, agr}.
Com esta escolha de © obtemos a variedade flag Feg = SU(7)/S(U(3) x U(2) x U(2)). Note
que o conjunto das raizes simples complementares é dado por Xy = 3\ © = {as4, ase}-
Vamos obter a descricao das classes de equivaléncia da relagao 1.11 no conjunto das raizes

complementares 115, Primeiro, note que podemos escrever os elementos de 11§, como

Q34 Q36 Ols56
Qg = Qi34 + Q13 Q16 = Q36 + Q13 Qe = Q56 + Qg5
Q4 = Qi34 + Qiog Qg = Qi3g + Qiog Qu7 = Q56 + Qg5 + Qg7

Q15 = Q34 + Qg + Qo3 + Qs Qp7 = Q3¢ + i3 + gy Qs = Q56 + Qe
Qg5 = (i34 + Qo3 + Qs Qa7 = Q36 + Qa3 + Qg7

Qg5 = Qi34 + Q5 Q37 = Q36 + Qgy

e 0os elementos de cada coluna sao equivalentes entre si. Portanto, temos
I1(O) = {£ asy, = ase, £ as6}-

Observe que azg = Qg + isg, 1Sto €, aizg possui altura dois. Desta forma, os elementos de
altura 1 mddulo (©) sdo X(O) = {a4, s} O

Cada o € I1(O) define uma distribuigdo complexa em Fg por

Ey (k}O) = k. (m(cr:)’
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onde k € G é pensado como o difeomorfismo induzido pela acao do grupo. Esta distribuicao

é bem definida pois Ad (k) (m§) = m§, o € I1(©). Para qualquer = € Fg, temos

T Fo = > E,(z). (1.13)

1.1.1 Classificacao das variedades flag

Nesta secao trataremos sobre a classificagdo das variedades flag generalizadas. Assim
como os espacos simétricos, as variedades flag sao classificadas via a classificacao das algebras
de Lie simples sobre C. As referéncias basicas para esta segao sao [12], [3] e [2].

Seja Fg uma variedade flag generalizada e I' o diagrama de Dynkin do sistema simples
de raizes Y da algebra de Lie g. Pintando de preto os nés de I' correspondentes as raizes
Y = X\ O, obtemos o diagrama de Dynkin pintado de Fg. Neste diagrama, o sistema © é

determinado pelo sub-diagrama de raizes brancas.

Definigao 1.1.11. Duas variedades flag Fo = U/Kg e Fy = U/K{ sdo equivalentes se

existir um automorfismo o € Aut(U) tal que a(Keo) = K.

O automorfismo « induz um difeomorfismo @ : Fg — Fy dado por a(g9Ke) = a(g) K,

que satisfaz a(gx) = a(g)a(x), para todo g € U e x € Fe.

Proposicao 1.1.12 ([12]). Diferentes diagramas de Dynkin pintados e conexos T'y e T'y
(exceto para o caso D) definem variedades flag equivalentes Fg e Fy se os sub-diagramas

'y e Ty formado pelas raizes brancas correspondentes a © e ©' sdo isomorfos.
1 2

Usando esta proposicao é possivel dar uma lista completa de todas as variedades flag de

grupos de Lie cldssicos e excepcionais (a menos de isomorfismo).

e Variedades flag de um grupo de Lie cldssico.

Tipo A : SU(n)/S(U(n) x ... x U(ny)),
n=n+...+ng, N1 >...>2ng>1,
TipoB : SOQ2l+1)/U(ly) x ... x U(lg) x SO(2m + 1),
Tipo C : Sp())/U(ly) x ... x U(ly) x Sp(m),
Tipo D : SO21)/U(Ly) % ... x U(l) x SO(2m),
I+ +lhtmbh>.. >L>1 km>0.
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o Variedades flag de um grupo de Lie excepcional. A lista de variedades flag de um grupo
de Lie excepcional consiste de 101 variedades flag nao equivalentes. O processo para
descrever estas variedades é o seguinte: Seja ' um diagrama de Dynkin pintado e © o
conjunto das raizes pintado em branco, o que corresponde a parte semi-simples € de
to. Entao

to=u(l)®...0u(l) d® Ly,

onde cada cépia de u(1) representa um né pintado de preto. O caso onde todos os nés
sao pintados de preto corresponde a variedade flag maximal F = U/T onde T' é um toro
maximal de U. Para maiores detalhes, contendo a lista completa com os diagramas

correspondentes, veja [12].

Exemplo 1.1.13. Considere o diagrama pintado da dlgebra de Lie de Eg:

.—0—2—0—0—0—.
Este diagrama corresponde a variedade flag Es/SO(12) x U(1) x U(1).

Uma outra classificagdo em termos dos componentes irredutiveis (reais) da representagao
da isotropia é também relevante. Assim, dado n € N, é interessante descrever todas as
variedades flag que tenham exatamente n componentes irredutiveis da isotropia.

De acordo com as referéncias bibliograficas consultadas, esta classificacao é feita para
n = 2,3 e4. Em todos estes casos, a classificacao é feita em termos da escolha de © com
certas propriedades. Enunciamos abaixo a classificacao paran =3 en =4. O cason = 2
serd discutido na segao 3.4.

Lembre que a altura de uma raiz simples «, denotada por ht(«), é o coeficiente de a na

raiz maxima p de g, isto é, se p =Y ¢; a; entdo ht(a;) = ¢;.

Teorema 1.1.14 ([30]). Uma variedade flag Fo possui trés componentes irredutiveis da
representagao isotropica se, e somente se, o conjunto das raizes simples complementares
Yy =%\ 0 € dado por

Yy ={aq,a9: ht(ay) = ht(az) = 1},

Sy = {a: ht(a) =3},
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Teorema 1.1.15 ([4]). Uma variedade flag Fo possui quatro componentes irredutiveis da

representacao isotropica se, e somente se, o conjunto das raizes simples complementares
Yy =X\ 0O € dado por

Yy ={aq,as: ht(ag) =1, ht(ag) = 2},

Yy ={a: ht(a) =4},

1.1.2 Estruturas quase-complexas e f-estruturas

Uma estrutura quase-complexa U-invariante J (abreviadamente iacs) em Fg é completa-
mente determinada por seu valor na origem, isto é, J : mg — mg onde mg denota o espaco
tangente na origem. A aplicacao J satisfaz J? = —1 e comuta com a representacao adjunta
de Ko em mg. Também denotamos por J a complexificagao desta aplicagio para mg,.

A invariancia de J implica que J(mS) = mE para todo o € I1(0). Os autovalores de J
sao ++/—1 e os autovetores em m§ sdao X,, o € IIj;. Logo, em cada componente irredutivel
mf, temos J = v/—1e,id com €, = +1 satisfazendo e_, = —e¢,. Desta forma, uma iacs em
Fg é completamente determinada pelos nimeros e, = £1, o € T11(0).

Como ¢ usual os autovetores associados a v/—1 sao ditos serem do tipo (1,0) enquanto
os autovetores associados a —v/—1 s@o do tipo (0,1). Assim os vetores do tipo (1,0) sdo
multiplos de X,, €, = 1, e os vetores do tipo (0, 1) sao multiplos de X,, €, = —1.

Como Fg é um espaco homogéneo de um grupo de Lie complexo, uma variedade flag
possui uma estrutura natural de variedade complexa. A estrutura quase complexa integravel
associada Jo é dada por €, = 1 se 0 < 0. A estrutura complexa conjugada —.Jo é também
integravel.

Neste trabalho utilizaremos uma generalizagao das estruturas complexas chamadas de

f-estruturas, introduzidas por Yano [46].

Definicao 1.1.16. Uma f-estrutura F em Fg € uma secao do fibrado End(T(IF@)) tal que
FiP4F=0.

Assim como nas estruturas quase complexas, nos restringimos ao estudo de f-estruturas

invariantes. Estas sao completamente determinadas por seu valor na origem pelo endomor-
fismo F, : mg — mg com Fo + F, =0 . Os autovalores de F, saio —/—1,0,+/—1. Note que
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uma estrutura quase complexa é uma f-estrutura com trivial 0-autoespaco. Como no caso
das estruturas quase complexas, uma f-estrutura é dada por nimeros (f,)acn, com fo = 1,

—1 ou 0, de acordo com os autovalores F,.

1.1.3 Meétricas Invariantes

Uma métrica Riemanniana em Fg = U/Kg é invariante a esquerda (ou simplesmente
invariante) se o difeomorfismo L, : U/Kg — U/Kg dado por L,(gKe) = agKe é uma
isometria para todo a € G. Uma métrica invariante é completamente determinada por seu
valor na origem de Fg.

Como Fg é um espaco homogéneo redutivel com uma decomposigao Ad(Kg)-invariante
u = tg ® mg, existe uma correspondéncia natural um-a-um entre métricas U-invariantes em
Fg e produtos escalares Ad(Kg)-invariante B em mg, veja por exemplo [31].

Seja ds% uma métrica invariante e B o correspondente produto escalar Ad(Kg)-invariante
em mg. Entao B é dado por B(X,Y) = Q(AX,Y), onde @ é o negativo da forma de Cartan-
Killing e o operador linear A : m — m é simétrico e definido positivo com respeito a forma
de Cartan-Killing de u. Frequentemente abusaremos da notacao e diremos que A é uma
métrica invariante.

Seja mg = my @ ... Hm, a decomposicao de mg em componentes irredutiveis da repre-
sentacao da isotropia. Como consequéncia do Lema de Schur temos que A’mi =\ -1d ,
para cada ¢ = 1,...,n e portanto qualquer produto escalar invariante tem a forma

BX,Y)=M-QX,Y)| @&\ QX,Y)|_ |

mp

com Ay > 0,...,\, > 0. Desta forma o conjunto das métricas invariantes pode ser parame-

trizado por

MY ={(A\,..., ) ER": X >0,..., ), >0}

Considerando o espaco tangente complexificado, o produto escalar B admite uma ex-
tensdo natural a uma forma simétrica bilinear em m§. Nés ainda denotaremos o produto
escalar complexificado por B e o correspondente operador por A, a menos que isto possa
causar alguma confusao.

De forma andloga & representacdo da isotropia real, em cada componente mS de m§

temos A = A\,id com A_, = A\, > 0.
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1.2 Swuperficies de Riemann

Nesta secao lembramos de alguns fatos basicos relacionados a superficies de Riemann que
serao utilizados no decorrer do trabalho. Nosso foco principal serd estabelecer a relacao entre
a 1-forma de conexao com a 2-forma de curvatura. Sugerimos [25] para maiores detalhes.

Seja M uma superficie de Riemann (ie, uma variedade complexa de dimensao 1) compacta
e conexa. Uma métrica hermitiana em M é dada por um produto interno hermitiano definido

positivo

(). : T @ T = C

no espago tangente holomorfo em z, dependendo suavemente de z. Escrevendo (,), em

termos da base {dz ® dz} a métrica hermitiana é dada por
ds* = h(z)dz ® dz,
onde h(z) = (Z,2)..

8z 9z
Um co-referencial para a métrica hermitiana ds? é uma 1-forma ¢ do tipo (1,0) tal que

ds’ = p @ @.

Co-referenciais sempre existem localmente (cf. [25]).

Existe um isomorfismo R-linear natural entre T (M) e T M. Consideramos uma
métrica hermitiana em M e via este isomorfismo pode-se mostrar que Reds? induz uma
métrica riemanniana em M, chamada de métrica riemanniana induzida. Nogoes de distancia,
area ou volume numa variedade complexa com métrica hermitiana sempre serao consideradas
com respeito a métrica riemanniana induzida.

A forma quadrética alternada ® = —Imds? é uma forma real de grau 2 chamada de
(1,1)-forma associada (ou forma Kéhler).

Explicitamente, se ¢ é um co-referencial para a métrica hermitiana ds? entao

1
CD:§\/—190/\(,5

Dizemos que uma variedade complexa é uma variedade Kéhler se a (1, 1)-forma associada
for fechada. Portanto qualquer superficie de Riemann é uma variedade Kahler pois dimg M =
2.
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Enunciamos abaixo um resultado sobre formas de conexao e curvatura no fibrado tangente

holomorfo de uma superficie de Riemann, cuja demonstracao pode ser encontrada em [25].

Proposigao 1.2.1 ([25]). Seja M uma superficie de Riemann com métrica hermitiana ds* =
Y ® . Entao:
a) Existe uma tinica 1-forma ¢ tal que ¢ +19 =0 e

de = —19 A .

A forma ¢ € chamada 1-forma de conexao no fibrado tangente.

b) Seja ip a 1-forma de conexao em M. Entao
V—=1ldy =K -,

onde K ¢ a curvatura Gaussiana de ds* e ® é a (1,1)-forma associada. Diremos que dip é

a 2-forma de curvatura no fibrado tangente.

Observacgao 1.2.2. Em [25] o resultado acima é enunciado para variedades complexas mais

gerais. Enunciamos aqui somente o caso particular de superficies de Riemann.

1.3 Aplicacoes Harmonicas

Nesta secao iremos revisar os principais resultados referentes a aplicagoes harmonicas uti-
lizadas no decorrer deste trabalho. Terminamos a secao estabelecendo as primeiras relacoes
entre aplicagoes harmonicas e holomorfas. A principal referencia aqui é [17].

Nesta segao, (M™, g) e (N™, h) serdao variedades riemannianas, conexas e orientaveis,
sendo M compacta. Seja ¢ : M — N uma aplicagao diferenciavel e |d¢| é a norma de

Hilbert-Shimidt da aplicacao linear d¢(x).

Definicao 1.3.1. A densidade da energia de ¢ € a fungdo e(¢) = 1|d¢|*. O funcional energia
E :C*®(M,N) — R € definido por

B0) = [ etow,

O nimero E(¢) é chamado de energia de ¢.
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Observagao 1.3.2. 1. d¢ pode ser visto com uma se¢io no fibrado A'(¢7'TN) = T*M ®
¢~ VTN (isto é, d¢ é uma I-forma com valores em ¢~'TN ).

2. Note que para qualquer aplica¢ao ¢ : M — N, temos E(¢) > 0 e E(¢) = 0 se, e

somente se, ¢ € constante.
3. A compacidade de N ndo € essencial.

Definigao 1.3.3 (Aplicacao Harménica). Uma aplica¢ao diferencidvel é dita harmoénica se

for um ponto critico do funcional energia.

Vamos descrever o significado de “ponto critico do funcional energia”’: dadov € C*(M, ¢ *TN),

Ot _
Sl = v (por exemplo,

¢i(x) = expy(ztv). Entao, ¢ é harmonica se, e somente se, D, E(¢) = dEG) | — ),
=0

consideramos a familia de aplicagoes ¢; tal que ¢ = ¢ e

dt

Definicao 1.3.4. Dada uma aplicagao diferenciavel ¢ : M — N, a sequnda forma funda-
mental B, € uma se¢io no fibrado T*M @ T*M ® ¢~*T'N (forma bilinear com valores em
¢~ YT'N ) definida por

Bo(X,Y) = Vd$(X,Y) = V5 "Vdg-Y —dg - (VYY),
onde X, Y € C*(M,TM) eV € a divergéncia generalizada.
Definicao 1.3.5. Uma aplica¢ao ¢ : M — N € totalmente geodésica se By = 0.

Proposicao 1.3.6. Uma aplicacao diferencidvel ¢ : M — N € harmonica se, e somente
se, ¢ satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange T(¢) = 0, onde 7(¢) = tracoVdep = tracof, €

uma sec¢do no fibrado ¢~*TN chamada campo de tensao de ¢.

Demonstracao: Ver [17], pagina 14.

Dado p € M™, seja {e;} um referencial ortonormal em 7,,M. Entao, a equacao de Euler-
Lagrange pode ser escrita como

m

7(¢) = > (VZ T™Ndg(e;) — dp(Ve;)) = 0. (1.14)

i=1

Além do mais, se o referencial provém de um sistema normal de coordenadas centrado em p
M,y _

temos que do(V, e;) = 0.
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Aplicagoes harmonicas surgem naturalmente em geometria diferencial e em aplicagoes,
especialmente na fisica-matemdtica. A seguir, apresentamos alguns exemplos de aplicacoes

harmonicas:

e Aplicagao constante ¢ : (M, g) — (N, h) e a aplicagao identidade ¢ : (M, g) —

(M, g) sao trivialmente aplicagdes harmonicas; isometrias sao aplicagoes harmonicas;

e Geodésicas. Uma curva suave em (N, h), isto é, uma aplicagdo ¢ : A — (N, h),
onde A é um aberto de R ou é o circulo S* é harmonica se, e somente se, ¢ ¢ uma
geodésica parametrizada linearmente(isto é, parametrizado por um miltiplo constante
do comprimento de arco). Neste caso, a equacao de Euler-Lagrange 7(¢) = 0 se reduz

aV ngz.ﬁ = (0. Uma aplicagao totalmente geodésica é harmonica pois
7(¢) = tragoVde = tragof, = 0.

Assim, por exemplo, a inclusao i : S"! — S™ pelo equador ¢ harmonica. Vale

ressaltar que aplicagoes totalmente geodésicas sao muito raras;

e Aplicagcoes Harmonicas entre espagos euclidianos. Uma funcao ¢ : A — R,
onde A é um aberto de R™, é harmonica se, e somente se, for solucao da equacao de

Laplace A¢p = 0, onde
0? 0?
A= —eo 4o ——, 1’...7 ™ e R"™,
@yt e )
Uma aplicagao ¢ : A C R" — R™ é harmonica se, e somente se, cada componente é

uma fun¢ao harmonica;

e Aplicacoes Holomorfas entre variedades Kahler sao harmonicas. Veja por exemplo
[17];

e Aplicagoes Conformes entre superficies. Uma aplicacao diferenciavel ¢ : (M, g) —
(N, h) é dita conforme se para todo p € M, temos que d¢, : T,M — Ty, N é uma

transformagao linear conforme, isto é, existe um nimero A(p) # 0 tal que
h(de,(X),do,(Y)) = Mp)* 9(X,Y), X,Y € T,M.

Pode-se provar que localmente aplicagoes conformes entre superficies se comportam

como aplicacoes holomorfas e assim aplicacoes conformes entre superficies sao harmonicas;
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e Morfismos Harménicos. Uma aplicagao diferenciavel ¢ : (M,g) — (N,h) é um
morfismo harmonico se, para toda funcao harmonica f : V — R definida num
aberto V'.C N, com V # (), a composigao f o ¢ ¢ harmoénica em ¢~ (V). Morfis-
mos harmonicos constituem uma importante classe de aplicagoes harmonicas e é um
objeto de pesquisa por si so interessante, mas nao trataremos sobre eles neste traba-
lho. Enunciaremos somente uma caracterizacao dos morfismos harmonicos e daremos

alguns exemplos. Uma referéncia sobre o assunto é [7].

Uma aplicacao diferencidvel ¢ : (M,g) — (N,h) é chamada de horizontalmente
fracamente conforme (ou semiconforme) se, para cada p € M ocorre uma das duas
possibilidades: a) d¢, = 0, ou seja, p é um ponto critico; ou b) d¢, leva o espago
horizontal H, = {ker(d¢,)}" conformemente e sobrejetivamente em Typn- Nos temos
a seguinte caracterizacao de morfismos harmonicos: “Uma aplicagio ¢ : M — N
entre variedades Riemannianas é um morfismo harmonico se, e somente se, ¢ for
uma aplicacao harmonica e horizontalmente fracamente conforme.” Sao exemplos de

morfismos harmonicos:
1. Quando dim N = 1, os morfismos harmonicos sao exatamente as aplicagoes
harmonicas

2. Quando dim M = dim N = 2, os morfismos harmonicos sao as aplicagoes (fraca-

mente) conformes.
3. Uma submersao Riemanniana é um morfismo harmonico se as fibras sdo minimais.

Um exemplo é o fibrado de Hopf S* — S3 — S§2;

e Fisica. O modelo-o 2-dimensional nao linear consiste no estudo de aplicagoes harmonicas
de S? em CP" e o modelo chiral consiste no estudo de aplicacoes harmonicas de S? em
U(n).

A proposicao a seguir relaciona os conceitos de aplicacao harmonica e aplicagao totalmente

geodésica.

Proposicao 1.3.7 (Lei da Composicao). Sejam ¢ : (M, g) — (N,h) etp: (N, h) — (P, k)

aplicacoes diferencidveis. Entao

Vd(i o ¢) = dip o Vdp + Vdib(do, do); (1.15)
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T( 0 @) = dip o T(¢) + tracoVdiy(dep, d). (1.16)

Em particular, se ¢ e sao totalmente geodésica entao 1o ¢ também é, e se ¢ é harmonica

e Y € totalmente geodésica entao 1 o ¢ € harmonica.

Demonstragao: Sejam X e Y campos de vetores em M. Entao,

VdWod)(X,Y) = VO TP (dy.dg.Y) — d( o ¢).VYY
= (V5, TPap)de.Y + dp. V% TN (de.Y) — dp.dpV Y
= (Vi Tdp)de.Y +dp(Vy TN (dg.Y) — dgViY)
= Vdi(de.X,do.Y) + di(Vd(X,Y)).

Tomando o traco, segue que

tr(Vd(y o ¢)) = tr(Vdi(de, de)) + tr(di(Vdg)).

Portanto,
T( o ¢) = trVdi(de, dp) + ¢ (7(9)),

e concluimos a demonstracgao.

Observacao 1.3.8. E mmportante observar que a composta de duas aplicacoes harmonicas,
em geral, ndo € harmonica. De fato, considere as aplicagoes f : R — R?, f(x) = (z,az+D)
eg:R* — R, g(x,y) = x*—y>. f € harmonica pois é uma geodésica em R? e g é harmonica
pois g € uma funcao harmonica, isto €, Ag = 0. Entretanto, go f : R — R € dada por
go f(z) = (1 —a?)x? — 2abx — b, e se a # +1 go f ndo é harménica, pois d*(go f) # 0.

Uma das principais técnicas para estudar aplica¢oes harmonicas é a utilizacao da Analise
e Geometria Complexa. A principal motivacao para esta abordagem é o caso de funcoes
holomorfas f : C — C. E conhecido da Anilise Complexa que se f = u + v é holomorfa,
entao as partes real e imaginaria de f sao harmonicas, isto é, Au = 0 e Av = 0. Por outro
lado, dada uma funcao harmonica u : R? — R, existe uma funcao harmonica v : R? — R
(chamada harmonica conjugada) tal que g = w + iv é holomorfa. Assim, neste caso, o
conceito de harmonicidade é equivalente ao conceito de holomorficidade. A ideia é tentar
reduzir o estudo de aplicagoes harmonicas ao estudo de aplicagoes holomorfas, num contexto

mais geral do que o apresentado acima. Algumas justificativas para isto sao:
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e Aplicacoes holomorfas sao solugoes das equacoes de Cauchy-Riemann e estas sao um
sistemas de equagoes diferenciais parciais de la. ordem, ja aplicagoes harmonicas sao
solugoes das equacoes de Euler-Lagrange que sao sistemas de equagoes diferenciais
parciais de 2a. ordem. Esta importante ideia é conhecida como reducao de ordem do

problema.

e Aplicagoes holomorfas sdo mais “tratdveis” que aplicagoes harmonicas (pelo menos em
principio) e os métodos de Geometria Complexa e Geometria Algébrica podem ser

utilizados.

Historicamente, o uso de métodos de analise complexa no estudo de aplicacoes harmonicas
iniciou-se com Weierstrass, no caso de superficies minimas em R3. A abordagem que usare-
mos neste trabalho inicia-se com Calabi ([14]) onde é discutido a classificacao das aplicagoes
harmoénicas S? — S?" via curvas holomorfas com uma propriedade adicional (horizontali-
dade) na variedade flag SO(2n + 1)/U(n). Um método semelhante foi utilizado para clas-
sificagao das 2-esferas harmonicas em CP". No préximo capitulo estudaremos as relagoes
entre as curvas horizontais e aplicacoes harmonicas em variedades flag generalizadas. As pri-
meiras relagoes entre curvas horizontais e aplicagoes harmonicas em variedades flag maximais

de SU(n) foram observadas por Negreiros em [34].



CAPITULO 2
Aplicacoes equiharmonicas e

holomorfa-horizontais

2.1 Relagoes entre aplicacoes harmonicas e holomorfa-

horizontais generalizadas em g

Sejam (M, g) e (N, h) variedades riemannianas. Uma aplicacgao diferenciavel ¢ : M — N
é dita ser uma aplicacdo harmonica se for um ponto critico do funcional energia.

Recomendamos [17] para maiores detalhes sobre a teoria geral de aplicagdes harmonicas.

Seja M = M? uma superficie de Riemann e N = Fg uma variedade flag generalizada.
Consideraremos em N somente métricas invariantes. Neste trabalho estudaremos uma classe

especial de aplicacoes harmonicas chamadas aplicacoes equiharmonicas

Definicao 2.1.1. Seja ¢ : M? — Fg uma aplicacio diferencidvel. Dizemos que ¢ é

equiharmonica se é harménica para cada métrica invariante ds5 em Fg.

O estudo das aplicagoes equiharmoénicas foi iniciado em [34] em variedades flag de SU(n).
Em [8], estas aplicagoes foram estudadas em variedades flag gerais usando Teoria de Lie e
a teoria de f-estruturas. Em particular foi provada uma interessante condi¢ao necessaria
para uma aplicacao ¢ : M? — Fg ser equiharmonica. Enunciaremos este resultado abaixo.

Primeiramente estabeleceremos alguns fatos bésicos da teoria de f-estruturas em Fg.

26
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Seja F uma f-estrutura invariante em Fg. Considere a decomposicio de TCFg em
componentes irredutiveis mS, o € II(0). Denotamos por ¢, a o-parte de d°¢(p), a diferencial

complexificada de ¢, isto é, usando a decomposigao (1.13), ¢, é a projegao da diferencial
complexificada de ¢ sobre E,(¢(p)) C TypFe.

Definigao 2.1.2. Uma aplicagio ¢ : (M?,J) — (Fg,F) € dita ser subordinada a F se para
cada o € II(©) com F, # 1 temos ¢, = 0.

A definigao acima diz que uma aplicacao ¢ é subordinada a F quando ela é tangente a
distribuicao gerada pelo autoespaco associado ao autovalor v/—1 de F.
Uma classe especial de f-estruturas invariantes em variedades flag sao as f-estruturas

horizontais.

Definicao 2.1.3. Considere uma f-estrutura invariante F em Fg. Seja

-FJr:: Z Ja

a€cll(©)
Fa=1

F_ =

Yo-
a€ll(O)
Fa=—1

Dizemos que F € horizontal se [F,, F_] C €5.

O préximo teorema foi provado por Black em [8] e fornece um condi¢ao necessaria para

uma aplicacao diferenciavel ser equiharmonica.

Teorema 2.1.4. Seja ¢ : (M?,J,g) — (Fo, F,ds3) subordinada a uma f-estrutura horizon-

tal F. Entao a aplicacdo ¢ € equiharmonica.

O principal resultado desta secao é fornecer uma familia de exemplos de aplicacoes
equiharmonicas. Mais especificamente, vamos mostrar que uma aplicacao holomorfa-horizontal

generalizada é equiharmonica.

Definigao 2.1.5. Uma aplicacio ¢ : M* — (Fe, J) é dita ser holomorfa-horizontal genera-
lizada se for J-holomorfa e satisfizer ¢, =0 quando o € I1(O) \ 3(O).
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Estas aplicagoes aparecem como um levantamento twistor de aplicagcoes harmonicas
isotrépicas em espacos simétricos riemannnianos. Mais precisamente, denote por N um
espago simétrico compacto interno do tipo I (ver [26]). Em [13] prova-se que existe pelo
menos uma variedade flag generalizada Fg, que é o espaco total de um fibrado twistor sobre
N, isto é, se m : Fg — N denota tal fibracao e ¢ : M — Fg é uma aplicagao holomorfa-
horizontal entao mwo ¢ : M — N é harmonica.

Aplicagoes harmonicas obtidas por este procedimento sao chamadas de aplicagoes harmonicas
isotrépicas. Vale a pena observar que todas as aplicacdes harmoénicas S? —s CP™ sao ob-
tidas desta maneira. Em geral existem aplicagoes harmonicas nao isotrépicas (veja por
exemplo [37] para aplicagdes harmonicas em Go(C*) e [42] para aplicagoes harmonicas em
U(n)). Maiores detalhes sobre os métodos da teoria twistor em espagos simétricos pode ser

encontrado em [11] e [13].

Observagao: Aplicagoes holomorfa-horizontais generalizadas também sao chamadas de

aplicagoes super-horizontais, cf. [13]. Aqui seguiremos a notagao de Bryant em [11].

Exemplo 2.1.6. Forneceremos uma descri¢gao do conjunto 3(©) em algumas variedades
flags de SU(n) em termos de espacos de raizes. Neste caso temos u = su(n) e g = u® =
sl(n,C). Usaremos o sistema de raizes de sl(n,C) como no Exzemplo 1.1.9 . Consideramos
primeiro a variedade flag mazimal SU(4)/T. Neste caso, © = () e portanto X(0) = X. Em

termos matriciais, os espacos de raizes associados a raizes simples sao

0 « 00
00 % 0
0 0 *
0 0 0

Seja H a distribuicao definida na origem por
Ho = Z Jo-
A€y
Note que esta distribuicio € bem definida, pois Ad(t)ga = ga, para todo t € T. Entao uma
aplicagao ¢ : M — (SU(4)/T, Jc) é horizontal-holomorfa generalizada se for tangente a
distribuicao H, isto €, ¢po =0 se a & X. Aqui Jo € a estrutura compleza determinada pela

escolha de raizes positivas que estamos utilizando.
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Considere agora a variedade Fg = SU(6)/S(U(2) x U(2) x U(2)).
Seja 3 = {2, o, zq, (s, 56} um sistema simples de raizes de sl(6,C). Neste caso,
o congunto de raizes simples complementares é formado por {aas, aus}, ou seja, © = 3 —

{ag, aus}. Neste exemplo, o conjunto X(0O) € dado por
YO)={f:B=a+(0) coma=ay oua=ay}.

Em termos matriciais, os espagos de raizes associados a estas raizes $ao

00 %« % 0
00 « % 0
0000 % *
0000 % *
0000

0000 0

De forma andloga ao exemplo anterior, definimos uma distribuicao H, que na origem é soma

dos espacos de raizes descrito na matriz acima, isto €,

Ho = Gars D Fars D Bans D Gaos D Bass D Gass P Gaus D G-

Portanto uma aplicagdo ¢ : M — (SU(6)/S(U(2) xU(2)xU(2)), Je) € holomorfa-horizontal
generalizada se for tangente a distribuicao H. Aqui Jo € a estrutura complexa determinada

pela escolha de raizes positivas que estamos utilizando.
Passamos agora ao principal resultado desta secao.

Teorema 2.1.7. Se ¢ : M? — Fg € uma aplicacao holomorfa-horizontal entdo ¢ é uma

aplicacao equiharmonica.

Demonstragao: Seja Fo = U/Kg uma variedade flag generalizada, com g = u®. Primei-
ramente, descreveremos os componentes irredutiveis de m§ que sao associadas a raizes de g
com altura 1 em II(©).

Se v € ¥y (isto é, a é uma raiz simples complementar a (©), cf. Definicao 1.1.4)
definimos o conjunto

(0)) = {8 € If;: B=a+(6)"), (2.1)
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e se a é o negativo de uma raiz simples complementar (ou seja, —a € 3j;) entao definimos

HO), ={felly,: f=a+(O) }. (2.2)

Os conjuntos II(0)}1 e I1(©),

z ., contém as raizes de altura 1 mddulo (0). Considere, para

Z 98 (23)

BeIl(©

Z 9s- (2.4)

BEI(©

cada o € Yy, os conjuntos

E conhecido que m, e m_,, sao componentes irredutiveis da representagao da isotropia (com-

plexa), veja por exemplo [2]. Um célculo direto mostra que os componetes irredutiveis m,, mg

—0, ifa#B,
[y, m_g] { CE. ifap (2.5)

satisfazem

onde a, B € ¥yy.
Agora, dada uma aplicacao holomorfa-horizontal ¢ : M — (Fg,.JJ) podemos associar
uma f-estrutura F¢, chamada f-estrutura associada a aplicacao holomorfa horizontal ¢, da

seguinte forma:

+1, se a € II(O) para algum § € Yyy;
Fo = {eatacmyey = —1, seac€ H(@)E para algum — 3 € Xy

0, caso contrario.

Usando a linearidade do colchete de Lie e a equacao (2.5) temos [Fj’:, .7:?] C €o e portanto
a f-estrutura associada é horizontal. Por outro lado, se ¢, # 1 entdao « nao é uma raiz
(positiva) de altura 1 modulo (0) e ¢, = 0 pois, ¢ é horizontal. Logo ¢ é subordinada a F?¢

e pelo Teorema 2.1.4, ¢ é uma aplicagao equiharmonica. ]

Exemplo 2.1.8. Considere ¢ : M — (SU(6)/S(U(2) x U(2) x U(2)), Jo) uma aplica¢ao
holomorfa-horizontal generalizada, onde Jo € a estrutura complexa associada a escolha candnica
de raizes positivas de s1(6,C), cf. Ezemplo 1.1.9.

A f-estrutura associada F¢ = {ea}acmye) definida na demonstragio acima € represen-

tada pela matriz abaizo:
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* * 1 1 00
x k1 1 00
-1 -1 * x 11
-1 -1 % % 11|
0O 0 -1 —1 % =«
0 0 -1 —1 x =

onde a entrada ij da matriz (fora dos blocos-diagonais) representa o valor de e,,,, sendo o;

uma raiz de sl(6,C).

Gostarfamos de observar que o problema da estabilidade de aplicacoes harmonicas em
variedades flag, isto é, o estudo da segunda variacao da energia, foi recentemente abordado
em [36]. A proposicao acima foi importante neste trabalho, pois oferece uma grande quanti-
dade de exemplos de aplicacoes equiharmonicas. Em particular foi obtido uma férmula que
nos permite entender como se comporta o indice de uma aplicacao equiharmonica quando

deformamos uma métrica invariante fixada inicialmente. Para mais detalhes, ver [36].

2.2 Foérmulas de Pliucker para curvas holomorfa- hori-

zontais em variedades flag maximais

Nesta secao trabalharemos somente com variedades flag maximais. Lembrando o Capitulo
1, seja G um grupo de Lie complexo e simples e B um subgrupo de Borel (parabdlico minimal)
de G. Entao Fg = G/B = U/T, onde U ¢ a forma real compacta de GeT =UNB é um
toro maximal de U. Neste caso © = () e denotaremos uma variedade flag maximal por F.

Vamos calcular as formulas de Pliicker para curvas holomorfa-horizontais em flags maxi-
mais. Tais férmulas relacionam a topologia da superficie de Riemann (ie, seu género) com
objetos geométricos (curvaturas). Em [43] Yang obteve férmulas de Pliicker para variedades
flag de SO(n). Aqui, obtemos tais férmulas para qualquer variedade flag maximal.

Como O = (), temos que X(0) = ¥ e alguns dos conceitos introduzidos na se¢ao anterior
tem sua descrigao simplificada. Definiremos novamente os conceitos de curvas holomorfas-
horizontais e distribuicao horizontal no contexto de flags maximais, de modo a enfatizar o

nosso contexto.
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Definicao 2.2.1 ([11]). Seja F = U/T uwma variedade flag mazimal e J uma estrutura
compleza invariante. A distribuicao horizontal H C TYOF € definida por
H, = Z Ja,
acy

onde o = €T € a origem de F.
Esta distribuigdo é bem definida pois Ad(t)(g.) = g para todot € T.

Definicao 2.2.2 ([11]). Seja M uma superficie de Riemann e (F,J) uma variedade flag
mazximal munida com uma estrutura compleza invariante J. Uma aplicagio ¢ - M — (F, J)
¢ chamada holomorfa-horizontal se for J-holomorfa e tangente a distribuicio H, ou seja,
&, TYM C H.

Definicao 2.2.3 ([25], [43]). Seja ¢ : M — (F,J) uma aplicagio holomorfa-horizontal e
rank U = n. Dizemos que ¢ € nao-degenerada se ¢(M) nao pertence a nenhum subconjunto

da forma U'/(T NU"), onde U € um subgrupo fechado de U com rank U' < n.

Considere uma variedade flag maximal (F, J, ds}), onde ds3} é uma métrica U-invariante
em [F. Lembramos que cada estrutura complexa J é associada com uma escolha de raizes
positivas para g e vice-versa, veja por exemplo [11], [10]. Assim, quando consideramos,
portanto, uma variedade flag munida com uma estrutura complexa e utilizamos raizes posi-
tivas da algebra de Lie de G (ou de U), estamos implicitamente fazendo a escolha de raizes
positivas determinada pela estrutura complexa.

Considere a base de u formada pelos vetores
{An, Sa,Hs : € 11T, B € 3}, (2.6)

e considere a sua base dual {fin, Va, &5 : @ € IIT, f € X}
Suponha que a algebra de Lie simples real u de U tenha dimensao m = 2n + k, sendo
n o nimero de raizes positivas e k o nimero de raizes simples. Escrevemos a base (2.6) e a

correspondente base dual como segue:

Aoy Sar oo Aoy Sap Aapsr Sepns --- Aan San V=1H., ... V—1H,, 27)
Moy Vay -+ Hay Ve, Moager Vs -+ Han  Van oy &k

onde os primeiros 2k vetores da base sao os A,, S, com « sendo uma raiz simples e os ultimos

k vetores sdo os v/—1Hgz com f raiz simples. Escrevendo a base de u nessa ordem iremos

simplificar bastante os calculos abaixo.
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As formas pu;, v;, & sao conhecidas como formas de Maurer-Cartan. Note que cada uma
delas é uma 1-forma real. O préximo resultado fornece a diferencial exterior das formas de

Maurer-Cartan.

Teorema 2.2.4 ([41]). Seja u uma dlgebra de Lie com base {v;} e base dual {p;}. As

equagoes de estrutura para as formas de Maurer-Cartan sao dadas por

dp; = Z C;q Pp N\ Py (2.8)

p<q

onde C;, sao as constantes de estrutura da dlgebra de Lie de w definidas por [vp,vy] =
Z;nzl quvk.

Mostraremos agora o principal resultado desta secao. Este resultado generaliza o resul-
tado obtido em [43]. Aqui utilizaremos fortemente a descrigdo abstrata de um flag maximal

utilizando a Teoria de Lie.

Teorema 2.2.5. Seja (F,J,ds%) uma variedade flag maximal equipada com uma métrica e
estrutura compleza invariantes. Seja f : M — (F,J,ds%) aplicacio holomorfa-horizontal

nao-degenerada. Entao as formulas de Plicker para f sao dadas por

k
29 —2—#i=— ai(Hy)d;, 1<i<k, (2.9)

j=1
onde g é o género da superficie de Riemann M, k é o mimero de raizes simples de g = u®;
d; e #; (1 <j <k) sdo a drea normalizada e o nimero de zeros de uma métrica degenerada

em M induzida pela distribuicao horizontal H, respectivamente.

Demonstragao: Seja F = G/B = U/T uma variedade flag maximal, e denote por u e g as
algebras de Lie de G e U, respectivamente. Lembramos que u é a forma real compacta da
algebra de Lie complexa g.

Considere a base de u (juntamente com a base dual) como foi definida em (2.7).

Definimos ©;, i = 1,...,n, a 1-forma C-linear a valores em g por

61' = Ha; — V _1Vaia

onde 1 <1 <n.
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Seja f : M — (F,J,ds%) uma aplicagao holomorfa-horizontal nao degenerada. Consi-
deramos um U —referencial local e : V C M — U tal que eonw = f,onde 7 : U — F é a
projecao canonica, cf. [19]. Usando este referencial local definimos 6; = e*®,. Note que 6; é
uma 1-forma C-linear em M com valores em g.

O fato de f ser holomorfa implica que as formas 6; sdo todas de tipo (1,0) em M, e
a horizontalidade de f implica que §; = 0 se a; nao for uma raiz simples, cf. [44]. Para
simplificar a notagao, se «; é uma raiz simples escrevemos p; = 6;, com 1 < i < k (lembre
que g possui k raizes simples).

Ainda usando o referencial local e, definimos fia, = €*fla,, Ua, = €*Va,, &, = €*Eq,. Bstas
sao 1-formas em M com valores em u.

Seja L,, — [F o fibrado de linha holomorfo sobre I, onde L,, ¢ gerado pelo espago de
raiz (complexo) de «;, com «a; sendo uma raiz simples. Escrevemos a distribuigao horizontal
H como

H=0Ly ®...0 L,,.

Consideramos agora ds7 como a métrica U-invariante em F restrita a cada fibrado de
linha L,,, 1 <7 < k. Logo, f*ds%i = ©; @ Q; = PiP;.

O fato de f ser nao degenerada implica que ¢; nao é identicamente nula, 1 < ¢ < k.
Usando argumentos de compacidade e holomorfia, pode-se mostrar que ¢ possui somente
zeros isolados e com multiplicidade finita, ver [45], [43]. Portanto, ¢;; define uma métrica
em M com singularidades.

Pela proposicao 1.2.1 fora dos zeros de ¢; temos
doi = =i N @i, (2.10)

dip; = —/—1K;®;, (2.11)

onde 1; é a 1-forma de conexao, di; é a 2-forma de curvatura, K; e ®; sao a curvatura
Gaussiana e a forma Kéhler de (M, ¢;p;), respectivamente.

Por definicao temos
0 =0;=€"0; =€ (o, — V—10s,) = € o, — V—1€"Vo, = [0, — V=104,

onde 1 <1 <k.
Portanto, para calcular dp; precisamos primeiro calcular dji,, e dv,, (utilizando du,, e
dv,,), com 1 <i <k.
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Primeiramente, note que se o € uma raiz simples tal que o« = S+ entao 3 ou 7y é negativa,
pois uma raiz simples nao é soma de duas raizes positivas (lembre que raizes positivas ou
negativas sao determinadas pela estrutura complexa invariante J = {e, }aen). Suponha que

7 seja negativa, ou seja, e, = —1. Como f é J-holomorfa e horizontal, f, = 0. Portanto,
Ch wp ANwy = Cg e g A e, =0,
onde Cg € a constante de estrutura da dlgebra de Lie. Desta forma, estes termos nao

contribuem para o cédlculo de dy.

Analisando as constantes de estrutura e as equagoes de estrutura da édlgebra de Lie u

vemos que as unicas contribuigoes sao dadas por colchetes da forma:

[V=1H,,, Sa,] = —ai(Ha,) Aa,, (2.12)

[\/__1HO‘J'7ACH] = ai(H&j)SOém (213)

onde 1 <1,7 < k. Portanto, temos

k
d/"Lai = Z \ _1ai(Haj)£aj AN _1VC¥¢7
j=1

Mas dO; = d(pta, — v/ —1v4,). Logo

k
d0; = V=1 ai(Ha,)éa, A 6. (2.14)
j=1

Observamos que alguns o;(H,,) sdo zero. Isso porque a(Hg) =< o, > onde <, >

denota a forma de Cartan-Killing no conjunto de raizes de g.
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Agora calculamos dp; para obter a 1-forma de conexao.

k
= (V=1 ai(Hq,)ba, N O;)
j=1
k
= V1) ai(H,,) e, Ne'O;
j=1

k
= vV —1 Z Oé,'(Ha]-)gaj N s -
j=1
Portanto, a 1-forma de conexao é dada por

k
i = —V=1)_ ai(Ha,)a,-
j=1

Usando as equagoes de estrutura calculamos déaj, com 1 <7<k
dgaj = e"(d€a,) = —2€" (fta; N Va;) = —2€" i, N € Vo, = —2fia; N Vay, (2.15)

pois [Aq, Sa] = 2/ —1H,,.

Para obter a relagao entre dgaj e a forma Kahler ®; calculamos
i N Gi = fra; = =1y A fia; + V—1a; = 2fia; AV=10a;,
e portanto
Ao, = —2fia; N Vo, = (V=1)"2fi0, A Vo, = V1. 2fia; ANV —10 =V =10; A @;.
Mas ®; = @goj A ¢j. Entao temos
dé,, = 20, (2.16)

com 1 < j < k. Usando (2.16) podemos calcular a 2-forma de curvatura:

k k
iy = —V=1Y ai(Ha,)dés, = —2/=1 Y ci(Ho,))P;. (2.17)
j=1 j=1
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Agora estamos prontos para obter as férmulas de Pliicker para a aplicagao holomorfa-

horizontal f. O teorema de Gauss-Bonnet generalizado (ver por exemplo [25]) diz que

/M K-, = 2n(x(M) + #)), (2.18)

onde x(M) = 2 —2g é a caracteristica de Euler da superficie de Riemann com género g e #;
¢ o numero de zeros de ¢; contando com as multiplicidades.
Como diy; = —y/—1K; - ®; temos

/ dip; = —\/—_1/ Ki - ®; = =2mv/=1(x(M) + #:) = 2nvV/—1(29 — 2 — #). (2.19)

Por outro lado

/A4d¢i=—2\/—_12i;ai(Haj)/A4q>j. (2.20)

Seja d; = £ [, ;= drea de (M, p;¢;). Logo, as equacoes (2.19) e (2.20) nos fornecem

k

29 —2—#i=— ai(Hy)d;, 1<i<k, (2.21)
j=1
que sao as formulas de Pliicker para a aplicagao horizontal-holomorfa f. O

Agora calcularemos as férmulas de Pliicker em alguns exemplos. A matriz de Cartan da
dlgebra de Lie de g serd usada para o calculo de o;(H,,), 1 < 4,5 < k. O Exemplo 2.2.6

calculado em [43] pode agora ser obtido de modo diferente e mais direto.

Exemplo 2.2.6 (Flags do tipo D). Considere a variedade flag mazimal SO(12)/T. A
matriz de Cartan de s0(12,C) é

oS o O O
|
[
[\
|
—_
|
—_
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Entao as equagdes (2.9) sao dadas por

20 —2—F#1 = —2d1+dy
20—2—#9 = dy—2dy+ds
20—2—#3 = dy—2d3+d,

20 —2—#4 = d3—2dy+ds+ dg
20 —2—45 = dy—2ds

20 —2—#¢ = dq— 2dg.

Exemplo 2.2.7 (Flags do tipo A;). Consideramos a variedade flag SU(4)/T. A matriz de
Cartan de s1(4,C) ¢

2 -1 0
-1 2 -1,
0o -1 2
portanto (2.9) sao dadas por
29—2—#1 = —2d1+d2

29—2—#2 == d1—2d2+d3
29—2—#3 = d2—2d3.

Deste modo vemos que recuperamos neste exemplo as mesmas equacgoes cldssicas de Plicker

descritas em [25].

Exemplo 2.2.8 (Caso G3). Considere a variedade flag G3/T. A matriz de Cartan gy é
2 -1
-3 2 )

20-2—-%1 = —-2d1+dy
2g—2—#2 = 3d1—2d2

logo, as equagoes (2.9) sao dadas por



CapiTULO 3

Equigeodésicas em variedades flag

3.1 Geodésicas Homogéneas

Nesta secao estabeleceremos alguns fatos béasicos com respeito a geodésicas homogéneas.
Tais fatos serao tteis para o desenvolvimento da préxima secao, onde trataremos de uma
classe especial de geodésicas homogéneas chamadas por equigeodésicas.

Seja M = G/ K um espago homogéneo redutivel, g uma métrica Riemanniana invariante
a esquerda em M. Denotamos por g e ¢ as algebras de Lie de G e K, respectivamente.

Lembramos que como M é redutivel, podemos escrever a algebra de Lie de G como
g=tom,
com Ad(K)(m) C m.

Definigao 3.1.1. Seja (G/K, g) uma variedade homogénea munida com uma métrica inva-

riante a esquerda. Um vetor X € g € um vetor geodésico se a curva
Y(t) = (exptX) -0

¢ uma geodésica em G /K passando pela origem o = eK. A curva vy é chamada geodésica

homogénea em G/K.

Em outras palavras, uma geodésica é homogeénea se for a orbita de um subgrupo a 1-
parametro de G gerado por X € g. Existe uma correspondéncia 1-1 entre vetores geodésicos

e geodésicas homogéneas.

39
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O proximo resultado fornece uma caracterizacao dos vetores geodésicos em espagos ho-

mogéneos em termos das estruturas das dlgebras de Lie de G e H.

Teorema 3.1.2 ([33]). Seja (G/K,g) uma variedade homogénea munida com uma métrica

mvariante a esquerda. Um vetor nao nulo X € g € um vetor geodésico se, e somente se,
B(Xw, [X, Z]n) =0, (3.1)
para todo Z € g, onde B(-,+) € o produto escalar Ad-invariante associado a métrica g.

Demonstragao: Sejam X, 7 € g e denote por X*, Z* o correspondente campo de vetor

fundamental em M, definido por

, d
Xg = 2| (exptX)(q),

0

para cada ¢ € M, e similarmente para Z;. Usando a conhecida férmula para conexao

Riemanniana
29(Z,Vy X) = Xg(Y, Z2)+Yg(Z, X) = Z9(X,Y) = g([X, 2], Y) —g([Y; Z], X) = g([X, Y], Z),
obtemos em nosso caso a seguinte expressao
20(Vx« X", Z%) =2X"g(X*, Z") — Z*g(X™*, X*) + 2¢9([Z7, X*], X™). (3.2)
Usaremos também as férmulas
ad(exptX)Y =Y +t[X, Y]+ O(t?), X,Y €g, (3.3)

k.exptX.k™' =exp(tad(k)X) ke G, X €g. (3.4)

Seja gy = exptX, hy = exp sZ. Usando (3.3) e (3.4) obtemos, para todo x € M,

gz = d% hsgi(z) = (dgt)d% 9 thsge(2)
= (dg) ! exp(sad(g; ') Z)(x) = (dge)[ad(g; 1) Z];

ds
= (dgy)[ad(exp(—t X)) Z];
= (dg)[Z —t[X, Z] + O(1")];
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e similarmente
Xi ) = (dh)[X — s[Z, X] + O(s*)]2

x -

Pela invariancia dos campos fundamentais obtemos
X;t(x) = (dg:) X, Z;L‘S(x) = (dhs)Z; .

Usando a identidade [X, Z]* = —[X*, Z*], calculamos

Xp9(X*,77) = — g(X;t(m)7Z;t(az))

0

= —| 9((dg))X;, (dg)|Z —t[X, Z] + O(#*)]})
0

= g(X7, [X7, Z7))(2).

Temos também

% 9(
= QQ(X*w [Z*vX*])(‘T)

Zrg(X*, X*) = X; 4 s[2%, X s+ O(s%), X, + s[Z%, X*], + O(s%))

Substituindo em (3.2), obtemos
9(Vx: X7, 27) = g(X7, [X7, Z7]) = —g(X7, [X, ZT7). (3.5)

Suponha agora que X seja um vetor geodésico. Temos entao, em particular, g(X7, [X, Z]%) =
0, onde p é a origem do espaco homogéneo. Considere a projecao canonica m : G — M.
Identificando g com T.G, obtemos dr(X) = X,, para cada X € g e portanto dr(Xy) = X,
Assim,

B(Xu, [X, Z]n) = 0.

Por outro lado, suponha que (3.1) é verdadeira. Entao,

g(X* X Z1) (exptX)(p) = g((dg) Xy, (dg)[X, Z];)
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para todo Z € g. Entdo, por (3.5) temos que Vx:X* = 0 e portanto (exptX)(p) é uma

geodésica. [ |
Corolario 3.1.3. Um vetor nao nulo X € g € geodésico se, e somente se,

B([X, Y], Xm) =0, (3.6)
para todo Y € m.

A féormula do Teorema 3.1.2 é muito util quando se trabalha com geodésicas em espacos
homogéneos. Grande parte dos artigos consultados sobre este tema fazem uso deste resultado.
Uma questao interessante é sobre a existéncia de tais geodésicas homogéneas neste con-

texto mais geral. Neste sentido, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.4 ([32]). Seja (G/H,g) uma variedade homogénea munida com uma métrica
mvariante a esquerda, dim M = m, com G grupo de Lie semi-simples. Entao M admite m

geodésicas homogéneas mutuamente ortogonais iniciando na origem o.

Outra questao interessante é a seguinte: dada uma variedade homogénea M = G/K,
existe uma métria Riemanniana invariante g tal que todas as geodésicas de (M, g) sao
geodésicas homogéneas 7

Exemplos “triviais” destas variedades sao os grupos de Lie compactos com a métrica bi-
invariante e as variedades Riemannianas homogéneas (G/K, g) com G compacto g a métrica
normal, veja por exemplo [16]. Portanto, procuram-se exemplos de tais variedades com a
métrica invariante somente pela esquerda, e ndo com a métrica bi-invariante (ou normal).

Em [33] tais variedades sdo denominadas espagos g.0. (geodesic orbit). No mesmo artigo
sao classificados todos os espacos g.o. de dimensao menor ou igual a 5.

Nao iremos tratar de espacos g.o. neste trabalho. Somente vamos enunciar um resultado
recente que classifica quais variedades flag admitem uma métrica invariante (ndo homotética

a métrica bi-invariante) que a torna um espago g.o.

Teorema 3.1.5 ([1]). Dentre todas as variedades flag Fg, as unicas que admitem métrica

invariante g (ndo homotética a métrica normal) tal que (Fo,g) seja um espaco g.o. sdao
SO0+ 1)/U(l) e Sp(1)/U(1) x Sp(l — 1).



Capitulo 3 — Equigeodésicas em variedades flag 43

3.2 Equigeodésicas em variedades flag

Nesta secao os espagos homogéneos considerados sao as variedades flag generalizadas
Fo = G/Po = U/Kg. Utilizaremos a descri¢ao do espago tangente na origem oK em termos
da decomposicao da representacao da isotropia e dos espacos de raizes de g como na Segao
1.1.

Seja ¢ uma métrica invariante na variedade flag Fg e B(-,-) = — (A(+),-) o produto
escalar Ad-invariante associado a g. Considere em u a base descrita em (1.7). A invariancia
de B é equivalente aos vetores A,, S, com «a € HL serem autovetores de A associados ao
mesmo autovalor \,, veja [40].

Note que os vetores A,, S, sao vetores geodésicos. De fato, como mg = Eé e A, € mg,

pelo Teorema 3.1.2 temos que

B((Aa)m@7 [AOU Z]m@> = - <A<Aa)7 [AOM Z]me> - _/\a <A0t7 [AOH Z]me + [Am Z]?>
= =X <Aa7 [Aaa Z]> = Aa <[AavAa]v Z> =0,

para todo Z € g (utilizamos a anti-simetria da adjunta em relagao a forma de Cartan-Killing,
cf. [39]). Analogamente vemos que S, é um vetor geodésico.

Pelo fato dos vetores A, e S,,a € I}, serem autovetores para todos os operadores A que
determinam um produto interno invariante (e portanto uma métrica invariante) vemos que
Aqa, Sa sao vetores geodésicos com respeito a toda métrica invariante na variedade flag Fg.

Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.2.1. Uma curva v numa variedade flag Fg € dita ser uma equigeodésica se ela

for geodésica com respeito a toda métrica invariante em Fg. Se v for da forma
V(t) = (exptX) - o,

diremos que v € uma equigeodésica homogénea e o wvetor X é chamado de vetor equi-

geodésico.

Neste trabalho tratamos somente o caso de equigeodésicas homogéneas. A partir de
agora, sempre que nos referirmos a equigeodésicas, estaremos pensando em equigeodésicas
homogéneas (a menos que seja dito explicitamente o contrério). Nosso primeiro resultado é

o seguinte:
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Proposicao 3.2.2. Toda variedade flag generalizada admite equigeodésicas.

Demonstragao: De fato, pela discussio acima, os vetores {A,, S.},a € II}; sdo vetores

equigeodésicos. O

Uma vez garantida a existéncia de equigeodésicas em variedades flag generalizadas, nosso
proximo passo € obter uma classificacao de tais geodésicas. Tal caracterizagao serd feita em
termos dos vetores equigeodésicos. O proximo resultado fornece uma condicao necessaria e

suficiente para um vetor ser equigeodésico.

Proposicao 3.2.3. Seja Fg uma variedade flag generalizada, com mg isomorfo a T,Fg onde

0=-eKg. Un vetor X € mg € equigeodésico se, e somente se,

X, AX]mg = 0, (3.7)
para cada métrica invariante A.
Demonstragao: Seja B(-,-) = — (A-,-) o produto escalar invariante determinado por A.
Para XY € mg temos
B(X,[X,Y]ne) = —(AX,[X,V]ne) = = (AX,[X,Y]) = = ([X, AX]Y),

pois a decomposigdo g = mg @ g é <, >-ortogonal e a forma de Cartan-Killing é Ad(G)-
invariante, i.e., ad(X) é skew-Hermitiana com respeito a <, >. Portanto, X é equigeodésico

se, e somente se, [X, AX],, = 0 para cada produto escalar invariante A. O

Observamos que resolver a equagao (3.7) é equivalente a resolver um sistema algébrico nao
linear de equagoes cujas varidveis sao os coeficientes do vetor X. Usando a decomposicao
me = my & ... my em componentes irredutiveis da representagdo da isotropia (real) e
considerando a base {A,, Sq; @ € II},} veremos que a estrutura de algebra de Lie subjacente
em mg desempenha um importante papel.

De fato, analisando os colchetes de Lie da forma [A,, Ss], [Aa, As] € [Sa, Sg| descritos
em (1.9) é claro que se as constantes de estrutura mg. g, M_qa 8, Ma,—p SAO zZero entdo esses
colchetes também sao iguais a zero e o sistema algébrico pode ser simplificado. Iremos,
portanto, dar énfase as solugoes de (3.7) que dependam exclusivamente da estrutura da

algebra de Lie de u.
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Observamos ainda que como consequéncia da invariancia da métrica A, temos Al,, =
Aildy,, para cada componente irredutivel da representacao da isotropia. Portanto, se X € m;

a equacao (3.1) é trivialmente verificada.

Definicao 3.2.4. Um vetor equigeodésico X € mg € trivial se X € m; para algum i; caso

contrdario dizemos que X € um vetor equigeodésico nao-trivial.

Numa variedade flag maximal, estas solucoes triviais possuem a propriedade adicional:

as equigeodésicas correspondentes sao fechadas.

Proposicao 3.2.5. Seja F = Fg = U/T uma variedade flag mazimal. Entdo todo vetor

X €u, com «a € 11}, € equigeodésico e a correspondente equigeodésica (t) = exp(tX) - o é

fechada.

Demonstracao: O fato que X ¢é equigeodésico segue da observacao que no caso de uma
variedade flag maximal, cada u, é uma componente irredutivel da representacao da isotropia.
Nossa prova de que a equigeodésica é fechada é baseada na prova de Helgason (ver [26] Ch.
IV). O subespago u, é um sistema triplo na algebra de Lie real u, isto é, se X,Y,Z € u,
entao [X, [V, Z]] € u,. Portanto, o subespago u' = u, + [u,, u,] é uma subélgebra de Lie de
u que é isomorfa a su(2).

Seja U’ o subgrupo conexo de U com algebra de Lie u' e M’ a 6rbita U’ - 0. Podemos
identificar M’ com U’/(U’' NT) que é uma subvariedade de F, com T,M’ = u,, veja [26] Ch
I1. Note que M' = SU(2)/S(U(1) x U(1)) = S? e a métrica riemanniana induzida em M’ é
(a menos de escala) a métrica normal.

Assim, geodésicas em F com vetor velocidade inicial em T,M’ sao da forma exp(tX) - o
onde X € u,, e portanto uma curva em M’. Desta forma, a imersao M’ C F é geodésica
em o, isto é, cada geodésica em F que é tangente a subvariedade M’ em o (X € u,) é uma
curva em M'. Como U’ age transitivamente em M’, a imersao é totalmente geodésica, cf.

[26]. Mas as geodésicas em S? sdo fechadas. O

Denote por i, : S? — F a imersao totalmente geodésica descrita na prova da proposicao
anterior. Uma observagao importante é que a imersao ¢, ¢ totalmente geodésica com res-
peito a toda métrica invariante em F. Dessa forma cada i,, a € I}, é uma aplicagio
equiharmonica. A seguir discutiremos uma relacao que obtivemos entre estas aplicacoes

equiharmonicas com a topologia de um flag maximal.
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E um fato bem conhecido que as variedades flag generalizadas sao simplesmente conexas,
[9]. Com respeito ao segundo grupo de homotopia de uma variedade flag, temos o seguinte
resultado que enunciamos somente no caso de flags maximais e cuja demonstragao pode ser

encontrada em [13].

Teorema 3.2.6. Seja U/T uma variedade flag mazimal e X2 um sistema simples de raizes
para g = u®, a dlgebra de Lie complexificada de U. Entio mo(U/T) = ZI¥! é gerado pelas
aplicagoes i, : S* — U/T, com a € X.

Como uma consequéncia imediata da Proposi¢ao 3.2.5 e do Teorema 3.2.6 temos o se-

guinte resultado:
Proposigao 3.2.7. O sequndo grupo de homotopia de U/T € gerado por aplicagées equiharmonicas.

Para finalizar esta se¢ao, vamos exibir uma familia de vetores equigeodésicos em varie-
dades flag maximais. Tais familias dependem somente da estrutura de algebra de Lie dos

grupos de Lie U e G.

Proposicao 3.2.8. Seja Fg = U/T uma variedade flag mazimal e sejam X € u,, Y € ug

vetores nao nulos. Se o+ 8 nao sao raizes entao X +Y € mg € um vetor equigeodésico.

Demonstragao: Seja A uma métrica invariante em Fg. Por hipétese, A(X) = A\ X e
A(Y) = A\gY. Escrevendo X = a14,+015, € Uy, Y = a2 Ag+b255 € ug, comay,as, by, by € R

temos:

[X + Y,A(X + Y)]m@ = ()\a — /\5)(&1@2[140“ Aﬁ] + ale[Aa, Sﬁ]
+b1a2[Sa, Ag] + b1b2 [Sa, Sg])

Agora, como « £ [ nao sao raizes, as constantes de estrutura m, g, m, _g sao iguais a
zero e pelas equagoes (1.9) os colchetes [Ay, Sa], [Aa, Ss], [Sas Asl € [Sa, Ss] também sao
iguais a zero.

Portanto, temos [X + Y, A(X +Y)|n, = 0 para toda métrica invariante A e assim X +Y

¢ um vetor equigeodésico. O]

Corolario 3.2.9. Com as hipdteses da Proposi¢ao acima, seja X = X, + ...+ X,, tal que
Xa, € Uy, para cada i. Se oy, £ oy ndo sao raizes para todos p,q € {1,...,r} entdo X € um

vetor equigeodésico.
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Demonstragao: Basta aplicar a proposicao acima juntamente com a linearidade do col-
chete de Lie. O]

Exemplo 3.2.10. Considere a variedade flag mazimal Gy/T e seja o = ag and 5 = 2aq1 +
3ay. FEstas raizes satisfazem a condi¢ao que o = 3 nao € raiz de go. Entao todos os vetores

no conjunto u, @ ug sao vetores equigeodésicos.

Nas préximas secoes exibiremos familias de vetores equigeodésicos em diversas variedades

flag generalizadas.

3.3 Variedades flag generalizadas de SU(n)

Nesta secao trabalharemos com variedades flag generalizadas do grupo de Lie classico
SU(n) (também chamadas de variedades flag do tipo A;). Estas variedades sdo espagos

homogéneos da forma
Fo =F(n;ny,...,ns) =SU(n) / S(U(ny) x ... x U(ns)), (3.8)

onde n =mny + ...+ ng, veja por exemplo [3].

A principal motivacao para trabalhar com esta familia de variedades flag é que os com-
ponentes irredutiveis da representacao da isotropia possuem uma boa descricao em termos
matriciais. Iremos traduzir a equagao (3.7) em termos de equagdes matriciais, e apresenta-
remos solugoes que estao relacionadas com a estrutura de dlgebra de Lie de sl(n, C).

Investigaremos no final desta se¢ao o fato de uma equigeodésica ser fechada ou nao.
Nossa ideia é a seguinte: para cada X € mg podemos associar um campo de vetores X* em
Fo chamado campo fundamental associado a X. Como o fluxo de tal campo é composto
por isometrias de Fg, este é um campo de Killing. A estratégia sera analisar as trajetérias
de tais campos fundamentais. Note que uma equigeodésica é uma trajetoria de um campo
fundamental.

Vamos descrever os componentes irredutiveis da representagao da isotropia, seguindo [6].

Fixamos um sistema de raizes de sl(n, C) como no Exemplo 1.1.9.
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As variedades da familia (3.8) podem ser descrita em termos de raizes por:

©) = {e\—¢e: 1<a#b<n},
O)T = {e —¢e: 1<a<b<nl,
n+t = {62—&%: i<jl1<a<n;,1<b<n;},

onde usamos a notacao €, = €y, 4. 4n; ;+a-

Denote por E%

o (1 <p<n,1 <q<n;) amatrizn x n com 1 na posigao (ng + ... +

ni—1 +p,n1 + ...+ nj_1 + q) e zero nas outras entradas. O espaco de raiz g_i; associado a
praq
S B R ij
raiz o) = ¢, — €] é o subespago gerado (sobre C) por E}}.

Os componentes irredutiveis da representagao da isotropia (real) sdo dados por:

m;; = Z uag], 1< j, (39)
1<p<n;,1<q<n;
e os componentes da isotropia complexa sao dados por:
C . .
mij = Z Buig> ! # J- (3.10)

1<p<n;1<q<n;
Observamos que m;; = (mf;@mS;)Nsu(n), onde su(n) é a forma real compacta de sl(n, C).

Exemplo 3.3.1. Considere a variedade flag SU(10)/S(U(4) x U(3) x U(2) x U(1)). Abaizo

apresentamos os componentes irredutiveis da representacao da isotropia.

* * * * ai a2 a13 b1y bz  cin1
* * * * Q21 22 23 ba1 by c2
* * * * a3y a32 a33 b31 bza  c31
* * * * (¢751 Q42 Q43 ba bip  cu
—a11 —Q —a31 —Q4 @ * * * din  diz  eq
—Q12 —Q —az2 —Q42  * * * dy  dyp ex
—Q13 —Q3 —asz3 —0a43 @ * * * dzi  d3  es
—~byy —by —by —by —dy —dy —ds * *  fu
—612 —622 —632 —542 —0712 —0722 —J32 * * Jo1
—Cyy —Cy —Cy3 —Cy —€n —€xn —3 —fu —fa  *
Agora iremos expressar as equagoes [X,AX]n, = 0 em termos de um conjunto de

equagoes matriciais. Primeiramente vamos fazer algumas identificagoes entre os componentes

irredutiveis e certos conjuntos de matrizes.
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O subespaco das matrizes da forma

M% = gspan {E;j

q } 1<p<n;, 1<q<n;

(3.11)

P, LY >

é isomorfo sobre C a componente m;-cj. Seja A € mg representado pela matriz A = > AV,
AY e M. Para cada AY podemos associar uma matriz a;; € M, ,,(C); mais especifica-

mente, definimos

i _ ij =
AY = E 2pg By = a;j = E ZpqEipg:
p,q b, q
onde a;; é o tnico bloco nao trivial em AY e E,, € M,,, (C). Como A é anti-Hermitiana,

temos que a;; = —aj;.

Exemplo 3.3.2. Voltando ao Exemplo 3.3.1, seja A € mg e considere a decomposicdo em,
componentes irredutiveis indicada no exemplo referido. Note que n = 10, n; = 4, ny = 3,

ns = 2, ny = 1. Neste caso, a componente A € M3 € representada pela matriz

000 0O0O0 0 by b O
000000 0 by by O
0000 O0O0 0 by by O
000000 0 by b O
418 0000O0OO0OO0OTO0O O O 7
0 000O0OO0OO O O O
0O 000O0OO0OOO0O O O
00 00O0OO0OO0O O O0 O
0 000O0OO0OO0OTO0O O O
0O 000O0OO0OO O O O
e a matriz a1z € Myo(C) € dada por

bir b1z

a1 = bo1  bao

bs1  b3o

bur bap
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Jd o componente A3 de A € representada por

0 0 0 0 000000

0 0 0 0 000000

0 0 0 0 000000

0 0 0 0 000000

AP 0 0 0 0 000000
0 0 0 0 000000/

0 0 0 0 000000

—byy —by —byy —by 0 0 0 0 0 O

_612 —622 —632 —642 00 0O0O0TO 0

0 0 0 0 000000

e a matriz azy € M 4(C) € dada por
—byy by —by —by
as; = - - _ _ .
—bip —bay —bsa —byo

Lema 3.3.3. Sejam 1 < i,j,m < s distintos, onde s é determinado pela familia (3.8). Se
X eMieY €M™ entio Z = [X,Y] € M™. Além disso, se X,Y,Z sio representados
pelos blocos de matrizes a € My, ,,(C),b € My, (C) e c € My, p, (C), respectivamente,

]

entao ¢ = ab.
Demonstracao: O resultado segue da observacao que se o = a;flll ef= aggg entao o+ 3
é uma raiz exatamente quando s; = s € ¢; = pa,. Neste caso temos a + [ = 042{1. O

Podemos agora expressar as equagoes de equigeodésica em termos matriciais.

Teorema 3.3.4. Seja X = Z” X9 € m§ representada pela matriz anti-Hermitiana em

blocos A com blocos a;; € My, »,(C). Suponha que os blocos a;; satisfagcam
aij Qjm, =0 (1,7,m distintos com 1 <1i,j,m < s). (3.12)
Entao X é um vetor equigeodésico.

Demonstracao: Seja A;; a matriz com entrada 1 nos blocos ij e ji, e 0 em todas outras

entradas. Cada métrica invariante A possui a representagao matricial A = >~ \;;A;; (Ai; > 0).
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Quando escrevemos AX neste contexto matricial, estamos pensando no produto de Ha-
damard de matrizes(ou produto termo a termo), veja por exemplo [27]. Claramente, se
[X,A;;X] = 0 para todo 1 < i,j <s (i # j) entdo [X,AX] = 0. Desta forma, utilizando
o Lema 3.3.3 temos que a representa¢ao matricial de [X, A;; X] = [A, \;;(AY 4+ A7")] é dada
por
ay;a;i

(Zgj(lji

5@l AjiAi2

Portanto, a j-ésima linha-bloco de [ X, A;; X| consiste de entradas a;;a;, (m # i, j). Portanto,

se todos estes produtos sao nulos, temos que X é equigeodésico. O

Exemplo 3.3.5. Considere a variedade flag Fg = SU(n)/S(U(ny) x U(ng) x U(ng)), com
n =ni+nyo+nz. De acordo com o Teorema 3.3.4 um vetor nao-nulo X € mg, representado

pela matriz em blocos A € equigeodésico, se 0s blocos aia, a1z, ass satisfazem
* *
Q12 A3 = O, CL13 19 = 0, 923 CL13 = 0

Seja U(n) o grupo das matrizes unitarias de ordem n. Dado uma variedade flag F(n, nq, ..., ng)
definimos o subgrupo U de U(n) por U := &:_,U(n;) € U(n). Ou seja, se X € U entdo X
é uma matriz composta somente por blocos na diagonal principal, com cada bloco-diagonal
sendo uma matriz unitaria de ordem n;, i =1,...,s.

A préxima proposigao nos fornece uma familia de vetores equigeodésicos.

Proposicao 3.3.6. Seja Fg = F(n,ny,...,ns) uma variedade flag e X € mg. Suponha
que X € representada pela matriz em blocos A, composta pelos blocos a;; e que estes blocos
satisfazem as equagoes (3.12).

EntaoY = DXD™! é um vetor equigeodésico para cada D € U. Em outras palavras, a

orbita de X pela acao de conjugacao por elementos de Ué composta de vetores equigeodésicos.

Demonstracao: Seja D € U uma matriz arbitraria. Escrevemos D e D~! = D* como
dy d;
D - c . 9 D_l - = . Y
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onde d; € U(n;), i =1,...,s. Seja X como no enunciado da proposi¢io e Y = DXD~'. Na

representacao de Y por matrizes em blocos, os blocos ¢7 e ji sao dados por

(& yji = —dj(l*ﬁﬁ<

VAR

Yij = diai;d;

Portanto,

yijyjm = diaijd;djajmd; = diaijajmdfn = 0, (1 S i,j, m S S),
pois d; é uma matriz unitéria e os componentes a;;, a;j,, satisfazem as equagoes (3.12). [
Exemplo 3.3.7. Podemos usar a proposi¢ao anterior para criar vetores equigeodésicos a

partir de solugoes particulares do sistema (3.12). Por exemplo, na variedade flag F(9;3,3,3),

mictamos com o sequinte vetor equigeodésico

0 0 0 op 0 0 0

0 0 0 0 o2 0 0 0

0 0 0 o 0 0 o3 0

-0 0 0 0o 0 0 0o 0

X = 0 —oy 0 o 0 0 0 0 5

0 0 0 o 0 0 0 0 o4
0 0 —o3 o 0 0 0 0
0 0 0 o 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —o4 0o 0

onde o; > 0 para todo i € um numero real. Agora, cada conjugacdo por um elemento de

U:=U eU(3) @ U3) & U(3) produz wum novo vetor equigeodésico.

Vamos exibir agora uma classe de solugoes que depende essencialmente da estrutura de

algebra de Lie e dos componentes irredutiveis da representacao da isotropia.

Definigao 3.3.8. Dizemos que uma matriz A é essencialmente diagonal se A contém, no
mdximo, uma entrada nao nula em cada linha e coluna.

Analogamente, dizemos que uma A € essencialmente bloco-diagonal se A contém, no
mdzimo, um bloco a;; € Mni,nj((C) nao nulo em cada linha-bloco de tamanho n; e cada

coluna-bloco de tamanho n;.

Proposicao 3.3.9. Considere a variedade flag Fg = F(n;ny,...,ns) e seja X € mg re-
presentado pela matriz A. Se A for essencialmente bloco diagonal entao X serd um vetor

equigeodésico.
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~ , . . . B
Demonstragao: De fato, se A ¢ essencialmente bloco diagonal temos a;;aj, = aj;ajm = 0,

pois aj; € a;n, pertencem a mesma linha-bloco.

Exemplo 3.3.10. Considere a variedade flag F(8;2,2,2,2). O vetor X € mg representado

pela matriz

0 0 0 0 0 0 apn ap
0 0 0 0 0 0 ay ax
0 0 0 0 by b 0 0
A 0 0 0 0 by bp 0 0
0 0 —by —by 0 0 0 0
0 0 —by —byp 0 0 0 0
—ay; —ay 0 0 0 0 0 ©0
—G15 —dz O 0O 0 0 0 0

€ um vetor essencialmente bloco diagonal, logo é um vetor equigeodésico.

Exemplo 3.3.11. Considere a variedade flag mazimal F(6;1,1,1,1,1,1) = SU(6)/T. O

vetor X € mg representado pela matriz

0 a2 0 0 0 0
—aiz 0 0 0 0 0
s 0 0 0 asa O 0
0 0 —az O 0 0
0 0 0 0 0  ase
0 0 0 0 —ass O

€ um vetor essencialmente diagonal, logo é um vetor equigeodésico.

Observacao 3.3.12. Gostariamos de observar que, no caso de variedades flag mazimais de
SU(n), as matrizes essencialmente diagonais sao a representa¢ao matricial dos espagos de
raizes descritos no Coroldrio 3.2.9. Por exemplo, a matriz A descrita no Exemplo 3.5.11
pertence a0 espago Uq,, Blg,, PlUa,,. Aqui, como usualmente fazemos, estamos considerando

o sistema de raizes canénico de sl(6,C).

O proximo resultado serd ttil na andlise do fato de uma equigeodésica ser fechada ou

nao.
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Lema 3.3.13. Considere a variedade flag F(n;n, ..., ns) e suponha que X € mg € represen-
tado pela matriz anti-Hermitiana e essencialmente bloco diagonal A. Entao A é U—conjugada
a uma matriz essencialmente diagonal J e os autovalores nao-nulos de A sao iguais a +i

vezes o valor absoluto das entradas de J.

Demonstragao: Seja a;; € My, »,(C) o tinico bloco nao nulo na linha bloco i e coluna
bloco j. A decomposi¢ao em valores singulares (SVD', veja por exemplo [27] p. 157) de a;;

(juntamente com a;;) fornece matrizes D; € U(n;) e D; € U(n;) tal que
Ai5 = DZED;,

onde ¥ € M,,,, ¢ uma matriz “diagonal” (os elementos fora da posigao ii sao iguais a
zero). Repetindo este procedimento para os outros blocos nao-nulos, obtemos uma matriz
diagonal em blocos D, cujos blocos sao as matrizes Dy, com k=1,...,s, ou seja, D € U=
U(ny) & ... 0 U(ng).

Finalmente, conjugando a matriz A por D obtemos a matriz essencialmente diagonal J
desejada. Em outras palavras: o fato de A ser essencialmente bloco diagonal garante que
podemos fazer o SVD em um bloco de cada vez e esse procedimento altera os outros blocos.
Note que J ainda é uma matriz em blocos, cujos blocos nao nulos sao diagonais e as entradas
sao numeros reais. A relagdo a;; = —aj; implica que j;; = —j7;.

Agora, como J é essencialmente diagonal temos que J é semelhante (via permutagao de

linhas e colunas) a uma soma direta de matrizes anti-Hemitianas 2 x 2 da forma

0
Jk = ak 3 ag Z 0 (313)
—ayg 0

com autovalores +ilax|. Como A e J sdo semelhantes, estes também sao os autovalores de
A. O

Passamos agora para a discussao sobre equigeodésicas fechadas. Trataremos do caso de
equigeodésicas associadas aos vetores equigeodésicos cuja representacao matricial é dada por

uma matriz essencialmente bloco diagonal.

'Seja M € M, »(C). Entdo existe uma decomposigao da forma M = UXV*, onde U € U(n), V € U(m)

e ¥ é uma matriz diagonal (ie, as entradas ij sdo iguais a zero se ¢ # j) com entradas reais ndo negativas.
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Para tanto, analisaremos o campo de Killing associado com um vetor equigeodésico.
Descreveremos uma familia de vetores equigeodésicos cujas equigeodésicas associadas sao

necessariamente fechadas. Iniciamos com a seguinte definicao:

Definicao 3.3.14. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo de vetores T € X(M)

¢ fechado se toda trajetoria for fechada.

Seja Fg uma variedade flag. Dado um vetor X € mg, podemos definir (cf. [3]) um campo
de Killing X™* associado ao vetor X por

X*(p) = %((exth) D)

Se X ¢é um vetor geodésico entao a correspondente geodésica homogénea 7y é a trajetoria
de X* que passa pela origem o, isto é, v(t) = ¢;(0) onde ¢; é o fluxo de X*. Se X* for
fechado, entao v também serd fechada.

Note que X* é um campo de Killing com respeito a cada métrica SU(n)-invariante em
Fo. De fato, o fluxo de X* é dado por ¢:(-) = Lexptx)(-) onde L, (a € SU(n)) é a translagao
a esquerda, que é uma isometria. Portanto o sub grupo a 1-parametro de transformacoes
definido por {¢;},.g € SU(n) consiste somente de isometrias. Topologicamente, este grupo

é aberto ou fechado se for (R) ou (S'), respectivamente.

Teorema 3.3.15. (Flores et al, [20]) Seja T um campo de Killing em uma variedade rie-

manniana (M, g). Entao T ¢é fechado se, e somente se, o grupo a 1-parametro de isometrias
{¢t}ier C Iso(M, g) for S'.

Teorema 3.3.16. Seja X € mg um vetor equigeodésico na variedade flag F(n;ny, ..., ng)
representada pela matriz ant-Hermitiana e essencialmente bloco diagonal A.
Entao o correspondente campo de Killing é fechado se, e somente se, os autovalores

de A sao comensurdveis. Isto, em particular, implica que a correspondente equigeodésica
v(t) = exp(tX) - o € fechada.

Demonstracao: De acordo com o Lema 3.3.13, sejam 61, ...,10, os autovalores de A.
O sub-grupo a 1-parametro de isometrias gerado por X* é exptA = U(exptD)U*, onde
U e U(n)e D = diag(iby,...,i0,). Evidentemente este grupo é fechado (i.e. difeomorfo a
S1) se, e somente se, 01, ..., 0, sao comensurdveis. Por outro lado, pelo Teorema 3.3.15 este

grupo ¢é fechado se, e somente se, o campo X* é fechado. O
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Observacao 3.3.17. Se no Teorema 3.3.16 0s autovalores nao sao comensurdveis, o campo

de Killing nao € fechado e nao sabemos se a equigeodésica vy € fechada ou nao na variedade
flag.

Observacao 3.3.18. No caso de variedades flag mazximais, este teorema estabelece uma
conexdo entre equigeodésicas e toros equiharmonicos descritos em [35]. De fato, analisando

a construcao de tais toros, vemos que estas curvas estao sobre tais toros equiharmonicos

Exemplo 3.3.19. Considere a variedade flag mazimal SU(4)/T e o vetor equigeodésico

0 2z 0 0
20 0 0
x=| °
0 0 0 y
0 0 -7 0

Os autovalores de X sao +i|z| e Lily|. A equigeodésica determinada por X € fechada se x

e y sao comensurdveis, por exemplo, se x =2 ey = 3.

3.4 Variedades flag generalizadas com dois somandos
isotropicos

Nesta secao exibiremos algumas familias de vetores equigeodésicos em variedades flag ge-
neralizadas com dois somandos isotropicos, isto é, a representacao da isotropia se decompoe
em exatamente duas componentes nao equivalentes. A principal motivacao para tratar esse
caso é a possibilidade de simplificar os sistemas algébricos envolvidos, em algumas situagoes.
Como fizemos anteriormente, daremos énfase aos vetores equigeodésicos que podem ser ob-
tidos a partir da estrutura de algebra de Lie subjacente.

Iniciamos com a descricao de tais variedades flag e dos componentes irredutiveis da
representacao da isotropia em termos da teoria de Lie. Embora nao tenhamos uma descrig¢ao
matricial destes componentes irredutiveis como no caso de flags de SU(n), sua descri¢ao
pode ser dada explicitamente.

Sejam g uma &algebra de Lie complexa e simples e II um sistema de raizes e ¥ =
{ai,...,q;} um sistema simples de raizes. Seja p = 2221 m;oy; a raiz maxima de II, isto é,
a Unica raiz tal que para qualquer outra raiz a = 22:1 c;o;, temos que ¢; < m; para todo 1.

Os coeficientes m; € Z sao chamados de altura da raiz simples «;.
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Lembre que dado um sistema simples de raizes ¥ para g, a variedade flag Fg é determi-
nada por ©, onde © C X. De acordo com [1], uma variedade flag generalizada possui dois
somandos isotrdpicos se, e somente se, © = ¥ — {«;, } onde a;, é uma raiz simples de altura
dois, ou seja, m;, = 2. Em outras palavras, o conjunto das raizes simples complementares
¥ possui uma tnica raiz com altura 2, isto é, ¥y = {a, }.

Seja «a;, uma raiz simples de altura dois, © = ¥ — {a;,} e considere Fg a variedade
flag com dois somandos isotrépicos correspondente. Neste caso, temos mg = m; @ my, onde
my;, my sao os componentes irredutiveis da representacao da isotropia. Para descrever os
componentes irredutiveis m;, i = 1,2 usaremos a construgao dada em [29].

Para n = 1,2 definimos

!
Rt (aj,n)={aell”:a= chozj, Cip =M}, (3.14)

i=1
e definimos os subespagos m,, de u por
my= > U, (3.15)
a€RT (g ,n)
e obtemos a decomposicio mg = m; G my e R}, = RT(ay,, 1) U R (ay,, 2).

Teorema 3.4.1 ([29]). Cada subespago m,, n = 1,2 é uma componente irredutivel da re-

presentacao da isotropia. Além do mais, estes componentes sao nao-equivalentes.

O proximo resultado nos fornece a relagao entre os componentes irredutiveis via o colchete

de Lie.

Lema 3.4.2 ([29]). Seja Fg = G/Po = U/Kg uma variedade flag generalizada com dois
somandos isotropicos. Decomponha a dlgebra de Lie de U como u = g @ m; & my. As

sequintes relagoes valem:
[my, my] Cmy, [my,my] Cmy®tg, [mm]C to.

As variedades flag generalizadas com dois somandos isotropicos sao listadas na Tabela 3.1.
Para uma completa classificacao de todas as variedades flag generalizadas usando diagrama

de Dynkin pintado, veja [12].
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Tabela 3.1:
G/K Dimensao
SOl +1)/U(p) x SO2(I —p) +1) | 4pl —3p* +p
Sp(1)/U(p) x Sp(l — p) 4pl — 3p* + p
SO(21)/U(p) x SO(2(l —p)) pl — 3p* —p
Es/SU(5) x SU(2) x U(1) 50
Es/SU(6) x U(1) 42
E-/SO(10) x SU(2) x U(1) 84
E./SO(12) x U(1) 66
E./SU(T) x U(1) 84
Es/E; x U(1) 114
Es/SO(14) x U(1) 156
Fy/SO(7) x U(1) 30
Fy/Sp(3) x U(1) 30
Go/U(2) 10

Exemplo 3.4.3. Vamos exibir as variedades flag do grupo excepcional Fy com dois somandos
isotrépicos. Seja X = {1, s, a3, au} 0 conjunto de raizes simples da dlgebra de Lie de F,
tal que a raiz maxima € dada por p = 2aq + 3as + 4ag + 2ay. O diagrama de Dynkin da
algebra de Lie de Fy €

Descreveremos a variedade flag associada com © = ¥ — {a1}. Pintamos de preto o nd

correspondente araiz o, isto €,

e seja by = (©) a parte semi simples de to. Observamos que o diagrama de Dynkin da parte
semissimples € composta pelos nos de cor branca, no caso o diagrama de Dynkin da dlgebra

de Lie de sp(3). Portanto,
E@ - u(l) @5]3(3)7

onde u(1) € representado pelo né pintado de preto. Veja [12] para mais detalhes. A variedade
flag generalizada correspondente € Fy/Sp(3) x U(1).
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Se consideramos © = ¥ — {ay}, pintamos de preto o nd correspondente a raiz ay. Temos

entao

t=u(l) ®so(7).
A wvariedade flag generalizada correspondente é Fy/SO(7) x U(1).

O préximo resultado fornece uma versao da Proposigcao 3.2.3 para variedades flag com
dois somandos isotrépicos. Como o nimero de parametros de uma métrica invariante numa
variedade flag é igual ao nimero de componentes irredutiveis da representacao isotropica,
denotaremos uma métrica invariante por A = (A1, A2). Numa variedade flag com dois soman-
dos isotrépicos, podemos escrever um vetor X € mg como X = X, + Xy, com Xy, € my,
i=1,2.

Proposicao 3.4.4. Seja Fg = U/Kg uma variedade flag com dois somandos isotrdpicos.

Um vetor X = Xy, + X, € mg € equigeodésico se, e somente se,
[Xomy s Xmy] = 0. (3.16)

Demonstracao: Seja m: u — mg a projecao sobre mg. Entao [X, AX]n, = 7([X, AX]).

Escrevendo X = Xy, + X, € mg temos:

(X, AX g

([ X, AX])

= ([ Xy + Xy, AXm, + AXi,])
= ([ Xmy + Xmngy M X, + AoXm,])
(A2 = AT ([Xany s X, ])

(A2 = A1) [Xiny s Xino],

pois, de acordo com o Lema 3.4.2 temos que [Xy,, Xm,] € my. Mas, X é equigeodésico se,

e somente se, [X, AX],, = 0 para cada métrica invariante A e isso ocorre se, e somente se,
[Xmu sz] = 0. []

Exemplo 3.4.5. De acordo com o Ezemplo 3.4.3, a variedade flag generalizada Fg =
Fy/SO(7) x U(1) € associada com © = ¥ — {au}, onde ¥ = {oy, a9, a3,a4} € um sis-

tema simples de raizes para a dlgebra de Lie de Fy. Considere as raizes positivas 51 = oy
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ey = 2aq + 3as + dasg + 2ay. Analisando os coeficientes de cy nas raizes B1 e vy, vemos
que ug, C My e u,, C my. Além do mais, f1 £y nao € uma raiz. Sejam X, € ug,, Xo € u,,
vetores arbitrdrios.

Escrevendo os vetores X1, Xo na base {A,, So , o € 113, } de mg obtemos X1 = ayAg, +
asSp, e Xo = b1 Ay, + b25,,. Portanto, temos

[Xh XQ] = albl [Aﬂla Aw] + alb2[A[317 871] + ale [Sﬁu A’Yl] + a2b2 [Sﬁu S%]'

Como B1 £ 71 ndo é uma raiz, as constantes de estrutura sao nulas, isto €, mg, ,, =
M_p . = Mp,—y = 0. Usando as relagoes (1.9) podemos verificar que [Ag,, A, | =
[As,, Sy, ] = [S8, Ay = [98,,5,] = 0 e assim [ Xy, Xo] = 0 independentemente dos co-
eficientes de X; e Xy. Portanto, qualquer vetor X = X; + Xy € ug, @ u,, € um vetor
equigeodésico. Note que neste exemplo, os vetores equigeodésicos obtidos dependem somente

da estrutura da dlgebra de Lie de Fy.

Exemplo 3.4.6. Novamente considere a variedade flag generalizada Fy/SO(7) x U(1) como
no exemplo anterior. Fizamos as raizes positivas v = 201 + 3as + das + 2ay, Y2 = a1 +
3ag + 43 + 20y, 3 =y +as+ay e By = a1 + as + as + ay.

Analisando os coeficientes da raiz simples oy nas raizes vi, v, B3, Pa podemos ver que
ug, Dug, C my, u,, du,, C my. Temos que B £ys, BoE£ya, 71+ Ba, Y2+ B3 ndo sdo raizes e
Y1 — B4, Yo — B3 sao raizes. Além do mais, v1 — B4 = Y2 — P3. Denote a raiz 3 — By por Bs.

Sejam X € u,, Qu,, eY €ug, ®ug,. Escrevemos
X = Ay, + a5, +asA,, +asS,, (3.17)
Y = b1 Ag, + b2Sp, + b3 Ag, + 0453, (3.18)
Usando as relagoes (1.9) obtemos
(X,Y] = (m_y, p,(a1bs + agbs) + m_., g,(asby + asbs))Ag,
+(myy,— g, (a1bs — agbs) + m.y, _p, (asby — asb1))Ss,

onde M_y, 8, = —My, —g, € M_ry g, = —My, g, SG0 constantes nao-nulas. Denote por
€1 =M_y 8, €Co=M_n,z. Entao [X,Y] =0 se, e somente se, os coeficientes de X eY

satisfazem o sistema de equacoes:

{ C1 ((Ilbg + agb4) + 02(a3b1 + a4bg)

—C (a1b4 — agbg) — 02(a3b2 — 614191) =
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Uma solucao nao-trivial deste sistema € dado por
—Cg(bg&gbl + bg&4b2 + Clgbgb4 — (Z4b1b4)
(b5 + b)er ’
02(b3asb2 — b3asby — azbiby — a4be4)
c1 (5 + b3) ’
bs # 0,bs # 0

e 0s outros coeficientes sao livres. Portanto, considerando X + Y podemos construir um

a; —

a9 =

vetor equigeodésco. Note que meste exemplo, somente a estrutura da dlgebra de Lie nao foi
suficiente para determinar se um vetor era equigeodésico ou nao. Também foi necessdrio

resolver um sistema algébrico nao linear.

A proxima proposicao fornece uma familia de vetores equigeodésicos em variedades flag
Fo com dois somandos isotrépicos. Tais familias de vetores equigeodésicos dependem so-

mente da estrutura de algebra de Lie de u.

Proposicao 3.4.7. Seja Fg = U/Kg uma variedade flag generalizada com dois somandos
isotropicos determinada por © = X —{ag}, com o sendo uma raiz de altura dois. Considere
raizes positivas Py, ..., Bk € R (ap,1) e y,...,7 € RT(ap,2). Se B; £, ndo é uma raiz
(i=1,...,k;j=1,...,p) entao todos os vetores no subespago ug, @...Oug, DU, O... DUy,

sao vetores equigeodésicos.

Demonstracao: Seja X = Xy, + X, onde X, = Xp, +. ..+ Xp, representa sua m;-parte
e Xn, = X, +...+ X, representa sua my-parte, com Xp, € ug,, X, €u,,. Agora,

Koy K] = [ X+ X, X+ 4+ X
- [XBNX’YI] +.oF [XBUX%} +. Tt [XﬁkvX“ﬂ] +..F [XBINX’YP]'
Desde que 3; £; temos mg, ,, = m_g, ,, = mg, —,, = 0. Usando as relagoes (1.9) vemos que

(X5, X),] =0,i=1,...,k;j=1,...,p. Portanto, [Xy,, Xm,] = 0 e pela Proposicao 3.4.4

temos que X é um vetor equigeodésico. O

3.4.1 Variedades flag de grupos de Lie excepcionais

Nesta segao descreveremos familias de vetores equigeodésicos em algumas variedades flag
de grupos de Lie excepcionais. Classificaremos as raizes positivas que satisfazem as hipoteses

da Proposicao 3.4.7 analisando o conjunto de raizes de uma algebra de Lie excepcional.
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Tal classificacao é feita nas variedades flag Fy/SO(7) x U(1), Eg/SU(5) x SU(2) x U(1)
e uma classifica¢do parcial é fornecida na variedade flag E;/SO(10) x SU(2) x U(1). Classi-
ficaremos também as variedades flag de grupos excepcionais com dois somandos isotrépicos
que s6 admitem vetores equigeodésicos triviais.

Primeiramente, classificaremos as raizes que satisfazem as hipoteses da Proposicao 3.4.7.

a) Fy/SO(7) x U(1).

Seja 3 = {a1, ag, ag, g} um sistema de raizes simples para a dlgebra de Lie de Fj tal que
a raiz maxima é dada por p = 2oy +3as +4as+2ay. A variedade flag Fg = F,/SO(7)x U(1)
é determinada por © = ¥ — {a4}. O diagrama de Dynkin pintado para Fg é

aq [e%) as ay

O—C—0—@

Para simplificar a notacao, denotamos uma raiz positiva somente pelos seus coeficientes, isto
é, se B = xriaq + X200 + x3003 + 1404 € uma raiz positiva, entao iremos escrever somente
B = ($1,$2,$3,$4)-

Note que o conjunto Rt (ay, 1) é o conjunto das raizes positivas cujo coeficiente da raiz
ay4 éigual a 1 (e de forma andloga para R (ay,2)). Uma vez que podemos determinar todas
as raizes positivas de Fj, estes conjuntos possuem uma descri¢ao de explicita.

Considere as raizes positivas

=(0,0,0,1) By=(0,0,1,1) B3=(0,1,1,1)
=(1,1,1,1) Bs=1(0,1,2,1) fe= (112 1)
Br=1(1,2,2,1) Bs=(1,231) m=(234,2)
v =(1,3,4,2) ~3=(1,2,4,2) 74_(1222)
vs=(1,1,2,2) v =(0,1,2,2) ~; =(1,2,3,2).

Temos que R (ay,1) = {f1...0s}, R (u,2) = {m,...7} e segundo o Teorema 3.4.1

os componentes irredutiveis da decomposicao m = my ¢ m, sao dadas por

my; = E Uy, my = E Uy,

a€RY(au,l) aERT(u,2)

Proposicao 3.4.8. Considere a variedade flag Fog = Fy/SO(7) x U(1). Os subespagos de
me que satisfazem a hipotese da Proposicao 3.4.7 sao listados na Tabela 3.2. Em particular,

todos os vetores nestes subespacos sao vetores equigeodésicos.
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Demonstracao: A demonstragao consiste na andlise do sistema de raizes da algebra de Lie
de Fj, juntamente com as raizes que compoe cada componente irredutivel da representacao

da isotropia. O

Tabela 3.2:

Uy, D Ug; D ug, G ug, Dug, || Uy DUy, DUy D Ug,

Uy, DUug, Dug, Dug, Dug, || Uy, DUy, DUy, Dug,

Uys DUg, Dug, DUgy DUg, || Uy DUyy DUy, Dug,

Uy, D Ugg Dug, Dug, @ Ugy || Uy S Uy S Uyg D Ug,

Uy ¥ Ug, Dug, Dug, @ Ugs || Uy S5 Uy S5 Uy D ug,

Uy D ugy, Dug, ©ug, Oug, Uy, S5 Uy, D Uyg D ug,

Uyg S5 Uy D Uy D Ug,

Uy, S5 Uy D Uy D Ugg

Uy, D Uy, D Ug, D Ug,

Uy, D Uyg D Ug, D Ug,

Uy DUy, O Ug, DUg,

Uy, DUy D gy ©ug;

Uy, DUy, D ug, Dug,

U, D Uy D Ug, D Ugg

Uy, DUy D ug, Dug,

Uyg S5 Uy D Ugy D Ug,

Uyg D Uy D Ug, D Ugs,

Uy, Dy D Ugy D ug

Uy, Dy D Ugg D ug

Uy S Uyg D Ug, S Upgg

b) Es/SU(5) x SU(2) x U(1).

Seja {1, ag, as, ay as, ag} um sistema simples de raizes para a algebra de Lie de Fjy tal
que a raiz maxima é dada por u = a3 + 2as + 2a3 + 3ay + 2a5 + ag. A variedade flag
Fo = FEg/SU(5) x SU(2) x U(1) é determinada por © = 3 — {as}. O diagrama de Dynkin
pintado para Fg €

[e%:3

o b e

(&3] a y ag ag

Como anteriormente, para simplificar a notacao, denotamos uma raiz positiva somente
pelos seus coeficientes. Uma vez determinada todas as raizes positivas de FEg, podemos

determinar precisamente os conjuntos R (as, 1) e R (as, 2).
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Considere as raizes positivas

p1 =1(0,0,0,0,1,0)
Bs=(0,1,0,1,1,0)
Bz =(1,0,1,1,1,0)
B0 =(0,0,1,1,1,1)
P13 =1(0,1,1,2,1,0)
Bie = (1,1,1,1,1,1)
B0 =(1,1,1,2,1,1)
v =1(1,1,2,3,2,1)
v =(0,1,1,2,2,1).

Temos que R (a5, 1) ={f1... P2} e R (a5,2) = {7,..

Proposigao 3.4.9. Considere a variedade flag Fo = Eg/SU(5) x SU(2) x U(1).

Bs = (0,0,0,1,1,0)
Bs =(0,0,1,1,1,0)
Ps = (0,1,1,1,1,0)
B =(1,1,1,1,1,0)
f1a=(0,1,1,1,1,1)
fir=(0,1,1,2,1,1,1)
Poo = (1,1,2,2,1,1)
v3=1(1,1,2,2,2,1)

B3 =(0,0,0,0,1,1)
Bs = (0,0,0,1,1,1)
By =(0,1,0,1,1,1)
B = (1,0,1,1,1,1)
Bis = (1,1,1,2,1,0)
Bis = (1,1,2,2,1,0)
7 =(1,2,2,3,2,1)
vi=(1,1,1,2,2,1)

Y7}

Os su-

bespacos de mg que satisfazem a hipotese da Proposi¢ao 3.4.7 sao listados nas Tabelas 3.3 e

3.4. Em particular, todos os vetores nestes subespacos sao vetores equigeodésicos.

Uy, Qug, Dug,, Dug, Dug; Dug; D
ug, O ug, Dug,

Tabela 3.3:
Uy, @uﬁw @uﬁm @uﬁu Dug, @uﬁs D

ug, © ug, O ug,

Uy D Ugg D Ug, D Ug,; D Ugy, D
ug, D ug; Dug, Oug,

Uy, S UByg D Ugg D Uug,, D Uugyy D
Ug,; D ug,, O ugg O ug;

Uy D Ugyg D Ugq D Ug,g D Ugg D
Ug, g D Ug,, D Ugyy D Ug,

Tabela 3.4:

ug, D ug, O Uy, @ Uy,

ug, D ugs O Uy, ¥ Uy

Ugs D ug,, D Uy, S Uy,

Ug, D Ug,, D Uy, D Uy

Ug, D Ug, D Uy, D Uyg

Upgg D Ugy D Uy, D Uy,

ug,, Dug,; O Uy, DUy

ug,; Dug,, O Uy Duy,

Ug; D ug g O Uy DUy

Ugig D Ugyg D Uy D Uy
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c) E;/SO(10) x SU(2) x U(1).

Seja {aq, ag, a3, ay as, ag a7} um sistema simples de raizes para a édlgebra de Lie de E;
tal que a raiz maxima é dada por u = 2aq + 2a + 3az + 4day + 3as + 26 + 7. A variedade
flag Fo = E;/SO(10) x SU(2) x U(1) é determinada por © = ¥ — {ag}. O diagrama de
Dynkin pintado para Fg ¢

ag

ay a2 [e 7 as ag

Como antes, para simplificar a notagao, denotamos uma raiz positiva somente pelos seus
coeficientes. Uma vez determinada todas as raizes positivas de F;, podemos determinar
precisamente os conjuntos Rt (ag, 1) e RT (g, 2).

Considere as raizes positivas

1 =(0,0,0,0,0,1,0) py=1(0,0,0,0,1,1,0) p3=1(0,0,0,0,0,1,1)
By =(0,0,0,1,1,1,0) pB5=1(0,0,0,0,1,1,1) s =(0,1,0,1,1,1,0)
Br=(0,0,1,1,1,1,0) Bs=(0,0,0,1,1,1,1) By =(1,0,1,1,1,1,0)

Bio=(0,1,1,1,1,1,0) fB;1 =(0,1,0,1,1,1,1) B =(0,0,1,1,1,1,1)
Bz = (1,1,1,1,1,1,0) Bu = (1,0,1,1,1,1,1) S5 = (0,1,1,2,1,1,0)
Bis=(0,1,1,1,1,1,1) Bz =(1,1,1,2,1,1,0) fs = (1,1,1,1,1,1,1)
Bro=(0,1,1,2,2,1,0) Pao = (0,1,1,2,1,1,1) Bor =(1,1,2,2,1,1,0)
Baa = (1,1,1,2,2,1,0) fa3 = (1,1,1,2,1,1,1) oy = (0,1,1,2,2,1,1)
Bos = (1,1,2,2,2,1,0) P = (1,1,2,2,1,1,1) for = (1,1,1,2,2,1,1)
Bas = (1,1,2,3,2,1,0) Bog = (1,1,2,2,2,1,1) fs0 = (1,2,2,3,2,1,0)
By =(1,1,2,3,2,1,1) fBsy=(1,2,2,3,2,1,1) v =(2,2,3,4,3,2,1)

v =1(1,2,3,4,3,2,1) ~v3=1(1,2,2,4,3,2,1) v =(1,2,2,3,3,2,1)
v =(1,1,2,3,3,2,1) 6 =1(1,2,2,3,2,2,1) ~7=(1,1,2,3,2,2,1)
v =1(1,1,2,2,2,2,1) 9= (1,1,1,2,2,2,1) ~10=1(0,1,1,2,2,2,1).
Temos que R (ag, 1) = {f1... 32} e R (s,2) = {71,710}
Proposicao 3.4.10. Considere a variedade flag Fo = E;/SO(10) x SU(2) x U(1). Uma
classificacao parcial dos espacos de raizes que satisfazem a Proposicao 3.4.7 sao listados

nas tabelas 3.5, 3.7 e 3.6. Em particular, todos os vetores nestes subespagos sao vetores

geodésicos.
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U, Dilg; Dlly, Dlly, DUy BU,, DUy,

Tabela 3.5:
U, DUg; DUy, DUy, Dby, DUl DU,

U, Dlgs Dy, Dlly, DUy, DUy Dy

Ugs Dug,; DUy, DUy, DUy DU, DUy

Ug, Dug,, Dby, DUy Dby, DU DUl

Ugg D Ugy, D Uy, S Uy D Uy @u’YG D

u"YlO

Ug, @uﬂw D Uy, @u“/a EBIL% @uw D

Uy

Ug, 4 @uBIS @u’vz D Uy 691175 D Uy, D

u'Yl 0

Ug, s DUy, DUy DUy, DUy DU D

Uy

Ug,, @uﬁzs @u’m @u’m 691175 @ Uyg D

Uy

Ugiy @uﬁu @u% 69u“/e. EBHW ®u78 D

Uy

Ug,y; DUBy DUy DUy, DUy DU D

Uy

Ug,y, DUy, DUy, DUy DUy, DU D

Uy

U,y D UGy DUy DUy DUy, DU D

u’YlD

UByg DUy, DUy DUy DUy DU D

u’Yl 0

Ugs, 69u/332 @u% @uw @u’YS D Uy D

u’Yl 0
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Uy, @uﬁu @uﬁm @uﬁm @uﬁw EBuBlS D
Ugi, @uﬂu @uﬂm Dug, EBU/37 @uﬁe S
ug; D ug, O ug, © g, Dug

Tabela 3.6:
Uy, @uﬁw @uﬁbs @uﬁm @uﬁls @uﬁn D

ug,, Dug,, @uﬁn Dug, Dug, Dug, D
Ugs O ug, O ug, O ug, Oug,

Uy DUBL DUB, DU, DUy, DUl D
ug,; O ug,, O ug, Oug, ©ug, D
Ug, O ug, O ug, O ug, Oug, Dug,

Uy, DUg,, DUy, DU, Dlg,; Dug,, D
Ugy, D U, D ug,; O Uug,g D ug, O
ug, D ug, Dug, Dug, Dug, Dug,

Uy EBuﬁSQ @uﬁao @uﬁ% @uﬁm @uﬁzl D
Ugyg S Ug,q D Ug,; D Ugg D Ug,s S
ug,, Dug,, O Ugy, D Ugg D Ug, S Ug,

Uyg EBuﬁsl @uﬁw @uﬁ% @uﬁw EBLL525 D
Ugyy D Ug,, S Ugig D Ugyy D Ug, D
Ug, D Ugy D Ug, D Uug;, O ug, OUg,

Uy, EBU’B32 @uﬂz),o @uﬁm @uﬂw @uﬂ% S
Ug,, D Ug,, D Ugy D Ug g D Ug, D
Ug,, Dug,, Dug,, Dug, Dug; Dug,

Uyg Dug,, Dugs, @uﬁ% @uﬁbs @uﬁw S
Ugy, D Ugy, D Upgyy D Uy, D U, D
ug,, Dug,, Dug,, Dug, Dug, Dug,

Uy, DUgy, Dug,, DUg,, DU,  DUg, D
UByg D Ugys D Ugyy D Ugy, D UByg D
Ug,, Dugg @uﬁls Dug,, Dug,, Dug,

Uy D Ug,y, D Ug,, DB Ugy,y D Ug,, D
Ug,, D Ug,, D Ug,, B Ug,, D Ug,, D
Ug,, b ug,, G ug, Gug, Dug, O
ug,, O ug,

Uy, @ Uy, S Ug, S Ug, Dug, Dug, O
Ugs D Ug; ©ugy O ug,,

Uy, DUy, Dug, Dug, Dug, Dug, ©
ug, Dug,, ©ug, O Ug,

Uy, DUy, Dug, Oug, Dug, Dug, ©
Ugg D Ug,, Dug,; O ug,,

Uy DUy Dilg, DlUp, Dig, DUp, D
Ug, D g O Ug D Uy,

Uy, DUy D g, Dug, Sup, Dilg, D
Ugy D ug,, Dug,y, Dug,,

Uy, D U, D Ug, D Ugs D Ugg D Ugig D
ug,, D ug,, O U, Dug,

Uy, DU DU, Sl DUgs Slp,, D
Ug,; D Ugiq D UByg D Ugyy

Uy, 69“79 @U& @uﬁm @uﬁm @uﬁm D
Ugg D Ugq D Ugyg D Ugyy



Secao 3.4 — Variedades flag generalizadas com dois somandos isotrdopicos

68

Uy, @u’ys D Ug, D Ug, D Ug, ©® Ug; ®
Ug,; O ug, O ug s O ug,

Tabela 3.7:
Uy DUy, Dty Dtlg; Dulg, Dulgy D

Ug, Dug,, O Uug,; D Ug,,

Uy, DUy DU, DUg; Sl DlUp, D
Ug,; D Ug,, D Ug s O ugy,

Uy, S¥ U S Ug, D Ug, D Ugg b Upgyg ©
Ug,, D ug,, O Ug,, © Ug;

Uy, DUy, DU, DUg; SlUg; DlUp, D
Ugys D Ugys D Uy, D Up,y,

Uy, DUy DU, DUg, DlUg, DlUg, O
Ug,; ©® Ugy, ©® Uy, ® Upas

Uy, DUy, Dug, DUg,, Dug,, Dug,, D
Ugs D Uy, D gy, D g,

Uy D Uy, s>, Ug, S¥ Ug, D Ug, D Ugg 52
uﬁm D uﬁl4 D uﬁm ©® uﬁ%

Ung DUy DU, DUg; DUg,, DUg; D
Ug s D Ug s D Ugy, D Ugy

Uy, DUy, Dug, Dug, Sug, Bug, D
Ug,, D Ugyy D UBss D UBag

Uy, DUy, DlUg, DU Dug,, Dug,; ©
Ugg D Ugg D Ug,s D UBsg

Uys Dty Dlg, DUig,, DU, Dug, D
Uy, D Upys © Upyg D Uy,

Uy Dy DUy, Sl DUig, Dllg, D
Ug,, D Ugys D Ugyy D Upyg

Uy, DUy DU, DU, DUg,; DUg,y, D
Ug,, D Ug,; D Ugys D Ug,,

Uy, DUy Dug, DUp, SUg Dilgy D
Ugy, D Ugy, D Upys D lpy,

Uy, DUy Dlg, DlUgs DlUg,; DUg,, D
Uy, D UB,; D Ugy, D Upyg

Uy, OUqy SUg, Ol , DUg); DUy, D
Ug,, D Ugys D Ug,g D Ugy,

Uy, DUy DU, SUg,, DUy, Dilg,, D
Uy D Ugyg D Ugy, D Ug,;

Uys DUy, Dllg; Dy, Dy, Dl ;D
Ugyg D Ugys D sy © Upsy

Uy DUy Dugs Dug,, Dug,; Dug,, D
Ugyy D Ugyy D gy, D ugy,

Uy DUy DU, Dlg,; Dlg, Dlig,, D
Ugy, D Uy D Uy, D Ug;,

Uy D Uy D Upyy D Ugy;, D U D
Ugy, D Upgyy D gy D Ugy, D Ug;,

Uyg @u’w Dug, Dug; Dug,, Dug,, D
Ugyy D UBys D Ug,r D UBsg

Uyg @u’ys Dug, g Dug,, Dug,, D
Ugyy D Ugyy D UBsg D Uss1

Uqg EBu"/Q EBuﬁ7 @uﬁlz @uﬁw @uﬁ% ®
Upys D Ugys D Ug,yy D Ugy,

Unyg DUy DUy DUy, DUig,, Dllgy; D
Ug,, S Ug,g S5 UBsg D Ugs,

ufy7 @uVS @uﬁﬁ @uﬁll 6911622 691"'624 @
Ug,, D Ugs, S Ugs, S Ugyg

Uy Dby DU, DUg, s DUy, Dllgyg D
Ugy, D Ugy, D Ug,; D Ug,

Uy, ® Uy D Upyg D Ugg & Uz b
Ugys D Upy, D U,y D Ugy, D U,y

Uy, DUy Dlg DU, DUg,; DUy, D
Ug,yy D Ugys D Uy, D Up,yy

u'Y7 I, um D uﬁl3 D uﬁls D u522 D
Uy D Upy, © Upyy D Upyy D Uy,

U Dby DUy SUg, o DUy, DUy, D
Ug,g D Ugsy D Ups, ©® Uss,

Uy D Uy D U, D Up,, D Upy,, ©
Ugys D Upgyy D Uy, D Ugs, D Up,,

Uyy B Uy B Ugy, B Ug,, D ug,
Ugys D Upgyg D Uy, D Ug;, D Ug;,
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Uma interessante classe de variedades flag generalizadas Fg com dois somandos isotrépicos
sao aquelas que na decomposi¢ao m = m; @ my temos my = u,, onde y ¢ a raiz maxima da
algebra de G. Veremos que estas variedades flag admitem somente vetores equigeodésicos
triviais.

As variedades flag de grupos excepcionais com esta propriedade sao:
Fy/Sp(3) x U(1) com © =¥ — {oy },

Es/SU(6) x U(1) com © = ¥ — {as},
E:/SO(12) x U(1) com © = 3 — {ay },
Es/E7 x U(1) com © = % — {as},
Go/U(2) com © = % — {ay},

onde o sistema de raizes simples e a raiz maxima u para Fy, Eg, F7 sao dados acima. Para Eg
temos X = {1, g, as, au, a5, ag, a7, ag} com p = 2a1+3an+4ag+6a+5as+4ag+3ar+2as
e para Go temos X = {ay, as} com pu = 2a; + 3as.

Estas variedades flag tem a seguinte descricao dos vetores equigeodésicos:

Proposicao 3.4.11. As wvariedades flag Go/U(2), Fy/Sp(3) x U(1), Eg/SU(6) x U(1),
E;/SO(12) x U(1) , Es/E7 x U(1) admitem somente vetores equigeodésicos triviais.

Demonstracao: Provaremos esta proposicao para a variedade flag Fy/Sp(3) xU(1). Célculos
andlogos podem ser aplicados para as outras variedades. Seja 3 = {aq, ag, a3, as} um sis-
tema simples de raizes para Fj; com raiz maxima p = 2aq + 3as + 4as + 2a4. Como esta

variedade flag é determinada por © = ¥ — {a;} temos Rt («ay,2) = {u} e

R+(a17 ]') - {51 = (1707070)762 (]-7 17070)763 - (17 ]-7 170)7B4 - (17 17270>7
55 = (17 17 1’ 1)766 = (1727270)757 = (L 1727 1)7ﬁ8 = (172527 1)7
BQ = (17 17272)a610 = (172a37 1)7511 - (1a27272)7
/812 - (1727372)7613 = (172747 2)7ﬁ14 - (1;374’ 2)}
Os componentes irredutiveis de mg sao m; = 22111% emy =u, Secja X = Xg +...+

Xp,, + X, € mg um vetor nao nulo, onde X, = zA, + yS, € u,, Xg, = a;Ap, + b;:Ss, € ug,,
i=1,...,14.
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Nao ¢ dificil ver que para cada raiz 3; existe uma tunica raiz 3; tal que 3; = pu — f;.
Usando este fato juntamente com as expressoes do colchete de Lie dadas em (1.9), o sistema

de equagoes associado com a equagao (3.16) é:

ar+by =
ay —bxr =

(3.19)
147 + D14y

\ @14Y — buur =

Suponha que a my-parte de X seja nao nula, isto é 2 + y* > 0 (caso contrdrio, X € m; e
portanto X é um vetor equigeodésico trivial).
Considere agora as duas primeiras equacoes de 3.19, ou seja,
ax+0b =
re (3.20)
ay —bxr =
Podemos pensar nas equagoes (3.20) como um sistema linear homogéneo 2 x 2 com
variaveis a1, by e coeficientes x,y. Como o determinante da matriz dos coeficientes ¢ igual a
— (22 + y*) # 0, pela regra de Cramer temos que a; = b; = 0. Repetindo este procedimento
para os outros pares de equacoes, temos que a; = by = ... = a4 = by = 0 e X € my, ou

seja, a my-parte de X ¢é nula e X é um vetor equigeodésico trivial. O

3.4.2 Variedades flag de grupos de Lie classicos

Nesta secao trabalharemos com variedades flag de grupos de Lie classicos com dois soman-
dos isotrépicos. Focamos nossa atencao nas variedades flag CP?~1 = Sp(1)/U(1) x Sp(l—1),
SO+ 1)/U(2) x SO(21 — 3) e SO(2l)/U(2) x SO(2l — 4). Estas variedades tem a pro-
priedade que na decomposicao mg = m; @ My temos my = u,, onde p € a raiz maxima
g.

Mostraremos que estas variedades flag admitem somente vetores equigeodésicos triviais.
Inicialmente, vamos relembrar alguns conceitos basicos sobre dlgebras de Lie.

Seja g uma &lgebra de Lie simples (complexa) com subdlgebra de Cartan h. A restrigao
da forma de Cartan-Killing (-,-) a b é nao-degenerada, portanto, podemos definir um iso-

morfismo @ : h* ~ h via a forma de Cartan-Killing. Através deste isomorfismo induzimos
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uma forma bilinear em h* ainda denotada por (-,-). Seja a € h* uma raiz. Denotamos por

H, € b aimagem de a por ®.
Lema 3.4.12 ([28]). Sejam «, 5 raizes, com o # £5. Se («, ) > 0 entdo o — f € uma raiz.

O seguinte resultado foi provado em [5] e fornece informagoes sobre as dimensoes dos

componentes irredutiveis m; e mo.

Proposicgao 3.4.13. As dimensoes dos componentes irredutiveis my e my nas variedades flag
CP? 1 = Sp(l)/U(1) x Sp(l—1), SO(21+1)/U(2) x SO(21 —3) e SO(21)/U(2) x SO(2l — 4)
sao dadas na tabela abaizo:
Fo dimm; | dimm,
Sp(l)/U(1) x Sp(l — 1) 40 -1) 2
SO+ 1)/U(2) x SO(2l —3) | 4(2l — 3) 2
SO21)/U(2) x SO(21 — 4) 8(1—2) 2

onde my = u,, com [ a raiz mdzrima de g.
Passamos agora ao principal resultado desta secao.

Proposigao 3.4.14. As variedades flag CP?*~1 = Sp(1)/U(1) x Sp(I—1), SO(21+1)/U(2) x
SO(2l —3) e SO(21)/U(2) x SO(2l — 4) admitem somente vetores equigeodésicos triviais.

Demonstragao: Provaremos a proposi¢ao para CP*~! = Sp(1)/U(1) x Sp(Il — 1). O
resultado para as outras variedades sao obtidos por um procedimento similar (veja ob-
servagoes 3.4.15 e 3.4.16). Comegamos lembrando alguns fatos basicos sobre a algebra de Lie
sp(l,C). Seja ¥ = {ay,..., o} um sistema simples de raizes para sp(l, C) com raiz maxima

=201+ ...+ 2051 + . Uma subédlgebra de Cartan para sp(l,C) é dada por matrizes

D
H = ( T ) , (3.21)

diagonais da forma

onde D = diag(ay, ..., q;). Definimos os funcionais
€j: D = diag(al, R 7al) = Q.
Em termos destes funcionais as raizes simples sao dadas por vy = &1 — &9, ..., 11 = €1 —

e, ap = 2y, veja [39]. A raiz méxima é representada pelo funcional p = 2¢;.
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Sejam «, § duas raizes e sejam H,, Hg os respectivos duais das raizes, determinados pelas
matrizes diagonais D, = diag(ay,...,a;) e Dg = diag(a},...,a;) como em (3.21). A forma

de Cartan-Killing restrita a h* é dada por

l
(0, 8) = (Ho, Hg) =41+ 1)) a;a}. (3.22)

i=1
O dual H, de uma raiz positiva a determinado por D, é dado por

1

D. . =——diag(0, ..., 14...,—1;,....0), 3.23
i—E&j 4(l+1) lag( J ) ( )

1
Dere. = ———diag(0,...,1;...,1;,...,0),i # ], 24
1
Dy, — iag(0,...,1;,...,0). 2

A variedade flag Sp(1)/U(1) x Sp(l — 1) é determinada por © = ¥ — {«;}. Analisando o

sistema de raizes de sp(l,C) vemos que R*(«ay,2) = {u} e
R+(Oél, 1) = {ﬁ =cCcla]+...+qo € H+ . C1 = 1},

e escrevemos my = 1, com dimgmy =2 e my = Zaem(al,l) u, com dimg my = 4(l — 1).
Defina k = 2(l — 1) e seja X = Xp, + ...+ X, + X,, € mg um vetor nao nulo, onde
X, =xA,+yS, €u,, Xg, =a;Ag, +b,Sp, € ug,,0; € R (e, 1),i=1,... k.
Seja v = l.ag + coan + ... + qoy € Rt (g, 1) uma raiz arbitraria. Usando as equagoes
(3.22)-(3.25) temos

<lu77> = <M7O[1> +02<:ua 042>...+CZ<M,O[[>
= <H#7Ha1>+c2<HM7Ha2> +“'+CZ<HH7H0£1>
= <HM7H0¢1> >0,

e pelo Lema 3.4.12 podemos concluir que p — vy é uma raiz e esta raiz pertence a Rt (o, 1).
Se 71,72 € Rt (aq,1) sdo tais que p — y3 = o — 72 entdo y; = 7,. Portanto, para cada raiz

Bi € Rt (a1, 1) existe uma unica raiz §; € R*(ay,1) tal que §; = u — B;.
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Usando este iltimo fato juntamente com os colchetes de Lie dado em (1.9) o sistema de

equagoes associado com a equagao (3.16) é:

( mr+ by =
ay —bixr = 0

arr +byy = 0

apy —bpr = 0

Suponha que a my-parte de X é nao nula, isto é, 22 + y? > 0 (caso contrario, X € my
e portanto X é um vetor equigeodésico trivial). Com esta tltima condigao, a solugdo do
sistema de equagoes acima é a1 = by = ... =ap = by = 0 e X € my, ou seja, X é um vetor
equigeodésico trivial. O

As observagoes a seguir fornecem as informagoes a respeito das algebras de Lie de SO(21)

e SO(2l + 1) que foram utilizadas na demonstracao da Proposigao 3.4.14.

Observacao 3.4.15 (Algebra de Lie s0(2,C)). Seja & = {ay,..., o} um sistema simples
de raizes para so0(2l,C) com raiz méxima g = a1 + 2as + ... + 202 + a;_1 + ;. Uma

subdlgebra de Cartan para so(2[,C) é dada por matrizes diagonais da forma

D
H = ( o ) , (3.26)

onde D = diag(ay, ..., q;). Definimos os funcionais
g; + D =diag(ay,...,q) — a;.
Em termos destes funcionais as raizes simples sao dadas por vy = &1 — &9, ..., 11 = €1 —

e, o = €11 + €1, veja [39]. A raiz méxima é representada pelo funcional p = 1 + 5.

Sejam «, § duas raizes e sejam H,,, Hg os respectivos duais das raizes, determinados pelas
matrizes diagonais D, = diag(ay,...,a;) e Dg = diag(a},...,a;) como em (3.26). A forma
de Cartan-Killing restrita a h* é dada por

l

(0, 8) = (Ha, Hg) = 4(1— 1) Y _ a;al. (3.27)

=1

O dual H, de uma raiz positiva a determinado por D, é dado por

D._. =———diag(0,...,1;...,—1.,...,0), 3.28
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1
Dye; = 10 1)dlag(O Sl 1, 000,0),0 # g (3.29)

A variedade flag SO(21)/U(2) x SO(2l — 4) é determinada por © = ¥ — {ay}.

Observacao 3.4.16 (Algebra de Lie s0(2/41,C)). Seja ¥ = {ay, ..., a;} um sistema simples
de raizes para s0(2/ + 1,C) com raiz maxima g = a1 + 2as + ... + 2a;. Uma subdlgebra de

Cartan para so(2l + 1,C) é dada por matrizes diagonais da forma

0
H = D , (3.30)
-D
onde D = diag(ay, ..., q;). Definimos os funcionais
g; + D =diag(ay,...,a) — aj.
Em termos destes funcionais as raizes simples sao dadas por ay = &1 — €9, ..., qq_1 =11 —

e,y = €1, veja [39]. A raiz maxima é representada pelo funcional y = &1 + 5.
Sejam «, 8 duas raizes e sejam H,, Hg os respectivos duais das raizes, determinados pelas
matrizes diagonais D, = diag(ay,...,a;) e Dg = diag(a},...,a;) como em (3.30). A forma

de Cartan-Killing restrita a h* é dada por

l
(o, 8) = (Ha, Hg) = 2(21 = 1) > a;a]. (3.31)
i=1

O dual H, de uma raiz positiva o determinado por D, é dado por

D. = ——diag(0,...,1; ...,0), 3.32
D . —— 1 g 0,...,1 ~1 0) (3.33)
e = 1ag(0, ..., 1;, ..., iv...,0), .
220 -1) & /
1
D.oye. = ———diag(0,...,1;,...,1,,....,0). 3.34
itej 2(2[ 1) lag( J ) ( )

A variedade flag SO(21 4 1)/U(2) x SO(2] — 3) é determinada por © = ¥ — {as}.



Apéndice: Raizes positivas das

algebras de Lie excepcionais

Neste apéndice vamos listar as raizes positivas para as algebras de Lie excepcionais Fg, Fr,
Eg, Fy e G3. Um método para se obter as raizes de uma &algebra de Lie é através de a-
sequéncias juntamente com a matriz de Cartan da édlgebra de Lie (veja [39]). Listaremos o
conjunto de raizes simples juntamente com a raiz maxima. Para simplificar a notagao, vamos

escrever somente o coeficiente das raizes em relagao a base do sistema simples de raizes. Desta

forma, se & = rya1 +. ..+ x,0, é uma raiz simples, escreveremos simplesmente (z1, ..., x,).
g Sistema simples X Raiz maxima pu
Eg aq, g, (3, (g, Q5,5 Ol ay + 20 + 20 + 3ay + 205 + g
Er | ag,aq, a3, 04, a5, a6, Q7 2000 + 2009 + 3 + 4oy + 3as + 206 +

Es | a1, a0, a3, ay, s, ag, a7, ag | 2aq 4 3ag + 4ag + 6y + Sas + dag + 3ar + 208

F4 aq, 09,3, 0y 2061 —|—3062 +40é3 +20é4

G Qq, Q2 2011 + 3

75
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(1,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,0)
(0,0,1,1,0,0)
(0,1,1,1,0,0)
(1,1,1,1,0,0)
(0,0,1,1,1,1)
(0,1,1,1,1,1)
(1,1,2,2,1,0)
(1,1,1,2,2,1)

1,0,0,0,0,0,0)
0,0,0,0,1,0,0)
0,1,0,1,0,0,0)
0,0,0,0,0,1,1)
0,0,1,1,1,0,0)
1,0,1,1,1,0,0)
0,0,0,1,1,1,1)
0,1,1,1,1,1,0)
1,1,1,1,1,1,0)
1,1,2,2,1,0,0)
0,1,1,2,1,1,1)
0,1,1,2,2,1,1)
0,1,1,2,2,2,1)
1,2,2,3,2,1,0)
1,1,2,3,2,2,1)
1,2,2,4,3,2,1)

Algebra de Lie de Ej

(0,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1)
(0,0,0,1,1,0)
(0,1,0,1,1,0)
(1,0,1,1,1,0)
(1,1,1,1,1,0)
(1,1,1,2,1,0)
(1,1,1,2,1,1)
( )

Y ) Y Y Y

1,1,2,2,2,1

Algebra de Lie de FE;

0,1,0,0,0,0,0)
0,0,0,0,0,1,0)
0,0,1,1,0,0,0)
1,0,1,1,0,0,0)
0,0,0,1,1,1,0)
0,1,1,1,1,0,0)
1,1,1,1,1,0,0)
0,1,0,1,1,1,1)
1,0,1,1,1,1,1)
1,1,1,2,1,1,0)
1,1,2,2,1,1,0)
1,1,2,2,2,1,0)
1,1,2,3,2,1,0)
1,1,2,3,2,1,1)
1,2,2,3,2,2,1)

)

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(1,2,3,4,3,2,1

(0,0,1,0,0,0)
(1,0,1,0,0,0)
(0,0,0,0,1,1)
(0,0,1,1,1,0)
(0,1,1,1,1,0)
(1,0,1,1,1,1)
(1,1,1,1,1,1)
(0,1,1,2,2,1)
(1,1,2,3,2,1)

0,0,1,0,0,0,0
0,0,0,0,0,0, 1
0,0,0,1,1,0,0
0,1,1,1,0,0,0
0,0,0,0,1,1,1
0,1,0,1,1,1,0
1,0,1,1,1,1,0
0,0,1,1,1,1,1
0,1,1,2,1,1,0
1,1,1,1,1,1,1
1,1,1,2,2,1,0
1,1,2,2,1,1,1
1,1,2,2,2,1,1
1,1,2,2,2,2,1
1,1,2,3,3,2,1

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(2,2,3,4,3,2,1

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

(0,0,0,1,0,0)
(0,1,0,1,0,0)
(1,0,1,1,0,0)
(0,0,0,1,1,1)
(0,1,0,1,1,1)
(0,1,1,2,1,0)
(0,1,1,2,1,1)
(1,1,2,2,1,1)
( )

P Y Y Y

1,2,2,3,2,1

(0,0,0,1,0,0,0
(1,0,1,0,0,0,0
(0,0,0,0,1,1,0
(0,1,0,1,1,0,0
(1,1,1,1,0,0,0
(0,0,1,1,1,1,0
(0,1,1,2,1,0,0
(1,1,1,2,1,0,0
(0,1,1,1,1,1,1
(0,1,1,2,2,1,0
(1,1,1,2,1,1,1
(1,1,1,2,2,1,1
(1,1,1,2,2,2,1
(1,2,2,3,2,1,1
(1,2,2,3,3,2,1
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Algebra de Lie

(1,0,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,0,0,0)
(1,0,1,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,1,0,0)
(0,1,1,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,1,1,1,0)
(0,1,1,1,1,0,0,0)
(0,0,0,0,1,1,1,1)
(0,1,1,1,1,1,0,0)
(1,1,1,2,1,0,0,0)
(0,1,1,1,1,1,1,0)
(1,1,1,2,1,1,0,0)
(0,1,1,2,1,1,1,0)
(1,1,1,2,1,1,1,0)
(1,1,2,2,2,1,0,0)
(0,1,1,2,2,2,1,0)
(1,1,2,2,1,1,1,1)
(1,2,2,3,2,1,0,0)
(1,1,1,2,2,2,1,1)
(1,1,2,3,2,1,1,1)
(1,2,2,3,2,1,1,1)
(1,2,2,3,3,2,1,0)
(1,2,2,4,3,2,1,0)
(1,2,3,4,3,2,1,0)
(2,2,3,4,3,2,1,0)
(2,2,3,4,3,2,1,1)
(1,2,3,4,3,3,2,1)
(2,2,3,4,4,3,2,1)
(2,3,3,5,4,3,2,1)
(2,3,4,6,5,3,2,1)

de Eg

(0,1,0,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1,0,0)
(0,1,0,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1,1,0)
(0,1,0,1,1,0,0,0)
(0,0,0,0,0,1,1,1)
(0,1,0,1,1,1,0,0)
(1,1,1,1,1,0,0,0)
(0,1,0,1,1,1,1,0)
(1,1,1,1,1,1,0,0)
(0,1,0,1,1,1,1,1)
(1,1,1,1,1,1,1,0)
(0,1,1,1,1,1,1,1)
(1,1,1,1,1,1,1,1)
(1,1,2,2,1,1,1,0)
(0,1,1,2,2,1,1,1)
(1,1,1,2,2,2,1,0)
(1,1,2,3,2,1,1,0)
(0,1,1,2,2,2,2,1)
(1,1,2,2,2,2,1,1)
(1,1,2,3,3,2,1,0)
(1,2,2,3,2,2,1,1)
(1,2,2,3,3,2,1,1)
(1,2,2,4,3,2,1,1)
(1,2,3,4,3,2,1,1)
(1,2,3,4,3,2,2,1)
(1,2,2,4,4,3,2,1)
(1,2,3,5,4,3,2,1)
(2,2,4,5,4,3,2,1)
(2,3,4,6,5,4,2,1)

(0,0,1,0,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,1,0)
(0,0,1,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,1,1)
(0,0,1,1,1,0,0,0)
(1,1,1,1,0,0,0,0)
(0,0,1,1,1,1,0,0)
(1,0,1,1,1,1,0,0)
(0,0,1,1,1,1,1,0)
(1,0,1,1,1,1,1,0)
(0,0,1,1,1,1,1,1)
(1,0,1,1,1,1,1,1)
(1,1,2,2,1,1,0,0)
(0,1,1,2,2,1,1,0)
(1,1,1,2,2,1,1,0)
(1,1,2,3,2,1,0,0)
(1,1,1,2,2,1,1,1)
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

)Y S S Ty

1,1,2,2,2,2,1,0
1,2,2,3,2,1,1,0
1,1,1,2,2,2,2,1
1,1,2,3,2,2,1,1
1,1,2,3,3,2,1,1
1,2,2,3,2,2,2,1
1,2,2,3,3,2,2,1
1,2,2,4,3,2,2,1
1,2,2,4,3,3,2,1
2,2,3,4,3,3,2,1
2,2,3,5,4,3,2,1
2,3,4,5,4,3,2,1
2,3,4,6,5,4,3,1

(0,0,0,1,0,0,0,0)
(0,0,0,0,0,0,0,1)
(0,0,0,1,1,0,0,0)
(1,0,1,1,0,0,0,0)
(0,0,0,1,1,1,0,0)
(1,0,1,1,1,0,0,0)
(0,0,0,1,1,1,1,0)
(0,1,1,2,1,0,0,0)
(0,0,0,1,1,1,1,1)
(0,1,1,2,1,1,0,0)
(1,1,2,2,1,0,0,0)
(0,1,1,2,2,1,0,0)
(1,1,1,2,2,1,0,0)
(0,1,1,2,1,1,1,1)
(1,1,1,2,1,1,1,1)
(1,1,2,2,2,1,1,0)
(0,1,1,2,2,2,1,1)
(1,1,2,2,2,1,1,1)
(1,1,2,3,2,2,1,0)
(1,2,2,3,2,2,1,0)
(1,1,2,2,2,2,2,1)
(1,1,2,3,2,2,2,1)
(1,1,2,3,3,2,2,1)
(1,1,2,3,3,3,2,1)
(1,2,2,3,3,3,2,1)
(2,2,3,4,3,2,2,1)
(1,2,3,4,4,3,2,1)
(1,3,3,5,4,3,2,1)
(2,3,4,6,4,3,2,1)
(2,3,4,6,5,4,3,2)
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