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Hesumo

Em diversas areas aplicadas tem-se come iInteresse a
Priterpolacic de uma funcio Zix), = € R, & partir de um conjunts de
ponbos  observados 2{%1}92{x23,.,.,2(xn), Em  varias sltuagbes
préticas & possivel supor gque 2ix) é uma realizagBo de um processo
eateocastico @ wuliliza-se o mélodo conheclids come Eriging para
eatimar a funcio. Outra técnlea gue € ubilizada com o objelive de
interpolacio & o Método Multiguadrico,

Heste trabalho inicia~-se um estudo do Método
Mulftiguadrico, sob 2 suposicio de que a fungio a ser interpolada &
ums vealizacio de um processo estocistice. Para tal, realizegdes de
processon estochstioog de covarlancis estaciondria »{Qﬁ(xz?k wos E‘r%‘.x}
shio simuladas, sends ahordado o méiodo de simulacio conhecidoe como
Bondns Bobtativas. Oz dols  mélodos de  predicdo, Erlging o
Mitlblguadrico, sio aplicados em amostras dessas simglagdes. O
wetodo  Multiguadrico & comparade com o Kriging, wmestrando-se
bambonte compelitive em Lermos de faclilldade de use ¢ qualidade da
Iinterpolagio. A vomparagio entre on dols mdbodon & também Tolta
através de um conjunto de dados geolépicos pertencentes a jazida de

carvio de Derguilho - SP.
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Capitulo i

INTRODUCAG

Un problema de grande interesse ew Areas aplicadasz & o do
tragado de uma funcho em R {en geral p=1,2 ocu 3} & partir de un
conjunte de valores observados degsa fung@o. A guestBo ¢ antige e
muitos métodos estBe disponivels para reselvé-la, Oz métodos
utiltizados consiztem besicamente em ubilizar a informecio do wvalor
da fungfo nos pontos observados e combind-los de algums forma para
predizer o valor da funglo em um ponto nfo observado.

Existem métodos puramenie deterministicos. Uma abordagems
mals recente considera a fungdo a ser predita come sendo uma
realizacBo de um  proceszo  estocasbico. filiza-ze entdo o
resuliados de predicdo estocidstica para o mapessento da funglo. A
vantagem dessa  abordagen, guande  tal modelagem pode ser
Juctificada, & gque ge disphe de melos de zvaliasr o erro da
predigio.

A mado Lagom vulbooistion Lyrm produ frxengr berinboerns
resuliados nos mals diversoes campos da Clénciaz da Terea. Como
exenple podemss cltar o mapeamenio de  regervas minerals,  de
propricdades do gole e de precipitacio  pluviomdiricn, 3
determinacio de cartas de fundeos subnmarinosg e densidade de arvores
sobre uma arsa geografics,

Uma {éonica de predigo aplicidvel ao Lipoe de problemm
deserite aclima ¢ o método conheclido com o nome de Kriging., Oubtro
método  gue  fenm despertade a atengfce uliimamente € o Método
Multilgudadriceo, proposto inicialmente para representar  equagbes
topogralicas.

Hesse frabalho, realizourse um primesire estude do métods
puitiguaderice come alisrpativa para a  predigiie de  processos
esteocasticos, Iniclalmente, sdo  introduzidos algunz concelios

basicos de provesso estocastico e funglo de predigfo. HNo Capitulo



2, o8 métodos Kriging e mulbtigquédrice séo apresentados. No Capitulo
3, introduz-se o Método de Bandas Rotativas utilizado na simulacdo
de processos estocasticos. Simulando~ge realizagbes de processos
estogdsticos, fez-se, no Capitule 4, um estudo para avaliar o©
desempanho  do méiodo mulbtiguddrico, em relagBe aoc Kriging, =n
termos de predig8c. Ho Capituleo 5, a comparacfo entre oz doils
matodos de predigfo ¢ fella alravés da aplicagdo dos métodos 2 oum

conjunto de dados reals.

1.1. Processe Estocastico

Um  processe estoclstico & uma cooleglo de wvariavels
aleatérias {Zix}, % & X} indexada por um conjunto X. Aqui nosso
conjunto X serd ¢ espago real prdimensiopal isto &, X = RY.

s processo estocastice & caracterizade pela distribulcgdo
conjunta de gqualquer conjunto de variivels aleatdriag
folﬁ,Z{xz},..‘,z{xn}, para todo inteiro n e X, € B, i=1,2,...,n

Para um x & R five, Zix) & wuma variavel aleatdria,

Definines a média do processo estocdstico como
mix} = Ef2{x}]

gquahde & esperanca existe. Para um par de pontos {Ka’xzj e B ®

definimos a furnglo de covariancia de processe estecasticop como
Fad . - < LN b o - o . — —
Clxex) = coviZix 0,20 )1 = E{{Z0x ) = nix )] [20x) ~ mix 31}
gquandc & covarllncias ewlste. Portanto, para ¥ € "7,

COux) = B{LZ0) ~ m(x) 1%} = Varlz(x) 1.

A furmBo variograma do processe estocastice @& definids come a

veriancia do incremento {Z(x ) - Z(x 31, e ¢ escrita como
oA



Eﬁixz,xz} = VaP{Z{xiﬁ - Z{xa}}

A Tungio ?(xi,xgi & entéo o semi-varliograma.

Em situascfes vraticas, desconhecemos & lmi de
probabilidade que define o processo estocdstico do gqual =2
realizagfio zi{x) & disponivel. Torna-se necessaris inferir tal
distribulgio, ou pelo menos alguns do seus mpomentos., Assim, vérias
realizacdes zl(x},zg{x),,‘.,an{x) do processe estocistice Zixl sio
neceggndrias. Mas, na pratica, apenas uma simples realizacio {2(Xx}}
de Z2{x} noz pontos Xg’ﬁ & disponivel, o gus reguer, portanto, a
adogio de algumas suposiqfes a respelio do processo esiocastico
para gque a inferéncia estatistica seja possivel. A supesicgfio usual
na teoria de processo estocdstico €& a de esfacionarisdade. Mals

precisamente,

Definigae 1.1.1. Um processo estocdstice €& dite estritamente
estaciendrio se a distribuicio conjunta de %thm}’ Z{XE},..,,Z{xn}}
& a mesma de {Z{xl + Eﬂ,Z(xE + }ﬂ,‘.,,Z{xn + hl} para qualguer

conjunte de pontos {xi,x fa e X } e gualguer vetor h € RY.
113

2

G conceiic de estacionariedade introduzide ns definigio
acima  envolve todss as  distribulefes finlts-dimensionais do
procesao,  Em o alpgusas situacdes ¢ desejbvel ter disponivel um

concetto mals fraco, ilnvolvendo apenss on dols primeliros momentos,

Definigae 1.1.2. Um processo estocastico {2(x), % = Ep} & dite de

covarifncia estacionaria { ou fracamente estaciondriol quando:

{1} a esperanca E[Z(x}] existe e nio depende do ponto
%, isto &,
ElZixi] =n, Yxe R ;



(11} para cada par de varldvels aleatérias {Z{x),Z2(x + n}}
a funclo de covarifdneia existe & depende apenas do

velor h, h EH?,,
Clx,x + h) = B{Z{x + 0).Z{x}} ~ P Clh), ¥ % & R
A estaciconariedsde da covarlaneis implica %3
estacionariedade da variancia e 4o gemi-varlegrams, come pode ser
vigto através das seguintes relagdes;
varl2(x)] = B{{2(x) - 0)%} = €10}, ¥V x e B ;
#{x,%x+h) = yih) = —— Var [2(x) - Z{x+h]] =
- "é_" {var{Zix)] + Var{Z(x+h}] ~
~ 2 covld(x),Zlxthillt =
1

- C(0) + C(0) - 2C(n) b =

i

T{O} ~ C{h} . ¥ x & R

i

A hipdtess  de  covarifneis  estaciondrla assume 2
exigténcla de uma fungdo de covarliancia e entéo de ume varidncla
finilta, VYar{Zixil = C{0). A existéncis de uma funclo variozgrama
representa uma hipdtese mals fraca que o existénela da funglo de
covarifincia, Assim, 2 hipHlese de covarifncia estaciondria pode ger
levenente reduzida  guendo assumimos  apsnas a  existénels e

gstacionariedade do variogranma.

Definigas 1.1.3. Um processo estocdéstico {2{x), x e 1’;?1'}} & dito

intrinseco gquando:



(1) a esperanca E[Z{x]] existe e nfio depende do ponto x,
isto &,
EfZ{x)]l =m, V¥xeB® ;
{i1) para tode wvetor h & R, o incremenio [Z{x + h) -
Z{x}] tem varisncia finitas gue depende apenag do

vetor h,

var{Z(x + h) - Z0DOT = E{{2(x + h) ~ 217} =
= 2y{h}, ¥ xR .

Entde, i Procenso egtocéstico de covariincia
estacionaria & também intrinseco, mas o Inverse nfic ocorre. Por
swemplo, se {Z{x}, x = 0} ¢ um processo estocéstico Browniano, a
varigvel incremento [£(x + h) - Z{x}] ¢ pormalmente distribuida com
média zero e vari&ncia,qgh, o & um pardmetre fixe, & x = 0. Entdo,
{Z(K), x =z 0} é intrinseco. Mas Var{Z{x)] = agx, implicando gque
{2{x), x= =z 0} niic & um processe estocéstico de covarisncia

estacionsria.

Definican i.1.4. Um PrOCesss suntovastico de covariidncis
ecstaciondria {Z2(x), x € Rp} & dite isotrépico se a funglo de
covarianoia ndo depende da direglo do wstor b, h € RY, mas apenas

do seu comprimento fh). Entfio, podemos escrever
C{n) = C{r)
onde r = [hi.

seja {2{x}, x = IRP} um  processe  eztocdstico  de
covarianeia estaclionaria com esperanca m e Tungio de covarifineia
iy, Assunms, gem perda de gensralidade, que m = 0. A segulr,
duremcs Lrés resultados que caracterizam a fungfo de covariéncia

Cihl.



1. Sabemos gque a varidncia de uma varifdvel aleatéris,

gquaido ¢ definida, & ndo-negativa. Assim,

G = VYar [
1

1t ey

i n .
s 2{}-:1}] - ;:[ I L An Zixiézixji] -
1 1l §=1

ande ikz’Az"°"hnj & am conjunto gualquer de nimeros reals. Entfio,

a Tungio de covariénels deve ser tal que garanta que 2 variinela de
n
ij&iZ(XiE saja  sempre pogitiva ou nula. Por definigio, uma fungio
iw1
f{x), x & {a,bl ¢ dita ser positiva semi-definida se ela satisfax

n n
1§1 j§1 Rikj f(xi - xj} x
para qualguer conjunto de namevos resls (hl,lg,,,.,hn} ® mEra
gualguer conjunteo (xi,xz,.4.,xn} tal gque {xg - xj} € la,bl! para
todo {1,370,
Azssim, a fungieo de coveridncia Clhl &  positiva

semf-definida,

2. Peln estacionariedade, BE{Z2{x1.&{xth)] = Clh) para tedo

®x & x+h pertencentes a B, Entdoc, tomando xl = x?»h,
Cinh) = E[Z{X}J.Z(xi%h}} = E{Z{xq~h}.2{x2}} = ({-hj

Entio, 2 funcho de covarifncia Clh} & uma funcfio par.

2. Pela desipunldade de Schwarz,

21Z{x).20% + ni| = 12060% + 120z + Mm%



ElZ(x)% + BEl2(x + 55

i

ZEEE w1 Z2(x + hl}|

Zicovix,» + nll s {Var (Z{x3]] + [VYar [Z2{x + h} ]!

1A

JC{h) C{o).

Ent@o, a fungfo de covariancie Cih) & limitada pela varidnciaz de

Fixl.

Fm geplogla utilizam-s2 alguns medelos de fungfo de
covaridnoia, Para LrOCessos ecstocagticos de covariidncis

estaciopdria e isolrdpleos, os modelos mals ubtillzados sio:

{1} Modelo esférico

onde 2 & chamadoe de alcance {rangel],

o° = Var{Z{x}}i.

{11} Hodelo exponencial

Cir) = o exp [w—%w r) ., ar»o
[# 1

(1ii) Modelo gaussiano

o i pr
Cirl = o exp {-wwg r ] R -
a‘ﬂ‘

A Flgura 1,11 tiugtra ssses madelos de furmfo de covaridncia,
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Figura 1.1.1. Modelos de funglo de covarlancia.



1.2, Fungdo de Predicio

Seda zi{x) 8 realizacio de um processs esbocastics e

suponha que observamos zi{x)! em alguns pontos xi,xg,,o.,xn, X € D«
R®, X, # X, obtendo os valores 2(x§3,z£x2),,..,z{xn). U problems
comum & bredizer {egstimar) o valor de z(%) =m pontos x = x € I
oL nfio foram ohservados, a1 base nog valores e
z(xli,Z(xg}ya*e,z{xn}.

Assim, uma  fungfo real g{Z(xi),Z{xai,,..,Z{xﬁ}] &

construida e chamada de funcfio de predicio para foOJ. Seja

Z{xo} = giﬂxi},é{xg}, e ,Eixn)}
o preditor de Z(NO). O erro de predigho € definido como Z{xoj
- ZEXGE. O eritério utilizado para medir a ‘gqualidade’ de Z{XG} & o
erro guadratico medio

- - o = -
EQMIE{KQ}E EEZ(xa} HEXU;I .
Definiremos agora a melher funcdc de predicgio de ZEXQF

baseada em 2{x J,2{x. Y, ... . Z{x ],
1 2 n

Pefinicas 1.2.1. Sejs H o conjunto de todas as funcBes que sio
gquadrados inlegravels de Zixli,zixg},“A,Z{xn}, 4 funcio g, € H é
delinida como s melhor Hudo de predicie (BPF) de Z(xﬂ} bageada em
2(x1},2(x2},.-.32{xn} se

E{g,l2(x 1,200 ), .., 20x 1] - Z(x )} =

= B{glZix),Z(x ). ..., 20 )] = Z(x ) F

pars boda & funcdo g & H



03 problema ¢ entdo encontrar uma funcdo ng(xl},Z{ng
S 2{x 31 tal que o EQM {g[Z{xi},foz},.‘.,Z{xn}l} seja minimo.

Tal funglio é dadae pelo seguinte teorema,

Teorema 1.2.1. A melhor fungleo de predicio de Z{xo} paseada en

Z{XI}vZ{Xq}r---,z{an ¢ dada pels esperanca condicioml de Zixg)
dade Zix },2{x),...,2{x 1}, isto &
H o] n
oty St VY m T s . oy
galé(xii,dtxgl,.v‘,dtxn)i h[é(xg;fdixl},d(xz},,,.,Z{An}k

Prova: Graybill (1876].

0 BPY £, & a projecice ortogonal de Z{XO} ne subespaso H,

Para determinar o BPFF & necessarie oonhecer a
distribuicfo conjunta de Z(KU};Z(xi},Z{xz},,.,,2{xﬂ), Em  geral,
esta informagdo nfo & disponivel (nfc se cenhece a disiribuigio e
nem & possivel inferi-lal. Nestas situsgfes, torna-se necessdrio
restringir a clagse de fungdes de predigho H para uma particular HK
e encontrar a melhor funcio de predicfo dentro dessa classe. Se
congiderarmes apenas as funghes de pradigieo que sio combinagies

lineares de Z(Kl},Z(X?),‘..;E{XB} temos a segulnte definigio,

— *
Definicas 1.2.2. Seja H o conjunto de todas as funcdes gqus sio
]

combinagdes lineares de Z{Xi},Z{xq},’..,Z(xn}, He H A funcéo
ﬁ L
go{Z(X,E,Z(x2}§.«.,Z(x 11 é definida come a melhor fungdo linear de
i n
predigio (BLF) de Z(KG} se

B *
{1} gsiﬁixi},Z(xzj,(x.,zfxn}} & H, isto &

3]
A+ Ya2lx Yy, A € R, i=1,2,...,n
o ST i :

*

gQiE{XR},Z(x23j1¥.,Z(xn}i

i3



(11) Bg [20x),20x,), ..., 20 )] = 2x ) =
g . 2
= Eig iZ(xil,&fo},.‘n,Z{xn)I - foﬂ]}

£ *
para toda fungio g o€ H .

Sejam & matriz Kinxn e oz vetores nwl ZE(x), kc & u
definidos como
(i} @' {x) = (2% }.80x 3, ..., 280w 3}
- 1 2 n
{i1) K: matriz de covaridncia de Z{x}, istc &

K%j-ﬂ ﬂovidfxg},ﬁlxj}j = Q{xi,xj} L,J=1,2,...,0 ;

{114) kﬂ: vetor de covaridnclas entre EEKQ} e Z{Ki}

i=3,2,....n, isto &

kﬂi = C{xg,xi} I=1,2,...,0
{iv) g vetor de esperangas de Z{x}, isio ¢
Moo= E{Z{xi}E = m(xi} i=1,2,..., 0
Definimos também jp = EIZ{xO}L

Teorems 1.3.2, Se K, kﬂ e E[Z{x}] sfc conhecidos para um dado

condinto de pontos xg,xi,xz}(,.,x ., entBo s melhor Fungfo linear de
n

predigio de Eixg) baseada em Z{x] ¢ dada por
120301 KoK ]
g l20x) ] = p v k. K C[Z{x) — pl.

FProva: Graybill (1978].

i1



{0 BLP de 2{33} & z projecho ortegonal de K{XQI em H*.
fuande o processs  estogastice Z2(x) & Gaussliano, =
egperanca condicional de Z(xﬂ) dade as observagdes foi},zixgk,
,.;Z{xn} tem a mesma forma de expressfic 4o BLP de E{XQ} do Teorema
1.2.2,
Uma. qualidade desejavel om uma funglio de predigho glZ2{x}]

& m de que sela nfo viclada em média, isto é

Eglz(x)} -~ Z(xa}} =0,

Sob as condigdes do Teorema 1.2.2 temos gue

# . o e | P - -
Fg (20 ~ 2l p = B{p, + KK 2(x) -~ kKK p- 2(x )} =

= ¢ -1 ran ¢ -1 — wn
= My + kQK 1 kOK Homop, a.
E

Logo, o BLP de Z(XC) & nfo viciade. Assim, a fungfo g [2(x)] ¢ a

melhor fungdo linear de predicio rde viciada (BLUP) de Z(xal

baseads em Z{x].

12



Capitulo 2

METODOS DE PREDICAD

Neste capitule estaremos interessados enm, dado  unm
conjunto de observacies zixi), zixz}, Ce z{xn} da fungic Zix} nos
pontos Mo Ky e, X, X E noe RY, predizer {estimar) a fungio
zix} para todo x & D. Varios métodos estéio disponivels para
regolver asse problems e conglistem basicamente em utilizar a
informacdo do wvalor da fungfio nos pontos observados & combind—log
de algums forma para predizer o valor da funcéo em um ponto ndo
obaervado,

Exigten métodos puramenle puméricos, dentre oz gquals
pode—se cltar interpolagdes polinomials, médias ponderadas por uma
fungio da distinclsa, splines, poligonos de infiuéncia.  IDsses
métodos 380 descritos por Ripley (1881).

Em muitas situacles praticas & possivel supor gue 2(x) é
uma realizacic de um processo estocdstico ¢ ubtlliza-se preditores
pertencentes & clagse dos BLUP's para predizer a fungio. Un
alemento dessa classe & o mébtodo conhecido como Kriging.

Quitro método que tem despertado a3 atencdo ultimamente & o
Método  Multiguddrico, que  tem side usado  Com Sucess0  em
interpolacio de funciies.

Nas megbes 2.1 e 2.2 s8o apresentados, respectivamente,
o métodos Kriging e Multiguadrico., Na segfo 2.2 também s8o feités

algumas consideracles sobre 8 comparacio entre os dols mélodos.

2.1. Método Eriging

Kriging ¢ un método de predicic que fol desenvelvido em

gevlogia o consliste essenclalmente em epncontrar a melhor funglo de

13



predicio rbo viclada,

0 terme Kriging provem do noeme de K.G. Krige, um
especialista em mineracho que infroduziu em 1851 o use de tal
procedimente em reservas minerais. O degenvolvimente formal da
teorias deve-gse a . Matheron em 1882,

A idéia basica do Eriging ¢ assumir gue o teor de
minério, Z{x), de um depdsitc D 2 uma realizacio de um processo
estocastice. O feor de mingério & medido em n ponbos x}} xz, PR
X % & I, obtendo-se o5 valores z{xi}? z{KEEQ ey z(xn}. Conm
hase em Lals observagdes. constrédi-se a melhor fungo de predicio
n&o viciada para Z(Xg} em un ponto ® & I ndo observadeo.

Se as esperangas e coverlié&ncias 4o processo esiocistico
sio  conhecides, entdo o problema de predicio esta resolvido
conforme o Teorema 1.2.2. Na pratica, = fungho de covarifincia nis @
conhecida ¢ & pecessario introduzir a hipdtese de estacionariedade
para que a estimaglo sejs possivel. Mesmo assim, € necessario
estimar a fungdo de covarifncia, gque ndo ¢ triviel., Na segio B.2.1
do capiiule 8§ este assunto & abordads.

Superha que {20k}, % = @p} & um processo estoc@stlion de
covarifinclia estacleondria. Para n pontos Koo Mg eoa X x € R,

i

obzerva-se o valor de Z{wxl] abtendo-ge z{xl}, z{x?}, RIS & "I B
=} i

preditor Kriging de Z(KO}, X & D, ¢ dado por

Z0e) = LAZ0:) = AT E()
P=i

b

onde AT={A A ....,& 1 & tal gue Z(x}
i ke 4]
{1} seja ndo viclado : E{E{xa} = Zixg}] = (3
{(2.1.11

fi1) tenha EQM winime denire tfodas as
combinagBes  lineares de  Z{x} ndo
viciadas.

id



Eriging Ordinario

Com @& suposlcio de esperange de Zix) estaciondria, o
termo Kriging ordindric é designedo para representar o procedimento
de predicdo.

Assim,

E[Z{x}] = m, desconhecide ¥ xeD
e portanto,

Ela’2{xy ~ Zix 3 = Fa-m=nl FA-1)
feu1 P

ik
Entdo, a condigdo (1) implica que J Ki = g,
=1

Se A'Z{x) ¢ uma combinacfo linear de Z{x) que satisfaz
£

{1), o meu erro quadratico médic ¢ igusl a

EQM{ A Z(x) ]

E{A"2(x) ~ 2tx0}}2 "

Varia®Zix) - ZixﬁJ} =

)

ATKEA + T(O) - Eh‘ko {2.1.2)
onde K:nxn & a matriz de covariancia de 2(53.

kﬂ:nxi ¢ o veitor de covaridncias enire ZixG} & Z(xi},

1=1.2,...,n.

Portante, {2.1.1} & equivalente a

1%} (2.1.33
£31) ATEA - 2A’k0 minimo,

Com o objetive de minimlzasr 2 guantideds  acing,
introduzimos um multiplicador de Lagrange p e definimog o velor

1:nxl come o vetor composto de n 1's.

L= AKA - 20k - 2(1'a ~ 1) p .



aL . ) 3
%" =RA &ke 2ip = 0
> KA = kﬁ + 1p
b A = K"iko + ¥ '1p

5 1% = 1'2{“15;0 + 1Kk Mp

I3
Como E:Ri = 1’2 = 1 tenos
i1 .
(1t - 1K "k}
5

1’}{“’11&} s 1K Mp =1 5 po=
138 S

Ent8o, o vetor A que satigfaz (2.1.3.) & dado por

- . (- VKR
A=Kk v K L. (2.1.4)

K 1

o oo preditor Kriging ordinario de Z{XGJ é

X . (y - 1’K’"1x0} »
Fiw ¥ o= BIE O 2{xY o+ ITE T2y, {2.1.5)
“ v ” 1K -

Substituindo {2.1.4) em (2.1.2) temos gque o erro

gquadraticoe médio utilizande o Kriging crdinario é

. (1 - 1K 'k )"
Y&r{é(xﬁ} - &{Kﬂ}} = {0} - kﬁx xa + . {(2.1.8)

1'E" "1

Come Toi visto anteriormente, um processo estocistice de
covariincia estaciondria & também intrinseco. Sejam a mabtriz Vinxn

2 o vebhor vb:nxl definidos como

16



(i1} ¥: matriz de semi-variograma de Zig), izio &
Vij = 3{x§,xj3 i,=1,2,....,n
{11} v vetor de gsemli-variograma entre Z{Ka) & ZExiL
i=1,2,...,n, isto é
v, = g{xg,xi} i=1,2....,n .
1
Hilizando a relnclo y{h} = C{0} - C{h), tewmos

kﬂ = (011 - ¥y e K= C{GJji1 ~ ¥

Assim, podemos escrever o erro dquadratico médio {2.1.2) em termos

dae funcho semi-variograma Como

EQMIA Z{x)] = 27 [C10) 117 - VIA + CL0) - 227 [Clo)l -~ val w

= C{0IAILTA - ATVA + C{0) - 2C{01A7 L 4 Zk’vb

Comoe A1 = 1,
EOMEATB{x}] = 2Av_ - ATVA,

k)
Minimizando o EOM acima, sujeito a E'Ai = 1 chegamos a
=1

e o gyt
% [,L 'y ?a}

o= vy o+ v -
vy

(2.1.7}

ErntEo, o preditor Xriging ordinapiec Z(xﬁ) pode ser escrito  en
termos do semi-variograma Como

sk
{1 IV VG}

b -1
Flw ) = v ¥ "2ix) +
¢ © ” 1 v

1 Vzin) {2.1.8)

e seu erro guadratice médio 2

(2. 1.9

- ” _,'}
VarfZix b o~ Z{x 1] = ¥ ¥V 'v -~ -
i r ) ) 1'v- 1

1



Eriging Universal

Suponha  agora que a suposicle de estacionariedade na
egperanca de Z2{x) & viclads., Assim, E{2{x)] = mix} ¥V xed, uma
funcio de ¥, e nfo mals use constanie. A fungfic mi{xl & chamads de

deriva [deift] e assumlmos a hipdtess de que

=
m{x) = §ja§fj{x) xel) {(2.1.10)
J=1
ende o, J=1,2....,8 sic parémetrog desconhecidos e fj, J=1,2,....8
sic funcfes conhecidas de x. Fungfes § {x} = 7 sas usadag com
b

freguéncia ne deriva mix),

Mo caso de ndo estaclonariedade na esperanga de Z{x), o
procedinente de predigio & denominado de Kriging universal.

Come fol visto anteriormpente, o preditor Kriging %{xa} =
XZ{x} para Z{xm)h xaeB, deve satisfarzer as condicBes {2.1.11.

Hlefinimos og welorses sxil fo 2 o 2 g mairiz Frsxn como

fo = {figxﬁ), fg(x§), e, fﬁxxﬁj} 3
a o= e Lm0, .,e 1
17 e &
A i % HET)
fiixi) flth; . f§axn}
o= fzixlﬁ tg{xzi - fzixn}
ol . ‘J' ¥
] fs{xm} iﬁ{xz, . fs[xnj ‘

Entéo, E{E{g)} = F'a e E{Z{XS}} o fé o .
A condicio de nfo viciado, E{Z{xo} - zixo}} = {J,

tmplica que
ATF o= f;a para todo & .
Eptfo, FA = § .

4 n
0 erro guadratico médie de H{XG) & o mesmo daguele

18



derivade para o caso de esperanga de Z{x) estaciondria, dado pela
expressio (2, 1.2},
Enténo, para encontrar o BLUP de Z(xn} devemns resolver ©

geguinte sintema

(1) FA = £ (2.1.11)

{131) A’Ka - Rﬁ’kg minimo.

Procedendoe de mansira andloga a resciucho do sistesa
(2.1.2), onde agora o multiplicador de Lagrange p & um vetor sxi, o

vetor d gue satisfaz {2.1.11) &

A = K“*ka N ARt 3"3(?{1;;0 ~ £, (2.1.12)

g o preditor Kriging universal de Zixoj é

Z0x ) = KK 200 - GCKTE - £2) (FKOF) TR 2dx).
(2.1.13)

{1 erro gquadratico médio utilizando esse preditor & dado por

:' 3 — - v gk
Varizixa} - Z{XG;} = ({} kGK. k, *

~1, sepr ey home L
+ {FK k, fo} (FK "F” ) "{FK k foj
{2.1.14)

Alpumas proprisdades de Kriging
{11 Ubserva-ge, alravés dag expressdes para o €509
gquadraiico médio do preditor Kriging, que a varifncla do erro de

predigio depende apenas do segunde momento do processo estocastics,

e das fungdes conhecldas fj*s na oaso de Kriging universal, nio

18



dependende da esperanga E{Z{x)] nem dag observacBes z(xi}, z{x?},

> z{x }. Ent8o, & posgsivel conhecer a preaclsfo do preditor antes
b

de obSarvar o processo.

{11) O preditor Eriging nos pontos observados ¢ igunl ac
valor da funcBo nesses pontos, lsto & Z{xi} = Z{xi}v i=1.2,...,m

Isgss ocorre pols, se X, T X temos gue o velor ke & w i-ésima

. N -1 B . .
colune da matriz K e entio K kg & 7 i-ésima colunas da matriz
identidade. Assinm,

VE R =1 e FK‘“ikq . f

o]

e atravées das expressles (2.1.4) e {2.1.12) temos

- o . S
Entio, .ff(xi,i == kgi{ Zix} = Z{x‘l)‘
Como consegufnelia temos \lar‘ii-i(xil - 2?1(}«1133 o fy, im1,Z, ... .0

{111 Conmldere o segulnbe modelde

2{xy = mixn} + Yix) wEl {2, 1,153

ande Y{x) & um processe egtocastics de covarifnela estaciendriz con
midia zero e fungio de covarifdnela cophecida.

Suponha m{xl=m, conheoido, ¥ xsl Pelo Teorema 1.2.8 o
prediftor Eriging de Y(xo) é dado por

"'.‘ . et ) - S| — Tz
Yixﬁ) = ka K ¥ix) = RQK {Z2{x) 1m]

= kK2 x) - KK im,
o = o

k]

o]
[V

P _ y . I N gt .
LXQ) = ;m + Y(AG} o= kQK. 2{x} + {1 kGK 1im {2.1.18)



-
& ¢ preditor Eriging de 2{:»{0}, £ erro quadratico médio de 2 Exﬁ} &

dado por

-
% e — b = - b ~1 P E e -
Yarl? ix{}) zﬂ{xﬁ;} Vdr‘[kOK 2€x) zi{x{)H

i

WE R o+ 00 - 20K TR =
[+ [ b i}

H

o) -~ WK Kk
1 4]

Suponba agora mixi=m desconhecido, V xel. 0 estimador do

minimos guadrados ponderados de m, m € dado por
mo= (UK TR Z2x)
- L S |
Var{m} = {1'K "1} .

Substiiuindo m em {2.1,18]) temos

Zix ) = K 2x) « (1 - K DK D TR 200

(1~ k‘;x*‘iu .
1K "2ix),

= kK 2x) o

UK 7}
que ¢ exatamente o preditor Eriging ordindric dade em (2.1.5)
Fritio, o método Kriging estima = médla m Através do equagio

{(2.1.8} temos
. o _ 4 o N
aris I = Varl? (x 1 - Z{= } - 1
YVar iéf{xog Z(x{})l Var ¥ (:\aﬁi Zi QJE + {1 'K k(}) Vari{ml,

ornde o gegundo ferme 4 direita ¢ a perda de precisfio envolvida

guando precisames estimar m.
=
Suponha que mix) = Ea}ﬁ‘jix}, com « € f‘$, G182, s
=l - i
definidos anteriormente.



O modele 2.1.1% pode ser escrito como
Zix) = Fla + ¥ix),
Juando o & conhecido, o BLUP de ¥fx0} & dado por
Yix ) = kK 208) - Fal,
e o BLUP de zfxﬁ} é dadoe por
- 1.
2 {x ) = flo+ KK 22} ~ Flal
= kK20 - WEF - fe (2,117
0 estimador de minimos quadrados ponderados de o, &. & dado por
o« = (FK'F )RR 2000,
var(a) = (FE ¥ )70

Substituinds ¢ em (2.1.17) temos

= e L] ~1, - ] il Y - H] T
Z0x ) = kK200 - (KKF - £ 3FKF )RR 2(x),

que & o preditor Rriging universal dade em (2.1.13). Portanto,

método Kriging estima oz parémetros aj, J=1,2,..,8 durante

procesgo de encontrar Z(xa}, Através da equagio (2.1.14) tenmes
; (x 1] = Vari2 ]
ariﬁ(xa} - alx, 1 = Var{? {Xﬂ) - Z{xa)‘ +

+ (FK '~ £ Var({a) (FK 'k -~ £ )
] G [y £

22
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) maneira andloga ac preditor Eriging ordindrioc, o termo
{Fﬁqke - fg}’ Var{u) {Fﬁqko = fg} & a perda da precisfio envolvida

gquarkdo estimamnos o velor .

2.8, Hétodo Multiquiadrico

Para representar superficies fopograficas, Hardy [1971)
propos . um  procedimento  de  interpolagBs  conhecido como  método
mulbtiguddrice, & gue tem side utiiizado com sucesso on oulras areas
das cliéncias aplicadas.

Seija z2{x) uma funcio real definida em I ¢ B e z(xll
zixﬁ),.a‘,z{XRB o valores  observados da fungflo  nos  pontos
HpXowowoa® X € D. Aproximemos z(xﬁ}, X, € D, psla funcBo %(xa}

n i
dada por

Tt
Finy = T X, K} (2.2.13
o LB alx
fad
onde £ 8 séo pardmetres desconhecidos a serem smbtimados o gl.,.1 &
uma funcdo conhecida, definida em DxD,
inpbe-se a condlcgio de que
FE}
2z 1= z{x ) = ¥ B alx ,x} ko= 1,2, ...,n {2.2.2}
® K A T k1
HES ]
e definirmos os vetores nxl 8 o g & a aaitriz 9 nxn

fstelice]

i

(1) & = (BB, .B)

{111} qé iq{xg,xi}f q{xa,xz), cee, giw w1l

q{xz,xi} q(xi,xg} qixi,xﬁ}

qixg,xl} q(xg,xg)

s
«‘Sx
s

(i1l ¢

I

q(xnwxl) q{xﬂ,xe} R q(xn,xn)
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podemps  escrever  (2.2.1) e [2.2.2} mn forma matricial,

regpectivaments

ﬁ(xﬁ} = qéﬁ & z{§) = 3,

Se § & pio zingular, podemps obler f altravés de
g = Q lz{x) (2.2.23)
e a formula de interpolaciic para Z{Xa) sers dada por
2} = @0 200 (2.2.4)

Hardy sugere superficles guadricas para representar a

fungéo gql.,. ). Algumas de suas sugestdes sio:

P
DS ytiz + b,
§=1

i

{11 qlix,yJ

(11} q %y} = ﬂql{x,yTﬁ .
onde x° = {xl,xak‘.‘,xp} ey o= (y&,yg,...,yp} séo elemening de D e

b ¢ uma constante arbitraria, {reguentemente indicada como Fator de
alisamenio {Wolf, 1921},

Recosnenda~=ze ytilizar ou b igusl a zero ou =z valores
pequencs, escelhides em fungfo da ordem de grandeza da distancia
entre os pontos dados. Isso porgue, se essa constante for grande,
acorrera o mau condicionsmento da matriz @ {Yamamoibo, 1888}, Se a
escolha de b = 0 for feita, entio q, € 9, sfo, respectivamente, o
quadrade da disténcia euclidiana e a disténcia euclidiana entre x e
y. Consequentemente, a diagonal principal da matriz ¢ serd conmposta
de zeros.

Quanto & escolha da classe de superficles quadricas,

Hardy (1972} obteve bons resultados experimentais utilizando a
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fungia q,- Com relagfce a fungio Gy existe uma resiriglc guanto aé
gen use ne sspaco bidimensional {p=2}, pols a malriz @ nxn €
singular para b =20 e¢ n& & oy b2 d e 0> H A prova desse
resultado encontra-se no Apéndice Al

Franke (18982} avalia diversos méiodos onumérlices de
interpolacho de superficies em Rz, incluindo o método multigquadrico
com funcle qg. Suas conclusdes sohre o mélode multiguddrice =80
gue, em tarmos de capacidade de ajuste e suavidade visual, o método
& o mals impressionante denire agqueles por ele testados, e que o
método ¢ bastante emtavel! em relagdo A consitante b,

Se & razodvel assumir que a resposta funcional z{x), x &
D & uma realizacdo de um processo estocdstice, entfio os métodos
multiguadrico e Kriging podem ser comparados.

Assim, suponha que a fungfo z{x}, % € I, & upa realizacgis
de um processo estecastico {Z(x}, X € Rp} com esperanca e funcgio de
covarifncia conhecidss., Assuma, sem perda de generalidade, gue
E{Z2{x}] = 0. Ent8o, cemo visto na segfo 2.1, o preditor Kriging de

Z(xe} & dado pele Teorema 1.2.2, iste é
Z{x ) = kKK "2{x) {2.2.5)
) o =

onde st Ke E{§} ecgtdo definidas na seglo 1.2,

Uma comparacic entre {(2.2.4) e {2.2.8) nostra gque o
métode multlguddrice pode ser interpretado comoe Kriging em ternos
do modelo funcional: & necessidrio apenss troczr a matriz K por § e
o vetor km por qD, A diferenga  estd, entreltante, no medelo
estocéstico, isto €, nag propriedades de @ quando comparada com K

Chserva-se que, para qualqguer funcdo gf.,.) sugerida por Hardy,
glx,x + hl = gqlux, x).

Assim, g(...) nio possul a propriedsde de funcio de covariincia

vista na segfio 1.1 (Hardy, 1877}.



Petenate {1883) compera os dols métodos de predicio sob a
supnsicio de gue z{xl ¢ uma realizaclc de um processo estocistico
de covarifncla estaciondria com GSparanga m e fungéa

seml-variograma dada por

yim, ¥y} =

® = ¥l

Hegte caso, se tomarmos a funglo q, com b = 0, entéo o
vetor qo ¢ a miriz § do métode multiguidrico sfo, respsctivamente,
O mesmo gue o vetor v, e matriz ¥ do método Kriglng.

Portanto, pela expressfic (2.1.8), o preditor Kriging pars

ZEXG}, agcrito em termos de Q & qo; £ dade por

20x) = Blx ) + e 1 ¢ 2000, (2.2.6)

onde %{xo} ¢ o preditor multigquadrico.
Sob tals suposiges sobre {Z{x}), x = ﬁp}, n asperanca de

Q{xﬂ] & dads por
e B s ot T 1
E{Z{XG)} = EEqQQ 2{x}] q’Q im o,

& E{xa) & um prﬁéiter nfo viciado para Z(KO} se q@Q*IE = 1. Neste
oo, Z(xg) = E{XD), come  pode ser visto através da expressio
(2.2.8), ou seja, o preditor multiguddrico ¢ eguivalente aop
preditor Kriging.

Vamos comparar o errs gquadraticzco madico dos preditores
Kriging e multiquadrico, Para o preditor Keiging, por {2.1.8},

Lenos

. L o)’
EQM [2(x )1 = ¢'Qq_ - :
O 14 aQ 1,Q-11

e para o preditor multiquadrico, temos



EQM [Z(x )] = varlZ(x ) - Z(x )1 + fviciol?,

i

£ o - it — g3l -
onde vicic E{E{xo] Z{XG)] t1'g 4 1Jm.

Amaim,
EQM [Z(x)] = q’Q g + (1 ~ 170 ¢ 1%(Cl0) + n’],
Q 4] 0 4]

onde C{0} = Var [Z2{x}].

Entio,
EGM {%(x{)}l = EQM [2(x )] + ¢,
onde o = {1 - l’Q"IqOEE %2{0} + oo+ mwmgtqmm.},
G 1

A eficiéncia do preditor multiquédrico com relagdo ao

prediter Eriging é dads por

FOM [%(}{G}]
Ef 5 e ]
EOM EZ{XDJ} EQM |

= 1.
{xo}i

IZRIES]

e qﬂlel esté muito préoximo de 1, entBe o método
multiguadrico produz predicdes com pequens viecle e Ef eshtd auito
préoxima de 1.

A comparacico entre o erro gusdratico médio dos dois
preditores nioc fica t8o simples sem a supesiclo de gque a funcio
sempi~variograme de Z{x) é dada por ¥{x,y! = lx - yb o caso de
z{x) ser uma realizacio de um processs estocastico de covaribnoia
estaciondria com esperanca m e funcdo semi-variograma y{x,¥}, o
erro guadratico médio do preditor multiguddrico é

EQM Iﬁixgn = 2q] Q“"va - qéq”lm“iqo + (1 — qéQmii}Z{Cff}} _—

J

onde v, @ ¥ estio definidos na ssclo 2.1,



Capitule 3

SIMULACAQ DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

O objetivo desse capitulo & apresentar o Méiodo de Bandas
Hotativas utilizade para sisular ums realizaco ZS(X) de  um
processo estocéastico {Zix}, X € R?}, com interesse principal no
Cass em que pe,

Exister viarios mélodos de simulegfo multidimensional,
baseadon, geralmente, em extensfes de mélodos de gimulacgio
unidimensional. Tals métodos s8o, na sua maioria, proibitivos em
termos computacionais.

A originalidade do métode conhecido como Bandas Rotativas
{TBM]}, introduzide por Matheron {1873}, deriva da redugfico de uma
simulacio multidimensional em vérias simulagdes unidimensionais
equivalentes, fornecendo portanto, simulag@es com razodveis custos
computacionals. .

3 Métode de PBandas HRotativas ter side amplamente
utilizado em simulacbes tridimensionals. Processos estocésticos
bidimensionals possuem equivalénciz unidimensional mals complicada
gque nos processos frldimensionsis, ¢ assim s8c malg dificeis de
simlar por meioc do TBM. Para solucionar esse problema, Mantoglou e
Wilson (1882} introduziram a eguivaléncia spectral de processos
estochasticos bldimensionals e unidimensionais, permitindo assim a
gimulacBo por "Bandas Rotativas” de processos  estogésticos
estacionadrios com gqualguer fungio de covariincia bidimensional.

4 secBo 3.1 introduz o Método de Bandas Rotativas,
mostrands a dificuldade em se obter simulacdes bidimensicnais, Uma
alternativa, apresentada na seclio 3.2, ¢ utilizar o Métode Speciral
de geragio unidimensional. Fontes de erros introduzidos pelo uso da
simulagio sic considerados. Na segBo 3.3 sfio apresentados alguns

exerplos de simulngdo bidimenslonal utilizando ¢ Método Speciral.



3.1 Método de Bandas Rotativas {(TBM)

{} Méitcde de Bandas Rotativas assume que a realizaclo a
ser simulada provém de um processoe estocastico {Zixfﬁ,'x € ERp} de
covarifincia estacionaria e isotrépico. E também assumido que, para
cada ponte w € R® fixo, Z{x) & normalmente distribuide com média
zero, Se este ndo for o caso, ums transformagiic Gaussiana & feita
[dournel e Huljbregis, 18978). Por fim, assume-se gque s funcio de
covariancia C{r}), r = [h{, do processo estocdstico & conhecida.

Ao invés de simular uma rvealizagdo de um  processo
estocasticoo bidimensional ou tridimensional diretamente, no THEM =mdo
realizadas simulagbes ao longo de varlias retas, usande uma fungéoe
de covaridncia unidimensional correspondente 3 dada fungho de
covariancia bl ou tridimeunsional. Entdo, em cada ponto x = R® do
processs estocastico Z{x}, ums soma ponderada  dos  valores
correspondentes ao processo unidimensional € assumida,

Zeja D uma regifio no espago bl ou tridimensional onde
deseja~se simular uma resllizagio zS(x} de um processo sstocastico.
Fage simulagBo & gerada eom ponios discretos de D A Flgura 3.1.1
Plustra wn exemplo bidimensional. Escolhe-se a origem O em R w
gera-se retas tels gue os correspondentes vetores de diregdo u
se jam uniformemente distribuidos no circulo ou esferas unitéria, no
casc de duss ou trés  dimensdes, respectivamente. Ne oaso
bhidimensional, por exemplo, ¢ angulo E!i formedo entre a reta 1 e um
eixo fixado ¥ {(Figura 3.1.1} tem distribuilclc uniforme entre 0 e
2.

An longo de cada retsa 1, gera-se um processe estocdstlico
unidimensional discreto de covarifncia estsciondria, com média zero
e fungio de covarifincia cltg), onde £ & coordepads na reta 1.

Projeta~se ortogonalmente na reta i, os pontos da regido
D onde deseja-se gerar valeores, e atribul a eles, o8 wvalores
correspundentes do processo discreto unidimensional. Se %o é o
vetor correspondente ao ponto P da regido D, entfico o valer

woé oa

atribuido da reta I para o ponte P & zxiim} onde é‘;‘m = %0,
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projecio do vetor %, na reta i, ¥, & o vetor unitario da reta i, e

% 'gl representa o produto interno dog vetores X, © 4. Toma—se L

rztas taiz como 1. Para cads reta gers-ze ums  realizacho
unidimenslonal iIndependente  usando fog} coms @& fungo de
covariancia. Entdco, pura cada ponto P da regific, existem L wvalores
atribuidoes zjfﬁpij = zligp‘gi}, i=1,2,....L, das reallzacles
unidinensionais.

Finalmente, aitribue-se para ¢ ponto P, o valor :r:siﬁ?)
dado por

L

: 1

2 Ax ) s — oz ixul {3.1.1}
5 ~P ‘/*"“iw 1=1 H P o~i

comy & realizacio de um processc sstocdstico bl ou tridimensional.

.. Teqioo O

Figura 3.1.1. Representacic esguemdtica de métode de Bandas

Aotativas,
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Como dite anterlormente, © processo unidimenzsional &
gerade discrestamente, 05 pontos da reta I onde o processc sera
gerade s80 escolhidos como sendo o ponto médio dos segmentos
definidos pelas bandags de comprimente AL, O valor gerado em um
ponito da reta 1 & entdo estendido a todos os pontos intericres A

banda, come moestra a Figura 3.1.2.

BL 6L
o Vi
ia-——»'}q—»-i
DIOTesSO
continuo

e vglor discreto
714 atribuido &
ﬁ ! banda |
f
i {

] v >

b _‘:L f ¥
banda -2

.

L

banda i-1  bando j

Figura 3.1.2. BRepresgentagfc esquemdtlica do processe continun ¢

dizcreto em uma reta do método de Bandas Rotativas.

)z walores zs{x), ¥ € D, obtidos através de (3.1.1}
constituem uma realizacio de uuw processo eghlocdstico de covariancia
estacionaria e lisotrépico 2(x), com esperanga nula. HNo casoe de
Ei2{x}}] = m = 0, para obter a esperanca desejada, basta adicionar
uma constante, igual aoc wvalor especificado m, para cada um dos
valores previamente simulados, zs(x}, A adiclo dessa constante nfio

altera a funglBo de covariancia do processe estocastico, Este
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procedimentoe pode mer ugado paran a simulagdo de um  processo
egstochstico cuja suposicio de esperanga estaciondria selda violada,
Neste caso, 2{x) = mix) + Y{x), onde m(x) & a deriva e ¥ix} & um
orocesse estocdstico de govariancia estaclondria com média zero =
fungio de covaribnela ceonheclida. Entio, ‘a’six) & simuiado através deo
TEM e para cade ponto dessa simulagfo, s simulagio ms{x} da deriva
m{x) & adicionmda. A simulagio m,${x) pode ser baseada, por exemplo,
na expassfio de mix) como uma série de fungdes conhecidas conforme
{2, 1,100,

A questfo gue =urge & “qual a forma da funcio de
covariancia unidimencional Cif.%’-;) tal gque a realizacie definida por
{3.1.1) tenha a funcgino de covariincia bl ou Ifridimensional
dege lada Y. Sejam X, e X, og vetores correspondentes a dols pontos
da regifo D, Pode ser mostrade {(por exemplo, em Mantoglouw e Wilson,
1982} que a fungfo de covarlinclia do processo estocistice simulado,

guande L -~ wm, é dada por
C(x,x) =C(r) = J’C C(y'y) fly) du (3.1.2)

onde O represents o circulo ou esfera unitaria, flu) ¢ a fungdo de
densidade de probabilidade de u, r = |nf = [x, ~ x|, e by

representa o produto interno entre os vetores h 2 u. Entdo, a

eguacio (3,1.2), para o caso bidimensional {p=2}, torna-se

C {r) = J:" Cz(é‘l&%] dn {3.1.3;

el ara 1
yrittaria

Clrl = 4 L J C.{h'u) du . {3.1.4}

A gegulr, examinaremos o case de simulagio bl e

tridimensional separadamente.

32



Simulagieo Tridimensional

Através de coordenadam esféricas, conforme a Figura

3.1.3, a integral {3.1.4) pode ser escrita cowo

3 2% W
c (r) = = JO J; C,(r cosp) senp dg d6
) " 72
= 5 g 46 ID Ci{r cosg) seng d¢
1 I
= L} c,(€) ag (3.1.5)
onde & = r coug
2

"‘(OAiﬁi

esfega
untiarig

(1.0,0)

Figura 3.1.3. Isbogo da esfera unitaria para o cago tridimensional.
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Diferenciando a equachio (3.1.5) chegamos & relagdo enire

ss covaribncias unil e tridimensional

d ’ "
51{53 = HE {gC(£)} {3.1.8}
onde » troca de notaglo, C_{£) = C{£Y fol ubiiivada n fim de

preservar & covariancia tridimensional conhecida durante a
simulacio. Essa simples relagie pode ser facilmente aplicada para o
céalculo de 51{53. A Tabela 3.1.1 traz as fungles de covariancia
unidipensionals correspondentes 2 modelos de covariancia
tridimensional «que sfo utilizadeos freguentemente. Todas essas
funcBes de covarifincia unidimensional compartilham da propriedade
de que podem ser modeladss como um processo de média mével, levando
2 ume maneira simples e direta de gerar realizagdes ao longe das

retas {Journel e Huljbregts, 1978},

Tabela 3,11, Correspondéncia  enire as  fungles de covarigncia uni e
tridimensionals para alguns modelos de covariinoela,

HModeio Cov. Fungio Cov. Tfidimangional, Fungfo Cov, Untdimensionst
Ci{r} " Ciiﬁ}
o - 2 . .1 & 1 1
Exponencial o ,axp[ . r} 2 {1 - g} exp[—«g~ g}
] 2 1 2 a 2 £° 1
Gaussianc oo akp]s —— 1 (L I R exp|r— £°
a? 2 2
a oA
2 bt ] .
o [1~m§r” r +—ng qu Osrsa U“[1*~§~'§ » 2 53} D=f=a
Esférico - 20" a I -
{3 ren G . Exn

Simulacho bidimensiopal

Define~ae eixos ortogonals (X, ¥] no planc do reglifo, <onm
-

origem no ponto %, e e eixo y na direcfo do velor h = x - ®, como

£



mostrado na Figura 3.1.4. Através de coordenadas pelares, a equegho

£3.1.3) torna-ss

1 P
Cg{r} = e J; Cl{r sang] dn
-
C gy
. 2 { H .
= JO (Fzﬁgz}i:’? dg (%, 1.7}

= r send. Subgtituindo Cq(r} = C{r} a fin de preservar a

onde £ =
funcéo de covaridnelas conheclda, temos
' Ciii) i
2 212 ag = 2 Clr) (3.1.8)
o {r" ~ &7}
¥
ha

)

Flgura 3. 1.4, Esbogo do circule unitério pars o caso bidimensional.

35



Essa equacdo relacicna a funco de  covariincia
bidimensional C{r) com a correspondente funglo de covarilncia
unidimensional} Cifg} ao longo das retags, Nio & conhecida uma
solyclo analitica para Ciii} expressa come fungio de ‘Cir}, sendo

necessario proceder numericamente.

Obnervagies

{1} Se ¢€{r) & uma fungic de covariBneia bl ou
tridimensional, pode ser mostrado por meic do Teorema de Bochper
que a funcho ci{g) dada por (3.1.8) ou {3.1.8) & uma fungho
pogitiva definida unidimensional e pode portante ser usada comO uma

funcfic de covarifdncia (Mantegliou e Wilson, 1882},

(11} A covarifncia do processg estocastico bl ou
tridimensional 86 € atingida para um mimero infinito de retas,
conforme a expressféic {(3.1.2). E assumido que essas retas possuen
orientacfio aleatéris, com distribuicBc uniforme no circuloc ou
egfera upitdria. Em trés dimensdes, pode-se obler convergéncia
matisfatéria Qansiderandé as 15 retas gue unem os pontos médios das
arestas opostas de um icesaedro regular {(Journal e Huljbregis,
19783, Ne caso de duas dimens8es, 4 - 16 retas lgualmente espagadas
sfio suficientss, dependendo da precisfo desejada {(Mantoglou e
Wilson, 1882).

3.2. Simulacioc de processos bidimensionais utilizande o Meiodo

Spectral de geracfo unidimensional

Para solucionar s dificuldade de se obter a funcéo de
covariancia unidimensional CE{E) expressa em btermos da funcio de
covarigncia Dbidimensional Clrj, Mantoglou e Wilson (1882)

apresentam uma equagiis relacicnando a fungdo de densidade speciral
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de um processo unidimensional com a fungdo de densidade spectral
radial de um processo bidimensional. O processc unidimensional pode

entfdo ser gerado nas retas TBM utilizando um método spectral.

Egquivaléncia speciral de Processos estocdsticoy uni e

bidimensionias

Seja s}(w} a fungic de densidade speciral de um processo
estoctstico unidimensional itende fungBo de covariancia Ci(ﬁ}» A
representacic spectral de Ci{g} & dada por (Cramér e Leadbetter,
1867}

=] [+ c] .
C1(E) = J ei"E si(w) dw = 2 JQ cos{wE ) siiw) dw {3.2,1)

~ca

onde a frequéncia w & um escalar, e si[w} & uma funclio real,
siméirica e positiva. Substitulndo esse representagfo spectral de

Cliﬁ) na equagdc (3.1.7) e mudando s ordem de integra¢do chega-se a

21

A0 s,m ],

4]
2 L s (w) J (ur) du (3.2.2)

Cir}

B

cas [(wr send) ae] dw =

it

onde 30[.} & a funglic Bessel do 12 tipo de ordem zere, dada por
(Gradshteyn - Ryzhlk, 1888)

"
J{z)y = L [ cos{z send) da .
o T lo

A funciéo de densgidade spectral do processo unidimensional ¢ dada
pela transformada de Hankel de C{r} em (3.2.2}, isto &
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1 = :
Sx{w) = e W f; C(r}Jo(wr) r dr (3.2.3)

Ho caso bidimensional, a fungiio de covarisncia de um
Processo estocastico isotrépico pode ser escrita come {(Shoenberg,
ia38)

L0
Clr} = C(O) ja f(w) J_(wr) du (3.2.4)

onde C{0) ¢ a varifncia do processeo, e £{w) & a funcio de densidade

spectral radial do processo definida como

_ 1
£00) = —sros ch s(w) dw (3.2.5)

W

onde € ¢ um circulo de raio w e slwl & a funglo de densidade
spectral do processo estocéstico isotrdpico bidimensional,
Utilizande a transformada de Hankel de C{r} da expressio

(3.2.4) temos

21
- W
f{W) == W J‘O C(F‘} J{}{W)I" dr {342.6)

Portanto, se a funco de covaridncia bidimensional C{r) &
conhecida, através de {3.2.8) a fungfio de densidade spectral radial
pode ser calculada. A Tabela 3.2.1 iraz essa relagBo para algumss
funches de covariancia bidimensional.

Comparando as expressdes (3.2.3) e (3.2.8) obtem-se

{0}

5 flw), {3.2.7)

sifw} e

o gue significa gque a Tunclo de densidade spectral do processo
unidimensional nas retaz TBM ¢ igual a netade da funcBoc de
dengidade spectral radial do processo bidimensional multipliicade

pela variancia.




Tabela 3.2.1. Fungle de denzsidade spectral radial de processos estocasticos
bidimensionais isotréplcos para alguns medelos de covarilncla.

Modelo Cov. Fungio Cov, Bidimensioﬁal Fungdc Dens. Spectral radial
Ci{r) F{w)
2 1 22w
Exponencial 4 ,exp[n s r]
# (1 + (aw}®1%?
2 i =2 1 2 Bnw {2
Gaussiane . exple ———r —=— a'w expl-{-=—
a? 2 2
a?[iw ~g§ r+ wég-ra] Oarsa ot {aw}2
Esférico : 28 3 - J (aw}{ F [1;2,2;— ]
1 12 4
0 rra
2 5 85 (aw)®
= J’z[i'“‘z*”*"é"- ) ]

2 17 ‘“(auiz
* 55 an[l**zz*“*'fz“f ) }}

Jz & a fungiic Bessel de 12 tipo de ordem um {Abramowlitz e Stegun, 1870},

iFﬁ(a;b,c;d) & uma sérle hlpergeométirica generalizada definida por Balley
{1972},

Métode  Speciral de geracBo de  processos estocasticos

unidipengionais

Apbds obter a funglc de densidade spectral do processo
unidimensional, ¢ processo estocéstico zo longo das retas TBM pode
ser gerado utilizando qualquer método spectral. Mantoglou'e Wilson
(1982} utilizam o método proposto por Shinczuka e Jan (1972) devido
a sua boa precisBo e baixe custo computacional. Se a fungieo de
covarifincia unidimensional & Ci(g} e a funcSce de densidade spectral
correspondente, obtida em (3.2.7), & sl[w), ent&o o processo

unidimensional na reta 1 pode ser gerado por

¥
zi{E) w 2351[81(wk)-ﬁw]

1/2 ,
cos(wk £+ ¢k) (3.2.8)

|38



onde ¢k sfo  angulos aleatérios independentes uniformemente
1

distribuides entre O e 2u, W= [k - Aw e w; = W + 8w para
K=1,2,...,M. E assumido que a funclo de densidade spectral slfw} &
ingignificante fora da regifo [-0Q,+2]. A Trequéncia de
discretizacBo Aw & definida como Aw = Q/M, onde M & ¢ nimerc de
harménicns usado. A freguéncia 8w & uma pequena frequéncia
aleatéria adiclonada a fim de evitar pericdicidades e &
uniformemente distribuida entre -Aw' /2 e +AW /2, onde Aw & uma
pequena frequéncla, Aw << Aw.

0 progesso dade por {3.2.8) tem média zero e funglo de
covarigncia ci(g} quando M 2 w, § % o 2 Aw < O (SBhinozuka e Jan,
1872). Na pratica, temos Mdw, (<o e Aw>d, de forma gue algum erro é
introduzide. Mantoglou & Wilson (1882]) comparam = funglic de
covaridncia unidimensional tedrica com a fungfo de covarifnelia dada
peloc método spectral no case do medele de covariéncis exponencial e
copcluem que para {4 = 402 ¢ M = 100 o método preserva ianto
variancia gquantoe covaridncia para distaénclas grandes em relagfo ac
alcance a. Uma outra fonte de erroc ¢ a discretizaegio ao longo das
retas {comprimento da banda, Af£). SBegunde o8 mesmos autores, para a
fungéc de covariancia exponencial, com A = 0.052 ou O0.la =
precisfic & excelente, e sugerem gue se ullilize em sapllicagles
praticas 4€ < min(aAx, Ay) onde Ax e Ay sBc os espagamentos enire os
pontes da regifio 2 ser simalada. Uma manelra de se eliminar esse
tipo de erro & gerar os valores zi{ﬁ} diretamente nos ponitos £ gue
sH0 projegfes dos pontos da regific a ser simulada. Entretanto, essa
mudanca acarreta um aumento no custo, uma vez gue o numerc de
pontos gerados ac longo das retas € igual ac nimero de pontoz da
reglfo a ser simulada.

Resumindo, podemos dizer gue as etapas necessarias para
simular uma realizacdo zs(x) de um precesse estocastico
bidimensional isotropico com fung8o de covarisincia C{r) s#o:

{i) Encontrar a {unglc de densidade spectral do processo

unidimensional Slfw} através de {(3.2.7), usandce a funcleo de
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densidade spectral radial do processo bidimensional f{w} obtida da
expressfio (3,2.8) como na Tabela 3.2.1.

(i1} Para cada reta i, i=1,2,...,L, gerar o processo
unidimensional através de {3.2.8), escolhends o© ‘nimero de
harméniceos M, o comprimento da banda A£ e a frequéncia méxima L
Atribulr ¢ valor =zimulado 21{6) a todos os pontos pertencentes 3
banda [£ - AE/2, &£ + AE/21 conforme a Figura 3.1.2.

{111} Em cada reta i, i=1,2,...,L, projetar
ortogonalmente og pontos da regifio onde se pretende cobter valores
simulados, e atribuir a eles os valores correspondentes dos
processos unidimensionais gerados em (11), como na Figura 3.1.1.

(iv} Para cada ponto da regifie, combinar os L valores

atribuidos em (111} conforme a expressfio (3.1.1).

3.3. Exemplos de Simulacdes Bidimensionais

Az Figuras 3.3.1 e 3.3.2 ilustram realizacgles de
processos estocasticos simuladas através de TBEM, usando ¢ método
spectral para a gﬂragéo_gnidimensional nas retas. O programa de
simulagfo foi desenvelvido em linguagem Turbe Pascal e encontra-se
no Apéndice €. As filguras foram obtidas através do software SAS
GRAPH,

Os processos esiocasticos possuem média zero, varléncia
unitaria {C(0)} = 1) e funcéo de covarifncia exponencial com alcance
a = 0.2 ¢ a=10 [respectivamente, Figuras 3.3.1 e 3.3.2}.

As dimensdes da regifo sdo Xoox = 0.1 e Yoax = 0,18,
Simulacles foram feltas em pontes discretos, com esgpacamento
uniforme, Ax = Ay = 0.01, perfazendo um total de 400 pontos.

Dezessels retas igualmente espagadas (L = 18}, um
comprimento de banda ilgual a AE = 0.01, ¥ = 100 harmdnicos ao longo
duas retas e uma freguéncia maxima Q = 40/z foram utilizades no

gerador unidimensional,
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Figura 3.3.1. RealizagSo de um processo estocastico Z(x,y) com
média zerc e fungdc de covarifncia exponencial com parémetros
Clai=1 e 2=0.2, simulada através do TBM, usando o métodc spectral

para a geragfico unidimensional,
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Figura 3.3.2, Realizacéic de um processc estocastico Z{x,y) com
média zers e funclo de covariincia exponencial com parémetros

Cl{gl=1 e =a=1.0, similada através do TBM, usando ¢ metcdo spsciral

para a geragfc unidimensional.
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Capituleo 4

DESEMPENHO DO METODO MULTIQUADRICO

Inicia~se, neste capitule, um estudo para avaliar o
desempenho do método multiquédrico, em relacfio ao método Kriging,
na predig@io de um processo estocéstico {2{x}, x & ﬁa}. A avaliacdo
do método serd feita sob s suposiglo de gue o processo estogésiico
& de covarisncia estacioniria e isotrdpico, com fungio de
covariincia exponencial. Para isso, realizagfes de processoes
egtocésticos s#o simalades e os deis métodos de predigo s8o
aplicedos em amostras dessas simulacdes.

A secBo 4.1 traz a metodogia utilizads para o estudo ¢ a

seclo 4.2 apresenta os resultados ¢ conclusbes.

4.1. Helodologia

Utilizando o método de Bandaz Rotativas exposto o
capitule anterior, realizacBes de processes estocésticos {Zix}, ® e
EE} de  ocovarisncla estaclioparia e isotréplco foram simuladas,
Consideroy-se procegsos estocdsticos com média zero e funglo de

covaridncia exponencial,

Cir) = o° exp[— wé— I ] . a > 0.
Foram utllizadas doze diferentes combinagBes dos parametros, cujos
valores foranm o = 1, 2, 8, 25 e a = 0.1, 0.5, 1.0 . AS
similagdes foram feitas em pontos discretos com espagamento
uniforme de 0.01, em ums éres de 9.19 x 0,18, perfazendo um iotal
de #4400 pontos., Para cada uma das doze simulagdes, trés amostras

aleatdriag foram selecionadas, com tamanhos n=30, B0 ¢ 100. Para
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cada amostra, a predicie de z{xﬁ} nes pontos X nio amostrados foi
realizada utilizando os métodozs multiguadrico e Kriging., A Figura

4.1.1 ilustira a metodologia utilizada.

REALIZACAD DE UM PROC. ESTOCASTICO Z{xy), SIMULADA
DISCRETAMENTE £ 400 PONTOS WNIFOMENENTE
pisTRIEUDOS

pagd oo s s s e

................
................
................
...............
................
----------------

QOO " 5 s e e e

AMOSTRA ALEATORIA DE TAMANHO n DA REALIZACAD SIHULADA

018 -

.00+

6.60 ' e

_HETODO KRIGHE YETODO MULTIUADRICD
PREDICAG DF Zlx,y) NOS (400--n) PREDICAD DE Z{xy) NOS (400-n)
PONTOS NAG AMOSTRADOS PONTOS NAO AMOSTRADOS

Figura 4.1.1. Esquema mostrando a metodologia utilizada no estudo

de desempenho do método multiquadrico em reiacdo ac método Kriging.
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Na predicgfco pelo métode Kriging, fol suposto que a média
e funcgio de covariancia do processo estopcéstico eram conhecidos,
dados pelos wvaleres utilizados na simulagBo. Para o método
multiquadrico uiilizou-se a funclio q, sugerida por Hardy, devideo A
restricio gquanto ac uso da fungio ql am RQ {Capitulo 2 - Secio
2.2). Com respeito a constante b, diverses wvalores foran
utilizados, com o ebjetivo de se conhecer o seu efelio na predicio
de z(xg),

Para. avallagiio dos resultados, foei considerado o erro

gquadratico médic, estimads por

. {40 . 5
EQM = ~§65wvgli [z(xi) ~ z(xill ;

onde z(xl} & p valor simulado e

z(xi} & o valor prediio por um dos méitodos.

4. 7. Besuliados e Lonelusbes

Com respeito ao efelito da constante b, gquando a funglo de
covariancia do processo estocastico &€ C{r) = exp(-r), o resultado
do Eéﬂ obtide para o método multiqudrico, baseada em uma amosira
de tamanho 30, ¢ mostrado na Figura 4.2.1. Pode-se observar gque o©
EiM aumenta guando o wvaleor da constante b aumenta. Compertamento
semelhante fol verificado pare todas zas simalagdes sstudadas.
Obgervou~se também que, utilizando valores grandes para b (no caso
do  processo estocdstico com fungic de covariancia acima, por
exemplo b=( 5}, det Q =& 0, mostrandc o mau condicionamento da
matriz Q, conforme havia citado Yamamoto (Capitulo 2}. Assim, a
eseolhm de b=0 na funglo 9, do méteodo multiquadrico parece-nos uma

bon opciio.
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Figura 4.2.1. Resultado do EQM do preditor multigquadrico em fungéo
da congtante b, guando o processe estocdstico possul funcgfo de

covarignclia C{r} = exp{-rj.

Os resultades dos EéM‘s obtidos pars os dois métodos de
predigio, Kriging e multiquddrico {com b=0) sio apresentados nes
Tabelag 4.2.1 © 4.2.2, respectivapente,

Come era de se esperar, °© EéM diminul com o aumento do
tamanhe da amostira para os dolsz métodos de predicfic. Observa-ss
também que, fixado o tamanho da amostra e ¢ parametro ag, o
comportaments do EéM do preditor multiquadrice ao se variar o

parametro a ¢ semelhante ao do preditor Kriging.
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Tabela 4.2.1. EQM do preditor Kriging para cada tamanho de amostra
e em cada combinacho dos parémetros,

S~ &

n gﬁ\x\ 0.1 0.5 1.0
1 1.2017 1.2428 1. 50686

40 2 2.5127 2.7104 2. 5730
9 2.8721 8, 4581 7.3098

25 25, 1885 27.7183 34. 4040

1 0.8992 0.8317 0.8780

50 ) 1. 8838 2. 4788 2. 1374
Q 8.1176 £.8211 7.8215

o5 25. 5157 24,2721 27.7824

1 0, 6800 0. 7801 0. 7801

100 2 1.4314 1, 3686 1.4816
g 77021 &. 5679 7.7988

25 168. 3078 20,3087 19, 5224

Tabela 4.2.2. EQM do preditor multlguddrico para cada tamanho
de amostra e em cada combinac8c dos parametros.

U 0.1 0.5 1.0
I b2 .

1 1. 3753 1. 2532 1. 5083
0 2 2. 6368 2. 7181 2. 5790
g 9. 0879 8. 6352 7.7186

25 28. 4780 27. 9856 34. BBAT

1 0.8418 0.8401 0.8817
- 2 1.9345 2.5161 2. 1429
g &.4876 8. 9594 7.9911
28 6. 4206 24,3783 28,2937

1 G. 6597 0. 7807 G. 7808
100 2 1. 4320 1, 3688 1, 4826
g 7. 8590 6. 5846 7.98026
a5 16. 3645 20. 8536 19. 8750
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A est imagio pelc método multiquadrico & quase
indistinguivel daquela feita pele Kriging em termos do erro
gquadratico médio, conforme a Tabela 4.2.3. A raz#éico enire os EéM’s
do preditor Kriging e multiquadrico & superior a 0.87 para n=30,
sendo que, para =80 e n=100, ¢ superior a 0.8% e 0.298,
respectivamente. Para a maloria das reallizagdes estudadas, o
aumento do tamanho da amcstra implica em um aumento da raz8io entre
05 Eéﬁ‘s, parecendo indicar que quanto malor o tamanho da amostra,

menor serd a diferenga entre a estimacio felta pelos dols métodos.

Tabela 4.2.3. BRazio enire o8 EQM's do preditor Kriging e

multiquadricoe para cada tamanhe de amosira e em cads combinago dos
parémentros,

T, =,
n Wz ~. G.1 G.5 1.0
1 0.8738 0.9915 G. 9989
10 2 Q. 9529 0. 9868 1. 0000
g 0.9783 0. 9795 0.8489
25 0, 8846 3. 9900 0. 9918
1 0. 9847 0. 9900 0. 9958
50 2 0.89790 0. 9840 0.9975
- g 0, G564 0.9857 0.9788
25 0. 9554 0. 9856 0. 9818
1 1.0000 0.90991 0.8991
L00 2 0. 9995 0.9999 0.9993
g 0. 9800 0.9975 0. 9870
25 0.9685 0.9978 0.9941

As estimativas obtidas com os preditores Kriging e
multiquadrice em relagho aos valores simulados guando o processo
sstocdstice possul  fungBe de  covariéncia  Clrl=exp{-rJ, sdoc
mostradas na Flgurae 4,.2.2, Pode-se observar gque a dispersfic em
torno da reta valor predifosvalor simulado ¢ semelhante para os

dois mélodos.
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REAL {REY

{c) n=100

Figura 4.2.2. Estimativas obtidas com o5 preditores Kriging e
maltiguadricoe em relag8o aos valeres gimulades, quande ¢ processo

estochstico possul fungfo de covariancia Clr) = exp{-r].

Portanto, quendo o processe esioccastico ¢ de covariéncia
estacionaria e isotrépice, com fungdc de covarisncia expenencial, o
desempenhe do método multiquadrico em relagio aco Kriging mostrou-se
bastante satisfatério. Heste caso, o método multiguddrico pode ser

utilizado come méiodo alternativo ac Kriging.
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Capitulo B

APLICACAO DOS METODOS DE PREDICAG
A UM CONJUNTO DE DADOS REAIS

Apresenta-se, neste capitule, uma apllicagio desenvolvida
a partir da meiodelogls descrita no Caplitulo 2.

Para tal, utiliizou-se um conjuntoe de dados geoldgicos,
pertencentes a Jazida de Carvio de Cerguilhe {5.P.}), cedide pele
Prof. Dr. Job Jesus Batista do Ingtituto de Ceociéncims da UNICAMP,

A smecgfic 5.1 traz uma breve descricglo dos  dados
utilizados. Na seglio 5.2 o5 dols métodos de predigio, Kriging e
multiguddrico, sfo aplicados ao conjunto de dados, sendo abordada a
estimacic da fungfco de covaridncia de um processo estocastico, A

secAo 5.3 apresenta algumas conclusdes obtidas.

8.1. Degeorigfio dos dados

0= dados sgqul utilizades sfie referentes A espessura da
camada tota]l de minério e espessura de carvBo na camada {(em ms)
obtlidos através de furos de sondagens, pocos, trincheiras ou bocas
de galeria em 81 locals de depdsito de Cerquilhe. Os locals de
observacio s8o dados em coordenadas UTH (N-5 e E-W).

Denotaremos a espessura da camada total de minéric e
egpessura de carvio na camada no i-ésime ponte de observagio por,
respect ivamente, z(xi,yl} o w{xi,yi}, oncde {xi,yi} i=1,2,...,81
representa as coordenadas UTM, sendo x a ceordenada leste-oeste
(E~W)} & y a coordenada norte-sul {N-S).

0 conjunto de dados ¢ apresentado no Apéndice B e a
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localizegio dos Bl pontos de observagido pode ser visto na Figura

H.1.1

118850

250D

TTAGH

NG

215§GG~1 :
e ————————
TASHEG0 T4 136 414600 HHm 7437500

Figura 5.1.1. Lecallzagie dos Bl pontos de observagio das
EEPeBEUras de minérioc de Cerquilho com C desenho da

envoliérias convexa dos mesmos.

5.2. Aplicagio dos métodos de predicis

Com base nos valores das espessuras nes pontos obgervados
(xi,yl} i=1,2,...,81 desejamos predizer o valor das espessuras num
ponto (xﬁ,yg) nde observado., Torna~se importante definir usma area
de interesse D, que seriza o dominio dos pontos amosirados. Assim, a
praedicgéo das espessuras serd feita para pontos {xo,yﬁ] € D

& esta ares de interesse denomina-se envoitbtdria convexa.

Segundo Eddy {1877), a envoltérias convexa de um conjunto planar & o
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poligono convexo de aArea minima que engloba o conjunto planar, Um
poligono convexo € claramente determinado pelos seus vértices.
Asgim, para o conjunio de pontos (xi,yli i=1,2,...,81 do depbsito
de Cerquilhe, utilizamos o algoritme proposto por Eddy (i877) para
determinar que pontos do conjunto planar sfo vértices do poligono
convexc., A envulidria convexs obilda ¢ apregentads na Figura 5.1.1.

Definida a2 envaltdria convexa B dog dades, é preciso
saber se o ponio {xo,ye} pertence ou ndc a D. Yamamoto (1988) testa
doig algoritmos gue determinam a posicBo de um pontoe em relago a
um poligono: um proposte por Hall {1875) e outro por Anderson
{1978}, Sua concluséo & de que o primeire & sempre mals precise e
conf'idvel em relacio ao segundo. Assim, utilizamos o algoritmo de
Hall (1875) para a determinac8Bo da pesigdo do ponto {xo,yD) com &
dres de interesse I

Pagzaremos agoraza & predicBo das espessuras de minérie do
deptsito de Cerquilho através dos métodos Kriging e multiquadrico.
As predigfes foram feitas em 220 ponios dentro da &rea de interesse
I, regularmente distribuidos, sende que a disténcla entre dols
pontos consecubives, fixada ums das coordenadas UTM (N-5 ou E-W), &

de 100m.

5.2.1. Método Kriging

Conforme a  literatura de geostatistics, & razoivel
assumir gque a espessura de uma camada de minério, gue ne nosso caso
& o carviio, ¢ uma realizagfio de um processo estocdstico.

Portanto, suponha que z(x,y) & wix,y) sejam realizagles
de processos estocésticos de covarifincia estacionaria {2(x,y),
(%, v} & &2} e {Wix,y), (xy) & &2}, respectivamente. Utilizaremos
entfio o preditor Erigling ordinario, definidc na seglio 2.1 para a
predicie de Zﬁxg,yo) @ w(xhyﬁ}, {xo,yol e n.
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0 primeiro preoblema que surge na predigfo pelo método
Kriging ¢ o fate de que a fungBo de covariéneis, e consequentemente
a funclo semi-variograma, nfc € conhecida. £ necessaric entfo

estimd-la.

Estimacto da funclic de covariincia

Supenha, inicialmente, gue os pontos amostrades no plano
se distribuam em uma malha regular. Em geclogia, estima-se a fungio
semi~variograma y(h) na diregBo 8 através do semi-varlograma

amostral

1 N{h_.)

~ . - =l o
38“‘1} R “ﬁfm;;j‘ 1}31 [Z{X,‘) 2(:({"’13)1 s Xi& ®

(8.2.1)

onde N(hei & o numero de pares de pontos distanclados de h segundo
a direciio 8,

A estimacio do gsemi-variograma em variags diregdes tem por
objetivo revelar as anisotropias dque possam existir na Jazida
investligada., Em geral, utilizas-se asgs 4 diregSes principals (-5,
E~¥, NW-8E e NE~5W).

Na pratica, ol pentos amostrados se encontiram
digstribuidos irregularmente sobre a area pesquisada. 5]
soml-variograma amostral terd entfio de ser calculade a partir de
uma regularizagfo angular e por classes de distancia, segundo o
esquema da Figura 5.2.1. Tomando-se um ponto gualguer {xi,yi),
considera-se segundo =a diregfio &, um cone de abertura 246 e
procura~se o ponltlos que caiam ‘dentro’ do cone nas classes de
disténclia h % e{h). A& selegBc de quals pontos pertencem a um
determinadc cone pede ser felita usande a tangente do #ngulo,
conforme mostra a Figura 5.2.2, no case de utilizar-gse quatro

direcSes (Delfiner, 1878),
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Figura 5.2.1. Esquema mostrando a regularizacgio angulsr e classes

§8~dngulo de regularizacdoe

de distancias utilizadas no calculo do gemi-varlograma amosiral,

ftg exl »2.414

i
i
' r E ltg otl<0.414
I

Figura 5.2.2. Esquema mostrando a utilizaclo de tangente do angulo

na regularizagio angular.
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Uma vez estimados os valores de y(h}, constréi-se um
grafice dos pontos (h, ;eih)}, para cada diregfic 8. Com base naste
grafico, ajusta-se um modele para a funcio seml-variograma, =
consequentements unm modelo paras a funclo de covarigncis, uma vez

gue
Cih) = C(0} ~ x(h},

conforme visto na segdc 1.1 do Capitulo 1.

Normaimente, a escolha de um meodele para o ajuste da
funglo semi-variograma & feita visualmente denire os modelos
seml-variograficos mals comuns, embora existam testes, nfo muibo
divulgades, que visam determinar se os dados experimentals se
conformam com o modelo tedrlco especifico que estamos ajustando
{Valente, 1882). Uma outra observagho, feits pelo mesme autor, &
gque, na pratica, calecule~se o sesl~variograme amosiral apernas para
digtancias que nfo excedam 174 {(em alguns casos 1/72) daz dimensdes
do campo. Isso porque, quande h cresce em demasiza, dinminui-se o
nlmero de pores de pentos considerados, € por conssguénela, flca
prejudicada a precisfo dos resultades obtidos.

A partir da metodologia expostz acima, faremos =&
eaiimacdc da funcho de covarigncia de Zix.y) e Wi, v},

3 célculo dog gemi-variogramas amostrals foram feitos nas
4 diregdes principals: N-8, E-W, NW-SE ¢ NE~8W. 0Os gréaficos
encontram—se na Figura 5.2.3, onde observa-se uma isotropla nas 4
direcgfes “variografadas®. Desta forma, assumiu~se que 05 pProcessoes
estoctasticos geradores das espessuras do minério sfBo isotrépicos.
Assim, foram calculados ¥4 semi-variogramas amostrals
considerando-se apenas o comprimento r do vetor h {(Figura 5.2.4},

Para o ajuste dos modelos semi-varlograficos utilizou-se
o método iteraiive de Gauss-Newiton, onde foram consideradeos os

nodelos esférico e expenencial {(Capitulo 1 - segéio 1.1}
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A Soma de Quadrados do Erro (SQE} obtida parea cada medelo
gsemi-variografice considerado, segundo o critério de convergéncia
{SQE1—1 - SQE})K(SQEt + 1079 < 107 e apresentada na Tabela
5.2.1.

Tabela 5.2.1. Soma de Quadrades do Erre obtida peio métedo
iterativoe de Gauss-Newton.

Soma. de Quadrados do Erro (x 107%)

Modelo Esférico Modelo Exponencial
Espeszura da camada
total de minério 5,98 4,92
Espessura de carvio :
na camada 3,78 2,77

Através dos graficos de residuos (Figuras 5.2.8 e
5.2.8}, observa-se, para o caso do modelo esférico, uma possivel
inadequagio de modelo tedrice adaotade.

Opteou-se portanto, pelo modelo gsemi-variografico
exponencial sendo gue as estimativas dos parameiros encontram-ge
na Tabela 5.2.2, onde o wvalor entre paréntesis é o desvio padrio

assintdtico de estimativa.

Tabela 5.2 4. Estimativas dos parameiros do modelo
seal-variografico exponencial encontrados através do  método
iterative de Gauss-Newlon,

Parametros
aﬁ c=1/a
Espessura ds camada G.0448 0. 0087
total de minéric {C.0012) {0.0010)
Espessura de carvio (. 0282 . 0058
na. camada {€.0010) {0.0010)
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£ importante salientar que o nossc objetive & obter uma
estimativa ‘razodvel’ da fung&o semi-variograma para fins de
predigic pele méiedo Kriging e nfo  para examinacfo de
caracteristicas geolégicas estruturals {Andlise Estrutural) da
Jazida de Cerquilho. Para uma andlise com esgas caracteristicas, a
adogio de um modelo semi-variografico deveria ser malis criterioso,
envelvends um malor conhecimento da jJazida em estude. J4 para =
estimagio pelo método Kriging, uma deficiéncia na escelha do modelo
sempi~variografico val ter mencres consequéncias uma vez que o

preditor correspondente ¢ relativamente robusto (Petenate, 1883 e

Valente, 1982).

Predigio de Z(x ,y ) e Wlx,y ), (x,y ) €D

0 preditor Kriglng ordipario de Z(xﬁ,yﬁl. haneade nas 81
observagbes Z(xl,yl), Z{xg,yé},...;Z{xéi,y81) das espessuras da

camada total de minério & dada, cvonforme a expressfo (2.1.8), por

- » 1~ UKk, 9
2 ix .y ) = kK T20x,5) + e 17 K2ix,y
'K 1
onde E'(x, 3} = (2(x,y % &lx,y ) . 2(X, ¥, )).

A variéncia deste preditor é

S S
{1 - kgK 1]

-1

- _ . -3
VariZ {xo,yo)] = kOK ko +

'K 1

Utilizande o modelo gemi-varigrafico estimado, obleve-ge
as predigbes para a espessura da camada total de minérie nos ponltos
{xo,ya) € D, A Figura 5.2.7 apresenta essas predigfes, onde o valor

entre pardntesis é o desvio padréc do preditor.
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De manelira andloga, obteve-se asz predicgfes para a
espessura de carvio na camada, mosiradas na Figura 5.2.8.
A representacBo gréafica dessas predigdes pode ser feita

através de mapas de contorno (Figuraz 5.2.8 e 5.2.10].

8.2.2. Método Multigquidrico

Para o método multigquadrico ndo é necessarioc que se faga
guposices a respeito da fungfo z{x,y) a ser estimada. Assim, as
predigfes para a espessura da camada fotal de minérlo nos pontos
{xa,yg) & D foram feitas satravés da expressfio (2.2.4), onds
utilizou-ge a fungdo qz com b=0, devido aos resultados encontrados
no Capitulo 4.

Se considerarmos a fungfo z(x,y) como uma realizagdo de
um processo estocastico de covarifncia estacionaria, a variancia do

preditor muliiquédrico é dada por
= - 2l -1
Var[Z(xb,yh}} qOQ EQ q,,-

Ag Figuras B5.2.11 e B5.2.12 apresentam as predigdes
encontrades para o espessura da camada total de minéric e espessura
de carvie na camada nos ponlos (Ko'ys) € [}, respectivamente, onde o
desvio padr@io do preditor (valor entre paréntesis} fol calculade
utilizando~se a funcio de covarifincia estimada no item anterior.

A representaciio grafica dessas predigfes através de mapas

de contorne encontra~-se nas Figuras 5.2.13 e 8.2, 14,
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Figura 5.2.7. Predigbes para a espessura da camada total de minério

pele método Kriging.
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método Kriging.
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ninéric pelo método Multiquddrico.
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Figura 5.2.12. Predicgdes para a espessura de carvdo na camada pelo

método multiquadrico.
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Figura $.2.14, Mapa de conteorne para a a espessura de carvido na

coamada estimada pelo método multiguadrice.
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5.2.3. Nola sobre os calculos

Com exceglio da estimaglo do semi-variograma amostral,
calculada através de um pregrama desenvolvido em linguagem Turbo
Pascal, a ferramenta utilizada para os célculos e graficos feol o
software SAS. Para o ajuste do modelo semi-variografico atraves do
método iterative de Gauss-Newion fol utilizado o procedimento NLIN.
Az  predicbes das espessuras pelog dols métodoms, Kriging e
multiquadrico, nos pontos {xb‘yo) & D foram feitas através de um
programa SA5 IML {Interative Matrix Languages). Com relagfo aos

gratficos, utilizou-gse o 5AS GRAPH para gerd-los.

5.3, Conclusio

Tanto na prediciio da espessura da camada iotal guanto na
predicio da espessura de carvio na camada, zs estimativas pelos
dois métodos nlio diferem significativamente. Observa-se que o
método multigquadrice fornece estimativas um pouco wmailores das

fornecidas pele Kriging para valores acima da pédla estinmada (m? =
0.53m e m, = 0. 44m, pars a espessura da camada total de minério e
espessura de carvio na camada, respectivamente), & menores para

valores abaixe dela.
Uma. vantagem do méfodo multiquadrico € que nenhuma

suposicio a regpelto do processo estocastico ¢ exigida. O mesme ndo
ncorre com o Kriging, gque ainda possul o inconvenisnte da estimacéio

da funcéo de covariancis guando esta nfio & conhecida.
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Apéndice A

Ha secio 2.2 fol felta wma resiricgio ac uso da fungio q,
porgue, em geral, & matriz Qnxn correspondente & singulsr guando

p=2. Esse resultado €& provado a segulr,

Teorema, Dado n pontos Pl,Pg,...,Pn en ﬁz, seja Dinxn 2 matriz cuje
elemento {1, 3] & dado pelo quadrado da distlncia enire os pontos Pi
o E-’.}, imta & dR(P;J-“j) = (:{J - xi}z + (:;.»'j - yijzg oryde {Ki'yh) é
a coordenada do ponto P’l. i=1,2,....,8, e sejauml}**b&ll’,

onde 1 €& um vetor coluna composto de n 1's e b uma constante

qualquer. Entdo,
nzi5 inplica que dethl = 0
n > 5 implica gque det¥W = 0 .|

A& prova do teorems acima utiliza dois lemas elementares.

Lema 1. Dade gustro pontos PI,PE,PS,P§ en RQ, detB = 0 se e somente

se P:’Pz’ps’Pi pertencem a ume clrounferéncia,

Prova: A eguagio da circunferéncia gque passa pelos pontos P1’P2 &

PB pode ser escrita em termos de determinantes da seguinte forma

xf * yf * Yy t
Gk

2 ] =0
®y * 73 *s Ya i

X+ y2 % N 1

74



Como P§ = (x§,yg} pertence & circunferéncla, ele satisfar s equagio

acima. Seja

2 Z
* * Y % Yy !
2 2
M = Ry T ¥a %y Ya 1
xa + oy ¥ 1
3 Ya 3 Y3
2 2
xa-?y& Ay Yy 1
e portanto,
2 2
i - 2% Zyl Xz + yl
2 2
o = 1 - Exz Qyz X, ¥ ¥,
1 -2 -2 X2+ Y
® ¥y a T ¥
1 - 2% - 234 xz + y2
Utilizande as propriedade det{AB) = detA.detB e detB = deilB
temons,
S - -
1
x}+yi X, yl 1 1 1 1 1
z.2 ~2% ~2X oK -2
2 2ty %2 Yo 1 t
M s o
N "5 Y4 Lri-2y, ~2¥, "2, =
Z @ 2 2 2.2 z 2 2
2tV %y Y4 1J &x1+y1 M, ¥y x§+y§J

A multiplicagBo da i-ésima linha da primeira matriz pela Jj-ésima

coluna da sepunds matriz & lgual a
2 2 2 =
PO ~ 2% x - 2 + %+
' Yi i ylyj 3 y)

# _ 2
= {x xi)

2 2
+ {y - = d{F.,P i,3=1,2,3,4.
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Logo,
- 4M° = detD

Portanta, se os pontos P}.Pz,P3 & P4 estfc scob uma clircunferédncia
isto ¢ M= 0, entdo detD = 0. Por outro lade, se detD = 0 entéo M =

4, ou seja l"-";,f’z,lf’:3 e P4 pertencen a uma clrounferdncia,

Lema 2. Selas Pz,Pszg,P4 guatro pontos em ﬁz néo pertencentes a uma

circunferéncia. Para qualguer ponto P = (x,y) seja

cﬁ{?,?}J
d‘a(P,PZJ
dth,PBJ
72
a*(P,P,) |

Entéo, para qualisguer PR e PB & Rg,

¥ ~1 - a2
dp D dP = g (Pé’PB)
A 8

Prova: Fixado PB def ins-ge

e E] -1 2
p(p ) = dpAIJ d% - a*(F,P)

@(PA) ¢ fungfo das coordenadas (xg,yA] da seguinte forma
2 2 N
a{x&-i“ya} +;3>{&+ ¥, v 6.
Além disso, @{Pi) = ¢(P2} = ¢{P3} s ¢(P&) = O, Ent@o, wa=f=y=38=0 a

nAo ser que Pi’Pz’PS’P4 estejam sob uma circunferéncia (ocu em linha
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reta};: mas iszso ¢ eliminade por hipdtese. Portanto,

$(P} =0 .

Prova do Teorema: Considere ?1,P2,...Pﬁ, n = 5 Podemos supor gue
axistem quatroc pontos entre eles que néo pertencem a uma
circunferéncia, pels caso contrério, Pl'Pa'“"’?n egtic todos sob a
mesma Circunferéncia e, deil = 0 ¢ uma consequéncla do Lema 1.

Enido suponha que pz’Pz‘Ps’P4 ndo pertencem a uma cirounferéncia, &

decomponha I como

onde Bizéxé , d:4xin-4) e & (n-4lxi{n-4}.
Entéo,
det D = detD .det(q - d'n;id}

Maz pelo Lema 2,
-3

Portanto,
det D=0 |

Finalmente, para provar gque detW = 0 guando n = 6,

utiliza-ze a seguinte decomposiqio do determinante de uma soma:

Se A= EA} A:2 . ﬁh] e B = E81 Bz e Bn} onde ns Ai 5 B

Bi’s s80 vetores coluna, entdo
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get{A + B} = detd + det{Az A2 L. A B) +
+ det{A A ... B AY + ... +
10z
+detfhk B ... B] + det B
1 2 n

Fazendo A = De B = b°11’ temos gue todos os determinantes com duas
ou mais colunas de B sfo iguals a zero., Por outro lado, aqueles
tendo ums ou zero colunss de B, tém clincoe ou mais colunas de A, e
por uma adaptacic da primelra parte do teoremz eles deven ser
iguais a zero tambénm.
Portanto,

detW = 0 .

0 resultado do Teorems pode ser generalizade para ®",
através da generalizaclc da mesma sequéncia de lemas para R®. A
chave dessa generalizacBo € o fate de gue uma esfera R &
determinada unicamente por p + 1 pontos distintos. Pertanto, dedo n
pornitos Pz,Pg,.,.,Pn & ﬁp, nzp+ 3 implica qie detD = 0 en > p

+ 3 implica que detW = 0.
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Apéndice B

Dades referentes a Jazida de Carvéo de Cerguilhe, 5.P.

{Coordenads, UTM

Local de {em m) Espessura {em m)
Ubservacio H-3 E-¥W carvio na camada camada total de minério
{1] (yi) (xi} w{xi,yi) z(xl,yl}
1 217700 7436624, 80 0.50 0.60
A 217897.13 T436592.43 0.63 a.73
3 217384.88 7436864, 02 0, 40 G. 40
4 217801.35 7436711.64 0. 50 0.78
& 217880, 46 7438641.28 G.50 0.60
& 217582.65 7436591.28 0.60 .80
7 217289.88 74366886. 44 0.58 0.83
B 21780877 7438781.75 0.50 .53
g 217288.08 74368786.473 0. 40 0.70
10 2173188, 10 7438784. 80 .58 0.688
11 Z17I86.80 74368884.80 G. B0 0.80
12 216886, 50 74356881.60 G.60 .60
13 216848.07 T7436804.80 0,36 0.36
14 217858, 74 7436678, 18 0.40 0.40
18 217776, 48 T436832.70 0.25 0.25
18 217433.54 7436HBE. 80 Q.80 0.73
17 217388.06 7438726. 40 (.45 0.45
18 217180.80 74386938.60 .82 0.74
19 216887, 00 7435815, 80 0.41 0.81
20 218685, 50 7438775, 12 Q.10 0.10
21 217158.35 74370630, 37 0.80 0.70
22 218021.40 T437154.580 0. 55 0.80
23 217844, 80 7437253, 20 ¢.70 0.83
24 218414, 80 7437125.90 .82 0.588
pres 217433, 80 7436544, 60 0. 486 0.85
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{cont inuacio)

28
27
28
29
30
1
32
33
33
35
36
37

218408,
218148,
218314,
218383,
218182,
218407,
218398,
.80
218282,
2185863,
2173807,
2167868,
218722,
216857,
218878,
217370,
217762,
218862,
216970,
217387,
217687,
218207,
218183,
218161,
21738898,
217568,
217188,
216258,
217iBL,
217370,
2173886,
217687,

218128

80
g7
7a
Q0
50
4%
24

o7
a0
27
caQ
50
50
00
40
a8
70
30
70
36
80
48
ca
840
06
869
02
&7
84
06
og

TAIIZ231.
7437142,
TA3T7128.
7437114,
T4IT023.
TA3TIN0.
TAITLTO.
7437140,
7437128,
7437184,
F436700.
7436788,
7436807,
7436830,
74369687,
T&3G347.
T43BTES.
7436740,
T436339.
7436004,
TAISERT .,
7438015,
TAIB3E3.
TAZBTIZ,
7436888,
7436841,
7436573,
T436538.
7436985,
7436582,
T4A3T218B.
T4ETI8G.

T
43
21

G0
74
50
23
a8
44
03
o0
50
Q0
50
47
14
Qo
$0
14
23
46
75
06
30
88
74
a0
27
14
40
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.80
.30

42
.30
.51
.35
B3
T2
.28
.38
.40
.80
.28
BT
a8
B2
.20
. B0
.45
.45
.08

.57
.48
CB2
.87
.20
47
.58
17
.38

C}OD{DQCDOC}CJDDOOOGOOC}QOQQQQC}OOOQQOQ

L84
.30
.88

.80
.70
L35
.53
72
.25
858
.40
.70
2B
.88
.08
.BO
20
B0
.85
B3
.08

L7
.85
.58
75
.20
B4

.17
.38



{continuacido)

58
og
B0
51
62
63
654
85
B8
B7
58
&g
70
71
12
73
74
75
78
7
78
79
80
g1

218028,
217495,
217380,
2317508,
217500,
217814,
216688,
217533,
217300,
217696,
218432,
217971,
218241,
218184
217800,
2VIET2.
218313,
217272,
218418,
216885,
217077,
217178,
. 217191,
217178,

25

743680C4.
7436881,
74368140,
7436493,
7436420,
7437083,
T437085.
T437114.
7436430,
7437430,
7438853,
7438808,
7436041,
F436482.
7436082,
7436269,
7436823,
T43BET4.
T43B86Z.
T437056.
7436247,
7438000,
7436452,
7436287,

DGOOGOQDQQPDQDDOC}GGGDOQO

. 48
. BB
.30
. 48
.52
.48
10
.50
.48
.10
.48
.80
.73

55

.30
LG3
55
.58
.55
.08
LBl
.84
L8]
.58

QQDOQDODOQDQCDQQODC}ODC}QQ

. 56
.61
. 30
.87
.73

57

A6
C5e
. B8

.81
L8O
.83
.81
.40
.08
B4
.74
.B5

10

75
. &
.67

Fonte: Job Jesus Batista,
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Apéndice C

{&*&*#*ﬁﬂ**Kﬂ**ﬁ*&***ﬁ*ﬁﬁ&ﬁ&*ﬁ*#%ﬁ&ﬁﬁﬁ**&&&##&ﬁ%*&**ﬁﬁ*ﬁ&##ﬁﬁm*#*&}

{*
{#
(*
(*
(m
{*
(»
{=
{*
{%
{*
Eﬁ

O processo o sep

similade ¢ de covariancia estacionaria e
tsotropico, sendo possivel 2 escolhn do modelo de covarliancia
exponencial ou gaussiana. £ tambenm assumido
do processo em cada ponto sao normalmente distribuldos tendo

media zera.

SIMULACAC DE UM PROCESS(O ESTOCASTICO BIDIMENSIONAL
ATHAVES DO METODO DE BANDAS ROTATIVAS
UTILIZANDG O PETODRO SPECTRAL PARA GERACAO

DO PROCESSO UNIDIMENSIONAL

>
*3
*}
.k}
*)
*3
*}
*)
*3
#)
3
*3

gue os valores

{&*ﬁﬂ&&ﬁ**#h§&ﬁ§ﬁ*¥ﬁﬁ#*#&ﬁﬁ&ﬁ&**ﬁ*ﬁﬁ*ﬁ#ﬁ*#ﬁ*&*ﬁﬁ#&*%ﬁ&#*ﬁ*ﬂ*&ﬂ#**%}

program STMULACAD,

const
N
type
matrizil
matriz?
varr
Modela

845,

Hi

arrayll
arrayv( 1

byte;

Nx! H}?’;
Kietas,

NHzrm,
NCsi,

Erro,

A1, AZ, A3,

I,J,E, L integer;

DeliaX,
Delta¥,

.. N,
..M,
{*
(*
{ %
(*
(%
{(*
(*
[ *
{*
(*
[*
{ ¥
{*

{*

(5

i..H] of integer;
1..N] of real;

modelo de covariancia
estacastico, onde: § =
1o

numere de pontos no eixo x e elxo y

numere de
de bandas rolativas
numero ds

numero de

auxilia na verificacac da existencia
ou nao do arquiveo de salda a ser criado

de

auxiliares na geracao
mieatorios entre 0 & 1

auxilisres

espacamento horizontal

espacanento vertical

82

retas ytilizades no metodo

harmonicons ac longe das retas

pontos Csi na reta i

do  processe *)

mod, expongncial¥®)
]
*)
*3
*3
*]
*)
*)
*)
*}
*]
*}

mod. gaussiano

numeros

=}
*3



Deitalsi,

Omegs,,

Variancia,

Alcanoe,

Tetan,
X, Y,

Frojecao,

Csi,

CaiMin,

CaiMax,

HCsiReal,

Contador:

Z51mul

DadosDeSaids -

Egscolha

Bal ;o stringll2h:

procedurs

Deltalsi,

{-ﬂ’
[
{'ﬁ-
[(*
(‘*t
(%
(*
(%
(%
{»
(-‘
{Q-
[ %
(*
[ %
{*

(ﬂ

text;

VARIACAD CST{Nx, Ny

comprimentoe da banda

frequencia maxina

variancia do processe estocastico
alcance do modelo de covariancia
angulo da reta i formado com o gine X
coprdenadas de um ponto da reglmoe =&
ser simulada

projecac de um ponte da reglac na
reta i

porito na reta 1 onde o proc, unidim.
sera sinulado

valor minimo de Csi

valor maximo de Csi

auxiliar psra ¢ numerc de pontos Csi

na reta §

valor do proc. unidim. no ponto Osi da

reta i

(% auxiliar

{* matriz com os valores do processo

{* bidimenslonal gimulade

{* opcas de apagar ou hac © arguive de

(* salda ja existente

{* nome do srquive de salda

integer; DeltaX,

Anguls: real; var Menor, CsiMax: real);

{* calcula o5 valores de {si onde simuia~se o proc. unidim.
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Delta¥,

*J
*3
*}
*)
*3
®)
*}
*3
*}
*)
*3
*}
*)
")
*3
*3

*3
*3
)

*3
*)



var

Kmax, Ymax, £% valor mavimo de X e ¥
Y, {(* coordenadas de um ponto da regiac s

{* mer simulada

Projecao, (* projecac de um pontoe da regiac na
{* reta 1
Malor, {* valor maximo das preojecoes dos

{* pontos na reta i
AmplitudeUsi, {* comprimento entre a menor e malor

{* projecao

Intervalo, {* divisao enire AmplitudseCsl e
(* DeltaCsi
Resto, {* resto da divisao entre AmplitudeCsi
(* e Deltals}
Metade : real; {* metade da largure da banda DeltaCsi
I,.J : integer:
begin

X¥max := {Nx-1)*DeltalX;

¥max = {(Ny-1}®"DeltiaY¥;

X = 0.0;

Menor = 0.0; Malor := 0.0;
for T:=1 to 2 do

begin
Y 1= 0,0;
for J:=1 to 2 do
begin
if {(I<>1) or {J<>1} then
begin
Projecac = X*cos{Anguic} + Y*sin{Angulocl;
if Projecao < Menor then Menor := Projecaos;
if Projecac > Malor then Malor = Projecaoc;
end;
Yo=Y o+ Ymax;
end;
X oi= X o+ Xmaxy
end;
Amplitudelsi = Malor - Menor;
Intervale = Amplitudelsi/Deltalsi;
RBesto = Frac{Intervalol®*BDeltaCsi;

Metade .= Deltalsi/ /2.
if Restn <> O then
if Resto <= Metade then CsiMax := Malor - Restos
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else CsiMax = Malor — Resto + Deltacsi
else CsiMax := Malor;

end; {* procedure VARIACAO_(SI *)

procedure UNIDIMENSIONAL(Modelo: byte; Variancla, Csi, Omega: real;

M: integer; wvar Z: real);

{* pera o valor do proc. unidimensional no ponto Csi da reta 1 %)

e Deltalmegs, {* frequencia de discretizacao *3
Yk, {* definido por (k-0.5}*Deltalmega *)
31, (¥ funcao densidade sgpectral do *3

(* processo unidimensional *3
P, {* funcao dens. radial spectral do  #)
{* processo bidimensional *3
Deltalnegalinhs, {* pequens frequencia: << Deltalmega*)
Wi, {* pzguena frequencia aleatoria *}
{* uniformemente distribuilda em *}
{* {-Deltalmegalinha 2 , *}
{# +DeltaOmegal.inha/2] *)
Wklinha, {* definide por Wk + Ws ¥
Fi, (* angulo aleatorio uniformemente *1
(* distribuido em [0 , 2*PI] *)
Angulo, {* auxiliar *)
HFaizllvadrada, {* auxiliar 3
Cosseno, {* auxiliar *}
Bomatorio 1 real; {* auxiliar ®)
K : integer;
function Aleat @ real; {* gerador portatil de Wichmann e Hill *)
var Auxiliar : real;
begin

Al = 171%(a1 mod 177) - 2%(Al div 177);

8hH



172%(AZ mod 178} ~ 35%(A2 div 178);
170%{AT mog 178 ~ B3*{A3 div 178}
Al + 30209,

AZ
AJ
if Al<O then Al
if AZ<D then A2 := AZ + 30307;

If AG<0 then A3 = A3 + 30323;

Auxiliar = AI/30289 + A2/30307 + A3/30323;
Aleat = Auxiliar - Truncl{Auxiliar};

end; (¥ function Aleat *)

o8

Bo#on

function Dens CovExp{Wk : reall: real;
var Hk, Quadrade, Potencia : real;
hagin
Bk := Wk * Alcance;
Quadrado := Sgri{Hk};
Potencia = Expl{in{i+Quadrado)®*1.5);
Deng CovExp := {Hk * Alcance}/Potencia;
end; (* function Dens_CovExp *)

function Dens_CovGaussiana(Wk : reasl):real;
var Hk, Quadrado, Exponencial : real;
begin
Hk = Wk * Alcange;
Quadrade := Sari{ik):
Exponencial = Exp{~Quadrado/4};
PDens_CovGaussliang := {(Hk ¥ Exponencial * Alcance}/2;
end; (* function Dens CovGaussiana ¥

begin
Z 1= .0
DeitaOmega = Omega/H;
for K:=1 to M do
begin
W := {¥-0.%)*Deltalmega;
if Modelo=0 then F := Uens_CovExp{Wk)
else
if Modeloxl then F = Dens CovGaussianal(iWk};
%1 = (Varianciassl ¥ F;
Delialmegalinha = Deltalmegas100;
Wa :» DeltaOmegalinha * Aleat ~ {DeltaOmegalinhars2);
Wklinha = WK + Yz
Fi := 2 * PI * Aleat:
Angulo = (WKLinha®Csi}! + Fi;
RaizQuadrada = Sqri{Si*Deltalmegal;
Cosseno = cos{Angulo);

Somateorio = RalzQuadrada®*Cosseno:
w2+ Samatorio:
end,;
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£ = 2¥%Z:

end; (* procedure UNIDIMENSIONAL *)

procedure TRIA_ARQUIVO(Nx, Ny, HRetas: integer; BDeltaX, Delta¥:
real; Resultado: matriz2);

(* guarda os resultados da simulacac em um arquivo ¥*)

var
X, ¥: real; (* coordenadas de um ponlo da reglac a ser *3
(* simulada *)
1.3 integer;
begin
X = Q.0
for I:=1 to Hx do
begin
Y o= 0,0
for J:=1 to Ny do
begin

Resultade[l,J] := Resultado{I,J]/(Sqrt(NRetas}];
writeln {DadosDeSaida, X:15:8, Y:15:8,
Resultade[I,J}:15:8);

Y := Y + DaltaY¥;

end;
¥ o= X + DeltaX;
end;

end; (* procedure CRIA_ARQUIVO *}

begin

*#*ﬂ*&ﬁ*#*#ﬁ##*%&*#*}

{&ﬁ*#&#%&i&#iﬁﬁ*d&ﬂsﬂﬂﬂ LEITURA DQS DAD@S

ClrSer;

writeln (’SIMULACAQ DE PROC, ESTOCASTICO {Z{x), x E D L R2}');
writeln;

writeln {’**** Egcolha do Processo Estocastico *#%%7 3
writelng

write ("Entre com o valor da variancia: ' J;
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readln (Variancial;
writeln {("Entre com o mod. de covariancia: 0

writeln (' i

readln (Modela);
write {’Entre com a amplitude ou alcance = a = 1/b: *};
readln {Alcance)};

#

Exponencial® };

Gaussiana’ )

writeln;

writeln {"**** Egcolha da regiac D #%%%' ).

writeln;

write {"Entre com o numerc de pontos no eixo x {max = BQ): 'J;
readln {Nxj;

write {("Entre com o numero de pontos no elxo y {max = 88): ’ )

readin (Ny);
write ('Entre com o espacamente horlizontal: ');

readln {DeltaX};

write {’Entre com o espacamento vertical: ' J;

readlin (Delta¥);

writeln;

writeln {'***¥ Focolha dos Parametros do Geradop #Resry.
writeln;

wreite {"Entre com ¢ numerc de retas TBYM (de 4 v 16} '),
readin (NRetas);

wrrite {"Entre com a largura da banda { < min {espac. horiz,

egpac.vert] )} "L

readin (Deltalsi):
write {"Entre com o numero de harmonicos asoe longo das retas

M 3,

readin {HHarm};
write {"Entre com a freguencila maxima (OMEGAY: ')

readln {(Omegsl;

ClrSer;
write {"Entre com o nome do arquivo de saida @ ),
readin{Sall;

{'ﬁ&&ﬁi*#&&ﬁ-ﬂﬂ*ﬁ#ﬁim&ﬁ**&#*&ﬁk**&***D&*ﬂ&#&ﬁ%*&*ﬁi&ﬁ-**ﬁ‘%#*ﬁ&&*ﬁ&&&-ﬁ'ﬁ'&}

Al

AZ
A3

25836,
85073,
18264,

# R

i

for I:=1 to Nx do

for J:=1 to Ny do
begin
Contador{I,J] :=
Z5imul{1,J7 = 0,
end;

0;
G
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Tets = 0.0;

for I:=1 Lo NHetas do
beglin
VARIACAO_CSI(Nx, Ny, DeitaX, DeltaY, Deitalsi, Teba,

CgiMin, CsiMax);
Cal = CsiMing
MoziReal := {{CgiMax —~ CgiMin} Deltalgi) + 1;
NCsi = Trunc{dCsiReal};

for J:=1 to NCsi do

begin
UNTDIMENSIONAL(Modelo, Variancia, CUsi, Omega, NHarm, Zs};
¥Xo=0, 0
for K:=1 to Nx do
begin
¥ o= 0.8
for L:=1 fo Ny do
begin
if Contador{K,L] <> 1 then
begin
Projecac = X*cos{Teta) + Y*sin{Tetal;
if {Projecac <= {Usi + Deltalsi/2}) and
{Projecac > (Csi ~ DeltaCsi/2}} then
begin _
25imai(K, L) = Z8imul{E, L]+ Zs;
Contador{¥, L] := Contador{¥,L] +1;
end;
end;
Y := ¥ + Deltal;
and;
A= A+ Delta¥;
end;
Csi = Usl + Deltalsl:
end;
Teta := Teta + (PI/NRetas);

end:
(Rexaxmurers CRTACAQ DO ARQUIVO COM VALORES SIMULADQGS #X®*€sxxxexs)
AssigniDadosleSaida, Sal);
{$1-}
reset {DadoslleSaidal;

Erre = JoResult;
{$1+}
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if Erro=0 then {(* me erre=0 o programa ja existe ®3
pegin

Cirser;

write {7ARQUIVO DE SAIDA: ', 3al,’ JA EXISTE. Quer apaga-lo

{5/N): '},

readin {Escolha);
if UpCase{Escolha} = 'S’ then
begin
close{DadosDeSaidal);
rewrite{DadesDeSaidal;
CRIA_ARQUIVO(Nx, Ny, NRetas, DeltaX,

DeltaY, Z2Simull;-

end
else
writeln {’MUDE O HNOME DO ARQUIVD DE
SAIDA” );
end
else {* o arquivo nao existe *}
begin
rewrite{DadosDeSaidal;
CRIA_ARQUIVO(Nx, Ny, NRetas, DeitaX, Delta¥, Z2Simul};
end;
close(DadesDeSaida);

end.
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