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Resumo

O objetivo do presente trabalho é a andlise matematica da influéncia das correntes de
conveccdo em um processo de solidificacdo irreversivel. A andlise serd feita quanto ao
aspecto da existéncia de solugdes de certos modelos matematicos para a situagdo. Consi-
deraremos dois modelos para este fendmeno que pode ser observado em diversos tipos
de polimeros. Como veremos, em um dos modelos teremos o acoplamento entre uma
Equacdo de Navier-Stokes Singular, responsavel pela movimentagdo macroscépica da
parte ndo sélida e uma inclusdo diferencial responsével pela transicao liquido/sélido.
No outro, analisaremos a interacdo entre uma Equagdo de Stokes Singular e uma in-
clusao diferencial quasilinear.

As dificuldades matematicas em cada um desses casos sdo considerdveis pois ambos
sdo problemas de fronteira livre relacionados com inclusdes diferenciais ndo lineares,
sendo que uma delas envolve operadores degenerados (p-laplacianos). Para que nossa
analise fosse possivel, foi necessdrio que aprimordssemos as ferramentas matematicas
disponiveis. Essencialmente nossa contribui¢ao foi adaptar alguns resultados ja existen-
tes no contexto de equagdes mais simples para sistemas de equagdes mais complexos.
Dentre as contribui¢des paralelas, destacamos resultados sobre teoria de regularidade
para equacdes degeneradas, estimativas de termos de fronteira ‘non-standard’, algumas
estimativas a priori e um pouco sobre espagos de Sobolev fracionarios.
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Abstract

The objective of this work is the mathematical analysis of the influence of convection
currents in an irreversible solidification process. The analysis will be concentrated in the
aspects of the existence of solutions of certain mathematical models for the situation. We
will consider two models for this phenomenon which can be observed in several kinds
of polymers. As we shall see, in one case we have a coupling between Singular Navier-
Stokes Equations, which take into account for the macroscopic motion of the mushy
region and a differential inclusion which is related to the liquid/solid transition. In the
other, we analyze the interaction between a Singular Stokes equation and a quasilinear
differential inclusion.

The mathematical difficulties in each of these cases are considerable since both con-
sist of free boundary problems associated with nonlinear differential inclusions, one
of which involves degenerated operators (p-laplacians). In order to make our analysis
possible, some improvements of the available mathematical tools were necessary. Es-
sentially, our contribution was to adapt the existent results for equations in a simpler
context to more complex systems of equations. Amongst the contributions, we high-
light results on regularity theory for degenerate equations, estimates of non-standard
boundary terms, some a priori estimates and some results about fractional Sobolev spa-
ces.
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Introducao

A ideia central de nosso trabalho estd concentrada na proposi¢do de um modelo "coe-
rente’ para a solidificagdo de materiais ‘especiais’ e a sua andlise estritamente
matemadtica. Como veremos, tal fendmeno estd associado ao estudo em conjunto (dito
‘acoplamento’) de algumas E.D.P’s de evolugdo ja conhecidas, acoplamento este que
evoca dificuldades serissimas e que expde a falta de ferramentas matematicas para
analise de um fendmeno cotidiano (por exemplo a solidificagdo do ovo ou da cola).
Na realidade, mesmo quando estudadas em separado, algumas das equagdes de nosso
trabalho ja trazem dificuldades relevantes e ainda ndo foram bem entendidas do ponto
de vista puramente mateméatico. Como exemplo, citamos as Equagdes de Navier-Stokes
ou E.D.P’s com néo linearidades nas derivadas de maior ordem, as quais naturalmente
estdo associadas ao fendmeno de solidificagdo. Estes desafios nos obrigam a trabalhar
com algumas restricOes severas que tornam esse fendmeno estimulante e desafiante,
pois expdem algumas das falhas na teoria de dindmica de fluidos, de equagdes de
evolucdo ou até mesmo de teoria de regularidade para equacdes elipticas e portanto
indicam caminhos interessantes para pesquisa nos préximos anos.

Ficara claro durante o texto que a grande dificuldade do estudo do fenémeno ¢é a
interrelagdo entre as equagdes do sistema considerado, o que restringe consideravel-
mente o tipo de técnica que pode ser empregada para sua andlise matematica.

Solidificacao Irreversivel

Consideraremos um material do tipo polimero que se encontra no estado liquido.
Ap6s alguma evolugdo no tempo, este pode alterar seu estado fisico de maneira em ge-
ral ndo uniforme. Os materiais aqui considerados foram chamados de especiais pois a
solidificagdo destes é irreversivel, i.e., ap6s sua solidificagdo ndo ha como transforma-
los em liquidos novamente sem destruir algumas de suas propriedades fisico-quimicas.
Este fendmeno acontece quando aquecemos os ditos polimeros termorrigidos, sendo que
os exemplos classicos desse processo sdo a solidificacdo do ovo ou da cola; evidente-



Figura 1: Material em Solidificagdo

mente, em todos esses casos, ap6s a solidificacdo ndo podemos fazer com que o material
retorne ao estado liquido novamente.

Em qualquer um dos casos, as varidveis em jogo serdo: o estado fisico (que de agora
em diante serd chamado de fase), a temperatura, a velocidade macroscépica e a regido
onde o material se encontra.

Do ponto de vista fisico, o fendmeno é estudado usando teoria de Mecénica ndo
Suave (cf. Frémond, [23]) combinada com ideias de Caginalp e Jones e Blanc et al. (veja
[15] e [5]). A grosso modo é feita uma restricdo no dominio dos famosos funcionais
energia livre e de dissipagdo para, em um certo sentido, ‘proibirmos” que o material
possa voltar ao estado liquido. Na realidade, na montagem das ditas 'leis constitutivas’,
associa-se a eles o valor +o0o nos casos fisicamente ndo desejaveis (reliquefagdo) de modo
que o estado fisico se altera em apenas um sentido: do liquido para o sélido.

Modelos Matematicos

Nos ultimos anos, o fendmeno da irreversibilidade para mudanga de fase tem sido
amplamente estudado por diversos matematicos. Na realidade, a partir do ano 2000,
conseguiu-se um progresso consideravel no entendimento matematico do problema de-
pois que Bonfanti et al. estabeleceram em [11] um modelo que descrevia esse processo
de forma natural do ponto de vista fisico e ndo apenas "fenomenolégico’. Dai em di-
ante, outras questdes matematicas relacionadas com o trabalho original apareceram,
como por exemplo, a existéncia de solugdes fortes locais (globais) para o modelo com-
pleto ou versdes simplificadas deste. Dentre os autores que ajudaram a estudar esse
problema citamos Aso et al. em [1], Bonetti em [10], Colli et al. em [17], Laurencot et
al. em [32] e Luterotti et al. [38]. Entretanto, nenhum destes trabalhos considerou a
possibilidade de movimentacéo (fluxo) na parte ndo sélida do material. Como se sabe,
as correntes de convec¢do em um processo de derretimento ou solidificagdo tém efeitos
importantes para o comportamento final do material. Basta notar que o calor é trans-
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portado pelo fluxo do fluido. Consequentemente, tal fato adiciona novas medidas de
tempo e espago para o problema resultando em morfologias para o material que po-
dem ser muito distintas daquelas geradas puramente pela difusdo do calor. Mais ainda,
além da conveccdo influenciar no padrdo de solidificacdo, ela também pode alterar a
microestrutura do material criando fendmenos inesperados e complicados. Por essas
razdes, os modelos que ndo consideram o fluxo da parte ndo sélida podem ter algumas
limita¢des. Para mais detalhes, sugerimos ao leitor que veja [8], onde os efeitos desse
fluxo em fendmenos de solidicagdo sdo discutidos.

Figura 2: Efeito da Conveccgdo para Solidificacdo Irreversivel

O cerne da motivacdo para nosso trabalho foi combinar as ideias de Planas e Bol-
drini(cf. [7], [8] e [42]) com as de Bonfanti et al. (cf. [11]) de maneira a considerarmos os
efeitos da convecc¢do no caso de uma solidificagado irreversivel. Assim, de forma natural
consideraremos dois modelos que descrevem esse fendmeno.

O primeiro deles é dado pelo seguinte sistema de equagdes:

(Fa) ug+u-Vu—Au+ VP + K(w)u=_lem @,
(Ty) 6 +w—AO+u-VO=g(x,t)em Q,

(Ca) wi+a(w)—Aw+ [(w) 20+ f(w)em Q,
V-u=0em Q,y,

u=0em Q.

Por simplicidade, de agora em diante, as equagdes (F4) — (C4) serdo chamadas de pro-
blema A, ou modelo A.

Aqui as variaveis u, P, e w sdo respectivamente a velocidade, pressdo hidrostatica,
a temperatura e a propor¢do do material que encontra-se no estado sélido. Vale a pena
ressaltar que w(z,t) nos diz em qual estado fisico o ponto (x,t) estd. O vetor constante
¢ é a aproximagdo de Boussinesq e esta relacionado com as forgas de flutuagdo no mo-
delo, como veremos posteriormente. Por simplicidade de exposi¢do, mas sem perda de
generalidade do ponto de vista matematico, consideraremos as outras constantes fisicas
como calor latente ou viscosidade iguais a um nas equagdes do problema acima.

3



Vale dizer que Q)5 e @, 0s quais serdo definidos com precisdo posteriomente, sdo
respectivamente as regides onde o material encontra-se no estado sélido e em um estado
intermedidrio entre o liquido e o sélido. Aqui nos limitamos a dizer que ambas @), e
(Q)m1 sdo determinadas pelos valores de w, como veremos mais adiante, de forma que o
problema acima é do tipo fronteira livre, i.e., 0 conjunto onde uma das equagdes vale
também é desconhecido.

As inclusdes aparecem pois «(.) e 5(.) denotam dois operadores mondtonos maxi-
mais em R? e uma restri¢do em seus dominios nos dard a interpretagao fisica correta do
parametro de fase w e também, da irreversibilidade da mudanga de estado fisico. Para
tanto, a(.) e (.) sdo escolhidos com os seguintes dominios:

D(a) = [0, +00) e D() = [0, 1]. 1)

Assim, se encontrarmos w satisfazendo a equagdo do campo de fases, necessariamente
temos que w; > 0 e entdo a transi¢do do estado liquido para o sélido é irreversivel. Além
disso, pelo significado fisico de w, desejamos que 0 < w < 1, afinal trata-se da fragdo
solida do material.

A fungdo K(.), geralmente chamada de termo de Carman-Kozeny, é responsavel
pelo controle do fluxo fluido na parte liquida; K(.) propositalmente deve ter uma singu-
laridade. De fato, escolheremos K (.) de maneira que K (z) — +o00, se x — 1. Entretanto,
na regido que w(xz,t) = 1 o material estd no estado s6lido de modo que K(w) = 400
nessa parte (dita ();). Assim, a tinica maneira da equacdo de Navier-Stokes singular
associada fazer sentido é a de que u, o qual multipla o termo de Carmam-Kozeny, seja
igual a zero. Logo, forcamos que a velocidade macroscépica seja nula na parte sélida
do material (veja por exemplo Blanc et al. em [5]).

A maior dificuldade que encontraremos para o primeiro modelo sera equilibrar as
abordagens inspiradoras de Boldrini e Planas com a de Bonfanti et al.. Em alguns
momentos, a técnica padrdo para o estudo de problemas de mudanga de fase com
movimenta¢do na parte liquida precisou ser adaptada para o nosso contexto de in-
clusdes diferenciais. Por um lado, temos uma equagdo dificil para a mudanca de fase
com ndo linearidades mais gerais e operadores multivalorados de forma que é ne-
cessaria muita regularidade do parametro de fase. Por outro lado, agora precisamos
cuidar de uma outra equagdo singular que descreve o fluxo do fluido que esta rela-
cionado com um problema de fronteira livre e como se sabe pouco sobre a interface
sélida-pastosa, sdo esperadas apenas estimativas de menor ordem para a velocidade.
Essas duas situagdes para as estimativas que esperamos se opdem e trazem diversas di-
ficuldades matematicas para a andlise do problema. Diga-se que a contribuicao relativa
ao primeiro modelo dada pelo nosso trabalho estd concentrada justamente nesse ponto.
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O segundo modelo que estudaremos é dado por

(Fp) ut— Au+ VP + K(h(w))(ou+ ut) = (0 em Qi
(Tg) O +w—A0—A0+u-VO=g(x,t)emQ,
(Cp) wi+ alw) — pAw —Aw + ku-Vw 30 + f(w) em Q,
V-u=0emQ,,,
ou~+u; = 0 em Q.

Mais uma vez, a primeira equacdo diz respeito ao campo de velocidades, a segunda
diz respeito a temperatura e a terceira sobre a solidificagdo do material. Exceto por w
que agora é um parametro auxiliar que nos ajuda a descrever a solidifica¢do, o “set up’
bésico é o mesmo; as incégnitas continuam a representar as mesmas variaveis fisicas.
Além disso, a singularidade K(.) e o operador «(.) sdo exatamente como antes. Com
relagdo as constantes, aqui x € um ntmero real ndo negativo o qual estd associado a
influéncia da conveccdo no modelo; ¢ > 0 é um parametro de relaxacdo e > 0 é
o comprimento da interface. Por fim, observamos que h é uma fun¢do que relaciona
o campo de fases w com a regido do material que é sdlida, de forma que h(w) agora
representa fragdo sélida do material.

No que segue, chamaremos as equagdes (Fz) — (Cp), de problema B ou de modelo
B.

As diferengas essenciais do modelo B para o A sdo a inser¢do do multiplicador ou+u;
junto ao termo de Carman-Kozeny e a consideracdo da convecgdo na equagdo do estado
do material. Mais ainda, mudamos a maneira de introduzir a dissipagdo no modelo,
através dos operadores do tipo p-laplaciano em duas equacdes, além de que em B nao
nos restringiremos mais ao caso bidimensional.

Em primeiro lugar, ressaltamos que a inclusdo do termo ou + u; diz respeito a um
questionamento de qual seria a equagdo correta para u no estado sdlido. Neste caso,
ndo obrigamos mais o campo de velocidades a anular-se em parte da regido (). Na rea-
lidade, fazemos com que este campo tenha decaimento exponencial como taxa ¢ > 0 na
regido em questdo. Veremos que, do ponto de vista matemético, com essa alteracdo da
singularidade garantimos estimativas mais regulares para u; o que nos permite traba-
lhar com um conceito de solugdo mais forte no tempo. Até entdo, o termo multiplicador
da singularidade de Carman-Kozeny era dado apenas por u (veja [5], [7], [6], [42], etc)
e portanto, parte da contribui¢do da tese diz respeito a essa mudanca do termo u para
ou + u;. Vale dizer que a inclusdo do termo ou + u,; poderd ser utilizada no estudo
de modelos de solidificacdo relacionados, nos fornecendo também um escoamento com
maior regularidade no tempo o que, evidentemente, é de grande utilidade. Devido a tal
troca conseguimos dar algum sentido, ainda que fraco, a convec¢do na equacao da fase
e principalmente, temos uma nogdo de escoamento com maior regularidade no tempo.

Em segundo lugar, observamos que tanto a equagdo da temperatura quando a da
mudanca de estado possuem operadores do tipo degenerados, o que por um lado nos
ajudou no calculo de estimativas a priori para o modelo e por outro, impds dificuldades
matematicas consideraveis para a obtencdo de algum tipo de solugdo para o problema.
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Em particular, podemos dizer que é um desafio interessante lidar com a ndo linearidade
a(w) e com A,w a0 mesmo tempo. Para estudarmos tal equagdo foi necessario que
melhordssemos parte do instrumental matemético disponivel atualmente, de forma que
alguns resultados novos que nao faziam parte do escopo inicial da tese precisaram ser
provados. Nossas contribui¢des ‘matemaéticas’ concentraram-se em um pouco sobre
espacos de Sobolev fraciondrios e teoria de regularidade para operadores do tipo p-
laplaciano. Esta dltima, envolveu algumas estimativas a priori diferentes e o controle
de alguns termos de fronteira ndo usuais. Ressaltamos que tanto a técnica que usamos
para provar tais resultados é diferente da ja existente na literatura, quanto os resultados
que provamos sdo evolugdes dos ja existentes, no sentido que se aplicam a equagdes
do tipo estudado no presente trabalho, o que definitivamente ndo era possivel com os
resultados antigos.

Organizacao da tese

No primeiro capitulo, introduzimos os pré-requisitos basicos para um entendimento
razoavel do texto. Destacamos alguns resultados acerca de espagos fraciondrios (Ni-
kol’skii e Slobodeckii), introduzimos rudimentos da teoria de operadores monétonos
maximais (Andlise convexa) e também enunciamos alguns teoremas que serdo impor-
tantes no decorrer da tese. Ademds, é importante dizer que em parte o contetido do
capitulo 1 ndo é simples de se encontrar na literatura padrdo, sendo que acreditamos
ser uma grande ajuda ao leitor compilarmos um resumo sobre eles no inicio da tese.
Essencialmente, os resultados desta parte j4 existiam, com uma pequena excessao sobre
uma imersao para espagos de Nikol’skii (sec. 1.3.5).

O segundo capitulo trata da andlise do primeiro modelo aqui proposto, que des-
creve a solidificagdo irreversivel através de uma equacdo de Navier-Stokes singular e
uma inclusdo diferencial. Provaremos a existéncia de solucdo global no tempo para o
modelo sugerido através de técnicas de discretizagdo no tempo, de andlise convexa e
compacidade.

Os resultados do terceiro capitulo sdo quase todos originais e fazem parte das prin-
cipais contribuigdes matemaéticas do trabalho aqui apresentado. Ressalta-se que esse
capitulo foi feito com o objetivo de possibilitar o estudo do segundo modelo aqui pro-
posto, e como fruto das equagdes "pouco usuais’ tratadas, foi necessario adaptar resulta-
dos sobre teoria de regularidade para equacdes degeneradas e obter novas estimativas
de energia.

O quarto capitulo trata o segundo modelo que exibimos na introducédo. Este descreve
a solidificagdo irreversivel através de uma Equagdo de Stokes singular e uma inclusao
diferencial quasilinear. Provaremos um teorema de existéncia de solucdes generalizadas
globais no tempo e depois daremos um critério para que estas sejam solugdes fracas
usuais. Mais uma vez usaremos técnicas de discretizagdo no tempo, de anélise convexa,
de compacidade, porém agora combinadas com o resultados do capitulo 3.

6



Para o Apéndice deixamos resultados que consideramos estar fora do espirito do
capitulo 1, por serem ‘pontuais’. Nesse sentido, achamos melhor descrevé-los apenas
no final do trabalho.

Como comentdrio final, vale dizer que a tese foi escrita de maneira a deixar o mais
independente possivel o estudo dos dois modelos apresentados (capitulos 2 e 4). O
capitulo 2 tem como pré-requisitos as se¢des 1.1, 1.2, 1.4 e 1.5 do capitulo 1. J& o capitulo
4 exige os resultados sobre espagos de Sobolev fraciondrios do capitulo 1 e os resultados
sobre teoria de regularidade, de modo que tem como pré-requisitos os capitulos 1 e 3.



CariTUuLO 1

NOTACAO E RESULTADOS
PRELIMINARES

Nosso objetivo aqui sera facilitar um pouco a leitura do texto listando alguns re-
sultados muito difundidos e outros ndo tdo bem conhecidos dentre os que trabalham
com equacdes diferenciais parciais. Nao exibiremos todas as desigualdades e teoremas
citadas no trabalho, porém as escolhas foram feitas sempre no sentido de exibir os pré-
requisitos minimos para a leitura do texto ou entdo, para ao menos evitar confusoes de
nomenclatura entre resultados.

1.1 Notacao para o texto

Recomendamos que o leitor consulte essa listagem na medida que a notagao apare-
cer no texto.

e Se X eY sdo espagos vetoriais entdo X x Y denotard o produto direto destes;
e um elemento do produto serd denotado como [z, y|;
e [ denotara um espago de Banach;

e se [ for reflexivo, seu dual topolégico serd denotado como £'. Para f € E' e
x € E, (x, f) serd seu produto de dualidade;

e sejam F e F' espacos de Banach. Denotaremos que a imersdo de F'em £ é continua
por F' — E e quando a imersdo for compacta escreveremos apenas que F' —— F;

e denotaremos por — a convergéncia fraca em £ e — convergéncia forte. Caso E
. . * 2 A .
seja reflexivo — denotara a convergéncia fraco-estrela;

e H denotara um espago de Hilbert;



Q denotard um dominio limitado de RY e 99 sua fronteira que serd ao menos de
classe C'. Quando necessério aumentaremos a regularidade de ;

Q=(0,T)xQ,QcC RN

se O C RY é um dominio entdo C5°(0) sdo as fungdes suaves com suporte com-
pactoem O, LP(O),com 1 < p < +o00, é 0 espago de Lebesgue usual, W*?(0), onde
0 < s < +00, 0 espago de Sobolev-Slobodeckii e N*(O) espaco de Nikol'skii (veja
mais observagdes no final deste capitulo);

S(0) = {¢Y € C;°(0) : divy = 0} é o espago de campos solenoidais suaves
com suporte compacto em O, H,(O) é o fecho dos campos solenoidais em L?(O)
(no caso em que ¢ = 2, escreveremos apenas H) e V(O) é o fecho dos campos
solenoidais em W?(0). Ressaltamos que todos os campos vetorias presentes em

H, ou V tem divergéncia nula e que ambos espagos sdo comuns no contexto de
Dinamica de Fluidos no estudo de fluidos incompressiveis;

por simplicidade escreveremos Ci°(2) = Cg°, LP(Q) = LP, WP(QQ) = WP e
N=P(Q) = NP, H=H,5(Q) e V=V (Q);

LP(0,T;B) é o espago de Lebesgue vetorial consistindo de todas as fungoes
w : [0,T] — B fortemente mensuraveis com norma

T 1/p
||w||Lp<ovT;B>=( / ||w(t>||§;) < +oo,
0

|w|| oo o8y = ess sup |Jw(t)]|p < +o0.
0<t<T

Definimos de forma analoga os espagos W'*(0,T’; B);

C' > 0 serd nossa constante universal. Caso esta dependa de algum pardmetro o
indicaremos entre parénteses;

se p, ¢ e r pertencem ao conjunto [1, +oo] e p’, ¢’ e ' denotarao seus corresponden-
tes conjugados, i.e., p’ satisfaz 1/p+ 1/p’ = 1 e assim por diante;

dado p, tal que 1 < p < 400 consideramos o expoente critico de Sobolev

N
. 7p,sep<N
pr=¢N-»p

400, caso contrario;

7 > 0 denotard um parametro de discretizagdo e ¢ > 0 uma constante suficiente-
mente pequena;

durante o texto, para ndo deixarmos a leitura carregada, evitaremos distinguir
entre notacdo escalar e vetorial. Em geral, a diferenciagdo do caso escalar para o
vetorial ficara explicita no contexto.
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1.2 Algumas desigualdades e densidade

Comegamos com uma desigualdade trivial, porém importante. Decidimos inclui-la
no trabalho para evitarmos confusdes com nomenclatura.

Proposicao 1.2.1. (Desigualdade de Young) Sejam s, e sq reais positivos 0s quais

—+ —=1
S1 S2
Entdo, Yo > 0e ( > 0 vale que
1 52
o¢ < —|—C—.
S1 S9

Usaremos bastante a seguinte versdo da desigualdade de Young, para trés termos

Coroldrio 1.2.2. Considere os reais positivos sy, s, € S3. Suponha que

1 1 1
—+—+—=1.
S1 S2 S3
Entio
S92 S3
C ¢ , Vo,(ep > 0.
Em particular se
1 1
— 4+ — S 1’
S1 So
entdo existe C' > 0 tal que
S1 S92
o(¢ < +—+C.
S1 S9o

Agora, exibiremos uma desigualdade que sera exaustivamente utilizada durante
todo o texto, principalmente quando formos apelar a métodos de estimativas de ener-
gia. Esta pode ser encontrada em Ladyzhenskaya e Ural'tseva, [31] padg. 44 e, para
conveniéncia do leitor, exibiremos uma demonstracao.

Lema 1.2.3. Considere Q) C RN um dominio limitado com fronteira suave e p > 2. Entdo existe
C > 0 tal que
16llwie < C(¢ll2 + IVl Lr), Ve € WP,

onde C = C(p,Q, N).
Dem. Suponha s.p.g p > 2. Pelo teorema da imersdo de Sobolev, existem ¢ > p e

C =C(p, 2, N) tais que
9]lze < Cllpllwin, Vo € WP,
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Por outro lado, uma consequéncia simples da desigualdade de Holder nos garante que
existe 0 < s < 1 tal que

16]lr < loll72ll0ll L.
Dessa forma,
[6lle < Cllglzallellss- (L.1)

Assim,

[0]lwrr [0l r + ([ V| o

<
< Clolzalelpe® + Vol
< sCY¥@llrz + (1= s)||¢llwrs + | VO 1o

Portanto temos que

1
[@llwrr < g(sCl/sWHm + IVl ).
O

Prosseguindo, vejamos duas desigualdades muito tteis para o estudo dos espacos
de Sobolev fraciondrios. Elas podem ser encontradas em Ebmeyer et al., [21]. Mais uma
vez, para conveniéncia do leitor faremos uma prova delas.

Lema 1.2.4. Seja p > 2. Entdo existe C = C(N) > 0 tal que
o —yP < C(lz* + [y 22|z -y (1.2)

Dem. De fato, como |z —y|* < 2(|z|*+|y|?) e p > 2 entdo elevando a poténcia (p — 2)/2
dos dois lados e depois multiplicando por |z — y|? o resultado segue. O

Antes de provarmos a segunda precisamos do seguinte pré-requisito.
Lema 1.2.5. Sejam a, be p € R os quais a > 0,b > 0e p > 0. Entdo
(a+b)P < 2P(aP 4 bP).
Dem. Parap > 1 o leitor pode verificar em Brezis, [12], teorema IV.7. Provemos o caso
0<p<l

Suponha sem perda de generalidade que b = 1. Basta mostrarmos que

flx)=2P(2P 4+ 1) — (x+ 1)’ >0, Vx > 0.
Agora, note que f(0) = -1+2">0e

f'(w) = p2PaP™t — p(z + 1771
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Entretanto, como 0 < p < 1
1
20 > (1 4+ )Pt = p2Pa?~t > p(a 4+ 1)P! (1.3)
x

e portanto f é crescente e o resultado segue. O

Lema 1.2.6. Seja p > 2. Entdo existe C = C'(N) > 0 tal que
(|2 + |y =22z =y < Clafa| P2/ — yly| 272, (1.4)
Dem. De fato, comop > 2
(J* + [y #=2/> < 20722 ([P~ 4 [y[P2).
Logo,

(Jz + [y )22 e -y ?
< 20| [y ) (|2 + Jy [P - 22 )
= 202 (|aP -y [P+ |2 P2yl + y PR - 22y (|2 PR P R).

(1.5)
Perceba que
_9)/2/2 9 p—
22| P72 =y ly| 2R = Jal” o+ [yl = 20yl (1.6)
e que
22y + [y P72 |2l < faf” + [yl (1.7)
Suponha em primeiro lugar que —z - y > 0. Nesse caso, temos que
| 2722 — gy O = P+ [yl (1.8)
Dai, observe que
=2z -yl + [yI77%) < 2xllyl (2”7 + P77 < 2(|2) + [yl”), (1.9)

onde usamos seguidamente a desigualdade de Young para p/2 e p/(p — 2) e depois para
pep/(p—1). Logo, por (1.5)-(1.9) segue que

(|22 + [y2) 272z — y |2 < 204D/2 ||| 0=D/2 — |y =212,
Caso —z - y < 0 veja que pela desigualdade de Young
=2z y(|2fP7 o+ [yl < —da - ylal Ty (1.10)
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Logo, por (1.5), (1.7) e (1.10)

(lz)* + [yHP 2Pz —y[> < 20722zl + 2y — 4z - y(|lzP~% + |y[P~?))
2p‘x|x\(”‘2)/z _ y|y|(p‘2)/2‘2,

onde para a ultima desigualdade usamos (1.6). O

A seguinte desigualdade é importante no estudo de operadores elipticos do tipo p-
laplaciano. Uma prova elementar pode ser encontrada em DiBenedetto [19], lema 4.4,
pag. 13.

Lema 1.2.7. Seja p > 2. Entdo existe C' = C(p, N) > 0 tal que
(x|2["2 = ylyl=) - (x = y) = Clo —y|7,
para qualquer x e y em RY.

Por fim, mostraremos um resultado de densidade que apesar de trivial, ndo estd
explicitamente escrito nas referéncias e serd usado no decorrer da tese.

Proposicdo 1.2.8. Seja 1 < p < +o0. Entio
Wi = Ir,
Dem. Basta lembrar que como subconjuntos

Ceecwhrcrp

e que
—

o =1,

1.3 Espacos fraciondrios

Durante o trabalho precisaremos lidar com dois tipos de espagos fraciondrios: os de
Nikol’skii e de Slobodeckii. Para conveniéncia do leitor, enunciaremos suas proprieda-
des basicas e alguns resultados necessarios para a leitura do texto. Vale a pena ressaltar
que algumas referéncias relevantes para o tema sdo: Kufner et al. em [30], Nikol’skii et
al. em [4]-[40] e Grisvard [26].
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1.3.1 Espacos de Nikol’skii

No ano de 1951 S.M. Nikol’ski introduziu em [39] espagos que generalizam o con-
ceito de aproximacdes de Clebysev para as classes C%7. Esses espacos sdo caracterizados
por uma espécie de condicdo de Holder para as normas L? das derivadas. Devido a
uma determinada caracterizacdo discreta, estes se mostraram muito tteis no estudo de
equagoes do tipo p-laplaciano, como veremos posteriormente. Ressaltamos que como
referéncia para esta secdo o leitor pode consultar Kufner et al. [30] pags. 381-384.

Como notagao bésica, para 6 > 0 denotemos

Qs ={x € Q:d(z,00) > d}.
Sejam 1 < p < 400 e k > 0 e escrevamos k na forma
k = [k] + o, (1.11)
onde [k] denota o maior inteiro menor do que £, 0 < o < 1.

Defini¢do 1.3.1. N'*P denota o conjunto de todas as funcoes de LP tais que as derivadas distri-
bucionais de ordem |«| = [k] satisfazem as sequintes propriedades:

aM > 0,M = M(u,Q) a qual
ID%u(z + h) — D*u(z)| 1o, < MIAI°. (1.12)

Nesse caso,
N, (uw) = inf{M : M satisfaz (1.12)}. (1.13)

Aqui o = (ay, ..., ), denota um multi-indice, com o; € N.
Evidentemente vale que:
Proposi¢do 1.3.2. O espago de Nikol'skii N*P é um espaco de Banach munido com a norma
leller = lullzs + 37 Na(u) (114)
|a|=[k]

Veremos depois outra norma para N'*P.
Durante o texto usaremos a seguinte proposicdo sobre imersdes e tragos em espagos
de Nikol’skii:

Proposi¢do 1.3.3. Sejam k > 0,1 <p<g< 400, 1< M < Ne

r=k—N/p+ M/q>0. (1.15)

Entdo
NP WP (imersdo) (1.16)
NEP s N9(Sy), (traco) (1.17)

onde Syr é a intersecgio de ) com um hiperplano M dimensional.
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Ressaltamos ainda que existe uma caracterizagdo muito util de A*? usando deriva-
das discretas a qual descreveremos a seguir. Por simplicidade, escreveremos

Apv(x) =v(z + h) —v(x).

Proposi¢do 1.3.4. Sejam u € LP, a e o como na definigio 1.3.1. Entdo u € N'*? se, e somente

se,
p HAhDT;Z!LP(Qh) < 400,

Mais ainda, vale que
Na(w) = sup 122 et

he£0 |h|7

1.3.2 Espacos de Slobodeckii

A necessidade de caracterizar-se o traco de fun¢des em espagos de Sobolev usuais
foi uma das motivag¢des bdsicas para a introducdo de espagos de Sobolev com deriva-
das fracionarias, i.e., espacos ainda denotados por W*? porém com k > 0 arbitrario.
Um dos responsaveis por tal generalizagdo foi L.N. Slobodeckii com o artigo [46], de
1958. Muitas vezes denominados simplesmente como espagos de Sobolev fraciondrios
ou espagos de Sobolev-Slobodeckii, a grosso modo, os espacos de Slobodeckii sdo aque-
les os quais as derivadas inteiras de maior ordem de seus elementos satisfazem uma
espécie de condicdo integral do tipo Holder. Como referéncia para esta se¢do consulte
Grisvard [26], teo. 1.4.3.2-3 p4g.26, teo. 1.5.1.2 p4g.38 e Kufner et al. [30], pags. 385-387.

Para definirmos tais espagos consideremos 1 < p < +o0c0 e k > 0. Além disso, sejam
[k] e 0 como em (1.11).

Definigdo 1.3.5. W*? denota o conjunto de todas as funcoes de WP tais que as derivadas
distribucionais de ordem || = [k| satisfazem a sequinte propriedade:

a _ a p 1/p
Waep(1) = < /Q /Q 1D fz Dufy)] dg:dy) < +o0. (1.18)

y|N+pO'

Mais uma vez o denota um multi-indice.
Evidentemente, vale o seguinte resultado:

Proposicdo 1.3.6. O espago de Slobodeckii W*? é um espago de Banach munido com a norma

lallwes = lullwis + Y Warp(u). (1.19)
jal=[k]
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Posteriormente, descreveremos outra norma para W¥*?, mas por agora, enunciare-
mos alguns resultados que usaremos durante o texto. Por completude, colocaremos
hipéteses mais gerais do que as assumidas em nosso trabalho.

Primeiramente vejamos algumas imersdes importantes.

Proposicdo 1.3.7. Considere Q um dominio limitado de RYN. Suponha que OS2 seja lipschitziana.
Sejam ky > ky > ks > 0e 1 < p < +oo. Entdo

WP ey WP ey TyFsP, (1.20)
Além disso, dado € > 0, existe C. > 0 a qual para cada v € W*»

il < ellullyr o + Cellull (1.21)

p p p
Wka.p Wki.p Wks.p»

onde Ce = CE(Q, ]{71, ]{52, ]{73)
Proposicdo 1.3.8. Seja Q um dominio limitado de RYN com 0S) lipschitziana. Suponha que
l<p<qg<+oo,k >O€]{32:]€1—N(1/p—1/q) > 0.

Entio
thP SN sz,II_

Vejamos agora a nogao de trago para espagos de Slobodeckii.

Proposicao 1.3.9. Seja Q2 um dominio limitado. Tome ky > 0, ky > 0, ks € Ne 1l < p < +o0.
Suponha que ky = ko +1/p, ks ¢ N, k1 < ks + 1 e que 9 seja de classe C**'. Entdo a aplicagio

0

U ol
U — {vu,ﬂy%,...,yw} (1.22)

a qual estd definida para u € C*+1(Q), possui uma iinica extensdo linear continua de

!
Wk sobre [ [ WH—97(09), (1.23)

=0
onde | = [ks|, 0 maior inteiro menor do que k.

O leitor encontrara uma breve referéncia para espagos de Slobodeckii definidos em
variedades em Grisvard [26], sec. 1.3.3. pag. 19.
O préximo corolério é uma consequéncia simples e importante da proposicao 1.3.9.

Corolario 1.3.10. Seja 0 < n < 1/p e considere 2 um dominio limitado com fronteira de classe
C?. Suponha que 1+ 1/p+n < 1+ 2/p — n. Entdo dado € > 0 existe C. > 0 tal que

||U||€V1,p oN S €||u||€vl+2/p*n,p + CEHUH:ZP
(09)

para cada v € W+2/p=np,
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Dem. Pela proposicdo 1.3.9 aplicada para k; = 1 +1/p +ne ky = 1 + 7 existe uma
extensao linear continua de W+Y/P+ne em WHmP(9Q) x WP (052). Em particular, existe
C > 0 tal que

Hu”Wl+7}~,P(aQ) S HunlJrn-,p(aQ) S CHUHW1+1/p+n,p, Yu S W1+1/;D+17,p. (124)

Agora lembremos da proposicao 1.3.7. Pela equagdo (1.21) aplicada para ky = 1+2/p—n,
ky =14+1/p+ne ks =0temos que

||U||€V1+1/p+,7,p < €||u||€vl+2/p,n7p + Cellull7,- (1.25)
Combinando-se (1.24) e (1.25) o resultado segue. O

Veja que o corolédrio 1.3.10 é uma generalizacdo para espacos fracionérios do teo.
1.5.1.10, pag. 41 em [26] e da desigualdade 2.25, pag. 49 em [31]. Também é valida a
seguinte generalizacdo para imersdo de espacos de Slobodeckii em espacos de fungdes
Holder continuas.

Proposicdo 1.3.11. Considere Q2 um dominio limitado de RY. Suponha que 0 seja lipschitzi-
ana. Sejam s > 0,k € Z,k > 0e 1 < p < +o00. Suponha que

N
k<s——<k+1.
p

Entao
WP s CFe(Q) (1.26)

onde v = s — k — N/p.
Dem. Vejaa defini¢do 1.3.2.4, os teoremas 1.4.3.1 e 1.4.4.1 e a equacdo (1,4,4,6) no livro
de Grisvard [26]. O

Observacio 1.3.12. Veja que em particular, se N = 2, W3/22 — C01/2(Q).

1.3.3 Normas equivalentes para espacos fraciondrios

Apresentaremos algumas normas que serdo mais convenientes para a abordagem
que adotaremos durante o texto, pois as normas para espagos de Nikol’skii e Slobodec-
kii definidas em Ebmeyer et al. [21] sdo distintas das definidas em Kufner et al. [30].
Assim, de maneira a deixar nosso trabalho mais completo decidimos exibir as provas
das equivaléncias entre essas diversas normas.
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Espacos de Slobodeckii

Primeiramente vejamos o caso dos espacos de Slobodeckii, por este ser um pouco
mais simples.

Proposicao 1.3.13. Sejam 1 < k < 2e 1 < p < +o0c. Entdo o funcional

Il s W52 — B,
N P 1/p
O, u(x) — Oz, u(y)
lollhero = (3 [ [ 1= LetOl o,
i=1

é uma norma equivalente para W+,

Dem. Recordando das equagdes (1.18) e (1.19) basta lembrar que para cada a; > 0
N+1 \1/p N+l
(Se) =X
i=1 i=1

para obtermos que
Hulllwer < [ullwes.

Por outro lado, como p > 1

N+1 P N+1
(B s
i=1 =

0 que prova que
[ullwes < CN, p)[lulllwsr.

O

Daqui para frente usaremos como norma para W*? a definida pela proposigdo 1.3.13
e por simplicidade denotaremos |||.|||yy+» por ||.||ww.s-
Espacos de Nikol’skii

Para espacos de Nikol’skii a prova de que a norma usada por Ebmeyer et al. em [21]
é equivalente a usada por Kufner et al. em [30] é um pouco mais trabalhosa.

Proposicao 1.3.14. Sejam 1 < k < 2e 1 < p < +o0c. Entdo o funcional

s A — R,
al }0 u(x +h) — 0 u(x)‘p L/p
. i T p
Il = (S | O i,

é uma norma equivalente para N'™P.
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Dem. Em primeiro lugar, note que

p </Qh |Opu(z + ) — 0xiu(:):)|p) 1/p _ (sup /Qh |0y, u(z + h) — &Ciu(x)V’) 1/p

h£0 |h|oP hi£0 |h|oP

De fato, para u fixada defina

(/ mw@+M—%meW
A = sup )
Qn|

h£0 |h|oP
‘8$zu(‘r + h) B 8xzu(x)\1’ @
B = sup/ Tiop ,
nz0 Jay, 1]
Op,u(x + h) — Oy u(x)?
aw = [ P ‘
Qn|

B(h) = (A(h))".

Veja que s.p.g. A > 0. Além disso, pela defini¢do de supremo, para cada n > 0 existe
h € RY o qual
0<A—-n<Ah) <A

Considere € > 0 e fixe 7. > 0 tal que

A—'f]6>0 ’ Ap_ne>07
ne<e/2 e |AP —n.—(A—n)P| <e/2.

Em particular,
AP —e < (A —no)P.

Assim, seja A(h) o qual
A—n. < A(h) < A

Temos que
(A—n)? < AP(h) = B(h) < AP = AP — ¢ < B(h) < AP

Logo, pela defini¢do de supremo

A = [sup B(h)]"? = B.
h#0

Dessa forma, segue que

N P\ 1/p
Op,u(x + h) — Opu(z)
e < s+ 3 (sup [ Lot 2 Ontoly
1=1 [

h#£0

= Jullaer
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Além disso, veja que

N PN\ 1/p\ P
Op,u(z + h) — Oy,u(z)|
H HL ;:1: ho£0 o |h|0p

(v

IN

(v

O
Analogamente ao que fizemos no caso dos espagos de Slobodeckii, usaremos como

norma para N'** a definida pela proposigdo 1.3.14 e por simplicidade denotaremos até
o fim do texto |||u|||x+.» por ||u||ax.e-

1.3.4 Relacdes entre espacgos de Nikol’skii e Slobodeckii

Um resultado muito importante em nosso trabalho é o seguinte:

Proposicao 1.3.15. Considere Q) um dominio limitado. Suponha que OS2 seja lipschitziana.
Sejamk >0el <p < +ooee > 0. Entdo

NFEFEP o JhP ey NFP, (1.27)
Dem. Vejaem Ebmeyer et al. em [21] eq. 2.1, [20] pag. 83 ou entdo Knees em [28], pag.
161 lema 2.1. O

Como consequéncia de (1.27), adaptamos a conclusdo do coroldrio 1.3.10, pag. 17,
para espagos de Nikol’skii. A versao aqui exibida é mais conveniente para os resultados
dos capitulos 3 e 4. Apesar de ser um resultado simples, ndo pudemos encontra-lo na
literatura sobre o assunto.

Corolério 1.3.16. Considere Q um dominio limitado com fronteira de classe C®. Entdo dado
e > 0 existe C. > 0 tal que

el oy < €llalnsas + Cellul

para cada u € N'*2/pp,

1.3.5 Caracterizacao de espacos de Nikol’skii

Inspirados pelo trabalho de Ebmeyer et al. em [21] e [20] decidimos estudar me-
lhor as propriedades dos espacos de Sobolev fracionarios. De fato, explicitaremos uma
espécie de imersdo, que é relevante para a teoria de operadores elipticos degenerados.
Na realidade, depois de lermos [21] e [20], percebemos que esta imersao faria todo sen-
tido. Até onde sabemos, o resultado a seguir ndo estd publicado em lugar algum.
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Lema 1.3.17. (Lema Fundamental) Seja 2 < p < 4o0. Existe C' = C(€2, N,p) > 0 tal que para
cada u € WP tal que D*u exista q.t.p. em Q e também

/ VulP|Duf? < 4o
Q

vale que u € N''H2/Pp ¢

ol < ([ 1vap=202u + [ fup). 1.28)
0 Q
Dem. Primeiramente veja que |Vu|?~2/2Vu € W2, De fato, temos que
||Vu| P22V u]* < |Vul? € L.

Mais ainda, segue que q.t.p. em {2 parai=1,..., N

0 ou 0*u p—2 al 0*u
Vu|P—2)/2 < |WylP2)/2 V| P—6)/2 Vul?
oz; Vel Or;| — Vel O0z;0x; i 2 Vel ; Vel Oz, 0x;
< C|Vu|®22 D% € L}(Q), (1.29)

por hipétese. Usaremos agora um resultado cldssico sobre derivadas discretas veja por
exemplo Evans em [22], teo. 5.8.3. De fato, para h € R”, suficientemente pequeno,
temos que existe C' > 0 que ndo depende de h tal que

/ DMV P2V < © / V(Y P2V,
Q‘h‘ Q

sendo que a notagdo D" f significa (f(z + h) — f(x))/h. Assim, usando a desigualdade
(1.29) segue que

/ | D" (|Vu|P=22vu)|? < C/ (Vu|P~2| D). (1.30)
QU Q
Lembremo-nos que dos lemas 1.2.4 e 1.2.6, pag. 12, existe C' > 0 tal que para cada z e
y € RN
o = ylP < C(lal* + [y )22 |z — y?
e
- _ _9)/212
(| + [y ) =2 — yI* < Clala| 7272 — y|y| 77272
e entao

& = y[P < Clafa] 272 — yly| =272
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Fixando-se 2 = T"Vu & Vu(z + h) e y = Vu temos que

IT"Vu — VulP
< O|T"Vu|T"Vu|P=272 = Tu|Vu| =272 (1.31)
= | D"(|Vu| P22 Vu) PR,
Dividindo-se por |h|* dos dois lados em (1.31) e integrando-se em €| segue que
h — p
/ [TV 2 Vil _ ¢ | D" (V| V| #=272) . (1.32)

Combinando-se (1.30) e (1.32) temos que

h — P
/ |T Vu VU‘ < C/ |Vu|(p_2)|D2u|2, Vh 7& 0,
U |h[? 0

de onde u € N'¥/PP_ Agora, tomando-se o supremo em / e somando-se a norma L” de
u dos dois lados, obtemos (1.28). O

1.4 Rudimentos de analise convexa

Introducao

Para conveniéncia do leitor faremos uma breve introdugdo sobre a teoria de opera-
dores monétonos maximais em espagos de Banach reflexivos na tentativa de deixarmos
a tese menos dependente de outros textos. Assim, o objetivo dessa se¢do é de apenas
servir como referéncia para os resultados de andlise convexa usados nos capitulos 2 e
4. De qualquer forma, duas boas referéncias no assunto sdo os livros de Brezis [13] e
Barbu [2]. O primeiro trata apenas da teoria em espacos de Hilbert e apesar disso, é
uma excelente introdugéo inclusive fazendo um paralelo entre grafos de R? e opera-
dores monétonos de L. No segundo, a teoria em espacos de Banach reflexivos ¢ tra-
balhada com as generaliza¢des esperadas. Também é um livro muito bem escrito com
diversos exemplos de aplicagdes dos resultados sobre monotonicidade apresentados.
Faremos a abordagem privilegiando a teoria em espacos de Banach reflexivos, sendo o
caso dos espacgos de Hilbert, um caso particular 6bvio, onde trocamos o produto de du-
alidade pelo produto de H. Fizemos tal escolha pois em alguns momentos no trabalho
(no capitulo 4, mais exatamente) precisaremos de andlise convexa tanto em espagos de
Banach reflexivos, quanto para o caso particular dos espagos de Hilbert.
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Observacao 1.4.1. Parte dos resultados que descreveremos aqui foram enunciados em [2] para
espagos de Banach E reflexivos tais que E e E' sdo estritamente convexos. No entanto, como o
proprio Barbu cita em seu livro, pelo teorema da renormalizagio de Asplund (veja [2] teo. 1.1
pdg. 14) todo espaco de Banach reflexivo goza de tal propriedade, a menos de normas equivalen-
tes. Mais ainda, em nosso trabalho tais resultados serdo usados apenas quando considerarmos
operadores definidos em espacos de Hilbert, de modo que, ndo nos preocuparemos com a questio
da convexidade na discussdo seguinte.

Defini¢des e conceitos fundamentais

Sejam X e Y dois espagos vetoriais reais. Um operador multivalorado A de X em Y
serd entendido como um subconjunto de X x Y. Se A C X x Y, definimos

Az = {yeY :[z,yl € A},
D(A) = {z e X:Ax# 0},
R(A) = |J Aze

z€D(A)
AT = A{ly.a] s [o,y] € A}

Se A, BC X xY e\ &€ R definimos
M= A{lz, Ay]: [2,y] € A},

A+B = {[z,y+2z]:|x,yl € Aelz, 2] € B}
AB = {[z,z]:dye€Yoqualz,y| € Aely,z| € B}.

No que segue, os operadores de X em Y ndo serdo diferenciados de seus grafos em X x
Y. Se A for "univalorado”, i.e., uma fun¢do, Az denotara A(x) ou o conjunto [z, A(z)].
Introduziremos um pouco de notacao, exclusiva para esta segdo.

e Se I/ for estritamente convexo J : E — E’ denotara a aplicagdo de dualidade
que neste caso é uma fungdo continua de £, com a topologia forte, em E’, com a
topologia fraco-estrela.

Definicdo 1.4.2. Seja E um espago de Banach. Um operador (conjunto) A C E x E' é chamado
de mondtono se
(T1 — 22,01 — y2) 2 0V [5, 53] € A.

Definiremos agora os conceitos de monotonia e de maximalidade, ambos essenciais
para nosso trabalho.

Definicao 1.4.3. Um operador mondtono A serd chamado de maximal se ndo estiver contido
propriamente em nenhum outro operador monétono de E x E', i.e., para cada [z, ] tal que

(x—z2,y—1y) >0V [zr,y € A

entdo [Z,y] € A, ou seja, y € AZ.
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Fica claro da defini¢do acima que se A C E x E’ for um operador monétono maximal,
entdo A~! C F' x E também serd um operador monétono maximal. Para nds serdo
importantes os dois seguintes conceitos de continuidade de um operador monétono
maximal.

Definicao 1.4.4. Seja A um operador univalorado definido de E em E'.

i) Dizemos que A é hemicontinuo seV x, e xo € E tem-se
A(wy +tmy) = A(z) em E' set — 0;
ii) Dizemos que A é demicontinuo caso seja fortemente-fracamente continuo de E em E', i.e.,
A(x,) = A(x) em E' sempre que x,, — x em E.

Vale o seguinte critério para caracterizagdo de um operador monétono maximal:

Proposicao 1.4.5. Considere E um espago de Banach reflexivo tal que E' e E' sejam estritamente
convexos. Sejam J : E — E'a aplicagdo de dualidade e A um operador monétono em E x E'.
Entdo A é mondtono maximal se, e somente se, para cada o > 0

R(A+o0J)=F'
Dem. Veja Barbu [2] pag. 39, teo. 1.2. O
O préximo corolario é importante pois frequentemente estaremos interessados em

somas entre a identidade de um determinado espago e um operador monétono maximal
(veja por exemplo a equagdo (E), pag. 31, onde considerarmos / + «)

Corolario 1.4.6. Sejam E um espago de Banach reflexivo, A um operador monétono maximal
(o.m.m.) em E x E' e B um operador (univalorado) hemicontinuo em E x E'. Entdo A+ B é
mondtono maximal.

Dem. Veja Barbu [2] pag. 39, cor. 1.1. O

A caracterizagdo de um operador monétono maximal univalorado é muito mais sim-
ples. De fato, o préximo resultado é til por exemplo na prova de que o p-laplaciano é
um operador monétono maximal em (Wh?) x W

Teorema 1.4.7. Sejam E um espago de Banach reflexivo e A um operador monétono univalorado
de E x E'. Se A for hemicontinuo entdo, A é maximal.

Dem. Veja Barbu [2] teorema 1.3 pag. 40. O
Os operadores monétonos maximais possuem uma grande vantagem: podem ser

aproximados ‘bem” por uma familia de fungdes lipschitziana. A seguir, vamos expor
algumas das caracteristicas gerais dessa regularizacao.
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Regularizac¢oes de Yosida

Sejam E e E' espagos de Banach reflexivos (estritamente convexos) e A um operador
mondtono maximal (o.m.m.) em £ x £’ e J a aplicacdo de dualidade. Em virtude da
proposicao 1.4.5 a equagao

J(xy—x) +AAz\ 30

possui uma solugdo =y € D(A) paracadaxz € Ee X\ = o~ ! > 0 (veja Barbu [2] péag. 41).
Usando a monotocidade de J e de A mostra-se que essa solucdo é tnica. Definimos

)\ = J)\JJ, (133)
1
A)\.T)\ = —Xj(l’)\ - Z’), (134)

paracadaxz € Ee\ > 0.

Definicao 1.4.8. Chamamos A, de regularizacao de Yosida do operador monétono maximal
A.

A seguir, enunciaremos as propriedades de J, e A, que serdo usadas no texto.
Proposicdo 1.4.9. Sejam E reflexivo e E' seu dual. Entdo
i) Ay é um operador mondtono e univalorado de £ em E;
ii) Ay e Jy sdo limitados;
i1i) Ay é demicontinuo de E em E’;
iv) para cada x € D(A), ||[Axz||p < |Az|, onde |Az| = inf c s, {||ly]|m };
v) para cada x € convD(A), J\x — xem E se A — 0;
vi) se N, — 0,2, = x, Ay, 2, —~1ye

lim sup (2, A, 2,) < (2,¥)

n—-+00
entdo [x,y] € Ae (x,, Ay, xn) — (z,Y), S N — +00;

vii) Se adicionalmente E = H for um espago de Hilbert, entdo A, é lipschitziana com a cons-
tante associada dada por 1/\.

Observacao 1.4.10. Em particular, note que por (iv), se 0 € Ax entdo Ayxz = 0. Veja também
que combinando o teorema 1.4.7 com (i) e (iii) seque que Ay é um operador monétono maximal.

Para uma prova consulte Barbu [2], pdg. 42; veja também Brezis [13], pags. 27 e
28. Durante a demonstragdo, os dois autores usam o seguinte resultado um pouco mais
geral:
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Teorema 1.4.11. Sejam E um espago de Banach reflexivo e A um operador mondtono maximal
em E x E'. Considere [x,,y,) € A, x € E,y € E', suponha que

T, =T ey, —yeque

limsup (2, Yn) < (7,y), sen — +00.

n—-+00

Entdoy € Az e (x,, Ay, xn) — (x,y) Se n — +00.

Subdiferenciais

No estudo de operadores multivalorados surge naturalmente a necessidade de al-
gum conceito de derivada ou de suavidade que evidentemente preserve as proprieda-
des importantes de derivagdo. Chamaremos essa generalizacdo de subdiferencial que
é, a grosso modo, o conjunto dos elementos que satisfazem a desigualdade do valor
médio. Veremos que esta propriedade sera ttil na obtencdo de estimativas de energia
para os problemas que estudaremos.

Considere ¢ : £ — R U {400} uma fungdo prépria, convexa e semi-continua inferi-
ormente (s.c.i.), i.e.,

liminf ¢(y) > ¢(z), Vo € E,

e ¢ ndo é identicamente +oc.

Defini¢ao 1.4.12. Dada uma fungdo prépria, convexa e s.c.i. ¢ e v € E denotamos por d¢(x) o
conjunto de todos os y € E' tais que

¢(x) < o) + {r —T,y), VT € E.
Dizemos que 0¢(x) é o subdiferencial de ¢ em .

Vale a pena salientar que quando ¢ é Gateaux diferencidvel em z o conceito de sub-
diferencial e de derivada de Gateaux coincidem.

Teorema 1.4.13. Se ¢ for prépria, convexa e s.c.i. entdo O¢ é um operador mondtono maximal
de E'em E'.

Dem. Barbu [2] teo. 2.1. pag. 54. O

Consideraremos a seguinte regularizagdo para fungdes s.c.i. .

Definicao 1.4.14. Para cada A > 0 defina
ox(z) = inf {lv = ul},/22 + o(u)}, = € .

Apresentaremos a seguir propriedades interessantes que serdo muito exploradas du-
rante o texto.
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Proposicao 1.4.15. Sejam E espaco de Banach reflexivo, ¢ fungdo prépria, convexa e s.c.i. em
E e A = 0¢. Entdo ¢, é Giteaux diferencidvel em E, a reqularizagio de Yosida de A coincide
com a derivada de ¢, i.e., Ay = 0¢y. Mais ainda,

ox(x) = ||z — L) /A + ¢(Jaz), VA > 0ex € E,

}\HI(I)QS)\(Z') = ¢($>,V[E € E,

Por(Nax) < da(z) < (), Vo € Ee A > 0.
Dem. Veja Barbu [2] teo. 2.2. p4g. 57. Note que 14 o resultado é provado para espacos
E e E' estritamente convexos. Nos capitulos 2 e 4, essa propriedade sé serd usada no

contexto de espagos de Hilbert. De qualquer modo, a proposicdo pode ser adaptada
para o caso dos espagos de Banach reflexivos. O

Caso melhoremos a estrutura do espaco onde as funcdes estdo definidas evidente-
mente as conclusdes sdo mais fortes.

Coroldrio 1.4.16. No teorema acima, suponha adicionalmente que E = H, um espago de Hil-
bert. Entdo ¢, é Fréchet diferencidvel em H e sua derivada de Fréchet ¢, = A, é lipschitziana
em H.

Dem. Veja proposicdo 2.11, pag.39, de Brezis [13] para os detalhes. 0

1.4.1 Estendendo um operador moné6tono maximal

No presente texto, trabalharemos quase sempre com operadores monétomos maxi-
mais (i.e. grafos) em R?, de modo a preservarmos a interpretagao fisica do modelo. En-
tretanto, por razdes técnicas, em alguns momentos fica mais confortavel trabalharmos
com operadores definidos em L?*(0,7’; L?). Evidentemente, é necessario tomar o cui-
dado de que a extensdo preserve as propriedades mais importantes para nossa andlise.
Veja que se perdermos a informagdo sobre o dominio do operador monétono maximal
aem R (veja por exemplo (1), pag. 4), a interpretacao fisica do modelo é comprometida.

Procederemos da seguinte maneira: no capitulo 2 consideraremos os operadores
mondtonos maximais o = II' e B = JA, ambos em R% Porém, quando provarmos
quen € a(w;) e £ € B(w), estes operadores na realidade serdo extensdes v e de ae 3 a
L*(0,T; L*) x L*(0,T; L*). Para maiores detalhes veja por exemplo Brezis [13], ex. 2.1.3
pag. 21 e ex. 2.8.3 pag. 47. Tais extensdes possuem propriedades muito interessantes
que exploraremos exaustivamente durante nosso trabalho. Precisamente, dadas «) e (3,
respectivamente regularizagdes de Yosida de a e 3, vale que:

o Vw e L20,T; L?), (w, ax(w)) € (@)x e (w, Ba(w)) € (B)x;
e D(a) C{w:we L*0,T;L* ew(x,t) € D(a) qtp. em Q};
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e (a)) = (@) (a extensdo comuta com a regularizagao de Yosida);

o mesmo valendo para D(f3). Observe que nossa extensao transfere as propriedades re-
levantes daquelas em R? aos espagos de Hilbert. Como abuso de notacdo, escreveremos
apenas « e f no que segue.

Por dltimo, enunciaremos o seguinte resultado, uma espécie de regra da cadeia para
operadores monétonos maximais e fungdes convexas s.c.i.

Proposicao 1.4.17. Sejam f : H — R uma fungdo convexa s.c.i. e A um operador mondétono
maximal em L*(0,T;H) tal que Of = A. Considere v € W2(0,T;H) tal que u(t) € D(A)
g.t.p. em (0,T) e suponha que exista g € L*(0,T;H) tal que g(t) € A(u(t)) g.t.p. em (0,T).
Entdo a fungio f(u(.)) é absolutamente continua em [0, T'| e mais ainda, vale que

%f(u(t)) = (h, %u(t)), g.t.p. em (0,7)Vh € A(u(t)).

No capitulo 4, ainda consideraremos o = 9I' grafo de R? com dominio convexo e
faremos a mesma extensao para a.

1.5 Alguns teoremas importantes

Nesta secdo enunciaremos trés teoremas cldssicos que serdo muito utilizados du-
rante o texto. Um deles é um lema do tipo Aubin-Lions, o outro é resultado sobre
minimizagdo de funcionais em conjuntos convexos e o tltimo um teorema de ponto
fixo.

1.5.1 Lema de Aubin-Lions

Trata-se de um resultado fundamental para a aplicagdo de métodos de compacidade
no contexto de equagdes de evolugdo. Nossa versdo segue os resultados de Simon em
[45], que é uma 6tima referéncia no assunto.

Teorema 1.5.1. (Lema de Aubin-Lions) Sejam X,Y e B espagos de Banach tais que
X —— B =Y.
Considere F' C LP(0,T; X).

e Se F é limitado em LP(0, T
T.

( X), e Fyem LY0,T;Y) el < p < +oo entdo F é relativa-
mente compacto em LP(0,T; B) ;

I 7

o Se F' é limitado em L>(0,T;X), e Fy em L"(0,T;Y) para r > 1 entdo F é relativamente
compacto em C([0,T]; B) ;

Para uma prova veja Simon em [45], cor. 4, pag. 85.
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1.5.2 Minimizac¢ao de funcionais

Usaremos este resultado quando formos estudar problemas que envolvem operado-
res do tipo p-laplaciano.

Teorema 1.5.2. Sejam X um espago de Banach reflexivo com norma ||.||x, M C X um subcon-
junto fracamente fechado de X e I : X — R U +o00 um funcional estendido. Suponha que

o se||ul|x — +oo,u € M entdo

I(u) — 400 (coercividade). (1.35)

e Para qualquer uw € M e qualquer sequéncia {u,,} em M tal que u,, — u fracamente em
X vale que

I(u) < lim Jirnf I(uy,) (semicontinuidade inferior sequencial). (1.36)

Entao I é limitado inferiormente em M e atinge seu infimo em M.

Para uma prova, veja Struwe em [48], teo. 1.1.2, pag. 4.

1.5.3 Teorema do ponto fixo de Leray-Schauder

Esta é uma versdo do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder muito usada no
contexto de equagdes diferenciais parciais de evolugéo.

Teorema 1.5.3. Sejam B um espago de Banach e K C B, B aberto, conexo e limitado. Considere
M > 0 e suponha que a bola B(0, M) CC K. Considere também a familia de operadores
Ty : K — K,onde X\ € [0, 1], tais que:

1) T\(.) é continua em K para todo X € [0, 1];
2) Ti(.

7z

) é

) é compacta em K para todo X € [0, 1];

3) T\(.) é uniformemente continua com relagio a X em [0, 1];

4) |T\(u)|| < M para todo u € K tal que Ty\(u) = we para X € [0, 1];

5) Existe um niimero impar de u,,’s € K tais que Ty(u,,) = u,,.
Entdo existe u € K o qual satisfaz T\ (u) = u.

Observe que a convexidade ndo é pedida para o conjunto K pois ja sabemos que
T(K) C B(0,M), e este ultimo é convexo. Para mais detalhes do teorema acima veja
Ladyzhenskaya e Ural'tseva, [31] pag. 293, teo. 8.1 e também o terceiro pardgrafo da
pag. 296. Para a versdo original veja Leray e Schauder, [33] pags. 64, teo. 1. Para as
questdes sobre teoria do grau envolvidas (definigdo de grau de Leray) sugerimos [41]
pags. 4 e 31.
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CAPITULO 2

O MODELO A: CAMPO DE FASES
IRREVERSIVEL COM FLUXO DE
NAVIER-STOKES SINGULAR (CASO
BIDIMENSIONAL)

Neste capitulo analisaremos o seguinte modelo

(Fa) w+u-Vu—Au+VP+ K(w)u=_0em Q,
(Ty) O+ w—A0+u-VO=g(x,t)em Q,
(Ca) w+a(w) —Aw+ [(w) 30+ f(w)em Q,
V-u=0em Q,y,
u=0em Q,
u=0, 00/0v =0w/dv =0em 00 x (0,T),
0(.,0) = by, w(.,0) =wyem (,
u(.,0) = ugem €.

que esta relacionado com uma mudangca de estado irreversivel do tipo liquido-sélido.
Ela é dita irreversivel pois caso o material se torne sélido, ele ndo pode retornar ao
estado liquido, sem perda de propriedades fisico-quimicas, o que ndo é considerado no
modelo. Tal fendmeno é comum em mudangas de fase de polimeros termorrigidos como
matéria organica (uma vez que o ovo foi frito, ndo ha como fazé-lo voltar a ser como
antes) ou cola. Para mais detalhes veja Bonfanti et al. em [11].

As equacdes (F4) — (C4) serdo chamadas somente de problema A, ou modelo A.

Passaremos a explicar as varidveis e o diversos termos das equagdes do modelo.
Como ja foi dito na introdugéo, 0 < T < 00, 2 C RY é um dominio limitado com fron-
teira suave 0f2, porém, consideraremos apenas o caso bidimensional, isto ¢, N = 2. A
razao para isso ficard mais clara posteriormente. Aqui v denota o vetor normal unitério
a ). As varidveis u, P, § e w sdo respectivamente a velocidade, pressdo hidrostatica, a
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temperatura e o chamado campo de fase que no caso do presente modelo é exatamente a
fracdo do material que encontra-se no estado sélido; em outras palavras w(z,t) nos diz
em qual estado fisico o ponto (z, t) esta.

O termo (# na primeira equagdo estd relacionada com as forgas de empuxo através
de uma aproximacdo de Boussinesq; ( é um vetor constante associado ao coeficiente
de expansdo térmica do material e a aceleragdo da gravidade. K (w) é chamado termo
de Carman-Kozeny e estd associado as forgas de atrito interno no fluxo causadas pela
solidificacdo do material.

Chamamos (F4) de uma equagdo do tipo Navier-Stokes singular, pois K (.) denota
uma fungdo real suave e crescente em = € (—o0, 1) que ‘explode’ em x = 1. Assim, K{(.)
é um termo que forca o fluxo fluido a ser nulo na parte sélida do material. Considerare-
mos, por simplicidade de exposi¢do mas sem perda de generalidade do ponto de vista
matematico, as outras constantes fisicas como calor latente ou viscosidade iguais a um
nas equagdes do problema A.

A equagdo (74) é uma equacdo do calor alterada pela interagdo com o campo de fases
e com os termos de movimentagdo da parte liquida do material. Além disso, g(x,t) esta
associado com as fontes e sorvedouros de calor do sistema.

Na equacdo do campo de fases £, a(.) e (.) denotam dois operadores monétonos
maximais em R? e uma restri¢gdo em seus dominios nos indica a interpretagdo fisica
correta do parametro de fase w e também da irreversibilidade da mudanga de estado
tisico. Escolheremos seus dominios da seguinte maneira:

D(a) = [0, +00) e D(B) = [0, 1].

Assim, garantimos que w; > 0 e que 0 < w < 1, sempre que w satisfizer a equagdo (Ca).

Os conjuntos Qs e @, sdo respectivamente as regides onde o material encontra-
se no estado sélido e em um estado intermedidrio entre o liquido e sélido. Ambos
dependem da varidvel w de forma que o problema A é do tipo fronteira livre. Vale
dizer que a regido intermedidria (),,; pode ser vista com a unido disjunta entre duas
regides: (),,, onde o material encontra-se no estado “pastoso”e (); onde encontra-se no
estado liquido. Mais ainda, para darmos algum sentido a equacdo (/4), precisamos
garantir que @, serd ao menos um aberto de R? x (0, 7).

O objetivo deste capitulo é obter a existéncia de solugdo global para o modelo A,
que inclui um campo de fases irreversivel acoplado com uma equagdo de Navier-Stokes
singular. Nossa abordagem a irreversibilidade segue as ideias gerais de Bonfanti et al
[11] com as modificagdes necessdrias para a inclusdo do fluxo do material ndo sélido.
Além da equagdo para o fluxo u, um termo de adveccdo foi incluido na equagdo do
calor, o que nos forga a obter de forma distinta algumas das estimativas a priori. Para
lidarmos com o fluxo na parte ndo sélida, nossa abordagem segue Planas e Boldrini
em [42], onde é estudado o caso de mudanga da fase reversivel, no entanto, para ligas
bindrias.

E importante salientar que a restrigdo na dimensao espacial é de natureza técnica. Na
realidade, isto é feito para evitarmos problemas tipicos da equagdo de Navier-Stokes em
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dimensdes maiores como por exemplo, ndo unicidade de solugdo ou falta de regulari-
dade para a velocidade do fluido, fatos que comprometeriam a técnica aqui empregada.

2.1 Hipéteses, definicOes basicas e teorema de existéncia
para o modelo A

Primeiramente, fixaremos a nota¢do bdsica para este capitulo. Sejam 2 C R? um
dominio limitado com fronteira 99 de classe C* e G C Q2 um conjunto aberto. Introdu-
zimos os seguintes espacos de fungdes:

V(G) ={¢ € (CF(G)*: V-4 =0},
—(L2)2 (W1’2)2 —(W2’2)2

H(G)=V(G) *, V(G)=V(G) . W(G) =V(G) .
Caso G = () apenas escreveremos H, VV e W. De agora em diante, como a diferenca
ficard clara no contexto, serd usada a mesma notagdo para vetores em R? e escalares.
Denotaremos por (., .) o produto interno em L* ou (L?)?, por u um campo vetorial apesar
de 0 e w denotarem fungoes escalares. Indicaremos por ||.|[s» a norma em (W*F)? e
WeP. Além disso, (.,.) denota o produto de dualidade entre W'? e (1W'2)".

Mais ainda, para cada ¢ € (0,7") nés definimos

Q(t) = {r€Q:wxt)=1}, aregido sélida,
Qn(t) = {r€Q:0<w(x,t) <1}, aregido pastosa,
() = {ze€Q:w(xt)=0},aregido liquida,
Q(t) = Q) U(t), aregido ndo solida.
Assim, podemos escrever Qs = {(z,t) € Q : w(z,t) = 1} = {(x,t) : © € Q4(t)} e
Qmi = {(z,t) € Q : 0 <w(z,t) < 1} = {(z,t) : © € Qu(t)}. Veja que dessa forma, se
garantirmos a continuidade de w em (), entdo asseguramos que (),,,; serd um conjunto
aberto, o que é essencial para a interpretacdo do modelo. Como ficard mais claro posteri-
omente, escolheremos wy regular o suficiente para que €,,,;(0) = {z € Q: 0 < wp(z) < 1}
seja também um um conjunto aberto.
Neste capitulo faremos as seguintes hipéteses bésicas:
(A1) o C R*¢éum operador monétono maximal tal que a(0) > 0
cujo dominio é D(a) = [0, +00);
(A2) 3 C R?éum operador monétono maximal tal que 3(0) > 0
e D(F) = [0,1].
Como condi¢des iniciais tomaremos
(Ag) 0y € Wl’z;
(A4)  wy € W2
(A5)  wup € Hewuy=0em Q(0).
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Em primeiro lugar, note que wy € C(2), de modo que 2,,,;(0) é um aberto de R?. Mais
ainda, valem aqui algumas observagdes sobre as condi¢des iniciais para o campo de
velocidades u; para nés além da usual u, € H pedimos que uy, = 0 em €2,(0). Veja
que a ultima restricdo segue naturalmente da interpretacdo fisica que damos para o
comportamento do campo de velocidades na regido €2,(0). Em um certo sentido, esta é
apenas uma condigdo de compatibilidade com o fato de que esperamos u = 0 em €2,(¢).

Observacao 2.1.1. O leitor pode se perquntar por exemplos de campos ndo nulos ug satisfazendo
(AB), afinal a restrigdo ug = 0 em um subconjunto de ) evidentemente nio é trivial. Um caso
simples segue de quando consideramos algum Gy € H(€2,,,(0)) tal que supp 1y CC Q,,(0) de
forma que

) tig, em Q2,,(0)
‘T {O, em $25(0)
satifaz (A5). Outros casos podem ser mais complicados de se obter pois em geral dependerdo da
geometria de €2,,,,(0).
Como condigdes adicionais consideramos

(A6) f:R— R, félipschitziana;

(A7)  ¢:Q — R,guma funcdo que pertence a L*(0, T; L?);

(A8) K :[0,1) — R,K>0K¢cC(0,1)),K(0)=0,K'(x)>0e

lim K(z) = 4o0;

rz—1~

(A9)  Q C R’ A fronteira 2 é uma curva de classe C".

Recordamos também que nesse capitulo restringiremos a dimensdo N = 2.
Introduzimos a seguir um operador auxiliar que nos ajudard a obter algumas esti-
mativas de energia
v=a' CR?
tal que v é um operador monétono maximal com y(0) > 0. Além disso, consideraremos
I': R — [0, +o00] uma fungdo prépria, convexa e semi-continua inferiormente (s.c.i.) tal
que I'(0) = 0 e v é o subdiferencial de T, i.e.,

Il = . (2.1)
Analogamente, consideramos A : R — [0, +00] uma outra func¢do propria e convexa
s.c.i. com A(0) = 0 mas agora 3 é o subdiferencial de A, o que significa que OA =
(. Entdo, assumiremos as seguintes hipéteses auxiliares que serdo importantes para

podermos regularizar convenientemente os dados iniciais do problema A (veja o lema
2.2.1)

(A10)  A(wy) € LY
(A11)  3Iny € L* talque T'(0y + f(wo) + Awy — 1) € L
eny € f(wo) q.t.p. em €.

Terminada esta breve introdugdo, podemos enunciar o resultado principal do capitulo.
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Teorema 2.1.2. (teorema A) Nas hipdteses (A1)-(A11) existe uma quintupla (0, w,u,n,§) tal
que

6 c L=, T;WH nWh(0, T; L*) N L*(0, T; W*?), (2.2)
w € L0, T; W) n W20, T; WH?), w, € L>®(0,T; L?), (2.3)
w € L*0,T; V)N L>®0,T; H), (2.4)
£€ L™0,T;L* enc L>(0,T; L?), (2.5)
satisfazendo

t), (1)) — o) d -Vu, ¢) d Vu-Véd 2.6
(w(®).o0) = [ o) ds+ [ Vuo)ds+ [ Vu-vods 26)

+/0 (K (w)u, ) ds = /0 (€O, ¢) ds + (uo, 9(0)) g.t.p. t € (0,7,
O +w, — A0 +u-VO =g(x,t)q.tp em Q, (2.7)
w+&—Aw+n=0+ f(w)gtp.em  Q, (2.8)

para cada ¢ € L*(0,T;V (Qu(t))) N WH2(0,T; H(Qyu(t)) com suporte compacto contido em
Qi U Qi (0) U Qi (T'). Mais ainda,

€ € alw) g.t.p. em @, (2.9)

n € B(w) g.t.p. em @, (2.10)
u=0,00/0v=0w/0v=0 sobred§2 x (0,T), (2.11)
u=20 g.t.p. em Qs, (2.12)

0(.,0) = by, w(.,0) =wp g.t.p. em €, (2.13)
u(0) =up g.t.p. em Q,,(0). (2.14)

Observacao 2.1.3. Nos capitulos 2, 3 e 4, usaremos algumas vezes que se u € H, (veja pag.
10) entdo

/u'v¢¢=0, Vo e WP,
Q
desde que 1/r + 1/p + 1/p* < 1. Esse fato é consequéncia de que div u = 0 e é absolutamente

essencial no estudo de fluidos incompressiveis. Uma prova pode ser encontrada no apéndice
(veja lema 5.2.1, pdg. 125).

2.2 Problema auxiliar

Nesta sec¢do, consideraremos um problema auxiliar relacionado com o modelo A.
Este consiste em apenas duas das trés equagdes originais e ndo linearidades lipschitzia-
nas ao invés dos grafos monétonos. Mais precisamente, dados § > 0 e u € L*(0,7;V) N

35



L>(0,T"; H) consideramos o problema

00 +w? — A +u-VO = g(x,t) qtp.emQ, (2.15)

W) + as(Wl) — Aw’ + B5(w°) = 0° + f(w) q-.t.p. em @, (2.16)
00° /oy = 0w’ JOv =0 sobre 09 x (0,T), (2.17)

0°(.,0) =6, W°(.,0) = w) g-t.p. em €. (2.18)

Aqui ag, Bs, 98 e wg sdo ”"boas”aproximagdes de «, 3, ) e wy respectivamente, as quais
descreveremos agora. Em primeiro lugar, consideramos a; a seguinte aproximagao
monoénota maximal e lipschitziana de o

a5 = (75 +0I) 7, (2.19)

onde 75 é a aproximacdo de Yosida de y e I é a identidade (veja as definigdes 1.4.3, pag.
24,1.4.8, pag. 26 e o corolério 1.4.6, pag. 25)

E bem conhecido o fato de que existe uma funcéo prépria, convexa e s.c.i. I's natu-
ralmente associada a s,

s : R — [0, 00), tal que I'5 é Fréchet diferenciavel,
s =7e0<Ts(z)<TD(r)VzeR, (2.20)

(veja a definicdo de I', em (2.1) a proposigdo 1.4.15, pag. 28 e o coroldrio 1.4.16, pag. 28).
Em segundo lugar, 3; denotard a regularizagdo de Yosida de 3 e A; a fungdo prépria
e convexa s.c.i. correspondente com propriedades anédlogas as de (2.20). Observe que a
aproximagao para « é diferente das outras e um pouco mais complexa, no entanto, tal
escolha nos permite obter mais estimativas de energia (veja o lema 2.4.5).
Precisamos ainda introduzir as seguintes aproximagdes para os dados iniciais.

Lema 2.2.1. Sejam 6, € W'? wy € W22 e & = 0y + f(wo) — mo + Awy, onde ny €
B(wo) e T'(&) € LY. Existem £ € W22, 05 € W% e w) € W22 aproximagoes de &y, 0y, wo,
respectivamente e C' > 0, o0 qual ndo depende de 0 < 6 < 1, tais que, se § — 0:

/ rs(el) < / I (&), (2.21)

Q Q

/ As(wl) — / Awp), (2.22)
Q Q

& — & em L2, (2.23)
05 — 0y em WH2, (2.24)

W) — woem W e ||Aw)||2 < C, (2.25)
Bs(wh) = moem L* e ||Bs(wp) |2 < C. (2.26)

Dem. Para cada d, seja &) € W?? a tinica solugdo de

£ —0AL =&  em(,
& /0v =0 sobre 0.
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Facilmente prova-se que [[£)[|7. + 0[|V&ol|7:] < [[€ll7. e obtemos a (2.23). De fato, veja
que

160 — €% + 6 VEo 2 = / 5VE - Vs,
Q

e a afirmagdo segue. Mais ainda, (2.21) segue de (A11), da monotonicidade de 75 e da
definicdo de I's, por exemplo, veja Barbu [2] pag. 281-282.
Agora, seja w) € W22 a solugdo do seguinte problema.

w — Awf + Bs(wh) = =& + 0o + wo + f(wo) em (),
Owy/Ov =0 sobre 0.

A existéncia de w segue de Barbu [2], coroldrio 1.3 pag. 48 e a unicidade segue da
monotonicidade de (5 (lembre-se de que 35(0) = 0).

Observemos que a monotonicidade de 5 nos garante que 35 > 0. Dito isso, mul-
tiplicando a tltima equagdo por w), —Aw], fs(wy) e integrando por partes, obtemos
estimativas de energia as quais garantem a existéncia de w, € W*? e 7, € L? tais que
wy — Gp em W22 e Bs(wd) — 7o em L2, se § — 0.

Mais ainda, devido a unicidade de solugdo do problema (a unicidade vem do fato
de /3 ser um operador mondétono)

@ —Awg + 7o = —&o + 0o + f(wo) +wo  em O,
N € B(wo) € dwg/Ov =0 sobre 0f),

obtemos (2.25) e (2.26).
Para (2.24), basta definirmos 6] = 6y + wy — w}.
Por fim, temos que

[ e~ st

< / (185(0)] + 18s(w0)]) | — wo

(veja a definigdo 1.4.12, pag. 27). Logo, temos que

/Q As(wd) — Awn)| < / (185w + 1Bs(wo) ) — wol + / [As(wn) — Afwo)].

Entdo, a convergéncia (2.22) segue da definigdo de A;, (A10), (2.25) e (2.26).

O resultado principal desta se¢do é o seguinte.

Proposicdo 2.2.2. Dado § > 0, existe um tinico(6°, w°) tal que

6° € L>=(0,T; W) N L*(0, T; W**) n W0, T; L?);
W’ € L0, T; W2 n W0, T; W2, w? € L=(0,T; L?)

e a dupla (0°,w°) satisfaz as equagdes (2.15)-(2.16) g.t.p. em Q e as condicdes (2.17)-(2.18).
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A prova serd deixada para o fim da se¢do; antes enunciaremos e provaremos alguns
resultados preliminares.

2.3 Problema auxiliar aproximado

Consideremos inicialmente o parametro de discretizacdo 7,0 < 7 < 1e M € N, os
quais

Mr =T, (2.27)
Ao longo do trabalho escolheremos uma cota superior conveniente para 7 > 0 sendo
T2 . M+t
¥
0 T

Figura 2.1: Discretizagdo no tempo

que, por simplicidade de exposicdo, preferiremos ndo explicitd-la ja que o objetivo serd
tomar o limite 7 — 0.
Seja o seguinte esquema iterativo: dadas 6;,_; € W? e w;_; € W? encontrar

9,- € W2’2 ew; € W2’2

0s quais
o = 03, e wy = W, (2.28)
biZ by L Cim it N 40 = g, (2.29)
T T
Hio et _Twi_l + as (b _Twi_l) — Aw; + Bs(w;) = 0; + fw;), (2.30)
00;/0v = Ow; /Ov = 0 sobre 012, (2.31)

onde para u e g dadas definimos

1 T
g = —/ g(z,s) ds,

T Jr(i-1)
1 T

u; = —/ u(z, s) ds.
T Jr(i-1)

Ressaltamos que

IN

S el < 3 (/ T el ds)2

i=1 i=1 (i—1)

Sor( [ etz an)

1=1
||g||%2(07T;L2)7 seT < 1. (2.32)

IN

IN
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Aqui, 05 € W% e w) € W??2 sdo respectivamente aproximagdes de 6 e w, dadas pelo
lema 2.2.1, pag. 36.

Observacao 2.3.1. Observamos que para mostrar a existéncia de solugdo para este problema
discretizado serd necessdrio restringirmos em alguns momentos-chave o valor mdximo de 7. Res-
saltamos que, depois que alguma restrigdo for imposta, serd assumido para o resto do capitulo que
a restrigido mais severa serd a considerada.

Vale o seguinte resultado preliminar:

Proposigdo 2.3.2. Parai = 1,..., M sejam 0;_1 € W'? e w;_y € W?? dados. Se v > 0 for
suficientemente pequeno, existem 0; € W*? e w; € W32 satisfazendo (2.28)-(2.31).

Para provarmos a proposicdo 2.3.2, precisaremos de dois simples porém importantes
lemas. Suas provas seguem do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder e de estima-
tivas de energia bdsicas, andlogas a outras proposi¢des ao longo do texto. Ressaltamos
que no lema 2.3.4, exploraremos o fato de que o, e 35 sdo monétonas e lipschitzianas, o
que sera repetido exaustivamente em nosso trabalho.

Lema 2.3.3. Dados v,gew € L? u €V et > 0, existe uma iinica 6 € W>? tal que

9_U+U-V9—A9:g+$ g.t.p. em (),
%:0 sobre 0,
%

para cada T > 0.

Dem.

Usaremos o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Considere 0 < A < 1 e defina
a familia de operadores T : W'? — W2 onde T\ (0) = ¢ se, e somente se, ¢ é a solu¢do
da seguinte E.D.P.:

¢_U+)\U-V9—Agz5:g+g g.t.p. em €,
T T
%:0 sobre 0f2.
ov

Observe que se definirmos G = ¢ + w/7 — Au - VO + v/7, entdo G, € L9, para cada
1 < g < 2, poisu € V. De fato, lembre que como N = 2, pelo teorema de imersao
de Sobolev W'? — [P se 1l < p < +oo. Considere entdo 1 < ¢ < 2 e r tais que
¢ =2q/(2—q) <r < +o0. Assim,

+-<1

=S IR
\Cl e

Logo para cada 1 < ¢ < 2 temos

/Q|u-ve|q gc(/ﬂ\uy‘)q/r(/ﬂ\ve|2)q/z.

39



Se fixarmos 1 < ¢ < 2, existe um tinico ¢ € W?24 solucdo da E.D.P. se 7 > 0 for sufici-
entemente pequeno (veja Grisvard [26] teorema 2.4.1.3 pag.112), de forma que T} estd
bem definida.

Agora, para i) € W1 tal que

% —AY=—-u-VO qtp.em¢(, (2.33)
8_¢ =0 sobre 012,
ov

temos que
[llw=e < C(r)Ju- Voo < C)ull’sy [VOIIZ.,

entdo, o operador 7 é continuo. Entretanto, se escolhermos ¢ de forma que 2 < ¢~,
temos que a seguinte imersdo é compacta W27 <—— W2 Assim, ja que

TL(W'2) — W,

entdo 7 é compacto.

Prosseguindo, da equacdo (2.33) vemos que a restri¢cdo de 7 a um subconjunto li-
mitado de W'? é uniformemente continua em A e é trivial que a solugdo de Ty(0) = ¢ é
unica. Mais ainda, existe C' > 0 tal que se ¢ € W'? o qual T\¢ = ¢, entdo ||¢|y1.2 < C.
De fato, considerando

$+)\u.v¢_A¢:g+§ q.t.p. em €,
% =0 sobre 09,
ov

e multiplicando por ¢ obtemos que
I8llwrz < C()(Igllze + llwlZe + v][72).

Segue entdo do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, que existe § € W' tal que
T:(0) = 0. Pela regularidade da equagdo, # € W?4. A unicidade é consequéncia da
linearidade da equacéo.
Por fim, como
W2 W > 1,

entdo u - VO € L? e por um argumento do tipo bootstraping 6 € W2 O

Lema 2.3.4. Para cadav € W2 e f : R — R, f Lipschitz, existe uma tinica w € W32 tal que

w ; vy as (wT_U) — Aw + f5(w) = f(w) g.t.p. em Q, (2.34)

8_w =0  sobre 05).
ov

40



Dem.
Seja Ty : L* — L*talque 0 < A < 1 e Thw = ¢ se, e somente se,

s+ 2 (1) - s - as( ) arpeema @39
% =0  sobre 0f).
ov

Primeiramente vejamos as hipéteses do teorema do ponto fixo de Leray-Schauder
que nesse caso sdo mais simples de serem verificadas. Como f(w)— fs(w) — s ((w—v)/7)
é lipschitziana e w € L?, segue que T) estd bem definido, é continuo com respeito a w
para 0 < A < 1, uniformemente continuo com respeito a A paraw € A C L?, A limitado.
Além disso, é claro que 7j(w) = ¢ tem uma tnica solugdo e que 7 é compacto, pois
T(L?) — W22,

Agora, considere w um ponto fixo de 7. Multiplique a equagdo (2.35) por (w — v)/T
e obtenha

1 1 — —
IVl + ol < 3 [ @) (250) = a [ ) (250

1 2
+ oIVl + ol

Entretanto, pela defini¢do de 35 e A; temos que

2 (4560) — 4a(0)) = )

-
Entédo, denotando por C(f) a constante de Lipschitz associada a f, segue que

1 1 3C(f) A
9l + (5 = 2o ol + [ 2t

W —v

) e As(z) >0,V € R.

272 27
1 2 AC(f) A
< — 22 —_ 4+ —= 22 — .
< 9ol + (S 25 ol + [ 20000

Tomando 7 > 0 suficientemente pequeno,
llffyrz < C(T)lvlline < C.
Dessa forma, mais uma vez pelo teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, existe
w € L*tal que T (w) = w.

Mais ainda, pela regularidade eliptica da equacdo (2.35), segue que w € W32,
Para a unicidade, sejam w; e w, solugdes de (2.34) e w = w; — w,. Subtraindo-se a
equagdo determinada por w; daquela determinada por w; obtemos que:

w2 as( 220 < (20 ) - )
= [(w1) = f(wa).
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Entdo multiplicando a tltima equagdo por w,

1
[Velze + —lwlz= < / (f(wr) = f(w2))w < CllwllZz,

Q

De forma que para 7 > 0 suficientemente pequeno, concluimos que w = 0 q.t.p. em Q. O

Prova da proposic¢ao 2.3.2

A estratégia consistira na escolha de um operador conveniente 7" e depois no estudo
de seus pontos fixos. Primeiramente, considere w; € L? e fixe w; = wy, wy € L?, em
(2.29). Entdo, pelo lema (2.3.3), existe uma tnica 0; € W?%? satisfazendo (2.29). Agora,
tome 6, = 6, na equagdo (2.30). Pelo lema (2.3.4), existe uma tnica w; satisfazendo
(2.30). Definimos entao,

T:L*— L%
T(w f) = wy.
Afirmamos que 7' é uma contragdo. De fato, considere wy, e wy,, além dos 6;,’s asso-

ciados. Sejam w = wy, — wy, e 8 = 0, — 0;,. Tomando as diferencas em (2.29) segue

que

O e NG u-VO=0.
T T

Multiplicando por 6 temos que
19122 < [lwf]zz- (2.36)

Agora, considere wy, associado a wy, e seja w = Wy, —wy,. Tomando a diferenca em (2.30)
e multiplicando-a por w obtemos que

Vol + lelie < [ a6+ f(@5) - f@n) 2.37)
Q
<

(
= (

B 1
+C ) ol + el

N — N

+c) @022 + ]l

onde usamos a desigualdade (2.36) e que

<a5 (@) o (@) ) (@, — @) >0,

(B5(@5) = Bs(@p.)) (@p, — @p,) 2 0
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pois a; e 35 sdo mondtonas. Considerando 0 < 7 < 2/(5 + 2C'), segue de (2.37) que

1
12 2
@72 < Sllwllza-
2
Portanto, 7' é uma contragdo e entdo pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe uma
unica w; € L?, a qual na realidade pertence a W?*? pela construgdo de T e T'(w;) = w;.
Por fim, consideramos 6; como a tnica 6; € W?? associada a w;.

O

2.4 Funcgdes auxiliares e estimativas de energia discretas

| D
<

L] L] : : : >

P T
T

Figura 2.2: Gréfico de 6, e 0,

Introduziremos um pouco de notacdo e estabeleceremos estimativas de energia dis-
cretas. Para cada 7 > 0 fixado, associamos aos elementos 6y, 61, ..., 0, dados pela
proposicao 2.3.2, as seguintes fungdes aproximadas:

Definic¢ao 2.4.1.
0,:00,T] — W>2,
6,

t)=0;,(i —1)7<t<ir,i=0,.. M,
0,:0,T] — W2,

0,(t) = <M> t—0G—1)7)+6;q, (-7 <t<iri=1,..,M.

T

A derivada temporal de 0, serd denotada por 0'. Definimos analogamente w., @, e &.. Além
disso, também definimos aproximagdes de g e u. Dadas as fungbes g € L*(0,T;L*) e u €
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L?(0,T;V), escolhemos

<9

ef 1 [T :
g-(x,t) = gi(t) e —/ g(.,s)dsonde (i — )7 <t <ir,
(i—1)7

sendo que definimos w. de forma andloga.
Vale o seguinte resultado.

Lema 2.4.2. Sejam g, g,, u e u, como antes. Entdo se 7 — 0, g, — g em L*(0,T;L?) e
u, — wem L*(0,T; V).

Dem. Suponha inicialmente que g € C([0,77]; L?). Dado € > 0, seja 6 > 0 tal que para
cada s e t os quais |t — s| < § temos ||g(t) — g(s)||3. < e. Como

T 1/2
lo(6) = g0 < 7 JIALCE o0

segue que para 7 <

/( l9(t) — gr (6)]22 dt < /( / l9(5) — gD dsdt < er.
217' zl

Assim o resultado é valido para g € C([0,T7; L?). Se]a entdo a sequéncia {g,} C C([0,77]; L?)
tal que g, — g em L?(0,T; L?). Veja que ||(gn)r — g-[lz2 — 0 se n — oo, uniformemente
em 7 > 0. De fato,

M i 2
e = oelfsoray = D07 / gu(s) — g(s)ds
(i—1)7 L2
M 1T
<3 / | la(5) = o)l
= ||gn g||L20TL2)

Prosseguindo, dado € > 0 seja ng tal que

1Gno — g||L2(0,T;L2) + [1(gno )~ — gTHLz(O,T;Lz) <e/2.
Depois, considere §, > 0 tal que se 7 < &y, entdo ||gn, — (gno)r|l200102) < €/2.
Segue que,
19 = grllzzrizzy < Ngno = 9l + 11(gno)r = grll + llgno = (gno)-
< €,

onde na desigualdade acima ||.|| denota ||.||z2(0,7;12)-
A prova do resultado para u é analoga.
O

Com essas ferramentas obtemos as estimativas de energia que precisamos para en-
contrar uma solugdo para o problema A.
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2.4.1 Estimativas de energia discretas

Provemos algumas estimativas a priori para 6, 0., w, e, as quais ndo dependem
de 7 e, em geral, nem de § > 0.

Lema 2.4.3. Existe C' > 0, a qual ndo depende de T > 0e § > 0, tal que:

o7l 20,y < C, (2.38)
|wr |z rwr2y < C, (2.39)
||97'||L2(0,T;W172) < C, (2.40)
10| oo 0,522y < C. (2.41)

Dem. Primeiramente, seja a soma w; dos dois lados de (2.30). Entdo, multipliquemos
o resultado por (w; —w;_1)/7, usemos a definicao de A; (veja (2.20), pag. 36 e a definigdo
1.4.8, pag. 26) para obter

! Wi — Wj— 2 1
o=l = llocal ) + 2222 2 S (V= Py
2T -y
: i Wi—

2 [ A = M) < [ ko S EEE22,
T Ja ; =

onde tambem usamos que «;5(0) = 0 e a monotonicidade de a5 (veja a definicao 1.4.2,
pag. 24 e a proposicdo 1.4.9 (i), pag. 26).
Logo, pela desigualdade de Young,

2

1 W; — Wi—1 1
(ol = oialBa) + (1= | 2222 1Vl — 90 s
L2
1 1 C
2 Blo) = AsGwrn) < 510 + gl

para algum € > 0 suficientemente pequeno.
Somando a expressdo acima para i de 1 até m < M, onde M = T'/7 (veja a figura 3.1
pég. 38), obtemos que

m

1
Sleoml3e + (1= ) > 7

1

2

W; — Wi— 1

et +§||wm||12+/A5(wm>
Q

L2
< 0+ D Tl + IV 2+ [ As(wd) + o2
= illL2 ill L2 ollL2 0\ ollr2
1 2€ 1 2€ o)
(2.42)

Prosseguindo, lembre-se de que

Q
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veja a observagao 2.1.3, pag. 35.
Dai, multiplicando (2.29) por 6;, usando a desigualdade de Young e somando as
equagOes resultantes para i de 1 até m < M (veja (2.27), pag. 38), M =T/7 , segue que

- 1 =7 T 1
SO rIVOIE: + g0l < 35 Ll + 3 Zt3s (e + 1)
1 1 € 1 €

€ W; — W 2 1
i Wi—1
TSIk = )
1 L2
m 2
T 9 1 € Wi — Wi—1 s s
< §||9iHL2<€+E) —1—521:7' — L2+C’(g,90,w0)

1 | = @i ||
%||9i||iz(e+z)+ngw +C, (2.43)

1

T L2
onde usamos a escolha de g; (veja (2.32), pdg. 38), mais o lema 2.2.1, pag. 36, para
retirarmos a dependéncia de C' dos dados iniciais aproximados.

Entdo fixando-se ¢ = 1/4 em (2.42), ¢ = 1/2 em (2.43) e somando as duas desigual-
dades

m 2
1 Z W; — Wi—1
J— ’7— e —
2 - T 12
m m

<O lwillfrs +CD Tll6:3 + C, ¥m < M =T/7.
1 1

1 - 1
+ §||me%V1,2 + TV 13 + 5||(9m||i2 (2.44)
1

Assim, para 7 > 0 suficientemente pequeno, porém independente de § > 0

t t
o (8) e + 110, (DI < C / lworlZns + C / 16,2 +C, (245)

Entdo (2.39) e (2.41) seguem da equacgdo (2.45) e do lema de Gronwall (ver o lema
5.1.1, pag. 123). Por fim, (2.38) e (2.40) seguem de (2.44), (2.39) e (2.41). O

Lema 2.4.4. Existe C' > 0, 0 qual ndo depende de T > 0 nem de 6 > 0, tal que:

10-[| 20,722 < Clu), (2.46)
107201502y < Clu), (2.47)
10- ]| Loe 0. w12y < Clu). (2.48)

onde C(u) = C(H“Hi‘*(O,T;L‘l))'

Dem.
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Multipicando (2.29) por —A#;, usando a desigualdade de Holder e somando as equagdes
resultantes para i de 1 até m < M temos que

m

1 1 m 1 m
SIVOnlie + (=6 Y rlA6IT: < = rlalli+ 5D 7
1 1

1

W; — Wi—1
T

L2

o 1
+ ZT||A9i||L2||V9i||L4||ui||L4 + §||V98||%z-
1

Entdo, pela estimativa (2.38), a definicdo de g;, a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
em dimensdo 2 e a desigualdade de Young, encontramos C' > 0, o qual ndo depende de
7> 0nem de d > 0, tal que

m m

1 C
IVOnlz: + (1 —¢) Y Tlabiz < O+ 1 > Tluillza 6l
1 1

30t/ &
i
1

Observe que usamos mais uma vez o lema 2.2.1 para o controle do termo associado com
a aproximacao do dado inicial (63) e a definigdo de g; (veja (2.32), pag. 38).
Assim, para qualquer m € N, o qual m < M = T'/7 (veja (2.27), pag. 38), vale que

m m
10m sz + D 7llO:llF2e < C+C Y rlhuallzallbllfyae,
1 1

para € > 0 suficientemente pequeno. Entretanto, pela desigualdade de Gagliardo-

Nirenberg
M

E:THWH%4 < ||U||2Lo<>(o,T;L2)HUH%2(0,T;W1»2) < too. (2.49)
1

Entdo, podemos escolher 7 > 0 suficientemente pequeno, independentemente de ¢ > 0,
de forma que pelo lema de Gronwall

t
-6 s+ [ Norlfes < COSEST,
0

C > 0 dependendo de ||u||71( 1. 4) (ver olema 5.1.2, pdg. 124). Pela tltima desigualdade
seguem (2.46) e (2.48).

Analogamente, multiplicando (2.29) por (6; — 6,_1)/7, somando as equagdes resul-
tantes e usando as desigualdades de Gagliardo-Nirenberg, i.e.,

0; — 0;—
/Q i+ V== < Clusl| ol VO 26l 165 — 6i1) /72
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mais as desigualdades de Holder e Young obtemos que

m

0; —9,
||ve 7.+ (L—¢) :

1 L2

- 2
w; — W;—
< O+ Tl + €Y A
1 1

L2

T

e novamente para 7 > 0 suficientemente pequeno, usando as tltimas estimativas, obte-
mos (2.47). O

Lema 2.4.5. Existem C' > 0 e Cy > 0, ambos independentes de T > 0, 0s quais

|97 2202y < Clu), (2.50)
@ ooz < Clu), (2.51)
|wr o2y < Ci(u,9). (2.52)

onde C'(u) = (||u||L4 0T L4) ) ndo depende de § > 0 e Cy(u,0) = Cl(||u||‘i4(07T;L4), J).

Dem. Consideremos a equacdo (2.30) para o indice i — 1, tomemos sua diferenca da
equacgao (2.30) para ¢ e entdo multipliquemos a equagdo resultante por (w; — w;_1)/7.
Como f é lipschitziana e 3; é mondtona (veja a definicdo 1.4.2, pag. 24 e a proposigao

1.4.9 (i), pag. 26), temos que
‘ Vw; — Vw4 ? / Wi — Wi—1 (wz’ — Wi-1
T||————— +
T 2 Q T T
Wil T Wi ¥ as (wz’ - wi—l) — s (wi—l - wi—2)) (2.53)
T T

0; — 01|

T

+ Cr

L2

73
Por simplicidade, denotemos ¢; = as((w; — w;_1)/7) parai > 1e & = £ como no
lema 2.2.1, pag. 36. Segue de (2.19) pag. 36 que V5(&;) + 0§; = (w; — w;_1)/7 e entdo

[rste) - [rateen < [ (2222 - 06 - 6o .59

Dessa forma, combinando (2.53), (2.54) e somando as desigualdades resultantes para
1=2,....,m < M, segue que

2

Vw, Vw, ) 1wy, — Wye
[ rsten) RS
o . L2 5 ) 5 L2 (2.55)
w W w1, — W
S/R%D+T—i——i sl + 5 =) .
Q L2 2 2 2
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Para estimarmos o lado direito de (2.55), considere (2.30) para i = 1, some e subtraia
09, Awg, f(wo) nesta equacdo e entdo multiplique o resultado por (w; — w))/7. Assim,

5 5 § 5
w1 —wy (w1 — wy w1 — W Vw; — Vg
+ as + 7| —

9 T T T T

wl_wg 5 5 5 91—98 2
b [ DA+ o) — fon) — 8]) < 7| P
Q

2

5 ol (2.56)
1+ 7O\ 0
L2

T L2

Pelas escolhas de wj e 6] no lema 2.2.1, temos
£ = Awp — Bs(wp) + 05 + f(wo).

Além disso,

) —wg )
[ st - [ ra@h+ Stk < [ A Re -+l @

T

entdo usando (2.56), (2.57), os lemas 2.4.3 e 2.4.4, segue que

Wi — w2
/7| ! 2 0| —|—/F5(§1)+T
Q T Q

Vw = Vb ||* | 9
=2+ o]l (258)

L2

J
< [ Taled) + IR + C.
Q
Dessa forma, por (2.55), (2.58) e pelo lema 2.2.1, obtemos que

o7 [ 22wy < O |z~ o) < C

Q

onde mais uma vez C' depende de v mas ndo de 7 > 0 nem de § > 0, o que prova
(2.50)-(2.51). Usando estas desigualdades, a equacdo (2.30) e o fato de que «; e 35 sdo
lipschitzianas, temos que

| Awr || Lo 0,1;02) <

¢
4]
e usando (2.39), provamos (2.52). O

Com os lemas 2.4.3, 2.4.4 e 2.4.5, estamos aptos a provar o préoximo resultado sobre
convergéncias das aproximacoes 0,0, w, e w..
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Proposigao 2.4.6. Dado § > 0, existem 6° e w° tais que, a menos de subsequéncias, se T — 0

0,0, — 6 em C([0,T);L?), (2.60)
6, — 0 em L*(0,T;Wh?), (2.61)
0, =6 em L*0,T;W>?), (2.62)
6, >0 em L>®(0,T;Wh?), (2.63)
0. —~ 6 em L*0,T;L%), (2.64)
wr, @y — W’ em C([0,T]; Wh?), (2.65)
wy =W’ em L™(0,T;W>?), (2.66)
ol =W em L*0,T;Wh?), (2.67)
ol S W em L®(0,T; L), (2.68)

Dem. Primeiramente, afirmamos que:

0, —0, — 0, emL>(0,T;L*) se 7 — 0, (2.69)
wy —w, — 0,em L>®(0,T;W"*) se 7 — 0. (2.70)

De fato, observe que segue diretamente da definigdo 2.4.1, pag. 43 que (veja a figura 2.4,
pag. 43)
|wr = @[l oo w2y = 122}1@ |wi — wiil[wre.

Note também que

W; — W1 = / (wi —wi—1)/T
(

i—1)r

e entdo usando a desigualdade (2.50) mais a desigualdade de Holder, obtemos (2.70).
Para (2.69) basta procedermos de forma andloga via a desigualdade (2.47).

Prosseguindo, de (2.52) e da definigdo de w. temos que ||y || o (07w 22) < C. Combi-
nando isto com (2.50), (2.70) e o teorema 1.5.1, pag. 29, provamos (2.65).

Analogamente, para mostrarmos a validade de (2.60) combinamos (2.47), (2.48) e
(2.69) com o teorema 1.5.1. Para (2.61), combinamos (2.46) e (2.47) com o mesmo teo-
rema.

Por fim, (2.62), segue de (2.46), pag. 46; (2.63), de (2.48), pag. 46; (2.64), de (2.47),
pag. 46; (2.66), de (2.52), pag. 48; (2.67), de (2.50), pag. 48; (2.68), de (2.51), pag. 48. O

Com estas convergéncias, temos em maos material suficiente para a prova da existéncia
de solugdo para o problema auxiliar.
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Prova da proposic¢ao 2.2.2

Observe que segue da proposigdo 2.3.2 e da definigdo 2.4.1 que podemos reescrever
o problema A discretizado (2.29)-(2.31) na seguinte forma,

0+, — A0, +uy - VO, = g-(x,t) q.t.p. em @, (2.71)
WO+ as(Wl) — AwT + Bs(wr) = 0. + f(w:) q.t.p. em @, (2.72)
90, /0v = 00, /0v = 0w, /Ov = 0w, /v =0 sobre I x (0,T),
0°(.,0) =65, W°(.,0) = w) q-.t.p. em €.

Provaremos primeiramente a existéncia de solu¢do para o problema dado pelas
equagdes (2.15)-(2.16). Lembre-se que «; € lipschitziana, de forma que por (2.51) existe
¢ € L>®(0,T; L% tal que se 7 — 0, as(@.) = &% em L>(0,T; L?). Entdo, pela proposicdo
2.4.6, fazendo 7 — 0 em (2.71) e (2.72), temos que (#°,w’) satisfaz as equacdes (2.15),
(2.17), (2.18) e

Wl + & — AW’ + B5(w°) = 0° + f(w’) qt.p. em Q,

onde Bs(w;) — Bs(w’) em L>(0,T; L?) se T — 0.
A seguir usaremos argumentos de monotonicidade. Observe que combinando as
convergeéncias (2.60), (2.65) e (2.67) segue que

T T
lim Sup/ (97 + f(wT> - (D;— + Awﬂ' - 65(("}7')7 (D;—) < / (557 w?)
0 0

T—0

onde é essencial observar que utilizamos as convergéncias de “ordem superior”(cf. a
proposi¢do 2.4.6). Entdo, pelo teorema 1.4.11, pag. 27 segue que £ = a;s(w?) q.t.p. em Q.

Vejamos agora, a unicidade. Sejam (62, wk) parak = 1 2 solugdes do modelo auxiliar
(2.15)-(2.18), pag. 36 e fixe #° = 0] — 63 e w° = w! — w). Tomando as diferengas entre
(2.15) parak =1,2e multiplicando a 1gualdade resultante por 6° obtemos que

1 €
% 101172 0.0:22) + 5 o7 172 0,1:22)> (2.73)

1
SOOIz + VO 20,502 <
onde € > 0 serd escolhido futuramente.
Prosseguindo, mais uma vez tome as diferencas em (2.15) para k = 1,2, mas agora
multiplique o resultado por ¢. Entdo pelas desigualdades de Young e de Gagliardo-
Nirenberg temos

1—e¢
TH@inz(o,t;Lz —HV@5 ||Lz

—_

2.74
2 E 96 2 veé ( )
< Slwtllzeoez + 710N 2amwea) + || 121 VE° 172
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Prosseguindo, tomamos a diferenca em (2.15) e multiplicamos o resultado por w°

para obter

1+¢€
2¢

1 €
S O <S8 2q0c) +

1
’|W5H%2(o,t;L2) + §HV96||2L2(0¢;L2) (2.75)

1 € c [
+ IV sy + 10 w5 [ Wl P01
Na sequéncia, tome a diferenca em (2.16), pag. 36 e multiplique o resultado por w;

de forma que

1 1 €
walliz(o,t;m+§!|Vw5(t)!|iz < 2—6||95||2Lz(o,t;m>+§I|wfl|i2(o,t;m

1 t
; (C+—)//\w5uwf|,
5) ) Jo

e entao

(1_2_0@6

1
3Vl + IV @76)

1 C(5)

i”‘g&H%%O,t;L% + 7||W5||%2(0,t;m)-
No entanto, devido a regularidade parabdlica da equagéo (2.15) temos que

||95||2L2(0,t;W272) < CHWEH%?(o,t;L?)» C= C(H“Hi‘*(o,gﬁ)) > 0.
Entdo, somando as desigualdades (2.73)-(2.76) obtemos que

1 1
5 (19O + 1Ol ) + G = e

e C(d)e
+<1 5T >||Wf||2L2(o,t;L2)

t
1+e+Clu)e
< C/ @+ [l 2) (1852 + w0 [[512) + — o 1320 4.2
0

Portanto, se € = ¢(u, ) > 0 for suficientemente pequeno, pelo lema de Gronwall
0’ =w’ =0qtp. emQ

completando a prova da proposigdo 2.2.2. O
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2.5 Um problema aproximado

Nesta secdo, consideraremos uma regularizagdo conveniente do problema A. A ideia
consiste em modificar a equagdo do campo de velocidades (F4), pag. 31, de forma que
ela seja vélida em todo dominio () e, a0 mesmo tempo, considerar regulariza¢des dos
grafos monétonos «a(.) e §(.). Para tanto, introduzimos um pequeno parametro 6 > 0
e entdo substituimos o termo de Carman-Kozeny em (#4) por uma familia de funcoes
suaves e limitadas Kj, extensdes de K e que convergem para K em algum sentido.
Além disso, trocamos «(.) e 3(.) em (C4) por suas regulariza¢des de ordem 6 > 0, a(.)
e (5(.), dadas na segdo anterior. Desse modo, transformamos o problema de fronteira
livre original com operadores monétonos maximais em uma familia de problemas de
contorno mais amigéveis, apesar de ndo tdo simples, agora com funcdes lipschitzianas
ao invés de operadores monotdnicos. Mais precisamente, dado § > 0, procuramos por

0° € L0, T; W) N L*(0, T; W*%) n W20, T; L?), (2.77)
W’ € L0, T; WA n W20, T; Wh?), w? € L=(0,T; L?), (2.78)
u’ € L0, T; V)N L0, T; H) n W20, T; V"), (2.79)
tais que
%(ué, }) + (Vul, V) + (v - Vul, ¢) + (Ks(w’)u’, p) (2.80)
=(CO.P) VoV 0<t<T,
00 +wl — A +u’ -V = g(x,t) qtp.em Q, (2.81)
Wl + as(wl) — AW’ + B5(w’) = 0° + f(°) q.t.p.em Q, (2.82)
00° oy = 0w’ JOv = 0 sobre 90 x (0,T), (2.83)
0°(.,0) =65, W°(.,0) = w) g.t.p. em Q, (2.84)
u’(.,0) = ug q.t.p. em Q, (2.85)

onde 6 € W12, wd € W22 sdo dados pelo lema 2.2.1 e ug € H, ug = 0 em ,(0).
Mais ainda, definimos Ks(.) = K..;(h(.) — 0) onde

K(z) x>0,
Kep(x) = {07 £ <0. (2.86)
e
-1, z< -1,
hz)=<z, —-l1<z<l, (2.87)
1, x> 1.
Observe que
h é uma fungdo lipschitziana,
Kl @) < C(6) e para A €C (=00, 1), [Kslze(a) < C(A) ¥ > 0
e K5(1) — +o0, se d — 0. (2.88)
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Primeiramente, obteremos estimativas a priori para o sistema (2.80)-(2.85).

Lema 2.5.1. (Estimativas a priori) Sejam (6°,w°, u®) satisfazendo (2.77)-(2.79) e (2.80)-(2.85).
Entdo, existem C' > 0 e Cy > 0, ambas independentes de 6 > 0, tais que:

||96||L°°(0,T;L2) <C, ||96||L2(0,T;W272) <y, ||96||LW(O7T;W1,2) <y, (2.89)
16 | z20m02) < Ch, (2.90)

[ || L 0,mw22) < Ch (2.91)

W) |20 w2y < Ch, (2.92)

! || e riz2y) < Ch, (2.93)

1€ L 022y < O [1Bs(w®) |l Loz < Ch, (2.94)

onde & = as(wf) e Cy = Cy(u) é limitada por |u®|| L4, 7.4

Observacao 2.5.2. A primeira estimativa em (2.89), que pode parecer redundante, serd impor-
tante no lema 2.6.1 e no coroldrio 2.6.2 na obtengdo de uma estimativa para 6 a qual ndo dependa
de u.

Dem.

Tome 6 > 0 suficientemente pequeno. Da proposigdo 2.4.6, pag. 49 combinada com
os lemas 2.4.3-2.4.5, pags. 45-48, obtemos (2.89)-(2.90) e (2.92)-(2.93).

Prosseguindo, veja que pela propria equagdo (2.82),

(Bs(w?) — Aw®), € L*(0,T; (W2, (2.95)

Assim,por um lado, temos que

/ <ﬁé Awt,a(; wt +wt> / (B5(w thaé(wt)+wt)
/ (Vw?, os(w?)Vw? 4+ Vwd) > 0,
0
pois as(.) e B5(.) sdo monotdnicos.

Por outro lado, multiplicando-se (2.82) por (s(w’) — Aw®), e integrando-se por partes
em t obtemos

1
T ) — B < 10+ S mmay + [ 3108+ S
+ [ 3 Az + o < [ 5N - Bl + O

onde usamos o lema 2.2.1, pdg. 36, as estimativas (2.90) e (2.92), pags. 54 e 54. Entdo,
pelo lema de Gronwall e pela monotocidade (;(.), segue que

||56(W6)||%oo(o,T;L2) + ||AW6||%00(0,T;L2) < Ch. (2.96)
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Combinando (2.96) com a equacdo (2.82) prova-se (2.94).
Por fim, (2.91) segue de (2.39), pag. 45, e (2.96).

Assim, estamos aptos a provar o seguinte resultado.
Proposigao 2.5.3. Considere 03 € W2, wl € W22 dados pelo lema 2.2.1 e ug € H. Sejam s
a aproximagdo definida em (2.19), pdg. 36, 35(.) a regularizagdo de Yosida de (3(.) e K5(.) como
em (2.87). Existe (65, ws, us) solugdo para o problema aproximado, i.e., satisfazendo as condigoes
(2.77)-(2.79) e as equagdes (2.80)-(2.85).

Prova da proposicao 2.5.3

Aqui seguiremos as ideias bdsicas de Planas e Boldrini em [42], entretanto veremos
que algumas novas complicac¢Oes técnicas aparecerdo devido ao fato de termos néao li-
nearidades mais dificeis de se tratar para a equacdo do campo de fase. Construiremos
um operador conveniente 7, de modo que seus pontos fixos, obtidos via o belissimo
teorema do ponto fixo de Leray-Schauder, serdo as fun¢des desejadas.

Sejam 0 < X < 1 e o espago (de Hilbert) E = L*(0,T; H) x L*(0,T; L*) x L*(0,T; L?).
Considere u € L*(0,T;V) N L>(0,T; H) N W2(0,T; V') a tinica solugdo de

%(a, P) + (Vu, Vo) + (u- Vi, o) + AN Ks(w)u, ¢) (2.97)
=ANCO,0)VoeV, 0<t<T,
u(.,0) = up em Q,
onde (¢,w,u) € E sdo dados.
Dai, seja (¢, w) a tinica solugdo de
Oy + @, — A+ 1 -VO = g(z,t) q.tp. emQ, (2.98)
W+ as(@r) — A + B5(@0) = 0 + f(©) g-t.p. em Q, (2.99)

00/0v = 0w/0v =0 sobre 9 x (0,T),
0(.,0) =6, @(.,0) = wf g-.t.p. em €,
de forma que pela proposi¢do 2.2.2,0 € W'2(0,T; L?) e € W'2(0,T; W'?). Com esse
processo, podemos definir 7 : £ — E por 1)(0,w,u) = (0, @, u).

Como primeiro passo para o uso desse teorema do ponto fixo, obteremos estimativas
de energia uniformes para os pontos fixos 7}, i.e., provaremos que existe C' > 0 a qual
ndo depende de ), §, w nem v, onde ||(6,w,u)||g < C para cada ponto fixo de 7 em E.
De fato, considere (0,w, u) € E tal que 7)(0,w,u) = (0, w, u). Fixando-se ¢ = v em (2.97),
pag. 55, temos que

1 t t
SIu(t) 2 + Vel 3oy < € / IO + / lu(®) % + C.
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Entdo, usando a primeira desigualdade de (2.89) no lema 2.5.1 (veja a observagao 2.5.2,
pég. 54) e o lema de Gronwall segue que

HUH%OO(O,T;H) + ||u||2L2(O,T;V) <C.

A partir de (2.89) e (2.91) obtemos que ||(0,w, u)|r < C, como desejdvamos.

A seguir, provaremos a continuidade e compacidade de 7, em £, ambas com a ajuda
do seguinte lema auxiliar.

Lema 2.5.4. (Continuidade fraca do problema auxiliar) Sejam u e u,, em L*(0,T; V)NL>(0,T; H)
tais que

u, — wem L*(0,T;V)sen — +oo,
u, — wem L(0,T;H)sen — +oo.

Considere (0,,,w,,) a tinica solugdo de

(On) + (wn)e — AO, + uy, - VO, = g(x,t) em Q, (2.100)

(@Wn )i + as((Wn)i) — Awy + Bs(wn) = 0n + flwn) em @, (2.101)
00,,/0v = Ow,,/Ov =0 sobre 02 x (0,7, (2.102)

0,(.,0) =605, wn(.,0) = w em Q. (2.103)

com (0,w) definida de forma andloga. Entdo, se n — 400

0, — 0, em C([0,T]; L%,
wy — w, em C([0,T);Wh?).

Dem.
Sabemos pelo lema 2.5.1, pag. 54, que existe C' > 0 tal que

< C(||un||L4 0TL4)
H(Wn)tHLOO(O,T;LQ) + ||wnHL°°(O,T;WQ’Q)OWLQ(O,T;W1’2) < C(HunHL4 0,T;L* )
s ((wn)e) |l = o,r522) + 185 (wi)llLeorizzy < C(lunllraomrey).  (2.104)

105l L2(0,7;w22)n 00 (0, 7;W1-2) w120, 7 12)

Além disso, pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg para N = 2 temos

T T
lanlbaozine = / lun4s < / et 1Vt 22 (2.105)
< HunHZLOO(O,T;H)HUTLH%?(O,T;WW) <C.

Combinando as estimativas (2.104) e (2.105) com o lema de Aubin-Lions (teorema 1.5.1,
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pag. 29), concluimos que existe (¢, w) tal que se n — +o00

0, — Oem L*(0,T; W) e C([0,T]; L*),
(0n): 0, em L*(0,T; L?),
Wn w em L*(0,T;W?**) e C([0,T); Wh?),
(wn)s w; em L*(0,T; Wh?),
(wn)¢ wyem L>(0,T; L?),
as((wn)e) ¢ em L(0,T5 L?),

L

Ll

L |

(2.106)

a menos de subsequéncias.
Tomando o limite nas equagdes (2.100)-(2.103) temos que

O +w — A0 +u-VO =g(x,t) em (),

wi+ € — Aw+ f5(w) =0 + f(w) em @,
00/0v = Ow/0v =0 sobre 052 x (0,7,

0(.,0) =65, w(.,0)=uw] em Q.

De forma inteiramente andloga a que fizemos na prova da proposicdo 2.2.2, na parte
onde usamos argumentos de monotonicidade (veja o tltimo pardgrafo da pag. 51),
concluimos que § = as(w;) q.t.p. em Q.

|

Para provarmos a continuidade de 7} suponhamos que (6,,, wy,, u,) — (6, w,u) em E
e denotemos (0,,,@,, ) = T\(0,, wn, uy,), ie., (0n,0,, U,) satisfaz as equagdes (2.97)-
(2.99), pag. 55, e as respectivas condic¢Oes iniciais e de fronteira. Fixando ¢ = u, em
(2.97) facilmente obtemos que

1l oo 02,1y + Tl 20,00y < CUONL2, Ks(wn), lunllar, wo) < C(6), (2.107)

onde usamos que
/(un - V)u, - u, =0, pois u, € H (veja a observagdo 2.1.3, pag. 35).
Q

Além disso, segue da equagdo (2.97), pag. 55, e pela desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg para N = 2, que
(@)l 20,70y < C(6)- (2.108)

De fato,
((@n)e, @) < [Vuall2 VOl = (tn - Vg, @) + C0)||unllzlldll2 + Cl10nll 2]l o

IVunl2[VBl 2 + (un - Vb, un) + C(O)[unllalldlle + CllOnll 21|,
(2.109)
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pelo corolério 5.2.2, pag. 125.
Agora, por Gagliardo-Nirenberg, temos que

/(un V)6 tn < uallZallVolz2 < llunllalVunll 2Vl < CIVO|lz2.  (2.110)
Q

A partir de (2.109) e (2.110), integrando-se em ¢, (2.108) segue.
Combinando-se (2.107), (2.108) e o teorema 1.5.1, pag. 29, obtemos que se n — +00

i, — wem L*(0,T;V), 4, —dem L>(0,T;H)e (2.111)
i, — wem L*0,T;H), (i), — i, em L*(0,T; V"), (2.112)

a menos de subsequéncias.
Por um lado, como (6,,, w,,,u,) — (6,w,u) em E, por (2.111)-(2.114), passando o li-
mite na equacgdo (2.97), vemos que para 0 < t < T’

d

2 (@ 90) + (Vi Vo) + (@ Vi, ¢) + MEs(w)u, ¢) = A(C0,9), Vo eV,

(.,0) =up em.

Por outro lado, considere as equagdes (2.98) e (2.99) associadas a 0,, e ©,. Combi-
nando (2.111) com o lema 2.5.4 (veja (2.106)), temos que (6,,,©,) — (0,&) em E onde

0,4+ — A+ 10V = g(x,t) q.tp.emQ,
O+ (@) — AL + B5(0) = 0+ f(&)  qtp. em Q,

com (f,&) satisfazendo as condicdes iniciais e de fronteira naturalmente associadas.
Dessa forma, por sua prépria definigdo segue que 73(0,w,u) = (0, w,4) de modo que
(0,0,0) = (0,0, ). ) ) .

Por fim, como (6,,, w,) — (0, @) em E, vale que T\ (6,,, wn, un) = (On, @&y, Un) — (0,0, 1)
em F, por (2.112), o que prova a continuidade de 7).

Provemos agora a compacidade 7). Sejam (6,,, wp, u,) € E € (0, O, tin) = T\(0p, Wi, Un),
onde (6,,,w,, u,) = (0, w,u) fracamente em E. Como vimos em (2.107), pag. 57, temos
que

lanl ooy + 22000y < CUOnlIL2, Ks(wn), llunllar, wo) < C(6),

pois (6, wy, u,) é limitado em E. Além disso, de forma anédloga a que fizemos em (2.109)
e (2.110), vale que

(@) el 20,730y < C(9).

Assim, temos mais uma vez que existe © € L?(0,T; H) tal que se n — +0o0,
i, — uem L*(0,T; H), (2.113)
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a menos de subsequéncias. Mais ainda, por (2.111) e pelo lema 2.5.4, pag. 56, existem 6
e w tais que ) B
0, — Oem L*(0,T; L?) (2.114)

W, — wem L*(0,T; L?), (2.115)
a menos de subsequéncias. Assim por (2.113)-(2.115), o operador 7T, é compacto.

A seguir, provaremos que 7} é uniformemente continuo com respeito a A para sub-
conjuntos limitados de E. Vale a pena ressaltar que o argumento usual para provar tal
continuidade uniforme de 7} (por exemplo veja Planas e Boldrini [42], Boldrini e Planas
[7] ou Hoffmann e Jiang [27]), é na realidade provar o resultado mais forte de que 7T}
é localmente lipschitziana com respeito a A usando teoria de regularidade L” classica
para equagdes parabdlicas. Entretanto, a presenca de as(w;) na equagdo do campo de
fases, comprometeria esse tipo de argumento. Alternativamente, usaremos uma técnica
diferente e original dentro do contexto, a qual provara apenas a continuidade uniforme.

Para tanto, primeiramente provaremos o seguinte resultado.

Lema 2.5.5. (Continuidade uniforme com respeito ao campo de velocidades) Seja B a bola fe-
chadaem L>=(0,T; H)NL*(0,T;V). Dado ¢ > 0 existe 6 = d(¢) > 0 tal que para cada v e v em
B os quais
Ju — UHLOO(O,T;H)mm(o,T;V) <9
temos
100 = Oullcqoryze) + [|wu — wolleqorwiz) <,
onde (0, w,) e (6,,w,) sdo dados pela proposigdo 2.2.2.

Dem.
Suponha que isto seja falso. Entdo, existem {u,}, {v,} em B e e > 0 tais que

VneNe (2.116)
(2.117)

||Un - Un||L2(0,T;V)mL°o(o,T;H)

<
||9un - evn C([0,T];L?) + ||Wun - wvnHC([QT};Wlﬂ) >

Entretanto, existe u € B tal que

— wem L*(0,T;V),
S wem L(0,T; H).

Unp,,

Unp,,

Observe que a mesma convergéncia vale para v,, via (2.116). Assim, teriamos por
(2.117)

10, = b, leqoz2) + lww, — wo, llcqommz) = €

o que contradiz o lema 2.5.4.
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Agora estamos prontos para provar a continuidade uniforme a qual precisamos. Seja
B um subconjunto limitado em E e considere T}, (0, w, u) = (6;,&;, i;), parai = 1,2, onde
(0,w,u) € B.

Em primeiro lugar lembre-se de que pela prépria equagdo (2.97) vale que

1%ill 2o 0,7:22) + 1Tl 220,20y < €

onde C depende de 4, do conjunto B, dos dados iniciais mas ndo de \; (veja (2.107)).
Paralelamente, denotando-se u = @; — uy, é facil ver que

(0,0) + (Y, V6) + (1 Vi, 6) — (- Vi, 6) + (A = 3a) (K5 )

= (A1 —A)(CO,0), VoV, 0<t<T.

Entdo, para ¢ = u aplicando as desigualdades de Holder, Young e de Gagliardo-Nirenberg,
depois integrando com respeito a t e usando o lema de Gronwall, obtemos C' = C(B, §) >
0 o qual

|1 — a2 0,7y (0.1:m) < A1 — Ao C.

Entdo, dado ¢; > 0, existe 01 = 61(e1) > 0 tal que, se [\, — \3| < 6, entdo
%1 — sl 20,75 )L (0.11) < €1

Entretanto, sabemos pelo tltimo lema que dado ¢ > 0, existe § = d(¢) > 0 o qual se
[u1 = 2|l 20 rv)nLe iy < 6 entdo ([0 — Oalloqorizz) + |01 — alleqorywrzy < €/2.
Sendo assim, seja €; = min{d,e/2} e § = d1(€;) = d(¢) > 0. Logo, quando [A\; — 3| < 6,
segue que

[ty — ol 2(0,750) + 1161 — 02l L2(0,7522) + 11 — @2l z20,m22) < €,

de modo que T, é de fato uniformemente continuo com respeito a A em subconjuntos
limitados de E. Por fim, observe que 7y(6,w, u) = (0, w, u) possui uma tnica solu¢do em

E.

Portanto, o teorema de ponto fixo de Leray-Schauder pode ser aplicado provando
a existéncia de (f,w,u) € E com T (0,w,u) = (6,w,u), que por construgdo satisfaz as
equagoes (2.80)-(2.85), concluindo a prova da proposicdo 2.5.3. O

Observacao 2.5.6. Como o leitor deve ter percebido, na construgio da solugdo aproximada usa-
mos o fato de que uy = 0 em §25(0) pois ndo foi necessdrio aqui, nio precisamos de 'condigio
de compatibilidade’ pois a equagdo do fluido é vilida em todo o §). Entretanto, evidentemente os
resultados continuam vdlidos com esta restrigdo, de modo que consideraremos até o final desse
capitulo vy = uy, conforme o pedido na hipétese (A5) (veja a observagdo 2.1.1, pdg. 34).
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2.6 Prova do teorema de existéncia

Primeiramente estabeleceremos alguns resultados sobre convergéncia para 6°, w° e

ul.

Lema 2.6.1. (Estimativas de energia) Seja (6°,w°, u’) dado pela proposigdo 2.5.3. Entdo, existe
C >0, 0 qual nio depende de 6 > 0, tal que

N

w20,y < €, lul HL‘X’(OTH) < C,

Dem.

[ ftres <

Tome ¢ = u’ na equagdo (2.80). Segue por integragdo em ¢ que

() M+/memﬁ//K 2

Usando (2.89) e o lema de Gronwall provamos as estimativas (2.118) e (2.119).

<c/n%m+c/nﬂm+c

Combinando os lemas 2.5.1 e 2.6.1, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 2.6.2. Existe (6,w,n, &) o qual, a menos de subsequéncias, se § — 0

96
95

1)
0y
96
wé

§
Wi

§
Wi

wé

Bs(w’)

as(wy)

—\

L*

R A

b |

*
—\

0 em L*(0,T; W>?),

0 em L>°(0,T; W?),

0, em L*(0,T; L?),

0 em C([0,T]; L?),

wem L=(0,T; W*?),

wp em L*(0,T; Wh?),

wy em L°(0,T; L?),

wem C([0, T}, W) 1 ([0, 7}; (),
nem L>(0,T; L?),

Eem L(0,T; L?).

(2.118)

(2.119)

(2.120)
(2.121)
(2.122)

(2.123)
(2.124)

Dem. Como a prova de quase todas convergéncias é padrdo seguindo diretamente
das estimativas dos lemas 2.5.1 e 2.6.1, nés as omitiremos aqui. Vale lembrar que na
proposicao 4.3.3 serdo provados com detalhes resultados inteiramente anadlogos. Veja-

mos entdo (2.122), a unica convergéncia diferente. Como W?? —
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combinando as estimativas (2.91), (2.92), (2.118), e o teorema (1.5.1), pag. 29 do capitulo
1, n6s obtemos que w’ — w em C([0, T]; W*??2). Em particular, a primeira convergéncia
em (2.122) é vélida. Para a segunda, usamos apenas que W22 — C(Q) (cf. a observagéo
1.3.12, pag. 18).

O

1‘ A
- 1
+ 1—¢/2
ti+
W
5i T |
= ]
Q2,,:(0)
Q,,(0) QO
Figura 2.3:

A~ A~

Lema 2.6.3. Seja U X [ty,ts] CC Quu. Existem 6 = §(U,t1,t2) > 0e C = C(U, ty,t3) > 0 tais
que, para todo 0 < § < 6
||U?||L2(t1,t2;V(U)’) <C

Dem. Aquiseguimos Planas e Boldrini [42]. Em primeiro lugar, como 0 < w < 1 em
Qumi, w € C([0,T];C(Q)) e U x [t;,ta] CC Q,u, entdo existe € = e(U tl,t2) > (0 a qual
0<w<1l-—e<lemU X [t1,t5] (Veja a figura 2.3). Asmm seja 0 = 0(e) tal que se,
0 <8 < 0,entdo |w’ — w| < ¢/2 em Q. Dessa forma —¢/2 < w® < 1 —¢/2 em [ty to] x U.
Logo, de (2.87), pag. 53, h(w’) < 1 — ¢/2 de forma que pela hipotese (A8), pag. 34 e
(2.88), pag. 53, Ks(w’) < C(e). Usando a equagdo (2.80), as desigualdades de Holder e
de Gagliardo-Nirenberg, temos que

(ug, @) <[l 57 [ 21V @l ez + Ce) [l ]l oz + [V 22
+Cl16° 1210l 2,
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de onde deduzimos a estimativa desejada.

(I
1\
Figura 2.4:
Lema 2.6.4. Existe u € L*(0,T;V) N L>(0,T; H) tal que, se 6 — 0
u — u, em L (Qmi), (2.125)
uw’ — wu, em L*(0,T;V), (2.126)
W S, em L®(0,T; H). (2.127)

Dem.
De (2.118), pag. 61, obtemos (2.126) e (2.127). Como @, é aberto, segue que existe
Q; tal que
Qi = [ti, 53] X Q; CC Qu € Qry = U2, Qi

onde §; C €,,; é um aberto (veja a figura 2.4, pag. 63). Assim, pelo lema 2.6.3, existe
C = C(i) > 0tal que ||u)]|r2(t; 5::v(0)) < Ci. Dessa estimativa, de (2.118) e mais uma
vez pelo teorema 1.5.1, pag. 29, existe u; e uma subsequéncia v’ a qual v — u; em
L3(t;, si; H()). Através de um argumento diagonal, obtemos entdo uma subsequéncia
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de {u’}, a qual ainda denotamos por {u°}, tal que u® — u; em L2(t;, s;; H(€;)) para cada
i € N. Dessa forma, por (2.126) u = u;, em @; e mais ainda us — u, em L} (Qyn1).

loc

O

Com esses resultados estamos prontos para provar o resultado principal do capitulo.

Demonstra¢ao do teorema 2.1.2

A ideia aqui é considerar as funcdes (6°,w’, u°) dadas pela proposicao 2.5.3, pag.55,
as quais satisfazem as equacdes (2.77)-(2.85), pag. 53, e tomarmos o limite com § — 0.
Pelo lema 2.6.4 e pelo coroldrio 2.6.2, (0, w,u,n,&) satisfazem (2.2)-(2.5), (2.7) e (2.11).

Mais ainda, temos que
w+E—Aw+n=0+ f(w), qtp.em Q. (2.128)

Das convergéncias (2.122)-(2.123), pag. 61, e da proposicdo 1.4.9 (v) pag. 26 segue que
n € B(w), pois

imsup [ (55,0 < [ )

6—0

e [ é um operador monétono maximal. Assim, (2.10) é satisfeita.

Em seguida, perceba que fixando £ = a;(w?) na equacdo (2.82), temos

t6w5: tﬁ‘s W), wd) — ti6Vw6
/0<§,t> /0< T Fw), W) /0< V) -

_/Ot(wf,wf)—/QA‘s(w‘s(x,t))+/QA5(W5($70))7

onde A’ é a regularizacdo de Yosida de A, a fungdo prépria e convexa cujo o subdi-
ferencial é o operador monétono e maximal 3 (veja (2.20), padg. 36 e os comentarios
subsequentes). Entretanto, segue do lema de Fatou que para ¢, > 0 fixado,

- /Q Agy(w(w, 1)) = limsup — /Q Asy (W (2, 1)),

6—0

e como A () < As(x) para todo 0 < 6 < ¢y, segue que

limsup—/A(;O(w‘;(x,t)) zlimsup—//\(g(w‘s(x,t)).
0 QO

6—0 6—0

Assim, pela proposigdo 1.4.15, pag. 28, temos

—/QA(w(a?,t)) zlimsup—/QA(go(w(x,t)) > limsup—/QAg(w‘s(x,t)). (2.130)

60—0 6—0
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Combinando (2.129), (2.130), (2.22), pag.36 e o corolario 2.6.2, pag.61, vale que

imoup [ (€ht) < [0+ 0~ [ - [ (70,700
~ [ A+ [ Mt = [0+ 50) - ne) - [(Fo 0w, @130

0

:/0(57%),

onde para a ultima igualdade, usamos a proposicdo 1.4.17, pag. 29, aplicada a A e n
(veja (2.1) e os comentdrios subsequentes, pag. 34).

Agora fica claro a necessidade de estimativas de ordem tdo alta para o parametro
de fase como em (2.91)-(2.93) ou mesmo em (2.50)-(2.52) e foi nesse sentido que men-
cionamos na introdugdo que o problema A (e também o B como veremos) exige muita
regularidade.

Prosseguindo, pela prépria definigao de a; (veja (2.19), pag. 36) e £, temos que

75 (€%) 4 06° = w?. (2.132)
Mais ainda, sabemos de (2.94), pag. 54, que f(f (€°,6¢°) < C6 de maneira que
t t
imsup [ (6. €) < [ (€.1),
0—0 0 0

onde usamos (2.129) e (2.131). Porém observe que da estimativa (2.94), pag. 54 e da
convergéncia (2.121), pag. 61, segue que 7;(£°) — w; em L*(0,T; L?). Além disso, por
(2.124) vale que £ — ¢ em L?(0,T; L?), de modo que mais uma vez pela proposicao
1.4.9 (v) pag. 26, w; € v(£), ou equivalentemente £ € a(w;), de forma que (2.8) e (2.9)
também sdo satisfeitas.

Agora, seja ¢ € L*(0,T; V(i (8)))NWH2(0, T; H(Qyu(t))) com supp ¢ CC Qy; sSegue
diretamente de (2.80), pag. 53, que para t q.t.p. em [0, 7’|

(1), 6(1)) - / (' 60) + /w Vo) + / / Vi
t / o

+ [ o)) = (00(0),0(0) +

0

Como supp ¢ CC @y, 5€ 6 — 0 parat q.t.p. em [0, 7]
(W(1), (1)) — (u(t),¢(t)), usando (2.127),

/ (W, 6) — / (u. ¢v), usando (2.125)
0 0
/(Vué,ng) — /(Vu, V¢), usando (2.126),
0 0
/ / W - Vulp — / / u - Vug, usando (2.125) e (2.126).
0 Q 0 Q
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Mais ainda, tomando 4 > 0 e € > 0 como no lema 2.6.4, notamos que h(w’) — w uni-
formemente em supp ¢, pois h é uniformemente continua em [—¢/2,1 — ¢/2]|. Analoga-
mente, se 0 < § < ¢, entdo K(h(w’) — §) — K(w) uniformemente em supp ¢, pois K ¢é

~

uniformemente continua em [—1 — 0,1 — ¢/2]. Dessa forma,

[t o) — [ o

Entdo a equacdo (2.6) é satisfeita.
Prosseguindo, como wd — 1em Q,, segue de (2.88) que dadon € N, parad > 0

suficientemente pequeno, vale que Ks(w’) > n. Entdo, por (2.119), W] < C/ne

assim, por (2.127),
u=0q.tp. em Q; (2.133)

a equacdo (2.12) também é satisfeita.

Por fim, falta verificarmos que os dados iniciais sdo satisfeitos. Veja que para (2.13),
pég. 35, usamos as convergeéncias (2.120) em conjunto com (2.24), do lema 2.2.1, pag. 36,
e (2.122) em conjunto com (2.25), também do lema (2.2.1). J4 a prova de que para algum
sentido u(0) = u, ndo é direta devido a pouca informagao que temos sobre u? - note que
nao possuimos estimativas em ) = €2 x (0,7") - o que ndo nos permite concluir sobre
a continuidade de v em H, o campo de velocidades limite, em ¢ = 0, muito menos dar
algum sentido a u(0) = uo em H. Entretanto, através da seguinte seguinte afirmacao,

provaremos (2.14).

Afirmagdo 2.6.5. Para cada Vy CC Q,,,(0) existe to tal que u® — w em C(0,t; H(Vp)). Em
particular, u(0) = ug em H(Vp)

Veja que se a afirmacado for verdadeira segue que u(0) = wuy q.t.p. em Vj, para
todo V5 CcC ©,,(0) de modo que naturalmente (2.14) serd satisfeita. Provemos entdo
a afirmacdo. Em primeiro lugar, lembre que €2,,,(0) é um aberto pois wy € W??. Agora,
ja que Vy CC Q,,(0) existe K compacto de R? tal que V, C Ky C 9,,,(0). Observe que,

como w € C([0,T]; C(12)) existem ¢y, € > 0 tais que
0<w(z,t)<1l—e¢ V(x,t) € Ky x |0,

Assim, procedendo de forma andloga a que fizemos na prova do lema (2.6.3), pag. 62,
encontramos C'(K) > 0 tal que

||Uf||L2(o,to;(V(Ko))/) < CO(K).

Logo, pela segunda estimativa de (2.118), pag. (2.118), e pelo lema de Aubin-Lions
(teorema (1.5.1), pag. 29), segue que v’ — wem C([0,t,]; H(Ky))
O
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1 A e

v

Figura 2.5: Usamos a continuidade de w para obtermos tais regides.
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CAPITULO 3

RESULTADOS ABSTRATOS

Neste capitulo exibiremos as ferramentas matematicas que precisaram ser desenvol-
vidas para a anédlise do modelo B no capitulo 4. Na realidade, nenhum dos resultados
que serdo aqui introduzidos faziam parte do escopo inicial da tese, todos surgiram da
necessidade de aprimorarmos o instrumental existente para o estudo de equagdes dife-
renciais parciais degeneradas. Até onde sabemos, as conclusdes que serdo exibidas sdo
originais sendo que, ressaltamos o corolério 3.1.3, a proposicdo 3.2.3, o lema 3.2.6 e a
proposicdo 3.2.10. Os resultados aqui discutidos serdo importantissimos para o capitulo
4.

3.1 Estimativas de energia na fronteira

Estabeleceremos estimativas de energia para termos de fronteira ndo usuais que
surgem em decorréncia da presenca dos p-laplacianos. Na realidade, trata-se de uma
generalizagdo das estimativas feitas para obtencdo da chamada segunda desigualdade
fundamental (veja Ladyzhenskaya [31], pags. 175-179 ou Brezis e Evans em [14]), im-
portante no estudo de operadores uniformemente elipticos de segunda ordem, o que
ndo é o caso do p-laplaciano. Nossa abordagem foi inspirada pela feita por Grisvard em
[26], pags. 133-138, na medida em que apesar de usarmos uma técnica similar, foram ne-
cessdrias algumas adaptagdes para aplicarmos nos casos especificos que surgiram como
consequéncia do estudo do modelo B, como veremos no capitulo 4.

Durante nosso trabalho aparecem termos de fronteira do tipo

N
ou  0*u
— p—2 —  u.d
Z /aQ|VU| 8$Z al'iaflijj o

,j=1

O controle desse tipo de termo é em geral delicado. De fato, nenhum teorema de traco
nos ajuda diretamente, pois aumentariamos assim a ordem das derivadas e consequen-
temente ndo conseguirfamos compensar essas derivadas de ordem superior com os ou-
tros elementos da equacdo diferential parcial. Em Ladyzhenskaya [31] e Grisvard [26],
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sdo considerados termos parecidos (veja [31] lema 3.8.1, pag. 175 ou [26] teo. 3.1.1.2,
pag. 138). Infelizmente, ndo podemos aplicar de forma direta nenhum desses dois
resultados, porém, com algumas mudangas da técnica usada por Grisvard em [26] con-
seguimos as estimativas desejadas para uma das equagdes de interesse neste trabalho,
a qual envolve um p-laplaciano e um operador multivalorado (veja a pag. 5, o segundo
modelo).

Observacao 3.1.1. De maneira independente, Ciachi e Maz'ya usaram uma técnica semelhante
a aqui exibida para o controle de termos de fronteira provenientes de operadoes degenerados. En-
tretanto, eles usam tal resultado para o estudo de outras questoes relacionadas a estes operadores.

Um pouco sobre geometria

Consideraremos nesta secdo €2 um dominio limitado de RY com fronteira de classe
(3. Nessas condicoes, dado P € 99, existem N — 1 curvas de classe C?, contidas em
uma vizinhanga de P na hipersuperfice Jf2 , ortogonais nesse ponto. Denotemos estas
por Ci,...., (n—1, POT Ti,..., Tn—1 Seus respectivos vetores tangentes unitarios e por sy,...,
sy—1 seus comprimentos de arco. Denotaremos por v o vetor normal unitério exterior a
00. E importante salientar que 74,...,7y_1 e v formam um sistema de coordenadas para
RYN. Além disso, podemos parametrizar 92 com relagdo a si,..., sy_1, localmente em P.

N
Em particular, para cada v € <02 (ﬁ))

v = vp+v,v, onde
N-1
Ur = 5 Ui Ty,
i=1
v, = UV-T;€
v, = V-

Desse modo, para cada ¢ € C*(9)

Vo = VT¢+%V,
ov
N—1
_ 9¢
V9o = 8—52-7—“

onde V1 denota derivada tangencial a 0€).
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Igualdades importantes

Como veremos, serd muito tutil escrevermos (v - V)v - v e v, div v nesse sistema de

coordenadas. Em primeiro lugar, observamos que

(v-V)vo = Z Uia_& + Vg

v =) 0

Bs, = ; Bs, ('UjTj) + a—Si(v,,V) e
v =) 0

W g(vm) + g(W)-

Assim, segue de (3.1)-(3.3) que

N-1

or;

ov, oT; v
(v-Vv-v= Zvivja—sji-l/+ ‘ Uia—s—i-zv,ﬂ}j&—;'V—l-UV

i,j=1 i=1 Jj=1

Prosseguindo, temos que

dive = T+ v

Assim,

8 ov " ov

3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.5)

(3.6)



A identidade (3.6) pode ser encontrada em Grisvard [26] pag. 136 eq. 3.1.1.5. Contudo,
a forma de usarmos tal equacdo aqui sera distinta. De fato, em [26] a partir da equagdo
(3.6) combinada com a seguinte identidade (veja [26] eq. 3.1.1.2. pag. 135)

N
Jv; Ov;

divvzz/ v,,divvdo—/ U-Vv-vd0+/ E L2 (3.7)
/Q | | 19) aQ( ) Q0 dx; Ox;

tomando-se v = Vu, em conjunto com as condi¢des de fronteira para u ou com a conve-
xidade para (2, obtém-se a estimativa desejada, no caso, a segunda desiqualdade funda-
mental.

Aqui, procederemos de outro modo. Em primeiro lugar, (3.7) ndo nos ajuda direta-
mente, até porque nosso objetivo é obter estimativas compativeis com o p-laplaciano e
assim, as estimativas em W?%? podem néo ser suficientes para lidarmos com esse tipo
de operador. Por fim, em nosso caso precisamos de uma desigualdade de interpolagao
para termos de fronteira que envolvam espagos de Nikol’skii e ndo apenas espacos de
Sobolev.

Estimativas na Fronteira

Estamos prontos para a prova da estimativa desejada.

Proposi¢do 3.1.2. Seja u € C3(Q). Suponha que g— = 0 em 0S). Entdo

ou  0*u
|V P2 vido
‘ Z Ox; dx;0x; °

2,7=1

<00 | |Vulrdo. (3.8)
0N

Dem. Em primeiro lugar observe que

ou (92u
— YVulP2 do = — VulP2(Vu - V)Vu -
E / |Vul oz, ju] o 8Q| ulP*(Vu - V)Vu - vdo.

i,j=1
LOgO, basta que provemos
(Vu - V)Vu - v < C(09Q)|Vul? em 9. (3.9)

Sendo du/dv = 0 em 0f2, tomando v = Vu em (3.6) segue que

Ou Ou 0T, ou 0
—(Vu-V)Vu-v = — Z . D, 8sj 95, U~ Z 05, 95, <—) em Of).

(3.10)
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Agora, ja que Ou/0v = 0 em 02 entdo V,0u/0v=0 em 0f). Consequentemente, para

i=1,...N—1

0 (0u

B, (5) =0, em 02 (3.11)
(veja a prova do teo. 3.1.2.1 em [26]). Combinando-se (3.10) e (3.11) segue (3.9). O

Corolario 3.1.3. Considere Q) um dominio limitado com fronteira de classe C®. Entdo dado
€ > 0 existe C(e) > 0 tal que

N
ou  0u
_ p—2 — " .
‘ Z aQ‘VU| 8372 3@-8ijde

< ellull{iasms + ClE)ullLr,
ij=1

— 0
para toda v € C*(Q) a qual 6—Z =0.
Dem. Segue diretamente do corolério 1.3.16, pag. 21 e da proposicao 3.1.2. O

O resultado acima é fundamental para a adaptacdo do lema 3.8.1 em [31], pag. 175
e dos teoremas 3.1.2.1 e 3.1.2.3 de [26], de forma a obtermos ’estimativas fortes’ para as
equagdes que envolvem o p-laplaciano no modelo B. Na realidade, o corolério 3.1.3 foi
uma pequena generaliza¢do de resultados conhecidos que precisamos construir.

3.2 Problemas auxiliares e teoria de regularidade

Um teorema de representacao de Riesz

Geralmente quando trabalhamos com o dual de W'* ou T, * costumamos usar uma
idenficagdo padrdo com um subespago de L? x L? (veja por exemplo Kufner et al. [30]
teo. 5.9.2, pag. 294). Contudo, existe uma outra identificacdo que é, em geral, menos
utilizada e pode ser muito vantajosa em certos casos, como 0 nosso.

Lema 3.2.1. Considere Q) um dominio limitado de RYN com fronteira de classe C*°. Sejam 1 <
p < +ooew € WY, onde p' denota o conjugado de p. Entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre W' e (W'P)' tal que dado f € (W'P) existe um tinico v € W'¥ o qual
satisfaz

/ Vo - Vu+vu = (f u),Yu € W,
Q
Dem. Veja Kufner et al. [30] teo. 5.9.3 pag. 295, o livro de Simader [44] teo. 4.6 pag. 90,

os artigos de Lions e Magenes [35] (observacdo (b), pag. 27), [37] (teor. 6.1, pag.33) e de
Schechter [43] (cor. 5.1, pag. 11). O
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Uma base especial para W'

Até meados da década de 70 a existéncia de bases de Schauder para o espago W*h?
com p > 2 era uma questdo em aberto. Em 1972, Fucik et al. (veja [24]) obtiveram uma
prova para tal fato no entanto sem exibir explicitamente qual base seria essa. Posterior-
mente surgiram bases explicitas para W'?, geralmente com hipéteses muito restritivas
sobre o dominio 2 e sempre sem a propriedade da ortogonalidade em L?. Uma dis-
cussdo interessante sobre essa questdo pode ser vista em Bellout [3], padg. 187, e em
Kufner et al. [30], pag. 296.

Vale ressaltar que a existéncia de uma base de Schauder para W'» com tais propri-
edades foi proposta como um problema em aberto em 1995 (veja a introdugédo de [3]),
e que até onde sabemos, este ainda é um problema néo resolvido. No que segue, obte-
mos uma resposta parcial, ainda que com restri¢des no parametro p e na regularidade
de 012, resposta essa que para nossos fins sera suficiente. Exibiremos um subconjunto
enumeravel que é ortogonal em L? e cujo conjunto das combinagdes lineares é denso
em Whr,

Observacao 3.2.2. Por simplicidade de notagdo denotaremos para um conjunto dado V, o su-
bespago gerado pelas combinagoes lineares dos elementos de V apenas por span).

Proposicao 3.2.3. Considere 2 um dominio limitado de RY com fronteira de classe C* ep > 2.
Suponha que
p<2N/(N —4), se N > 4. (3.12)

Entdo, existe um subconjunto V C W®, ortogonal em L? tal que span)) é denso em WP,
Dem. Em primeiro lugar, queremos mostrar que

1 1
—+—— <L (3.13)
9% <p/)*
Podemos supor sem perda de generalidade que N > 2e N > p/, pois se N = 2 ou
N </, (3.13) é trivial. Observemos que

(3.14)

SHE

De fato, basta ver que

> W)y 2 N »p
de modo que a equivaléncia (3.14) é vélida.
Caso N < 4, notemos que (3.13) segue trivialmente de (3.14). Caso N > 4, como

1 2 N-—4

2 N 2N
entdo por (3.12) e (3.14), segue (3.13).
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Em segundo lugar, considere o operador A = (—=A + I)7!, i.e, A : WH? — W2 tal
que A f = u se, e somente se, u é solucdo fraca de

—Au+u = fem(

ou
W 0 em 0f2.

E facil ver que existe V = {¢;}y o qual para cadai € N
—A¢i + ¢ = Nigpiem(,

09 = (0 sobre 012, (3.15)
ov

onde \; > 0,V é ortogonal em L?, ortonormal em W2 e V é uma base de Schauder para
wt2,

De fato, evidentemente A estd bem definido e é continuo. Mais ainda, como pela
teoria de regularidade eliptica classica

Af =ue W —— W2

na realidade ele é compacto. Agora, dados f, gem W2, u = Af e v = Ag temos que

(Af,g)wre = /QVu~Vg+ug:/Q(—Au+u)g
= [ t9= [ V5-Vos o= (Ao
Q Q

de forma que A é auto-adjunto. Mais ainda, veja que

(Af7 f)Wl’2 > 0.

Entdo as propriedades que desejamos seguem da teoria espectral para operadores auto-
adjuntos em espacos de Hilbert.

Prosseguindo, seja f € (W) tal que (f,¢) = 0, para todo ¢ € V. Pelo lema 3.2.1
existe v € W tal que

/VU -Vo; +vop; =0,Vi € N.
Q
pois evidentemente ¢; € W?P. Consequentemente
/(_A¢i + ¢i)v = / Aigiv =0 = / o;v =0,Vi € N.
Q Q Q
Tomeu € W2 eu, =Y " | a;¢; tal que u,, — u em W12 Temos que
1=1 q q

/Qvu:'/QU<un_u>

< Ol oy

u, — ul| g2+ por (3.13).
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Logo,
/ vu =0 Vu e WhH2,
Q

Em particular o resultado vale para cada u € C*° e entdo

/vu:O, Yu € LP,
Q

pois C* é denso em L”. Dessa forma v = 0 q.t.p. em 2 de modo que (f,u) = 0, para
—  wlr
todo u € W' e portanto, spanV | = WLe, O

Teoria de regularidade para equacoes degeneradas

Durante nosso trabalho surgiu a necessidade de obtermos solu¢ées mais fortes para
equagdes envolvendo o p-laplaciano. Infelizmente, a literatura nessa &rea é relativa-
mente escassa e restritiva e por isso ndo encontramos nela as ferramentas exatas que
precisamos durante o texto. De fato, até alguns anos atras, os melhores resultados sobre
a regularidade de tais solug¢des eram os obtidos por Tolksdorf em 1983 (veja [50]), onde
prova-se que as solugdes de

—Aju=f (3.16)

estdo em C'*, evidentemente com condi¢des sobre J2 e para o dependendo de N e p.
Tal resultado ndo nos é suficiente pois necessitamos de estimativas para as derivadas de
ordem maior do que 1. Nesse espirito, descobrimos os trabalhos de Ebmeyer et al. (veja
[21] e [20]) onde é estudada a regularidade para u solucdo de (3.16) em espagos de Sobo-
lev fracionarios, i.e., para derivadas de ordem maior do que 1 e menor do que 2, o que
para nos seria suficiente. Contudo, nossas equagdes sdo muito diferentes do protétipo
(3.16) e a técnica usada nesses dois artigos é muito dura, sendo de dificil adaptagdo
para um sistema de equag¢des como o do modelo B, em particular para uma equacao
que combine um p-laplaciano com um operador monétono maximal (veja o sistema de
equagdes da pag. 5).

Dessa forma, no que segue aplicaremos uma técnica distinta daquela aplicada em
[21] e [20] para obtermos a regularidade desejada para equagdes adequadas ao nosso
problema. Supondo mais suavidade para a fronteira, obtemos a mesma regularidade de
[20], de uma forma muito mais simples, porém com algumas restri¢des para o parametro
p como iremos ressaltar posteriormente. Agora, nos restringimos a salientar que tal pro-
blema esté relacionado com a base especial para os espagos de Sobolev W'?, exibida em
nossa discussdo anterior.

3.2.1 Problemas auxiliares
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Além da regularidade, a existéncia de solugdes para problemas que envolvem o p-
laplaciano estd longe de poder ser considerada consolidada. Nesse sentido, durante a
resolugdo dos problemas aproximados relacionados ao modelo B (veja o cap. 4) foi ne-
cessdrio que provassemos provar a existéncia de solugdo para certos tipos de equacdes.

Precisaremos provar a existéncia de solucdo "forte’ para problemas do tipo

Y A — pbw = ],
:

onde a condi¢do de fronteira é de Dirichlet ou de Neumann, ;z > 0 e 7 > 0 sdo parametros
dados. Primeiramente estudaremos versdes simplificadas desta equagdo, sendo que uti-
lizaremos o método de Galerkin, o qual se mostrou bastante simplificador e adequado
para os objetivos desse trabalho.

Nesta secdo W = {¢;}n denotard uma base qualquer associada a whr, ie., WP =
span (¢;). Quando conveniente, tomaremos )V = V (veja a proposigdo 3.2.3, pag. 74).
Usaremos também a notacdo W,, = {¢1, ..., & }-

Lema 3.2.4. Considere Q) um dominio limitado de RY com fronteira de classe C* e seja B um
subespago de dimensdo finita de W'», onde 2 < p < +o0. Sejam f € L?, pn > 0e0 < 7 < 1/2.
Entdo para cada n existe um tinico w € B tal que

/%+|Vw|p_2Vw-Vv+,qu-Vv = /fv,
T Q

para todo v € B.

Dem. Considere o espaco de Hilbert de dimensao finita H = (B, ||.||w1.2) e o funcional

I :'H — R dado por
w? |Vwl? |Vw|?
Iw)= | £ ~ fu.
(w) /92¢+ St fu

Em primeiro lugar note que para 7 < 1/2

I(w) > C/ w® + p|Vw]? — f2,
Q

logo I é coercivo. Provaremos agora que [ é fracamente continuo em H e em particular,
semi-continuo inferiormente. De fato, consideremos {w, } tal que w,, = w em H. Como
dimH < +o0 todas as normas em H sdo equivalentes e a topologia fraca coincide com a
topologia da norma. Entdo w,, — w em H, e assim ||w,, — w|/w1» — 0 se n — 4o00. Dessa
forma,

lim I(w,) =I(w).

n—-—+00
Logo, I é coercivo e fracamente s.c.i. em H de modo que pelo teorema 1.5.2, pag. 30,
existe w € ‘H o qual
I(w) = m171:{1 I(v) (3.17)
ve
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Por outro lado, dado v € H, definimos i : (—1,1) — R onde i(h) = I(w + hv). E facil ver
que i'(h) existe para h € (—1, 1) e que por (3.17) i'(0) = 0. Dessa forma,

/ WTU + |Vw|P"?Vw - Vv + pVw - Vo — fo = 0. (3.18)
Q

A unicidade é consequéncia da monotonicidade do p-laplaciano. Na realidade, suponha
que paraw; ew, € B

/ VWPV, - Vo 4 iV - Vo = / fo,
Q Q

T

para todo v € B. Considerando w = w; — w, segue que

/ WTU + <|le|p_2vwl - |Vw2|p_2vw2) Vo4 puVw-Vo = 0,
Q

para todo v € B.
Tomando v = w e usando o lema 1.2.7, pag. 14, obtemos que w = 0.
O

De forma inteiramente analoga provamos o resultado para espagos I, ”. Considere-
mos Wy = {¢1, ..., O, ...} € Wy = {¢1, ..., ¢, } onde spanVy = Wol’q e paracadai, ¢; =0
em 02. Vale o seguinte:

Lema 3.2.5. Considere 2 um dominio limitado de RY com fronteira de classe C*. Sejam By um
subespaco de dimensdo finita de Wol’p, 2<p<+oo, feL?u>0e0<7<1/2. Entdo existe
w € By tal que

/w—v+|Vw|p_2Vw~Vv+qu~Vv = /fv,
QT Q

para todo v € spanWV, .
Naturalmente, desejamos estender o lema 3.2.4 para o espago W'? todo.

Lema 3.2.6. a) Considere Q um dominio limitado de RYN com fronteira de classe C*. Sejam
fEL?2<p<+oo,pu>0e0<7<1/2 Entdo existe um tinicow € WP tal que

/ Vel Ve - Vot V- Vo = / fu, (3.19)
9 Q

para todo v € WP
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b) Sealém disso, 02 € C*°, 1 > 0 e caso N > 4 tenhamos que 2 < p < 2N /(N — 4), entdo
w € N1F2/pe 0 W22, Além disso, dado e tal que 0 < e < min{1/C}, u}, existe C(e) > 0
tal que

2 1 V4 P
= lael 4 (5 =) lolfcan, <€ [ (2= ) a0t el G20

onde Cy > 0 é a constante dada pelo lema 1.3.17, pag. 22.

Mais ainda,

8_w = 0 em 0S. (3.21)
ov

c) Se p = 0, supondo que f € W' 90 € C, e caso N > 4 tenhamos que 2 < p <
2N/(N — 4), entio w € N'T2/P». Além disso, dado ¢, 0 < € < 1/C, existe C(¢) > 0 tal
que

|Vw|2 1 /
/Q g Il < CEN IR + 1wl (3.22)
onde Cy > 0 é a mesma constante do item (b).

Mais ainda,

8_w = 0 em 0S. (3.23)
ov

Observacao 3.2.7. No caso (a), temos que w é a solugdo fraca de
N N
-

Oow

Veja que ndo fazemos mengdo a como a condigdo de fronteira poderia ser satisfeita, fato que é
contornado para o caso (b).

Observacao 3.2.8. Fizemos questdo em deixar a equagdo (3.20) no formato que estd para que
possamos aplicd-la diretamente ao problema que serd estudado no capitulo 4. Evidentemente,
poderiamos deixd-la do modo mais condensado como no caso (c) da versio degenerada da equagio.

Dem. Em primeiro lugar, pelo lema 3.2.4, para cada n € N existe w,, € span)V, tal que

/#HV%\‘"QVMWVHMV%-W = /fv. (3.24)
& Q

para todo v € span)V,.. Tomando v = w,, temos que

2
/&+|an|”+u|an|2g/fQ,VneN.
Q 2 Q
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Aplicando o lema 1.2.3, pag. 11 segue que
||u)nHW1,p < C, Vn € N. (325)

Da monotonicidade maximal do p-laplaciano e do teorema 1.4.11, pag. 27, obtemos
o resultado do item (a). De fato, basta considerarmos £ = W1'? no teorema 1.4.11 e
notarmos que

<_prn7 U>(W1,p)/,w1,p = / \an\p_2an -V
Q

de modo que
I = Apwnll iy < llwnlfpis < C.

Logo existem w € W'? e y € (W) tais que
wp —wem W e — Ayw, — yem (WY,

Claramente,
(—Apwn, U>(W1,py,wl,p — (v, U)(Wlm)/,Wl,p
E assim
(Y 0) iy ayin = /Q fo— ”7” — Vw - Vo, Yo € WP

e em particular
2

w
(Y W)y win = / Jo=7- plVwl?.
Q

Mais ainda, segue que

2
lim sup (=Apwn, wa) iy e = / fw —lim inf/ “n 1| Vw,|?
’ Q n T

w? N
< [ fo— | —+p/Vul
Q QT

= <y, w)(Wl,p)/7W1,p .
Dessa forma, pelo teorema 1.4.11, pag. 27
—Ayw =y. (3.26)

Mais uma vez a unicidade é consequéncia da monotonicidade do p-laplaciano e
assim(a) é satisfeito.

Prosseguindo, para a prova de (b) consideraremos a base dada pela proposicao 3.2.3
(agora W = V). Note que, dado ¢, € W,, = {¢1, ..., ¢, } temos

—Ap; = (A — 1)y em Q = Ag; € spanWV,.
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Logo, podemos tomar v = —Aw,, = — Y " | p;Aw;. Dessa forma,
TLA n —
/ w Tw + |[Vwn|P2Vw, - V(=Aw,) + pVw, - V(=Aw,)
= / —fAwy. (3.27)
Q

Contudo, por integracdo por partes

ow, 0 0w
p—2 —A p—277""1 n
/Q‘vwn‘ vwn Wn Z / |V n‘ 835]' 8@ 8x]8xk

7,k=1

Pw, Ow, *w, Ow,

— 2 WP 4
Z / Nl S e on Oz 00w, O,

J,k,1=1

2

9w,

8@-8@

_ Z / Vo, [P2

7,k=1

Ow, 0*w
_ p— 2 n n
Z |an| e, 7o . (3.28)

7,k=1

Agora, observemos que

*w, Ow, 0*w, Ow
2 p—4 n n n n )
Z / p = 2)[Ven| O0x,0x), Oz Ox 0z, OT; (3.29)

7,k =1
N 2
0w, &un) > 0.

N
— [ (p -V (
/Q ; ; Ox;0x), Ox;

Seja ¢, tal que 0 < € < min{1/C}, u}. Obtemos por (3.27)-(3.29) e pelo corolério 3.1.3,

A
/(Un wn—'—/|V(Un|p_2|D2Wn|2+/,u|Awn|2
Q Q
2
/|an| /‘v n‘p 2\D2wn\2 /M|Awn‘2

Ow,, 0*w
A p—2 n n
/ At Z SVl S G

7,k=1

pag. 73, que

/ — FAwn + elwnl s + Ol (3.30)

lembrando que w, € C3(Q2) pois W C C3(Q).
Agora combinando-se (3.30) e o lema 1.3.17, pag. 22, temos que

—wpAwy, 1
[ 22 st 4 (= el < [ <7800+ GOl (3D
Q T 1 Q
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onde nesse caso C é a constante dada pelo lema 1.3.17.
Assim, por (3.25) e (3.31)

|Vw,|? 1
| FEE = 018+ (& = e Il < €U0

Lembremo-nos de que pelas proposi¢oes 1.3.7 e 1.3.15 (pags. 17 e 21) temos que
que p prop pag q
NF2/Pp e e b,
Dessa forma, existe w € N'*2/P» 0 W22 tal que, a menos de subsequéncias,

w, — w,em WP
W, N w, em N1+2/p,p7

w, — w, em W?%

Em particular, por (3.31), temos que

1 w
=N+ (5 =)ol < [ (£ -1 ) a0+ C@NE

e entdo (3.20) é valida.

(3.32)

(3.33)

(3.34)
(3.35)
(3.36)

Mais ainda, (3.21) segue de (3.35), bastando que nos lembremos que pela construgdo

de W, 0w, /Ov = 0,Vn € N.

Para a prova de (c), basta reconsiderarmos a equacao (3.31) e recordarmos que

/—wan=/Vwan§ L w0t eom [lwo
) Q

e aplicarmos as desigualdades de Holder e Young, lembrando que

NIF2/PP e,

Evidentemente também vale o seguinte resultado.

Lema 3.2.9. Considere Q) um dominio limitado de R™ com fronteira de classe C*. Sejam f € L?,

2 < p<+ooel <7 < 1/2. Entdo existe um tinicow € W, " tal que

/ﬂ+|Vu)|p_2Vu)-V’U+ILLVu)‘vU /.fva
QT @
w = 0em 09,

para todo v € W,*.
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Estamos prontos para a prova dos resultados desejados. Combinaremos os lemas
anteriores que usam o método de Galerkin com uma adaptacdo de uma técnica que
pode ser encontrada em Koshelev (veja [29], pags. 5-12), chamada de processo iterativo
universal.

Proposicdo 3.2.10. a) Considere f € L?, 1 > 0,0 < 7 < 1/2,00 € C'ep > 2. Seja
posi¢ ]

r > 2 tal que
1 1 1
T | (3.38)
2 p r
e u € H, (veja a defini¢do dos espagos solenoidais na pdg. 10). Entdo existe um tinico
w € WHP tal que

/gjt|Vw|”_2Vw-Vv+qu-Vv+u-va = /f% (3.39)
o Q

para todo v € WP

b) Suponha adicionalmente que p > 0, 0Q2 € C®eque2 < p < 2N/(N —4),se N > 4.
Entdo w € W>2NN2/PP. Mais ainda, dado € > 0 tal que 0 < € < min{1/C}, u}, existe
C(e) > 00 qual

2 1 p f_ w ul”
= lae 4 (5 =) lellnns < €00 [ (2= F)a0t i Gao)

Além disso,

8—w = 0 em 0N. (3.41)
ov

Dem. Fixemos wy € W' qualquer. Consideremos o seguinte esquema iterativo: dado
wn—1 € WP, encontrar w,, € W' tal que para todo v € W'?

/ ' + |Vu)n|p_2Vu)n -Vuo+puVw, -Vo = / fv—u-Vw, qv, (3.42)
Q T Q

2/r 2/p
/ lu- Vw,_1* < C+ </ |u|r> + </ |an_1|p) < 400
Q Q Q

de forma que u-Vw,_; € L? e assim pelo lema 3.2.6 0 esquema esta bem definido. Como
veremos a escolha de wy € irrelevante.

Vejamos agora algumas estimativas de energia. Tomando-se v = w,, e € > 0 temos
que

Como

2
/ Wn + | Vwn|? + p|Vw,|?* = / fwp —u-Vw,_ 1wy,
QT Q

< / COF? + clonl? + COul + e[ Veonr [ + elwn(343)
Q
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onde C(e) > 0 é consequéncia da interpolacdo que fizemos acima. Se 0 < ¢ < 1/8 entdo

1
/\vwn\pgc,*(f)(1+/\uv>+—/ Ve a|?,¥n € N.
Q Q 8 Q

Usando somas geométricas temos que

/|wn|pg §C(f)(1+/ W)+i/ Vwol?, ¥ n € N. (3.44)
Q 7 Q 8" Jo

Logo, por (3.43), (3.44) e pelo lema 1.2.3, pag. 11, segue que
|wnllwie < C(f, u,wo). (3.45)

Dessa forma, de maneira analoga a que fizemos na prova do lema 3.2.6, o item a) segue
de (3.45), pela monotonicidade maximal do p-laplaciano e do teorema 1.4.11, pag. 27.
De fato, em primeiro lugar por (3.45) existem w € W'? e y € (W'P)' tais que

wp, — wem WP, (3.46)
—Apw, — yem (W),

Em segundo lugar, notemos que

/u~Vu)n_1wn—/u-wa
Q Q

_ / U Ve (0 — ) + / U V(wn — )

Q
= / u- Vw1 (w, —w) + / u- Vw(w — w,_1)
Q Q
< lullm, <||an—1||m||wn —wllez + | Vwlle[|wn — WHL2)> (3.47)

onde usamos o coroldrio 5.2.2, pag. 125 e a hipétese (3.38), combinada com a desigual-
dade de Holder. Logo, usando (3.45) e (3.47) segue que

lim u- Vw, 1w, = / u - Vww =0, (3.48)
Q

n—-4o0o Q

pelo lema 5.2.1, pag. 125.

Combinando-se (3.46) e (3.48), de maneira inteiramente andloga a que fizemos em
(3.25)-(3.26), pag. 80, segue que —A,w = y.

Para a prova da unicidade, usamos a monotonicidade do p-laplaciano em conjunto
com o fato de que

/ u- Voo =0, Vo € W (veja o lema 5.2.1, pag. 125).
Q
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De fato, sejam w; e w, satisfazendo (3.39) com w = w; —w,. Considere a equagdo definida
tomando a diferenca entre (3.39) para w; e w, e depois faga v = w. Dali,

2 v p V 2
/M +| | +u| w| + - Vww = 0.
o T p 2

Como u € H,, entdo w = 0.

Prosseguindo, vejamos a prova de (b). Com as hipéteses adicionais podemos usar o
lema 3.2.6 e portanto definir nosso esquema iterativo em W22 N N''+2/PP_ Observe que
pela desigualdade (3.20), pag. 79, temos

[t (Tl < €O [ (21) AT s ol (349)
Q 1 Q

T

Assim, usando Young e (3.38) temos que
[ l8e 4 (G = Y lenlBans < €O [ £+l + 1Fwl 4o
< 0@ [ £l 3.50)
Combinando-se (3.45)-(3.50) temos
Jonlwsa -+ lnllrizns < O )1+ [ )Y e N,

Assim, lembrando de (3.33), pag. 82, existe w € W22 N N+2/P? tal que

w, — wem W, (3.51)
w, — wemNPP (3.52)
w, — wem W22 (3.53)

Provamos (3.39) por (3.42) e (3.51)-(3.53). Ja (3.40) segue de (3.49) e (3.51)-(3.53).
Por fim, (3.41) é consequéncia de (3.52), pois que pela construcdo de W,

Ow, /Ov =0,Vn € N.

Como sempre, podemos provar de forma anédloga o seguinte resultado.
Proposi¢do 3.2.11. Considere f € L?,0 <7< 1/2,00€ C', u>0ep > 2. Sejar > 2, tal
que

+1+
2 p



ew € H,. Entdo existe um tinico w € W, tal que

/ %—i— |Vw|p_2Vw~Vv+qu~Vv+u~va = / fo, (3.54)
0 Q
w = 0em oS,

para todo v € W, "
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CAPIiTULO 4

O MODELO B: CAMPO DE FASES
IRREVERSIVEL QUASILINEAR COM
FLUXO DE STOKES SUAVE E SINGULAR

Neste capitulo trataremos do seguinte modelo

(Fg) u;—Au+ VP + K(h(w))(ou+ uy) = (0 em Q,y,

(Tg) Or+w— A0 — A0 +u-VO=g(x,t)emQ,

(Cp) wi+ alw) — pAw — Aw + ku-Vw 3 0 + f(w) em Q,
Ow

925 = 0,u = 0 sobre 02 x (0,7,

V-u=0em Q,.,
ou+u; = 0em @,

0(.,0) = by, w(.,0) = wpem €,
u(.,0) = ug em Q.

o qual assim como o modelo A, descreve uma mudanga de fase irreversivel do tipo
liquido-sélido.

Mais uma vez, por simplicidade nos referimos as equagdes (£'5) — (C) como modelo
B, ou problema B.

Como antes, 0 < T < +o00, Q € RY é um dominio limitado com fronteira suave
0f), mas aqui ndo nos restringiremos ao caso bidimensional; v ainda denotard o vetor
normal unitdrio exterior a 9€2. Quanto as varidveis, mais uma vez u denota o campo de
velocidades do escoamento do material, P é a pressdo hidrostética, f sua temperatura
e w denota campo de fases associado ao estado fisico do material, sendo que no modelo
B ndo necessariamente w representara a fragdo sélida do material. No presente modelo,
consideramos h, uma funcdo do campo de fases que é dada, a qual depende do material
e seu valor em um determinado ponto (z,?) nos fornece a fracdo sélida do material
neste ponto. Como desejamos uma solidificagdo irreversivel, tomamos h como fungdo
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crescente de w; veremos que h relaciona o campo de fases w com a fragdo do material
que é solida.

Como ja foi dito antes, as diferencas essenciais do modelo B para o A sdo a introdugdo
do peso ou + u, junto ao termo de Carman-Kozeny, a possibilidade de convecgdo na
equacdo da fase, mas em um sentido fraco como ficarad claro posteriormente. Além
disso, no modelo B introduzimos operadores do tipo p-laplaciano em duas equagoes, o
escoamento do fluido é regido por uma equacao do tipo Stokes e a condigdo de fronteira
para a temperatura agora é do tipo Dirichlet. A mudanga na condicdo de fronteira para
a equacdo da temperatura é de razdo técnica, necessaria para a obtencdo de estimativas
de energia importantes para o presente caso.

No presente capitulo, chamamos (Fj) de uma equagdo do tipo Stokes suave e sin-
gular. A justificativa para tal nomenclatura vem da interpretagdo do termo

K(h(w))(ou + uy)

na equagdo de Stokes. K (h(w)) ainda representa o termo de Carman-Kozeny, o qual esta
associado as forgas de atrito interno no fluxo causadas pela solidificagdo do material e,
como K(.) denota uma funcdo crescente em = € (—o0,1) que ‘explode’ em = = 1, di-
zemos que o escoamento é ‘singular’. Contudo, agora incluimos o termo ou + u; junto
ao termo de Carman-Kozeny, onde o > 0 é um parametro de relaxagdo. Esta inclusdo
diz respeito ao questionamento de qual seria a equagdo correta para v no estado sélido.
No modelo a ser estudado neste capitulo, ndo obrigamos mais o campo de velocidades
a anular-se imediatamente em parte da regido (). Como veremos, a equagdo de movi-
mento a ser satisfeita na parte sélida serd ou + u; = 0, o que implica que o campo de
velocidades na parte sélida tenha decaimento exponencial com taxa o. Isto é, a veloci-
dade na parte sélida vai a zero de forma mais suave do que o modelo do capitulo 2. Essa
alteracdo da singularidade , que é parte da contribuicdo da tese, nos garante estimativas
mais regulares para u; o que nos permite trabalhar com um conceito de solugdo mais
forte no tempo, por isso dizemos que o fluxo é 'suave’. Novamente, (6 na equagao (Fz)
é a aproximacao Boussinesq relacionada as forgas de empuxo, com ¢ um vetor constante
ligado a gravidade e ao coeficiente de expansdo térmica do material. Por simplicidade,
tomamos a viscosidade igual a um.

A equagdo (75) € uma equacao do calor quasilinear, pois foi incluido um p-laplaciano
o que modifica a introducdo da dissipa¢ao no problema B. Além disso, (1) foi alterada
pela interagdo com o campo de fases e com os termos de movimentagao da parte liquida
do material. A fungdo g(z,t) representa as fontes e sorvedouros de calor do sistema.
Consideraremos, para maior clareza de exposi¢do mas sem perda de generalidade do
ponto de vista matematico, o calor especifico e o calor latente iguais a um.

Quanto a equagdo do campo de fases (C), o(.) ainda denota um grafico monétono
maximal em R? e uma restri¢do em seu dominio nos indica a interpretagdo fisica cor-
reta da irreversibilidade da mudanca de estado fisico. Escolheremos seu dominio da
seguinte maneira:

D(a) = [0, +00).
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Assim, assegura-se que w; > 0, sempre que w satisfizer a equagdo (C). Dessa forma,
como h é crescente e representa a fracdo sélida do material, garantimos que a transigao
de fase do material acontece de maneira irreversivel apenas do estado liquido para o
estado sélido.

Ainda sobre (Cp), introduzimos um operador ¢-laplaciano de maneira a obtermos,
a grosso modo, mais dissipagdo no fenémeno. O parametro x, com 0 < x < 1, esta asso-
ciado a influéncia da convec¢do no modelo e ;1 > 0 a largura da interface liquida-sélida.
Como veremos a introdugdo do operador degenerado —A,, combinada com a presenca
do operador monétono maximal «, nos trard diversas dificuldades mateméticas para o
estudo do modelo B. Precisaremos de severas restrigdes de natureza técnica para esta-
belecermos um conceito de solugdo forte para o problema e a principal razdo disso é a
falta de resultados sobre teoria de regularidade para sistemas parabélicos que envolvem
ndo linearidades na derivadas temporal, em particular a auséncia de resultados sobre
estimativas L> para o gradiente de equacdes do tipo (C).

Os conjuntos Qs e Q,, sdo respectivamente as regiées onde o material encontra-se no
estado s6lido e em um estado intermedidrio entre o liquido e sélido. Ambos dependem
da variavel w de forma que o problema B é do tipo fronteira livre. Vale dizer que
a regido intermedidria @,,; pode ser vista com a unido disjunta entre duas regides: Q,,
onde o material encontra-se no estado ‘pastoso” e (); onde encontra-se no estado liquido.
Mais ainda, para darmos algum sentido a equagado (Fz), precisamos garantir que @,y
serd ao menos um aberto de R x (0,7).

Nossa estratégia de estudo para o problema B serd a seguinte: primeiramente, dare-
mos uma defini¢do precisa de solugdo para o problema acima exposto; faremos também
as hipoteses bésicas e enunciaremos um teorema de existéncia de solugdo para o mo-
delo B. Depois estudaremos uma versdo discreta do problema e obteremos algumas
estimativas (discretas) de energia para entdo, usando técnicas de compacidade e mono-
tonicidade, obtermos uma solugdo para o sistema inicial. Para aplicarmos argumentos
de compacidade na equacdo da fase precisaremos lidar com um conceito de solugao
mais forte do que o usual para equagdes do tipo p-laplaciano. Aqui, a grande inspiracdo
para o nosso argumento foram os trabalhos de Ebmeyer et al. [21] e [20], onde é es-
tudada teoria de regularidade eliptica para o p-laplaciano em equagdes estaciondrias.
Como o tipo de equagédo trabalhada por ele é diferente, seus resultados ndo se aplica-
vam diretamente ao nosso caso. Porém, devido aos resultados do capitulo 3, felizmente
conseguimos adaptar a técnica a equagdo que nos interessa aqui, além de que simplifi-
camos substancialmente o argumento de Ebmeyer et al. para obter tal regularidade.

Apesar de semelhante, a técnica que serd empregada neste capitulo é diferente da
aplicada no capitulo 2, e dentro do contexto do modelo é pouco usual. De fato, no
capitulo anterior estudamos um problema auxiliar usando discretizagdo no tempo para
depois trabalharmos com o modelo completo empregando uma técnica de ponto fixo.
Tal estratégia é inspirada nos trabalhos de Boldrini e Planas [42], [7] e Hoffmann e Jiang
[27] e apesar de eficiente, ela se mostra relativamente longa, principalmente nas estima-
tivas de energia. Nesse sentido, optamos por um método diferente que pudesse atacar
o modelo completo sem a utilizagdo de problemas auxiliares com o intuito de fazermos
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uma abordagem matematica mais concisa.

4.1 Hipoteses, definicOes basicas e teorema de existéncia
para o modelo B

Neste capitulo, usaremos a seguinte notagao

N
= P sep <N, 4.1)
N—p
p?" = 2Nsep> N, eemparticular2#:4seN:2,

que é uma adaptagdo natural do expoente critico de Sobolev ao nosso problema, no
sentido de que queremos evitar que p* = +o0.
Consideraremos as seguintes hip6teses
(B1) peqé€ Rondep>max{N, 2%}, ¢ >max{N,2#} e N > 1 (veja (4.1) acima);
(B2) « CR? éum grafo monétono maximal o qual a(0) > 0
cujo dominio é dado por D(a) = [0, +00);

(B3) g € V(Q);

(B4) 6y € WyP(Q);

(B5)  wy € W>4(Q);

(B6) f:R— R, féLipschitz em R;

(B7) g¢:Q — R, géuma fungio de L*(0,T; L*(2));

(B8) K :[0,1) —R,K>0,K(0)=0,KcC'[0,1)),K'(z) >0e

lim K(z) = 4o0;

z—1—
(B9) h:R — R,h éuma funcio crescente de classe C'(R), tal que

0 < h(z) <1V eR;

(B10) 09 é uma variedade de classe C''. Contudo, para parte dos resultados
precisaremos pedir regularidade extra para 0€;

B11 1> 0;0 <k < 1. Contudo, para parte dos resultados

parap

precisaremos pedir que x = 0.

Durante nossa discussdo sobre o modelo, tomaremos por simplicidade o = 1. Como
veremos, tal alteracdo ndo nos traz perda alguma de generalidade matemaética.
Como fizemos anteriomente, consideraremos um grafo monétono maximal auxiliar
dado por
v=a'CR?
o qual satisfaz v(0) > 0. Vale a pena relembrar que o papel deste operador auxiliar
ticara claro quando estudarmos as estimativas de energia (veja o lema 4.3.2). Seguindo a
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estratégia do segundo capitulo, ainda consideramos a fungdo I' : R — [0, +o0] prépria,
convexa e semi continua inferiormente (s.c.i) tal que I'(0) = 0 e ~y é seu subdiferencial,
ie.,

o' = 7. 4.2)

Mais uma vez consideraremos a hipétese adicional
(B12) T'(0y + f(wo) + pAwy + Aywo — ug - V) € LH(€Q).

No entanto, dessa vez ndo tomaremos a regularizacdo de Yosida dos demais operado-
res e consequentemente ndo sera necessario aproximarmos os dados iniciais como feito
anteriormente(veja o lema 2.2.1, pag. 36).

Precisamos fazer uma pequena adaptacdo na defini¢cdo de ),,,; e Q5 nesse capitulo,
pois neste modelo w ndo mais representa diretamente a fragdo sélida do material e as-
sim, ndo temos mais a garantia de que 0 < w < 1. De fato, aqui para cada ¢t € (0,7
definimos

Q4(t) {r € Q: h(w(x,t)) =1}, aregido sélida,
Qn(t) = {re€Q:0<h(w(z,t)) <1}, aregido pastosa,

() = {reQ:h(w(z,t)) =0},aregido liquida,
Q(t) = Q) U(t), aregido ndo solida.

onde h é a fungdo dada na hipétese (B9). Além disso, temos

Qs = {(z,1) e Q:h(w(z,t) =1} ={(z,t) :x € A(t)} €
Qum = {(x,t) €Q:0< h(w(z,t) <1} ={(z,t) :z € Qu()}.

Facamos alguns breves comentérios sobre as hipéteses. Em primeiro lugar, adianta-
mos que (B1) tem papel duplo. Por um lado, nos assegura que tenhamos estimativas de
energia finitas, como ficara claro por exemplo na prova do lema 4.3.1. Por outro lado,
(B1) esta associada com a ‘compatibilidade’” de algumas ferramentas que serdo utiliza-
das. De fato, veja que em particular por (B1), p > 2 e ¢ > 2 de modo que existe r > 0 tal
que

1 1 1

1 1 1
—+-+-<le-+-+-<1. (4.3)
2 p o r 2 q r

Como veremos, precisaremos de que
r< 27, (4.4)

Isso é necessdrio de modo a garantirmos que V —<— H,, onde V' e H, sdo espacgos de
campos vetorias com divergéncia nula (veja pag. 10). Note que, (4.3) implica que

2
> 2 (4.5)

1
P p—2

<

S
N | —
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Analogamente devemos ter que » > 2¢/(¢ — 2). Portanto, de (4.4) e (4.5) devemos
requerer:
2 2
p—2 q—2

Deste resultado, se N > 2 vem

2p 2N
< S p >N
p—2 " N_2 P~
2q 2N
< < g > N.
—2 N-—271

Se N = 2 entdo

—2<4:2#<:>p>4:2#, (4.6)

Nesse sentido, dizemos que parte das restricdes tomadas em (B1) sdo feitas por uma
questdo de compatibilidade.

Até o fim do capitulo deixaremos este » > 0 fixado de acordo com a seguinte de-
finicao:

Defini¢do 4.1.1. Consideraremos r > 0 tal que 2 < r < 2% e que satisfaca

11 1 11 1
gtot-<les+-+-<1,

p T q T
onde 2% foi definido em (4.1), pdg. 90.

A hipétese (B5) é importante para que A,wy seja definido q.t.p , o que acontege caso
esteja em algum espaco de Lebesgue conveniente. Isto ficard mais claro na prova do
lema 4.3.2.

Evidentemente é necessario precisar o conceito de soluc¢do para o problema B. Como
pode ser notado, neste caso obteremos uma regularidade maior no tempo comparati-
vamente aquela obtida para o modelo A, apesar de que, a regularidade espacial obtida
serd menor devido a presenca dos p-laplacianos .

Defini¢ao 4.1.2. Considere o campo vetorial u e as fungoes 0, w e n. Dizemos que (u, 6, w,n) é
uma solugdo generalizada para o problema B desde que:

e uc C(0,T); H)NL>®(0,T;V)NWY2(0,T; H);
o 0 C([0,T); L") N L®(0,T; Wy*) N Wh2(0, T; L?);
e we C(0,T];C(Q) N L0, T; Whe) N WL2(0, T; Wh2) n WL (0, T; L?);
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o€ Lq/(O, T; (Wha));

/OT/Qut-¢+Vu-V¢+K(h(w))(u+ut)-¢:/OT/QQ9.¢’ 4@7)
/oT /Q<9t T+ (L+ VOV -Vt u- Vo = /OT/QW, 4.8)

T T
/ (n, &) + / / wi€ + (u+ |[Vw|T™)Vw - VE + ku - Vwé 4.9)
0 0o Ja

= [ e+

para cada ¢ € L*(0,T;V (Qu(t))) com suporte compacto em QU Qi (0) U Qi(T), o €
LP(0,T; Wy P) e € € L0, T; Wh9) . Além disso,

utu =0qgtpem Qs, (4.10)
u(.,0) = ug, 0(.,0) = by, w(.,0) =wpg.t.p.em Q. (4.11)

Observe que nesta definicdo de solucdo ndo pedimos de forma explicita que n €
a(w;) e por isso dizemos que tal solugdo é generalizada. A dificuldade deste problema é
que os métodos conhecidos para uma possivel identificacdo de n ndo podem ser apli-
cados neste nivel de regularidade da solugdo. Isto é devido a ndo linearidade total do
problema, principalmente, a presenga do termo a(w;) e a sua interagdo com um opera-
dor degenerado em conjunto com um acoplamento com uma equacgéo singular.

Entretanto, justifica-se o uso do conceito de solugdo generalizada porque com mais
regularidade é possivel provar a identificagdo desejada, i.e., n € a(w;) e assim, o conceito
de solugdo generalizada coincide com o de solugdo usual. A ideia de solugdo generali-
zada, é influenciada pelo trabalho de Boldrini e Planas em [7].

O principal resultado do capitulo é o seguinte:

Teorema 4.1.3. (teorema B) Suponha que (B1)-(B12) sejam satisfeitas. Entdo existe uma qua-
dra (u,0,w,n) solugdo generalizada para o problema B. Suponha adicionalmente que x = 0, 052
seja de classe C*°,2 < N <4ouse N =5,5 < q < 6. Entdo

n € alw)C L*0,T; L?); (4.12)
w € L*0,T; W) N LY0, T; N1 a9),

E importante fazer algumas observacdes sobre as hipéteses adicionais para o teo-
rema B. De fato, em um certo sentido elas mostram a disparidade entre a regularidade
que precisariamos para a identificacdo da solucdo do modelo e a regularidade que ob-
temos fazendo severas restrigdes nas equagdes estudadas. Mesmo nesse caso ‘simpli-
ticado” as dificuldades matemaéticas sdo grandes, de forma que o tempo todo tem-se a
impressao que faltam ferramentas matematicas para uma andlise mais profunda para o
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tipo de problema que trabalhamos. De fato, parte do instrumental matemaético que usa-
mos é baseado em resultados muito recentes (Ebmeyer ef al., [21] e [20]) e em técnicas
incomuns para espagos de Sobolev fracionarios. O motivo de restringirmos a dimensao
é devido a dependéncia que temos na validade da imersao

W1+2/q—e,q SN W1,2q—2

para algum e > 0 suficientemente pequeno e a compatibilidade desta com a restri¢ao
q > max{N,2%}. Na realidade, tal imersdo é necesséria para a técnica que usamos na
identificagdo de n com algum elemento de a(w;) (veja a prova do teorema B na pag. 116
e o lema 4.3.4). O espaco W'+%/7-¢¢ que, em primeiro momento, pode parecer estranho,
nos garante em um certo sentido que A w esteja em L?, como ficard claro mais adiante.

Para provarmos o teorema B, mais uma vez estudaremos um modelo aproximado
que consiste em uma discretizagdo no tempo do problema original e na obtengdo de
algumas estimativas de energia, as quais em conjunto com técnicas de monotonicidade
nos permitirdo fazer a passagem do limite de forma a encontrarmos uma solugdo para
o problema original. Diferentemente do que foi feito no capitulo 2, aqui o problema
aproximado ndo terd retirada uma das equagdes; lidaremos com todas elas ao mesmo
tempo.

Vejamos primeiramente a versdo discretizada do problema B.

4.2 Problema B aproximado

Sejam os parametros de discretizagdo 7,0 < 7 < 1 e M € N tais que (veja (2.27), pag.
38)
Mr=T. (4.13)

Novamente, tomaremos uma cota superior conveniente para 7 > 0 sendo que, ainda
para uma maior simplicidade de exposicdo, preferiremos ndo explicitéd-la pois afinal,
mais uma vez o objetivo serd tomar o limite 7 — 0.

Considere o seguinte esquema iterativo: dadas u,_y € V, 0,1 € WO1 Pew,_, € Whi
encontrar u; € V, 0; € Wol"” ew; € Whi as quais

M 4 K () (u " w) — (0, em V", (414)
0; — 0 i Wi —Lp'
Ly Bl NG — A+ VO = giem WY (4.15)
T T
wW; — Wij—1 I O(T<Wi - Wi—l) B ,UAWZ _ Aqwi + Kku; - Vw; (416)
T T

=0, + f(w;) em (W),
Owi
v

u; =0,6; = = 0 sobre 02 x (0,7,
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onde wuy, Oy e wy sdo dados por (B3)-(B5), g; é como no capitulo 2. Além disso,
K. (z) = Keyy(h(z) — 1),z € R (4.17)

e aqui K.,; é a extensdo de K a (—o0,0), tomando K.,.(x) =0, se z < 0.

Mais uma vez consideramos uma aproximagao especial para o operador .

Lembremos que ~, denota a regularizagdo de Yosida de v = a~! (como foi definido
na pag. 90) e que tomamos

Qr = (77 + TI)_I'

Essa aproximacao, que é Lipschitz, mostrard sua necessidade nas estimativas de energia
(veja o lema 4.3.2, pag. 105).

Lembremos também que existe uma fungédo s.c.i I'- a qual

I'; : R — (0, 0], Fréchet diferenciavel, (4.18)
N, =ve0<TI'(z)<I'(x) Ve eR,

i.e, v, é o subdiferencial de I';, conforme também observamos nos capitulos 1 e 2.
Nestas condicoes, temos que:

Proposicao 4.2.1. Dadas uw;—; € V, 0,_; € WO1 Pew,_, € Wh, para T > 0 suficientemente
pequeno, existem u; €'V, 0; € Wol’p e w; € Wh satisfazendo (4.14), (4.15) e (4.16).

Observacao 4.2.2. A unicidade de tal solugdo nio é esperada devido as ainda fortes nao lineari-
dades.

Dem. Usaremos o teorema do ponto fixo de Leray-Schauder. Lembremos que em todo
o capitulo consideraremos r > 0 dado pela definicdo 4.1.2, pag. 92. Seja entdo o espago
de Banach B = H, x LP x L? e definamos

T)\ : B — B
Th(u,0,w) = (a,0,),

onde 0 < A < 1 e, 0 ewsdo dados por

AL AT+ A [KT(w) (u i ui_l)] = A0 + Yl em V', (4.19)
T T T
0 AT Ag- A +u-Vo =\ {gi + Bt - h'(w)@} em (W,P), (4.20)
T T T T
¥ + A\, (7w — wi_l) — pAw — Ay + ku - Vo (4.21)
’7— ’7—

_ {e +flw)+ “’:1} em (W',

S

W

B

N

=0,§=—-—-=0 sobre 90 x (0,7T).
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Observe que os operadores T estdo bem definidos para 0 < A < 1 de acordo com a
teoria bésica para equagdo Stokes (veja Girault e Raviart [25], teorema 5.1, pag. 80) e
com as proposi¢des 3.2.10 a), pag. 83 e e 3.2.11, pag. 85. De fato, basta notar que

U — Uij—1

o )\ —)\g—KT(w)<u+ )+C9]—I—%EL2;

0i—1
T

Wi—1

° )\

w
—— +0g; + }ELz;
-

L 7

o )\ —a7<w>+9+f(w)+w} e L2
T T

Assim, existem tnicos @ € V, 0 € Wol’p e w € W respectivamente satifazendo (4.19),
(4.20) e (4.21). Verificaremos agora as hipéteses do teorema do ponto fixo de Leray-
Schauder.

1. Seja A = 0. Conforme a teoria padrdo para equacgdo de Stokes e com as proposigdes
3.2.10 item (a) e 3.2.11 existem tGnicos u € V, § € W, e w € W os quais

To(u,0,w) = (u,0,w).

Na realidade, consideramos u a tinica solugdo de (4.19) para A = 0 e a substituimos
em (4.20) e (4.21) para encontrarmos 6 e w.

2. Vejamos que T é continuo em B para cada A € [0,1] fixado. Suponha que
(u™, 0™, w") — (u,0,w) em B. Sejam

(a", 0", o") = Th(u", 0", w") e (4,0,0) = Tr(u,0,w).

Consideremos a diferenca entre os sistemas associados a (u",6",0") e (u,0,w).
Multiplicando a primeira equagdo por @" — u e integrando em €2 obtemos

n __ 2 =n _ |2 9.
v - vap < ool 2t B2 ol e (w2202
Q Q

T T
rr =) @ -0 - [ Ak (e CE) -
) (4.22)
onde ¢ > 0 ainda vai ser fixado. No entanto,
P e R
#(0"=)) - @ = 0) < Sl —alfy + 0 (10" - ol (123)
NS

2
)
L2

+HKT(w) (u o+ 1 )

T

o nen - g (4 )
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onde somamos e subtraimos K, (w)(u™ + u"/7) - (u"™ — @).
Como K é Lipschitz
2

H(m(w”) - K (w)) (un . M)

T

no__ . 2
(W' —w) (u" + vt ul_l)

T 2

L2

< C(7)

n_ ., 2
<Ol —wlZaflu + =2 <Ot —wl,  (424)

Hr

onde usamos que 1/¢ + 1/r < 1/2 e que u™ é limitada em H,.

Tome em (4.22) e (4.23), ¢ < 1/2/C, onde C' > 0 é dada pela desigualdade de
Poincaré. Assim, segue por (4.22), (4.23), do fato de K, ser limitada e de (4.24) que

1 —n _ n n n
SIVa" = Vallfz < C(N, 7, Q) ([u" = ullyy, + 10" = 6lI7z + lo” —wia).  (4.25)

que converge a zero se n — 0.

Analogamente, consideremos a equagdo obtida pela subtracdo das equagdes da
temperatura relativas a 6,, e §. Multipliquemos esta equagdo por 6" — § para obter
usando a monotonicidade do g-laplaciano que(veja lema 1.2.7, pag. 14)

/|H" 9\2+C/\VH" Vo < = /\w —wl||0™ — 0|
/Q SN0 (0" —0) —u-VOO" —0)
< Clrale = wlfs+ 510" =3 + [ 1" =) V@ =0
< O(r, )|l = w7z + €| V" = VAT, + Cle, g)l|u" — ully, 116117,
onde usamos que 1/¢+ 1/r+1/2 < 1e que
/Qun-V(H_n —0,)(B, —0,) = 0e

/ - VO, — 0,) = — / - (B, — 0,)0
Q Q

veja o lema 5.2.1 e o coroldrio 5.2.2, pag. 125.

Consequentemente fixando algum e > 0 no intervalo(0, min{7/2, C'/2}), temos que
1 nn 012 ¢ nn ) n 2 n 9P
7 /. 6" = 0"+ < g VO™ = VO < C(7)[[w" = wllzz + Cla)l[u" — ullp, 0L
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Em particular, pelo lema 1.2.3 da pag. 11 segue que

10™ — 0| z» — 0sen — +oo. (4.26)
Por fim, multipliquemos por @™ — @ a equagdo obtida pela subtragdo da equagao

do estado determinada por w daquela determinada por w" e depois integremos
em () para obtermos

1
—/|@”—@\2+0/|vwn—vw|qg0(f,7)/(|w"—w|
T Ja Q Q
+10" —0])|w" — w| —/{/u-V(w"—w)w—u"-V(w"—w)w",
Q
onde usamos que

(e (5 w2

pois «a;, é Lipschitz. Logo, procedendo como fizemos no caso da equagdo da tem-
peratura

< O(7)|wn = wljwn = &

1 -n ~ C -n - n
1o =l + (5 - ) IV8" = Valt, < o) (o — s

16— 62 + " — ] ,.Ilwll%q)- (4.27)

Assim, por (4.25), (4.26) e (4.27) segue que T) é continuo em B.

. Prosseguindo, vejamos agora a compacidade do operador T para A € [0,1] fi-
xado. Vale ressaltar que aqui usamos que r < 2%, de modo a garantirmos que
Ves— H,.

Consideremos a sequéncia {(u", 6", w™)} C B a qual
(", 0", w")|ls < C

paracadan € N.

Além disso, consideremos (u", 8", @") = Ty\(u", 0", w") e as equacdes (4.19), (4.20)
e (4.21) associadas.

Multiplicando a equagdo (4.19) referente ao trio (u", 6", w") por u" e integrando e
(2, obtemos que

a2 €pin " n
/QIVU * < 5l + O O lurllzz + 1671172 + lluiallzz) < C(7).
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De modo que, tomando ¢ < 1/4/C, C dado pela desigualdade de Poincaré, temos
|la"]ly < C(N,7,Q),Vn € N.
Analogamente, usando-se o lema 1.2.3, pag. 11, prova-se que

16 50

1™ lwr.a

C(7),¥n € N,

<
< C(7),¥n € N,

. - — 1 _ n — - -
Logo, existe (u,0,0) € V x Wy* x Wh tal que (a",0",&") — (u,0,0) em B, a
menos de subsequéncias, e assim concluimos que 7 é compacto.

4. Vejamos agora que T) é uniformemente continuo com relagdo a A em subconjuntos
limitados do espago de Banach B.
Sejam A C B, Alimitado, \; € [0,1],l =1ou2e (u,f,w) € A. Fixemos

(ﬂl, 0, G)l) =T (u,0,w)

etambému=u%>—u",0=0>—0'ew =% — .

Dai, consideremos a equacao (4.19) determinada por [ = 1 e 2 e depois, a equagdo
obtida através da diferenca entre essas duas tltimas equagdes. Multipliquemos a

equacao resultante por « e integremos em 2, obtendo entdo:
L1var < et al(ucally + lully + [ 50) + [ 1cor)
Q Q Q
< ‘)\1 - )\Q‘C(N7 A7 T, Q)a (4:28)

u +

U — Uj—1
-

onde usamos mais uma vez as desiguldades de Young e de Poincaré para tomar-
mos conta dos termos do tipo ||@l[%.

De forma inteiramente andloga e sem maiores dificuldades, obtemos que
1 - _
[ F108+CIvaP < - rafean) 4.29)
Q
1
[ HHa + c1valr < I - alc(A ) (4.30)
Q

onde C' > 0 é a constante dada pelo lema 1.2.7, pag. 14.

Concluimos, pelo lema 1.2.3 da pag. 11 e pelas estimativas (4.28), (4.29) e (4.30),
que T) é uniformemente continuo com relagdo a A em A.

5. Por fim, vejamos as estimativas a priori para os pontos fixos de 7.
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Consideremos (u, 0, w)

=T (u,0,w) e as equagdes associadas (4.19), (4.20) e (4.21),

devidamente modificadas. Multiplicando (4.19) por u e integrando em () segue,
usando a positividade de K (.) garantida por (B8), que

A
| 2P+ 1vap <
Q

€ 2
+ Sl

O(r0) ((1 K @))% + ||9||%2)

(4.31)

onde ¢ > 0. Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, usando a desigualdade
de Poincaré temos que

/ AulP + [Val? < C(r, N, Q)L+ [|6]%).
Q

pois por (B8) e por (4.17) segue que || K. (.)|| 1~ < C(7).

(4.32)

Multiplicando (4.20) por 6, (4.21) por w /7, integrando em €2 e somando os resulta-

dos temos que

1 1 1
/ L1024+ 1w+ |VOP + 1w
Q 4t T T

<c@+ot) [uP- [ o (U552

Somando e subtraindo 1/7 [, - ((w — wi—1)/T)w;_1, usando que

a(x)x
|ar ()]

obtemos que

> 0 (veja a observagdo 1.4.10, pag. 26) e
< Clz|/7 (veja a proposicao 1.4.9 item (vii), pag. 26)

1
[+ o+ 98 + 29l
<C

g )+C(f)/ o —5/a (=2 o
cr+c | 1 \w|2+—/|wuwz |
<O+ ) [ 2ol + 25 [+ [ 1ot

<o+ [ Dp,

T

IN

pois a,(.) é Lipschitz e o, (0) = 0. Logo, por (4.32) e (4.33) segue que

lulli + 11011z, + lwllf. < C
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Portanto, usando as afirmacoes 1. a 5. concluimos pelo teorema do ponto fixo de Leray
Schauder que existe (u,0,w) € V x W,* x W tal que T} (u, §,w) = (u,6,w). Tomando
u; = u, 0; = 0 e w; = w o resultado segue. O

4.3 Funcgdes auxiliares e estimativas de energia discretas

~ Seja T > 0 satisfazendo a proposigdo 4.2.1 e considere as fung¢des auxiliares u., i, 0.,
0., w-, 0;, g definidas de acordo com a defini¢do 2.4.1 na pag. 43.
Segue entdo da proposicdo 4.2.1 e das equagodes (4.14)-(4.16) que sdo satisfeitas:

[ o4 Vi Vo Ko @) 0 = [ oo (434)
Q Q
/ (0. + )+ (14 |V, PV, -V + / Uy - VO (4.35)
Q Q
= /gT’gD,
Q
/ Gr€ + ar (@) + (p + [ Vwr | ) Vw, - VE + / Kty - Vw.£ (4.36)
Q Q
= [+ s,

paracada ¢ € V, ¢ € Wy” e £ € Whe. Além disso,

Vou,=V-u, = 0em0@,

u-(.,0) =u,(,0) = wpq.t.p.em . (4.37)
0.(.,0) =0.(.,0) = 6y em Q.
wr(,0) =w,(.,0) = wy em .

Evidentemente, desejamos obter estimativas de energia independentes de 7 > 0 de
forma fazermos 7 — 0 em (4.34)-(4.36). E o que faremos nos préximos dois lemas.

Lema 4.3.1. Existe C' > 0, que ndo depende de T > 0, a qual

||ﬂ;H%2(O,T;H) + HUTH%OO(O,T;V) <C, (4.38)
19, 12070y + 161 g gy < C (4.39)
H(D;H%Q(O,T;L2) + ||w7||%°°(07T;W1’q) < C7 (440)

T
/ /KT(wT)|uT +al|? <C. (4.41)
o Ja
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Dem. Multipliquemos a equacdo (4.15) por 6;, a equagao (4.16)+w; por (
integre em (2 e some o resultado total para obter que:

9,’2— 92'_ 2 wiz— Wi— 2 W; — Wi— 2
Q 2T 2T T
Vw; — Vw;_ i — Wi
+/<M+|Wi|q-z)m.u+mi.mw7@w
o) T T

Wi—1

1 1 w; —
<C [ S0P+ Slg? + w2t

onde usamos que

10:” — 01| 0; — 01

Wil = Vi-1l g, L Timl
2 -

|u)i|2 - |Wi—1|2 < w'UJi — W;—1
2T - ! T

Wiy — Wi—1 \ W; —Wi—1
o > 0.
T T

Agora, observemos que
Vw; — Vw i—1
|VWZ.|q_2VwZ. A I St
o) T

e () (o)
-2 [

|sz\q _ \Vw2_1|q
q

| \/

| \/

Usaremos agora a hipétese (B1). Se N > 2, como ¢ > N, segue de (B1) que

1/24+1/q+1/2% < 1.

W; — u)i_l)/T

(4.42)

(4.43)

(4.44)

Caso N = 2, como ¢q > 2% = 4, entdo mais uma vez (4.44) é valida. Vale ressaltar que
o fato de termos escolhido 2# = 4 foi motivado por esse ser o0 menor valor o qual

poderia satisfazer 1/2 + 2/2% < 1. Dessa forma,

/ui.mw
9 T
1/2# 1/q 2N L2
C(/ |ui|2#) (/ |vwl|q) (/ ‘wz wz—1| )
Q Q Q T
1 .
C</|ui\2#+|vwilq)+‘/
Q 2 Jq
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Wi — Wi—1
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+C,

T

(4.45)



onde usamos a desigualdade de Holder e a tltima constante provém da desigualdade
de Young.
Segue por (4.42), (4.43) e (4.45) que

9i2—9i— 2 i2_ i— 2 1w — wi— ?
/M w4 Dl et e —wi (4.46)
Q 2T 2T 4 T
VZ-2 vi—2 1 Viq Vi—q
L L
T Jo 2 2 T Ja q q

s0<1+/|ui|2#+|91-|2+|gi|2+|wi|2+|Vwi|q)-
Q

Recordemos que M é o parametro de discretizagdo tal que M7 = T' (veja a equagdo
(4.13), pag. 94). Multiplicando (4.46) por 7 e somando o resultado de ¢ = 1 até m < M
obtemos que

m m w
/ Oul? + i ? + Vo7 + 3 (VO + 3
Q =1 i=1
<01 [ OB+l + ol + a2 + (9.
Q=

Equivalentemente, definindo 6,, w. e u, analogamente a definicdo 2.4.1, pag. 43, com
0 <7 < 1/2, obtemos

1071122 + lleor (D172 + Ve ()]

#
< C<1 + ||‘97H%2(07t;L2) + Hw‘r||2L2(07t;L2) + ||VWTHZ£I)(0¢;LP) + ||uTHiz#(07t;L2#))7

(4.47)

parat q.t.p em [0, 7. Logo, pelo lema de Gronwall
10-@)117 + llwr (D72 + [ Ver (DL (4.48)

< (14 Tl e

onde C = C(T, g, U, 90, u)(]) > 0.
Analogamente, obtemos por (4.47) e (4.48)

VO Lo 0.0y & M2 20,6,22) < (1 + ||Ur||L2# OTLz#)) (4.49)
Consideremos agora (4.14) x(u; + (u; — u;—1)/7) e integremos em 2, obtendo

w;|? — |ui— Vu-—Vui_
/\| | 1\ L

/le

2

+ |V, |* + (4.50)

/C|H ‘2 ‘u2|2 | uz 1| ’

Uj — Uj—1

Uuj +




onde vale lembrar da positividade do termo de Carman-Kozeny garantida por (BS).
Mais ainda, pela desigualdade de Cauchy-Schwartz,

/Vuz. . M (4.51)
(¢} T
1 |VU2“2 ‘Vuz'—1|2
27 /Q 2 2
Combinando (4.50) e (4.51) segue que
il — Jwia* | Jui = wia | o [Vuil? = |V,
/Q 2T - 2T IVl + 2T

Uy — Uj—1
U + ——
-

2
Q Q

Multiplicando por 7 e somando de @ = 1 até m < M (onde M é um parametro de
discretizacdo, veja (4.13), pag. 94) descobrimos que

1 e
2 - 2 o
|t + 5190 +;<4 .
m 2 m
+ZT/K(M) Lot gc(1+/Z(T|ui|2+T|ei|2)).
i=1 Q Q i=1

u
U; +
Analogamente ao que fizemos para (4.48) e (4.49) concluimos que
lur (172 + IVur ()17 < CA+[10-M720.422) (4.52)

e, consequentemente,

U — Uj—1

2
+7’|VUZ|2)

T

t
V) aone) + [Vt Zaoe) + / / K (wn)ur + P (4.53)
0
<O+ HGTH%Q(QT;H))'

Consideremos agora (4.15) x(#; — 6;_1)/7 e integremos em (2 para obter, argumen-
tando de forma andloga a (4.43)-(4.45) e (4.51), que

/ 0, — 01> VO[> = |VO_ 2 |VO|P — |V, |7
LY +

Q T 2T pT

+

§C+C/|9i|2
Q

310 =i |
4

Multiplicando por 7 > 0 e somando de ¢ = 1 até m < M temos
i / 1160; — 0,4
| =
i1 9 4 T

< 0(1 + 3 (il + |V9,-|p)).
=1

Wi — Wij—1

2
+/C|ui\2#+C\Vﬁi|p+
Q

2
1 1
+ §||V9mH%2 + §||V9mHip (4.54)
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Logo, pela defini¢do 2.4.1, pag. 43, temos que
#
IVO-0)122 + VOO0 < C L+ Ntell o g,y + 1VO 0 652))
(0,t;

parat g.t.p em [0, 7). Pelo lema de Gronwall

#
196D < O+ [lurl 2o o) (4.55)
Consequentemente, por (4.54) e (4.55) segue que
N #
1020302y < OO [ o) (4.56)

Além disso, segue de (4.55) e da desigualdade de Poincaré que
IV6-(1)lI7, < C(1+ [ VurllFeo ).

e em conjunto com (4.52) implica que

V00115 < O+ 116: 17202

Agora pela hipétese (B1) temos que p > 2% logo aplicando novamente a desigual-
dade de Poincaré segue que

IVO-(0)I172 < C(1+ V020,12
e pelo lema de Gronwall segue que para ¢ q.t.p. em [0, ]
IV6- ()7 < C, (4.57)

onde C = C(T,ug,8,wp,g) > 0. Vale ressaltar que aqui é o ponto exato o qual nés
usamos a hipétese de que a condicdo de fronteira para 6 é do tipo Dirichlet.

Veja que (4.38) e (4.41) seguem da desigualdade de Poincaré e das desigualdades
(4.52), (4.53) e (4.57). Prosseguindo, (4.39) segue de (4.38), (4.55) e (4.56). Por fim, ob-
serve que por (4.38), (4.48) e (4.49) temos que

lor(ONIZ2 + Vw015 + e @7 < C. (4.58)

Combinando (4.58) e o lema 1.2.3 da pag. 11 segue (4.40). O

Com o préximo lema conseguimos as estimativas de energia mais relevantes para o
modelo B.

Lema 4.3.2. Existe C' > 0, que ndo depende de T > 0, tal que

|z (@)l o 0,y wrayy < C, (4.59)
@70, 1522) + I VOl 20,102y < C, (4.60)
M R . q
Z/ |VUJ7, sz—1| S C, (461)
i=1 7 T
||Ap¢97- HLOO(Q,T;(WOLP)r) < C7 (4.62)
||AqWTHL°°(O,T;(W1’4)/) < C (4.63)
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Dem. Nos concentraremos apenas nas provas de (4.60) e (4.61), pois (4.62) e (4.63) sdo
consequéncias imediatas de (4.39) e (4.40).

Para i > 2 consideremos a diferenga entre a equagdo (4.16) para i da equacdo (4.16)
para i — 1. Depois multipliquemos o resultado por (w; —w;_1)/7 e integremos em (2 para

obter que
Wi — Wi—1 Wi —Wi—1 Wi—1 — Wi—2 \ W; —Wi—1
P + aT —
Q T T T T

/ —Q (%’-1 _wi_2>wi — W1 +M|Vwi _Vwi—1|2 (4.64)
Q T T T
Vw; — Vw;_
T L N
Q

Wi — Wi—1 W; — Wi—1
+ /uZ szi — Uiy - Vwj_1—————
-

/\9 biaf® |, | —wzll

Contudo, pelo lema 1.2.7, pag. 14, existe C; = C5(q, N) tal que

/ (V" Ve, — [V [T Vis,_1) - (M) (4.65)
Q

T
P . q
Z/C,2|VWZ sz_1| .
Q

T

Além disso, somando e subtraindo u;_; - Vw;(w; — w;_1)/T obtemos que

Wi — Wij—1

/ Uj; + V%M — Uj—1 Vwi_l (466)
Q

T T

— /(ui ) Ve YL
QO T

C 1/2 1/q 1/2#
T Q Q Q

onde usamos a desigualdade de Holder, que 1/q + 1/2% + 1/2 < 1 e o lema 5.2.1, pég.
125.

Por outro lado, veja que por (4.47) existe C' > 0, que ndo depende de 7 > 0, tal que
para todo 7,

/ V|t < C. (4.67)
Q
Assim, combinando (4.66), (4.67), usando que W — W2 — [** e a desigualdade de
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Holder, é facil ver que

/ by Ve, T g, YT YL (4.68)
Q T
1/2 1/2#
< g(/ u; — Ui—1‘2) </ |w; —Wi—1|2#>
T \Ja Q
. L2 o 412 o 2
< / C€|uz uz—1| +€|wl w2—1| +€|VUJZ Vw,_1| .
Q T T T
Para que as expressdes ndo se tornem muitos grandes, a seguir denotaremos
& =a, <M) parai > 1. (4.69)
T
Logo, da definicdo de a; na pag. 95, concluimos que
W; — W;—
(&) + 76 = T (470)
Mais ainda usando a defini¢do de I'; na pédg. 95 temos que
L&) =T < [ e - o) @.71)
Q
Dessa forma, segue de (4.69)-(4.71) que
T T
/ I (&) — I (&-1) + §|5i|2 - §|§i—1|2 (4.72)
Q

Wi — Wi Wi—1 — Wi Wi — Wi _
S/ (a7<27“) —aT< U 2)) SRt lpara222.
Q T T T

Combinando (4.64), (4.65), (4.68), (4.72) e fixando 0 < € < 11/2 obtemos que

|Wi - Wi—l‘z _ |Wi—1 - uJz'—2|2

/QFT(&) = Do) + 7I&° = Tl& [ + 27 27

Vw; — Vw4 |? Vw; — Vw;_q|* i—uial® [0 = 0]
+/u|w w1‘+02‘w7w1‘§0/|u wial” | 1
Q Q

2T T T

+C/ |wi - wi—1|2
Q T '
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Somando-se de i = 2 am < M e usando as estimativas (4.38), (4.39) e (4.40) obtemos
2

Win = W | - Vw; — Vw,;_4
Do (Em) + 7]Em|? + [2—21) 4 T/;
JRECRRIN S [T
- Vz_vz_ q
+CZZ/| w . wi1| w73
i=1 79
2 2
§C<1+/FT(§1)+T|§1|2+MT levao C‘JlTWo
Q

+/Cz—|vwl_vw°|q>.
Q T

Vejamos agora o que acontece para ¢ = 1. Para tanto, definamos
o = 0o + f(wo) + pAwo + Agwo — g - Vwy,

e lembremos que &, € L? pelas hip6teses (B3)-(B5) e pela escolha de r. De fato, note que
pela definicao (4.1.1), pag. 92 1/q¢ + 1/r < 1/2. Logo, pela desigualdade de Holder,

2/r 2/q
AWWV&FSC(AMW) (anm) < oo,

Consideremos a equagdo (4.16) para i = 1; depois multiplicando-a por (w; — wy)/7 €
integrando em €2, vem

/ <w1 — Wo X aT<W1 - WO)) %]} ;u)(] I (Iu X |Vu)1‘q_2)va}1 ) le ; va
Q

+ [ v < [ 6+ s

Somando e subtraindo [, & (wi — wo)/T segue que
JIGRO R
Q T T

61 — 6y — w? -
S/ 0 =00l | Jorm ol gy v,
Q

T T T

W1 — Wo W1 — Wo

W1 — Wo

(4.74)

2
Vw; — Vwpl? Vw; — Vwgl?
JrM| w1 Wo\ +02‘ Wi Wo\
T

T

onde ressaltamos que [, u; - V(wi — wp)(w1 — wp) = 0 e que [, {o(wr — wp)/T estd bem
definido pela escolha de ¢, e pelo fato de que w; — wy € L.
Mais ainda, como ¢ > N e wy € W4 temos pelo teorema de imersdo de Sobolev que
Vwy € L. Dessa forma, pela desigualdade de Holder obtemos que
61 — 6o — wpl? —
/ | ! 0‘ + |W1 W0| — K(Ul — UQ) . V(U()wl 0
Q

T T T

VR 2
S/ |01 — 0 N |wi — wo|
Q

T T

c 1/2 1/2
+—(/hn—wﬁ) (/hm—ww) <c, (4.75)
T Q Q
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onde usamos as desigualdades (4.38)-(4.40), lembrando das expressdes de ., 0. e w..

T T

Prosseguindo, como v, (&) + 7€ = (w1 — wy)/7 segue diretamente da escolha de I'
que (veja (4.2), pag. 91)

et -t < [ (222 s @ -6

ou, equivalentemente,

[ e+ gl < [ roie + Jlak + (

Entdo, segue de (4.74), (4.75) e (4.76) que

W1 — Wo
T

)(51 — &o)- (4.76)

2
Wy — W Vw; — Vwel?  |Vw; — Vwl?
1 0 +\ 1 ol +| 1 ol

2T rT

[ oot + Dl +
Q

< C<1 + /QFT(&J) + %|§0|2)

< c(l " /Q I(&) + gw), @.77)

onde usamos (4.18), pag. 95, para a tltima desigualdade. Note que a tdltima expressao
da desigualdade acima é finita pela hip6tese (B12) da pag. 91. Dessa forma, por (4.73) e
(4.77) provamos (4.60) e (4.61).

Para provarmos (4.59), consideremos a equagéo (4.36) da pag. 101. Temos que

[ ar@g == [ ae+ (et Vorl ) Ve, - Ve 478)
Q Q
i / - Vet + / (0 + f(wr))e.
Q Q
Agora, por (B1), 2/q + 1/2% < 1 e entdo pela desigualdade de Holder
= [ e Vi < ol o ol ¥t € 0,71 (4.79)

onde também usamos a imersao ébvia Whe « [4.
Analogamente temos que

— [+ 19wl T+ [ (6,4 1) (4.80)
Q Q
< wrlyial€lwna + Cllwr lwralléllwra + 16- 22 1€ llwa, ¥t € 0, 7).
Combinando (4.38)-(4.40), pag. 101, com (4.78)-(4.80) obtemos que

||CY7—((D;_)||(W1,¢1)/ S C, Vt € [O,T]
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O

Como consequéncia direta dos lemas 4.3.1 e 4.3.2 conseguimos as seguintes con-
vergéncias que em conjunto com técnicas de monotonicidade serdo suficientes para pro-
varmos a existéncia de soluc¢do para o problema B.

Proposicao 4.3.3. Existem u, 8, w e n tais que, a menos de subsequéncias, se T — 0

ur —u em C(0,T;H)eu, - uem C([0,T]; H), (4.81)

0, —0 em C([0,T);L* ed, — 0em C([0,T]; L), (4.82)
wr, 0, —w em C([0,T);C(Q)) N C([0,T]; Wha™), (4.83)
up > u em L>®(0,T;V), (4.84)

0. 260 em L®0,T;W,"), (4.85)

wr 2w em  L=(0,T; Wh), (4.86)
a. —u; em L*(0,T;H), (4.87)

0 —0, em L*0,T;L?), (4.88)

W Sw o oem L>(0,T; L%, (4.89)
@ —w, em L*0,T;W"?)sepu>0, (4.90)
(@) =n em L0, T; (Wh)). (4.91)

Dem. Em primeiro lugar, veremos que se 7 — 0 entdo

uy — i, — 0 em L*(0,T;H), (4.92)
0, —0, -0 em L>(0,T;L?), (4.93)
wy — @, — 0 em L>(0,T;Wh9). (4.94)

De fato, para (i — 1)7 < ¢ <7 usando a defini¢ao 2.4.1, pag. 43, temos

T — 1
wr — Wy = (W — wj_1) (ZT )
-

entao
lwr = @rllwre < lwi — wizallwra (4.95)

Além disso,

T
o Wi — wi—ld
Wi — Wi—1 = —as
(

i—1)T T
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a igualdade valendo em W%. Dessa forma, pelo lema 1.2.3, pag. 11,

1T 1
s — wiallwre < / I
(

i—)r T
C T
< - |wi = wi—1|[r2 + ||Vwi = Vwi_1]| e (4.96)
(i—1)7
i 1/2 ir PR IENG Vi
gC(/ 1) (/ Wi — Wi )
(i—1)7 (i—1)T T 1.2

C T 1/q iT 1/q

+ — 1 ||Vw, — Vw,-_1||qq
L
T (i—1)7 (i—1)7
T 2 1/2
= Cr'/? (/ )
(i—1)7 L2
1 T l/q

+ —F / ||sz — Vw,-_1||q )

/4 ( (i—1)T b

T 1/2
or( [ el

T 1
+ Tl/q(/ ||Vwi—Vwi_1|l%q) /a
(i-1)7 T2

Wi — Wi—1

T

IN

No entanto, observe que

M M
|Vw; — Vw17 4 |[Vw; — Vw;_1]7
> /Q = =y oo - (4.97)
=1 i=1 1—1)T
M T

_ Z/ IVwi — Vwi_1 |7,
i—1 J -7 T2

Por (4.96)-(4.97), (4.60) e (4.61), pag. 105, provamos (4.94). Analogamente provamos
(4.92) e (4.93).

Agora provaremos que @, — w em C([0,T];C(Q)) de forma que (4.83) serd con-
sequéncia direta de (4.94). Segue das defini¢des de w. e w,, pag. 43 e da desigualdade
(4.40), pag. 101, que

|7 || Lo 0,710y < C, onde C' ndo depende de 7 > 0. (4.98)

Pelas proposicoes 1.3.7, pag. 17 e 1.3.11, pag. 18, como 1 — ¢ — N/q > 0 se consideramos
e > 0 suficientemente pequeno, entdo temos que

Wt esens W61 s O(Q) — L2 (4.99)
Além disso, pela estimativa (4.40), pag. 101, temos
|@2 || £20,;,02) < C onde C' ndo depende de 7 > 0. (4.100)
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Logo, para e > 0 tal que N < ¢ — € < ¢ combinando (4.98)-(4.100) com o lema de Aubin-
Lions (teorema 1.5.1, pag. 29), onde tomamos X = W9, B = C(Q) e Y = L?* segue que
existe w € C([0,T]; C(Q)) N L>®(0,T; W) o qual ©, — wem C([0,T]; C(£2)), a menos de
subsequéncias. Assim, (4.83) segue.

Prosseguindo de forma andloga, por (4.39), pag. 101, temos que

\|tr|| oo 0,757y < €, onde C' ndo depende de 7 > 0. (4.101)
Mais ainda, pelo teorema de Rellich-Kondrachov
V eses H. (4.102)
Pelas estimativas (4.38) e (4.101), por (4.102) e pelo teorema 1.5.1, escolhendo X =V,
B = HeY = H segue que existe u € C([0,T]; H) N L>*(0,7;V) tal que a menos de
subsequéncias u, — uwem C([0,T]; H), o que em conjunto com (4.92) prova (4.81).

De forma inteiramente andloga provamos (4.82).
Vejamos agora a convergéncia (4.84).

Segue da estimativa (4.38) que existe @ € L>=(0,T; V) tal que @, — @ em L>®(0,T;V).
Isto quer dizer que para cada ¢ € L'(0,T; V")
T
/ (i —u,¢) — 0, se T — 0, (4.103)
0

onde aqui (,) denota o produto de dualidade entre V' e V’'. Lembremos que H — V'
pois, para cada ¢ € H e cada ¢ € V o produto

<¢,¢>=/Q¢-w

define um elemento de V'. Dessa forma, para cada ¢ € L*(0,T; H) temos que

T
/ /(HT—Q)-¢—>O, se T — 0.
o Ja
Em particular, como

/OT/S)(“_@“X):/OT/Q(“_@T)'¢>+/OT/Q(@T—@).¢
entdo por (4.81) e (4.103) obtemos
/OT/Q(U—T'Z) ¢ =0,Y¢ € L*(0,T; L?)

eassim u = u q.t.p em (0,7 x Q2 e assim (4.84) realmente é valida.
Da mesma forma, provamos as convergeéencias (4.85) e (4.86).
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Agora, mostraremos as convergéncias (4.87)-(4.89).

Primeiramente, observamos que por (4.40), pag. 101, e (4.60), pag. 105, existe w €
L*(0,T; Wh3) N L*°(0,T; L*) tal que

o, —wem L*(0,T;W'?), se p > 0ea. = wem L>(0,T; L?). (4.104)

Usaremos agora teoria elementar de Distribui¢es Vetoriais (cf. Lions e Magenes [34]
cap.1.2 pags.6-7 ou Temam [49] cap.3.1 pags.169-170 lema 1.1). Temos que para cada
e lPU(Wh?) epeCx(0,T)

T T
| @royots=— [ v oas
0 0

Mais ainda, como para cada s fixado ¢(s) é um nimero real, entdo

T T
| @hovyds=— [ (@r.ow) as (4.105)
0 0

Como evidentemente ¢ e ¢, pertencem a L*(0, T'; (W2)'), sep € (W2), ea L*(0,T; L?)
se ¢ € L? entdo segue de (4.86), pag. 110, (4.104) e (4.105) que

Aa%wau:—Aﬂww@w

e assim w; = w no sentido das distribui¢oes de (0,7) em W'? ou L?. Como w €
L0, T; Wh2) N L*(0,T; L?), (4.89) e (4.90) estdo provadas.
As provas de (4.87) e (4.88) sdo andlogas, bastando que troquemos as ditribui¢ées de
(0,7) em W'? por H e L?, respectivamente.
Para concluirmos, basta notarmos que (4.91) segue diretamente de (4.59), pag. 105.
O

Com a proposicdo 4.3.3 em mdos, temos o instrumental necessério para provarmos
o teorema B. Para maior conveniéncia do leitor, dividemos sua prova em duas partes.

Prova do teorema B: existéncia de solucao generalizada

Sejam u, 0, w e n dados pela proposicdo 4.3.3. Observe que as regularidades estabe-
lecidas pela definigdo 4.1.2, pag. 92, sdo trivialmente satisfeitas.

Consideremos entdo a equagéo (4.34) pag. 101 e seja ¢ € L*(0,T;V(Qyu)(t)) tal que
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supp ¢ CC QU 2, (0) U, (T). Se 7 — 0, por (4.82), (4.84) e (4.87) temos que

[foo- [ foe
/OT/QVUT-W e /OT/vaw, (4.106)
/f/ﬂcem - /OT/Q<H~¢.

Além disso, lembrando que
Qi = {(z,t) : 0 < h(w(x,t)) <1} e Qu(t) ={z € Q:0 < h(w(z,t)) < 1}
e que supp ¢ CC Quu N 2y (0) N €2y (T) temos que, se 7 — 0
K, (h(w;)) = Kegt(h(w,) — 7)— K (h(w)), uniformemente em supp ¢. (4.107)

De fato, tome ¢ > 0 tal que h(w(z,t)) < 1—20, para cada (z,t) € supp ¢. Segue de (2.82),
pag. 53, que

w,— w uniformemente em (0, 7") x (2.

Logo,por (B9) temos que
h(w,)— h(w) uniformemente em (0, 7)) x . (4.108)
Entdo, escolha 71 0 qual 0 < 7y < 6/2, de modo que, paracada 0 < 7 < 7,
h(w,(x,t) <1—10/2.

Agora, por (B8), (B9) e pela escolha de K., K..(.) é uniformemente continua em
0,1 — 6], logo (4.107) segue usando (4.108).
Dessa forma, por (4.84), (4.87) e (4.107)

T T
| [ Kt sa)o— [0 Kowiarw) o @109
0o Jo 0o Jo
Assim, segue da equacdo (4.34), pag. 101, de (4.106) e (4.109) que a equacgdo (4.7) é
satifeita.

Analogamente, consideremos a equagio (4.35) pag. 101 e seja ¢» € LP(0,T; W, 7). Se
7 — 0 entdo por (4.85), (4.88) e (4.89) e pelo lema 2.4.2, pag. 44, temos que

/OT/Qw;w;w = /OT/thwt)w,
/OT/QWT-W} N /OT/Qw-w, (4.110)
/OT/QW/) — /OT/QW-
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Agora, por (4.81)-(4.82) segue que

/OT/Qqu@ﬂﬂ:—/OT/QuT-VWT — _/OT/QU'VQWI/OT/QU-VGID.

(4.111)

Veja que por (4.59), pag. 105, existe ¥ € L2(0,T; (Wy™*)) o qual, se 7 — 0

/OT<—ApeT,w>=/OT/Q\WT|P—2WT~W = /OT<\I!,w>,

onde ( , ) denota a dualidade entre W, e W1,
Mais ainda, observe que

/OT /Q“);+ ) — /0 T /Q (0; + w;)0 por (4.82), (4.88) e (4.89),

T T
/ / g0, — / / g0 por (4.82) e pelolema2.4.2e (4.112)
o Jo o Ja

T T
limsup—/ /|V97|2 < —/ /|V9|2por (4.85).
T—0 0 JQ 0 JQ

Dessa forma, segue da equacao (4.35), pag. 101, e de (4.110)-(4.112) que

T T
limsup/ (—AL0,,0,) < / (W, 0).
0 0

T—0

Logo, pelo teorema 1.4.11, pag. 27, concluimos que
U =-A0. (4.113)

Combinando (4.110)-(4.113) com (4.35), obtemos que a equagdo (4.8) é satisfeita.
Vejamos agora a equacdo (4.9). Para & € L1(0,T; W), se 7 — 0

[ [e@eae = [was [ [acporasoeasn,

T T
/ / uVw, - VE+ ku, - Vw, & — / / Vw - V¢ + ku - Vwé por (4.81) e (4.83),
0o Jao 0 Ja

T T
/ / 0 + fw))E — / / (6+ f())€ por (482) e (4.83),  (4.114)
0 Q 0 Q

onde vale lembrar que f(.) é Lipschitz pela hipotese (B6) e que ( ,) representa agora a
dualidade entre W% e (W4
Procedendo de forma andloga a que fizemos em (4.112)-(4.113), provamos que

—Aw; = —Aywem L=(0,T; (WH1))
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e em particular,
T T
/ / |Vw, |7 ?Vw, - V¢ —>/ < —Aw, € > (4.115)
o Ja 0

Fazendo uso de (4.114) e (4.115) obtemos que

T T
/ (n, &) + / / wi€ + (p+ |Vw|T™?)Vw - VE + ku - Vwé (4.116)
0 0 Q

-/ ) @+ rene

Vejamos agora a obtengdo de (4.10). Observe que, como w, — w uniformemente
em (), entdo por (B9), h(w,) — 1 uniformemente em (),. Logo, pela hipdtese (B8) e
pela escolha de K, segue que K, (h(w;)) — +oo uniformemente em (). Assim, pela
desigualdade (4.41), pag. 101, pelas convergéncias (4.81) e (4.87) segue

u+u = 0q.tp. em Q.
Para as condigdes iniciais (4.11) basta lembrar da escolha de u,, 0, e w, (veja (4.37)

pég. 101) e das convergéncias (4.81)-(4.83), o que encerra a primeira parte da prova do
teorema B.

Prova do teorema B: identificacao da solucao

Faremos agora a identificacdo da solugdo para a equagdo do campo de fases, i.e.,
provaremos agora que 1 € «(w;) de acordo com as hipéteses adicionais do teorema
B. A diferenga é que aqui explicitaremos a constante ~ de modo que para cairmos nas
hipéteses adicionais, bastard supormos x = 0. Como pode ser notado, nenhuma das
estimativas de energia ou convergéncias provadas anteriormente dependem de «. De
fato, caso 0 < xk < 1 as provas que foram exibidas continuam vélidas e se x = 0, algumas
das demonstracdes que fizemos tornam-se até mais simples. A maior diferenga entre os
dois casos é que em um deles ndo precisamos nos preocupar com a interacdo entre o
grafo o e a convecgéo.

Quanto as restri¢des no parametro ¢ associado ao operador degenerado da equagao
da fase, temos observado que as estimativas anteriores obtidas sdo insuficientes para
aplicarmos as técnicas de monotonia conhecidas para obtermos solugdo com
identificacao.

A grande dificuldade aqui é a de ampliar a classe das funcdes teste das equagdes
aproximadas de W' para W2, pois precisaremos multiplicar a equacdo do campo de
fases por w;, que em principio ndo possui a regularidade necessaria. Observemos que
nas equagdes (4.16), pag. 94 e (4.36), pag. 101, as tinicas dificuldades para tal extensdo
seriam os ¢-laplacianos, mais precisamente o grau de integrabilidade de |Vw;|?"*Vw; e
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|Vw,|9"*Vw,. Basicamente é aqui que serdo usadas as hip6teses sobre N, g e que estdo
relacionadas com a imersao

1+2/q—€,q 1,2¢g—2
Wit/a=et e, Jyh2a2,

para algum € > 0 pequeno.

Mais ainda, a presenca do g-laplaciano na equagdo do campo de fases complica subs-
tancialmente a obtengado de estimativas de energia para o, que sejam independentes de
T, necessdrias para a identificacdo da solugdo. Mesmo sem a convecgdo, ndo podemos
proceder como no capitulo 2. Ndo vale o argumento usado em (2.95)-(2.96), pag. 54,
pois ndo temos uma propriedade do tipo —(Aw + Aw); € L*(0,T; (W*'?)'). Uma forma
de contornarmos esse problema é que em algum sentido a(w;) + w; seja um ‘bom mul-
tiplicador” para esta equacdo, o que fez necessario considerarmos o caso i > 0. Fa-
zendo assim, conseguimos contornar essa dificuldade e obter uma identificagdo global
no tempo no caso sem convecgao (k = 0).

Primeiramente vejamos que as hipéteses adicionais sobre ¢ sdo suficientes para que
tenhamos a imersdo a qual nos referimos acima.

Lema 4.3.4. Suponha que 2 < N < 4 ou que N = 5e q < 6. Entdo existe e = ¢(N,q) > 00
qual
Wit?a—ed o, pyl2a-2, (4.117)

Dem. Pela proposicdo 1.3.8, pag. 17, temos
Wit2/aa ., Jyrse2a-2

paras. = 1+2/qg—€— N(1/¢ —1/(2¢q — 2)). Entdo basta encontrarmos ¢ > 0 tal que
se > 1,0 que é equivalente a N/(2¢ — 2) > N/q — 2/q + €. Dessa forma, é suficiente que

N N2
2¢ —2 q

ou equivalentemente
2N —4 > ¢q(N —4).

Assim, vemos que para 2 < N < 4 ndo precisamos de restri¢des adicionais para que
(4.117) seja vélida e se N = 5, basta que ¢ < 6 O

Observacao 4.3.5. A razio para ndo considerarmos N > 6 é que nesse caso (4.117) sé valeria
para ¢ < N, o que entra em conflito com a hipdtese (B1).

Prosseguindo com a demonstragdo do teorema B, vejamos algumas estimativas de
energia que ainda nos faltam.

Lema 4.3.6. (Estimativas adicionais) Existe C' > 0, que nio depende de 7 > 0, 0 qual

||057'((D;—>HL°°(O,T;L2) < C, se k = 0. (4118)
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Dem. Consideremos o esquema discretizado da equagdo (4.15), pag. 94. Procedendo
de forma andloga a que fizemos na prova do lema 4.3.2, pag. 105, consideraremos ¢ > 2
e a diferenca entre as equacgdes (4.15) para i e i—1. No entanto, dessa vez o multiplicador
escolhido serd o, (w; /7 — w;—1/7) + (w; — w;—1)/7. Obtemos assim,

2 2
1w —wi—q Wi — Wi—1 Twist — w2 Wi—1 — Wi—2
e e e B e e e (e e
Q2 T T 2 T T

Vw; — Vw,;_
+/ <(,u + IVwi|q—2)Vwi - (,U + |Vu)i_1|q_2)vwi_l) . (%
Q
—l—o/T<M - Wi—l) Vw; — Vu)i_l) < C(T/ 0;, — 6, 4 2 W; — Wiy 2
T T Q T T

2
“ )

Q
Combinando (4.119) com o lema 1.2.7, pag. 14, obtemos que

/ 1w —wig (wi - wz’—l) ‘2 Twisr —wi—o (wi—l - wz’—2) ‘2
— |ty ——— -t oy |
Q2 T T 2 T T
W; — Wi— 1 1 1 2
+/ C<1 + Oé:_ <$)> — Vwi — Vwi_l + —'Vwi — Vwi_l
Q T T T
2)

0; — 0;_1 ? ? Wi — Wi—1 Wi — Wi—1
<C|rT —_— + 7 —_— t | —
O QO T T

-
Dessa forma, lembrando que o/ (.) > 0, pois a) é monétona crescente e Lipschitz, e

somando de i = 2 até m < M, temos que
2

Wi — Wy Wy — Wy w1 — W w1 — W

/ m ml+aT<m ml) §C+/ 1 O-'-OéT(l 0)

Q QO T T

2

W; — Wi_1 I CYT(M - Wi—l)

T T

T T
+C;7'/Q

Wi — Wi—1 W; — Wi—1
— t | ——
T T

(4.119)

Wi — Wi—1

T

2

Y

(4.120)

onde usamos as desigualdades (4.38)-(4.40), pag. 101.
Paralelamente, de (4.16) para i=1, temos que

wl—wo_l_a w1 — Wo
- T

) — pAwy + pAwy — Aywr + Agwo

=01 + f(w1) + pAwy + Aywe em (WH)
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Multiplicando a expressdo acima por (w; — wy)/T + a, (w1 /T — wy/T), segue que

2
/ wl_w°+a7<w1_w°) g/[<91+f(w1)+qu0+Aqw0)
Q T T Q
(e ()]
T T

Para obtermos a desigualdade (4.121), usamos que o/, (.) > 0 e que

w1 — w W) — W
<—qu1—I—,quo—AqwleAqwo,%jLaT( ! O)>

le - va i
’ (wl — u)()) le — V(U(])
o
T T

T
Z C/ \le - va‘z i |Vu)1 - Vw0|q
9 T

T

(4.121)

207

pelo lema 1.2.7, pag. 14.
Para controlarmos os termos da direita em (4.121), basta notarmos que

—pAwy + Aywp € L

pela hipétese (B5) e pelo fato de que ¢ > N e dai, usarmos a desigualdade de Holder
mais a hipétese (B1). Assim, segue de (4.121) que para € > 0 suficientemente pequeno,

2
w1 — W wr — W
[l252va(222)] < o 100+ + Clalia, + ¢
Q Q

T T
< C, (4.122)
pelas desigualdades (4.47), pag. 103 e (4.38), pag. 101 (nessa ordem).

Obtemos por (4.120)-(4.122) que

ot + ar@)its < €1+ [ ot +ar@z: ).
de modo que pelo lema de Gronwall
&} + ar (@) || o= 0,/m;22) < C- (4.123)
Agora, observa-se que da monotonicidade de o, e de (4.123) segue que
leer (@) < 0.1522) < C,

pois o (@] )w.. > 0. O

T
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Observagao 4.3.7. Aqui cabe uma observagdo importante. A forma com que obtemos a esti-
mativa (4.118) é original e difere em dois sentidos da obtida por Bonfanti et al. em [11]. De
fato, além darmos justificativas precisas (compare com Bonfanti et al. [11], pdg. 18, eqs. (4.20)-
(4.24)), como jd fizemos no capitulo 2, tivemos que mudar mais um pouco a forma de obtermos
estimativas uniformes para o (w.) devido a presenca do operador g-laplaciano na equagio do
campo de fases.

Continuando, vejamos mais algumas estivativas necessarias.
Lema 4.3.8. Existe C' > 0, que ndo depende de T > 0, o qual
||WT||qu(0,T;N1+2/q,q) + HWT”%?(O,T;W?»?) < C (4-124)

Dem.
Observe que da equacao (4.16), temos que w; para i = 1...M, satisfaz

wi — pAw; — Agw; + Ku; - Vw; = f;,

onde M étal que M7t =T e
fom w2 +aT<M) +0; + f(wi).
T T
Segue do lema 3.2.6 item b), pag. 78 que w; € N''*2/%9 e que
leor 0 + lleor i + lwr iaer < I fillZ2: (4.125)

Entao, combinando-se (4.118) e (4.125) obtemos as estimativas

HwTHj\/Hz/M + Jwr|[f2e < Cem [0,T] e entdo,

el 0 gonisarany + IrlZagzawasy < C

onde C' > 0 ndo depende de 7 > 0. O

Com os lemas 4.3.6 e 4.3.8, conseguiremos as convergéncias, necessarias para a identificacao
da solucao.

Coroldrio 4.3.9. Sejam w e 1 dados pela proposigdo 4.3.3, pdg. 110. Nas hipéteses adicionais do
teorema B vale que

w e LU0, T; NY2/99y 0 L2(0, T; W2?) e € L=(0, T L?).

Além disso,

a- (@) = mem L™(0,T;L*) set — 0, (4.126)
wy — wem LU0, T; W) ser — 0, (4.127)
w, — wem L*(0,T;W?**) set — 0,
wy — wem LU0, T;W'?72) se 7 — 0.

Em particular, na equagdo (4.116) podemos tomar & € L*(0,T; W2).
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Dem.
Claramente, (4.126) é consequéncia direta do lema (4.3.6).
Prosseguindo, note que da desigualdade (4.124) segue que

wy — wem L20,T; W) N L0, T; N1 F2/a9); (4.128)

Mais ainda, como N'+2/49 < JWHa — W12 usando (4.90) e o lema de Aubin-Lions
(teorema 1.5.1, pag. 29) temos que

w, — wem L0, T; N'*?%%) se 1 — 0,
wy — wem L*(0,T;W?*) set — 0.

Pela proposicdo 1.3.8, pag. 17 temos que
NIT2/aa it/ (4.129)
para todo € > 0. Entdo combinando o lema 4.3.4 com (4.129) temos que
NIT2/aa y yt2a=2, (4.130)
Assim, provamos (4.127).
Agora, em virtude de (4.130) temos que |Vw;|7! € L? e que |Vw,|7! € L*(0,T; L?).
Em particular o mesmo vale para |Vw;|? *Vw; e |Vw, |7 ?*Vw,. Dessa forma, nas equagdes

(4.16) e (4.36) podemos trocar (W'?)" por (IW'?)', como queriamos.
Assim, usando (4.127) provamos que

w € L0, T; Wh72) = |Vw|1*Vw € L*(0,T; L?).

Dessa forma, argumentando-se por densidade prova-se que a equacédo (4.116) vale para
£e L*0,T;Wh?), O

Faremos agora a parte final da prova da identificacdo; mostraremos enfim que
nealw) C L*0,T;L%.

Observe que,

T T
lim sup —/ / @ ? < —/ /w? por (4.89) (4.131)
7—0 0 JQ 0 JQ
T T
/ / uVw, -V, — / / puVw - Vw, por (4.83) e (4.89), pag. 110.
o Ja o Ja

Mais ainda, usando-se novamente (4.89) e (4.127) prova-se que

T T
lim sup — / / |Vw, |9 Vw, - V! = / / |Vw|T2Vw - Vw; (4.132)
0 Q 0 Q

7—0
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Combinado-se (4.131)-(4.132) temos que

T T T
limsup/ /aT(cD'T)cD'T g/ /(f(w)—i—ﬁ)wt—/ /wf (4.133)
—0 Jo Ja 0o Ja 0o Ja
T T
—/ /Vw-th—/ /|Vw|q_2Vw-th.
0o Ja 0o Ja

Entretanto, como vimos, a equagéo (4.116) vale para £ € L*(0,T; W'?) e assim fixando
mais uma vez ¢ = w; temos que

[fof fpson [ fo- [ free o
_/T/ V|2V - V.
0 Q

Dessa forma, por (4.133) e (4.134) concluimos que

T T
limsup/ /ozT(cT/T)J/T g/ /th- (4.135)
7—0 0 QO 0 Q

Agora, considerando 7, (.) e (.) exatamente como fizemos no final da prova do teorema
A mostra-se que w; € v(n) em L?(0,T; L?) e portanto

n € a(w,) em L*(0,T; L?).
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CAPITULO 5

APENDICE

Para a conveniéncia do leitor, mostraremos aqui alguns resultados corriqueiros que
usamos durante o texto os quais ndo achamos compativeis com o espirito do capitulo
de preliminares.

5.1 Desigualdades Discretas

Exibiremos aqui duas variantes de uma desigualdade muito conhecida e utilizada
no contexto de equacgdes diferenciais: o lema de Gronwall. Salientamos que o primeiro
resultado é encontrado na literatura, enquanto ndo conseguimos encontar o segundo,
embora seja bem provavel que ele ndo seja inédito. Entretando, as duas demonstracoes
que faremos sdo originais.

Lema 5.1.1. Sejam 7 > 0, M € Ne 1 < m < M, tais que M1 =T e 0 < 7 < 1/2. Considere
fises fur € Eedefina f:[0,T] — E onde f(t) = fm se (m — 1)1 <t < mr. Suponha que
exista C' > 0 tal que para cada m < M

| fullle < C+ D 7llfillE
i=1

para 1 < p < +oo. Entio
1) <20(*T),0<t<T.

Dem. Veja que dadot € [0, 7] existe m tal que (m — 1)7 <t < mr. Entdo,
LFON% = fmll < CH Y7l fmllt
i=1

t
1
=t [ IRGds+ Al
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pois
mT 1
[N s < 7l < Sl
t
Dessa forma,

nﬂM@s%HaAHﬂ@%w

e o resultado segue pelo lema de Gronwall usual. O

Lema 5.1.2. Nas mesmas condigdes do lema anterior, considere B um espago de Banach, elemen-
tos ay, ...,ap € B. Suponha que exista C' > 0 tal que 3.2 a; < C' < +00 e que para cada
m< M

I fullle < Co Y wllail Bl
i=1
paral < p,q < +oo.
Entdo existe 6 = 6(a) > 0 tal que se 0 < T < ¢ segue que

If @Ol <2C1e*,0 <t < T.

Dem. Em primeiro lugar, defina a : [0,7] — B onde a(t) = a,, se (m — 1)1 <t < mr.
Entdo, segue que

T M
/ la(s)l%ds = 3 a; < C < +oo
0

m=1

Por outro lado, um resultado basico da teoria de medida nos fornece 6 =6(a) > 0tal
quese [ C [0,7]e |I| < entdo

1
/ww%w<—-
I 2

Agora, seja 0 < 0 < 6. Temos para t € ((m —1)7,m7) que

IO =1l < ot [ a@IBIF O+ [ T
< Gt [ BN+ 1l [ lo(o) s
< it [ eI + 55l

pois |[t, m7]| < §. Consequentemente, ja que || f(t)||2, = || fm||% segue que

LF @I < 201 + 2/0 la()I511f ()l

e o resultado segue pelo lema de Gronwall usual. O
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5.2 Funcoes solenoidais

Por completude da tese e para facilitarmos o entendimento do leitor, decidimos fazer
uma breve discussdo sobre os espacos de fun¢des com divergéncia nula. Definimos S,
espacgo das funcdes solenoidais suaves com suporte compacto em €2, como

S={y e C5 : divi) = 0}.
Considerando o fecho de S nas topologias “corretas’, definimos outros dois espagos:

e H,, techo das fungdes solenoidais em L?, onde denotamos por H se ¢ = 2;

e V, fecho das func¢des solenoidais em W12,

A seguir, provaremos uma propriedade importante que foi explorada de forma di-
reta e indireta durante nosso trabalho.

Lema 5.2.1. Suponha que u € H,, ¢ € (WP)N com

1 1 1
2<r<+4o00,2<p<+4o0e-+-+—<1 (5.1)
r o p p

[90-0=3 [ulbss, =0

i,7=1

/u-Vu)w:O.
Q

Dem. Suponha inicialmente que u € S. Note que

0o, 10¢3
”21 / 8xz Zh Z / 9 ox;

-3 [t > [ 15

i,j=1

_ Z/m%(u@;)w:o

i,0=1

Entdo

Em particular, se w € WP entdo

Para o caso em que u € H, basta usar (5.1) e a densidade de S nesse espaco. O

Uma consequéncia direta do lema acima é a seguinte férmula de integragdo por
partes:

Coroldrio 5.2.2. Nas mesmas hipéteses do lema 5.2.1 vale que

/Q (w-V)6 -t = — / (- VY- 6, Vo e € (W)Y, (5.2)

Q
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