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RESOHAO

Neste trabalho, utilizando as transformadas direta e inversa
de Mellin e com a aplicacao do teorema dos residues, determinamos
a distribuicgdo exata do critério de Wilks para o teste de hipdte-
se de estrutura de simetria composta do tipo 1I para a matriz de
covariancias de uma populagao normal multivariada de t co-varia
veis (t = nh, onde h & o numero de caracteristicas medidas na
populacao de interesse e n > 2 & o numerc de vezes em gue estas
caracteristicas séo medidas ao longo do tempo), com base em uma

amostra de gualquer tamanho, digamos, N.

Wilks (1946} determinou criterios amostrais para testar hipo
teses de gsimetria completa em uma distribuicao normal multivaria-
da.

Votaw (1948) produziu o critério amostral para testar a hipo

tese de simetria composta, pelo desenvelvimentc do método da ra-

zao da verossimilhanca de Neymann-Pearson €, bem como o0 seu res-—
pectivo momento.

No capitulo I, é introduzido o conceito de simetria completa
e o de simetria composta do tipo II.

No capitule II, a partir dos momentes determinados por Vo-
taw, escrevemos a funcdo densidade do criterio em termos da fun-
ci30 G-de-Meijer, na forma geral, para O casO em gue O numero de

caracteristica € h = 4.

No capitulo III, tratamos em calcular a distribuicio exata



do criterio de Vobtaw para o teste de estrutura de simetria compos
ta Ao tipo 11 {(médies guaisquer) da maitriz de covaridncias de uma
populacio normal multivariada.

No final do trabalho, sao apresentados trés apéndices; um so
bre a transformada de Mellin, outro sobre a funcgdo G-de-Meijer e

um outro sobre func¢des especiais: gama, psi e zeta-deRiemann.



INTRODUCAZAO

No estudo de distribui¢oes de probabilidade de variaveis alea
torias e bem como de suas transformagoes, diversas sao as  téeni-
cas utilizadas dentre agueles que se ocupam dessa area, e estas
se complementam, servindo-se cada uma delas de melhor ou pior ins

trumento para a solugao de problemas de um dado tipo especifico.

Correntemente, na determinacao de distribuigoes de transfor-
magOes um-a-um de variaveis aleatorias continuas, fazemos uso do
método direto, isto €, pela determinacdo da transformada inversa
e de seu jacobiano {vide Anderson, pg. 10). Na aplicacdo deste mé
todo, surge ¢ problema de nos depararmos com integrais de difi-
ceis resolucdes e nem sempre € possivel utilizarmos métodos numé-

ricos para determina-las.

Uma outra técnica, para se determinar a distribuicao de pro-
babilidade de variaveis aleatdrias, & atravées da funcdc geradora
dos momentos, gue € a transformada de Laplace bilateral. Esta e
suficiente para © estudo de distribuigées assintoticas, somas de
varidveis aleatdrias, como exemplo, para a classe de distribuigces
que a possuem. Porém, esta técnica, pode tornar-se inviavel no es
tudo das distribuicées de probabilidade, pois a transformada de

Laplace apresenta a inconveniéncia de nem sempre existir.

Outra técnica, estreitamente relacionada com a funcao gerado
ra de momentos, € a fungao caracteristica, gque & transformada de

Fourier da func¢ao densidade de probabilidade. Como o nlticlec desta
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transformeda e lindtado, a iniegral da densidade converge absolu-
tamente e entao, esta scapre existe, o0 gque a coloca cm  vantagem

com relagao a transformada de Laplace.

Em estudos de distribuicdes limites e exatas de somas de va-
riavels aleatdrias independentes, a fungdo caracteristica é uma
excelente ferramenta, pois a fungdo caracteristica da soma dessas

& o produto das respectivas fungOes caracteristicas (vide Lukacs

(1970}, pg. 37}).

Varios séo os pesquisadores que tém se ocupado no estude de
somas de variavelis aleatdrias, e muito pouco destaque tém dado ao
estudo de problemas de produtos dessas, e estes sempre aparecem
com muita frequéncia em aplicacdes estatisticas, comopor exémplo,
em problemas de determinacac de distribuicoes de determinantes de

matrizes aleatdorias com entradas independentes {vide Cordeiro
(1980), pg. 2).

As técnicas da fungéo caracteristica ainda Sao aplicaveis,
guando as variaveis-produtos sao todas positivas, pois o logarit-
mo transforma o problema do produto no da soma; mas se as varia-
veis assumem valores negativos isso ja nao & possivel, onde, en-
tao, a transformada de Mellin aparece com muita utilidade para a

solucdo de problemas deste género.

Como a transformada de Laplace, a transformada de Mellin tam
bém & uma funcdo complexa a argumentos complexos e tem, com a trans
formada de Fourier, a vantagem de possulr uma relacaoc biunivoca en

tre ela e as distribuicdes gue a definem.
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A afirmacdao acima, decorre do resultado

I.17 - Sejam f({x) e g(x) fun¢oes densidade de probabilidade
para 0 < x < », F{s) e G(s) transformadas de Mellin de £ (x)
e gix), respeétivamente, e, Qf a Qg conjuntos de convergén-
cia de F(s) e GI(s}, respectivamente. Se F(s}) = G(s) em
Qf N Qg £, entdo as distribui¢des de probabilidade, com densi-
dade £ e g, coincidem (Cordeiro, 1980).

E sabido que os momentos nao definem uma distribuigao de pro
babilidade (vide p.e., Gnedenko (1978), pg. 189}, contudo, esta

dificuldade & superada com a existéncia da transformada de Mellin

da densidade de uma variavel aleatoria X,

1

M A{f(x)l(s) = E (x°7 )

suposta antecipadamente em uma faixa paralela ac eixo imaginario,
do plano complexo, g, < Rae({s) < Oy €, POY I.1, esta transforma

da define a distribuig¢ao de probabilidade.

Com isso posto e mais a transformada inversa, podemos ver a
importancia da transformada de Mellin na Estatistica para resolu-

gdo de problemas na area das distribuicdes multivariadas,

Para o trabalho a que nos propusemos apresentar, utilizamos
a transformada de Mellin e sua formula de inverséo para, a partir
dos momentos calculados por Votaw (1948) para o critério da razio
da vercssimilhanga do teste para a simetria composta do tipo II
da matriz de covariancias de uma populagéo normal multivariada,

determinamos a funcgaoc densidade de probabilidade do critério.
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Dividimos o trabkalho sm tres capitulos.

No capitulo I, apresentamos o conceito de simetria completa
e de simetria composta do tipe II, a hipotese da gqual nos ocupare
mos; definimos a estrutura de simetria composta do tipo 1T para

uma populacao normal multivariada e damos oS momentos calculados

por Votaw.

No capltulec II, usando a transformada de Mellin e sua formu-—
la de inversac, damos a funcao densidade de probabilidade do cri-
térioc da razao da verossimilhanca, e escrevémo-la na forma da fun

¢ao G-de-Meiljer, para o caso geral, quando o numero de caracteris

ticas & igual a gquatro.

No capitulo III, calculamos, pela aplicagéo do teorema dos
residuos, a funcac densidade do criteric, na forma de séries com-
putaveis de fungées logaritmicas com coeficientes em termos das
funcoes Y e zeta de Riemann. Este capitulo, foi dividido em duas
secgoes, e 0s resultados principais sao apresentados em forma de
teoremas, gue nos d%o as fungoes densidade para cos diversos casos
em estudo e as suas respectivas funcoes distribuicées dadas por

uma integracgac imediata, comprovado pelo resultado (Mathai e Saxe

na (1973), pg. 191).

I.2 - Sejam a > 0, k inteiro positivo e 0 < u < 1. Entao
k

X ) .
J W ezog W o = ¥ L KkeD) . et /(K0 T L (=Log 05T,
0 r=1

Apresentamos também no final do trabalho trés apéndices; um
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sobre a transformada de Mellin na gual apresentamos a sua defini-
cao e da sua transformada inversa, outro sobre as fungoes espe—
ciaig: gama, psi e zeta-de-Riemann, e a relagac gue as associam ,

e um outro sobre a funcac G-de-Meijer.
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CAPITULO T

A ESTRUTURA DE SIMETRIA COMPOSTA DO TIPO IT

Neste capitulo introduzimos © conceito de simetria completa
e o de simetria composta do tipo II, e apresentamos o problema de

que nos ocuparemos, a hipotese e os momentos calculados por Votaw.

1.1. INTRODUGAO

No estudo de testes psicométricos, ou ocutras formas de medi-~
das, podemos estar desejosos em nos perguntar se as diversas for-
mas de exame sdo intercambiaveis entre si na ordem de aplicagao.
Consideremos, por exemplo; o casc de trés formas de testes, e su-
ponhamos que os "scores" dos individuos nas trés formas tém  uma
distribuigao normal tri-variada. Deste modo; a hipotese de permu-
tagao é equivalente & de que; na_distribuigao normal, as médias
sejam iguais, as variancias sejam iguais e também as covariancias
sejam iguais. Quando a hipotese e verdadeira; a distribuigéo nor-
mal é invariante a todas as permutag§e5 e dizemos que ela & de si

metria completa.

A hipOtese de simetria completa pode aparecer em certos pro-
blemas concernentes a pesquisa médica. Como exemplo, suponhamos
que uma certa medigao (p.e.; 3 de CO, no sangue) & efetuada em ca
da um dos trés instantes de tempo (digamos T1, T2; T3) em certo

animal experimental e suponhameos ainda, gue essas trés medigoes
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possuem uma distribuicao normal tri-variada, Noés podemos, entdo,
estar intcressades em testar a hipdtese de simetria completa, com
base em medidas (considerada como uma amostra aleatoria) em varios
animais, dessas trés medigbes, ou seja, se todas essas medigoes

tém a mesma média, a mesma variancia e se todas as covariancias
sao iguais,

Mais geralmente, consideramos duas caracteristicas, digamos
U e W (p.e., % CO, e % 02 no sangue), a&s guals sao, ambas, me-

2

didas em cada um de dois instantes de tempo T1 e T,. Suponhamos
que as quatro variaveis, que representaremos como UT1, UT2, WT1 e
WTz, tem uma distribuigao normal quadri-variada, entao, podemos
estar interessados em testar se as médias e as varidncias das duas

primeiras sao iguais, as médias e as variancias das duas dltimas

sdo iguais e se a matriz de ceovariancias tem a forma

L K J G |

Quandc a hipotese & verdadeira a distribuicidoc guadri-variada
e dita possulr SIMETRIA COMPOSTA DO TIPO II. Um casc mais geral
de simetria composta do tipo II surge quando se tem h caracteris
ticas ou atributos (p.e., medicoes) e n posigoes no tempo

(h,n > 2).



Votaw (1948) determinou os momentos do teste de simetria
composta do tipo IT para a matriz de covariancias de uma popula-
cao com distribuigdo normal multivariada, do teste simultaneo pa
ra a igualdade das médias de cada caracteristica nas varias medi
coes e para a estrutura de simetria composta do tipo II da ma-
triz de covariancias, bem como do teste de igualdade das médias
dado.que a matriz de covaridncia possui simetria comﬁosta do

tipo 1T de populagoes normais multivariadas.

Nesse mesmo artigo, Votaw determinou os momentos do crité-
rio da razao da verossimilhanca para testes equivalentes aos
acima, quando da comparagao de k populacoes com estruturas de

simetria composta do tipo IT,

Mathai e Rathie (1970) determinaram a distribuicio exata
do critério de Votaw para o teste de simetria composta do tipo
IT da matriz de covariadncias de uma populagao normal multivaria
da (médias gquaisguer), para o numero de caracteristicas igual a
dois. Ambos (1971} para o nimerc de caracteristicas de k =1 ,
produziram a distribuigao exata, nao nula, para © mesmo

teste.



Rathie e Scrivastava (1979) produziram a distribuigao exata
do critério de Votaw para o teste de igualdade de médias de cada
caracteristica, em todas as medicoes, dado gue a matriz de cova-
riancias @ de simetria composta do tipo II, para uma populagao

normal multivariada.

Cordeiro (1980) determinou a distribuigao exata para uma
populacdc normal multivariada, do critério de Votaw, com médias
guaisquer, para o teste de estrutura de simetria composta do ti-
po II para a matriz de covariancias dessa populacao, quando

o nimero h de caracteristicas & igual a trés,

Neste trabalho, determinamos a distribuigéo exata do crité-
ric de Votaw para o teste de estrutura de simetria composta do
tipo II (médias guaisguer) da matriz de covariancias de uma po-
pulagac normal multivariada, para o caso em que © niumero de ca-

racteristicas & igual a quatro.



1.2. O PROBLEMA, A HIPOTESE E OS MOMENTOS

Consideremos P uma populacao normal t-variada e Xi
(i =1,2,...,t) (t =nh, n>2) a i-esima variada em P .
Seja X = (X1,...,Xt)' um vetor aleatdrio com distribuicao

normal t-variada e suponhamos que as variaveis (ou caracteristi-

cas) X1,X2,...,Xt' sejam agrupadas em h grupos de n variaveis.
Entao X = (XT""’Xt)I tem como fungao densidade de proba-
bilidade

t
—t/2 2
(1.2.1)  £(x) = =%/ IGij|” exp { =X G (X;-m) (X,-m)]

i,3=1
onde

(1.2.2)  G.. = (1/2) =~V ,
ij .

i3

v = (I..): matriz de covariancias de X = (X1,...,Xt)'; positi-

va definida, e

(1.2.3) m EX;
para 1i,j = 1,2,...,%t,
Dizemos gque X tem matriz de covariancias com estrutura de

simetria composta do tipo II, se I for da forma



By Dy D43 Py Pin
Dyy By Dyg Dyy Don
D3q Dyy By Dy D3y
(1.2.4) : txt
Dg1 Py Puz By Pan
| Pn1 Pno Pna Pha 5n |
onde as submatrizes tem as formas
{1.2.5) B, = (Cov (Xi ’Xj }) nxn, i_,j, =mn, + Ty g
a a
com
{(1.2.6) ﬁa = {a-1)n, 51 = 0
(1.2.7) Cov (Xi ’Xi ) = Cov (Xj ,Xj } i £ Jg,
a a = a
e
(1.2.8) Cov (X ’Xj ) = Cov (Xi, ’Xj' ) i, # I » ity £ 3
a a a a
para a = 1,2,. y .
(1.2.9) Daa' = (Cov (Xi ’Ki I)) nxn

COI



(1.2.10} Cov (X, ,X ) = Cov [Xi' 'Xk' ) k = ia-+n(a'—a)

(1.2.11)  Cov (X, ,X
para a £ a', a,a' =1,2,...,h.

O problema de gue vamos nos ocupar € o de testar a igualdade
das variancias e a igualdade das covariancias das variaveis den-
tro de cada um dos grupcs e a igualdade das covariancias nas dia-
gonais e a ilgualdade das covariancias nao diagonais entre dois
grupos distintos das variadveis, isto &, de que I & de simetria
composta do tipo II, dada em (1.2.4). Denotemos por H(vc), a

hipotese de que, I possul esta estrutura.

Sejam (X X X )Yy a=1,2,...,N, uma amostra alea

T’ 20 "

toria de X = (X1,...,Xt).

to

Se A{ve) & o critério da razidc da verossimilhanca para tes
tar a hipdtese H(vc) contra a sua negagio, entdo o (s-1)-ésimo

momento de Live) = {X(vc)}z/N (Votaw (1948), pg. 465) @ dado por

_ 51 ) nh CNe2-i -
{1.2.12) E{L{vc) } = Q(n,h,N) . { T T { s+ S}} ¢
i=h+1
h n-1 .
. N-3 - 2j-a-1
7{H I F( + +S)}
a=1 =1 2 2 {n-1)
onde
h n-1 . nh )
N-1,23-a-1hy s 0 8y,

(1.2.13) Qin,h,N}) = {1 I T{=—+3=2—_ _
a=1 j=1 2 2(n-1) J=h+1
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e

(1.2.14) s = y+it, i% = -1, Re(s) > 1.

A funcio densidade de L{vc) e o seu desenvolvimento em sé-

ries computaveis serao dadas nos capitulos seguintes.



CAPITULC IT

DISTRIBUIGCAO DE L(vc) EM TERMOS DA FUNCAO G-DE-MEIJER

Ry

A partir da expressdo do (s-1)-€simo momento determinado por
Votaw, a funcao densidade de probabilidade do critério TL(vc) é
dada em forma da funcao G-de-Meijer e é calculada e apresentada
em forma computavel para o caso em que © numero de caracteristi-
cas & igual a guatro, com a utilizacao da transformada de Mellin

~» suna formula de inversao.

2.1. INTRODUCAO

A transformada de Mellin determina uma distribuigao de proba
bilidade (Cordeiro (1980)) e, portanto, conhecendo-a, usandc a
fé~-mla de inversdo dessa transformada, podemos determinar a den-—
sidade de distribuigéo.

Sendo f(x) a fungac densidade de probabilidade da distribui

gao continua com suporte (0,»), entdaoc o (s-1)-&simo momento de
T{vec) &
(2.1.1) (T (ve) 571 =J x5 £(x) ax

0

para § = y+ it, i1 ea regiao de existéncia de B(E(ve)®)

uma faixa a < v < b do plano complexo.

Deste modo, podemos dizer gue E(T(ve)S™') & a transformada
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de Mellin da funcéo densidade f(x) de L{vc).

Aplicando a transformada inversa de Mellin (Titchmarsh (1948) ,

p. 46), obtemos a funcdo densidade de probabilidade de L{vc):
(2.1.2) fix) = i;—l[b %% E(L (ve) ™) as; Re{s) > 1
onde L & um ciclo adequado englobando todos os polos do integran
doe 0 < x < 1 e f{x) = 0 em caso contrario.
Assim, para h = 4 e por (1.2.12) temos
4(n-1) _ .
(2.1.3) EG@e)®™) = om,4,N . { 1 r(s« 38y
j=1
4 n-1 _ e
{0 = r{s+N£3+§3("a1')1)}; Re (s) > 1
a=1 j=1 =
onde
4 n-1 ol 4 (n—1) }
(2.1.4) om,4,N) = {1 1 r&t,20zachy .y r¥=2-1),
a=1 §=1 2 " Z2(n=1) e 2

e, portanto, por (2.1.2}) a densidade de I(vc), fica:

4 {n-1) .
(2.1.5)  £(x) = Q(n,4,N) 2—;1-] £ 0 1 r(ss N6
L j=1
4 n-1 _ L
1oon r(s+ 322, 2Ry s
a=1 j:']

para 0 < x < 1 e fi{x) = 0 em caso contrario.

)+
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_]6_
2.2. FUNGAO DENSIDADE DE L(vec) EM TERMOS DA FUNCAO — G

Na forma (2.1.5) a funcao £f(x) & uma fungdo G-de-Meijer (apén

dice C) com g = 4(n-1),

A, ,80,...,48
(2.2.1)  £(x) = o(n, 4, ¢ 0 (x| 12 9y 0 < x <1
- 9.9 by,byye..,b
L g

onde Qf{n,4,N) & dado por (2.1.4); os parametros bj sao da
forma
(2.2.2) b, = Elgil 3= 1,2,...,4(n-1)
e os parametros a sao da forma

_ N-3 . j-1 _
(2.2.3) a3, = S5+ ao 3 =1,2,...,n=1

N-3 - 2(§+#1-n)-3 . -

= —5— + {%?;_?; J =n,n+l,...,2(n=1)

='N53 4'(3*22j$"2 5 = 2n-1,2n,...,3(n-1)

_ N-=3 . 2(j-3n+3)-5 i = 3n-2,3n-1,...,4(n=-1)

2 2{n-1)

A forma (2.2.1) nao & boa para calculos de pontos percentuais
de sua funcdo de distribuigido, sendo, portanto, para fins computa
ciconais, representarmos f(x) em séries computaveis de fungoes

simples. Entao o problema se resume em resolver a integral
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— ‘]? -
4 (n-1) .
T -5 © N-6-7 .
(2.2.4) I = 5o L, X R I T'{s + 5 ) 3
J=1
4 n-1 _ .
E | T T(s + N;3 + %%‘a;;)} ds
a=1 j=1 n=

onde L & um ciclo adequado englobando todos os pelos do integran
do (vide {(2.1.2}).

Para o desenvolvimento dessas séries, necessitamos cancelar
no numerador e no denominador do integrando em (2.1.5) os fatores
comuns, a fim de determinarmos os polos para a aplicagao do teore
ma dos residuos. Esses cancelamentos dependem dos valores de n
que determinam a produgao de densidade para cinco casos: n=2,

n=3, n=4, n=2k, k>3 e n=2k+l, k=2,3,...

Chamemos
4({n-1) g
(2.2.5) NU = I T{s + N’g'j)
j=1
o numerador do integrando, excluindo x ° e
4 n-1 o _ .
(2.2.6) DN = T T TIi(s + 3, 23-a-1,
_ . 2 2({n-1)
a=1 J=1

o seu denominador.

Esses cancelamentos ocorrerac somente gquando

(2.2.7y Azal .k o gez 5 -1,2,...,n-1

2{n-1) 2



pois

(2.2.8)  No6-3 _ N-3 343 $ = 1,2,...,4(n=1)

2 2 2

Devemos, entao, analisar o problema para dois casos; (i) quan

do k & par e (ii) gquando k é impar, k < Z.

(i) CASO EM QUE k £ PAR

Se a =1, entao

j_‘] < 1

{2.2.9) 0

| A

n-1

pois

(2.2.10) 3 1,2,...,n=1,

portanto, somente ocorre

(2.2.11) =L - o
n-1
quande 3 = 1, para qualquer =n > 2;
Se a = 2; entdo —2d=3 . K ,
2{n-1) 2
logo,
(2.2.12)  j = ~ (k(n=1) +3)

2
gque nunca € inteiro positivo, portanto, neste caso nac ha k par

UNICAMP
EIBLIOTECA (ENIRA
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occorre gquando
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que satisfaca a igualdade (2.2.7);
Se a = 3, entao -2 E-,
n-1 2
gque € equivalente a
. k :
(2.2.13) j == (n=-1) + 2,
2
por (2.2.10}, temos
(2.2.14) -15;15£gl—i<1,
n-1 2 n-1
. — k
logo 5 = -1,0, isto &, 5 = 0
e % = =1 ocorre gquando Jj = 1 sO para
casos;
Se a = 4, entao
(2.2.15) 3 = & (k(n=1) + 5)
2

que nunca € inteiro positivo, logo, neste caso ndo hd k par

satisfaca a igualdade (2.2.7);

(ii) CASO EM QUE k E IMPAR

Se a = 1, entao

(2.2.16) 3§ = (k{n=1) + 2) /2

o que implica que k(n-1)

n

2

]

€ par, gue & eguivalente a

= 2, ¥n > 3

e somente nestes

que

n impar,
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_2[]_.
pois j & inteiro positivo n&o nulo; de (2.2.10) temos gue

2
n-1

(2.2.17) 0 <k <2 - < 2,

loge, k =1 e, portanto, ] = 1%(n-1)/2 (cf. (2.2.16))
para n > 3 e n Impar;

Se a = 2, entdo

29-3 _ k . : -
(2.2.18) S(noiy - 3 =+ 7 = (k(n-1}+3)/2,
e sendo k Impar; também (n-1) devera ser Impar e; portanto, n

é par e, assim, k(n-1)+3 & par, que dividido por 2 & um inteiro

positivo nao nulo. De (2.2.10), decorre gue

(2.2.19) -1 < =1/(n-1}) < k < 2 - 3/{n~-1} < 2

logo k = -1, gquando e s6 quandoe Jj = 1 e n = 2, pois 1-n+3 > 0
implica n < 4 {cf., 2.2,18)), e k =1, gquando i = (n/2) +1 ,

para n > 4, n par.

Se a = 3, entao

j=2 _k
(2.2.20) =% -3

: 5 = k{n=1)/2+2

como k €& impar, entao (n-1} devera ser par, © que implica que n

& Impar, pois 3 & inteiro positivo nao nulo;

de (2.2.10) de corre que



(2.2.21) -2 < =2/(n-1) < k < 2 - 4/(n=1) < 2
logo k = -1 para Jj =1 sO quando n =3, pois 1 -n + 4 > 0
implica n ¢« 5 (cf. 2.2.20)) e k =1, guando j = (n-1)/2+2,

para n > 5 Impar

Se a = 4, entao

{k(n~1)+5)/2

(2.2.22) {23-5}/2(n-1) = k/2 < ]

que implica gue (n-1} seja Impar e, portanto, n & par, pois j

€ inteiro positivo nac nulo; de (2.2.10) temos

(2.2.23) =3 < =3/{n=1) < k < 2 = 5/(n=1) < 2

logo k = -3, -1, 1, isto &, k = -3 quando e so& guando n = 2
e j=1, kX =-1 guando € sC quando Jj =1 e n = 4, pois
1-n+5 >0 implica n < 6 (cf. (2.2.22)) e k = 1, quando
j o= (n/2)-§2, para =n > 6, par.

Em virtude deste arrazcado, teremos cinco distribuictes exa-
tas, de L(vec), distintas, a saber; para os casos em gque: h = 4
e n=2, n=3, n=4, n=2k(k>3) e n=2k+1 (k=2,3,...).
Néo obgstante, como para os valores de n >3, n par ou impar,
podem ser identificados em uma unica expressao, podemos entdo en-—
contrar as distribuicées exatas do critério para os casos em que

n=2 e n > 3, com 0s quais nos ocuparemecs em calculad-las no ca

pitulo sequinte.
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carPITULO III

DISTRIBUICAO EXATA DO CRITERIO T.(vc)
 _EM SERIES COMPUTAVEIS

Serao apresentadas as expressOes da funcdo densidade de pro
babilidade exata do critério da razfo da verossimilhanca, L(ve),
de Votaw, em séries, para os varios valores de n e, estas, serio

calculadas com a utilizaciao do tecrema dos residuos.

3.1. INTRODUCAO

Para obtermos a expressao da funcdo densidade de preobabilida
de exata do critério L{vc) em séries, vamos determinar primeira

mente os polos de x ° h(s) onde

(3.1.1) his) = 2

DN
e, NU e DN sdo dados por (2.2.5) e (2.2.6) respectivamente e,
portanto; uma vez due; ja os temos determinados; passamos entao
ao calculo dos residuos em x ° h(s) nesses polos e, que de acor
do com o teorema dos residuos (3hlfors (1966}, p. 149) nos da a
expressao exata de f(x), dada por

(3.1.2) fi{x) = Q(n;h;N) . {soma dos residuos de % ° hi(s) nos

©NU

pclos de DN
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pois, os polos de x ° h({s) sdoc os polos de

nh .
T F(N_g_] + 8)
j=h+1
(3.1.3) J
h n-t ]
N-3 2j-a-1
I .H I'is + 7 ° 2(n-1)
a=1 j=1

3.2, DISTRIBUICAO EXATA DE L{vc) PARA h=4 E n=2

Para h=4 e mn=2, NU e DN definidos em (2.2.5) e (2.2.6)

podem ser escritos como

 N-3 - N-3 5 - N-3 - N-3 7
M'{s + - 2) T{s + —Er——-i) I'is + - 3} I'{s + - —-5)

I

(3.2.1) NU

e

rs + 32 re+ 2 hre By re X222
2 2 2 2

{(3.2.2.) DN 5

1
2
Aplicando a propriedade da Fungéo Gama (Whittaker e Watson (1969))
(3.2.3) T(o + 1) = a.T{a)

aos fatores de DN; ficamos com o seguinte guociente

B :
(3.2.4) NU

6 _ . 8 ] . 0 , :
DN {1 {s+N-J)}{'H (s+N‘3)2}{H (¢ + 323y

2

e assim nossa f(x) fica
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_ 1 -s NU
(3.2.5) f(x) = Q(2,4,N) T J X DU ds, 0 < x <1
L
onde L comega em —i® e vai até +i® conservando todos os pc—
los abaixo a sua esquerda e £f£(x) =0 se x & (0,1).
0Og poles do integrando sao s = —(Egé), _(E%E), _{H%z) .
N-8 N-9 N-10
—(T); —(—2—); _(T}'
NU ~
Portanto, os polos o5 sao os valores de s que anulam o
produto
10 _ . Oy
(3.2.6) {1 (s + Nzl) ¥
i=5
onde
1; se i = 5,6,9,10
{(3.2.7} o, =
1 2; se i = 17,8
& a ordem do i-&simc polo.
Uma vez; determinados esses polos, vamos calcular os resi-

duos para obtermos a expressao exata da funcaoc densidade de proba

bilidade de i(vc); f(x); aplicando o teorema dos residuos (Ahl

fors {1966)) que nos da

(3.2.8) £(x) = 0(2,4,N) . { © Res (x~% his))}
i=5 s=a,
i
onde os a.'s sao anulantes do produto (3.2.6) e hi(s) & dado

1

em (3.1.1).
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Seja Oi a ordem do polc a, de hi(s), se para i1=1,2,3,...

i
denctarmos
Oi ad
{(3.2.9) Bi = (s—ai) his) a Ai = as £n Bi
temos a identidade
d _ d -
(3.2.10) as Bi = Bi " Fg In Bi. = BiAi
e, portanto, de uma maneira geral temos
k k-1 .
3.2.11)  Som = oz (KT iR A0
ds t=0 1
Assim, temos, também gue
. r r
(3.2.12) L x5 B = x5 3 (T) (can 0T F BB
r k] t i
ds t=0

r=0,1,...;0'i—1

e, a expressio do residuo do integrando em (3,2.5) fica
B ~a, %17t A
(3.2.13) Res {x h{s})} = x ‘z (-fn x) BO
S=a, t=0 i
i
onde
t
B(;t) - 1im 'Y e ijt) = —d—-E B, -
1 sra; . ds

A formula (3.2.11) nos da uma relacao de recorréncia para o

calculo das derivadas de ordem t de Bi, a partir das anteriores



s NIl

- 26 -

e das derivadas de Ai , isto &, esta expressdo pode ser calcula-
da de mode iterativo desde que seja conhecida Ai(t) = (dt/dst)Ai.

CIPENG

Nas expressOes dos limites de Bi i aparecem algu-

mas fungoOes especiais, gquais sejam
- a funcado psi (Y)
- a funcao zeta-de-Riemann ()

que serac dadas no Apéndice B e, bem como a relacao entre estas e

com a funcaoc gama.

=

Passemos, entado, ac cadlculo dos residuos de x ~ his) nos
polos s = Q(Ngl) de ordem ST i=5,6,7,8,9,10, gue sao os
valores de s gue anulam ¢ produto (3.2.6).

De (3.1.1), (3.2.4} e (3.2.9) temos que

s s 6 s 8 I [V
(3.2.14) B, = s+ 2 o e+ 3) (1 A 0 sy
i 2 . 2 . 2 . 2
j=5 i=7 3=9

Assim, os Bi's' sao dados por

(3.2.15) B¢ = (Q*(s): (s4fN56))"1
(3.2.16) B, = (0*(s) . (s +3=2))]
s 6 - 2
" N-8, 2 -1
(3.2.17) B7 = (Q**(s) . (s + 5 1 7)
“N-7.2 ol
(3.2.18) Bg = (0**{s) . (s + g ) 7}



(3.2.19) By = Q% (s) .(s-LNjgo))
* % - N=9 =1
{(3.2.20= Big = {Q* (s) . (s =50
onde
8 o 10 e
(3.2.21)  o*(s) = L1 (s+3 D% (s 30y
j=7 J=9
: 6 g 10 _ .
(3.2.22)  0**(s) = {1 (s + )y {1 (s By
j=5 j=9
* & 6 © N=j 8 - N=J.2
(3.2.23) 0% (s) = {1 (s + 5N} {1 (s+ %)
3=5 3=1
Calculando os limites guando s =+ —(Egi), para 1 = 5,6,7,8,
9,10, temos
(3.2.24) B, = -(8/45)

{3.2.25) By = 8/3

{3.2.26) By = 16/3

7

(3.2.27) By = 16/3
8

{3.2.28) By = -(8/3)
9

(2.2.29) B, = 8/45
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Ainda, na expressao dos residuos, dada por (3.2.13), apare-

cem os termos Bé1) e Béz); pois as ordens dos polos s = —{

7 8

i=7,8, é& igual a 2, que siao dados por

N-i
2 )

(1) - (1) {1} d
B = lim B a B = — B
O7 N-7 7 7 ds 7
B o —
5
(1) &
B(;” _ lim Bé” e Bg ' =45 Bg
s . 8
)
e, entao
(3.2.30) B q28/9
- - 0 -
7
(3.2.31) Bé” - —{128/9)
8

e ; portanto; pela aplicacao do teorema dos resliduos e de (3.2.13)

PR
(3.2.32)  £(x) = 1 {r&D) - r=2=d)) (8/45) .

XN/2 {ﬂx-5[2 + 15 x_3 + 10(8=3 £n x) x_7/2 -

_ 10843 Enx) xro15 22575 100<x<)

e temos o resultado como ©

TEOREMA 3.1: Para testar se a matriz de covariancias de uma popu
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lagao normal 8-variada & da forma dada em (1.2.4), contra a sua
negacao, a funcao densidade do critério da raziao da vercssimilhan
¢a L{vc) de Votaw, para o caso em que O nUimero de atributos &
h=4, tem a forma dada em (3.2.32), e a sua funcio de distribui-

gido & dada por

4 . .
(3.2.33) P = (16/45) 1 (1) - r&22d)y

J=1
-3/2 - -
«N/2 {_&;155_2;80§_5£+
i N--3 N-4 N=5
_ 2 ha :
+ 15 x_5/2 z 2 = (-2n x)2_r -
r=1 (2-r)! (N-5)
-3 2 r
- 80 2— - 15 x77 3 2 — (-tn x) T -
r=1 (2-r)! (N-6)
. .=7/2 . -4
X ©R
— 15 N7 * No8 } se 0 < x < 1
= 0 se x < 0
= 1 se 1 < x
3.3. DISTRIBUICAO EXATA DE L{vc) PARA h=4 E n>2
Para o caso em que h=4 e n=3,4,5,6,... e f(x) tendo

a forma da expressao dada em (2.1.5) decorre que, expandindo o nu
merador e o denominador e aplicando a propriedade (3.2.3), cance-
lamos as fungdes gama cujos argumentos diferem entre si por um nu

mero inteiro, ficamos com a integral
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A -5 NU
I-—vz',ﬂi JLX ﬁds

{3.3.1)

onde L & um ciclo adequado escolhido contendo todos os polos do

integrando, e

2(n-2)

(3.2.2)  NU = I Tis ;'§§3 S5y f-m (s + N0 _ 4y,
j=1 j=1 2
| : 8 o
(3.3.3) DN = 0, . (s). (s + =4y [B=-1)/(n+eN] o p (o N=Jy2y
(n) 2 525 2
10 |
{1 (s + 50
j=9
onde para n = 3,4
2n-=6 _
{3.3.4) Q(n)(s) = { jEI F(s + E%E + n~1)}
[ (n+3) /3] o
- N=-3 - 29-3
) T(s + TR k-
=1 2(n-1)
2n-=5 -
w3 42
{ JE1 P(S + 5 + E‘_—T)}
j#2, [n/2]
[ (n+5) /2] _ .
{ T F{s + N23 , _23-5 )y
521 2 2(n-1)
J£ [ (n=-2)/2]

para n = 5,6,7...

2{n-2)
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n—-2
- N 3 .
(3.3.5) Q(n) (S) = { jE‘I T(S + T‘ + I'LT)}
3£ (n=1) /2
{ nﬁ1 T(s + 23 , _23-3 1,
. i 3 Z{n=1)'""
j#(n+2) /2
. A s + 5 +H:T)
342, (n+3) /2
( nﬁ1 Copqe s M3, 2555
o S+ 3 (=17
J# (n+d) /2

sendo que [2z] & o numero maior inteiro menor ou igual a z.

Para a aplicacdo do teorema dos residuos, necessario se faz

agora, determinar os polos do integrando em (3.3.1}).

0s polos sao

N-_4 N-5 N-6 N-7 N-8 N-9 N-10
5 = —(—-2—}, —('—-j*"), '—(T), '—('-2—), —( 5 ), - 2 ), ( 7 );
s = —(t + N:;1), ~(t ;'E%}i;, ~(t + NZ ~ 2n)
- N=12 N-14 N-2
s = —{t + 5 y, —(t + 5 ), ee., ={t + 5 — 2n}

com t =0,1,2,..., pois a fungao gama ndoc possui zeros e os po-
los de T(s) sao os valores de s = -t, t = 0,1,2,... (whittaker

e Watson {1966), p. 236).
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Assim, os polos do integrando em (3.3.1) sdo os valores de s

que anulam ¢ produto

10 Cner, o - N-9 %
(3.3.6) {0 (s+-39) T} { T (s+-5+i-2n=+3) "}
i=4 i:1
i#£2n-3,2n-2, 2n-1
il _ _ _ o,
1 I (s + NTJO + i - 2n + 3) H

i=1
i42n-3,2n-2,2n-1,2n

onde
(3.3.7) para n = 3,4, o' = 2n-3 e para n = 5;6,7,...,az
1
= 2n-2,
2n--3 : se 1 = 9,10
(3.3.8) a; = '
2n-2 ; se i =5,6,7,8
i ; se i1 =1,2,...,2n-5
(3.3.9) ai = _
Z2n=4: se 1 = Z2n-4, 2n, 2n+l,...
i : gse 1 =1,2,...,2n-5
(3.3.10) o, = _ _
1 2n-4; se i = 2n-4, 2n+1, 2n+2,...

5320 as ordens dos respectivos polos.

Denotando por B; , Bi e B, os B's a que nos referimos

em (3.2.92) a (3.2.12); para o primeiro, segundo e terceirc produ-

tos em (3.3.6); respectivamente, temos
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N-i %1 NU
2 © DN’

(3.3.11) Bl = (s + 4,5,6,7,8,9,10

r
% Nu

" DN

. _ S N-9 .
(3.3.12) Bi = (s + 5 * i = 2n+3)

i=1,2,...,2n-5, 2n-4, 2n, 2n+l,...

(3.3.13) B = (s +

que sao as expressoes em s que deverao ser derivadas para o cidlcu

lo dos residuocs.

Deste modo

- ) 2{n-2)
(3.3.100 By - 1t e B2y (T s s B0 gy
j=1 2
2n-4 . .
20k (s) (s 4 N-10y 1 (s 4+ N=2 _ y)2n-3-3y
n) 2 . 2
J=1
) 2(n-2) _
(3.3.15)  Broo= 27t o 0y U s+ B2 1 gy
10 2 j=1 2
_ 2n-4 .
J=1
o , 2{n-2) _
(3.3.16) By = 0 e i) 1 s« N2 - 90
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. 8
'Q(n)(S) {1 (SJ}N":i2 b
s 5 )Y {1 (s + N3
4 j=9 2 R
jo (s + 5 —j)_z'n—4} { e N=12
. T (s 12 .. 2n-4--
j=1 2 _j) _J}
{(3.3.17) " 2
35 _ r2n-d (s + X2 4 1) 2ine2)
5 { 'H T'(s + N-10
3:1 2 = j)} v
. 8
F0Ex (s) LT (s +gh)
sl 5 }{n (S%N‘S .y 204
=1 2 ‘ +
{211—5
I ( N-11 )
(3.3.18) L n-
Br - r<B (s + ' 2ne2)
: 5+ 1) | .
T T(s + N-
j=1 2 - ])} -
X 8
2 Q%% (s) {1 (s + 2D ;
I =R (s + N6 _ 4y2n-4
J£6 7=t - )
{2n—5
- ( N-12 , j
=1 A R j)zn-4_j}'
(3.3.19) " 2n- '
B7=1"n (s + —L &+ 1) 2n-2) I
- ¢ r (s 4 N=10
J:T 2 - j)} -
= Q** 8 2
*y(s) LT (s + 31y 7 :
i - 1 (s N7 _ . -
ii1 S+ 5 _j)2n 4}.
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20> N-11 2n-4-3
(1 (s« 510 _ 5)20tdy
J=1
) oned . N-g 2 (n-2) |
(3.3.20) By = " (5+N28+1) { _n1 F(S+N£9_j)} .
:]:
., ! T N-8 .2
g QT;)(S) { I (54_“51) P {m (s-+N£ - 3) n-4y .
:|=5 3:1
2n-5 .
{ .H (S + N'-212 _ j)2n—4—:|}
J=1
onde
g [3(n=1)/(n+1] 8 a2
(3.3.21) Q% fs) = (s) (s + 252 A s+ X
=5
(Vide (3.3.4) e (3.3.5))
e
g B3 /@aD] 10
N CN—
(3.3.22) Q3% (s) = Q) (s) (s +750) AT (s + 853)3
J:
para i = 1,2,...,2n=5
- . . _ 2n-5-i
(3.3.23) B; = pi+ (s+N“2‘9+i-2n+4) { r(s»}Ngg_j)} 3
j=1

2(n-2) .4
. N"TO R . * %
.1 j£1 T(s + 5~ 3}l o+ Qﬁﬂ {s) .
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(3.3.25)

(3.3.26)
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i-1 ) ) )
LD (s o+ H%2 - 2n + 3 + §)7}
3=1
para i = 2n-4, 2n, 2n+1,...
~ | _ 2 (n-2) ,
B! = an_4 (s-rN_9»+i-2n-4) { I T(s-kg:lo—
i 2 . 2
J=1
2n-5%
* % . - i ; .
T oF (s) {1 (s+N9-—2n+3+j)3}.
(n) - 2
J=1
i-2n-4 . ,
. { H (S + Ngg + j - 2)2n”4}
j=1
para i = 1,2,...,2n=-5
. Lo . ] 2n-5.1i _
B, = ri*1 (i ¥210 L 5 oniy) ¢ n ris+ 3219 _ 4y}
i 2 . 2
3=1
2(n_2) - +*
On s+ X2 05 s o (s
. 2 (n)
J=1
i-1 o ‘ ' .
{0 (s + NTSO - 2n + 3 + j)j}
j=1
para i = 2n-4, 2n+41, 2n+2,...
2n-4 N=18

Bi =T (s + 5 + 1 - 2n + 4)



L Elme

- 37 -
2{n-2)
- N_g . . * %
{ j£1 T'{s + 5 - j) 1 o+ Q(%)(s) .
 2n-4 _ L. i-ons3 _
{1 (s +§%¥1— me3+3)91 {1 (s+N"2'IO
=1 9=1
onde
xx Cneg [3(n=1)/(n+1)]
(3.3.27) Q(n)(s) = Qn(s) {s + o )
8 , .2 10 _ .
{nm (s + E%l) Y {n (s + NEJ)}
j=5 j=9
(vide (3.3.4) e (3.3.5)).

Calculando cs limites das expressoes de (3.3.14) a

e respectivas derivadas dos logaritmos gquando

para s, = (i-N)/2, i = 4,5,6,7,8,9,10
2({n=-2) .
1" _ 1 - - 9—N
(3.3.28) B, = (-2) { B F{= = - )} s an) (=5—)
9 j=1
Zn-4 .
RO P Eat it B
i=1
2{n-2} s
_ 1 . +0-N
(3.3.29) BN =(2) { I I'(z - 3)} * ( )
010 521 2 {n) 2
2n-4 .
)2n—3—j}

+j41)

2n-4
=%y

(3.3.27)

S > 8. ficamos com



..38_.

2 (n=2) s . I-N
(3.3.30) 1304 = (8/135) { jE1 1“(—5—:])} T Q(n) (—2-)

4 .
S e T A S Rt B

2{n-2) 5 . 5_N
(3.3.31) B:g,s = (16/9) { jE‘I -3 - i)} o ) (=5—)

3 .
(0 (=324 {n (e3-y)2md0y,

{3.3.32)

o

I
=
fa)!
~
=
3

1

|

[
A
| -

|
L
d'-'h*'
=it 3

2({n-2)
3 4y s gre. (12N
(16) { .H T('"f - §)} 3 Q?n) { 5 }
7 J=1

(3.3.33) B

(=) 24y (n (e2-p PPy
1 J=1

.1
§

= k3

2{n-2) 1 —
" _ 4 L3 * %
{3.3.34) B°8 (16/9) { jE1 Fl-g - 300 oty =)

2n=5 )
(=5) 204y (T (c2-5)2R4Ty
1 =1

.1
J

=N



onde

(3.3.35)

(3.3.36)

Com

(3.3.37)

(3.3.38)

- 39 -

para 1 = 9,10
[3(n-1)/(n+1)1

[3(n-1)/(n+1)]

[(n+3)}/3] . | 2n-5 L
1—3' 23=3 : i=3: j-2
A jE1 I'{(—= LY (o 1))} {- }21 F07?*+%:TT}

j#2,[n/2]

[(n+5} /3]
it I
j=1
3£[{n-2) /2]

y; '+2(n T) para n=3,4.

J=1
i (n+2) /2



(3.3.39)

(3.3.40)

(3.3.41)

(3.3.42)

- Lo -

n-1 s o n-1 . . :
(1 eI 0 1 orédg e
=1 j=1
j£2, (n+3) /2 G (n+4) /2 '

para n = 5,6,7,...

para & = 1,2,...,2n-5

. 2(n-2) 1
A" = —(2n-4)y + 5 Pl==— 3j) = D" -
9 j=1 2 4
X 2n-4 19
- (2/5) ([3(n-1)/(n+1)]} - I (2n-3-3)/ {-3) - g
. =1
. - 2n-4 _
ar(8) (—)£+1 g1 {(2n-4Yz (2+1,1) + T T{L+1, ~J-—j)—
(o) . 2
9 J=1
. 2n-4 : . :
- 5" o+ ¢ (2ne3-9)/(=P*V 4wty
Oig J=1
- 2i1 - ee2 8 241
+ (2/5) ([3(n-1)/{n+1}]) + 2 Z 1/(9=3) "}
. 3=5
- 2(n=2) . 1
A" = —={2n-4)y + z Y{z - 3) - D" -
°10 j=1 2 °3
- 2n-4 107
-(1/3) ([3{n~-1)/(n+1)1}) - E (2n—3—j)/{~j)-—fﬁ;.
3=1
: o 2(n-=-2) . .
A L M g (ene g, D 6 T gl 2 -3) -

°10 J=1



{3.3.43)

(3.3.44)

(3.3.45)

- 41 -

an-4 R 2+1 - -
- Sg + L {2n~3-3)/(=3) + (1/3) ([3{n-1}/(n+1)1) +
i §=1
. _g42 8 241 - L4t
+ 2 I 1/(10-3) + 2 }
3=5
para & = 1,2, (2n-5, s8e n = 3,4 e
para % = 1,2, 2n-4, se n = 5,6,7,8,...
. 2{n-2) 5
A" = -(2n-4)y + I  $(=2-3) - D"
Oy =1 2 oy
2n-5 L e
- I (2n-4-3)/(-4-3) + 1220422
3=
; _ - 2{n-=2) _
a8 L8 g f2ned) e (61,10 + T £(841,- 2=79) -
(o] . 2
4 J=1
 2n-5 L 4 o
8" 45 (2043 / (-4 onmty o1/ 4
Oit  5=1 =1
.8 10 -
+ 2£+2 ¥ 1/(4—j]£+1 + 2£+1__Z 1/(4—j]£+1}
j:5 J=9
para £ = 1,2,...,2n-4
. 2({n-2) 5
A" = —(2n-4)y + I ¢(=2 - §) - D"
°s j=1 2 °3
_ 2n-5 _ :
S 2BO-1/ D) - £ (20-4-3)/(-3-3) + 100427

=1



- L7 -

: _ . 2({n=2) _
(3.3.46) a5 o (O ur fonedyc e, 1) ¢ L 20841, =22 9)-
(o} . i
5 : j=1
0] - a2 8 [
-5t 4 27 (B=1)/tmeN)]) + 2 £o1/(5=5) &
is 46
_ ' 10 P o3 '
270 76en¥ 4 20ty 3 17t
j=9 j=1
_2n=5 '
+ I (2n—4—j)/(—3-j)£+1} .
j=1
- 2n=2 3
(3.3.47) A" = —(2n-4)y + I Y(-2 - j) - D"
O . 2 O.
6 =1 i
2n->5 . )
- I (2n=4-3)/(=3-3) = ((3(m=1)/(ns1)]) + 222=22
=1
' : . - 2(n-2) .
(3.3.48) a"FY o (% g foneyces1,1) ¢ T £(ge1, =2 - )
fa) . 2
6 3=1 _
. 2n=5 2’4_1 ) . .
- S(':') + 2z (2n—4—j}/(—3—j) + [B3(n-1)/(n+1}] +
L =1
8 10 L
N 2£+2 - 1/(6—j)£+1 N 2£+1 5 1/(6—j)£+1 .
j=5 j—_-g
346
- 3 )
+ (2n=4) I /-t
5=1
- 2(n=2) . 3
(3.3.49) A" = -(n-4)y + I  W¥(-F-3) -D =~

7 J=1 i



_}_+3.-

- -5 9 - 19
- (2/3) (B-1)/meN]) - T (20-4-3)/ (-2-3) + 25—,
=1
: _ 2{n-=2) .
(3.3.500 AN o (% g fon-aceer, ) 6 T (R, —2— 9 -
04 . 2
3=1
: _ 2 T, 2n-b A
-8+ () UENTT e T e/ et
19 =1 j=1
: 241 - . ga2 8 241 -
+ (2/3)7 ([3(n=-1)/(n+1)]) + 2 1/ (7-3) +
=5
3£7
N 25€,+1 5 1/(7—j)£+1
j__“
) 2(1’1—2) 1
(3.3.51) A% = -(2n-4)y = I (-5 =-3) =D -
8 J=1 i
2n-5 . ..
- I (@) /29) - (1/2) (Ba-D/e)]) 4 252
j=1
_ : o . 2{n-2) .
(3.3.52) A" o (MY gy {n-)c (a1, ¢ T C(R41, 4o g
[s) . 2
8 =1
) Z : - 2n=5 - )
5" & (n4) I N T enani) /e
1% 5=1 j=1
: 241 - . g2 S 241 -
+ (1/2) ([3(n-1)}/(nt1)]). + 2 - 1/(8-3) +

j=5



- 1'14 -
L2y et
3=9
onde
para n = 3,4
2n-6 . . o [ (n+3) /3] . .
" . i-3 ] i-3 2:]--3 :
(3.3.53) DS = '§ V== + ﬁ:T) + L W 5+ 2(n~1))+
i : J=1 =1
2n-5 o [(n+5) /3] . .
i-3 0 J-2, i-3 : 29-5
* z Vi) * LAy oy
j:'] :]:1
j#2,In/2]
2n-6 : . [ (n+3) /3] . :
" B ' i-3 © J ' ' i-3 ¢ 23-3 -
(3.3.54) SO- = H §(2+1, T'!‘ Il-j) + Z C(2+1; 2 + 2(1]—1)) +
il j=1- i=1
2n-5 . . [ (n+5) /3] .
- . A=3  j-2 b, 3, 20
+ 321 cli+1, 5 +n—1) + 321 z{8+1, 5 + 2(n—']))
j#2, In/2] i£[(n=2) /2]
para n = 5,6,7,...
n-2 \ . n-1 . .
_—_— i-3 - : i-3 - 29-3 :
(3.3.55) Dl = R Vs + )+ _E L e
1 :|=1 j"‘l
J£(n=1)/2 3£ (n+2)/2
n-1 .- . n-1 X .
. i-3 =2, i~-3: 23-5
* ji] v K 'f:__q Ve e

i#£2, (n+3) /2 i# (n+d) /2



(3.3.56)

{3.3.57)

{3.3.58)

{(3.3.59)

n-2 _ . n=1 . .
i=3 g, - o i-3 0 23-3 ., -
" ¥ = = b 2 —
i = 3=1
j={n-1}/2 3# (n~-2) /2
n-1 . n-1
¥ 21 ST, T 21 (241, 2 2 2(n—‘i))
j#2, (n+3)/2 j#(n+4)/2
. para .So = 92—N—1+2n 3, i=12,...;2n-5 e £=1,2,...,1-2
2n-5-i 2(n-2) 7
B" = { I I{2n-3-i-j)} { 1 F{2n-=-1i-3}} =
o . . 2
i =1 J=1
i-1 .
* Q* (9TN ~ i+2n-3) {10 (§-1)73.
j=1
. . 2n-5-1 - 2(n-2)
A(') = o= {ie1)Y 4+ I (2n-3-i-j) + Z v(2n-5<i=-j)-
i =1 J=1
i=1
- D** = I J/(j-=i)
i 3=1
: _ ) - 2n~5-i . )
Ar Y OO (@, e T 2041, 2n-3-i-j) +
i =1
- 2({n-2) o . ~ 11 :
eI oo, mof-idg) -S4 1 /G-t
. O. .
j=1 i2 J=1
_para i = 2n-4,.2n, 2n+1, e £=1,2,...,2n-6



- L& -

2(n-2)

(3.3.60) B' =1{ T T@nes-i-i} 0% E_isan-3) .
O, . 2 2
i J=1
2n-5 . i-2n+4 . 2n_4
{n (-i)91 { =1 {(2n-5-i+7) <777},
j=1 j=1
- 2(n-2) -
(3.3.61) A' = ~(2n-4)y + b Y{2n-5-1i-j) - D** -
0. . 2 O,
i =1 1
2n-5 i-2n+d _
- L 3/(35=i) - (2n-4) z 1/ (2n-5-i+3) .
j:'[ . j=1
: _ - 2{n-2) .
(3.3.62) &% - " u (eagrzee,n 4 T C(241,20 -4 — 35) -
i J=
- 2n-5 a1 - i-2n+4 o
_s* 4 T /(5177 + (2n-4) I 1/(2n-B-i4j) T}
g 4=1 =1
Com
x%*  G_n = 9-N -
(3.3.63) Q(*n) (*—*2—' - i42n-3) = Q{n) ('—2— - i+42n-3)
1 . [3(=1)/(meD)] & 3o4 2
(2n - - 1) n= n+biloyon (—£l+2n—-i) }.
j=5
10 5 .
{H(53+2n—i)}.



(3.3.64)

(3.3.65)

onde

(3.3.66)

{3.3.67)

S**

Oig

para

Q(n)

2

D+ (1/(20-3-1) ([3(n=1)/(n+1)]) +
i
‘ 8 3o - 10
+ 2 L 1710 23 + 2n-i) + I 1/(—%1 + 2n-i).
=5 j=9
=™ -l (Be-nsmend -
i
8 o 10 .
-2 I 1/(§%l%-2n—i)£+1 3 1/{3534-2n-i)2+ _
3=5 3=9
n= 3,4,
. 2n-6 L
_%ﬁ..i‘+2n-3) { I T(2n-i + E%T)} ]
j=1
[ (n+3) /31 o 2n-5 .
(T r@»u%)‘-} L1 renasd) .
j:‘f — ’ . :|:1
3#2, [n/2]
. T{2n-1i + ' .
i=1 2(n-1)
1# [ (n=2) /2]
2n-6 [ (n+3) /3] _ : _
S Y{2n-i + 31) + 5 ¥ (2n-1 + 521:2_ N
. - . (n=1)
J=1 J=1
205 .  [{n+5) /3] .
N o S R 4 NN 3 ¥{2n-i +§'2(‘373?_)’ :
3=1 " j=1

J#2, [n/2]

'Ll?"‘

J#[{n=2) /2]

f1



- Lg -

(3.3.68) &' = ¥ z(%+1, 2n-1i + + z L{%+1, 2n—1 + w—=—=—)+
o | 3=1 n-1 521 ! 2 (n—-1)
. 2n-5 , a5 [(n45) /3] _ oa
+ z L (241, 2n~1 +-%E—12~)+ z z{%+1,2n-1i +~2-'a+15))
J=1 3=1
3#2, [n/2] j#£[(n=-2) /2]
para n = 5,6,7...
. : n-2 _ L
(3.3.69) Q. (N -i42n-3) = { T r(Gn-i+ 20} .
3=1
jE(n-1)/2
n-1 ) . n-1 .
A 1 r(2n-i+2—zl:§—)} { i 1“(2n-i+1:3)} .
j=1 (n=1) j=1 el
j# (n+2) /2 j#2, (n+3) /2
n-1 .
. - 23=5
- '[ jE1 1"(2n--:|. + m)}
J#(n+d) /2
n-2 . . , n-1 ) : .
(3.3.70) D! = % Yln-isgdn) o+ T W(2n-is+ 5o} s
°i =1 j=1
j#(n-1)/2 j#(n+2) /2
_ n-1 Li_o n-1 . 23-5
+ by w(zn-i+g_1) + > 1p(2n——i+2—(1%_1—)).
3=1 j=1
j#£2, (n+3) /2 jA(n+d) /2
(3.3.71) Sy = z L{&+1, 2n—i + n—T) + L C(2+1,2n—1+2(n_1))+
b =1 =1

i (n=1}/2 j#(n+2) /2



'_149_

, n-1 ‘ _ n~1 . oA
+ z C(R+1,2n—i-+gfg) + r o r(L+, 2nyin+§%%zgy
J=1 J=1 -
j#2, (n+3) /2 j# (n+d} /2
para s_ = l%fﬁ - '42n-3, i=1,2,...,2n=5 e
,Q, = 1'2’- ,1_2
2n-5-1i 2(n-2) 5
(3.3.72) B ={ @0 T{(2n-3-i-j)} { T P(2n-=-1i-3)} +
o, . : 2
i J=1 J=1
% 10N L 1-1 3
QK (—— - i+2n-=3} { O (§-i)-}.
{n) 2 .
J=1
_ | . 2n-5-i . 2{(n-2) c
(3.3.73) AO = —(i+1)y + I P (2n-3-i-3j) + z ¢(2n—§-—i-—jl
i =1 3=1
i-1
1 i=1
(2) = _ _ 2n-5-i _ _
(3.3.70) A" = P e (e (81,1« T 2241, 20-3-0-5) 4
i =1
- 2i{n=-2) _ o 1= ;
e T, mo2-i-d) -8+ /6-0MT
. G,
J=1 i2  J=1
para i = 2n-4, 2n-ll-1, 2!’1-;-2,.... e

£ = 1,2,...,2n-6

).
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2(n-2}

: * 0. .
(3.3.75) B ={ I T(2ne2-i=3)} = 0% (1&=N_ ;. 2n-3)
Q. . .2
i J=1 {n)
2n-4 . i-2n+3  ones
{n (3-1)7Y { =© (2n-4~i+3) }
3=1 3=1
2{n-=2) 5
(3.3.76) A = —{2n-4)y 5 W(2n -2 ~-i-j) - D* -
O. . 2 O.
i 3=1 i
2n-4 i-2n+3 _
~ r J/{j-i)-(2n-4) b 1/ (2n-4-i+7).
J=1 =1
(3.3.77) Aégj = (¥ e [(2n-d)r(8e1,1) 4
i
~ 2(n=2) o . - 2n-4
+ I z{2+1, 2n—E—i—j) —S{‘; + L
j=1 it 3=1
, i-2n+3 in
+ (2n-4) £ 1/(2n-4-i+3)°"
1=1
com
(3.3.78) 0% (ST _ii2n-3) = Q (n) A2 ie2n-3) .
(n)
. (2n-1) [3(n-1)/(n+1) 1 {1 (4;2-3 . 2n—i)2}.
j=5
10




(3.3.79)

(3.3.80)

onde

(3.3.81)

{(3.3.82)

g%

para

Q

Cig

{n)

_5]..

+ (1/(2n-i)) .

8 »
T 1/(453

. sé?" - (1/(2n-1)

(

1

2

n =

10=N
2

4-3

I ]

=5

3,4,

~i+2n-3) = {

[{n-3}/3]
II

=1

2n-5
II
j=1
j?ézf [n/2]

[ {n+5)/3}
{ il
j=1

Jj# [ (n=-2)/2

¥2n—i) +

)£+1

1/ + 2n-i) ¥*

{[3 (n=

1)/ (n+1)]) +

10 g
51/ 23 + 2n-i)
=9

J

([3(n-1)/(n:1)1) -

10
L VA

j=9

4-3 L onoiy*T,

2

2n-6 9 .
T T(2n+5-i+—x)}
J=1
T (2n + % -1 ;.2%5:? ).
T(2n + 4 - &+ 172))
]
. [(n+3)/31 4 .y
) v P Veneg-iagtnys

j=1
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. 2n-5 aio o [(ne5)/3] o laald
_ 1 g2 _ 1 . 235
+ j£1 an+§—1+Ej)+ j; an+5—1+§%:WL
j#2, [n/2] Jj#[(n=2) /2]
2n—6 o . s ,
(3.3.83) s'¥ =z r@eer, 2 doiv o
i j=1 "
 [(n+3)/3] . - caaiy
+ jE‘[ c(£+1,2n+§-—l+ﬂ%_—ﬂ—+
. 2n-5 ) . 1 _L'2
+ b (241, 2n + = — i + +5) 4
5=1 2 n-1
j£2, [n/2]
- [(n+5)/2] . . s
1, ° 2§=5
+ ) Z(4+1, 2n + = - 1 +
=1 2 2(n=-1)
J£[ (n-2) /2]
para n = 5,6,7,
_ n-2 ) L
(3.3.84) chm(ﬂgﬁ_i+mpn - { I(2n+5-i+-30)}
J=1 -
j#E(n=1)/2
n-1 .
: 1 . o 23=-3
{ jE1 '(2n + 7 -1+ 7TE:TT)}
i (n+2)/2
n-1 .
{ 'H‘] F(2n+2—1+n_1)}

SJ=1
J#2, (n+3) /2



n-1 : .
©o . 23-5
S Ter g s Ty )
j#(n+d) /2
n-2 . ) n=1 1
(3.3.85) D = I y(2n+5-1+ } + z w&n+
0. 3 2 -1 .
i =1 3=1
j#(n 1)/2 ¢ (n+2) /2
, n—1 _ 2o n—~1 .
+ E an+%—i+%ﬁ + z an+%
J=1 J=
42, (n+3}/2 jf(n+d) /2
=2 .
(2) ; - ] 3
(3.3.886) SO. = ‘§ ri(2+1, 2n + 7 - 1+ E:T) +
i J=1
i (n=-1)/2
_ n-1 , . , .
+ z z{(2+1, 2n + %-— i+ 2%3-3)) +
j=1 =
jE(n+2) /2
n-1
' L . j=2
+ z z{(2+1, 2n + 5 — i + )} o+
=1 2 n-1
J£2, (n+3) /2
n-1 . -
' ' L . 23-5
+ z Z{2+1, 2n + = — i + =7=—2_}.
21 2 2 (n=1)
j#(n+d) /2

Portanto, uma vez obtidas as expressoes de

podemos expressar a fung¢do densidade de E(vc); £ (x),

cacao do teorema dos residuos e por (3.2.13), como

2(n-1)

23-3 )%

2]—5 )
o=y

{3.3.28) a (3.3.86),

pela apli



- Sh -

4 n-1 . . oL 4 (n-1) -
~ N-1 * 2j=a=T,q = N~4-—
(3.3.87) £(x) = { I T T(F5 + gyt kS r=5-2)

2n-4

5 Em_4

2n-4.-t u{efsz(th
t o}

9

) (=n x)

5 () 4 Ry 42 a8
10 4

2n-3-t , -5/2

mn (t)
t ) {(=Ln x) (x BO +

6

+ -

X—6/2 B"(t) ; X-7/2 Bu(t) ; X_8/2 B"{t)
O 08

©g 7

- 2n=5 i=2n {_1 . - .
+ T e Y (1E1) (=£n J{)l_T_t' (x_3/2 Bé(t) +

i1 =T, i

) _ 2n-5
(t) 1 L (305 (Lpy ) 5t

b o—_ .

4 X_4/2 B

o0

( 5 X—3/2+i—2n Bé(t)

1=2n-4 i
i#2n-3,2n-2,2n-1

oo

i=2n-4 i
i#2n-3,2n-2,2n-1,2n

1{0 < x < 1)

onde
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2n-4
1 2n-4 2n-4-t
* - — -
(3.3.88) R(n) = TZn-d) T tio ( & ) (=€n x)
e
para n = 5,6,7,...
2n-3
1 2n-3 2n-3-t
* — - —
(3.3.89) R(n) = TZIn-3)1 tEU { & } {(-fn x)
e onde os coeficientes Bg(t), Bé(t) e B(t) € as suas respec-
i i i
tivas derivadas 40 logaritmo sao dados pelos itens de (3.3.28) a

(3.3.86), e por (3.2.11), a formula de recorréncia para o calculo

dos B(t)'s.

Assim, temos obtido o seguinte

TEOREMA 3.2: Para testar se a matriz de covariancias de uma dis-
tribuigdo normal (nh)-variada & da forma dada em (1.2.4}, contra
a sua negacao, a funcao densidade do critério da razdo da verossi
milhanca L{ve) de Vbtaw; para o caso em que o numero de atribu-
tos & h=4 e o numeroc de repeticées do experimento aleatdorio &
n = 3;4;5;...; - & dada em (3.3.87); e a sua funéab ‘distribuicao

acumulada &

4 1'].—-1 — . Ao, 4n"'1 . .
(3.3.90) Fix) = {1 1T r(N;' 4 23;‘3“1)} s r=4=dyy
i . n-1J) . 2
N2 1 2n-4 2n-4, M3t T gt I3t

:
oo DR I Thmaar CX

r=1
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B;‘t), se (&) sy (t)
_ 2 A o —'8 2 . . et . .
{x 7/ H—Ji—E + X / —~J£LE) + Ifn) (2% x 1 ——:L—;)+
(N=7) (N-8) (N=2)
; 1 2%;3 (2n-3, 2“}?“t-2r(2n;3;t): (i x) 22t
(Zn=311 2, t roq  (2n-2-E-7)1
Bg(t) Bg(t) Bg(t)
(x3(2 5 Ly 6 L2 T
(N-3)T (n-4) T (N-5)F
Bl"l ‘t)
o} . 2n-5 i-2n  i-1 )
+ =3 8 )+ ¥ =T ¥ (lE’I)
(N-6)T i=1 =1 too
i-t r.,. _ .
5 2 §1—1—t)! (=Ln X)1—t—r
r=1 (i-t-r)!
pr it !t
(x_T/2 ¢! + x_1 Ci +
(N=T+2i-4n)¥ (N-2+2i-4nm) ¥
o 2n=5 o5, CnTAt ST 5 gy p
* TEET S G ) X (-Ln x)
* £=0 r=1 (Zn-4-t-1)!
i | p: ()
( . L~1/2+i-2n ’1 .
i=2n-4 (N-1+2i-4n)*

i#2n~3,2n-2,2n-T



e F(x)

e TFI(x)

onde

{3.3.91)

{3.3.92)

B(t)
: ® —1+i-2n Oi '
+ X X . ‘ r)}
i=2n-4 (N-2+21i-4n)

i#2n-3,2n-2,2n-1,2n
gse QOQ<x<i

para n = 3,4

- 1 At aney PR ona

(n} (Zn-4) 1 £=0 t r=1 (2n=-3—-t~r)!
para n = 5,6,7,

o 1 2%;3 (283 2n}$‘t--7t2n43atr1
I(n) (2n-3}! t - (Zn-2—t~r)!°°

r=1 .
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APRENDICE

A - A TRANSFORMADA DE MELLIN

A transformada de Mellin, segundo o mesmo (Mellin (1910))} ;
apareceu pela primeira vez em 1896, e nos Ultimos anos tem sido
muito utilizada, com sucesso, para solugées de problemas, er areas
como Fisica e Estatistica. Na area de Estatistica, a transformada
de Mellin, tem-se destacado como uma ferramenta util, em proble-
mas come ¢ de determinacao de distribuicﬁes exatas de prcdutos e
quocientes de varidveis aleatOrias independentes e de téstes de

hipoteses.

A transformada de Mellin; posteriormente; serviu de motiva-
cao para estudos como em trabalhos de Nair (1938}; Epstein (1948),
Levy (1959); Zalotarev (1962); Springer e Thompson (1966); Rathie
e Kaufmann (1977), Cordeiro e Rathie (1979). Uma listagem . sobre
estes trabalhos e o uso da transformada na Estétistica pode ser

visto em Cordeiro (1980).

Por definicao, a transformada de Mellin, correspondente a

uma funcdo £{x), =x > 0, & dada por
Fis) = M {£f(x)}(s) = J %571 f{x) dx
o

para s = O+ 1iT, i2 -1 ea regiao de existéncia de F(s) uma
faixa a < Re(s) < b do plano complexo, paralela ao eixo imagi-

nario.
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Sob certas condicbes de regularidade em f(x}, a formula de
inversdo da transformada de Mellin (F(s)); " por definigao &€ dada

como

50 ,“11' G+iw s
(x} = 'é'T—T'I J . X F({s) ds .
O=1¢

A existencia da formula de inversido da transformada, & dada

pelo

o-
TEOREMA (vide Titchmarsh (1948), p. 46): Se vy ! f(y) for Le-
besgue~integravel em {0,*} e f({y) & de variacdo limitada numa

vizinhanca de y = x, entdo

o 1 Gtiw N )
(£(x+) + £(x=)} = (2ni) " J F(s) x ° ds {s = o+i«)

1
2 O—1im

B - FUNCOES ESPECIAIS
B.1 - FUNCAO GAMA

A fungao gama & definida na forma integral pela formula
B.1.1. T'{a) = J %=1 g% ax, Re(n) > O
o

e como produte infinito
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Pla) = (@e’® {1 (1+a/n) e /73~ 0 4 0,=1,-2,.0.
n=1
onde
B.1.2 v o= 1im (12231 1D 2o m)
- - - — 2 3 » x n g
o

& a constante de Euler, e seu valor aproximado & 0;5772.

Algumas propriedades da funcdo gama que utilizamos neste tra

balho:

B.1.3. T(a+1) = a.T(a), T(1) = 1

B.1.4. Se o = n & inteiro positivo; entao
F'in). = (n=1)1

B.1.5. I

B.1.6. I {g+n) /T(d) = {atn=1) (a+n-2) ... (a)

B.1.7. (Formula de multiplicacdo de gamas)
Para m = 1,2,3,..
m-1 .
T Ta+5) = at/?M (o m=D/2 0y,
k=0 m

Em particular, se m = 2
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B.1.8. T () Na#% - 2172 o oriow)

esta & chamada de formula de duplicagao (de Legendre) para a fun-

cdo gama.

B.2. FUNCAOQ PSI

A derivada do logaritmo natural da fungao gama & dita ser

funcao psi.

Formalmente, a funcao psi, € definida como

B.2.1. vl = &L pee) - L ora

T{a)

onde T (e} & dada por B.1.1. e ainda
oo

Yla) = -y -+ (a=1) [(3+1) (@e)17Y, o £ 0,21,-2,...

j=0

onde vy = 0,57721566..., & como em B.1.2.

Damos a seguir algumas propriedades da funcao psi:

B,2.2. (1) = -y

B.2.3. Plotn) = o+ (aeD) T 4 @2) 4ot (=) (o)

Il=1,2,.--

Em particular, se n = 1

a
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5.2.4., Ulas1) = o~ + yla)
e, se o =1
B.2.5 11J(‘I-i-r1)=‘l+ll+ +—1---Y
- - - . 2 - v ¥ n
B.2.6. v({a) ~ ¢{1-a) = -7 cotg(rna)
B.2.7 Yla) = g{-a) = =1 cotg(ma) - &
1 1
B.2.8. 11)(-2- + 0) - ‘“E - a) = 7T tg(ma)
B.2.9 (Formula de multiplicacao de Psi's)
1 m—1 -k .
Y{ma) = m- I Pl + =) + Lnm m= 1,2,
m
k=0
Em partiéﬁlar, se m=2 e o = %
B.2.10. P = -y - 2 Zn 2
B.3. FONCAO ZETA DE RIEMANN GENERALIZADA
A fungao zeta de Riemann & dada por
B.3,1 z(o, %) = (2+43) 7% £ #0,~1,-2,...,Refa) > 0

j=0



- 63 -

A fungao psi esta associada & fungdo zeta pelo seguinte re-

sultado:

para £ > 1

-
m _
I vYla.+a) se £ =1
j=1 J
'dﬂ m _
B.3.2. —r £n {1 T(a.+a)} = J
do j=1 3
| ] n |
)% () I z(2,a.4a) se &> 2
=1 ) B
S

ou equivalentemente

para % = 1,2,3,...

£ . : : _
B.3.3. ilf Pla+a) = (—}H’+1 L1 p(2+1, a+a)
do
A Gnica singularidade da funcdo zeta &€ um polo simples em
¢ = 1, com residuo valendo a unidade.

C - A FUNCAO G-DE-MELJER

A fungaoc G € definida como integral de Mellin-Barnes

A, 485,000 ,48 a
(z 1772 'p):Gm,n (2 Py .

I
q P,q -
b1,b2,...,bp bq

n -
P(b.-s})} {1 T{1-a.+s}} ¢
1 J j=1 J
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q . D
:{ I T(1-b+s)} { T. T(a,-s)}) ds
J=m+1 J j=n+1 3
onde
0<m<p, S 0<n<a < .z£0, s

o produteo vazio vale a unidade,

os parametros complexos a, e bk sdo tais gue nenhum polo
de F(bj—s), j = 1,2;...,m; coincide com .gualguer °~ polo de
F(T—aj%s), j=1,2,...,n, 1isto €&, isso equivale -a "dizer que

a ~b, #1,2,3,..., para h=1,2,...,m e k=1,2,...,0.

Existem trés possibilidades diferentes para o caminho de in-

tegracao L :

i) L vai de -ix a {iw; com alguns desvios; se se fizerem ne-
cessérios; de modo que todos os polos de F(bj—s), j o= 1,2,
...;m; estejam dc lado direito do caminhé; e todos os polos
de T(1—a.%s]; j = 1;2;...;n; estejam a sua esquerda. Para
que a integral convirja & necessario que p%q < 2(m+n) e

Iarg z[ < (m%n—(p%q)/2)w.

ii) L & um ciclo comegando e terminando em %m; no sentido nega~
tivo; englobando todos os polos de F(bj—s); j = 1;2,...,m,
mas nenhum polo de T(1—aj;sJ j = 1;2;..1;n. A integral con

verge se d > 1 e; ou p<gqg ou gqg=p e [zl < 1.
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iii} L € um ciclo comegando e texrminando em —«, no sentido posi
tive, englobando todos os .polos de F(1—ajis), j=1,2,...,n,
mas nenhum pelo de F(bj—s) j=1,2,...,m. A integral con-

verge se p > 1 e, ou p>g ou p=4g ‘e |z| > 1,

Mais detalhes sobre a funcado G-de-Meiijer, e _.a demonstragao

das afirmag¢oes acima, podem ser vistas em Luke (1969).
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