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INTRODUGAO

Esta dissertagio € dedicada ao estudo de entropias fuzzy e seu principal objetivo é
propor uma hova classe de entropias, as mulllavaliaday, ¢ estudar suas principaig propri-
edades.

O trabalho constitui~se de trés partes distintas:

A primeira parte, desenvolvida no Capitulo 1, é dedicada a alguns preliminares e
resultados basicos encontrados em [01] , [30] e [43], onde a énfase é dada sobre a Teoria de
Integragao de multiaplica¢bes, medida e integragio fuzzy e integracio de varidveis fuzzy
aleatéfias, respectivamente.

No segundo Capitulo, aplicamos os resultados anteriores a construgio de entropias
multiavaliadas. Desenvolvemos teoremas de existéncia de entropias a valores nas partes
de IR™ construidas a partir da integral de Aumann. Extendemos posteriormente tais re-
sultados a uma classe mais ampla de entropias a valores nas partes fuzzy de IR" e cuja
construcgdo € feita via integral de variaveis fuzzy aleatérias. Sao mostradas algumas pro-
priedades importantes para entropias, uma delas é que sejam valoriza¢bes do reticulado
F(X).

No Capitulo II, estudamos o problema de convergéncia de entropias e obtivemos a
equivaléncia da continuidade destas, definidas por integrais, em relagdo a alguns tipos de
convergéncia, com a continuidade das fungdes normalizadoras.

Observamos finalmente que F(X) pode ser um espago munido, de modo natural, de
uma estrutura de Espago de Possibilidade e sob esta perspectiva o estudo das entropias

tém um significado especial.
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CAPITULO I

NOGOES PRELIMINARES SOBRE MEDIDAS

E INTEGRAGCAO

Neste capitulo, abordaremos os resultados principais necessdrios no desenvolvimento
do nosso trabalho.

No §1, seguindo as idéias gerais dos trabalhos de Sugeno [38], Ralescu [33], [34],
[28] e [29], Wang [41] e [42], consideramos as ferramentas basicas da teoria de medida e
integracao fuzzy.

No §2, seguindo as idéias de Aumann [01], Klein-Thompson [25] e Hiai-Umegaki
[21], introduzimos os elementos essenciais de integracio de multiaplicagdes.

Finalmente, no §3, sio dados os conceitos basicos de integracdo de varidveis fuzzy
aleatorias, seguindo as idéias de Puri-Ralescu {29], [30].

Procuramos, na medida do possivel, sistematizar este Capitulo de maneira a tornar
nosso trabalho auto-suficiente. Modificamos algumas demonstragbes e inserimos varios

exemplos ilustrativos.



1. Medidas e Integracao Fuzzy

Introdugao

O objetive deste pardgralo ¢ dar as delinighes ¢ resultados basicos da teoria da me-
dida e integragao fuzzy. Em relacio a esta ultima, mostramos que, ainda na auséncia da

aditividade no sentido usual, é possivel obter excelentes resultados de convergéncia.

Definigdo 1.1.1. Sejam X um conjunto nao vazio (X # ¢) e A uma o-dlgebra de
subconjuntos de X. Uma medida fuzzy sobre X & wna aplicagéo g : A — Mt tal que
) u(d) =0
1) Se A, B € A sao tais que A C B entdo p(A) < u(B) (monotonia}

11) Se (A,) é uma seqliéncia em A tal que A, C A4y, Y € IV, entéo

ﬁ(Ji_{}(}oAn) =pu({JA,) = JLr&p(An) (continuidade superior)
n=1

iv) Se (A,) € uma seqiiéncia em 4 tal que Apy1 € An, YR € IV e p(A,,) < cc

para algum rng, entao

( lim An) = ﬂ An) = lim p(A,) (continuidade inferior)

= X
n=1

Neste caso o trio (X, A, 4} serd chamado um espage de medida fuzzy.

Observacio: Esta delinigio é dada por Ralescu, em [33]. Sugeno, em [38], propos ori-
ginalmente uma versdo finita de medida fuzzy como sendo uma aplicagao u : A — [0, 1]

que verifica as propriedades ii), iii) e iv) e, além disso, com u(¢) =0 e u(X) = 1.



Exemplo 1.1.2. a) E claro que qualquer medida positiva ¢-aditiva é uma medida fuzzy.
Em particular, a medida de Lebesgue em IR é uma medida fuzzy.

b) Counsideremos X ww conjunio Iiuiio e xg € X, lixo.
A aplicagdo y : P(X) — [0, 1] definida por

1, se xp€ A
n(4) = | , VA€ P(X)
0, se zg¢A

é uma medida {uzzy, chamada medida de Dirac concenireda em zg.

Mais detalhes sobre a classificagio de medidas fuzzy sobre conjuntos finitos podem

ser vistos em Banon [02].

Definigdo 1.1.3. Sejam (X, A, ) um espago de medida fuzzy e f: X — R* uma
fungao u-mensuravel. Definimos a integral fuzzy (no sentido de Sugeno) de f sobre 4, em

relagio a medida fuzzy u, como sendo

(S)ffdu= VieAuAn{f2a})] (A€

a>0

onde Y e A denotam o supremo e o infimo, respectivamente, e

{f2a}={zeX:f(z) 20}

Observagao: Em [33], Ralescu-Adams introduziram as seguintes definicbes de integral
fuzzy:
a) Consideremos uma fungdo mensurdvel, positiva e simples 8 = ) a4, onde

=1

ANA; = ¢ Vi # j e xa denota a fungio caracteristica de A; € A, isto ¢,
{ I, se z€A;

X4, (x) = .
0, se z¢&A;



Tt

Para cada A € A definimos Q4(s) = \/[a; A p(A N A;)).

=1

Se f+ X — IR* ¢ uma [ungdo mensuravel entio sua integral fuzzy (no sentido de

Ralescu) é dada por:
(RR) ffdp = sup Q(s)
o< f

b) Também, em [33] encontra-se uma outra defini¢do de integral fuzzy (no sentido

de Ralescu-Adams) como sendo:

(R~ 4) ffd# = f;‘;ﬂ[“(A) A inf f()].

O principal resultado em [33] ¢, justamente, provar a equivaléncia entre ag trés definigoes

de integral fuzzy dadas anteriormente.
No seguinte resultado apresentamos algumas propriedades da integral fuzzy.
Proposigao 1.1.4. (Propriedades da Integral Fuzzy)

P1) ]gfdp, = foXAd,u (x4 é a fungdo caracteristica de A)

P2) ]gka’;z =k A u(A) ,k qualquer constante nao negativa.
P3) (i) Se AC B entio ]£ fdu < ]g fdu

(ii) Se fi < f, sobre A, entdo ][ Fidu < jﬁ Fadp
A A



P4} (i) Se u{A) =0 entéo )[j'd,u, =0
A
(ii) Se ]Lfd;t =0 cutio g(AN{f>0})=0
A
¥ ; < 4 : : wofstante,
P5) ]E(f+ Edp < '/Afd;a + JiAﬁd,u , VE =0 constante

P6) Seja a > 0, se |f; — f2| < a sobre A entdo

i~ f ] <

Demonstracio:

Ver Wang [41].

Notaremos com L) o espago de todas as fungdes positivas, g-mensurévets tais que

ﬁfd,u<oo.

Proposigio 1.1.5. (Caracterizagao de L'(g)). Seja f : X —s RT uma fungio p-
mensuravel. Entao, f € L'(p) se, € somente se, o conjunto

M={a>0:u({f > a}) = oo} élimitado.

Demonstragao:

Pode-se ver em Ralescu-Adams [33) e Wu-Ma [46].

Observagao: Note que se u(X) < oo enlao qualquer funcdo positiva e y-mensuravel é

integravel. De fato, nesse caso acontece que o conjunto {& > 0 : u({f > a}) = o} €



vazio e, como consequéncia, limitado.

No que se segue darcetnos uma colegao de resullados relalivos aos principals teoremas

de convergéncia da integral no contexto fuzzy.

Definicio 1.1.6. Sejam (X,.A4,x¢) um espago de medida fuzzy, f uma funcao u-
mensuravel e (f;) uma seqliéncia de fungdes y-mensuraveis. Dizemos que:

a) fi converge a [ quase sempre (denotado por fr, =+ f) se
#{z € X : filz) /- f2)}) =0
b) fi converge a f em medida p (fi —— f) se pafa cada € > 0, se tem

Jim p({e € X :|fi(z) - f(z)[ 2 e} =0

c) Para p > 0, fi converge a f em p-média ([ p—m_egha f) se

Jim ][| Jo— JIPdic =0

d) fi converge a f uniformemente sobre A (fy o, f) se Ve > 0, existir ky € IV tal

que [fi(x) = flz)|<e VR 2k , Ve € A

(e) fi converge a f quase-uniformemente (fi — f) se Ve > 0 existir A € A tal

que u{A) < ¢ e fi =% f sobre A°.

Definigao 1.1.7. Sejam A uma o-dlgebra de subconjuntos de X e p : 4 — A* uma
aplicagdo. Dizemos que:

(a) i € o-aditiva se u(AUB) = u(B) , VA, Be A com u(A) = 0.



(b) 1) u € superiomente autoconlinua se VA € Ae (B,)) CAcom ANB, =¢ ¢
#(Bn) — 0 tem-se u(AUB,) — p(A)

(1) p & € inferiormente antocontinua se VA€ A ¢ (B,) C A com B, T A «
#{(Br) — 0 tem-se u(A — B.) — p(A).

(it1) je & quiocontinua se ela ¢ superior e inletiormente antocontinua,
(c) p é subaditivase (AU B) <u(A)+u(B) , VA, Bec A

Observagao: Se u é uma medida fuzzy entio pode—se provar que p é autocontinua se, e
someinte se u salisfaz a condigao:

inm w(AAB) = u(A) ,VA€ A, (By) C A tais que klim u(Br} =10

(Vide Wang [41], onde A denota a diferenga simétrica: AAB, = (A — B,) U (B, — A)).
Um resultado stimples de provar € o seguinte:

Proposigao 1.1.8. (i} A subaditividade implica a autocontinuidade.

(ii) A autocontinuidade implica a o-aditividade.

Observagao: Em [33] Ralescu consegue mostrar o Teorema da Convergéncia Monétona
e 0 Teorema de Convergéncia Dominada no contexto fuzzy. Para o segundo resultado ele

usa o conceito de subaditividade,

Os resultados contidos no Teorema seguinte foram obtidos por Wang [41]. Eles mos-

tram condigoes sob as quais a integral fuzzy é continua em relagho a convergéncia ¢s e &



convergéncia em medida.

Teorema 1.1.9. Scja (X, A, ) uin espago de medida fuzzy finita. Se f ¢ fi definidas

em X com valores em IRt (k > 1), sao [ungoes g-mensurdveis entiao, tem-se:

, e ] A g8 . . .
(1) u é o-aditiva se, e somente se, a convergéncia f;, — f tmplica a convergéncia

}fkd;.s — ]Lfd,u.

A . - . m . . "
(2} 4 € autocontinua se, e somente se, a convergéncia f;, —» f implica a convergéncia

)kadp: — ffdp,.

Observagao: Como uma aplicagao direta da propriedade P6, (Proposigao 1.1.4). temos
o seguinte resultado: Se fj L, f sobre A entio j[fkd# — ]Cfd,u, isto €, a integral
A 4

fuzzy é continua em relagao & convergéncia uniforme,

Doravante, os nossos resultados serio restritos a espagos de medida finita. Neste
contexto, Greco-Bassanezi [[8] introduzem um conceito interessante para uma funcao de

conjuntos, a saber, a F-continuidade,

Definigao 1.1.10. Seja A4 uma o-algebra de subconjuntos X. Uma aplicagdo monétona
i A— [0,1] tal que () =0 e p(A) = 1 & chamada uma medida fuzzy fraca ou

w-fuzzy medida.

Uma w-fuzzy medida u ¢ dita F'-continua se VA, A, € A com u(AAA,) — 0

tem-se que u(A,) — p{A).



Conforme mostra o exemplo a seguir,. nem toda w-fuzzy medida -continua ¢
continua por seqiéncias mondtonas. Em particular, nem toda w-fuzzy medida F-coniinua

¢ uma medida fuzzy (no sentido de Sugeno; [38]).

Exemplo 1.1.11. Se g : P(IV) — [0, 1] é a aplicagao delintda por
0 , se Aéfinito
p(A) =

1 , se Aéinfnito
entao ¢ claro que g é uma w-luzzy medida. Alirinamos que g € f'-continua.
De fato, seja (By) C P{IV) tal que ler&p(BABk) = 0. Neste caso, existe k; € IV
tal que u(BABy) =0 , Vk > ko (ie. BAB & finito Vi > ko).
Dat u(B—By)=0 e u(Bi~B)=0 ,Vk>k. M;:nstra,remos que

klim #{By) = u(B).

Caso u(B) = 0: Neste caso B é finito. Como By — B é finito Vk > ky entdo,

necessariamente, By € fimto V& > %y e, portanto,

lim p{B) =0 = u(B).

Caso u(B) = 1: Neste caso B ¢ infinito. Mas (B — B} é finito Vk 2 ky logo,

necessatiamente, By é infinito Yk > kg e, em conseqiiéncia,
lim p(By) =1 = p(B).
koo

Agora, se consideramos a seqiiéneia mondlona Ay = {1,2,...,k} (k> 1) entdo

JAr=IV e p{Ay)=0 ¥k > 1. Assim
k>t

p(U Ae) = p(IN) =1 # 0 = lim p(Ay)
K51



Portanto g nao é continua por seqiiéneias monstonas.

Exemplo 1.1.12, Uma w-fuzzy medida g sobre X é dita fuzzy-aditiva se VA, 3 € A
com AN B = ¢ tem-se u(A U B) = p(A) V u(B). Seja p uma w-fuzzy medida tal
que jt é fuszy-aditiva.Entio p é F-continua. Com eleito, scjam A, A, € A tais que
(AAA,) — 0 . Entdo

B(A= AV p(Ay — A) = p((A~ AU (A, = A) — 0, pois (A= A) N (A~ A) = 6,

de onde
pA~A)—0 e p(d,—A)—0 (*)
Sendo que A = (A — A,)U(ANA,) com (A~ A,,)': ¢ cntio,
p(A) = p(A — AV (AN Ay) (**)

Vejamos que u(A,) — u(A).

Caso p(A) = 0: Neste caso, por (**) (AN A,) =0 Vn, logo de
A, =(A,—A)U(A,NA) com (A, —A)N{A,NA)=¢

fem—se que

#(An) = (An — A)V p(An 0 A) = p(A, — A)

Segue de (*) que p(A,) = p(A, - A) — 0 = u(A)

Caso p(A) = 1: Neste caso u{A — A,) Vu(ANA,) =1 Vn (por (*x*)).
Mas, existe ng € IV tal que p#{A — A,) = 0 ¥Yn > ng (por (%)), entdo
AN A,) =1 ¥n 2 np Sendo que (AN A,;) £ p(ds) < 1 Vn, entdo

10



p(dy) =1 V> ng, isto ¢ p(A,) — | = p(A).

Caso u(A) € (0,1): Por () temos que dado € > 0 existe ny € IV tal que
w(A— Ay <e , Vn2ng {+)
Se consideramos ¢ < u(A) e as relagoes (**) e (+) temos que
#A)=p(ANA,) , V2> {++)
entdo, se usamos mals uma vez o fato que, para todo n,
A= (A, - AU (A, NA), com (A, —A)N(A,NA)=¢
obtemos que
#(An) = p{An ~ A)V p(Aa 0V A)
= u(A, — A)V u(A) ¥n 2 ng (por (++))
Disto, e do fato que dado £ > 0 com & < u(A), existe mg € IV tal que

1Ay — A) <e <p(A) Vn=myg (por (%))

temos que

p(A,) = n(A) Vn > n; = max{ng, mg},

isto €, u(A,) — 1i(A) o que completa a prova da F-continuidade de g,

Seguindo Zadeh [51], Puri-Ralescu [28) e Kania [24], definimos uma medida de pos-

sibilidade sobre X como sendo uma aplicagao 7 : P(X) — [0, 1], satisfazendo:

11



{a) m($) =0
(b) Se AC BC X cntao 7(A) < 7(B)
(o) =(JA) = sup (A, V{(A)ier € P(X).
¢! ¢
Exemplo 1.1.13.  Para qualquer funcio f @ X — [0,[] lixa, a aplicagio
7s(A): P(X) — [0,1] definida por

sup f(z), se A#¢

r€A

m{A) =
0, se A=¢

¢ uma medidada de possibilidade sobre X,

Observagao: (a) Se supf(x) = 1 entdo 7; & uma w-fuzzy medida.
TEX
(b) f é chamada fungdo de densidade associada a 7.
(¢) Toda w-fuzzy medida de possibilidade é fuzzy-aditiva e, como consequéncia é
F-continua. Em particular, a medida de Dirac concentrada num ponto xg , é £-continua.
De fato, sendo que
sup x se A#£¢
rr(A) = | SeR Xt #
0, se A=4¢

(isto &, p = my , com f = Y () entdo p é uma w-fuzzy medida de possibilidade.

O seguinte resultado relaciona a autocontinnidade com a ['-continuidade.

Proposigao 1.1.14. Seja i uma w-fuzzy medida sobre X. Se u é autocontinua entio p

¢ F-continua.

12



Demonstragao:

Seja u{AAA,) — 0, isto é, u{(A— A ) U (A, — A)) — 0. Segue da monotonia de

Hoque
Ju’(A - Arl) — ) e H(An — /1) — U (*)

Se para cada n > 1 fazemos B, = (A — A,) entdo é claro que B, C A e u(B,) — 0.

Assim pela autocontinuidade inlerior de u temos que
WA~ B,) — u(A), istoé ,u(ANA,) — p{A) (**)

Por outro lado, se para cada n fazemos C, = A, — A entao C, N A = ¢ e segue de {*)

que x(C,) — 0 logo, pela autocontinuidade superior de u, temos que
p(AUCh) — u(4) = AU AL) —— n(4) (%)

Finalmente, porque p{AU A,) 2 u(A) 2 (AN A,) concluimos, usando (**} e (**¥)

que p{An) — p(A), o que prova que g é F-continua.

Proposigido 1.1.15. Seja i uma medida fuzzy. Entaoc, g é autocontinua se, ¢ somente

se u & F-continua.

Demonstragao:
(=) Proposigio 1.1.14,
(<) Como x é uma medida fuzzy entdo a autocontinuidade de u equivale & condigéo
W AAB,) — u(A) sempre que p(B,) — 0 (ver observacio depois da Definicéo 1.1.7).
Considerando (B,) tal que u(8,) — 0, isto é, u(AA(AAB,)) — 0. Como u é

13



I-comlinua, entiao p(AADB,) — p(A) ¢ portanto g é autocontinua .
A definigdo de integral fuzzy (no sentido de Sugeno, [38]} em relagdo a uma medida

fuzzy pode-se estender, sem problemas, para uma w-fuzzy medida. Mais ainda, temos o

seguinte resultado.
Proposicio 1.1.16. Sejam A uma o-algebra de subconjuntos de X e g : A — [0,1]
uma w-luzzy medida. A integral fuzzy associada a p satislaz as seguintes propriedades:

P1*) ﬁfd,u = jle)ud,u (x4, fungio caracteristica de A)

P2+ Jﬁkdp: =k A p(A) , k& qualquer constante nio negativa.

P3") (i) Se A C B entdo ]ﬁ Fdu < ]é, Fdy

(ii) Se f1 £ f; sobre A, entdo ffldp. < ]szd,u

A A
P4*) (i) Se u(A) =0 entdo ]( Fdu =0
A
(i1) Se fdfdp =0 e 4 é continua superiomente, entdo p(AnN{f >0}) =0.
P5* Ndp < : > e,
5%) JE(HA) < jgfdw]ﬁmﬂ . V& >0 constante

P6%) Se |fi — f2| < k sobre A entio ;]gfldp, - }gfzdm <k

Demonstragao:

14



Todos os resultados, menos P47 -(i1), sdo consequéncias da definigao de integral [uzzy

e da monotonia de .
=]

Afim de provar P4*)-1i) tomanios {f:> 0} = | J{/ = 1/n}. Se para cada n > |
n=1

definimos A, = {f > 1/n} entao temos que (A,) é uma scqiléncia crescente. Sendo jt

continua superiomente temos:
p(AN{f > 0}) = lim u(AN Ar)

Suponhamos que ag = (AN {f > 0}) > 0. Nesse caso, dado ¢ > 0, existe ng € IV tal
que p(AN A,) > ap—€ , ¥Yn 2 n,.

Logo

jefd,u > Jﬁmnfdy > ﬁ%(l/n)dp_ - ?1—1/\ #(AN 4,) > % Aag—€) >0, Vn>ng
que € uma coniradigdo. Assim ap= p{AN{f >0})=0.
Observagao: Pode—se provar que ainda continuam sendo verdadeiras as respectivas equi-
valéncias enire as integrais fuzzy no sentido de Sugeno, Ralescu e Ralescu-Adams, para
as w-fuzzy medidas.

O seguinte resultado generaliza um dos resultados de Wang, [41].

Teorema 1.1.17. Scjam [0,1)* = {/ |/ : X — [0,1]} e  uma w-luzzy medida sobre

X. Sdo equivalentes:

(1) Se fu 5 f entdo f\-f”d“ -— ]gfdp {onde f, f, € [0,1}¥)

15



(2) p ¢ I-continua.

Demonstragao:
(1) = (2):  Suponhamos que Ji_p;nap(AnAA) = 0 E claro que
{Iva (@) = valw)| 2 e} S AAA, Vi 2 [, Euldo,

#({{xan(z) — xa(z)| 2 €} < p(4,L4)
e portanto u({[va,(#) = Xa(@)] 2 €} — 0. Assim xa, > xXa , portanto f xa,dp —
Jg,,\',idp (hipdtese}. Disto e usando a Proposicao 1.1.16 partes P1*) e P2*) obtemos que
i(A,) — p(A), isto é u é F-continua.,
(2) = (1) Reciprocamente, seja ¢ F-continua. Se f, —— f entdo
{fzedU{l-flZzeA{f 2 a} C{lfa - fl2 €}

com g({|fu — f| 2 €}) — 0. Segue da F-continuidade de g que

p{f zaju{ifn—Jize}) —u{f 2 a}) (1)
Por outro lado, para ¢ > 0, arbitrario, temos que

(fozate} S 2alU{lfa—fl2e)
entdo, disto e usando o fato (1), temos que dny € IV tal que
p{faz2atel) <p({f 2o} U{lfa=SIZe)Sul{f2a})+e, Vn2ng

Se a > ]Lfd,u. entdo u{{f > a}) +¢ < ]Lfd,u + ¢, logo podemos afirmar que

;z({fn2a+e})§ffd;a+s , Yn>ng e, o:>ffdp..
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Disto obtemos que
Jim sup ][fnd;t < ]Lfd# +e
Agora, considerando que
{fze}—{lfa-fl2e} C{fnza—¢]

Sendo que

{fzal={li-flzehA{f zeh)={f 2o} n{lfs - flz e} S {Ifa - fl 2 ¢}

i s »
Conmo f,, — f e pne F.continua, teinos:

p{f zat—A{lfi - fl 2€}) — ul{f 2 a})

De (3) e (4) segue que, dado € > 0, existe ny € IV tal que
Wi 2a—e)) 2 u{lf 2a) ¢ Vn2 .

entdo, para o < ffd,u deduzimos que
p({f2a-e)) 2 fldu—c | Vazm
e, portanto
lifll'ninf J[f,,d,u > ]cfd,u —€
Considerando (2) e (5} (com n > max{ng,n;}) obtemos
lim sup ]L fadp~e < f fdu < liminf ]( Fudu + €
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entdo, pela arbitrariedade de & concluimos que lim j[fndp: = J[fdy.

Observagao: O teorema anterior garante a continuidade da integral fuzzy em velagao a
qualquer w-luzzy medida £-continua. B particular, a medida em consideragio pode ser

uma w-fuzzy medida de possibilidade ou uma medida w-fuzzy-aditiva.
92. Sobre a Integral de Aumann

Introducao

Nesta segdo, introduzimos rapidamente alguns dos conceitos fundamentals em relagao
a integracao de multiaplicagtes. As referéncias basicas sao R. Aumann [01], Hiai-Umegaki

[21] e Klein—-Thompson [25].

Definigdo 1.2.1. Seja (X,d) um espago métrico e (A, )nevy uma seqgiiéncia de subcon-
juntos de X.
a) Um ponto zo € X é um ponto limite de (A,) se para toda vizinhanga V de zq

existe um n € IV tal que para todom > n,A4,, NV # ¢.

b) Um ponto z¢ € X € um ponto aderente de (A,) se para todo n € IV e para toda

vizinhanga V de zq, existe um m > n tal que A,V # ¢.
c) iminf A, = {z € X | = ponto limite de (An)}
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d) limsup A, = {z € X | = ponio aderente de (A,)}

e) e liminl A, = limsup A, = A, entio diz-se que A é o limite (no sentido de
Kuratowski) da seqliéncia (A, ),erv- Neste caso escrevemos, simplesmente, lim A, = A

(ou A, 25 A).

Observagao: Pode-se provar que liminf A, e limsup A, sao conjuntos fechados. Ainda
maits:

1) liminf A,, C limsup A,

ii) liminf A, = liminf A, e limsup A, = limsup Hn, onde A, denota o fecho de A,

L4 . -
1o espago métrico A.

Definigao 1.2.2. Seja (X, d} um espago mélrico e sejam K e K subconjuntos compactos

nao—vazios de X.

A distancia de Hausdorlf entre K| e K; é dada por:
H{K,K;)=ind{e > 0] K, C B,(K,),K: C B,(K})}

onde B,(A) = {x € X | d(z,A) €€}

Pode-se provar que H(I, K;) = max{sup d{z, K,}, sup d(y, )}
TER) yE(3
E bem conlecido que I é uma métrica sobre a familia f{{X) dos subeconjuntos com-
pactos nao vazios de X.

A demonstracao do fato pode ser vista em [25].
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Teorema 1.2.3. Uma scqiiéncia (A, )}, de compactos nao vazios de X converge a um
conjunto compacto K # ¢, com respeito a métrica de Hausdorff se, e somente se, os

- conjuntos compactos K, estao contidos num mesmo compacto K~ de X e
liminf K, = hmsup K,, = K

Definigao 1.2.4. Sejam X,Y conjuntos nao vazios. Uma correspondéncia de X a ¥ é

uma aplicagio G : X — P(Y} talque G(z)#4¢ , Vz e X.

. . —
{Usaremos a notagio: G: X — V).

Definigiao 1.2.5. Se G : X =3 ¥ entio o grafico de G, é definido por:
Grg = {{z,5) € X x ¥ |y € G(c)}

Definicdo 1.2.6. Sejam (X, A4, ) um cspago de medida e ¥ um espago métrico. Se

G: X = Y entao dizemos que G € A-mensuravel quando:
Gg(B)={zeX|Gz)NB#¢}ec A, VBCY, B fechado.

O seguinte resultado ¢ dado em [25]):

Proposigao 1.2.7. Seja (X, A, u) um espago de medida completo (i.e. A€ A, BCA
e uy(A)=0= Be A), Y um espago métrico completo e separavele G : X Y tal
que G(x) é fechado para lodo 2 € X.

Entio sao equivalentes:

i) G é A-mensuravel

(i) G*(A) € A para todo A aberto em ¥

(iii) Grg € AQB(Y) (onde B(Y) denota a o-algebra gerada pelos abertos de ¥’
e AQB(Y) denota a o-dlgebra gerada pelos conjuntos da forma A x B com A € A e
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B eB(})).
Dagqui por diante, indicaremos (X, A, ¢} um espago de medida completo.
Definigao 1.2.8. Seja (X, A, ) um espaco de medida e Y um espago métrico. Se

G: X ==V entdo dizemos S X — Y éuama selegao de G se f(z) € G(z) , Vo e X,

Teorema 1.2.9. Sejam (X, A, ) um espago de medida ; ¥ um espago métrico separavel
e §: X =5 Y uma correspondéncia lechada (i.c. G(z) fechado Vz € X ).

Se G ¢ A-mensuravel, entio existe uma selegio A-mensuravel de G.

Prova: Seja (yn)nerv uma seqgiiéncia densa em Y. Para k,n € IV seja B{y,,1/k} a
bola fechada com centro et y, € raio 1/k. Vaimnos definir por indugdo uma seqiéncia de

correspondéncias como segue:
Go=0 ; gm(x) == gm—l(m) N P'(yk(m,:c}s l/m)

onde k(m,z) = min{i € IV | Gm_1(z) N Bly;, 1/m) # ¢}.

Por hipétese, G € A-mensuravel, logo G¥(B) € A para todo B fechado em Y.

Por indugao, vamos provar que cada §,, é mensuravel.

Suponha que Gy seja mensuravel. Precisamos provar que G2(B) é mensuravel
para todo B fechado em Y.

Pode-se escrever:

gn(B) = {xe€X|[Gu(x)NB+# ¢}
= {3.7 € X ‘ gm—l(l') N E(yk(frz,x)a l/m) nB ‘_lé é}

= Ulfe € X [ Gna@) 0 By m) 1 B £ 6) 0 {z € X | krm,2) = i)
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o0

= Ulgs_.(Blgi,1/m)n B) N{zeX

i=1

k(m,z) = i}]

Agora, G (B(yi, 1/m)N B) € A pela hipdtese de indugao.

-1

Por outro lado, observamos que:

{z € X | k(m,2) =4} = h[{-"»‘ € X | Gur(2) N Bly;, 1/m) = ¢}

i=1

N {z € X | Gnos(z) N Bly;, 1/m) # 6)]

o qual pertence claramente a A,

Assim, cada G,, é A-mensuravel.

Como G,,(x) é fechado e ndo vazio para todo z € X e, além disso:

i) Gn(2) € G (v)

ii} diam(G,,(z)) — 0 quando m — oo (onde diam B = sup{d(y,z) | y,z € B}).
Tem-se que ﬁ Gm(z) ¢ um singleton (i.e. contém um ponto s6) para todo 2 € X pois ¥V

, m=1
¢ completo.

E claro que f(z) = [ Gm(z) define uma selegéo de G.
m=1

Para provar que f é A-mensurdvel notamos que se B C Y ¢é fechado entdo, usando

a completitude de Y
STUB) = [{z € X |G(x)N B +# ¢}
k=1

segue que f~1(B) € A.
Um resultado util é o seguinte:

Proposigio 1.2.10. Seja § : X —— I?" uma correspondéncia fechada. Entao sao

equivalentes:
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1) ¢ ¢ A-mensurdvel.

it) Existe uma seqiiéncia (g.) de selegbes mensurdveis de G tais que
Gla)y=cl{gux) [nE N}, YVee X (cl denota fecho)

Prova:

i) = ii) Suponhamos que G seja A-mensuravel e (y.)nerv uma sequéncia densa em
R e, seja (B(Ym,2"))nen @ familia enumerdvel de bolas fechadas com centro em y,, e
raio 270,

Como G é A-mensuravel entio A, = {z € X | G(z) N B(ym, 2™ ") # ¢} perience a
A para todo par (m,n) € IV x IV.

Construimos agora a seguinte familia de correspondéncias fechadas

_{ G@)NB(ym2") se z€ App
Gm,n(xJ _{ g(x) se T € Am,n

Notemos que se B é qualquer fechado em R" entéo

Gnn(B) = {z€ X |Gnn(e) N B # ¢}
= {z€ X |G(@) N (Blym27")N B) # ¢} U {2 € A | G(2) N B # ¢}

0s quais pertencem a A,

Logo, cada Gy, é mensuravel.

Assim, pela Teorema 1.2.9, para todo (m,n) existe uma selecio mensurivel g, , de
G-

Agora vamos provar que a familia enumeravel {gnn.{z) | (m,n) €
IV?} é densa em G(z) , Vz g X.

Sejam z € X e y € G(x). Entdo, para todo n € IV existe ¥, € (Yym)men) tal que
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d(y, ym) < 270N,

Logo, pela construgio de G, .., existe (m,n} tal que y € Gy o1 (2).

Como y € G() N B(1n, 271 enlido @ € Appt, assim
Grnt1(2) = G(2) N B(Ym 27N e diam (G pnia(z)) < g~{n+1)

Se gmmsr € sclegio de Gy entio Gmmsi(2) € Gummpr(x) =
d(Ys Gmmtr(T)} < 277

0 que prova a primeira parte do nosso teorema.

ii} = i) Agora vamos supor que exista uma seqiéncia {gn)men de selecoes A-
mensuraveis de ¢ satislazendo (it).
Para todo n € IV e para todo aberto A em IR™ tem-se que g !(A) € A.

Agora,
GUAy={zc X |Ge)nA# ¢} ={z € X ]| cl{ga(x)} NA# ¢} ={Jg.'(4)

Com efeito,.se zo € [J g7 (A) = Iny tal que gy,(zo) € A = cl{gn(wo} N A # ¢.
Logo ,\Jg7'(4) € {a | G() N A # 6},
Reciprocr;.mente, se cl{gn(2)} NA#¢=Taec A tal que klirgzognk(s:) = .
Como A ¢ aberto, existe B(a,e) C A, para algum ¢ > 0.
Por outro lado, dado ¢ > 0 , &y tal que gn,(x) € B(a,e) para todo k > k.
Assim, x € g;1(A) , Yk 2> ko.
Logo, {z [cl{gn(2)} N A # ¢} C ) 9" (A).
Como g (A) € A para todo n, segue que G¥(A) € A.

Definigdo 1.2.11. Seja (X, A, ) wm espago de medida finitae G : X == R* uma

correspondéiicia mensuravel.
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Sejam

LYX, R, u) {g: X — IR" | g é p-integravel}

S(G) = {geL'(X, k", p)|g(z) € G(x) g3},

um elemento g € S{G) é chamado uma selegdo integrdvel de G.

A 1ntegral, no sentido de Aumann, de G é dada por:

() 6=, 9du, comg € 59))

G € integrdvel se (A) G # ¢.

Desejamos agora mostrar algumas propriedades de (A) f G e para isto precisamos de

alguns resultados prévios.

Lema 1.2.12. Seja G : X == IR™ mensurdvel e fechada. Se S(G) # ¢, entio existe uma

seqliéncia (g,) contida em S(G) tal que

G(z) = cl{gn(z)} , Vz X

Prova: Pela Proposicao 1.2.10 existe uma seqiiéncia (f,) de selegbes A-mensuraveis de
G tais que G(z) = cl{f, ()} , Yz € X.
Fazendo

A = {2 € X |m = 1< [[fila)l] < m)

Grom = XA * J& + Xx-200 S

25



tem-se que: (gim) C S(G).

Com efeito,

fe(z) se z € Aim
gkm(x) =4

Sf(x) s € X — Agm
Logo Gikm € selecio mensuravel de G. Além disso, € claro que gy € integravel, portanto

Ghm € S(g)-
Agora, G(z) = el{gim(z)} , Vz € X.

Coroldrio 1.2.13. Sejam G, G2 : X == JR® mensurvels e fechadas.

Se 5(G1) = S(G2) # ¢, entdo Gy(z) = G2(x) ¢s

Prova: Pelo Lema 1.2.12 anterior, existem (g}) C S(G;) € (¢2) C S(G,) tais que

Gi(z) = cl{gn(2)} , Vo€ X
Ga(2) = cl{ga(z)} , Vo€ X.

Assim,
S(G1)=5(G2) = (9.) C S(G2) e (42} C S(G)

Logo,

(%) € Ga(z) = clgn(2)} ¢s

= {gn(2)} C el{gp(x)} @5

= c{g(z)} C cl{gi(=)} ¢s

= Gi{z) C Go(z) ¢s
Analogamente

Ga(z) C Gi(2) g9
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Lema 1.2.14. Seja G : X — IR" uma correspondéncia mensurdvel fechada e (¢,) uma
sequéncia em S(G) tal que G(z) = el{g.(2)} , Ve € X, Enldo, para todo g € 5(G) «

€ > 0, existe uma parti¢io mensuravel finita {A4;,..., A} de X tal que

e m

lo = Sxaall = [ 1l = D xaallds <

i=1

- Prova: Vamos supor que f(z) € G(&) , Ve e X,
Seja & € L' X, R, u) estritamente positiva tal que [y hdp < /3. Entéao, existe

uma particdo mensuravel enumerivel {5;} de X tal que:
llg(z) — gi(2)l| < h(z) com € B; ,i2>1.

Seja m € IV tal que

o o0

> [l <efse X [ llnli<e/o

i=m+1 B j=m41 Y Bi
Definimos a seguinte partigdo mensuravel finita {Ay,..., A,,} como segue:
o0
AI::BHU( U B,-) e A; =8, para 2<53<m
i=m+1

Entao, temos que:

llg — i xagilh = i fBI_HQ-ngd#Jr i /B.- llg — glldp

f=m+1 1mmmA4] i=m41

< f\ hip+ )" 2/9.-”9”+ loil)dp < &

i=m+1
O teorema seguinte é importante para mostrar a linearidade de (A) [ G para corres-

pondéncias compactas,
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Teorema 1.2.15. Scjam Gy, G, : X =35 I mensurdveis fechadas ¢ G(z) = ¢l(G(x) +
Go(z)) Vz € X. Entao G é mensurével, |

Ainda mais, se S(G;) e S(Gz) sdo ndo vazios entdo S(G) = cl{S5(G) + 5(G,)), em
LY, I, p).

Prova: Usando a Proposicio 1.2.10 temos que existem seqiiencias (gl ),(¢2) de Gi e G,

respectivamente, tais que

Gi(z) = el{gy(z}} , VzeX
Go(z) = el{gi(z)} , Vz€X
Segue que
G(z) = cl(Gi(z) + Gof2)) = et{g,(z) + gn(2)}

Assim, pela Proposi¢do 1.2.10, G é mensuravel.

Suponha agora que S(G;) # ¢ e S(G2) # ¢. Entdo, pelo Lema 1.2.12, existem

seqiiéncias (g1} C S(G1) e (¢3) C S(G,) tais que
Gi(z) = cl({gn(2)} eGafz) = cl{ga(z)}, Vo e X.

Assim, G(z) =cl{gi{(z)+g¢%(z)} , Ve e X.
Para todo ¢ € 5(G) e ¢ > 0, pelo Lema 1.2.14 existe uma parti¢io mensuravel finita

{A1, ..., Am} de X e inteiros ny,. .., n, tais que

llg — E;\’Ak(gik +¢2 )h <e

portanto, S{G) C d(S(G1) + 5(Gz)).

A inclusio contraria € imediata.
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Pode-se provar (ver [24]) que:

s -—F a ~ . P .
Proposigio 1.2.16. Sc G,,G; : X — I sdo correspondéucias fechadas mensiraveis

entdo a fungao X — H(Gi{z),G2(z)) é mensurdvel.

Prova:

H(Gi(2),Gx(2)) = H(cl{gy(2)},el{gi{2)}) com (g,) C S(G)e(g;) C S(Ga)
= max{supin{ llgi (=) — gf(w)ll,sgp inf |[g; (x) - g;(=)Il}

Isto implica que a fungdo & —— H(G4(z),Ga(x)) é mensuravel.

Ainda mais, pode-se provar (ver [25]) que:

. . JRE— . o ;L
Proposigao 1.2.17. Se Gy, G2+ X — " sao correspondénciag mensuraveis {echadas,
entao

11((A)/g1,(A)fG‘g) < fXH(ghgz)dp,

Definigao 1.2.18. G : X =5 IR" ¢ integravelmente limitada se existe h € LY X, IR, )
tal que:
liytl < i) , Vy € G(z)

E claro que se § é uma correspondeéncia mensuravel fechada entdo G é integravelmente

limitada se, e somente, se a fungéo @ —— [|G(2)|| pertence a L1(X, R, u).

Proposigao 1.2.19. Se G : X = R uma correspondéncia mensuravel fechada. Se G é

integravelmente limitada entéo G é integravel.
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Prova: Pelo Teorema 1.2.9, G possui wina selegio imensuravel gy, ¢ como G ¢ integravel-

mente limitada entdo go € S(G). Logo,

(A)/g={lv-919€3(g)}#¢

Lembremos que se (X, A, u) é um espaco de medida entdo A € A4 é um atomo para
a medida g, se p(A) > 0 ¢ 3 C© A implica p(B) =0 ou u(f3) = p(A). Dizemos que g é

ndo-afdémica se ndao possui dtomos.

Teorema 1.2.20. Seja G : X == IR". Se a medida p é nao—atdmica sobre a o-algebra

“Ade X, entdo (A) f G é convexo.

Prova: Sejam y1,y2 € (A) f G. Existem ¢, ¢, € S(G) tais que

1= /Qldﬂ € = /gadﬂ-

A(A) = (fA gld#rAQ'?d#)

Entao % é uma medida vetorial ndo atdmica.

Para A € A, seja

Um resultado devido a Liapunov estabelece que, em tais condigbes, o conjunto
{f(A) | A € A} é fechado e convexo (ver [25]).
Como E(#) = (0,0) e G(X) = (y1,v2), para todo A € [0, 1] existe £ € A tal que
B = (Ay1, Ayz). Segue que p(X — E) = ((1 - Ay, (1 — M)
Agora definimos:
gi(z) se € F
g(z) =

g2z) se zE€ X — E
E claro que ¢ € 5(G) e, além disso [ gdu = Ays + (1 — A)yz, logo,

(A)/g & convexo.
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Exemplo 1.2.21. Scja ¢ a medida de Lebesgue sobre [0,1] ¢ M [0,1] == B¢ definida
por M(z)={2,3} , ¥z €[0,1]. Notemos que M nio é a valores convexos.

Se tomamos gi(v) = 2, Va € [0,1] e g.(x) =3, Va € [0,1], entdo & claro que
g1, 92 € S(M) e, além disso, suas integrais sdo: fgidu = 2 e [godu = 3, respectiva-
mente,

Cousideremos todas as partigdes mensuraveis de [0, 1] da forma {A;, A,}. Entao, fa-
zendo g = g1 X4, + §2¥y, tem—se que g € S(M) e, além disso, [ gdu = 2u(A;) +3u(Ay) =
2A4+3(1 - A) para 0 < A < 1. Assim, (A) f M =[2,3].

Exemplo 1.2.22. Sobre {0, 1] vamos considerar 2 medida de Lebesgue g com um atomo
Ao = {1} tal que p{Ao) = 5, isto é

medida de Lebesguede A se 1¢ A
p(A) =

54 u(A—-{1}) se leA
Vamos supor que M(z) = {2,3} ,Va € X (como no exemplo anterior). Consideremos
todas as particoes de X = [0,1] da forma {A,, A3, {1}} € ¢1,92 € S(M) também como no
exemplo anterior. Entio, qualquer selecao de M ¢ da [orma g = g1 x4, +¢2X4, + ¢ X{1} Ou
g = GiX4; + 92X, + 2X(1}3
No primeiro caso tem-se
Jodu = 20(A0)+3u(42) + 10

20 43(1=2)+10; 0< A<

i

No segundo caso,
/gd;L:Z/\+3(l-/\)+l5 L 0<A<]
Assim, temos que (A) f M = (12,13 U [17,18§]
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Assim, a hipdtese de nio-atomicidade de p é essencial na convexidade da integral.

Proposi¢io 1.2.23. Seja (Mplien uma seqiiéncia de correspondéncias mensuraveis
do espago X em IR" e, suponhamos que cada M, ¢ limitada pela mesma fungio
he LAY, IR, 1) (isto &, |iyl] < h(z) » Yy € M(z) para todo & € X). Entéo:

i) limsup({A4) f My} C (A) [ limsup(My)

1) (A) fliminf(M,) C liminf((A) f Mg).

Prova:

{(Veja [25]).

Teorema 1.2.24. Seja (My)rev uma seqiiéncia de correspondéncias mensurdvets do
espago IR em IR" tal que Mi(x) — M(x). Se cada M, é limitada pela mesma fungao
h € I}(X, IR", ), entio lim(A4) [ My = (4) M.

Prova: Se liminf(My(z)) = M(z) = limsup(My(x)) entdo, pela proposigao 1.2.23,

tem—se que

1

(A) / liminf(My) C liminf((A) f My) C limsup((A) / M)
c (4) f limsup(My) = (A) f M.

(4) [ M

Observagao: FEste teorema ¢ conhecido como Teorema de Convergéncia dominada para

multiaplicagdes.

Teorema 1.2.25. Seja M : X — IR™ uma correspondéncia mensuravel, fechada e inte-

gravelmente limitada.
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Entao, (A) f M ¢ um subconjunlo compacto nio vazio de #?2*.

Prova: Proposigio 1.2.19 implica que (A) f M # .
Seja.MkZM y kzl
Como M(z) é fechado ¥z, enldo,

limsup(My()) = limsup(M(z)) = limsup M(z) = M(z).

Além disso, limsup({A) f My) = limsup ((A) [ Mi) = imsup ((A) f M) = cl({A) f M),

portanto usando a Proposigao 1.2.23, temos que:
A)/M) = limsup( A)/Mk) - A)/llmsup A)/M

Logo, (A} f M é fechado.
Por outro lado, como M é limitada por & € L'(X,IR*, #) no sentido que

lJyil < A{z) , Yy e M(z) , segueque H(A)]M” < /hdp.

Assim, (A) fM é fechado e limitado, logo compacto em IR".

Proposicao 1.2.26. Sejam M, M, M; + X — 21 correspondeéncias rmensuraveis,
compactas e integravelmente limitadas. Entéo:

a) Mi(z) C Ma(z) g5 = (A) f M1 C (A) f M,
b) Se (AM)(x) = AM(z) = {Ay | y € M(2)} Vz , entdo (A) JAM = A(A) [ M

c) (A) [(My+ My) = (A) f My + (4) f M.
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Prova:
a) € b) sdo consequéncias imediatas da definigio da integral de Aumann.

¢) Pelo Teorema 1.2.15, fazendo M = M + My temos que
S(M) = cl(S(M1) + S(My))
Seja y € {{A) f M1+ (A) f M1}, Enléo existem g; € S(M1),g2 € S(M;) tais que
y = _/91d# + godp = /(91 + g2)dp.

Como (g1 + ¢2) € S(M) tem-se que y € (A) f M.

Assim, (A)f My +(A)f Mz C(A) [(My+M;)=(A) M.

Por outro lado, yg € (4) f M implica yo = [ gdt com g € S(M).

Portanto, g € cl(S(M;) + S(M;)). Assim, existem seqiiéncias (g}) C S(M;) e
(92) C S(Mz) tais que g = lim(g, + g2).

Logo w0 = [gdu = lim(fgidp + fgidp) . Como  [gldu € (A)JMi e
S gndp € (A) f Ma.

Segue que yo € cl((A) f My + (A) f My) = (A) f My + (A) [ My devido & compacidade

de M, e Mg, o que prova a afirmagéo c).

Observagao: A hipdtese de compacidade na parte c) anterior é importante pols se M

¢ Mj sdo compactas entdo My + M; é compacta e, portanto, fechada. Lembremos que,
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em geral a soma de fechados nao ¢ fechada.

§3. Integracio de Variaveis Fuzzy Aleatérias

Introdugao

Nesta secao introduzimos as idéias basicas sobre a convergéncia de certas familias
distinguidas de subconjuntos fuzzy de #* seguindo os trabalhos de Greco [19], Kaleva
[23] e Kloeden [26], ¢ também estendemos alguns conceitos e resultados sobre integragao

de correspondéncia a uma classe mais geral de aplicagdes, usando como base os artigos

de Puri-Ralescu [29], [30].

Seja F(IR*) = {f | f: R* — [0,1]} a familia de todos os subconjunios fuzzy de
R
Se f € F(IR") e o € [0,1] deflinimos o nivel o de f por:

Lof ={z € " | f(%) > a}
Considerando ainda o conjunto FN(IR*) = {f : IR" — [0,1] | Lof é compacto,

0<a<1e Lif # ¢}eosupporte de f supp(f) =cl{({z € R" | f(z) > 0}).

Definigao 1.3.1. Seja (X, A, ) um espago de medida finita. Uma varidve! fuzzy aleatéria
sobre X é uma aplicagio F : X — FK(IR") tal que cada Fy, : X == IR" definida por
F,(z) = L, F(z) é mensurdvel para todo o € [0,1]. Além disso, vamos dizer que F ¢

integravelmente limitada se £, é integravelmente limitada para todo o € (0, 1].
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Nosso objetivo imediato ¢ defliniv a integral de varidvel fuzzy aleatéria como uma
extensdo da integral de Aumann para multiaplicagées. Mas antes, precisamos do segninte

lemas:

Lema 1.3.2. Scja (Ny)ugp,) uma familia de subconjuntos de #2* Lais que:
1) No = IR"
Naf=>NgCN,

o0
i) oy <oy <0 e Jima, =a,ecntio Ny = [|Na,.
L— o
n=1

Entao, a fungio [ I* — [0, 1] definida por
flz) =sup{a€0,1] |z e N,}

étal que L.f =N, , Va€e[0,1]

Prova: Seja ap € [0,1].
Se y € No, entio f(y)=supla |y E N, 2 ap} =y € Lo f.
Portanto, Noy © Lo f-

Suponha que exista

Y€ (Lagf = Now) = f(y) 2 0. (*)
Como y & Nog =2y & No, Va2 ap por (it).
Assim, se  y € N, enldao a < ay.
Portanto,
/(y) =suple |y € No]} S a0 = f{y) = a0
Logo y €N, , Va<ay (por (ii) e pela definicio de supremo)

Seja a; < ag <+ - tal que lime,, = a.
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Portanto,se y € Na, , Vn=> y € [|Na, = N, (por (iii)), contradizendo (*).
n=1 )

Assim, Ny = Loof , @ €[0,1].

Proposigio 1.3.3. Seja [" : X — FHK(IR") uma variavel aleatéria integravelmente

limitada. Entdo, existe um tinico conjunto fuzzy f* € FK(M") tal que:

LJ*:(A)/FG . Ve € [0,1].

Prova: Vamos provar que a familia N, = (A) [ F, verifica as condigdes da proposigao

1.3.2 anterior. Como F(z) € FK(IR*) , Vz € X | entdo tem-se que
L, F(z) é compacto nao vazio, qualquer que seja a € (0, 1].

Assim, F,(z) = L,F(z) é uma correspondéncia compacta e integravelmente limitada
Ve € (0,1].

Logo, pela Proposicio i.2.19, tem-se que N, # ¢ , Ve € (0,1].
Notamos que Np = (A) [ Fy , onde Fp:X == IR" é tal que

Fofz) = LoF(z) = /" , z € X.
Logo
.N0=(A)/F0=ﬂzﬂ.

Se a £ B, entdo

LoF(z) 2 LgkF(s) , Vo € X.

Portanto

Fy(z) C Fy(z) , z€X.
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Assim
No=(4) [Fy < (4) [Fa=N,
Seja finalmente a € (0,1] e oy < oy < ...,Ji{goan = a. I claro que

Fole) 2 F,(z) 2 ... , V2 € X e como F,, é integravelmente limitada tem-se que a

seqiiencia (F,,) é limitada por uma miesma fungio A € LY X, R, i1).

Logo, pelo Teorema 1.2.24, (A)[F,, — (A)fF onde
Flzy= ) Feu(z) , Yz € X.
n=1

é simples mostrar que

() Fan(z) = Fafz) , Vz € X.

n=1 .
Assim,

(4) [ Fu, 2 (4) [ P,
Como
Far(@) 2 Fag(®) 2 o+ entio (4) [ Fay 2(4) [ Fay 2
Portanto
(4) [ Fa, =+ (4) [ Fa,
[ Fou e N1

Logo,

N [ Fo = a) [ R

o0
ouseja N, = ﬂNan.

n=1

Finalmente, é claro que a familia (N, ) define um tnico conjunto fuzzy

fre FK(IR™) tal que

Laf‘=Na=(A)/Fu , Ve e[0,1].
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Observagoes:
a) A vnicidade de f* ¢, essencialinente devida ao fato de que dois conjuntos fuzzy
[, g sao iguais se, ¢ somente se, Lo f = Lag , Ya € {0,1], isto é, a familia de uiveis define

univocamente o conjunto fuzzy.

b) f* € FK(IR*) pois L,f*=(A)[F, écompacto (1.2.24.) Va € (0,1).
Por outro lado, Ly f* = (A) f I} # ¢ {proposiio 1.2.19).

Definigdo 1.3.4. Seja I : X — FK(IR*) integravelmente hmitada e f* € FK(IR") tal
que Lyf* = (A) [ F,, definimos a esperanga (ou integré,l) de F por:

E(F) = (A—R)]F:f*
isto é,

LJA—R)/F:(A)/E, . VYa e [0,1].

Observagdo: (A~ R) [ F é também denominada integral de Aumann-Ralescu.

Sejam f,g € FK(IR"), entdo podemos generalizar a métrica de Hausdorff como segue:

H'(f,g) = i‘ig H(Lafa Lag)

onde H é a métrica de Hausdorff sobre a familia de compactos de IR".

Pode-se provar (ver {30]) que:
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Proposigio 1.3.5. O espago mélrico (FRN (), I*) é completo.

Observagao: Na demonstragiao do resultado anterior usa-se, essencialmente, o fato de
que o espago mélrico (A {H2"), I) das partes compactas nao vazias de #2*, munido da

metrica de Hausdorff, ¢ completo e separavel.

Definigao 1.3.6. Um conjunto fuzzy f: I* —= [0,1] é chamado fuzzy—convezo se L, f
é convexo para tode o € [0,1].

Além disso, f € chamado fuzzy-compaclo se L, f é compacto para todo a € (0, 1].

Observagio: Uma definigio equivalente de fuzzy-convexidade é a seguinte: Vyq,y, €
R, A€ |0,1],
FOu + (1 = Nyz) 2 min{f(w), f(y2)}

com f € FR(IR").

Teorema 1.3.7. Seja (X, A, i) um espaco de medida finita com g nao-atémica e

F 1 X — FK(RR") integravelmente limitada. Entdo (A — R) [ F' ¢ fuzzy—convexo.

Prova: Pelo Teorema 1.2.19,

LalA— R)/F= (4) [ £

é convexo Yo € [0, 1].

Logo (A— R) f F é fuzzy—convexo,
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Teorema 1.3.8. Seja (X, A, 1) um espago de medida finita e F: X —— FK{R") inte-

gravelmente limitada. Entdo (A—R) f F é fuzzy-compacto,

Prova: Pelo Teorema 1.2.25,
Lo(A~ R)/F= (A)/Fa

é compacto VYa € (0,1].
Segue que (A— R) [ f é [uzzy-compacio.

Teorema 1.3.9. Seja (X, A, ¢) um espago de medida finita com p nio-atémica e (Fi)ien
e F' variaveis fuzzy aleatérias integravelmente limitadas tais que Fi(x) A F (z) q.5., e

‘existe b € L'(X, R, p) tal que

sup ||lyll Shix) , Vkz21,a>0
UELoFk(I}

Entao,

(A—R)/Fklﬁ»(A—R)fF

Prova: Para todo o > 0 tem-se que

H(LQ(A— 13)/14',,.) . La((A _jg)]p)) .y ((A)](Ji‘k)a,(/l)/ﬁ;)
< /H((Fk)a,Fa)dp (pela proposigao 1.2.17)

= JH(Ee, FYd

Segue que H*((A — R) [ F,(A— R) fF) < [HY(Fy, Fdg.
Agora, H*(Fi(z), F{z)) — 0 g¢s.
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Como

H*(Fi(z), F(2)) £ H*(Fi(z), x(a1) + H* (x43, F(x))

segue que ' o

H*(Fy(z),x{oy) = sup H(L,Fi(z),{5})

a0

= sup sup |yl
o>0 ye Lo Fy(z)

< h{z) , hel'(X, R,y

Assim, usando o Teorema de Convergéncia Dominada Classico, tem-se que
f HY(Fy, F) — 0
Logo, (A—R)[F, 5 (A-R)[F. o

Desejamos agora estudar a linearidade da integral (A—R) [ F. Para isso é necessirio

definir operagles adequadas de soma e produto por escalar sobre FK(I").

Sejam f,g € FK(IR"). Aproveitando a estrutura vetorial de IR", desejamos induzir
operagdes sobre FI (IR") tais que:
Lo(f+9)=Laf+ Loy , Voel0l]
La(Afy=ALaf Va €10,1], A € R

Se A =0 define-se 0- f = x(4.
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Lema 1.3.10. Scjam f,g € FR (") ¢ A € JR". Enldo, as familias

Na = Laf‘l'Lag
Mo = AL,J

sao familias de niveis (isto ¢, verificam condigdes do Lema 1.3.2).

Prova:
D) No = R* + IR* = IR”
ﬂ")(l) — JIRN + R"* = ]Rn

W a<B=>Laf CL.f e LggC Lyg
= Nog=Lof + Lpg C Lof + Log = Na
Além disso, ALgg C AL,g. Portanto Mg C M,.

(i) Seja o < a3 <...tal que limy_,, ar = o > 0. Entao
[ u]

a) (Y(Lanf + Leng) = ﬂ (Lap S ) + () (Lay9))-
k=1 k=1 k=1
De fato, se y € ﬁ (Laxf + Lo.g) entao existem seqiiéncias (y) e
(2%} tais que ykk;Lakf, 2 € Loy € y=yr+2z , Yee IN.
Como Loy f € Lay(f) € La, f é compacio, entio existe uma subseqiiéncia (yy, )

tal que yi, — Yo € Loy (f). Desta lorma, a subseqiiéncia associada {2y,) é tal que

Iy, — Y — Yo = zo. Agora,

Ny = (wo + 2ol < iy = (yae + 2l + s + 20 — (0 + 20)|

S lys = woll + Wz — 20l} — 0

isto ¢, y = yy + 2¢-
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Por outro lado, 1y € ﬂ Lo f=1Lof.

k=1

Com cleilo, suponha yy & L, S,
entao existe € > 0 tal que f(y) < o — ¢. Além disso, cono i, — a, existe iy € [V tal
que

o > a—¢e Vlzto

Por outlro lado  f(yo) < a — e = existe § > 0 tal que
B(yO: 6) N La-tf = ‘?5

Como yi, — Yo , existe k3 € IV tal que yi, € Blye,8) ,Vi > 1.

Assim, tomando Kp = max{1g, 15} temos:
a, >a—¢ e flyy)<a—e , Viz K,

= f(ykl.)‘(O’"—E{O“ki ) V?,'ZKQ

contradizendo o fato de que yy, € Ly, [ ,Vi.
Analogamente prova-se que zo e L.g.
Logo, y = yo + 20 € Lof + Ly g—(ﬂfmf Lof)+ ﬁLakf Lag).

A inclusio contraria é clara.

o oo
b) Nao ¢é dificil mostrar que {J{ALawf) = A [ Lok /-
k=1 k=1

Assim, de a) e b) segue-se que as familias (IV,) e (M) séo familias de niveis.

Agora estamos em condigdes de dar a seguinte definigio:
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Definigio 1.3.11. Scjam f,g € FA(I") ¢ A € I, entio:

(f + 9)(9) = Isup{af S [U, 1] | y€ Lof + Lag}
(AN = suplae0,1] |y € Aaf]

com 0-f = xm

I

Observagoes:

a) Pode-se provar que a delinigdo acima ¢ equivalente a:

(f+9)y) = sup min{f{y),9(y2)}

ity =y
f(Aty) se  A>0
(Af)y) = {

X {e} se A=0

b) Se em FK(IR"*) consideramos a subfamilia de conjuntos fuzzy com niveis L, f
convexos, denotada por FH.(IR"), entdo , usando o Teorema de Radstrom (ver [32])

pode-se mergulhar F A (HE") como cone convexo de um espago vetorial normado real

onde a norma sobre F K (I") é H*.

Proposicao 1.3.12. Sejam F, Fy, [ : X — FK(M") variaveis fuzzy aleatorias inte-

gravelmente limitadas. Entao:

a) Fi(z) C Fy(z) ¢s. > (A—R) [ 1 C(A—- R) [ I, (contengao no sentido [uzzy). _

b) Se (AF)(z) = AF(z) = (A— R) [AF = MNA- R [F , A>0

¢) Se (F + Fa)(z) = Fi(x) + Fy(z), entio

(A-—R)/(Fl-i-Fz)z(A—-R)/F1+(A—R)fF2
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onde a soma e o produto por escalar em FK(IR") sdo no sentido da definigao 1.3.11.

FProva:

a) I(a) € Fy(x) = F{x)(y) < I":),(J:]I(y) , Yy € it

Logo

Lo F1(z) C Lo o),
isto é

(F1)al) € (F2)al(z).
Assim

(Fi)a(x) € (F2)a(2) ¢-5.

(A) [(F)a € (4) [(F)a (pela proposicio 1.2.26)
LG(A—R)/Fl C La(Aa-R)]Fg , Vael0,1]
(a-R) [Rca-n) [ R

Fi(z) € Fa(z) g.s.

$ 444

b) Se A > 0 entéio
La(A - R) f AF = (A) / (AF), onde (AF),:X — P(R")
tal que
(AF)alz) = LG(AF)(;:) = LoAF(z) = AL F(z) (cf proposicio 1.3.11)

isto &, (AF)q = AF,.
Assim,
Lo(A—R) f M = (A) ] A, = AA) / F, {cf proposigio 1.2.26)
— M (A—R) / F
- La,\(A—R)]F (cf definicio 1.3.11)
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Portanto,
(A—R)f,\F;A(A—R)/F

Para A = 0 néo ¢ dificil provar que (A — R) fAF = x5y = MA— R) [ I

c) Como (Fy + Fy)(z) = Fy(z) + Fy(z) tem-se que
Lo(Fi+ F3)z) = Lo(Fi(z)+ Fa(z)) , Ve e X

= LoFi(z)+ Lol3(z) (cf definigio 1.3.11)

isto &, (F1 + Fa)a = (F)s + (F2)a-

Assim,

L(A=R) [(Fi+ B) = (A) [(Fi+ B)o=(4) [(R)a+ (R,

= (A)/(Fl)a + (A)/(Fg)a (cf proposigao 1.2.26)

Lo(A - R)/F} + Lo(A— R)/FZ

Portanto

(A_R)/(Flu;,):(A-R)fﬁ'1+(/1_12)ff;

Observacao: Nas condigdes anteriores as multiaplicactes {F;), sdo compactas e integra-

velmente limitadas.

Convergéncia em FLK(R")

Kaleva em [23] e, recentemente, Greco-Quelho~Moschen [19] estudam diversos ti-
pos de convergéncia sobre a familia de subconjuntos fuzzy de JR® semicontinuous su-

periormente e com suportes compactos nao vazios. As relagées entre H*-convergéncia,
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L-convergeéncia e S-convergéncia sao {fundamentais para o estudo das convergéncias de

entropias que fazemos no Capitulo II1.

Definigao 1.3.13. Sejam [, f,¢ € FKX(IR"). Entao
a) [1*(f,g) = supH(L,[, Lag) ‘e I*-convergéncia é a induzida pela métrica /-
ol
sobre F K (I{").

b) fr 25 f <= lim 71 (Lafi, Lo f) = 0, Va €(0,1].

¢) Se consideramos sobre IR* x [0,1] a métrica:

d((y, 1), (2,5)) = max{[[y — 2|, }t — s[}

entao ela induz uma distancia, no sentido de Hausdor(t, sobre a familia de subconjuntos
compactos nao vazios de IR™ x [0,1].
Seja

hivo(f) = {(y,8) € I x [0,1] | f(y) 2 £}, V] € FK(R").

Definimos
send(f) = hipo{f) N (supp(f) x {0,1])

Fazendo agora
S(f,9) = [(send(f), send(y))}

tem—se que S é uma métrica sobre F K (MR").

S-convergéncia refere-se a convergéncia induzida pela métrica 5.
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Vamos denotar por:

i} f semicontinua superiormente
FS(IRY)y = {f:IR"-—[0,1]] ii) supp(f) compacto nio vazio }
i) Lof £ ¢
FS(N"y = {f e FSUR)| Lo S ¢ convexo Vo € [0,1]}

FSHR"Y) = {fe FS.(IR")| L[ é um singleton}
FSYWIRYY = {f e FS{)| Lyf é um singleton}
FC(R") = {feFS(R")!|L,f é concavo}

onde
fconcavo <= f(Ay+ (1 - A)z) > Af(y) + (1 = N)f(2) , Vy,2 € supp(f), A €0,]]

Kaleva em [23] prova os seguintes resultados:

Teorema 1.3.14.
a) H*-convergéncia = L-convergéncia sobre F K (")

b) H*-convergéncia = S-convergéncia sobre F K, (#")
Teorema 1.3.15. L-convergéncia = H™-convergéncia sobre FC(IR™) N FS.(R").
Teorema 1.3.16. H*-convergéncia = [-convergéncia sobre FC(IR") N FS}(IX").

Teorema 1.3.17. [H*-convergéncia, L-convergéncia e S-convergéncia sao equivalenies

sobre FC(IR"™) N FS*(IR™).

Greco-Quelho~Moschen [19] relacionam os trés tipos anteriores de convergéncia com

a [-convergéncia num contexto mais amplo de espagos localmente compactos.
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- Definigao 1.3.18. Sejam [, fi € FS(IR"). Entao,
fi 5 J = limsup hipo(fi.) © hipo(f) C liminf(fi)

Em [19] estao os seguintes resultados:

Teorema 1.3.19. Sejam f, fi € FS{IR"). Entao sao equivalentes:
a) fu = f
b) i) fi = f
i) limsup(fi) © supp(S)

" iit) O suporte de cada f; estda contido num mesmo compacto K de R™.

Definigdo 1.3.20. Seja f € FS(IR"), dizemos que yp € IR* é um mdazimo local préprio
de f se 0 < f(yo) < 1 e existe uma bola B(yg, €) tal que f(y} < flyo) , Yy € B(yo,¢).

O principal resultado de comparacao entre as convergéncias em [19] é o seguinte:

Teorema 1.3.21. Sejam f, fi € FS(H#") tal que f nido possui maximos locais proprios.
Entdo sido equivalentes:
(a) fi 5
(b) 1) fe — f
i} fj supp( fr.) estd contido num compacto K de IR" e limsup(supp fe) C supp(f)
k=1
iit) Ly f € liminf(Ly fi)
(¢) fx 2, f e propriedade {b}-iii)



(d) [ == [ e propriedade (b)-ii).

Corolario 1.3.22. Scjam [, fi € FS(MR"). Sc [ nao possui maximos locais préprios o

. . . n*
L1f é um singleton, entdo fy — f se, e somente se fj =, f.

Corolério 1.3.23. Sejam [, fix € FS(I"). Se send(fi) é convexo Yk > 1 ,e L;f ¢ un
singleton, entdo: fi i, <= fi L, f.
Destes resullados segue-se que 11%, 1, § ¢ -convergéncia sio equivalenics sobre a familia

G = {f € FS(R")| send(f) € convexo e Lif € um singleton }.

Observagoes:

a) Na realidade em [19], os autores trabalham no contexto mais geral de espagos
métricos localmentes compactos. Entretanto, nosso interesse é usar a estrutura linear do
~ espaco para poder falar nos capitulos seguintes, por exemplo, de valorizagdo. Sendo assim
ficamos restritos em dimensao finita pois qualquer espago vetorial localmente compacto é
de dimensao finita.

Fica em aberto, por enquanto, exlender equivaléncias destas convergéncias a espagos
normados arbitrarios.

b) Se f € Gy, entdao f nao possui maximos locals proprios, e portanto o Teorema

1.3.21 ([19}) é mais forte que o Corolario 1.3.23 ([23]).

¢} Os Teoremas 1.3.7 e 1.3.8 mostram que, sob condigdes adequadas, a integral de
uma variavel fuzzy aleatoria pertence a F I (" )NF K (IR"}, isto é, tem niveis compactos
CONVEXOS.

Assim, podemos considerar a continuidade da integral {A — R) [ F' em relagao as
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convergéncias anietriores.
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CAPITULO II

SOBRE ENTROPIAS FUZZY A MULTIVALORES

- INTRODUGAO:

O conceito de Entropia Fuzzy esta associado ao grau de incerteza ou indefinicio
envolvida numa situagao dada.

Desde que Zadeh [50] introduziu, na década de 60, a nogao de subconjunto fuzzy
de um universo nao vazio X, tornou-sc possivel desenvolver, paralelamente, o conceito
de Entropia Fuzzy como uma medida de incerteza, juntamente com diversas aplicagdes
préaticas, especialmente no que se refere a manipulagio de processos relacionados com
informagdes e tomada de decisbes [04] e [47).

A entropia, do ponto de vista cldssico, funciona como uma medida de “quantidade
de incerteza” ou uma “medida de diversidade”, que opera sobre conjuntos de distribuicées
de probabilidade. Por exemplo, se p = (py, p2,..-,pr) € uma distribui¢io de probabilidade

n
finita, isto é, pr 20 , 1<k <n e Zpk = 1, entdo a entropia (no sentido de Schannon}
k=1

é definida por H(p) = —Zn:pkfn(pk, considerando 0 - €n(0} = 0. A entropia A com suas
respectivas i11terpreta,§66:=tlem varias propriedades interessantes [20]. Aplicagoées impor-
tantes do operador If estéo relacionadas com o Principio de Maxima Entropia o qual,
como critério natural de selegdo sobre conjuntos de distribuicoes de probabilidade, revela
ser uma ferramenta eficaz ja que, de lalo, muitas distribui¢bes de probabilidade impor-

tantes e de frequente uso, aparecem como solugdes deste tipo de problemas variacionais

[20].
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No §1 deste Capitulo faremos um rdpido resumo dos trabalhos pionciros de alguns
matemdticos que relacionam o significado cldssico de entropia comn a moderna teoria fuzzy.
Entre os mais importantes podemos mencionar De Luca~Termini [08] que introduzem o
conceito de entropia fuzzy como uina medida de incerteza; Trillas—IRiera [40] que classifi-
cam diversos tipos de entropias sobre conjuntos finitos; Knopfmacher [27] que estende as
1déias anteriores e constroéi entropias sobre espagos de medida finita (X, A, ) via integral
usual, associada & medida u; Batle-Trillas [03] que conseguem resultados analogos aqueles
de Knopfmacher usando elementos de medida e integragio fuzzy.

No §2 propomos uma axiomalica que permite introduzir o concetto de entropia fuzzy
multiavaliada (M-entropia). Construimos exemplos de tais entropias multiavaliadas sobre
um conjunto finito, generalizando as idéias de Trillas-Riera [40]. Construimos também
M-entropias sobre um espago de medida finita via a integral de Aumann [01] para multi-
plicagdes, generalizando o trabatho de Knopfmacher [27]. Além disso, mostramos algumas
propriedades interessantes destas entropias, como por exemplo que a uma M-entropia €
uma valorizagio do reticulado F(X).

Finalmente, no §3, estendeimos as idéias anteriores e propomos o conceito de entropia
multi—fuzzy—avaliada (M F-entropia) e construimos exemplos de M F-entropias a partir da
integral generalizada de Puri-Ralescu [30] para varidveis fuzzy aleatérias. Também mos-
tramos que, sob condi¢des adequadas, as M F-entropias sao valorizages do reticulado

F(X).

§1. Entropias Fuzzy

Lembremos que, no contexto proposto por Zadeh [50], um subconjunto fuzzy de X

é qualquer aplicagdo f : X — [0,1], e seu complemento f é dado por f(z) =1 ~ f(z),
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Vz € X. Neste contexto, o conjunto fuzzy “mais raro” é dado por f(z) =1/2 , Ve e X
, desde que, f = f.
Segundo estas considera¢des De Luca-Termini [08] introduziram os seguintes axio-

as para uma eniropia fuzzy:

Definigio 2.4.1. Sejam X um conjunio ndo vazio e F(X)} a classe de todos os sub-
conjuntos fuzzy de X. Uma entropia fuzzy sobre X é uma aplicagio £ : F(X) — R*
verificando:

El) E(f) =0 se, e somente se, f é classico (i.e. f(z) € {0,1}, Vz € X).

E2} E(f) é maximo se, e somente se f(z) = 1/2, Vz € X.

E3) E(f*} < E(f) para qualquer f* vs f (f* “versio scharpened” de f), isto é,
f(2) < flz) se f(z) < 12 e f1() > f(z) se f(z) > 1/2

Trillas-Riera ndo impdem a condigdo de unicidade dada no axioma E2) e geram di-
versos tipos de entropias sobre conjuntos finitos, [40], conforme podemos ver no exemplo

seguinte:

Exemplo 2.1.2. Consideremos uma aplicagio A : [0, 1] — " satisfazendo:

1) A(0) = A1) =0.

2) A crescente em [0,1/2) e decrescente em (1/2].

3) A tem um méximo em ¢ = 1/2.
(uma tal fungdo é chamada uma fungdo normalizadora). Sejam [ e * operagées binarias
sobre L1t tais que:

i) bj é associativa, comutativa e

zlHy =0 se, e somentese, z=0 e y =0

%)



11} it} e * sdo isélonas em relagiio & ordem * <" em M7T, isto é

a<bh implica a+c5bL—ljc , Ve € RT

a<b implica a*c<bxc ,Vee "

i) @ + y = 0 se, € somente se, . = 0 ou y = 0.
Se X = {x,...,z} é um conjunto linilo entdo a aplicagio £ : F(X) — i+ definida
por
k
E(f) = W[a: * A(f(2i)] onde a; > 0 sho fixos,

t=1

define uma entropia sobre X. Em particular, se considerarmos
lH asomausual (3°) em RY e * o produtoem R*, com

Alt)= —tnt — (1 = t)n(l —t)yaq; =1, 1 <1<k

oblemos:

ol
E

E(f)=—3_fla)tn(f Z zi)ln(f(2) = H(f) + H(f)

i=1 =1
onde H é, justamente, a entropia clissica de Schannon para uma distribuicéo de proba-

bilidade finita.

Em [27], Knopfmacher considera um espaco de medida finita (X, A, #) e reformula
a axiomatica de Luca-Termini da seguinte forma:

E1*) E(f) = 0 se, e somente se, f é classico ¢s (i.e. u{z € X : f(z) # 0 ou
f(x) #£ 1} =0).

E2*) E(f) é maximo se, e somente se, f(r) =1/2 ¢s.

E3*) E(f*) < E(f) para qualquer f* vs [ ¢s.
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Exemplo 2.1.3. lim [27], considerando uma fungio normalizadora coutinua A tal e

A(t) = A(1 — &) ¥t €[0,1], Knoplinacher define
I(f) = A A(S} ;Vf € F(X) A-mensuravel

Tal entropia £ verifica os axiomas 121*)-193%) ¢, além disso valem:
E4Y E(f) = E(f)  (pela simetria de A).
E5") I é continua em relagio & métrica uniforme sobre F(X).
E6*) £(fV g)+ E(fAg) = E([) + £(g), ou seja,

E ¢é uma valorizag¢do do reticulado (F(X),V = max , A = min).

Observagao: Em [03], Batle-Trillas considerando um espago de medida fuzzy finita,

obtiveram um resultado essencialmente analogo ao anterior, definindo

B(f) = fA)

onde a integral associada & medida fuzzy ¢ a integral fuzzy de Sugeno (ver Cap. I, [41],

(38], [33], [34] e [45].

§2. Entropias Multiavaliadas (A/-Entropias)

Sendo originalmente a entropia uma medida de incerteza, achamos natural pensar
em certos “graus de tolerincia” associados a ela. Nesse sentido, ao invés de associar um
nimero real a tal medida, porque niio associar, por exemplo, um subconjunto de #27 Pen-
samos entio que, neste contexto, seria util introduzir a nogédo de entropia multiavaliada.
O proposito destre Pardgralo é dar a axiomatica bdsica para tais entropias, estabelecer

prévias conslderagées que sustentam tal axiomatica, e mostrar que € possivel generalizar,
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de maneira natural, os resullados de [10] assiin como os de {27] via a inlegral de Ampann
para multiaplica¢oes [01], [25] e [21]. 'inalmente, provamos que, sob condigées adequadas,

as Af-eutropias sdo valorizac¢des do reticulado F(X).

A -Entropias

Desejamos definir uma entropia multiavaliada sobre X como sendo uma aplicagao
E F(X) — PT) {ou nas parles de qualquer espago vetorial finito-dimensional) tal
que se tenha uma relagio natural entre elas e aquelas anteriormente estudadas.

Antes de propor uma axiomatica fazemos algumas considerages.

Em primeiro lugar, notamos que qualquer conjunto fuzzy sobre X tem uma “versio
scharpened” cldssica. De [ato, se para f € F(X) dado deflinimos

0 se flz)<1/2
&)=
I se flz)>1/2

entao ¢ claro que fF vs [ ¢, alem disso, [} € clissico. Com isto em mente e observando
que parece natural pedir que: f~ vs f = E(f*) C E(f), definimos:

[ é cldssico se, ¢ somente se £(f) = {7}, obtendo que o € E(f}, Vf € F(X).

Por outro lado, € claro que a condi¢do E3) implica que E(fi/2) deve ser médxima (onde
fije = 1/2, ¥z € X) pois é [acil ver que f vs fis, Vf € F(X). Assim resolvemos, no

contexto de [40] considerar supérflua a condigao E2}, uma vez que nio ¢ utilizada.

Com estas consideracoes, propomos as seguintes condigdes para uma entropia rmul-

tiavaliada;

Definicio 2.2.1. Seja Po(M2*) = {A C R : 5 ¢ A}. Uma entropia multiavaliada ou
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M-entropia sobre X é uma aplicagao £ : F{X) — Pp(I") tal que:
EM1) E(f) = {0} se, e somente se f é cldssico
EM2) Se g vs f entao [i(g) C E(f).

Exemplos 2.2.2. Seja £ uma entropia (usual) sobre X, entdo
EXf)=10,EN) =[0,E(f)] x---x[0,E(f)] (n vezes)
Ey(f)=[-E(f), E(N"

Ia(f) = ?.7(6', E(f)) (a bola fechada com centro na origem e raio E£(f))

sdo M-entropias sobre X.

O resultado a seguir permite obter, de forma natufal, entropias (no sentido usual) a

partir das M-eniropias.

Proposigao 2.2.3. Se E é uma M-entropia sobre X entéo |[£]| é uma entropia sobre X,

onde || E|| é a composigao da M-entropia £ com a norma (qualquer que seja) sobre #2".

Demonstragao: |
Temos que ||E(f)|| = 0 < E(f} = {6} <= [ ¢ classico, e portanto vale EM1).

Por outro lado, se f* vs f entdo E(f*) C E(f),

logo ||E(F*)|| < [1E(f)|], o que verifica EM2).

Podemos também gerar M-entropias a partir de outras M-entropias dadas.

Proposigao 2.2.4. Seja ¢ : {Py(d1?))* — Py(IR™) tal que

(i) © ¢ ndo decrescente em cada variavel
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(1) p(A1,..., Ax) = {6} se, ¢ somente se, A; = {0}, I <<k,

Se Ey,..., Ex sdo M-entropfas sobre X entdo E = ¢(F, ..., E;) é uma M-entropia sobre
X
Demonstragao:

Direta a partir das propriedades de .

k k

Exemplo 2.2.5. As aplicagbes w1 44,...,A5) = ZAi e waAy...Ar) = U/lg satisfa-
i=1 i=1

zem as condigdes da Proposigao anterior e, portanto nos permitem gerar M -entropias.

Definicao 2.2.6. Uma fung:&o normalizadora multz'avédz'ada ou M -normalizadora é uma
aplicagao A : [0,1] — Py(IR") tal que

1) A0) = A1) = {3)

2) A é crescente em [0,1/2] (no sentido que se 0 < #; < t; < 1/2, entio
A{t;) C A{t2)) e A é decrescente em [1/2,1].

Exemplo 2.2.7. A aplicagio A : [0,1] — Po(IR") definida por

ol

(0,t), se 0<t<1/2
At) =
B(e,1~1t), se 1/2<t<1

¢ uma fung¢ae M-normalizadora.

O Teorema seguinte estabelece a existéncia de M-entropias sobre um conjunto finito

X (ndo vazio} dado.

Teorema 2.2.8. {Existéncia de M-entropias sobre um conjunto finito).
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Sejam f) e * operagoes bindrias sobre Po( ") tais que:

i) I é associativa, comutativa e satisfaz:
A B = {0} s, ¢ somenlese, A= B = {¢}
ii) [ e * sdo isétomas sobre o reticulado (Py(4#27), T}, isto é,

AWBC A WB VB € P(RY)
A; € A; entdo
AI*BQAQ*B ,VBG'P(RHJ

(iii) A x I = {0} se, e somente se A = {5} ou B = {5}.
Sejam A; € Po({R™) tais que ||Aj]| > 0, 1 <1 < ke A uma fungao M-normalizadora.
Se X = {x1,..., 2} é um conjunto finito e £: F(X) — Po(IR") é definida por

k
= A A/ (z)

entdo I é uma M-entropfa sobre X .

Demonstragao:

E(f)={d} & L_*U[Af*A(f(x))] = {3}
& AixA(f(z))={d} ,1<i<k (por (i)
@A(())—{"} , l<i<k | (por 11))

< [ é classico.
Também, se g vs f entdo Ag(z;)) C A(f(2:)) , 1 <1<k ,logo
Ay« Alg(a)) € A+« A(f(2;)) V1 <7 £k por (iki).

k

Segue de (ii) que [[A; * g(a;)] C U[A * fx;)] , 1sto é E(g) C E(f).

i=1
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Exemplo 2.2.9. No Teorcma acima podetos considerar, por exemplo
Ax B =BG A8 «
W=7 (soma) ou lJ=U (unido).

O scguinte resullado cstabelece condigoes necessirias ¢ suficientes para que wma en-
tropia multiavaliada do tipo It} —* provenha de uma func¢do M-normalizadora, comno no

Teorema anterior.

Proposigao 2.2.10. Seja X um conjunto finito. Se | e * satisfazem as condigbes do

Teorema 2.2.8 e as condi¢oes adicionais:
a) (AW B)*xC = (AxCYW(D * C) (Distributividade)
b) Se Ay ¢ Ayentio Bx Ay ¢ B+ A, , VB, com ||B||>0

k
enlao, £ = [H[A; * A(f(x:))] é uma M-entropia se, e somente se, A é uma funcio M-
i=1

normalizadora.

Demonstragao: (—) Suponha,mos que existam f,£y tais que 0 < ¢ < &y < 1/2 ¢
A(ty) € Afty) entdo Ay x A(tz) & Ay * A(ty).

Mas g = (¢;,0,...,0) vs (£,0,...,0) entao A x A(t)) = E(g) C E(f) = A = A(ty), que
é uma contradicao.

Analogamente 1/2 <¢; <, <1 = Ay) & A(4).

[sto prova a condigao 2) para A.

. Suponhamos agora que A(D) # {0}. Se conksidera,rmos Jo=1(0,...,0) entdo £(fy) =

H{A:+ A(0)] = {5}. Logo usando b) obtemos {H A;) * A(0) = {6} e por (iii) Li_rJA,- = {&}.

1=1 f=1
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Segue da condigdo i) que A; = {6}, 1 €7 <k, que conduz a wna contradigio.

Assim, A(0) = {¢}. Analogamente, considerando f; = (1,...,1) se tem
Lok
H) = (WA « A0) = {3)
i=1

o que garante que A(l) = {6} e portanio, A verifica a condigao 1).
(«) Segue do Teorema 2.2.8.

- Definigdo 2.2.11. Uma fungio M-normalizadora A é dita simétrica se
Ait}=A(1-t) , Vtel0,]]
Uma M-entropia F é dita siméirica se

E(f) = £(]) VfeF(X)

Em relacdo a simetria lemos os seguintes resultados:

Proposigao 2.2.12. Se a fungdo M-normalizadora A € simétrica, entdo a M-entropia

E = [#{A; * A()] também é simétrica.

1=1

Demonstragao:

Direta a partir da simetria de A.

Proposicao 2.2.13. Seja * cancelativa (lc. A* B = A*x(C = B = () e distributiva
k

sobre . A M-entropia £ = L—_?J[A,» *x A(-}] é simétrica se, e somente se, a fungao M-
=1
normalizadora A ¢ simetrica.
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Demonstragao:
(—) Seja E simétrica. Se parat € [0,1] consideramos a aplicagdo fi(z) =t , Vz € X,
entdo E(f;) = E(f,) = E(fi)). Assim

(@Ai) * Alt) = (@A,) * A{l —t)

logo A{l) = A(l — ¢). Sendo ¢ arbitrario, entao A é simétrica.
(e) Segue da Proposigao 2.2.12.

No seguinte resultado estabelece-se quando as nossas [ —*-entropias sdo valorizagoes

do reticulado F(X).

Teorema 2.2.14. Sejam X um conjunto finito e & uma opera¢do bindria, comutativa

sobre Po(IR") tal que |y verifica a seguinte equagao funcional:
HAe B,A'® B') = {4, 4) e H(B, B).

Se £ é uma | ~*-entropia multiavaliada sobre X entao I é uma @-valorizacio do reti-

culado F(X), no sentido que E(fvg) D E(f Ag)=E(f)® E(y) , Vf,¢ € F(X).

Demeonstragao:

& ;
E(fVg)DE(fAg) = UA*A (fVgla @U[A*A (I(F A g)(@)]

i=1 t=]
- Agora, basta notar que:

Aix A(fV g)(zi)) = Ai = A(f(=1)) <= Aix A((f Ag)(@:)) = A Blg(wi))

Usando este fato, a comutatividade de i e ® e a relacdo funcional entre elas segue

o resultado.
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Exemplo 2.2.15. No Teorema anterior podemos considerar i = @ = 3= (soma}, ou

=& =U (unido).

Observagdo: K importante salientar que os resultados anteriores generalizam o trabalho

de Trillas-Riera [40].

Nosso objetivo imediato é generalizar os resultados de Knoipfmacher {27]. Para tal
utilizaremos alguns clemcntos da teoria de integragio de multiaplicagdes ([01], [25], [21],
[42] e [51).

No que se segue, afim de garantir a convexidade da integral de Aumann, considera-

remos (X, A, 1) um espago de medida finita nao atomiica.

Teorema 2.2.16. (Existéncia de M-entropias sobre um espago de medida finita).
Seja A 1 [0,1] = Po(I?") uma fun¢do M-normalizadora compacta e ndo negativa.

Se (X, A, i) é wm espago de medida finita nédo atémica entao
B()=(4) [al) , VfeFX)
define uma M-entropia sobre X satisfazendo:

EM*1) E(f) = {J} se, e somente se, f clissico ¢s
EM*2) Se g vs f g5 entao E(g) < E(f).

Demonstragao:

Seja f € F(X) tal que E(f) = {0} ,isto é (A) fA(f) = {0}
Se h € S(A(f)) é qualquer selegao de A(f) entdo [k = {0}, mas A € ndo negativa, entdo
h é ndo negativa ¢s logo h = d ¢s. Como conseqiiéncia S(A{f)) = S (aplicagao nula g¢s),

logo A(f) = & gs {Corolario 1.2.13). Dart f(z) € {0,1} ¢s e portanto f é classico ¢s.
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Reciprocamente, se f é cldssico ¢s entdo A(f) = {6} ¢s o que implica que
E(f} = {8}. Assim a propricdade EM-1) ¢ verificada,

A propriedade EM*2) é consequi€ncia da monotonia da integral de Aumann {i.e. sc
Gi(e) € Gy(r) ¢s entao (A) f G C (A) f Gy o que implica que se &) = () ¢s enldo

(A) [ Gy = (A) Gy ; ver Capitulo T).

Corolario 2.2.17. Nas condigdes do leorcma 2.2.16 anterior, a M-catropia £ tamnlhém
verifica as seguintes propriedades:

EM*3) E(f) é méximo quando f(z) = 7 ¢s.

EM*4) E(f) = E() se A(t) = A(L — t) gs.

EM*5} E é uma valorizagio do reticulado F(X) no sentido que

EB{(fvg)+E(frg)=E()+Ely) , Vfg€eF(X)

(onde a soma + ¢ a usual de subconjuntos de #" induzida pela estrutura vetorial).

Demonstragao:
EM"3} é conseqiiéucia direta de EM*2), e EM*4) se deduz da simetria de A.
Sejam f,¢g € F(X). Consideremos os conjuntos disjuntos
A={z|(f—g)z) >0} (ief>g sobre A)
B=1{z|(f-¢)(z) <0 (le.f <g sobre B)
K claro que X = AUB e A e B sao meusuraveis se f e g 0 s&o.

Usando a linearidade da integral de Aumann sobre compactos (Cap. [} obtemos

(A) [ 8UVg) = (4) [ A +(4) [ Alg)

) [ aUng = (4) [ A+ ) [ a0

66



Com isto

E(fvg)+E(fAg)

(A) [ AV +(4) [ A Ag)
= () [ AN+ [ A9 +(A) [ Mgy + () [ a0
= [(A) [ AH+A) [ AU +1(4) [ o) + () [ Ao

= (4) [ AN+ (&) [ Alg) = EU) + Elg)

o que prova EM*5).

Obhservagdes: (1} Sabemos que a soma de dois conjuntos fechados néo € necessariamente
fechado, mas a soma de dois conjuntos compactos é uin conjunto compacto e portanto
fechado. E por causa disso que achamos importante considerar, no teorema anterior,
A a valores compactos pois dessa forma conseguimos garantir a linearidade da intcgral
(maiores detalhes sdo vistos no Capilulo 1). Notemos também que, pelas propriedades da
integral de Aumann, a M-entropia obtida é a valores compacto—convexos.

(2} Também é possivel provar que a M-entropia construida a partir da integral de
Aumann é H-continua em relagio a métrica uniforme quando A € continua e a valores
fechados. Este resultado é provado no Capitulo III quando se estuda o problema referente
3 continuidade das entropias.

(3) O Teorema 2.2.16 ¢ o Corolario 2.2.17 generalizam os resultados de Knopfmacher

No que se segue, nosso objetivo serd generalizar as M-entropias a uma classe mais
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geral de medidas de incerteza que chamaremos de M F-entropias. Como sera visto, clas
estendem de forma natural o conceito de M-entropia.

Particularmente, pensamos que’ a forma ideal de medir incerteza de um conjunto
fuzzy é associando a este conjunto umm oulro conjunto fuzzy que seja, em geral, melhor
comportado (por exemplo, com niveis compacto-convexos, ou com suporte compacto,

etc.)

M F-Entropias

Sejam

Fo(d") = {f € F(R")|f(9) = 1} e

FE(IR") = {f € FK(IR")|f(8) = 1}

Definicdo 2.2.18. Uma fungio A : [0,1] — Fp(dR") é chamada em multifuzzy-
normalizadora ou M F-normalizadorae se

1}y A(0) = A(l) = x5 (a fungdo caracteristica de {0})

2} A é crescente em [0,1/2] (i.e. se 0 € & < {3 < 1/2 entao Vi’ € IR™ tem-se
A(E(T) £ A(4,)(T)) e decrescente em [1/2,1].

Se A é uma funcdo M F-normalizadora entio A, é M-normalizadora. Uma espéeie

de reciproca deste resultado é considerado no seguinte:

Exemplo 2.2.19. Se A : [0,1] — Po(/R"} é uma funcdao M-normalizadora, entio
A 1 [0,1] ~— Fo(R") definida por: A(t) = xaq) , ¢ uma fungio M F-normalizadora.
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Definicao 2.2.@0. Uma entropia mulli-fuzzy-avaliada ou M F-entropia sobre X é uma
aplicagio £ : F(X) — Fo(IR") que verifica:

EMF1) E(f) = x(s) se, e somente se [ ¢ cldssico.

EMF2) Se ¢ vs f entdo E(g) C L(f).

E importante notar que, realmente, as M-entropias sdo um caso particular das M-

entropias. lsto é o que alirma a

Proposiciao 2.2.21. Seja £ : F(X) — Po(/R"*) uma M-entropia sobre X. Se
E : F(X) — Fo(IR") é definida por: E(f) = xg(), entdo E é uma M F-entropia

sobre X.

Demonstragao:
E consequéncia direta da defini¢io de M-entropia e das propriedades elementares

das fungbes caracteristicas.

O nosso préximo resultado nos permitird construir, via a integral de Aumann-

Ralescu generalizada, M F-entropias para variaveis fuzzy aleatorias.

Teorema 2.2.22. (Construgdo de M f-entropias via a integral de Aumann-Ralescu

generalizada).
Seja (X, A, ¢) um espaco de medida finita e seja A uma fungdo M F-normalizadora

a valores fuzzy-compactos e nao negativa (no sentido que cada A, € nao negativa). A
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aplicagiao £ : F(X) — FAH(JR") dada por:

E(f) = (A=F) [ A()

define uma M-cntropia sobre X salisfazendos:
EMF*1) E(f) = xs) se, e somente se f classico gs
EMI™2) se ¢ vs f ¢s , entao E(g) C £(f).

Demonstragao:
Seja f € F(X) tal que E(f) = x5

Logo
. R se a=10
(A) /(A(f))a = LQ(A“”R) f A(f) = LC,X{g} = {

{6} se a>0

portanto (A} f[(A(f))a = {6} , Ya > 0. Sendo que A, é nio negativa temos que
(A(f))a = {0} g5, Va > 0 ,entaoA(f) = x(s g3, i.e. [ € classico gs.
Reciprocamente, se [ € classico ¢s entaio A(f) = xz ¢s Assim,
(A{f})a: X — P(IR") é tal que

R se a=1
(A(Nale) = {F'e " : (A()H)2)(p) 2 a} = L(A(f))(2) = {

{6} se a>0
Logo

R se a=0,
Lo(A=R) [ A(f) = (4) [(A(Da = {

{6} se a>0, eportanio,
E(f) =(A-R) { A(f) = x{&)s © que prova a validade de EMF*1.

A propriedade EMF*2) é consequéncia direta da monotonia da integral usada.
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Corolario 2.2.23, Nas condigbes do tcorema anterior a M F-entropia L também verifica
as propriedades:

EMF*3) E{f) é maxiimo quando f{z)=1/2 ¢s

EMF*4) E(f) = E(f) se A(t) = A(L — t) gs.

EMI™5) £ é wma valorizagao do rcticulado F(X) no sentido que

E(fVg)+E(fng)=E(f)+ E(g)

onde a soma em Fy( ") ¢ tal que Lo(u +v) = Lou+ Lyv. (ver definicao 1.3.11).

Demonstragio:
EMF™*3) é conseqiiéncia direta de EMF*2); EMF*4) segue da simetria de A.

Para provar EMF*5) basta provar que para cada a:
L{B(fV g} + E(f A g)) = La(E(f) + E{g))
isto é, Lo E(fVg)+ L E(f ANg) = L.E(f) + L, E(g) ou equivalentemente
(AYJASV g)a+ (A) T Af Agle = (A) [ Ao + (A) f Alg)a [l
Sendo cada A, uma fun¢io M-normalizadora, compacta e nao negativa (pela escolha
de A), entao cada E, = (A) [ A, é uma M-entropia.

Tendo provado que as M-entropias assim construidas sao valorizages, entao [*] ¢ valido.

Observacgdes: (1) No Capitulo III provaremos que a M [-entropia construida anterior-
mente, a partir da (A — R)-integral, é L-continua em relagdo a métrica uniforme sobre

F(X).
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(2) E claro que os resultados 2.2.8 e 2.2.14 podem ser estendidos no contextn das
M F-entropias, pois sobre Fy(#¢*) as possibiiidades de se definir operagdes | e #, com as
propriedades requeridas sdo maiores.

(3) Na Proposi¢do 2.2.3 mostramos que se E é uma M-entropia entio [|F}| é uma
entropia.

Pode-se extender este resultado ao contexio das M F-entropias do seguinte modo:

Seja £ uma M F-entropia, entédo a aplicagao E* : F(X) — IR* definida por

LX) = (B xia)

¢ uma entropia.

Comentario: Aceita—se como axioma em licologia que a estabilidade de uma comuni-
dade esteja diretamente relacionada com o grau de diversidade, avaliado geralmente de
maneira subjetiva. Podemos agora pensar em nossas entropias multiavaliadas como fer-
ramenta para avaliar a estabilidade de uma comunidade levando em conta, nio somente ¢
grau de diversidade enire as espccies, mas as diferentes caracteristicas existente cim cada
espécie. Isto por si s6 poderia ser um fator de motivagdo para a continuagio deste estudo,
outro seria a quanlidade de problemas em aberto que aparecem naturalmente quando se
relaciona a Teoria Fuzzy com as propriedades conhecidas da Teoria de Correspondcncias.
Para exeniplificar, citaremos aqui utn desses problernas:

P,) Traballios recentes de Ebanks [16], Emptoz [17] e Sander [37] estabelecem
condi¢des minimas que garantem a unicidade da Entropia I'uzzy. A propriedade de Va-
lorizacao ¢ fundamental em todos esses trabalhos. Sendo que, nossas M-Entropias e
M F-Entropias, sob condigoes adequadas, sao valoriza¢bes, pensamos que existem boas

perspectivas para se irabalhar no problema de unicidade das entropias multiavaliadas.
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CAPITULO III
CONVERGENCIA DE ENTROPIAS FUZZY.

Introducgao

O principal objelivo deste Capitulo é , essencialmente, analisar e resolver os seguin-
tes problemas:

(a) Continuidade de uma entropia, isto ¢, dada uma entropia £ sobre X ¢ uma
sequéncia (f,) em F(X) com f, — [, estabelecer condi¢bes que garantam a convergéncia
E(fa) — E(/).

(b) Convergéncia de enlropias, isto é, dada uma seqliéncia de entropias (fv,.) sobre

X, achar condi¢des de forma que £, — K, sendo I alguma eniropia sobre X.

Estudar tais problemas implicam, evidentemente, dotar acs correspondentes espagos
de um certo tipo de estrutura métrica efou de medida.

No §1 do presente capitulo estudamos entropias fuzzy a valores em IR ¢ prova-
mos {1rés teoremas que dao condigoes necessarias e suficientes para obter continuidade em
relacio a convergéncia uniforme de entropias dos tipos Trillas-Riera {40}, Knopfmacher
[27] e, Batle~Trillas {03], respectivaimente.

Posteriormentle, mostramos que se (X, A, ¢) € um espaco de medida finita, entdo as
entropias no sentido de Knopfmacher tém um comportamento satisfalério em relagao aos
diferentes tipos de convergéncias de conjuntos {uzzy, induzidas pela estrutura de espago de

medida finita sobre X, mais precisamente, provamos a continuidade de tais entropias com
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respeito A gs-convergéncia, qu-convergeéncia, jp-convergéncia e, {p-média)-convergencia,
sempre que a fungao normalizadora A scja coutinua. Analogamente, mostramos o boin
comportamento das eniropias tipo Batle-Trillas sobre um espac¢o de medida fuzzy finita
em relagao a todos estes dilerentes tipos de convergeéncia, considerando A continua e uma
medida fuzzy g que seja razoavelmente boa (no minimo e¢-aditiva para alguns casos e,
auto-continua ou F-continua para outros casos).

No §2 analisamos entropias multivaliadas a valores nas partes de IR", as quais, cons-
truimos a partir da integral de Aumann [01] para multiaplicacoes. Além disso, sdo dadas
condicoes sulicientes para obter a conlinuidade de Lais enlropias e relagio a alguns tipos
de convergéncia.

No §3 apresentamos alguns resuitados sobre continuidade para entropias a valores
em FNo(IR"*) que sdo constituidas a partir da integral generalizada de Aumann-Ralescu
para variavelis aleatérias fuzzy [30] e, estabelecemos condigdes adequadas para que estas
entropias sejam continuas em relagio aos tipos de convergéncia sobre FKq(IR").

Até este ponto, as idéias e resultados basicos relerentes ao problema (a) {oram globa-
lizados. A partir do §4, abordamos o problema (3) acima proposto. Dotamos o conjunto
F(X) de uma conveniente estrutura de espago de possibilidade (considerando que X te-
nha estrutura de espago de medida) e enlio, usando a teoria da inedida ¢ integragao fuzzy
junto com as nossas idéias do Capitulo I, analisamos a convergéncia do tipo £, — F,
onde £, e E sao entropias sobre X a valores em IR7.

E importante notar que as entropias a valores em Po(#1™) podem ser vistas como
wma sub—classe das entropias a valores em Fy(IR"), via a inclusdo A — x,. Deste ponto
de vista, estes tipos de entropias sio mais interessantes e, em relagao a elas, sdo apresen-
tados alguns problemas em aberto que envolvemn possiveis exlenses de integrais do tipo

Aumann-Ralescu para aplicagoes a valores em reticulados.
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Como a entropia de um conjunto fuzzy é uma medida de incerteza, pensamos em
avalia-las, associando-as a um conjunto fuzzy que seja razoavelmentie bem comportado
(por exemplo, com suporte compacto, de niveis compacto-convexos, etc.). Assim, acha-
mos plenamente justificado continuar pesquisando, com maior profundidade, as entropias
a valores em FRo(IR"), dado que existem importantes ligagdes com outras novas e pro-

dutivas ramificagbes da matematica, tais como a teoria das multiaplicagoes.

§1. Continuidade de Entropias £ : F(X) — R*

Introdugao

Propomos estudar aqui a continuidade das entropias a valores em IR* e, para isto
iniciamos com o comportamento de tais entropias em relagao a convergéncia uniforme.
Mostramos que as entropias tipo Trillas—Riera [40], Knopfmacher [27] e Batle-Trillas [03]
sao continuas em relagdo a métrica uniforme se, e somente se, a fungdo normalizadora A
é continua.

A seguir, extendemos a nossa anélise da continuidade das entropias em relagio a
outros tipos de convergéncia (convergéncia uase-sempre, convergéncia em medida, etc.),
e mostramos, sob condigoes razoaveis, que a continuidade € preservada também nestes

Casos.,

O resultado a seguir caracteriza a continuidade das entropias algébricas (tipo soma-
produto ¢ maximo-produlo) de Trillas-Riera [40] sobre conjuntos finitos em relagio &
convergéncia uniforme de conjuntos fuzzy.

Para um conjunto X ndo vazio, consideramos em F(X') a métrica (uniforme) definida
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por

do(f,g) = sup _!f(m) — g(z)]

Teorema 3.1.1. Seja X = {zy,...,24} um conjunto finito e £ uma 4 —* entropia
(ck. exmzlplo 2.1.2) com | = 3. ou V e * produto. Se IV € a cutropia definida por
E(f) = Wlaix A(f(z:))] (onde a; € IR* sdo elementos fixos € A é uma fungdo normali-
zadora) :3=r:t50, sdo equivalentes:

1) 2 ¢ conlinua segundo a métrica dy (ou simplesinente dy-continua)

2) A € continua.

Demonstragao:
(1) — (2) Seja E dy-continua e supomos que {a,)n»1 € uma seqiéncia em {0, 1] tal

que a, — ag para alguin ag € [0, {]. Se para cada n > 0 definimos
fa@)=a, VeieX

entao € claro que [y o, fo. Mas, por hipdtese, £ é dy-continua, entao E{f,) — E(Jo),
k k

isto &, lH[a: * Alen) — H[ai * Al
i=1 i=1

~ Agora, usando identidades elementares prova-se para ambos os casos, W =5 ou i = v,

que A{a,) — A(ag). Logo, A € continua.

(2) — (1) Consideremos A continua (sobre [0,1]). Neste caso, para cada
i€ {1,...,k} temos que a;*A é uniformemente continua sobre {0, 1]. Como consequéncia,
dado & > 0 temos que, para cada ¢ € {1,2,...,k}, existe &; > 0 tal que se ¢,b € [0,1] com
la — & < & entéo

la; * Ala) — a; « A(b)| < efk
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Se § = min{é; : I <7<k} entdo para cada a,b € [0,1] com |e — b] < § tem-sc
la; * Ala) —a; * A(b) <efk Vi<i<n (3.1)

Agora, s¢ (fu)ap1 € uma sequéncia e F(X) ¢ f € F(X) sdo lais que f, th, [, entao f,

converge a f uniformemeunte. Logo, para § = §(¢) existe Ny = No(8) € IV tal que
ful@) = [l <6 V¥n> Ny, Vo€ X
Por (3.1) segue que

i % A(ful(e)) — a; x A(f(2))| < 6/k ,¥n >Ny, Vo€ X

Dal .
k k
Wai % A(fule) — Hai x A(f(2:)| <€ V2 Ny
i=1 i=1
(no caso que ¥y = 3_) e
k k
tl-)a; * A(fo(2:)) — L-_i-Ja,- * A(f(z;)| < efk ¥Yn > Ny
i=1 1=l

(se ) = mdximo). Sendo que Ny = Ny(é(c)), entao £ é dp-continua.

Com o seguinte Teorema vamos caracterizar a continuidade das entropias de Knopf-

macher [27] em relagdo a convergéncia uniforme de conjuntos fuzzy.

Teorema 3.1.2. Sejam (X, A4, 1) um espago de medida finita e A : [0,1] — R* uma

funcao normalizadora. Se [ é a entropia definida por
E(f) “:/A(f)dp. (onde f é p-mensuravel)

enldo £ é dy-conlinua se, € somente se, A é continua.
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Demonstragao,

(—) Seja £ do-continua e consideremos a,, — ag em [0, 1]. Se definimos

Jula) = oy, V:f? exX (n2>1),

fol) =ap Ve X

entio ¢ claro que f, = E fo, logo E(f.) — E(fs), isto 6,

[atdn— [asdn.

Como conseqiiéncia Ala.)u(X) — Afao)u(X), entio Ala,) — Afog)

= A é continua.

(<) Sejam A continua e (f,) € F(X) uina sequéncia de conjuntos fuzzy tal que f, &, f
para algum f € F(X). Sendo que A é uniformemente continua sobre [0,1] entao para e >
0 dado, existe § > 0 tal que se a,b € [0, 1] sdo tais que |a~— b < 8, entdo |f(a) — f(b)] < ¢.

Mas, para 6 > 0 existe uin Vg € IV tal que
[falz) = f(2) <& Vn2 Ny, Ve X.

Logo,
|A(fu(z)) = A(f(2))| <€ Vrn> Ny, Vz € X,

1sto é,
A(f(x)) —e < A(fulx)) <A(f(z))+€e Yn > Ny, Vz e X.
Segue dai que

[ A @) —enX) < [ AUu@)de < [ Af(@)du+ ep(X) ¥n> N
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Assim,

| [ AU @) = [ A @) < ep(X) V> No

1slo ¢,

1E(fz) = E() <ew(X) Vn=No

= I e dy-continua.
Anaélogo ao resultado anterior temos o seguinte:

Teorema 3.1.3. Sejam (X, A, 1) um espago de medida fuzzy finita e A : [0,1] — Rt

uma fungéo normalizadora. Se £ é a entropia definida por
E(f) = ][A( fdp , onde, f€ F(X)é p-mensurivel

entao [ é dy-conlinua se, e somentle se A é continua.,

Demonstragao.

{—) Andloga a prova do Teorema anterior,

(«=) Resulta do fato que a integral fuzzy tem a seguinte propriedade:

Se |f — gl <& sobre A entdo ]][fdp — ]ﬁgdp.| < ¢ (ver Capitulo I}.
A A ,

No que se segue, abordamos o problema de analisar o comportamento das entropias
de Knopfmacher [27] e Batte-Trillas [03] em relagao aos diversos tipos classicos de cou-
vergéncia de fungdes reais definidas sobre um espago de medida.

Iniciamos com o seguinte resultado:
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Teorema 3..1.4. Scja (X, A, ) um espago de medida finita ¢ consideramos a entropia
E definida por
FE(f)= /A(f) , Y[ e F(X) p-mensuravel
Se a fungdo normalizadora A € continua, entdo:
(i) E ¢é gs-conlinua
(ii) £ é qu-continua
(111) E é u-continua

(iv) E ¢ (p-média)-continua.

Demonstragao. |

(1) Se fi2 é definida por fij2(z) = 1/2 V& € X, entdo temos que A(fi2) = A(1/2)
(é constante). Como p(X) < oo, entdo A(1/2) € LYX,p). Se f. %5 [ entdo
A(f) = A(f), pois A é continua. Sendo |A(fu)l < A(1/2)  Vn > 1 segue-se,
usando o Teorema de Convergéncia Dominada, que [A(f,) — [A(f) o que garante a

gs-continuidade de £,

(ii) E consequéncia de (1) e usando o fato que  a

qu-convergéncia implica a ¢s-convergéncia (ver {05]).

(i) Afirmamos que, se f, —> f em medida, entao A(f,) — A(f) em medida. De

fato, dado ¢ > 0 existe & >.{} tal que
A(fu(2) = AU(@)] < sempreque |fu(z) — f(2)] < 8
(pois A é uniformemente continua). Entdo temos,
(o IAUn(2) = Af(@D| 2 €} G {2+ fule) — F(=)] 2 6)
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e portanto 0 < pfx : |A(fule)) = Af(2))| 2 €} < ple : |fulz) — [(z)| 2 6} Sendo a

convergéncia f, — f em medida, obtemos:
0 Tim gele ¢ JAU()) = AS(eN] 2 €] < T el s |fule) = f(a)] 2 8] = 0
Assim
Jim g {e £ |A(fu(2) = Af@))| 2 €} =0 e Alf) — A(f) em medida.

Agora, como { f.) é uma seqiiéncia de {un¢des mensuraveis com f, — f em medida

e |f.l <g (para algum g € L'(X))}, entdo f é mensurivel e:
lim / fudpt = f Jdw e lim / \fu— Fldu =0

(ver diagrama de convergéncias em [05]. Assim, pela afirmagdo acima podemos aplicar

este fato a sequéncia (A(f,)) obtendo

[ AU — [ a()dp

que garante a g-continuidade de £.

{(iv) Usando mais wna vez fatos cldssicos de convergéncias (Ver {05] vemos qiic nas
atuais condigdes {(u(X) < o e |A{fa] € A(fi/2)) tem-se:
(a) a convergéncia em medida é equivalente & convergéncia em média, e
(b) a convergéncia em p-média implica a convergéncia em medida. Assim, se f, D-ILé(rlia' /s
entdo f, — [ em medida (por (b}),. logo A(fn) — A{f) em medida (usando a
afirmacio da parte (iii)) e portanto, por, (iii) [A(fa)de — [A(f)de o que prova a

(p-média)-continuidade de £ e completa a prova do Teorema. o



No caso de enbropias fuzzy Lipo Batle-Trillas [03] obtivemos o seguinte resultado

analogo ao anterior:

Teorema 3.1.5. Scja (X, A, ) wn espago de medida {uzzy linita e consideremos a

entropia I definida por:
E(f) = ]CA(f)dp , Vf€ F(X} p-mensuravel

Sc a {uncgdo normalizadora A é conlinua, entéo:
(i) £ é gs-continua (com u o-aditiva)
(ii) E é qu-continua (com u o-aditiva)
(ii1) £ € gy-continua (com u autocontinua)

(iv) £ é (p-média)-continua (com u autocontinua).

Demonstracao.

[ - e - . 4 . .

(i) Temos que : u é o-adiliva se, e somente se, a convergéneia f, — f implica a
convergéncia ]Cfndp. — ]Lfd,u [41]. Assim, considerando g o-aditiva e usando a conti-

nuidade de A temos que E € gs-continua.

(ii) Conseqliéncia de 1) e do fato que se no contexto fuzzy é valido também que qu-

convergéncia implica a gs-convergéncia
en ’ . PO m . .
(ii1) Tem-se que : u € autocontinua se, e somente se, a convergéncia f, — f implica

a convergencia ]Cfnd,u — ffd,u [41]. Entao considerando p autocontinua e usando a

continuidade de A segue a g-continuidade de £.
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(iv) E consequéncia de iii) e do fato que, no contexto fuzzy,

p-média
—

f, (ver [46]).

fa -5 f se, esomentese f,

Observagao: Achamos importante salientar que, na verdade, os resultados (iii) € (iv) do
Teorema anterior sdo ainda validos num contexto mais geral, j4 que Bassanezi-Greco, em
[18] provaram um resultado mais geral do que o resultado de Wang [41], citado em (iii),
a saber:

. . - . " . . . .
p é F-continua se, e somente se, a convergéncia f, — f implica a convergéncia

](fnd,u - ]Lfd;:.
§2. Continuidade de Entropias £ : F(X) — Py(IR")

Introducao

Neste paragrafo daremos condigdes suficientes para garantir a continuidade das en-
tropias a valores em Po(IR") em relagdo a alguns tipos de convergéncia. Em particular,
estamos interessados nas entropfas multiavaliadas construidas a partir da integral de Au-
mann [01] j4 que nesse contexto (conforme vimos no Capitulo anterior) elas tém um melhor
comportamento quando as multiaplicagdes sao a valores fechados. Também temos neste
caso que a convergéncia de Kuratowski coincide com a convergéncia métrica de Hausdorff,
sempre que os conjuntos em consideragio estejam contidos num subconjunto compacto
de IR" [25], [31]. Além disso, se A ¢ [echada e a medida u é ndo-atdmica entio scgue,
usando as propriedades da integral de Aumann, que as nossas entropias sao a valores

compacto-convexos (ver Cap. II).
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No que segue, a menos que diga outra coisa, ag medidas consideradas gerio nao
atomicas.
O nosso primeiro resultado deste parigrafo da uma relagdo entre a continuidade das

enlropias e a convergéneia uniforme.

Teorema 3.2.1. Sejam (X, A, ) um espago de medida finita e A : [0,1] — Po{R")
uma fungio M-normalizadora, ndo negativa a valores compactos. Se A é H-continua

entdo a entropia E definida por

B(f) = (A) [ ()
¢ do-H-continua (i.e. f, o, = L) A, Er)). Além disso, se A é convexa entao a

reciproca tambén vale, isto € a dy-If-continuidade de I implica a £-continutidade de A,

Demonstragao.

A dg-H-continuidade de £ é provada diretamente usando o resultado de Hiai-
Umegaki [21]: H((A) JA(f),(A) [A(g)) € JH(A{Nz),Alg(z})) e a H-continuidade
de A,

Suponhamos que A {ome valores compacto—convexos € que F seja do-H-continua.
Afirmamos que A é H-continua. De fato, seja (a,) uma sequéncia em [0,1] tal que
a, — ag (para algum og € [0, 11). '

Se definimos

fuflz)=a, YecX {(n>1) ,e

fu(ﬂf] =0y

entio temos fn — f , logo E(f,) 2 E(fy), isto é
(4) [ AU 25 (4) [ A)
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e dal
(4) [ Atan) L (4) [ Ae0)
Como conseqiiéncia, (ver Capitulo I, §2) se CyB denota a envolvente convexa de B entio

oA (an) =2 CoAA(n)

logo

Afay) A A(wg) (pois A € convexa)

‘portanto A é H-continua.

O resultado a seguir relaciona continuidade das entropias multiavaliadas com a g¢s-

convergeicia.

Teorema 3.2.2. Sejam (X, A, ¢) um espago de medida finita € A uma fungdo M-
normalizadora, nio-negativa a valores compactos. Se A é continua entdo a entropia

E definida por E(f) = (A) f A(f) é gs — H-continua.

Demonstragao.
Seja (fr) uma seqiiéncia em F(X) de conjuntos fuzzy mensuraveis tal que fi == f

(para algum f € F(X)). Desde que para cada k > 1,

HAG(@) < [1Afr(=) = [|AQL/2)

entdo, usando o Teorema 1.2.24,
() [ At 25 4) [a0).

Logo,
E(f) 5 E(f) eportanto £ é gs-H-continua.
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Corolario 3.2.3. Nas condicoes do Teorema anterior tem-se que a entropia [, definida

por B(f) = (A) fA(f) é qu-H-continual

Demonstragao:

E simplesmente conseqiéncia do Teorcma de Egorov:
em medida finita a ¢gs-convergéncia equivale a gu-convergéncia,

Observamos que os Teoremas 3.2.2 ¢ 3.2.3 coutinuam validos se, ao invés de considerarmos

A a valores compaclos, tomarmos A somente a valores fechados.

§3. Continuidade das Entropias F : F(X) — Fy(IR")

Introdugao

Achamos importanle considerar as entropias K : F(X) — Fy(MR") devido ao fato
de serem uma extensao natural daquelas vistas no Paragrafo anterior. Por outro lado,
quando consideramos a entropia como uma medida de incerteza teutamos avalia-la com a
associacao de algum tipo de ente deterministico (por exemplo, um nimero real ou um con-
junto classico) e desta forma, podemos estar simplificando drastiscamente uma situagao
real se nao levarmos em conta a propria “fuzziness” envolvida no fenémeno em consi-
deracao. Por causa disto é que achamos iinportante estudar com maior profundidade este
tipo de entropia, lentando assiin manipular matematicamente, problemas que envolvern

um alto grau de “fuzziness”, mas sem que isso afete a sua natureza intrinsicamente {uzzy.
g y {

86



Consideraremos em JFg(/R") as métricas usadas no Capitulo I, as quais estendem
a métrica de Hausdorff sobre as partes compactas de P(IR"). Como anteriormente, dq
denota a métrica uniforme sobre F(X') e X é munido da estrutura de espago de medida

finita.

Antes de analisar a continuidade das entropias a valores em Fo(JR™) consideramos o

seguinte:

Lema 3.3.1. Seja ¢ qualquer tipo de convergéncia sobre F(X). Se
E : F(X) — FAu(iR") € uma aplicagao entao tem-se que E é ¢ L-continua (i.e.
fo —f = E(fu) L, E(f)) se, e somente se,

B, P(X) — Po(IR™) ¢ c-1I-conlinua para cada a € (0, 1].

Demonstragao:

(—) Seja E c-L-continua. Se f, — [ entdo temos que FE(f,) L, E(f).
Logo N H(LaE(fa), LaE(f)) =0 Ve & (0,1]

Portanto

r}i_{&H(Ea(fn),Ea(f)) =0 Va € (0,1], e como conseqiiéncia

Eo(fa) I Eo(f) Ve € (0,1], isto é Eq é, c-H-continua Va € (0,1].

(«) Seja E, c-H-continua, Va € (0,1]. Se f. — [ entdo L.(f.) — E.(f) ,
Ya € (0,1]. Logo, Ir}lﬂj\oﬂ(E'c,(fﬂ),Ef,(f)) = 0 , VYa € (0,1]. Portanto,
nli_l.lgoH(LaE(fn),LaE(f]) =0, VYa(0,1]. Enlao, £(f,) Ly E(f) e portanto [ é ¢

L-continua.
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Salientamos que o essencial; na demonstragao do resultado acima, nao é o tipo par-
ticular de convergéncia sobre F(X), senio o fato de poder traduzir a ¢-L-continuidade
via a ¢-H-continuidade em cada nivel. Com isto em mente podemos agora cstabclecer
condigées necessarias e sulicientes para co;lt,inuidade de entropias a valores em Fo( ™)

construidas a partir da integral de Aumann-Ralescu para varidveis fuzzy aleatérias.

Teorema 3.3.2. Sejam (X, A, ¢} um espago de medida finita e A : [0,1] — F (")
uma fungdo M F-normalizadora ndo-negativa {no sentido que cada &, ,o € (0, 1] é nio
negativa). Se A é dp-L-continua entio a entropia F definida por:

E(f) = (A—R) fA(f) , com f € F(X) p-mensuravel, é dp-L-continua. Além disso, a

reciproca é verdadeira sempre que A seja a valores fuzzy convexos.

Demonstragao.

Pelo Lema 3.3.1 anterior, ¢ claro que basta provar que cada E, : F(X) — Py(IR")
¢ dy-H-continua, a € (0, 1.
Como Ea(f) = Lak(f) = (A) [(Af)a, entdo temos

H(Eo(f), Ealg)) = H((4) [(AN)ar (4) [(A9)a)
< [H(ADa, (29)a) (32)

onde (Af)q : X — P(IR") é definida por (Af)a(z) = AL(f(2)).

A desigualdade aparecendo em (3.2) éobtida usando Proposigao 1.2.17. Sendo A dy-
L-continua, entdo A, é do-H-continua, Vo € (0,1]. Por isso € por {3.2) conclui-se que
E, é dy- H-continua Yo € (0, 1], e assim F é dy-L-continua.

Suponhamos agora que A seja a valores [uzzy convexos, isto é, A(t) € fuzzy convexo

Vi € [0,1]. Neste caso {Al), é a valores convexos, Va € (0,1] e portanto A é dy-L-
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continua {‘leorena 3.2.1).

Uma pergunta natural que surge é saber guando uma entropfa, a valores em Fof #27),
€ do-H"-continua. Usando o Teorema 1, podemos estabelecer condigoes para a do-1{-
continuidade das cntropias que 530 construidas a partiv da integral de Aumann-Ralesen,

sendo o nosso resultado o seguinte:

Teorema 3.3.3. Sejam (X, A, ) um espago de medida finita e A : [0, 1] — FK( ")
uma fungao M F-normalizadora com supp A(1/2) compacto. Se A é dy- H*-conlinua entio

a entropia F : F(X) — FKp(J*} definida por
E(f) = (A-R) / A(f) com [ € F(X) f-mensuravel

é do- H*-continua.

Demonstragao: Primeiramente notemos que se {(f) € uma sequéncia em F(X) tal que
Si 2 f (para algum f € F(X)) entio A(fi) 25 A(S) (3.3)

Por outro lado, como A(fi(2)) < A(fipe)(z) = A(1/2) Vz € X, entdo, para cada

a € (0,1] tem-se '
LaA(fi)(=) C© LadM(1/2) € supp A(1/2)
com supp A{1/2) compacto. Logo,
sup ||yl < Hsupp A(1/2)]] Ve € (0,1], Ve € X.
vELa Ay )()

Usande (3.3} e o fato que h{z) = ||supp A(1/2)||, é integravel podemos conciuir, pelo
Teorema 1.3.9, que (A—R) [ A(fx) A, (A—12) { A([) e portanto, £ é dy- H*-continua.
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Vimos no Capitulo I, sobre FA ("), temos diversos tipos de convergéncia, Por
exemplo, em [40], Kaleva prova que, sobre a subfamilia FS5.(MR") de FKo{/R") formada
pelos conjuntos fuzzy superiormente semicontinuos e com niveis convexos, valem os se-
guintes resultados:

(1) H*-convergencia implica L-convergéncia.

(i1) If"-convergéncia implica S-convergéncia.

Se em particular, nos restringimos a subfamilia FC(R")NF S (IR") de elementos concavos
de FS.(IR") vale o resullado reciproco de (i). Além disso, sobre FC(M™) N FSW(HRM)
vale o resultado reciproco de {i1) [42].

Assim, H*, 5 e L s3o equivalentes sobre FC(IR") N FSM(R").

Num trabalho recente [52], Quelho introduz a nogao de I'-convergéncia de De Giorgi
e dd condicdes sob as quais estes quatro tipos de convergéncia sio equivalenies. Em nosso
caso a [-convergéncia é traduzida na convergéncia dos hipografos no sentido de Kura-
towski e, tal convergéncia, coincide com a conveL:géncia, na métrica de Hausdorl{ para
seqliéncias de conjunlos compaclos sciupre que 0 cspago seja compaclo ou que o espago
seja localimente coimnpacto e a sequéncia estando contida num compacto.

Estamos interessados no estudo de entropias construidas a partir da integral de
Aumann-Ralescu para vatidveis [uzzy alcalorias via uma funcao M [-normalizadora

A [0,1] — FEK(IR"). Assim, para cada f € F(X) temos
Af(=)) € A(LJ2) , Ye€ X.

Se supp A(1/2) é compacto entdo para seqliéncias (fx) de F(X) temos
Us supp A(fi) C supp A(1/2).

Se, além disso, A{t) € Gy entdo sdo equivalentes:

AR 25 AW LA 22 A L AU 5 A LA = A L B Assim,
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L LS . . . L
¢ inleressante, estabelecer condigoes para que nossa entropia (S} = (A- 1) J M) soja
a valores concavos pois, nesse caso, podenoy usar a eqiivaléneia enlre as convergineias,

Afim de conseguir isto estabelecemos o seguinte:

Teorema 3.3.4. Seja F': X —+ F Ky (#") uma varidvel fuzzy aleatéria. Se para cada
x € X, I'(x) é concavo entdao (A—R) [ I é cdbncavo, Além disso, se F'(z) € G1{d) , Vz €
A, entdo (A—R) [ F € G1(0), onde G1(0) = {f € G, : L.f = {d}].

Demonstragio:
Sejam f* = (A-R) [Fe 7€ R Se f*(&)=ap e f(§) =foentao T € L, f e
§ € Lg, f*, mas Loo [* = (A) [ Fuy € Lgo[* = (A) [ Fy, logo & € (A) [ Foy € § € (A) [ Fg,.
Usando a linearidade sobre multiplicagées compactas temos que para cada A € [0, 1].
A+ (1= M€ (A)/,\Fa,,+(1 — A} Fy,. (3.4)

De outro lado afirmatmos que

(A) [ Ao+ (1= N)Fa, € [ Fraoionysn (3.5)
De fato; se @ € F, (x) = Lo F(z) e be Fg({z) = Lg, F(z) entio F{z)(d) > og e

—_

F(z)(b) 2 fo logo

F(z)(O0@ + (1 — Nb) = AF()(@) + (1 — M) F(z)(8) (F(z) é cdncavo, Vz € X)

i.e.

-y

PG+ (1 — M) = Aag + (1 — M)fe.

Dai AG+ (1 = Mb € Linet(1-2)8F (%) = Froor(1-3)5 () € temos provado que
’\Fﬂro(w) + (1 - A)F:@u(m) g F)kafo-l-{i—)‘]ﬁn(“r)
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Com isto € claro que a afirmagio (3.5) vale.
Juntando (3.4} e (3.5) obtemos
AT + (1 = X)F € (A) [ Prag+(i=njpe  © qual significa que A&+ (1 = M) € Laogr(i-ajpf ™

isto é
FOAZ+ (1= A)j) 2 dao + (1 = A)fo = Af"(z) + {1 — M) J(y)
o que prova que f* = {A—R) [ F é céncavo.
Se temos, adicionalmente, que F(z) € Gi(0) , Vz € X entdo L f* = (A)[F,
onde Fi(z) = LiF(x) = {6} Vaz, tendo assim que Ly f* = {d} o que implica que

(A—R) | F € 6,(3).

Como consequéncia dos resultados obtidos acima podemos enunciar o seguinte:

Corolario 3.3.5. Sejam (X, A, ¢) um espago de medida finita e £ a entropia definida
por
BUf) = (A=) [ A)

onde A : [0,1] — G,(8) € FAL(#") ¢ uma [uncio normalizadora ndo negativa. Sao
equivalentes:

(1) EF é do-H*-continua

(i) £ é dy-S-continua

(iii) £ € dy-L-continua

(1v) E é dg-T'-continua
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(v) A é do-L-continua.

§4. Convergéncia de Entropias,

Introdugiao

O objetivo deste Pardgrafo € dar as ideias e resultados basicos relativos aos proble-

mas de convergéncia de entropias, mencionado no inicio deste Capitulo).

Em primeiro lugar, estabelecemos condigGes para obter convergéncia de entropias
do tipe Knopfmacher [27] e Batle-Trillas [40]. Depois estendemos os resultados para as
entropias multiavaliadas que foram introduzidas no Capitulo anterior as quais foram con-
truidas a partir de integrais e fungoes normalizadoras adequadas.

Continuamos o nosso trabalho, observando que F(X) pode ser munido de uma cs-
trutura de espago de possibilidade (ver Capitulo 1) obtendo assim uma extensao natural
da estrutura de espaco de medida sobre X. Com isto podemos utilizar a integral de Su-
geno associada a uma medida de possibilidade como uma ferramenta para a analise da

convergéncia das nossas entropias.

O nosso primeiro resultado mostra que, para as entropias de tipo Knopfmacher [27],
a convergéncia pontual de entropias é, essencialmente, equivalente & convergéncia pontual

das fun¢bes normalizadoras que as definem:

Teorema 3.4.1. Sejam (X, A, ) um espago de medida finitae A, Ay : [0,1] — R* (k>

1) uma sequéncia de fungoes normalizadoras tal que Ax(1/2} < K Vk>1 (onde K é

93



uma constanle positiva).

Se para cada &k > 1, Ey(f) = [ Ax(/)dp define a entropia associada a Ay
entdo, Ei(f) — L) = JA(S)dp , V[ € F(X) p-mensuravel se, e somente se
A{t) 25 ALY, VEe(0,1).

Demonstragéao:
(=) Seja Ex(f) — E(f), Vf € F(X) g-mensuravel. Dado ¢y € [0,1] consideremos

folz)=to, Yz € X. E claro que fo é p-imensuravel,

Bu(fo) = [ Oulfodi = Mltolu(X) ¥k 1, e
E(fa) = f Alfo)dp = Altop(X)

Usando a hipdtese temos que Ag(to)u{ X ) — A(lg)u{X) e conseqiiéncia
Ak{tg) — A(to).

(«) Reciprocamente, suponhamos que Ag(t) — A(#) , Vi€ [0,1]. Consideremos
qualquer f € F(X) p-mensuravel. I claro que

ALN@) 5 A(f)e) , Ve [o,1]

Aléem disso,

AL <Ay = AL/ < K, VE> L

Sendo que o espago X ¢ de medida finita entao podemos usar o Teorema de Convergéncia

dominada e obter que
D) = [Adfydp— [ a(f)dp = B(f)
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Usando o Teorema 1.1.17 podemos provar, no contexto fuzzy Batle-Trillas, um re-
sultado analogo ao Teorema 3.4.1. Oblemos assim, neste contexlo, que a convergencia de
entropia é, essencialmente, equivalente a convergéncia das fungées normalizadoras que as

definen.

Teorema 3.4.2. Sejam (X, A, ) um espago de medida fuzzy finita e

A A - [0,1] — RY (k> 1) uma seqiiéncia de fungdes normalizadoras mensuriveis tal
que Ag(1/2) < (X)) , Yk 2 1.

Se a medida u € F-continua, entdo sho equivalentes:

(1) B = foude — E(f) = fA(g , | € F(X) pmensurivel.
(2) Ax(t) — A(t) , VE€ [0,1].

Demonstragao:
(1) — (2): Para tp € [0,1] definimos fo(z) =t; , Yz € X. Entdo, por hipdtese

Eulfo) = fAulfo)du — fAUfobdp = E(So)

isto é,
Fautoldr — fA(t0)dn.

Logo,
Ar(to) A pu(X) — Atg) A u(X) {por 1.1.4)

Portanto Ag(le — A(do).
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(2) = (1) Se f € F(X) entdo
Ay =5 A=) g,
== A[) = A(J)  (pois p(X) < oo)

Entdo, pelo Teorema 1.1.17,

JiAk Ydp = Ex{f) — E(f ]LA Yy

Vejamos agora como estes resultados podem-se extender a entropias multiavaliadas.

Teorema 3.4.3. Sejam (X, A, ) um espago de medida fuzzy finita e

AAg 2 [0,1] — Py(dR™) uma sequéncia de fungées M-normalizadoras, mensuraveis,
nio-negativas, com valores compacto—convexos e tals que ||Ax(1/2)|| < K , VE > 1
(A constanle positiva).

Entao sao equivalentes:

(1) Be(f) = (A) S Au()) 5 E(f) = (A) [A(f) , [ € F(X) p-mensurdvel.
(2) Ax(t) 22 AE) , Ve o, 1).

Demonstragao:

(1} — (2): Dado ¢ € [0, 1] define-se fo(z) =1ty , Va € X. Logo,
= (4) [ Balfo) 2 (4) [ L) = BLfo)

islo €,

Ax{to) 25 A(to).
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por serem A, Ay a valores compacto—convexos,

(2) = (1) Dado f € F(X) p-mensuravel, entéo

H

M) 25 A () por (2).

Além disso,

AN = K VE2 1

Do Tecorema 1.2.24 de convergéncia domiinada para correspondéncias, se segue o resuliado.

Finalmente, vejamos a extensio destes resultados a M F-entropias.

Teorema 3.4.4, Sejam (X, A, ) um espago de medida finita e A, A, : {0,1] —
F Ko(IR™} uma sequéncia de funcdes M F-normalizadoras, ndo-negativas, com valores

fuzzy-compactos e fuzzy—convexos (ou simplesmente, fuzzy—compacto—convexo) tais que
sup ||[LoaBi(1/2)|| £ K, Vk > 1 {Kconstante positiva).
Entao sao equivalentes:
(1) Bu(f) = (A=R) [ Dl f) = E(f) = (A-R) [ A())
(2) Au(t) = A(t) , Ve o, 1).
Demonstragao:
(1} — (2): Dado ¢y € [0,1] e seja folz) =ts , Vo € X. Logo,

Eulfo) = (A=B) [ Aclfo) L (A=R) [ Afo) = E(f)



Portanto, pelo Lema 3.3.1,

LoBelfo) = (A) [(Afoda 25 (A) [(Bfo)aB(fe) Vo€ (0,1]
Assim, |
(4) [(Ato)a - (1) [(A(t))a Vare (0,1]

Logo
LaOi(to) 25 LaA(ty) Va € (0,1],

pela fuzzy-compacto-convexidade de A, Ay.
Segue que
D(fo) == Allo)

(2) — (1) Reciprocamente, se A(f) L A{f}y Vte|0,1], entdo dado [ € F(X),
tem-se que:

A(H)(x) -5 A(f)(w) Vo€ X,

Logo
(Aef)e =5 (Af)e , @€ (0,1] (pelo lema 3.3.1)

Agora, como sup||LoAr(1/2)]| £ K VEk > 1 , usando o Teorema 1.2.24 de convergéncia

dominada para correspondéncias, tem-se que

(4) [(aef)a 25 (4) [(ADe Vae (0,1

ou seja que

LG(A—R)/Ak(f) A, Lo(A=R) /(Af] Vo € (0, 1]

Portanto

Ef) = (A=R) [ Aulf) o B(J) = (A-R) [(af)
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Um teorema andlogo ao ultimo obtemos para convergencia em relagio a H”.

Teorema 3.4.5. Scjam (X,.A,px) um espago de medida finita e A A, ¢ [0,1] —
FRG(IR") uma seqiiéncia de fun¢des M F-normalizadoras, nao—negativas, com valores

fuzzy—-compactos e tal que
sup |[Ladi(1/2)|| € K, Vk 21 (Kconstante positiva).
cr

Entao

sty 5 A e 0,1 = Eulf) = (A=) [ 8uf) D E(f) = (4-R) [ ()

Prova: Conseqiiéncia direta do Teorenia 1.3.9.

Observagdes:

a} Até aqui temos uma visdao de convergéncia de entropias reals em relagiao a con-
vergéncia das fungdes normalizadoras.

Agora, pode-se abordar o problema de modo diferente, por exemplo, tentar munir
ao espago F(X) de uma estrutura de possibilidade.

Por exemplo, se (X, A, 1) € um espago de medida finita, para A C P(F(X)) defini-

1Mmos;

supreqa{f fdu} se A# ¢

0 sec A=1¢

R(A) =

i) E claro que I é uma medida de possibilidade sobre F(X).

11) I é extensdo natural de g no sentido que:
A€ A= x4 € F(X) e x4 p-mensuravel
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Tomando A = {x4} C F(X) temos que

i(A) = /;mdﬂ = p(A).

i

b) No contexto das medidas de possibilidade, podemos provar que:
1) g-convergencia = gs-convergéncia
1) gui-convergéncia = p-convergéneia

iii) p-convergéncia & (p-média)-convergéncia  (ver [46]).

¢} Qutro exemplo de medida de possibilidade sobre F{X) é considerar uma medida

concentrada em algum subconjunto Ay de F(X), ie.

0 se ANAg=¢
m(A) =
1 se ANAg# ¢

Neste caso, analisar a convergéncia £, — FE equivale a analisar o que aconlece
sobre Ag, localizando assim o problema.
Poderia ser interessante esta ultima observagio ja que na pratica, seria equivalente

a fixar certos critérios.

Comentario: Outras generaliza¢des poderiam ter sido analisadas e muitas outras per-
guntas poderiam ter sido feitas, mas tudo deve ter um ponto de parada e escolhemos este
para nossa dissertagao. Poderiamos dizer que tal escolha tenha sido subjetiva se outros
fatores nao foss@intao objetivaincate ninplacaveis.

De qualquer forma o ponto de parada desla estapa sera o ponto inicial de outras
etapas e problemas em aberto como o que se segue serdo posteriormente analisados.

P,) A extensdo de M-entropias ¢ M I™-entropias a valores em Po(A) e Fo(X), respec-

tivamente, sendo X um espago normado de dimensao arbitraria pode ser realizavel, uma
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vez que trabalhos recentes de Greco fornecem pistas para a equivaléncia da I'-convergéncia
e H*-convergéncia em espagos mais gerais.
Em particular, podemos tentar extender nossas entropias a espacos de Banach via

integral de Bochner.
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