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08 Estatutes do Homem

I ., Fica decretado que agora vale a verdade,

I

IXT

*

gue agora vale a vida,
e gue de miocs dadas,

trabalharemos todos pela vida verdadeira

Fica decretado que todos os dias da
semana,

inclusive as tergas—feiras mais

-ginzentag, tém direitec a converter-se em

manhd de domingo.

Fica decretadeo gue, a partir deste
instante,
haveri girrassdis em todas as janelas,
gue os girrassdils terdo direito
a abrir-se dentro da sombraj;
e gue as janeias devem permanecer, o dia

inteiro,



abertas para o verde onde Cresce a

esperanga

_Parégrafm vnico . O homem confiara no homem

como um menino confia em ocubtroe menino.

Paragrafo Unice . 8& uma coisa fica proibida:

aAmar sSem amor.

Thiago De MNellg
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INTRODUCAO

Teorias matemdticas de  populagdes tém sido
qualitativamente e efetivamente usadas em muitas situagdes nos
Gltimos 200 anos. Elas téﬁ aparecido em multeos estudog
importantes de populagdes, tals como: Populagdo humana e
populagdes de animais, células, viroses e bactérias.

Varias caracteristicas das populagées podem ser
analisadas, dentre elas destacanos:

12 ) ©  crescimento e a estrutura de idade
conslderando-se a natalidade e ; mortalidade,

2‘g ') A manelira c¢omc as varias caracteristicas
individuais se propagam de uma geracdo para a outra.

Além disso, a difusio de fendmenos contagiosos tails
como doengas, moda 2 informagio podem ser estudados por meio
de analise matemdtica.

Finalmente, a dindmica de vArias populacdes
interagindoe pode ser analisada; teorias de interag8o tém se

tornado utels com o estudo recente de sistemas ecoldgicos e



astruturas econdnicas e soclais.

Ho capitulo I deste trabalho, fizemos uma breve
descri¢§o dos moedelos de crescimento populacional.

Nb capitulo II apresentamos uma nodelagem matematica
para uma populagdo com estrutura de idade onde serio
destacados os seguintes itens:

{1} A eguacdo de'SharpeuLotka

(ii) A equagado de Mckendrick

(iii) A existénecia de uma distribuicgio estdvel de

idade ( due é importante guande estudamos o
copportamento assintdtico da populagio ).

Nb capitulo  IIT apresentamos alguns exemplos de
aplicagdes da teoria de dindmica populacional estudada, HNo
exenplo I 'descrevamcs,-primeiramente, o crescimento celular
de uma cultura de nicrdbios, gue apresenta crescimento
malthusiano cu verhulstiano dependendo das condigdes de tenpo
e espage consideradas. A seguir, estudamos um modele onde
wutras caracteristicas da populagdo celular, como, por
exemplo, volume, massa ou guantidade de DNA podem ser medidas
guantitativamente através de seu numerce, e nesse momanto é
iﬂtroduzida o fator idade.

No exemple II estudamos um modelo de doengas
verticalmente e Thorizontalmente transmissivels que sera

exXprasso por I sistema ndo—~linear  de sguagotes



integro-diferenciais cuja solugdc serd obtida utilizando a
teoria linear cléissica da eqﬁagéo de HMckendrick.

No exemplo III comegamos estudando, primeiramente, o
canibalismo onde vamos supor que somente os recém nascidos
estdo sujeitos & predaclo; verificamos gque se a taxa de
natalidade é suficientenente grande, existe uma solugio de
aquilibrio; a seguir, estudamos predagio entre duas espécies
distintas onde a predacdo ocorre de maneira indiscriminada, ou
geja, todos elementos da populagéo tém a mesma chance de serem
predados.

A teoria de duas espdécies competinde pelos WESMOS
recursos desempenha um  papel extremanente lmportante,
atualmente, na ecolegia aplicada e tedrica. Assim, no
exeiiplo IV apresentamos um modelo de competigio entre duas
sspécies com estrutura de idade.

Finalmente, apresentamos uma simulagdo numérica para
o problema de ﬁinémica.jpopulacional com estrutura de idade
onde implementamos computacionalmente um mneétodo apresentado
por LOPEZ e TRIGIANTE, o gual utiliza diferengas finitas
atrasadas para a discretizagdc da idade no intervalo
conslderado e formula de\quadratura { no nosso caso, a Regra
de Simpson 1/3 ) para o cdlculo numérico da integral dada

pela condigdo de fronteira.



CAPITULO I

DINAMICA POPULACIONAL

Embora o uso de wmatemdtica date pelo menos de
Fibonacel, © gual em 1202 ﬁropés sua famoga segquéncia de
inteiros para modelar o crescinento da populagic de coelhos;
umas das  primeiras tentativas de wusar matemdtica para
descrever o crescimento de uma populagdo humana vem desde o
final do século XVITI, & um dos modelos mals fanmiliares foi
proposto pelo economista inglés T. R, MALTHUS.

A hipdtese béasica ée Malthus era gue a taxa
instanténeé de .crescimento de uma pépulagéo humana era
proporcional ac tamanho da populagdo, portanto a populagio
humana cresceria exponencialmente, sem nenhum obstécule, ou
seja, seu modelo supunha a vida, sem fome, pragas, guerras e

gqualguer catastrefe.



MODELOS DE CRESCIHENTO POPULACIONAL

1.1.1. MODETLGO MALTHUSIANG

0 medeld sugerido por T. R. Malthus hd mais de 200

anons, em 1798, supunha gue a taxa de nascimento N e de morte

M por unidade de populagdo eram constantes. Entdo seja P(tL)

o tamanho de uma dada populagdo no instante t,

o4

& guando

Portanto,

P(tH+AL) = P(L) + N.P(t);At - M.P{Et)}.At

P(t+At) - P(E) = (N =M ) . P(t)
AT

At 0, temos

(N -M) . Pp(t) [1.1]

i

d P(L)
at

A solugédo da Bquacdo Diferencial Ordinaria (E.D.O)

[1.1] & dada por:

P (t) =  P{O0) . e | [1.2]



onde ¢ = N - M & chamado parimetro malthusianc e P(0) & o
tamanho da - populagdo no instante t=0, claramente, 0

compeortamento de P{(t) depende de «o,.

Se N>M ( i.e.:, o indice de natalidade 4 malor gue o

de mcrtalidade'), a populacio cresce exponencialmente com o

tempo. [ Ver figura 1.1 ]

S¢e N = M ( il.e.:, o© indice de natalidade e
mortalidade coinclden ), P(t) = P{0) =&, portante, a populagido

nidc varia. [ Ver figura 1.2 ]

Se N < M a populagdc diminui e tende & extingdo a

medida que t cresce. { Ver figura 1.3 } | [1}

Py T P> T

; PO

PCoD

fig. 14 fig. 1.2
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fig. 1.3

¢ meodelo malthusiane acabou ndo se revelando
eficiente para estimativas populacicnais, a longo prazo, en
paises desenvolvidos. Entretanto, seu alerta continuou
influenciando © pensamento econémico durante nuito tenpo. A
lei de HMalthus serve, no . entanto, para estimativas
populacionais a curto prazo em paises do terceiro mundo, além
da g2  mostrar apropriada para cartas populacdes de
micreoorganismos em periodos limitados de tempo. -

No entante, o modelo matemdtico da lei malthusiana

T

falha pelo fato de prever crescimento populacional cada vez
- major, se 6 parém&trc malthusiano for positivo, o que néo
|
representa a realidade.
Foram numerosas as modificacdes do modelo devido a
Malthus, uma das wals importantes fol proposta pelo socidloyo
belga P, ¥, VERHULST em 1838. Ele afirmava dque uma populagio

humana ¢ senpre predisposta a uma série de cbstédcules para o

sey crescimento e gue a sua guantidade tendia assintoticamente

a um valor constante, & medida que o tempo crescia.



1.1.2 HODELO VERRBRULST I ANCO

Levando em conta os fétores inibidores tais como:
fome, guerra, condigdes sanitdrias, além de ocutros, como
precarias situagdes de moradia, poluigidc ambiental os gquais
afetam de wmodo sistemdtico o crescimento populacional,
Verhulst propds uma modificagdo na eguacdo original do Modelo
Malthus.

BEste modelo de Verhulst supde gue a populacgdo de uma
certa espécie, vivendo num determinado meio, atinja um limite

naxine sustentdvel, dado por:

4
i

lim P(t) [1.3]
t» o ' _ ;

Ccnsideré ainda gue a variagic de populagdo esteja
sujeita a um fator inibidor de propbrcionalidaﬁe. ou geja, é
preciso gue a equagdo incorpore a queda de crescimento, a
madida que a populagdo crescga.

Ele asauﬁia gque a taxa de natalidade decrescia e a
taxa de mortalidade crescia linearmente com © tamanho da
populagdo . |

A taka de natalidade M(t} era dada sinplesnente
pela equagdo

N(t) = N - N .P(t) | [1.4]



e a taxa de mortalidade M(t) era da pela equagdo

M({t) = M, o+ M . P(t) [1.5]

Pértanto,
d Pt} = [ N{(t) =~ M{(ty ] . P(t) [1.6}
at
antdo’
g pty =  + n) N T Moo ey LRty [1.7]
at N + M
i 1
colocando
r. o= M + N e a = Nﬁ B Mﬁ
! ! N ¥ H

a equagao [1.7] se reduz a

d Bty = r.{(a ~ P).P, [1.8]
at

denominada  EQUACAC DE  VERHULST,



Neste caso, o termo

r.a.P{t) € a difersnca entre a

taxa de nascimento e a taxa de mortalidade; --r.P(t)2 pode ser

visto como o fator inibidor do crescimente populacicnal.

Neste caso podenos ohservar gue guando P(L) > a , a

populacio decresce, pois com essa condigde , a derivada de

B(t) &€ negativa.

Resolvendo a eguagao

[1.8]

o tamanho da populagdo em t=0, teremos

supondo guea

- a'Po
B{t) = -
P, + (a - P).e a.r.t

Observacao 1:

{1} Se
P %' a ;mwe P < P+ (a - P).e a.r.t
0 0 0 0

entéo tenos P(t)' < a, assin P{t) nunca excederd

quando o tempo cresce indefinidamente. [ Ver figura 1.4 ]

(i1} Se a >>

-a,r.t>

a o termo

t, a.e > Po

10

-a.1r.t

P{0) = P,

[1.9]

a

P, entdo para valores pequenos de



e portanto

a,PO
P{t) = -
a.e a.r.t
Logo
P(t)= P . e a.r.t [1.10]

0

gue & a EQUAQ%O DE HALTHUS

(iiil) 8e P, > a entdo P(t) > a e se

aproxima de a guandoe o tempo cresce Iindefinidamente.
{ Ver figura 1.5 ] - '. ' : (1,221
i
PcLy 1 PLLd
PLG>
2 ey
£
PO

-
?

fig. 15
fig. 1.4 €

11



1,1.3 CUTROS HODELGS

A segulr serdo apresentados alguns
importantes que foram propostos
M.1 MODELO DE GOMPERTZ (1325)

— = A .P.1n (P_/P), A>0.

{ Ver figura 1.6 ]

M.2 MODELO DE SMITH {1963}

a4 p A . P . ( Pe = P)

at Pw + b . B

onde A e b sfc constantes positivas

[Ver figura 1.7 ]

12

modelos

[11]



M.3

a p

dt

onda

[ Yer

M.4

MODELO DE GOEL, MAITRA E MCONTROLL

— A.P[1'~(P;M)“]
A, o > 0
figura 1.8 )

MODELO DE AVALA, EHRENFELD, GILPIN

13

(1971)

(1973) .
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POLULACAO LIMITE)
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fig. 1.8



"Entretanto, ao examinarros o crescimento
populacional na Terra, vemos ‘um comportamento diferente dos
modelos gue indicam uma populagdo limite. Ocorre gue Pa &
constante aoc longo de determinados periodos da Histdria,
aupentando seu valor com o progresso da populagio. Assin,
antes do advento das ferramantas ( até aproximadamente 10.000
anos atrds), DPo = 10?, passande a Pe = 10° com a Revolugdo
Agriceola e a Po = 10° com a Revolugao Inﬁustriai, E agora, com
o escasseanento dos recursos renovavels prinaipais, gual seré

o valor de Pe ? [ ver figura 1.9 1¥ [1]

revolugdo
agricole

ravolugdo ;
industrial 4
i
!

odvanto dos H

10 tarramenfos 1
1o 1
;

e vt o P WA A S AR masar et A TR PR Gk AU S TR A W s S e

Hoje

. fig. 1.9
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1.2 MODELOS DE INTERACAO ENTRE ESPECIES
1.2.1 COMPETICAO

vamos assumir que exista duas espécies vivendo no
mesmo habitat e denotemos por P, e P2 o nunéro de
individues da egpécie. 1 e 2 regpectivamente gquando a
guantidade de recursos é amplamente suficiente para ambas as

populacdes.

Entao podemos escraver que:

4
d P
1, TP,
dt
g [1,11]
d P
2 v P
- A z T2 r., r > 0

Porém como as populagdes sempre cCrescem € a
disponibilidade de recursos decresce entdo as egquagdes  do

sistema [1.11] devem ser alteradas por ndo corresponder &

realidade.

A hipdtese gue faremos € de assunir gue os recursos

15



decrescen proporcionalmente as populagdes, i.e.:
h1'Px devido a po;:ﬁlaqé’m Pe
_ hz.Pa devido & populagdo P,-
Portanto, hx'P1+ h .P, representa o decréscimo dos

recursos devido a ‘Sl'1 e Pz.

Este decréscimo afeta cada espdcie diferentemente,

assim sua taxa de crescimento pode ser reduzida a:
- - - + uP
r s (h1 Pi ha 2)

1 i

r.,oo- 5.(111.1?1 + hz.Pa}

Teremos assim © seguinte sistema:

( dP1 (E)- [r - s.[h-.P'+ h.P]].P
dt 1 i i k| 2 2 1
[1.12]
4 Lii[ - o [ner, o) ] e
dt’. L2 2 3 1 2 2 2
P (0), P(0) # 0O
k

Utilizando as eguagdes do sigtema [1.12] podenmos

16



estabelecer uma relagio entre P1 e Pz, a saber,

s
2
Pl(t) _ K.e (1:'1..9_:2 - ra.sl).t
s, '
P, (E)
s
P (0) %
onde K =
S1
PE(O}
Observacao 21
(1) Se LS, = I8 > 0 e}
Sa
. P (t}
1im 3 = @
to o Pz(t) 1

De [1.12] podemos observar gue se

s . h .P(t) = r guando t —3 w egntio d Pi(t)
3 1 H 1 mwm < O

portanto Pi(t) ¢ limitada e concluimos que Pa(t) — 0

17



gquande t —— w .
Entdo, a primeira equacido do sistena

reescrita como

[1.12]' sera

d e, (t) _ | |
gm;:wwm [?1 ~ Sz‘hz'szt)] . Pl(t) 131.313]
a2 resglvendo encontramos
Pi(O) . r1 [1,14]}
P(t) =
_r ’t
e 1 . r, - 8. h1‘P1(G) + Sz°h1‘ Pl(O)

entdo, gquando € — =

e

P, (t)

Assim, podemos concluir gque ses

i8



antdo B val & extingdo e P converge assintoticamente a

ri
hi.s!
’ -“ + 3 - 'Y << 0
{11} e r.s, T,
Ugande raciocinie andloge a (i) chegarianos
saguinte conglusio:
e
1 < 2
T B, — .8 < 0 & e 3
1 2
entdo P vail a extingdo e P, converge assintoticamente a
3:'2
vh
Bavly
. - r.s = 0 entéio
{i1i) Be T, .8, 275,
S
2
r Y P,
1 = 2 = « > = X
s 2y
! 2 P

19
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Neste caso podemos analisar trés situacdes

= t .
{a) Se o = > hl.Pi(t) + h?,‘Pa(t)

para t— = entdo r > S1‘[h1'Pz + hﬁ.Pg} .

, a P
55 - h wP + h tP > {) = . S > 0 8
I B S | 272 ai
a p e g , .
analogamente "2 > 0. Portanto P (%) e P_(t)

dt

sera0 senpre crescentes e limitadas e preservariio a relagfo :

8 s
2 1
P = K . P,
&
(b} Se o = 5 = h1°Pa(t) + hg.Pg(t)
para T3 w entéo d Pi = Md P == 0]
dt dt

concluinmos que Pl e Pz sd&o constantes,

20



T
() Se o B e < h1'P1(t) + ha‘ya(t)

para t-  «© entdo d P < 0 e d P, < 0.

dt dt.

Portanto P1 2 Pa serao decrescentes e  tenderdo

assintoticamente aos valores constantes ?1 e ?é tais gue:

& 8
= T2 _ = 1
P1 = K. P2
[2a]
1.2.2 PREDACAO
PRESA - PREDADOR { LOTKA - VOLTERRA)
Seiamn 2 e P o nuimero de individuos da

i 2

sgpécie 1 (presa) e da espécie 2 (predadores) respectivamente.

| Se a segunda espécie ndo esgtiver presente, a
primeira grésce a uma taxa r > 0. Vamos supor, agora, qgue a
primeira espécie nido esteja presente entdc a segunda morre por
falta de alimento. Nesse caso, podemnos supor que a taxa de

crescimento € negativa, e vale -r_.

Asaim, Se cada egpacie for considerada

21



separadamente, teremos:

4 Pz
e = F, - F
“ap [1.15]
2 ,
i dt T, o Pz

Considerencs o casoe no gual ambas espdéoies vivem no
wesmo habitat e gue a espédcie 2 se alimenta da espécie 1,

Nesge cabo, r, decresce £ - r, cresce. Se a espécie 2 &

mais abundante entdo - r, cresce mals rapidamente. A fin de
representar estas relagdes de uma meneira mais simples podencs

SUpoY que ¥, decresce sm prorporgdo a P por uma guantia

2?
v,-B,, € gue =~ Y  Cresce em provrporgdo a P, pela guantia

"geupl. Entdo teremos o seguinte  sistema de  eguagdes

1

diferenciais:

dP1 [ )
”-{';-[;“ = I.’1 - v it P 3 . P 1
[1.16]
dP2 ( )
e = e rg + 3’2 - Pl * Pz
dat \, /

22



As constantes r, e r, represantam as taxas de
nascimento @ mortalidade das  espédeles i = .2
regpectivamente, quanto 7, mede a susceptibilidade da
espécie 1 a predagdo e ¥, mede a habilidade de predagio da
@gpé&ie 2. O modele descrito pelo sistena [1.16] & conhacldo

por: MODELO PRESA -~ PREDADOR { LOTKA ~ VOLTERRA}.

PRESA ~ PREDADOR { KOLMOGORGY )

{ UM MODELDO GEWERALIZADO )

A, N. KOLMOGOROV generaliza o sistema de
LOTKA ~ VOLTERRA, abolindo completamente as formas explicitas
das caracteristicas das espécies e das relagbes Tuncionais de
suas interacdes e usando hipdteses gualitativas. O médalo

geral & dado por

d P1 :

dt 1 . i i 2
ap,

at

23



Mo modelo de KOLMOGOROV ndo sdo feitas, a priori,
suposicdes acerca das formas particulares de A, V & B. Para
estas fungdes s&o consideradas egsenclalmente suas
caracteristicas bioldgicas:

a) a( Pz ) € decrescente: 326) > 0 > A{=}. Estas
restricdes podem ser interpretadas da seguinte forma: na
auséncia do predador ( P, = 0 }, o coeficlente de natalidade
da presa diminui com o aumento da populag@o ( populagic
inikida )}, indo de wvalores positivos para valores negativos;
isto significa que a populagéo das. presas agsune
caracteristicas de uma competicdo para yvecursos limitados.
Asgim, esta populagdo & establlizada num nivel dado por

A (P )=0 (P, =0)

b}y B ({ P, ) @& crescente com P ; B{0) < 0 < Bf{w).
A taxa de crescimento da populagdo dos predadores val de
valores negatives ( com a falta de alimentos } a valores

positives.

ey v { P ) >0 para P >0 e V(O)wﬁ'{trophic
function ou resposﬁa funcional dos predadores a densidade da
populacdo de presas). Alguns tipos mais frequentes para

funcgdes trophic em sistemas do tipo presa-predador cldssico
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sd0 dados na Ffigura 1,10,

e i A P v el B Y T S fo oo s

5 F
{a) mvertabrodos & ! {b) mplusces ! (v} vertebrados

glguns  peaixas
fig.1.10

Nos modelos de dinimica populacional apresentados,
até o presente wmomento, a Variagéé da populagdo era
considerada unicamente como fungdo de tempo , © due nos

Ffornecia equagdes difervenciais ordindrias.

Vanos, agora, construir um nodsle de crescimento da

populagdo dependente também da idade.
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CAPITULO IIX

HODELAGEM MATEMATICA
PARA UMA POPULACAQ

CoM DEPENDENCIA DE  IDADE

Modelos wmatemdticos descrevendo a evolugdo de
populagdes com estrutura de idade tém recebido crescente
atengdo nos ultimos anos por parte de bhidleogos e matemdticos,
De fato, as taxas de fertilidade & mortalidade estado entia o8
pardmetros DbAsicos na teoriaﬁ da dindmica populacional e
denmografia e os problemas watemdticos que surgem séo
interesgantes ¢ desafiantes.

Heste sapitulo vamos considerar o problema da
determinagdo do tamanho futurs e a distribuig¢ido de idade de
una populagdo. Embora populagdes possam ser vistas de maneiras
diferentes, para os prdpositeos deste capitulo una populagdo
gerad Gonsiderada come uma colegdo de individuos subdivididos

en grupos de ldades distintas.
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A estimativa do tamanho e conposicgdo de idade de
varias populagdes bioldgicas € um assunto significativo. Por
exenplo, tais informagbes s@o necessdrias no planejamento do
uso de recursos naturals renovavels: politicas econdmicas e
educacionais a longo prazo: alimentac¢do, saude, habitagdo,

Como vines nos modelos anteriores ndo é considerada
a influéncia da composicdo de idade da populagdo no seau
desenvolvimento. Esta serd uma primeira preocupagdo deste
capitulo. |

Consideraremos também o tempo come sendo uma
varidvel continua . |

Um dos primeiros 'modelmé de tempo continuo sobre
teoria do crescimento populacional com estrutura de idade foi
introduzide por A. J. Lotka em 1922 e subsegquentemente
refinado por muitss pe&q&isadores, 0 modelo de Lotka tem
servido c¢ome ponto de partida para mailtas pesguisas  en

dinfimica pepulacional. - {5,14,20]

2.3 O MHODELD DE SHARPE -~ LOTKA
SUA INTERPRETACAC E RESOLUCAO
vamos analisar a dindmica de uma populagdo

considerando ndo apenas o nimerc total de individuos, mnas
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também a sua distribuigio por meic da funglce U(a,t) onde
Ufa,t) & uma fungdo suave de a e t , ndoc negativa definida

ara a , t & 0.

2,1,1 A EQUACAD DE  SHARPE -~ LOTKA

Com a fungfc Ula,t) gqueremes expressar a densidade
{ou distribuigic) de individuos de idade a no  tenpo t.
Entao

2 .
J A Uf{a,t) da 12.3]

i

representa o nimero de individuos com idade entre & e a

{ a, < a, ) no instante t e

L
P{t) = J U{a,t) da [2.2]
0

representa o numerc total de individuos da populagdo. ( Vamos
supor gque L e {0 , «} }.
O ndmero

B(£) = U(0,t) [2.3]
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representa a taxa de feptilidade no tempo t; l.e: o minmero de
nascimentos por unidade de tempo. |

Assumimos que a taxa de fertilidade seia governada
pela lel de nascimento

L
f afa) . Ula,t) da
o

ou seja,

L
B(t} = J Afa) . Ufa,t) da [2.4]
. O

onde Af{a) € o nimero esperado de nascimentos para individuos
de idade a, por unidade de tempo. A equagdo [2.4] & chamada

EQUACAD DE RENOVACAO. 111,14}
Chawmamos

Az [0, L) — R
de funcdéo fertilidade ou ceeficiente especifico de natalidade.
Como iremos ver © comportamento evolutiveo da
populacgio serd completaménte governado pela fungao A, pela
#life table” T [11], & pela distrigﬁigao de idade inic¢ial
g, onde

4
U{a,0) = Ua(a)
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i.e: A, #H e Uo_determinam U{a,t)} para todos os Lenpos
subseguentes.

Uma das idéias centrais em dindmica populacional € a
“life table¥, U, Para una dada espdcie, IM{a) é a probabilidade
de sobrevivéncia para a idade a, 0 s a < L , com L a
nixima esperanga de vida, L € [ O,» ).

Mais precisamente, a "life fable“ T & uma Tungio

suave, mondtona decrescente sobre [0,L) con

H(a) > © , Wo)y = 1 e Lim fla)y = 0
a4 e L

Por convenléncia, podemos permitir que L = o , & en
tal caso, exigimos gque T seja integravel.

O mimero

fH{a)
Tfa, )y = - P 0 = a = T <-L ,
H{t)

é a probabilidade de um individuo com idade a

sobreviver até a idade 1T, & assin

1 - I{a,x)
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¢ a probabilidade de um individuo wmorrer no
intervalo (a,t).

A fungdo p definida em { 0,L ) por

o’ (a)
uia) = -
T{a)
¢ chamada fungdo mortalidade.
Claramante,
1 -~ H(a,ath) = u(a) . h + o(h%)
ou sela, i(a)y . h dd a probabilidade de um individuo com

idade a nmorrer no intervalo de idade (a,a+h) oom um erro
da ordem de h,

Expressamos este comportamento assintético dizendo
gue: a{a) da- é a probabllidade de um individuo com idade a
morrer no intervalo de idade ({a,at+da).

Fodemes escrever 1 em termos de 4. O resultado

BOTa:

H{a) = eaxp [.“J : “fA) da ]
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A probabilidade de sobrevivéncia para a idade a e

entdo morrer durante (a,atda) £ W(a) . u(a) da

em mente, definimos a esperanca de vida , 1 , por:

2 que

vida

a . M{a) . u{a) da

H{a) . u{a} da

Tenos gue

L
J M{a}) . pla) da = 1
o _

L L
I a ., [I{a} . u{a) da = J I{a) da

Logo, teremos a seguinte fdrmula para a esperanga de
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ﬁssim, a hipdtese de il ser Iintegravel guando
L = v & simplesmente para exiglr que 1 seja finita.

para motivar a dedugio da equagdce de evolugdo
fundamental, consideremos os individuos de idade 70 no tempo

16, temos gue:
CU(70 , 10) = U{e0 , 0) . T{60 , 70) [2.5]

Em oulras palavras:
o mimero de individuos de idade 70 no tempo 10 &
igual ao numero de individuos gue tinham idade 60 no tempo

zero multiplicado pela probabilidade de schrevivéncia da idade

60 a 70.
As consideracdes acima sfo validas gquande t = a.
Assin,
U{a,t) = H(a-t) . Ué(a»t) para t = a {2.6]
Quando t = a a taxa de fertilidade deve ser
considerada.

Por exemplo:
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0 numero de individuos de idade 10 no tempo 70 &
igual ao hidmero de individuos nascidos no  tempo 60
multiplicade pela probabilidade de sobreviver 10 anos.

Generaligando,
U{a,t)} = 1M{a) . B{t-a) para D =as=st {2.7]

naturalmente a e [0 ,L).

As egquacdes {[2.6] = [2,7] ddo a distribui¢do de
iﬁade.como fungdo da distribuicdo de idade inimiai e da taxa
de fertilidade.

Tewos ainda, para utiligar a lei de nascimento.

S5e substitulrmos {2.6} =Y 12.7] em [2.4]

sncdontrarenos:

i
B(t) = J Afa) . Uf{a,t) da =
0

t L
J afay . Ula,t)y da + J a{a) . U{a,t) da

t

t - L
j A{a) . H{a) . B(t-a) da + [ afa) . O{a~t,a) . Ué(awt)da
t .

Sejam
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L
p(t) = J Aa) . M{a~t,a) . U (a-t) da
4 : .

k(a) = =a(a) . T(a)

- Teremos, entdo, a squagdo integral

t
B{t) = J k(a) . B(t~a) da + #(t) [2.8]
0 |

denominada " EQUACAC DE SHARPE - LOTKA Y,

Bsta equagdo € uma edquagdo integral de VOLTERRA
linear para a taxa de fertilidade B. { Notewmos gue X
depende somente de a2 e 1, ¢ somente de A, I e a
distribuigdo de idade inicial U(a) ). [ Ver apéndice A]

Uma vez-que [2.8] tenha sido resolvida para B,

[2.6] e [2.7]  poden ser usadas para determinar a
distribuigio U.. 111,14)]

Equagdes da forma [2.8] sdo  também chanmadag
”equagées de éﬁnvolugéb” e poden ser resolvidas

smpraegando-se o método de transformadas de Laplace.
A transformada de Laplace de uma fungio £ ¢ definida

por:

(£)(p) = [ T oePet, £(t) dt
0 .
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para os valores de p para 08 guais a integral converge.
Suponhamos que
i) A fungao
..;..
A [ 0,L) — R

seja uma fungio suave, com suporte conpacts e ndo

identicanente nula.

ii} A fungdo
U, [ 0,L ) — Rt

sejia continua.

- Portanto, para o8 valores onde a trangformada de

Laplace de B existe teremos:

t
£(B){p} = ﬁ{ F(t)y + j k{a).B(t-a) da
G
Logo,
2(B)(p} = Z{¢}(p) + Z(k}(p) -E(B)}{p)

A=sim, se
2{k¥(p) # 1
terenos
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205 (p) £(8)(p)
p) = . -
o= E(X)(p)

A equagio

i
2(k)(p) = [ e P'? . k(a) da = 1 [2.9]
- 0

4

é chamada EQUACAC CARACTERISTICA, e fol descoberta por LOTKA
em 1922. [11,14]
Portanto, Z{B)(p) exigte para todo 8 € R 2

£(k)(p) * 1.

2.1.2 ALGUMAS CONSIDERACOES

SOBRE A EQUACAO CARACTERISTICA DE LOTKA

A eqaagéc' caracteristica de LOTKA tem uma tUnica
solugdo real para p, digamnos pﬁ. A constante p‘ & chamada taxa
intrinseca de crescimento natural ou potencial bidtico da
populagdo. Esta constante € andloga & taxa de crescimento
malthusiano,

Cémo Afa) e H(a} sdo fungdes continuas por

partes entdo podemos mostrar ques
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Proposicao  1: [11,14]
A equagdo caracteristica de Lotka tem exatamente uma solugéo

real p = ©p . Além disso, se denotarmos por -{ P, } o

conjunto das raizes da equagdo [2.9] teremos:
iy As P OCOrrem aos pares conjugados

ii ) Re(pn] < p*, qualguer gque seja n

1id) Re[?n} ——) o~ D guando n o ey w
Prova :
i ) Beja
L ., ~
f{p} = e P% | X{a) da
4]
suponhamos gue P & R entdo £ € uwa fungdo suave,

estritamente positiva. Alédm disso,

"L
fr(p) = =~ j a.k(a) .e?™%da < 0

e portanto £ & estritamente monotdnica decrescente. Assim,
desde que

£ ~» } = o

f{w) = 0
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f{p) = 1 para exatamente um valor de p.

Agora, consideremos P & c , P = P . Em
particular, seja p. o= £ + i.m (&£, n € R, n = 0)
que satisfaz a eguagdo caracteristica de Lotka. Assumanoes gue

Repn z p*, entdo,

L ) T L ' _ .
J k{ay . eﬁg‘a .. Cos M.a da < J K{a) . e CAR P
0

*
e assim temos uma contradigdo . Loge p > £ = Rep .
Suponhamnos que pn'e' T, p, = g+ i.m (&, 71 eR,

7 # 0 ). Seja uma sclugdoc da Equagdo Caracteristica de

Lotka. Entdo,
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L ~{&+i.M).a L ~£.a ~i.m.a
2 . ki{a) da = Re

L ~£.a L ~£.a
2 . k{a) . cos {~na) da = e - . K{a) . cos ma da

J L. ~£.8 i.7.a L =(& -~ i.m.a)
Re . J' e . k{a) da

Assim, podemos garantir que £(B)(p) existe para
todos p & C taié gue Re p > p‘. E para estes valores
2{BY(p) & una fungdo analitica.

A raiz p{ai é um pardmetro importante na descricdo

do comportamento da populagfdo. Ela estéd relaclonada com

I .
R = J a{a)y - TM{a) da

denominada " net reproduction rate ¥, ele representa © nidmero .
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esperade de criangas por individuo em sua vida. Claramente, a
integral em [2.8] & < R, = R ou > R de acordo c¢om é*
> 0, = 0 ou < 0,

Aggim, a taxa de ferﬁilidade: aresce, decresce ou
germanece‘canstante. |

Verificaremos, posteriormente, gue pg tambénm estd
relacionado com a existéncia de uma solugdo separdvel, i.e:, uma

asolugdo produto da forma

Uta,t) = Afa).T(t)
[11,14]

2.1.3 SOLUCAO DA EQUACAD DE SHARPE-LOTHA

L]

As suposigfes feitas com relagdo as fungdes k e ¢
garantem que existe a sua transformada de  Laplace,
Mostraremos, agora, gue existe a transformada de Laplace de B,
{Ver apendice B] |

A fim de que £(B){p) exista devemos mostrar que;

ot
jc

}  B{t) & integravel por partes

[

22 ) B(t) € de ordem exponencial

Demonstragio:
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1. OGbvia, a partir da definicglo de B(t).

2. Temos que, para gualquer t g [0,w)

L.
| e P Emy) s | e )] v J |e™®%.x(a) .B(t-a)| da
g

) ,
| k(a).e P 2. P T p(t)] da

i

F e P pey] J

o

o0

[ k(a).e P-RP| 1"P:% 54y aa

H

1 ePCaey] o+ J

0

Assin,

e Ene)] s [P Ty ¢+ J k(a).e™ R} [P % B(t) |da
Q

' para tode T & {[0,=)

Logo,

® -a.Rep
| X(a).e P dal =
o

[e*p;t.agt)[.[ 1 - {

sup &P E a0ty
Oz € < o
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#*

Degde gque Rep > p,

[£:}
J k{a).e"a‘Rep da < 1
4}

Portanto,
-1

k(a).ema'RQp da]

@

{B(t)y} = K.et’Rep;{ 1 - J
9

Agsim, a transformada de B, £(B)(p) esta definida

2 ok v ¥
como una fungdo analitica de p no semi-plano Rep > p.,

Como estamos interessados em B{t), vanos inveriter a

transformagic utilizandeo a transformada inversa de Laplace.

{ Ver apendice B]

Assim,
1 . ¥+ i.T |
B{t) = -~ Lim f epft. L(£)(p) dp
2T 1 T w ¥ ~ 1.T 1 - L{X}(p)
[2.10]

. . L
onde ¥y & um numero real malor gque p .

Esta integral pode ser calculada utilizando o

teorema dos residuos. [6,11,14]

Logo,
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]
B({t) = B.e + Y B . ePn- T [2.31]

onde 2 ' sdo as raizes caracteristicas satisfazendo Repn«:p*.
0z coeficientes nesta expans&o podem ser determinados pelo
cdloulo do residuo nos polos p*,pn. ‘ [6,31,14]

Pode acentecer gue algumas raizZes complexas néo
sejan simples e o problema torna-se mais dificil. Mesmo neste

aaso, podenos escrever

B(t) = B.eP 't =+ o( oP -t ] | [2.12]

onde B 2 o residuc calculadeo em p = p

. {9} (p)
B o= res,
p=p 1 = Z(k)(p)

Como p* > Re[pn), ¥ n.

Entao, quaz*xdo' t e @

B(t] = B . e?

[6,11,14]
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2.2 FORMULACAC  ALTERNATIVA DO  MODELO
2.2.1 A EQUACA0O DE  MCKENDRICK

Vamos analisay a taxa de variagdo da guantidade

J "2 Ufa,t) da

2 algumas hipdteses scbre suas causas.
-Verificamoa inicialmente que a variagdo da
guantidade acinma se deve a dois fatores primordiais.
1 %) Mortalidade nesta faixa etdria
Por hipdtese consideramos que a taxa de
mortalidade m{a,t) & proporcional & distribuicdo de

individuos por idade U(a,t), i.e:,
m(a,t} = upufa,t}) . U(a,t)
onde M ¢ chamado coeficiente especifico de mortalidade.

2 2 ) Pluxo de individuos de idade a < a, que

entram na faixa [2,,8,] & de individuos desta faixa gue saem

para as idades a >'a2.
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Analisamos este fluxo em a, no intervalo de tempo
( t, t + At). Supondo At > 0 pegueno, os individuos que
penetram na faixa n%,ag} sdo agueles que estdo na faixa

a, - AL, a ] em ndmero aproximadamente igual a U(al,t) . At

g portanto temos:

Ua,,t) . At

N

U’(al,t)
At

guande At -—— 0 por unidade de tempo.
O fluxc emn a & positivo enguanto gue em a, &

nagativo e, pelos mesmos argumentos, deve valer =~ U(azft).

Neste caso, a lei da dinfmica nos dd:

&1 31

J*"g 82,8 ga = U(al,tl) - Ula,,t) - J  1(a,t).U(a,t) da

a ) az
J CR Ua,t) da - J . pla,t) . U{a,t) da

al d a s

para todo 0 = a < a,.

2

Agsin,
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&
- [ * ula,t).Ua,t) da
a .
i

LQgO F
8 U(a,t) , 8 _Ula,t) ula,t) . Uf{a,t) [2,13]
g a at

R

Pata eguacio diferencial parcial de 12 ordem em U &
chamada de " EQUACAO DO CRESCIMENTO DA POPULACAO DEPENDENTE
DA IDADE ¥ ou " EQU%?AO DE MCEKENDRICK ~ VON FOERSTER .

[1,11,14)

"Observe que se soubermos a estrutura por idade da
populagdo no instante t = .0, 1i.e: se nos for dado
Uf{a,0) x=Ub{a) { onds E% & uma fungédo suave) a eguagdo [2.13]

50 pa&eré dar informagdes sobre a populagdo com idade a > t,
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para cada Iinstante t, uma vez gue nao foi fornecido o fluxo
de individuos na extremidade a = 0 ( tawa de nascimento ).
Portanto, no instante t ndo sabemos ainda como a populagia
de idade a < t foil gerada desde o momento inicial, Esta taxa
de nasaimento depende, naturalmente, da distribuigao por
idades da populacdo em cada instante, pois a fertilidade dos
individuos varia com a idade. E razéével, pois, supor gue,
para uma dada situagdco , a taxa de nascimento em cada instante
{i.e:, o fluxo de individﬁas em a = 0 gue & dado por U(0,1)
& uma média ponderada da distribuigag por idade da populacgioa

naguele instante, ou seja,

: L
u(o,t) = J afa,t) . U(a,t) da [2.141
o _
onde A{a,t) ¢ chanada fertilidade especifica { ou
cceficiente'_eépecifico de natalidade) da ldade e pode ser
congliderada como um  dado do problema due depende da

wmicroestyrutura da populagdo. {13
Observemos gue, no estudo de organismos vivos a

integral anterior &, na vexdade, calculada em um intervalo

finito, pois, em gsral

af{a,t) = 0 se a > c; & 0 < a =< c:
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para c¢ertas idades ecriticas c: a c; ,

Calculando 'U(a,t) poderemas prognosticar a
dindmica da populagido , i.e: dado um instante gualgquer tf
poderenos predizer guantos individuos existirfico na populagdo

gom esta idade.

2.2.2  SOLUCAG DA  EQUACAO DE  MCKENDRICK

Temos © seguinte problema:

Achar U{a,t) tal gue

g _Hak) 8 . U@Y) - . ua,t) . U(s,t)
8 a : 4 t
uo,t)y = ij A{a,t) . U(a,t) da
. Q
U(a,0) = U (a)

onde A(a,t), u(a,t), U/{a) sdo conhecidos.
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Consideremos o0s sequintes casos:

A ) Versdo independente da idade

A versdo independente da idade ocorre quando A e
L séo iﬁdepenaentes de  &..

0 tamanho da populagdo num instante t & dado por:

)
Uty = { U(a,t) da
_ 0

Neste caso a fungdo U satisfaz:

LEEL - A - wr) 1. (e
U{0y = J ® U({a,0) da = J ’ Uo{a) da
o o

A solugdo deste problema é

O

t .
U(t) = U(0) . exp [ j ( A0’} - p{t’) ar’ }

Assim, a populagao ird crescer ou dacrescér
dependende do sinal de aA{t) ~ u(t), i.e: dependendo de quem
seja malor a natalidade ou a mortalidade.

Ainda, guando A ~ g for constante teremos o nodelo

malthusianc. A diferenca A - i & freguentenente chamada
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potencial bhidtico,  taxa de crescimento natural intrinseco

ou prarametre malthusiane da populacdo .

B-) Versao dependente da idade

A versdo dependente da ildade ocorre guande A e u
sdo dependentes de a.

Voltenmos, entdo, ag  problena [2.157, wvanos

determinar U(a,t} para a, £ =z ¢ tal que

8. Ua,8) o, 2 W&l o L at) . U(a,t)
8 a 8 t
) U{o,t) z J afa,t)y . U{a,t) da
) Q. . :
= U (a)

U{a,0)

A solucdo deste problema pode ser achada diretamente
através do " METODO DE COORDENADAS CARACTERISTICAS ", [14]

As equagdbes caracteristicas da Equacgdo de Mckendrick

s#o dadas por:

da dt dau

ds ds as
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onde

agsim,

Temos entio gque

da

= 1
dt
a, =
(‘; -1
_tom
t 4+
a ==
t..,...
Ainda, conmo
dau

ds
taremos:

12 caso ) a >

Fazendo t =

-{(t~-a)

a, ' sa

tb se
= -4 .U
£ a
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In U { =g + aﬁ,'s )

t t
= - L {s+a, s ) ds
Q a

terenos, assin,

' t
Ul{a,t) = Ua(a—t) . BXp [ - [

(s +a-¢t,s) ds]
0.

22 caso ) a < t

’ a=t“t
0
. Fazendo a = 3
t = .s + tb ‘ to = A}
i a a
in U {8, 8+ to) = - ¢ (s, 8+ ta) ds
. 0 0 _

decorre gue

0

U{a,t} = B{t-a}) . exp [_* J ° {8, 8+ t -« aj} ds}.

‘Assim a solugdo do preblema € dada por ¢
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L [ [t |
_Uo{a—t) . @Xp - {a-t+o, 0} do ge a = t
. J o
Ula,t) = ] [2.16)
" a ]
B{t~a) . exp - p{o,t~at+o) do se t > a
e “'0 -J
onde B(t) = U(0,t) - [6,11,14]
2.3  EQUIVALENCIA ENTRE AS SOLUCOES DAS EQUACOES

DE SHARPE -~ LOTEKA B DE MCKERDRICK

Por uma distribuigdo de idade eniendemps:
Uma fungdo |
U :[0,0) x RN —0 grF

gque satisfaz 'a  EQUACAC DE MCKENDRICK e a  equacdo de

renovagao

B({t) rA{a} . Uf{a,t) <dda .

i
R
o ol

Dizemos gque U é consistente com a condigdo inicial

U(a,0) = U/la).
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O préximo teorema afirma gue se U & solugdo da -

formulagao de MCKENDRICK entdo U sera solugdo da formulagdo

de SHARPE~LOTKA e vice-versa.

TEOREHA {11}

“Umpa distribuligdc de idade ceonsistente com a condigio

[2.7] e tem uma taxa de

inicial U , U, satisfaz [2.6],

gue satlisfaz a eguagdo de SHARPE~LOTKA.

da equagio de SHARPE~LOTEA

faertilidade B

Reciprocamente, toda solugdo B

gera, no. sentide de [2.6] e [2.7], uma distribuigio de

idade consistente com Uﬁ.

Prova:

Seja U uma distribuicidc de idade consistente com o

dado inicial U, entdo:
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8_Ufa,t) g U(a,t) = - pu(a,t) . U{a,t)

a a 8 t
uo,t) = J ra,t) . U(a,t) da
0
U{a,0} = U (a)

onde  ala,t), pla,t}, Uo(a) sd0 conhecidos e a, t =

]

- A solugido deste problema ¢ dada por

- - n
Ua(awt) . SEP - pl{a=-t+o,0) do sg a &t
o
Ufa,t)y = _ _
B{t~a} . exp - w{o,t-at+o) do se L 5 a
~ 0 mal
onde B(t) = U(0,t)
Se considerarmos
A= a(a)
po= wuf(a)
teremos
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t

i Ue(awt) . BXp | - yla-t+o) dv} se a =z ¢
O
Ula,t) = 1
(-1
B(t~a) . exp | = ula) da] se t > a
0
| L
onde B(t) = U{0,t) = AMa) . Ufa,t) da
o
Como,
&
M{a} = exp - J {A) da
O
&
T
fi{a,t) = e€xp - I ) da
teramos,
UG(awt) . Df{a-=-t,a) se a =z t
U{a,t) =
B{t-a) . H(a) se t > a

Resta mostrar gue a taxa de fertilidade B satisfaz
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a equagdo de Sharpe-~Lotka,

Temos,

L
B(t) = J A{a) . U{a,t) da =
0

L L _
I a{a) . B{t-a) . Ii{a) da + [ Cafa) . Ma-t,a) . Ub(awt} da
0 t

fazendo
L
p{t) = j‘ Afa)y . l{a-t,a) . Ua(a-*t) da
t
k{a)y = 2afa) . H(a)
teremos,
t
B{t)y = [ k{a) . B{(t-a) da + (&}
o

Reciprocamente, seja a equagdo de Sharpe~Lotka

t
B(t) = [ k{a) . B{t-a) da + ¢(t)
0
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onde

r{a) . I{a)

k{a) =
’ L
p{t) = Afa) . H(a-t,a) . U {a-t) da
. _
cuja soluglo ¢ dada por:
I{a~t,a) . Ua(awt) para t <a
Ula,t) = A
I{a) . B(t—a) : para 0 s t

Utilizando o fato de gue

: T
O(a,t) = exp - p{a} da
|-. ﬁa 1
fI{a} =  BXp - wia) da
. i u_{! i

chegaremos a
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_ t
Ug(awt) . exp - { - u{a~-t+o} deo ]

U(a,t) =

B(t-a) . exp - J : uler) do ]

a gqual é uma distribuicdo de idade consistente conm u,-

2.4 . DISTRIBUICAO ESTAVEL DE IDADE

Por uma distribuigio estavel de idade entendemos uma

distribuigdoe de idade suave, estritamente-positiva da forma
Ula,t) = Af(a) . T{t) [2.17]
Distribuicido estdvel de idade ¢ importante guando

estudamos o comportamento assintétice da populagdo.

De fato, se U ¢é uma distribuicgdo estdvel de idade

taremos,
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"2 U(a,t) da J’aa Af(a).T(t) da

" 1. . L
U(a,t} da J Afa)y.i{t) da

A{a) da

A{a) da

Agzsim, quando t — o

2 a .
U(a,t} da ; % A(a) da

w ] - : J a1

Sy i) T
U{a,t) da A(a) da

4 @ J o

gue independe de t,

Nosso primeiro resultado mostra que construlr uma
distribuicido estavel de idade é equivalente a resolver a

sguagdo caracteristica de Lotka,
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‘L
J k(a) . e "%, da = 1

onde k{a) = af{a) . I{a)
Como sabemos, a eguagdo [2.9] tem uma unica
solugdo real p*, echamamos esta solugdo de taxa de

crescimento natural.

PROPOSICAO 2 {111

Séja p* a taxa de crescimento natural. Entdo, dado
qualquer A > 0,

Ula,t) = A L T(a) . @TPT L e [2.18]
& uma distribuiqéo de idade estdvel.

Reciprocamente, toda distribuicdo de idade estdvel

tem a forma [2.18) onde p & a taxa natural de crescimento

e A0>0.

Provi;
IBasta mostrar que
i ) U satisfaz a Equa@éa de Mckendrick
ii ) U satisfaz a Equaglo de renovagéo
14 que,
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Uf{a,t) = Aafa) . T(t) onde Afa) = A L e L&)

T(t) = e®°F

Mostremos que U(a,t) satisfaz a eguagido de Mckendrick.

Tenos,
g Ula,t) | , d )
a, =g o d
P S = AO L] ap ’t » R —————— ﬁ(a) * e —
8 a da
5 *

8 Uf{a,t) .

T - = . p ., U{a,t)
gt
Logo,

8 U(a,t) 8 Ula,t)

e ek -= = pfa) . U{a,t}
a8 a gt

Jja que,
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- ' (a)

pula)y =
I{a)

Mostremos, agora que, U satisfaz a eguagdo de

Renovagio.

L . 1 . ”s [ 4 t

a{a) . U{a,t) da = A . I{a)y . eF°* ., & '~ da
o 0 @
L L . ¥ .
= An.ep“tJ- T(a) . e * ** da = B(t)
o

jé& que "

Reciprocamente, suponhamos gue A e u s40
independentes de t.
Assim, ficaremos com o seguinte problena:

Achar U{a,t) tal gue
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g Ula,t) 8 Ufa,t)
v + S — = ~ uf{a).U{a,t)
d a a t
1 ugo,t) = J A(a).U(a,t) da
4]
U{a,o} = Ub(a)

onde M, A, Un(a) sé&¢ conhscidos.

Vanos agora supcr gque podenos expressar a fungao
Ufa,t} na forma [2.17]1.

Queremos cobter condigdes sobre o parimetro p, onde

P & a constante de separacgdo..

Substituindo U{a,t) B Ala).T(t) na eguacio
teremnos: ) i
T.3A + A.d7
—_ = ~ g{a).A.T
da . ‘dt
Logo,
1 d T3 a A
’ = - ’ +  ula) = P
T dat A da
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Obtemos, = assin, duas equagoes diferenciais

ordindrias

1 a®
= P
T dt
-1 4 A
" + m{a) = P
A da

cujas solugdes sdo dadas respectivamente poxr:

ey = P

Afa) == A(O).exp[-J (u{ar) + p) da’]
o

Logo,

a
U{a,t} = A{D).exp[p(t-a) - J u{at) da’]
0

onde p € um pardmetro.

A condiclo a = 0 limplica que:

L a
j A{a).exp[ - p.a = J puiar) da'}
o ‘} o
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ou seja,

L e
j k(a) . e °°°
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CAPITULO O O

ALCUMAS APLICACOES DE POPULACDOES

COM ESTRUTURA DE IDADE

EXEMPLO I: CRESCIMENTO CELULAR [21}]

Uma populacdo de nicrdbios crescendo em uma culﬁuta
nam meic constante atingird, depois de um periodo tranaitério,
un estado fixo de crescimento egponencial.

Nésse astado, a dependéncia sﬁbre o tempo t, da

populacdo total N(t) serd expressa como solugdo da eguagio

diferencial.

a N(t)

TE- o= @ . N(t) , t>0 [3,1]

onde o > 0 & conhecido como taxa de crescimento especifico.
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De acordo com a eguagao {3.1], a populagdo passa

por um crescimento maltusiano, i.e:
N(t) = N . -t

onde N, é a populagdo inicial no tempo zZero. { Ainda, um
meio constante exige que efeitos de gfupo sejam desprezivels).

ounando ag células estdo corescendo ne meio de "hatch
cultire iechnique”, o ambiente é de extensdo finita e fixa e
ndo pode ser considerado constante para um periodo de tempo
prolongado.  Assim, nutrientes ﬁais COmMo cxigéﬁio s&o
esgotados, o pH do meio muda e efeitos de grupo tornamn-se
fixos, por exemﬁlo, como ¢ resultado de toxinas liberadas pelo
crescimento das oélulas. Tals efeitos podenm ser considerados

assunindo gue N(tj satisfaz a equagio

d Mt} = k . N. 1 - N(t) : [3.2]
4t TTTH(E

{EQUACAC DE VERHULST)

sua solugdo €, entdo, da por:
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Quande t —> 0, N — N

{ onde N = valor de eguilibrio estivel)

Atualmente € possivel observar experinmentalmente de

uma maneira qunatitativa outras caracteristicas da populagao
celular atrédves de séu numero . Por exenplo, volume, massa,
guantidade de DNA, a duragdo de varias fases do ciclo celular,
o nuUmero de c¢élulas na mitose, o ndmero de células na fase da
sintese do DNA do ciclo celular e assim por diantes. Para obter
vantagens das obserpvagdes gue descrevemos teorias dependentes
da idade foram introduzidas.

A concepgdo fFfundamental da teoria estd na funcéo
densidade de idade n(a;ﬁ), onde a vrepresenta a idade da
.aél&ia; t o tempo decorrido desde o seu nascimento.

Assim, a populaééo total no tempo t ¢ expressa

por:

N(t) = Jm n({a,t) da

A fungdo densidade de idade {ou distribuigio de
idade) fol primeiramente proposta por SCHERBAUM e RASCH

{1957) e satisfazia a eguagdo parcial
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8 m(a,t) 8 7u{a,t)
e + ————— = 0, a ,t >0 [3.3]
8 t 8 a

Subsequentemente, a possibilidade de ‘“perda’ da
célula foi considerada por  VON FOERSTER, que modificou a

equagéol [3.3] para [3.4]

4 mwm{a,t) E n{a,t)
e b i = = A, f{a,t) , a ,t > 0
g t d a
[3.4]
onde A & a probabilidade por unidade de tempo da célulé
tdegaparecer® da populagdo. O Ptdesaparecimento® da célula se
deve a duas causas principais, mitose celulér e a morite da
célula. Portanto é conveniente expressar as duas contribuigdes
COMO -
A= Ad + hm
Em geral, Am depende da idade e Ad pode depender
de ambos,idade e ﬁempa. Em qéral, A depende somente da
idade.
A  solugdo Unica da equagdo [3.4] exige a
eapecificagio de uma condigdo inicial e uma condigdo de
fronteira. A condigédo inicial é dada por

n(a,0) = ¢(a) , a>20
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onde g(a}) é a distribulgdo de idade inicial da populagdo.

A condigdo de fronteira, gue exprime como as células
nascen, ¢ dada por
o {3.5]

7{0,t}y = 2 J Am(t) . M,y dc , L >0
0 o

0 fator 2 estd presente na equagdo acima porgue a

divisido de uma cdédlula de idade T na populagdo da origem a
duas células de idade zero. |

. Esta eguagdo pode ser resolvida da mesma maneira gue

resolvemos a EQUACAC DE MCKENDRICK.
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EXEMPLO II: DOENCAS  HORIZONTALMENTE E

VERTICALMENTE TRANSMISSIVEIS [3]

Basicamente axistem dois modos de transmissio de
doencgas infecciosas em uma populacdo: A transmissdo vertical e
a transmissdo horigontal.

A transmissfo wvertical ¢é definida como uma
transferéncia direta de pails para £ilhos. Algumas infecgdes
podenr ser transmitidas da wmle para o f£ilho atrdves da
placenta, por exemplo, © virus da Rubella é transmitido dessa
maneira. A infecglo causada pelo virus da Herpes Simples 2 que
& transmitido gquando a crianga passa atrdves do canal de

nascinento.

-

A transmissdoc horizontal & qualquef outro tipo de
transferéncia excluida a verticalmente transmitida. Assim, por
exemplo, a AIDS € transmitida verticalmente e horizontalmente
enquanto a maldria & apenas transmitida horizontalmente.

Neste exenplo serd apresentado, um sistema de
equacgdes integro-~diferencial néo 1ineér gue representa o©
modelo de uma epidemia dependente da idade horizontalmente e
verticalmente transmitida. | |
| Este ﬁodelé trata o tipo simples de

S >

(susceptiveis) {infectados)
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FORMULACAD DO MODELO

Consideremos uma populacio conm estrutura de idade de
tamanho varidvel exposta a uma doenga gue € horizontalmente e
verticalmente transmitida com as seguintes hipdteses scbre o
madelo:

(1) Seja s{(a,t} e 1i{a,t) a densidade por idade
de susceptiveis e infectados respectivamente com idade a no
tempo .

‘Asain,

s(t) - J}Z s{a,t) da = [3.5]

nimero de susceptiveis noe tempoe t e idade

i{a,t) = Jaz i(a,t) da = [(3.6]

a

mimero de infectados no tempo £t e idade entre

Iai e Eia.

OB&: Vvamos assumir gue a populacldo total consiste

somente de susceptivels e infectados.
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P{t) = J s{a,t) da + Jm i(a,t) da =

o _
f [ s(a,t) + i(a,t) } da {3.7]
0
(ii) Assumanos gue a taxa ‘de transmisséo
horizontal ccorre de acordo com a sequinte lei de Yagdo enm
massan:
o
K.s{a,t). i(a,ty da = K.s{a,t).I{t)
o -
onde
- w ’
I{t)y = i{a,t) da [3.8]
o
e K & uma constante gue combina fatores

epidemioldgicos e socials que desempenham um papel importante

na transmissdo da doenga.
o0

A expressiaoc K,j i{a,t) da é fregquentemente
o

chamada a "forga da infecgdof.
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(iii) A taxa de wmortalidade p(a) & a mesma para
susceptiveis " e infectados e suponhamos que u(a) =

nidc-negativa, limitada e eventualmente ndo~-decrescente.

{iv) A taxa de fecundidade af{a) é
ndo~negativa, limitada, tem suporte compacto {0,5] & tewm
variagio total finita sobre (0,«).

{v} Agssumamos gue os nascimentos sejan

modelados por:

5{0,t) [ ?t(a%[ s(a,t) + {1l~d).i(a,t) }3&1; =0 {3.9]

g

i

i(o,t)
R 4]

q.r;x(a).i(a,t) da, g € ({0,1], t=0  [3.10]
isto &, o nﬁmero-de descendentes susceptivels € a soma deos
descendentes de pais sgsceptiveis ~gcom  uma fragdo de
descendentes de péis infectados enguanto o© numero de
descendentes infectados é uma fragdo de descendentes de pais
infectados.

A hipdtese acima incorpora a transmissdo vertical
visto que afirma gue uma fragao {1-q) de descendentes de
pals infectados g&o0 susceptiveis e uma fragio g sS40
infectados. Assumimos, também, gue a taxa de fertilidade para

os pals de mesma idade é a nmesma.
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{vi) Agsumimos gue a distribulcio de idade

inicial seija dada por:

s(a,0) = s (a)

i{a,0) = i(a) a € (0,w)

Feitas as hipdteses, vamos passar a énélise da taxa
de variagdo das gquantidades s(t) e 1i(t).

Podem © 8 consiﬁ e rar a mesmé andlise feita
no capitulo IT onde estudamos a variagdo da guantidade U{a,t)

e assim teremos © seguinte modelo:

8 s(a,t) a s(a,t) [3.11]
e # e = = p(a) . s{a,t) .
d a gt :
g i(a,t) 5 i(a,t) |
' + = - u(a) . if{a,t)

i

s(0,t) J ~afa) . [ s{a,t) + {(1=-g) . i(a,t) } da

i{o,t}y =g . f A{a) . i(a,t) da
0 : '

onde sf{a,t), i{a,t) -— 0 quando t - » para a,t > 0
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Nesse caso, entretanto, nac podemos nos esquecer gue
a varlagao das gquantidades s(t) e 1i(t) se deve, também, a
un outro fator, isto &, existe uma guantidade de individuos

susceptiveis gque se tornam infectados devideo a influéneia do

melo ambiente numa guantidade

o

K . s{a,t) J i{a,t) da
O

Assim, o modelo descrito em [3.11] s2 transformari em:

8 s(a;t) 8 s{a,t) » Jm
i s Ji{aY.s8{a,t} = -~ K.s8{a,t). i{a,t) da

d a at 0

8 i{a,t). a8 i{a,t) Im
—— 4 ————  + p(a).i{a,t) = K.s(a,t).] i(a,t) da
a

3 a .
' {3.121}

s(0,t) = J Afa) . [ s(a,t) + (i-g) . i(a,t) ] da

m

ifo,t) = ¢ . [ afa) . if{a,t) da
o _

onde s(a,t), i(a,t) —> 0 gquande t —> », para a,t > 0
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FORMULACAO REDUZIDA DO MODELO

Nesta secgdo, vamos transformar o modelo apresentando

em {3.12] para melhor analisid-lo. Consideremos a fungdo W,

definida por

e
s Loy

Wia,t) =

]y
T~

§} onde I(t) = jm ifa,t}) da
o

A fungdo W € chamada "age-profile"”.
Primeiramente, notewos que considerando
pla,t) = s(a,t) + i(a,t)

entdo pfa,t) satisfaz a seguinte eguagdo

8 pla,t) a pl(a,t) |
et +  u(a) . p(a,t) = 0
a a .8t ~ :
&0
p(o,t}) = J Afa) . p(a,t) da, £t =0
0 _
p(a,0) = p (a)
p{a,t} -— 0 quando a ~——3 0 para Ltz

79



~ \
Pty = _[ pl{a,t) da = total da populagdo no tempo

entde o problema [3.12} , wvamos reduzi-lo ao seguinte

nodelo:
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8 W(a,t) 8 W(a,t)
e S & +  u(a) . Wa,t) =
d a d t

o)

0

R.p(a,t) + {wK.P(t) 3 J [ n{ay -~ q.l(a)].W(a,t) da}.W(a,t)

I

W(O,t) = B(t) g r Aa) . Wla,t) da , £t = 0

4}

|

o
J W{a,t} da = 1 ; a > 0 , & o= 0
G

W(a,0) = W (a)

W(a,t}) -~ ¢ gquandoe & — =

i(t) satisfaz

o

a4 T{Et) I+ (L) . ‘{ [_u,(a) ~q ,_?x(a}:l . W{a,t) da =

v

K [ P(t) - 1(1—.)} . I(t)
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5 D _ _ '
= e = W [F.1]
I I
Ainda,
i+ it
i+ i = -pui+ Kes.I(t) s Ll = —ULW 4+ K.s  [FL2]
, I .
Temos gua
i
W=
I

e, utilizando [F.2] , chegaremos a
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Wﬁ'}'wt“f‘ﬂ-w = K-S"’ W = “i"-"-"—ow
: I I T
assim utilizando [F.2]
I 7
W + W + ug.¥ = K.p - KW.I -~ Wi
& L T
Coma I = P 4+ 8§ chegaremos a
a8 W(a,t) ' d W{a,t}
e e ——— + u{a)y.w(a,t) =
§ a 4t .
' I7(t)
K.p{a,t) + -K.B{t) + K.s(a,t} -~ ———oouw—0: ., Wla,t)
_ I(t)
Devemos moestrar gue:
Ity ©
K.s(a,t} -~ s #= uia) =~ g.B(a) . W{a,t) da
I(t} 0

Tenos gue

i

[ [u(a} - q-ﬁ(a)] . W(a,t) da

Q
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@

a

[ p{a) . Wia,t) da =~ J g.B{a}.¥W(a,t) da ]

Coma
i{a,t)
W{a,L} = ———— e
I{t)
'i(oa“t) = J g.-(a).ifa,t) da ,
0 ' '
entdo,

I [Q(a) - q-B(a)] . W(a,t) da =

4
[¥.3]

1 [
.[ [ p(a) . i{a,t) da - i{o,t) ]
I(t) 0

Tenmos ainda que,
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g i{a,t) a i{a,t)

u(a) . i{a,t) = K.s(a,t).i(t) - ————— +
. 3 a at
'Logo,
r u{a).i{a,t) da = K.I{t).s(a,t) + i{0,t) =~ I'(t) [F.4]
2

Substituindo [F.41 en [F.3] terenos

I7(t)

[ ? [ ufay =~ d.f{(a) ] . Wla,t) da = K.s{a,t) = ——em—
o _ () -

Ainda,

L=<}

W{o,t} = g . J B(a} . W({a,t} da
Y

i(o,t)
14 que W(o,t) = ——
I{t)

Ainda,

0 .
f W{a,t) da = 1
a _
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i{a,0)
W(a,0) = m}{t) = Ws(a)_

W{a,t) —> 0 guando a — o

ainda, I(t) satisfaz

K .'[P(t_) -ty ey =

d I(t) : " @
s S SN 3 o [ pfay - o . B(a) . W(a,t) da
at ' J o _
onde {0y = I,
e, portanto, o problema [3.12] pode ser reescrito da

seguinte manelra:
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a W(a,t) § W(a,t)
———— * +  pfa) . W(a,t) =
a a 8t

fod

o

X.p(a,t) + {~K.P(t) + J [ pla) - q.A(a)].W(a,t) da}.W(a,t)

W(o,t) = B(t)

i

- [
d J afa)y . Wa,t) da , t =z ¢
0

]

R
)
V'
o
ot
v
o

Jm - W{a,t) da
o}

W(a,0) = W_(a)

wi{a,t}y -—> 0O guando A > @

I(t) satisfaz

a_I(t) +  I(t) . j [ gla)y - g .'A(a)] . W(a,t) da =
a t ' 0

X ,[ P(t) - I(t)} . I(t)

I(0) = X

METODO DE RESOLUCAO
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Com esta formulacgdo do modelo podemos primeiramente
encontrar p(a,t) usando a teoria linear cldssica da Equagéb
de mckendrick entdo resolver [3.14] para obter W(a,t). Unma
vez feito isso, a eguagdo [3.18] pode ser analisada para
obhter o cdmportamento de I(t) e portanto de i(a,t), ja gue,

i(a,t) = W(a,t) . I}
e aasim podenmos, também, obter o comportémento @e s(a,t) onde

“s{a,t) = p(a,t) - i(a,t) .
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EXEMPLO TIXI1: PREﬁAQﬂO COM ESTRUTURA DE IDADE ({18}
CCome vimos em capituleos anteriores, a densidade

U{a,t) de individuos de idade a no tempo t ¢ descrita por:

g U{a,t) + 3 Ufa,t) = - u.Ul{a,t) [3.16]
aa gt ‘
onde a populagdo total & dada por:
w o
P{t} w J U{a,t) da [3.17]
O

0s modelos apresentados neste capitulo, combinam as
aguagcdes [3.18] e  [3.17} com as eqﬁaqéeS' de
CLOTKA~VOLTERRA ou de KOLMOGOROV,.

O numéro de nascimentos de presas ¢ dado por:

i

B(t) r Aa).Ufa,t) da [3.18]

0

cnde A ¢ a fungdo fertilidade,
Nds exenplog, gque vames apresentar consideramos
af{aj} ;m Ro. a .exp{-«.a) | [3.15]
(A,20,a=z0)
verificou~se gue:

(i) se o > 0, [3.19} descreve o comportamento
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de muitos mamiferos cuja fertilidade é maior em individuos
jovens, |

(ii) se a = 0, [3.19] poderia representar a
fertilidade de muitas espécies de peixes cuja fertilidade
cresce com o tamanhe { portanto com a idade }.

Primeiramente, apresentamos o modelo de uma espécile,
gue devora suas prépfias crias ( MODELO I ). Em seguida,
apresentanocs o caso de duas espécies distintas
{presa-predador } onde os predadores se alimentam de presas

de todas as idades igualmente { MODELO I ).

HWOBELD I : CANTBALISHMO -

Canibalismo de Jjovens tem sido ocobservado em mnuitas
éapécies de peixes..Esse modelo fol planejado para testar a
crenga. comum dque canibalismo € um meie de controle
populacional. ‘

Assumanos, por simplicidade, que somente
recén-nascidos sdo devorados. E representemos por U{0,t) o o
numéro de recdém-nascidos sobreviventes ao canibalismo per
unidade ds tempo. |

Assin,

it

U{o,t) B(t) . g( B(t), P(t))
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“onde g({B,P) ¢ a fracido de sobreviventes.

A transformagdo de recém-nascidos em alimento &

modelada pela-fungéo mortalidade

C£( B(t), P(t))

=
i

Mostremos gue a nodelagem desse problema € dada por

P = -P.E£(B,P) + B.g(B,P)
B = -B.f (B, P) - « . B + X . A [3.20]
A = ~A.f (B P) =~ «.A+ B.g (B, P)
onde
frs] . .
A(t) = "j a » exp { ~o . a) . Ula,t) da
. _
{1} Temos gue u = £{BIL),P(Lt)) ., assin

utilizande [3,16] chegaremos &

21



a_Uu(a, (a,t) -
) 4 S BB 4 e B, p) . Uat) =

ou seia,

L : L L
j 2 u(at) [ 2R L e m, by . | uat) da
o 0 ) o
logo,
g____g -B.g(B P) + P.f(B, BP) = 0
{(ii) Por outro.lado, COma
L
B({t) = J A(a)y . Ufa,t) da
[
terenos
aBt) _ | am@ .8 _Uat) 4. .
ax o 5t
~f(BP).B - a.B + A -A
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onde
Aty = exp { - . &) . Ufa,t)

(iii) Ainda,

~A.f(B,P) + B.g{B, P) ~ a.aA

considerando~ge

[~ e, P) 9( B, P ) 0
A = | 0 -£( B, P ) - « A,
0 \ g( B, P ) ~ f£{ B, P} - «
X(t) = ( P(t), B(t), A(t) )

( B(t), B(E), A(E) )

i

X(t)

0 sistema [3.20] poderd ser reescrite da seguinte

maneira
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::;(t) = A . X(t) " [3.21]

0 ponto criticc_do sistema de equacdes diferencials

[3.21] é o ponto E = (0, 0 , 0).
Através da andlise do sistema de equagdes
diferenciais [3.21] podemos afirmar gque os autovalores

associados & matriz A s8o dados por:

= g
! _ /2
r, = ot if .~ R [ g . ho]
1/2
¥, = -£ -~ a + [ g . ho]
Ainda se

' * , .
entdo temos gque E ¢ estdvel para o sistema [3.211.

MODELO 1% PREDA§§O COM IDADE THDISCRIMINADA
Para © caso de predagdo com idade indiscriminada, a
fungdo mortalidade depende linearmente da populagido de

predadores P, assim

94



Desde ¢gue, as presas recém-nascidags ndoc sdo mais

vualneravelis que outras idades,

i

-6(0,t) B(t)

A populagiéo de predadores cohedece a egquagdo de

LOTRA-VOLTERRA, Assim, de maneira analdga ao sistema

f3.20] deduzimos o sistema:

P1 = " H, . P1 - r . P1 . P2 + B
B = =% ., B - r.B.Pz-i- BQ.A
[3.21]
- .
A = =% . A - r . A . Pz + B
P = -B.P + c.P .P
onde “b’ ¥, ¥, Bo, b, c > 0 a CENR S
0 resultado de [3.21] mostra que o© sistena

comporta-se como o sistema presa-predador com idade ignorada.
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EXEMPLO  IV: COMPETICAO ENTRE DUAS ESPECIES [3,4]

A f£im de simplificar o modelo vamos considerar duas
espéaieé conpetindo pelo mesmo recurso onde apenas una delaa
tem estrutura de idade. Esta ndo & somente uma simplificagdo
matenmdtica, existem yopglagées gue a satisfazem; por esxemplo,
consideremnos populagééa de passiaros e lagartos competindo por
insetos, somente os lagartos tem uma estrutura de idade
significante.

Mostremos que a equagdo para populagdo total P(t)

da e&pécié con estrutura de idade € dada por

QagRQEl = - pu . P(t) + f A (a,t) . P(t-a) e ¥ % aa
— _ _ 0 '

13,22}
onde
¢ é& tawxa de mortalidade ( que' estanos supondo
constante )
A é a taxa de fertilidade de P dada por
A = b .pB(a) . hi{( P, Q)
onde X satisfaz as sequintes condigdes:
glay = 0
gla) = O

]

L
J_ eTH-2 B(a) da < o
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De fato, vamos deduzir a equagdo [3.22} utilizando
a teoria linear classica de Mckendrick.
Como sabemos, nessa teoria a distribuigdo de

individuos dada por U(a,t) satisfaz

L
P(t) = J' U(a,t) da [3.23]
G .
8 _Ula,t) 8 Ulat) _ _ | yra,t) [3.24]

da a da t

onde g € taxa de fertilidade que nesse caso consideramos

constante.

' L
U{o,t) = J rA(a,t) . Ufa,t) da [3.25]

onde A & a taxa de fertilidade, nesse caso dada por:

b . Bla) - B{ P, Q) [3.26]

i

A{a,t)
ande

a constante positiva b é chamada mnddulc de

nascimento

a fungdo p(a) é chamada fungdo maturidade { a

fungéo B8 descreve o efeito da idade na fertilidade) e
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satisfaz:
(i} B é¢ uma fungdo limitada, continuamente
diferencidvel para a = 0
(it) B(a)y = 0
B(0) = 0 e R{a) = 0 pafa a = I

L
J ﬁ(a) - e*u.a da < =
O .

a fungdo h & continua, diferencidvel e satisfasz:

(1) h( o, 0) = 1

(ii) h{ P, Q) = ©

(iii) h <0, h <0 para P, Q = 0

Aésumamos ainda que

U{ w, £t} = 0. para teodo t

i.e:, gque a distribuigéd de ihdividuos de idaée a no tempe t
tende a zero quandé a —> m,

Integrando [3.24] vamos obter

U(a,t) = B( t-a ) . e M-8 para t > L

onde B{t) = U{G,t},

Substituindo em [3.25] vamos obter:

_ L ' e
U{a,t) = [ Ala,t) . B{t-a) . e ¥ aa
: 0
Por outro lado, integrando [3.24] de a = ¢ até
a = o e utilizando {[3,23] wvanmos obter:
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P/(t) + u . P(t) = B(t)
ou seja,

PU(E) + . P(E) = .[ CA(a,t) . B( t-a ) . eH® 4a

[3.27]

integrando [3.24] por partes e substituindo en [3.27]

chegaremos a

PI{t) + u . P(t) = J ) r a,t) . P( t-a ) . g™ ga
¥

A dinamica da espécie gue ndo considerames estrutura

de idade é definida por <

. 2 .
onde r > (0 & uma constante e g & € & satisfasz

g(0,0) = 1
g, < 0 e 9 < 0 para tedo P , @ = 0
g(P,Q) < 0 para p° + 0° suficientemente grande

P,Q = 0
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Assim, o modelo sera descrito por.

L
= —u.P(t) + b.h{ P, Q).J g(a).P(t-a).e M da
0

=r . Q.q( P, Q)
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CAPITULO IV
SIMULACAOQ NMUMERICA
Neste capitulo fazemos uma simulagdo numérica do
modelo estudado, ou seja, do modelo de dindmica populacional

com estrutura de idade baseado na equagdo de evolugdo

4 Ufa,t) 8 Ufa,t})

5 a + T + a{a) .U{a,t)} = 0 [4.1]
para 0 s a < L e t = 0
Na equagé&o de renovagdo
L
g{o,t) = aA{a)y . U{a,t}y da , t = 0 [4.2}
0 .
e na condigdc inicial
U{a,0} = Us(a) para 0 = a < L {4,3]
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onde

(i) I, representa um limitante superior para a
idade de um individuo , a gual nunca & atingida.
(i1} A fungéo mortalidade i{a) ¢é estritamente
positiva‘em [ O,L.) e g{a} -—» w gquando a - L.

Alénm disso,
L
: {a) . da = =

T

{iii) A fungdo fertilidade A{a) € ndo negativa

em [ 0,L ).

A  principio, podemos pensar gque o problema
apresentando & de facil implementagéo numérica, j& gue temos
umé equagdo diferencial parcial.de 12 Qrdém.

Podemos resolvé-lo, por exemplo, através do método
de discretizagdo por diferencgas finitas ( atrasada, adiantada
e central )} e a partir dai censtrulr uma simula¢dc numérica.

A simulacgdo numérica descrita acima conduz a bhons
reéultados computacionais, desde que a condic¢io de contorno
seja uma fungadoc bem comportada. Ocorre due, no problema
apresentado, a condigdo de contorno associada &4 E. D. P, é
dada por uma equag¢do integral, o que acarreta sérios problemas

de estabilidade na solugdo.
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Os problemas de estabilidade que surgiram“moétrou a
ndo trivialidade do problema, e portanto, a necessidade de
critérios de estabilidade gue conduzam. a hons resultados

computacionais

A IMPLEMENTACAO NUMERICA

Apresentamoé agora, a implementag&o_ numérica
descrita por LOPEZ Q | TRIGIANTE [19}, cujo  objetive é
encontrar wma solugdo numérical para ¢ modele de dinémica_
populacional.

bo ponto de vista. computacional a principal .
dificuldade para estudar o modelo € gue o problema torna-se
stiff. De fato, a discretizagég com relagdc & varidvel idade

o

conduz ao seguinte problema de. valor inicial

X(t) = A. X(t) + F( X(t) )
{ x(0) = % 4.4]
£t > 0
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onde
A & uma matriz guadrada v ox v gque possui

autovalores reals estritamente negativos e como

L
{ pufa)y da = o

o
existe um auvtovalor com valor nuito grande com relagio aos
outros. Assim, LOPEZ e TRIGIANTE, propde primeiramente um
esguema explicito para a solugdo numérica de [4.1] - [4,3].

DESCRIGAC DO HMETODO EXPLICITO

Consideremos a discretizacdo da idade no intervalo

[ 0,L ) dada por

onde

onde v & um inteiro positivo.
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Denotenos por - Xi(t) a aproximacdo de Uf{a,t) en

a = a no tempo t. Entdo se discretizamos [4.1] com relagdo

4 variavel idade por meio de diferengas finitas atrasadas

vamos obter

1

X, (L) =
+ A a

[ (180 ua ]].xi(t) b ox(t)

Se aproximamos a lel de nascimento

L \
f ala) . U(a__.t} da

0O

utilizando a fdérmula dJde Simpson 1/3 supendo gue A(ao) e A(an)

gdo identicamente nulos, vamos obter o seguinte resultado

\'
Xo(t) - Z c, - Xi(‘t)
i=1
onde
c, = o . A , 1=1, ««. , v
A, = aa) , L=, e, v
o ==

pardmetros da integragdc numérica por Simpson 1/3

Ainda, se consideramos a condigio inicial
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i..l-
il

X;(0) = ula) O, vee , V

Chegaremos ao seguinte sistema linear

X(t)y = A .X(t) + F( X(t))
] [4.5]
X(0) = [ X (0), X, (0), ..., xvco)}
t > ¢
ohde :
- Ri 0 0 - BB O
1 ..—A'z
1 2,0
A i . .
3 - A
v
L &
com A = 1 + Aa. n(a) , 1=1, ... ,v
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t

X{(t)y = ( Xl(t }{ vee g Xv(t) ]
. t
F( X(t) ) = Ala . [xo{t), 0, vuov , o]
Chservamos ¢gue o8 autovalores de A sS80

estritamente negativos e devido ao comportamento da fungdo

mortalidade u téremos,
¥ > ¥
onde

' s i ' s
¥ = min ¥ e ' { o eee———  Para 1 =1, ... ,V
1 s 1 s v

isto torna o sistema diferencial apresentado [4.5] um problema

stiff.

Observamos, também que se escrevermos F{ X{t) ) na

na forma

F{ X(t) ) = B . X(t)
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onde B & a matriz v x v dada por

u b

c "
1 cz cv
0 0 * & & 0
1
B = .
&a LN B I B B R L N 2 L IR A B I )
0 0 I B ) 0
Com © = o . A para i = 1, ... V.

o preoblema [4.5] pode ser reescrito da seguinte maneira

X(t) = (A + B ) . X(t)
[4.6]

H]

' t
X(0) (31(0), cens xv(O)) , t > o

Portanto, se denotamos por x" a aproximagdo do
vetor X [ tg ] com th = N .At,para N =2 0 & At o

passe no tempo, aplicando o métode de Euler explicito teremos:

x’“‘m[:£+at.[a+3]].x" para N = 0
| [4.7]
Se a norma da matriz B & suficientemente peguena e
para V fixadb, o esguema numérico [4.7) é estdvel quando

assumimos que
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CA <2 (4.8]

e portanto, desde qgue ¥, > 7 para A a fixo, devemos
tomaf A t wuito pequenc a fim de que a condigic {[4.8] seja
satisfeita.

Alternativamente, podemos usar o Método de Euler

implicito, o qual é dado por
N+l N
[ I + At . [ A + B ] ] . & = X para n & 0

Nesse caso, teremos gue resolver um sistema linear
com-uma matriz kidiagonal.

LOPEZ e TRIGIANTE, em seu trabalhoe propde, também,
um método hibrido para a resolugiio de [4.6] o gual pode ser
resunido da seguinte maneira: |

12 ) Particionamos o vetor X. em dois subvetores Yl
e ¥, cujas dimensfes sdo respectivamente k e v~k onde k
& um inteiro tal que 1 < k < v,

22 ) Particionamos as matrizes A e B da seguinte

maneira:
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Au : 0 Bu . B12

A = a...a‘:o.anniQ B P -tu»o-:-oooo.n
Azi : Aza 0 . 0

onde Au AL A, B, ., '!2'.12 sdao matrizes Xkzxk,

(v x k) » kX , (v-k) x {v-k)} , kX x k , k x {(vV=kK}
respectivamente;

Assim, reescrevemos [4.6] da seguinte maneira:

_ , :
¥ty = Al . ¥Y(t) + B .Y (t)
- [4.86]
Ya(_t) = A, - Y (t) + Aza - Y (t)
onde A;; = A, * B-“- e resolvemos [4.68] aplicando o
esguema hibrido cuja solugdo serad dada por
[ Het ' ' r
. ¥
Nel N+1 L]
[I-+ ﬁt’Azz]’Yz_ = At.A21 '_Yl + Ya

Notamos, entretanto, gque estes metodos sdo

instdveis, necessitam de varias hipdteses a fim de que o
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resultado obtido seja razodvel.

Assim, vimos gue a simalacgéo numérica dolproblema
com estrutura de idade ndo & rehlmente um problema muito ficil
vemos, portanto, a necessidadé de muitos estudos sobre o
assunto.’

A segulr, apresentamos © prograna correspon&ente a
‘simulagdo numérica do problema, os resultados obtides
( tabela 1.1 e tabela 1.2 ) e o grafico da superficie
obtida ( figura 4.1 ). ..

A solucio X’ foi obtida através do método de Euler
Explicito_considerando-se:\

A fungdo natalidade

A, Ppara 0.1 %as 0.9

afa) = ' ip.1}
0 para 0.0 = a3 = 0,1 e 0.9 = a = 1.

onde AO = 22,3462 .

A fungdo mortalidade

: [D.2]

111



scbre [ 0, 1 ) com c = 7,

A condigdo inicial

Uay = (1-a) . 0.3 + 0.3

‘0 passo na idade (Aa) e ne tempo

respectivamente por: 0.1 e Aa/x.

[(D.3]

{AL) dados

[D.4]

Através dos resultados obtidos podemos conclulir que,

utilizande os dados [p.1] - [D.4}

é uma populagdo estdvel.
- Observamoes, ainda due:
I Jgy o= U[ai ,tj} = X

i.e: a distribuigdoe de individuos de idade a,

J
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. SIKULAGAQ | NUKERICA .
& »
* DINAMICA POPULACIONAL .
* ’ . -

9#&#&‘*H‘G*‘i(iﬁﬂ**ﬁ#ﬁ*ﬁl!llltii&fﬁﬁ‘*iﬁ‘iﬁ*‘*‘&‘**ﬂ*’1**5‘*‘Ki.

*e DECLARAGAO BOS PARAKETROS o

INTEGER H,M,¢,D _
REAL*8 A(10),7T(10),FM{10),AVI{10),W{10},5{10),G(10)
REAL*B B(10),E(10),%(10),0(10,10)}

REAL®*S H,K,F,R
e ENTRADA DE DADOS : P

WRITE(*,100)

FORMAT(/,T10, ENTRE COH O VALOR DE N : N =  *,%)
READ (*, *) K

WRITE(*,150)

FORMAT(/,T10, ENTRE COK O VALOR DE K : K =  °,8§)
READ{¥, *) ) H
WRITE (%, 200)
FORMAT(/,T10D, EXTRE COM O VALOR DE C : € =  *,§)
READ{*,%)C

HRITE(*,2580)

FORBAT(/,T10,*ENTRE COK O VALOR DPE D : D = ', 8
READ(*,*)D

KRITE(®,300)

FORMAT(/,T10,"ENTRE CON O YALOR DE F : F = ', %)

READ{*,*)F
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800

850
180

180

200

850

b CHAM ADA DE SUBROUTIKE

CALL MALHA{A,C,D,NH)

CALL FHORT(N,A,F,FH}

CALL AUTOVL(AVI,FKH, N)

CALL TEHPO(H,AVI,KN)

CALL CRTEST(W,AVI,E H,N)

CALL FNAT(S,H}

CALL uwalztk,ﬂ,R,c,s,wx,a,z,n)

CALL SOLVE(X,A,N,MG,U,B,E)
s INPRESS A0 BOS.  RESULTADOS

OPEN (UNIT=70,FILE='SOL.DAT', STATUS="NEW")
DO 180 J=1,H

WRITE (70, 800)J

FORKAT (///,T10, ' TEHPO = ,13,0)

DO 190 I=1,N

WRITE(70,B850)1,J,U(I,.J)

YLF14.7)

B

FORMAT (7, T5, U (*,I3,1%,","13,1X,*}
CONTIKUE
CONTIRUE

CLOSE{UNTIT=70)

WRITE(*,500)

FORMAT(//,T10, ' DESEJA EXECUTAR NOVAKENTE. (S/N)
READ (®, 950) RESP

FORHAT (A1)

IF{RESP.E¢, 'S’ ) COTO 20

5TO0P

E¥D
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10

SUBROUTINE WALHA(A,C,D, §,H)

s : PROCEDIM ENTO  MALHA 1 : .
REAL*8 A(*) |

REALYS H

INTEGER C,D,N

B={D~C) /FLOAT(N}
Aal=C

D8 10 I=1,H
J=(E-11) |
AMIY=A(J)+H

CONTIXNUE

RETURN

END

S EREEEREZIIEEEREEREEREILAIIE RIS R R RL I AAENEELEREEEEEEE SRR EREREESESESES; ]

¢

SUBROUTINE FMORT{N,A F,FH)

- CALCULO DA FUNCAO MHORTALIDADE *e
REAL*8 FN{*),A(%,V,C1,F

INTEGER N

PO 30 I=1,N-t

V=4A{1)

C1=F oV

FM{T)=( (DEXP(F)=1. )¥DEXP (C1))/ (BEXP{F ) -DEXP(C1))

CONTINUE

RETURN

END

cl‘*slti*iwlﬁiQ*i'***"ﬂ!!**l‘iﬂﬁ*ﬁ!9’&*"*‘#*?*‘”*i‘ﬂ\l*&ﬁ’*l*.‘
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SUBHOUTINRE TERPO(H, AVI, K,N)

REAL®S AVI(®
REAL®E H,R

INTEGER W

R=B/A4VI{N~-1}

RETURN

END

v E AR R R EERE R EEREREREERE LI ITEERRE SIS RS il o AR A AL R RS R ERERRRES ]

C

40

SUBROUTINE AUTOVLEAYI,FM,H N

v CALCOLO  DOS  AUTOVALORES .
REAL®8 AVI{%) FM(*),H

IBTEGER H

DO 40 =1, N-t
AVI(D) =14+H*FN(D)

CONTIHUE

RETURHN

END

C(*iﬁ!\l‘i&#*!-t!l&!’l*ﬂ*iil‘i!O‘iﬁt*“l!fﬁ!*l%*ﬁi0‘**"!&*'&!3*‘!’*’!'

<

SUBROUTIRE CRIEST{W,AVI,KH, M}

5. CRITERIQ DE ESTABILIDADE o .
REAL®8 W(%),AVI(®)

REAL®*8 K,H
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50

3150

400

INTEGER N

WIN~-1)={RAHIPAVI(N-1)

IF{RIN-1}).GT.2) GO TO 380

CORTIRUE

RETURN

WRITE(*, 300)

FORMAT{/,T10,’"HAC SATISFAZ A CON{}IK;KO BE ESTABILIDADE")

5Top

END

CRBEDTASFIIE ST H A R RS AFEFEFIRAFRTF 2L F R R FRFRFP X RET L E S B RS 4 4 & DA

c

&0

70

SUBROUTIRE FHAT(S, N}

*» CALEULO DA FUNCAOD
REAL®*8 S(*}

IHTEGER KN

DG 6 I=31,N

s(1)=0

CCORTINUE

e 70 I1=2, N~1

S{I)=2.3462

COBTINUE

RETURHN

END

HATALIBDABRE Ad

WML E R R R R ELLE R R R EEREESLLLLERS LR AR RIS R R R I I E SRR ERERER LS

>

SUBROUTINE MATRIZ(X,H, R,G,5,AV I, BEN}

REAL*8 K,H,R

HEAL*S8 G (*),S(‘},A?I(‘),B&*}bEi“)



INTEGER ¥

Lo S T+ T ¢ B

C
BO 3 I=1,%
G(I)=0.DG

4 CONTINUE

e
R=K/H

c

c Ty e S e S A MM R A A WANEASUS L Am R s

e * CALCULO DD VETOR 6 *

[ e e e v e A A MR W MR U ERTERTER A o =
Gl1)=1.D0 - RTAVI{1) + 4,D0/3.00%*S(1)
BO 80 I1=2,N-2,2
G{1)=2. D0/ 3.00%K*S{I)

80 CONTINUE
DO 90 {=3,N~1,2
CiIy=4,BO/s3,D0®E¥S(L)

0 CONTINUE ' N

* CALCULD DO VETOR B *
DO 100 I=2, N-1
B(I)?R

100 CONTINUE

c

S e e e e enomt o e it

€ * CALEULD DO VETOR £ e

c e e e e e e ————
DO 110 1I=2, H-1
E{I)=1-R*AVE(I)

110 CONTINUE

€

RETURN

CHrERRESR §§§ gﬁ* I EETE R EYIERYICEN R RS S AL ER LSRR sty
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SUBROUT INE SOLVE(X,A,N, ¥,6,U,B,E)
REAL¥S X1(%),A(%),G{*),U{10,%),8({%},E("
"REAL®8 SOMA

INTEGER N, ¥

c
I . ——— - - —_— =
c * CALCULO DA CONDICAQ  INICIAL
C T A S W P e e AR W S . v ———
po 120 I=t, N-1
XK{1)={1~A(1})*0.3+0.3
120 CONTINUE
C
e e e e e U
£ *  CALCULO DE  U(I N
c e o - R
BO 130 J=1,H
SO HA=0,
DG 140 I=1, W
SOMA=SOMA+G (I} #X(I) |
140 CONTIRUE
U(1,J)=S0KA “
c
C
pe 1680 I=Z, N~1
DI, =Bl *¥X{]~1}+E(L} *¥{1}
150 CONTINUE
c.
X{1=u(1,J}
DO 180 1=2, N~}
X{1y=0(1,F}
160 CORTINUE
130 CONTIRUE
C
RE TURN
END

CERPEF R RIRBWITE RS S SN F FHLORO RN S aa Tl e a »ERsSEesnvinsnsson



RESULTADOS  GBTIDOS
i 2 3 4 5

a

G.1 L5711204 5708649 5702661 L56%3900 . 5582855
8.2 5382619 .5365h64 | 5348?09 5332010 5315449
0.3 5064317 5029071 499%258. - 4959871 + 4925906
0.4 L4729350 46601061 | 4592223 . 4525685 L 4460460
0.5 4362006 4228946 . 4100632 - .3976885  .3857534
G.é < 3929599 .3577998 | 33430846 . 32288593 . 3022979
0.7 - 3356100 2850944 | 2492946 2182235 L 1860406
0.8 24178 L 1632414 L 1107263 L O755931 . 0520205
.9 . SDO33004 L0022179 0014966 00151 0006930
1.0 LQODGGO0 L 0000000 |, QoD0000 000000 L OOC000D

Takela 1.1
a = jdade t = tempo
& 7 8 9 10

&

0.3 . HE69899 . .5655322 5639353 . 5622177 « BG3946
0.2 . 5296001 CB2H2646 (5266368 5250154 8233991
Q.3 L 4892356 4859215 L 4826479 . 4794140 - 4762192
0.4 . JA396519 L 4333834 |, 4272379 4212127 . 4153062
0.5 . 3742411 L3631353 L 3524222 L 3420856 » 3321118
0.6 2834028  .2656081 2494096  .2341334 + 2198960
0.7 LI1B10258 1395806 1211733 . 1053645 0917764
0.8 LO361464 0252074 Q181009 .0130948 - 0096356
0.9 L0003769 0003314 L 0002329 0001559 - 001 201
1.0 LODOODOD 0000005 |, 0000000 . QDOGDO0 « QOQO000

Tabela 1.2
a = idade t = tempo
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CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos a importlncia de se estudar
modelos matemdticos descrevendo a evolugdo de populagdes com
estrutura de idade. Tais modelos tém recebido crescente.
atencdo nog iltimos aneos por parte de bidlogos e matemdticos,
pels as taxas de fertilidade e mortalidade, como vimos, estdo
entre os pariametros basicos na teoria da dinamica populacional
e demografia. Os resultados tedricos aqui estudados sugerem
diversas aplicaqéeé interessantes e desafiantes.

A estimativa do tamanho e composigdo de idade de
varias populagdes biolégicas € um assunto significante. Como
por exemplo, tais informagdes sdo necessarias no planejamento
do uso de recursos naturais renovidveis, politicas econdmicas e
educacionais a longo prazo, etc.

Por parte de ecologistas existe um grande interesse
em modelar e aﬁalisar o crescimento e interacdc de populagdes
com estrutura de idade, que até entdo eram estudados com a

dependéncia do tempo. Entre os casos principais podemos citar:
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(i) Problemas presa~predador com dependéncia de
idade ( ex: canibalismo de jovens em determinadas espécies de
peixes ).

(ii) Problemas de competicdo com estrutura de
idade { ex: populagdes de passaros e largatos competindo por
insetos ).

Ja en Biolugia Celular, podemos Jdestacar alguns
modelos nmatematicos para o crescimento celular, tende como
base © ciclo celular. Nesse caso, a cada fase do ciclo esti
associada a um grau de maturidade da célula. Em Epimediologia
os modelos de transmissdo de doengas € um fendmeno dependente
da idade e enm determinadas epidemias os parametros, entre
eles, a taxa de contdgio é dependente da idade. Portanto,
gualguer programa de prévenq:éo e vacinacao teriam resultados
mals eficazes qﬁando vistos com essa nova estrutura.
Finalmente podemos afirmar que os resultados tedricos aqui
apresentados tém tanmbém uma grande relevéncia dentro da
Farmacologia anti-tumoral, devido a existéncia de farmacos
ciclo-especificos { i.e:, medicamentos que somente sdc capazes
de destruir c¢élulas tumorais em determinadas fases do
ciclo-celular).

0 esﬁudos desses modelos matemdticos, principalmente
agqueles de Mckendrick, abriram uma nova possibilidade dentro

do campo da modelagem, permitindo a compreensido da importéncia

122



da estrutura de idade nos fendmenos bioldgicos. Isso nos
coloca a poslsibilidade.“cie hovas pesquisas e o0 nosso objetivo
futuro é pols continuar trabalhando com o aperfeigoamento e
extenso de tais modelos. Quanto & metodelogia numérica
enpregada, podemes sentir o qudo complexo & tal problema, e

isso nos langa um grande desafio.
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APENDICE A

SOBRE EQUACOES INTEGRAIS

EQUACOES INTEGRAIS

Uma equagdo integral é uma equacdo tendo a forma

Y(t) = F(t) + [h K(u,t) . ¥(u) du
a
onde PF(t) e K(u,t) sdo conhecidas, a e b si&c ou
conStantés dadas ou funcgdes de £, e a fungdo Y{t), que
aparece sob o sinal de integral deve éer determinada.

A fungado K(u,t) ¢ frequentemente chamada "XKernel”
da equacdo integral. Se a e b s&o constantes a equacgio
é muitas vezes chamada Equacao Integral de Fredholm. Se a &
constante enguanto’ b =t , ela & chamada Equagéo Integral
de Volterra.

Eﬁuag&es Integrais do tipo Convolucaoc

Uma eguagdeo integral especial de importancia nas

aplicagbes é:

. : t
Y(t) = F(t) + J CRK(E-u) . ¥Y{u) du
0 .

Esta equacdo & do tipo conveolugdo e pode ser escrita

CoOmoe

Y(t) = F(t) + K(t) * ¥(t)
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APENDICE B

SOBRE A TRANSFORMADA BDE LAPLACE

Definicao 3
Seja F(t) uma fungdo de +t , t > 0. Entdo a
transformada de Laplace de F(t), denotada por L{ F(t) } &

definida por:

o bt 2
2{ P(t) } = f£(s8) = J e . F(t) dt [C.1]
]

onde assumimos gque s € .
A transformada - de Laplace de F(t) existe se a
integral [C.1]1 converge para todos os valores de s, caso

contrario ela nédo existe.

Funcoes seccionalmente continuas ( ou continuas por partes)
Uma fungdo é dita seccionalmente continua ou

continua por partes em um intervale o = t = B s@se o

intervalo pode ser subdividide em um nimero finito de

subintervalos no gual a fungdoc é continua e possul limiteg

laterais tanto a esguerda gquanto a direita.

Funcoes de ordem exponencial

Se existirem constantes reais M > 0 e ¢ tal
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gue para tode t > N

| F(e)] < M. e" %

BEAL N YE S < M ou

é uma fungldo de ordem exponencial Y 4

diremps que = F(t}
gquando t ~—— w, ou, que f é de ordem exponencial.

funcdes de ordem exponencial nao

Intuitivamente,
podem Ycrescer"™ em valor absolute mals rapidamente que
7.t quando t cresce

M. e
Na pratica, entretanto, esta ndo & uma restrigdo

¥ podem ser tdao grande quanto desejarmos.

desde que M e
Funcées limitadas sdo de ordem exponencial.

Condicoes suficientes para a existencia da Transformada de

Laplace
Teoréma
Se = F(t) ¢ seccionalmente continua em todo
intervalo 06 = t = N e de ordem exponencial ¥y para
existe para

t < N entic sua Transformada de Laplace £f(s)

todo 8 > .

Propriedades
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1 2) Propriedade da linearidade

Se c, € ¢, sao constantes guaisquer enquanto

Fi(t) e Fz(t) s80 fungdes com transformada de Laplace

£{s) e fz(s) respectivamente entio:

[ { e, - F(t) + ¢, . F(t) } -

o, - £ { Fi(t) } t c, 2 { Fa(t) } = € . fl(s) + o, .fz(s)

2°%) Propriedade da Convolugdo

Se £ (F(t) ) = f(s) e £{C(t)} = g(s)
entdo
t |
¥ { [ ¥{u)} . G{t-u) du } = f(s) . g(8)
) 4]
SOBRE A TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE
Se f(s) = £ { F(t) ) entio £ f(s) ) & dada
por
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r- ¥ 4= iou
1 ) - .
HT J - : es_,-t » F{g) . ds= . £ >0
¥ - iw ' _
L : t <o
Este resultado € chamado integral ou  formula
complexa de inversao.
Também é conhecido como formula integfal de

Bromwich., A integragéo em [C.2] deve ser efetuada ao longo
de uma reta s = ¥ no plano complexo onde s = X + iy, O
nimero re&l ¥ €& escolhido de modo que 8 = ¥ esteja a
direita de todas as singularidades ( polos, pontos de
ranificagdes ou singularidadés essenciais ), no mals &
arbiirério, | |

Na prdtica, a integral enm [c.2} é calculada

considerando a integral de contorno’

1 ' _
J es't . £(s) ds {Cc.3]
2 i & -
¥
J
nde C & o contorno da figura 1.1l. Oyait
R
K
o] ¥
T
: A
fig.1.11 ﬁf*’/
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Este contorne é muitas vezes chamado Contorno de
Bromwich e € composto da linha AB e do arco BJKLA de unm
circulo de raio R com centro na origem O.

Se representarmos o arce BJKIA por ¢ , teremos

‘ 1/2
. [Rz_ﬁ]

X . 7 + iT 5t
Ft) = 1lim e « f{s} ds =
® ¥ - iT _ . [C. 4]

1 . 1 .
l1im e* " .f(s) A8 + ——— |- """ .f(s} ds
R ~3 o 2n i c ' : 2 nm i o

Uso do teorema dos residues para encontrar Transformadas

Inversas de Laplace,

Suponha dgque todas as singularidades de f£(s) séo
polos os guals estdo a esquerda da reta s = 7 para alguma
constante ¥. Suponha, além disso, que a integral ao redor de
o em [C.4] tende a zero gquando R — =« . Entdo, pelo

teorema do residuo

F(t) = SOMA DOS RESIDUOS DE e °'".f(s) NOS POLOS DE £(s)
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