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RESUMO

A tese & composta easenclalmente de quatro resultadeos
sobre a geometria deos fibrados que sEo:

Capituio I. As mét.rlicas de Kaluza-Klein =350 métr;icag
naturals em espacos totais de fibrados. Tais métricas s3o deri-
nidas a partir de conexdes. No caso de fibrados principais onde

a3

¢ grupe estrutural & EX3), & ou st e a variedade da base

admite métrica com curvatura seccional peositiva, @ natural

 estudarmos, em raz3o das propriedades das submers®es Rimannia-—

n.as: a pozitividade da curvatura zeccional de tais métricas. Tal
estudo £ feito para.a fibrado de Hopf = uma classe particular
de ccnéxﬁeg gque =30 as chamadas conex@es auto-duais Cigstan—
tonsd.

Capituloe iI. A condi¢Zo de '"fatness" para uma conexiZo
em um fibrado principal ¢ necessaria para que esta éonexﬁo
d:-a-fina métricas de Kaluza-Klein rom curvatura seccional positi-—
va. Existem porém restri¢ies topolégicas fortes & eﬂsténcia
de fLals conex®es fat. Sobre S* existe apenas um S?—fibrado
principal 'que admi te conexZo fat que & o fibradeo de Hopf. Este
resultade & generaliz;do para variedades 4d-dimensionals

compactas & orientavelis, no sentido que sobre uma tal variedade

existe um numerc finite de SX4d-fibrados principais que

acdmitem conexic SOC33-fat.

Capitulo III. Os espagos de Aloff-Wallach e os espagos
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de Eschenburg sio exemplos aos mais iﬁteressantes de variedades
que admitem cupvatura seccional positiva. Obtemos que alguns
dos espagos de Eschenburg s3¥o fibrados sobre o espago cP®  com
fibra espac¢os lenticulares generalizados.

Capitulo IV, B obtido um gerador explicito do grupo de
homotopla ﬁGCGQD.Além disto, utilizando o concelto de ‘iﬁdice
exibimos & érbitas da ag¢io adjunta de Gé nio homeomorfas., Obte-
mos também um gerador com entradas polinominais do grupo de

homotopla RSCSUCBDD e un gerador de n7CSUC433..
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ABSTRACT

Chapter I. Kaluza-Klein metriczs are natural metriecs in
total spaces of fiber bundles. Such metriecs are defined by
connections. In the case of principal bundles where the
structural group 1s 5SX33, 5" or &' and the base manifold
admits a metrie with positive sectional curvature, it is
natural to study., by the properties of Riemannian submersion,

the positivity of sectional curvature of such metrics. This

.study is made for the Hopf bundle and the particular class of

the self-dual connections Qinstantons).

Chapter II. .The condition of "fatness" for d connection
in a principal'fiber bundle is a necessary condition such that
these connections define .Kaluza—Klein metriecs with positive
sectional curvature. There are strong topeological restrictions
for the existence of fat connections. Over S* there is only
ose principal s? bundle that admits a fat connection, the Hopf
bundle. This result is generalized for compact orientable
4-manifolds in the sense that there is a finite number of
principal SOC4>-bundles that admit connections SOC3)-fat.

Chapter ITI. The Aloff-Wallach  spaces and the
Eschenburg spaces are the most interesting examples of
manifolds that admit positive sectional curvature. We obtain
that someone of the Eschenburg spaces are fiber bundles over

¢P? with fibre generalized lens Spaces.
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Chapter IV. We obtain, an explicit generator of the
homotopy group ﬂgCGE). Furthérmore. with the concept of indice we

were able to exibit two orbits of the conjugation action of 62_

~that aren’t homeomorphic. We also obtain a generator, with

polinomial entries of the homotopy group erCSUCSD) and a

generator of 'rz?C SUC4DD.



CAPITULO X
METRICAS DE KALUZA-KLEIN E INSTANTONS

AS métricas de Kaluza~-Klein em espagos iotais de:
fibrados principais, =80 métricas naturais que refletem a
geometria do grupeo estrutural e a da variedade Riemanniana da
base. Como taiz métricas s8o definidas em fungSo de um
par&metro real que define uma homotetia restrita as fibras,
‘possibilitando ent8o um certo contrele sobre, por exemplo, a
curvatura da=s fibras, temons uma situagio particularmente
adequada para o estude de curv;tura (seccional, de Riccei,
escalard. Neste trabalho nos  preocupamnos ésseﬁcialmente O
curvatura sSeccional roszitiva. Como as métricas de Kaluzafklein
s8o ;dequadas para fOfmalear concaelitos da Fisica Tedrica, &
natural estudar tals métrlcas guando relaclionadas As conexdes
instantons C(que também expressam conceitos da Fisicad.

No decorrer deste capitule vamos fazer algumas
definigles e fixar a _noﬂagﬁo gque serid vAlida para todo o

trabalho.

1. UMA CONDICXO PARA A POSITIVIDADE DA CURVATURA SECCIONAL

Seja G um grupo de Lie conexo e compacts e g sua

Algebra de Lie. Em g vamos considerar < °, > o produto interno
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definido por uma métrica;bi—iqﬁariante em G. Designaremos por M
uma variedade diferenc%avel de_diﬁensﬁo Z 2 e por P o espa;o
total de um G-fibrade ppincipal soﬁre M
6 e Pl M
Dada wuma conex8c principal em P (definida por ﬁma forma de
conexio ) e uma métrica Riemanniana ( » 2 em M, vamos
construir scobre P uma familia de m&lricas g, da forma
gtCX,Yi:z Cn*x,nﬁY) + L<wCXD,w(Y2) t>0.

Em relaglo as métricas gt,G atua por isometrias e as
fibraz s8¢0 subvariedades totalmente geocdesicas, isométricas a
(G,< , >J. A guestZo que ﬁos interessa ¢ em gquais situagSes
existem entre as méiricaé g, » métricas com Furvatura secclonal
‘positiva. O fato das fibras serem totalmente geodésicas e
isométricas a C6,< , ) restringe as possibilidades para o
grupo G. Wallach [Wl proveu dgue s? & o tnico grupo de Lie
CONEXo, campacto. é. simplesmente conexo que admite métrica
invariante A esquerda com curvatura seccional positiva; Segue
deste resultade que para o esztude de curvatura ‘seccional
positiva, na situagfo acima deserita, devemos nos restriﬁgir
aos grupos de Lie Sg. S3D e 51.

Vamos enunéiar um teorema gue nos da condig¢des
necessarias e suficienpes para dque CP,gt) possua curvatura
p@sitiva para t suficiente pequendo.

Este teorema < davido a [D-R~2} e nio =se encontrg
publicado. Tal teoréma ja foi utilizado em {Grl para o estudo

da positividade de métricas mals gerais gue as méiricas g,

definldas por
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ngX.Y):= Cr X,m YD + £<wlXd,wlYd>
onde f ¢ uma fungio real diferenciavél e positiva, que depenae
apenas da variedade ba;e; £f:M ey R. Com o.intuitd ‘de deixar
este .trabalho mais auto—sﬁficientg achamos adequado-incluirl
a demonstragio deste resultadd. Devémos obser var também que
[S=W] obtiveram um resultado semelhante.

Seja AdP =P x g o fibrado adjunteo do fibrado

Ad
G — P — M. O broduto internc < , > de g induz naturalrente
uma nétrica no fibrade AdP (que também designaremos por < , >D.

Seja V a derivada covariante de AdP definida por < , >. Vamos

congsliderar 1, a forma de curvatura de w, como uma 2—fForms em M

com valores em AdP..

Podemos agora enunciar:
TEOREMA 1.1. Seja G ——— P we—e— M um G fibrade principal com uma
forma de conexfo w Sobre uma varledade compacta M onde
G = Sa. S0C3EY ou Sle dimensSc de M .2 2. Fixands uma fnétr—ica
Riemanniana € , 2 em M e uma métrica bi-invariante { ; > em G,

gio equivalentes:

Ci2 Exi=ste LOI) 0, tal que para © < t < to‘CP.gtD possul

curvatura secclonal positiva.

C1id Para qualquer ponto x em M, quaisquer pares de vetores
ortonormais {X,Y> em T M e qualguer elemento nio nule u de AdP
E

sobre x temos

RMCXL Y. X, YD B Cu, X, %, 350% > c<u, v max, ¥3>)?
k=1



04
onde RY & o Ltensor curvatura de CM;C y 22 = {Xi b .- v X 2> uma
LA

base ortonormal arbitraria de T M.
4

Demonstrag¢iio: Vamos utilizar as seguintes convengdes:
1 =i,J,k.m = n = dimM e n+l = a,b,c,d,f = n+3,

Seja X +1.){ X 3} uma base ortonormal de campos vetoriais
L]

¥
n+Z " n+

em G invariantezs A& esduerda, iztae &, {X i » X > & um
n+i n+2 n+3

frame ortonoermal na Aalgebra de Lie (g,< , »5.- As constantes

de estrutura da 4lgebra de lie g em relagfo a4 base acima =s3o
— c —

definidas por IXG, Xb] = § Cab Xc . Como < ., 2 e bi

=

Ainvariante Lalzs constantes {Cab

> sEo anti-ziwmgiricas em
relagio a todo par de indices. Toedo elemento X € g induz , pela
aglo & direita de 6 em P, um campo vertical em P que

designarémcs por x¥ CiK-N v.I p.511). Temos entfo que dado um

frame {X“ » X

> ¥ em g ficam definidos o= campos verticais
+4d. n+2 n+ 8 .

* k% : '
X » X » X linearmente independentez em cada ponio de P. E
nti n+2 n+3 .
convenlente trabalhar com frames ortonormals em CP.gt), seja
portanto
o - w
¥ = % ntl £ a £ n+3.
a a.
L X ¥>=1 - cX .X> =0 % b
- Legoe gt a'a __ € gt P _ a .
Seja {Xi, .++ o X 7 uma base ortonormal de campos vetorlails
T
definidos em um aberto U < M Taig campos admitem um

levantamento horizontal para campos definidos em r fcw < P.
Como o contexto delxarid claro sobre guals campos estamos nos
referindo, usaremos a mesma notag8o para um campo X em U € M e

ey levantamenta horizontal em n"1CU) < P. Vamos definlir as



seguintes fungdes reals gm'n-1§U) < P.

H® =< XWX, X_ >

iJ J o L3 ]
HY =< v o <X X3, X >
ijk X i i a.
R = g cRYCX LK 5% XD
ijkm t iTT Tk
t _ t ~
ijka = gLCR Cxi.XjDXk,XGD . ete,

onde R'¢ o tensor curvatura de CP,gtD.

PROPOSICAOC 1.2. CLIT1D

t M

= _ o (=8 oL _ £t

12 ijkm Rijkm t E CEHij H . ™ Hi Hjm Ho, ijj
2y RY = - Y% B

ijma 13,m
~ t - a b b a _ c <«
3 ijab t § CHL ij ik kj) § Hij Cab
) t _ b a 1 c a
43 Biajb = - VIH, ij - ” Hl, “eo

k e

t _ []
52 Rabic 0 -

i _ t a £
B R vea T 77 ? Cor qu

F

t
Observacio: Todos os outros componentes do tensor curvatura R

podem  ser obtidos do= acima calecul ados utilizando as

identidades R = -~ R = -~ R . R = R : )
ABCD - BACD ABDC ABCD CDAB

+R __ +R =0 m
ABCD ADBC ACDE

O seguinte lema simplifica o© calculco da curvatura

seccional em CP,gtD.

LEMA 1.3. Seja o < TPP um 2-plano. Existe <empre uma base

ortonormal <X,Y¥)> de ¢ relativa & métrica g, tal que



cB

axi + ﬁxa i#3j, a=b

| X =
Ly = PR+ X o + 5% =% 4 8% =1,
Onde {xi, Xj} & um par de vetores horizontals, orionormais em

relaglfo a métrica g, e {Xa,}(b} um par de velores verticais

também oricnormais em relaclo A métrica g,-

Demonstrag¢fo: Seja <<X,¥> uma base ortonormal Cem relagdoc a
mEtrica 91) qual quer de o =] X =¥ + X » ¥ =Y + ¥ a
decomposi¢io em componentes horizontails e verticais. Temos que

Hy

0 =g, XY = gicx“.y + gicxv,yfa.

~ Portanto se gicxﬂ.YHD = 0, entio g1CXV.YV) = 0 & o resultado

segue., Se giCXH,YH) # O vamos obter uma nova base gi—ortcnormal

da forma

X = cos(82X + senCédy Y = - cosC(OX + senlédY
Loge X7 = cosCedX™ + sencedy” YH = - coscedx™ + sencoxy®
g cx", ¥ = —%- senC2edC Y™ — HixTi1%y - cosC2edg (X", Y™
‘de onde segus que
A _ R I I I et B I
g, X" Y™ = 0 se cotgl2ed = : — I

agicx“.Y p)

Devenos obzervar que em relaglso & mélrica g,

X = aXi + BXG_. Y = ij + 6Yb} ¢ uma base ortogonal e se
f ='t"’zx . ? = thi/zY temos
a a b b
_ 1.2 - 1,27
X = axi + it Xa Y ij + &L Yb
lea G X PX D 1 Ile g,CY, Y2 1
llxilf = of + t3° biyir = ¥° o+ 1sc
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Vamcs‘designar por KLC&) a curvatura szseccional do planc o em
relagfo & métrica g . Utiliando a ProposicZo 1.2 ¢ o Lema 1.3

temos

KLCaD = 1 {azyzﬁt + Eti/zaﬁyth +

o+ BPCyt s &5 1 1jaj

+ 2t1/2a2y6 rt + Btﬁﬁyék%b
1

. t 2 2t
(jib + quﬁyékija + LETyTR +

aj b jeaa
t
abaj

3,2 _2 3,2 2_¢ 2 2.2 1 2 2.1 .
a2t 3SR + 2t of3s E&bab + LTS Rabab + Lta™é Ribib}

= — PPPRY - BtE S D%+ 2o PtHS
Co"+ pL2C "+ &L 1913 e I 1isd

+ a b - 1
aaﬁyétthz Hik ij ——

2ol ypstH” T HS c®> 4
LI k - 1] ca

- ﬁzyzt(tZKH?k}z? + gPs% et -%-

-~ 2 2 .2 ] 2
: Exhab3 > 4« STLCLECH] 57,

k

Fazendo RtCaD = KtCaDCaz +‘ﬁ2tDCyz + &ZLD cbtemos a segulinte

expressio binomial em t.
_ M 2 2 _ o 2 2 2 a 2
RthD = Kijq y + (- 3% CHijD.“ y o+ EHij;jaﬁy

c

b 2 - ) o 1 = 2 2 . 2
— — r‘ ; +
aHij; iﬂ re 32: Hij . _Cxﬁ;v'd T 2: L 3ES }t_. +

+ <23can® HY - H® H® Deprs + ICH® 325%92 4+ TXH® >ZaPs%rt?
k ik kj ik ki k Jk v ik .

onde K‘?j ¢ a curvatura sgecciconal em M 4o plano gerado por
n*CXiJ e ﬂ*CXj).

Para . trabalharmes com a éxpressﬁo acima precisamos do seguinte:

LEMA 1.4. Dade parametros reais A, B, ¢ D, E, F, G K, L

contidos em um subconjunto compacio de Ro. vamos definir a



08

familia de fungdes ¢t: R* — & >0 da forma:
_ 2 2 2 2 2 2 2z 2
1o @tCa,ﬁ.y,éD = Ay + (Boy + Colpd + Do3y™ + Eoy3rd + L&Dt
+ (KaCS%+ 633 %+ Fogspsdt?.
As seguintes condig¢gBes s80 equivalentes:
(i) Existe t0>0 dependendo continuamente de A, B, ... , L tal
' z 2z _ 2 2

que ¢LCa,ﬁ.y,63 > 0 para O < t <K ta e o + 3 =y" + & = 1.

(ii)» Oz parametros saticfazem

A> O, G> 0, K>3, L> O, 4AK > ¢* 4ac > D%,

Demonstragfo: Vamos supor €1) verdadeiro.
Fazendo « =1, py =1 obtemos A > O, com a =1, & = 1 obtemos
K>0ep=1, y=1  obtemos L> Oe G> O.
Considerando agora apenas o« = 1, ‘oblemos para (1> a seguinte
express&o polinomial em yp |
2>  CA + tByp® + sy + t°K&® > o para ¥: o+ 8% =1
e t pedquenc. |
Seja f: l_?z —_ R definida por

o rCy, 8 = CA + BIY? 4 tCsy + t2Kks?
Restringindo & reta & = xp temos

£Cp,xpd = CA + LB + tCx + t2KZd,2.

Faor (&) temos gue para ¢ = l —-a—;— s I{yyxD 2> O e portanto
. . 14x

A+ tB + tCx + t°kx® > 0. ¥x e R, o que implica que
t7CC - 4KCA + tBJ> < O e portante para t suficientemente
peguens 4KA > ¢? . De maneira samel hante, fazendo p = 1 obtemos

C4AG > D2
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Vamos agora assumir (11) come verdadelro. Como vimos
acima ¢tC1,0,y,éD > G, ¢LCa,ﬁ,1.OD > O e portante podemos supor

que 35 # 0. Dividindo P, por ﬁzéz e fazendos x ='aﬁ_1, ¥y o= pS

i

obtemos a seguinte condigio equivalente & pozitividade de @
L

2 2 2
a0 x [CA + LBOy™ + tCy + LK1
+ x[tDy® + tEy + t%Fyl + tL + tZ6y® > ©
VX, ¥ € R & todo t > 0 suficientemente pequenc. Por (1ii)
temos que o© coeficiente de x* em (D & positivo para +t

suficientemente pequeno. Portanto, (32 & equivalenle ao fato de

seu discriminante ser negativeo, isto &

C4d y2EyZCD? — 4AG - 4tGB) + YC2IKE + tF> - 4LCGD
2 2. - 1 2 -
+ CE + tF>% - 4t%6K) < 4LIC—— A + B)y” + Cy + tK i,

O lado esquerdo de (42 & uma familia a um parimetro de

-

fungBes ¢t(y) qgue sétisfazem
$ CO> =0 B sy =0 lim ¢ €YD = —w
t dyi Tt 1
y=0 lyi->w

Além disso, ¢t6y3 éluniformemente limitada nas variéveis t e vy,

em uma vizinhanga de ¥y = 0. Note que para t pegueno ¢tCyD &
quase indapendente de t Cveja‘a Figura da p&ag. 103.

O lado direito de (4) & uma familia wtCyJ de bindmio=s

na varléavel v que =satisfazem

. 2

1im S wCyd =+ @ .
S, 2 L
t->o dy

Isto gignifica que cada bindmieo da familia wtCyD. a medida que
t sé aproxima do zereo, definem parabolas cada vez mais Techadas
-{veja a Figurad. O minimo de cada uma destas paribolas w?(yﬁ

Ct fixed & atingide no ponto Y.= - 'EE%%EES" e o valor minino &
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) Lt .H ) .
wtCyt) ey e e C4AK .C + 41BKD.

A curva dos vértices da fami{lia de parabolas ¥, e da forma
t ——i(td = Cyt,wtCytDD e satisfaz
C L

-
AT AT C4AK <33,

ICO> =(C0,0 . 1'cod = ¢ -
.Temcs entio que por Ciid a segunda componente de 17000 &
diferente de zero, © gus nos gérante gque (L) nace & tangentle ao
@ixo horizontal em CO,0D. Port-antc: as parabolas ¥ & comport am

como na Figura abaixo onde segue ¢ resultado 4

FIGURA

t )t

Podemos agora terminar a demonstragfo do Teorema 1.1,
Fazendo na férmula de RtCaD Cque ¢ um malitiple positive da

cur vatura seccilonal KtC oD
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A= K" B = - 3% CH® >?
i) 1)
<
¢ = - 26, D = aH" .
ty:1 0 I
- _ e e . 1 e L2
E ZHIJ ca.b L 4 E'tca.bj
[ =] 5y
X = gﬂ?ka G = ECH".‘ka
X kY
. b b o
F = ay ¢aH®, H . -~ H _ H D
E Jjk ki i} kj

o resultado segue imediatamente do Lema 1.4 i

O Tecrema 1.1 implica uma propriedade geométrica
interessante que & gque a positividade da curvatura seccional em
CP,gtD & equivalente a positividade da curvatura seccicnal’ de

um conjunto bastante particular de 2-planos.’

Corolario 1.5. Seja W = { conjunto dos 2-planos o em CP,g >
tal que existe base de ¢ da forma {Xi + sia .Xj}, s e R,
Se K;Co) > 0 VoeW para t suficientemente pequenc entio a

curvatura secciocnal de CP.gtD ¢ positiva para t suficientemente

pequenac.

Demonstragio:

=5 0 < g CRYX, +sX , XOX, +sX , XD =
t | -1 3 i a J
=R+ 2 s + R s Vs e Rcom t
ijij ajij ajoj '
suficientemente pequenc.

Como R;j i ¢ a curvatura de plano vertizontal C(plano gerado por
a
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um vetor horizontal e um vetor vertical) temos por hipdiese que

t

cjaj > 0 e poftanto (5 ¢ equivalente aoc discriminante. do

pelinomio na variavel s ser negativo, isto é
booa® ert R

ajij ijij ajaj

B3 R

Segue da Proposic¢Z3o 1.2 que (8) & equivalente a

ch. 32 < .RM a 2
ijzi iji] Eﬁﬂjk)

para t suficientemente pequenc g
2. UMA APLICACAKC A GEOMETRIA DOS INSTANTONS

Vamos aplicar o Teorema 1.1 a geometria dos instantons.
Para as definigﬁeg bisicas da Teorisz dos Campos Gguge indicamos
ao leltor o excelentaz textos [L1, [A-H-5]. |

Primeiramente wvamos colocar © preblema gque vamos
estudar de uma maneira bastante geométrica.
Seja & —~ P —% M um fibrado principal diferercifvel. Unm
automerfismo interno de PCM,G) é um difeomorfismo o de P que

faz o diagrama abalixo comutar

P - e » P
' ) ﬂ.'\ /‘I
) M
O grupo dos automerfismos internocs € chamado de grupo Jgauge e

designaremos tal grupo por gP . Seja 8? o espagoe das conexdes

principais em P. ﬁP atua em EP por pull-back

g, x €, — €

£, w — f*w
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A f:i‘:l‘)'{‘xa de curvatura 3 de uma cohexZo o pode ser considerada
como uma 2-forma com valoréa no fibfado AdP. O funcional de
Yang-Mills & definide por
IM ‘8P — T
o —— _%_ IM P12

Temcs.que:
a2} Os pontos criticos de @H{sﬁo chamados instantons.
b3} YAH & invariante pela agic de ﬁp
c) Se M & uma variedade Fiemanniana 4 dimensional, as conexdes
com forma de curvatura auto-dual (x 3 = 0 onde %X & o operador
estrela de Hodge) s3o conexdes instantons que s3o minimos
absolutos para o funcional M CIL p.4213. |

. O espago das conexdes auto~duais méduld equivaléhcia
gauge & chamado delespago modul ar. Vamos dar uma descrigio de
espago modular para.o fibrado de Hopf. Como ¢ mails adequado
trabalhar com fibrados ve=toriais faremos uwse de fibrados

vetoriais associados a um fibrade principal. Seja H o conjunto

dos numeros guaterniénicos, SpCid = La « H, lal = 1> e
S? = ¢Ca,bd e HZ, lal? + Ipl?® = 1>,
O fibrado de Hopf S° ———— 5% e 3% & obtido pela

aglo livre de Splld em 5° da forma a x (b,cd) =~— Cab,acd
Splld) atua em H por a x ¥ = a i .Temos entio O fibrado

vetorial associado
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Pefinindo sobre HY - 0> a 'relacﬁo de eqgquivaléncia

Ca,bd ~ Ce,dd se existe o € H-<OY tal que Ca,bd = Coc,odd, seja

3

HP Cespago projelive guaternionics> o conjunto HY~ <oy~

4 ' 1
e Lemos cSobroe HP um fibradeo vetorial candnico

chamado de fibrado tautoldgico NE4 definido por
Ha4 =L(v , v.1, wi & HE % H: . w e Iv , v 13
= i 2 i 2
P f4cil mostrar que N o4 o= s’ %« H
g 3
s
Em H® temos um produlto quaternidnico da forma

<Cv1,v23. Cwi,wE}> = Vv.w + v,¥, e FEealld , >3 & o produto
interno cansnico de R = H® | A i-forma com valores em ImH
Cquatérnios imaginArios puros) 0w = Imﬁvidai + vszZD def i ne

uma conhexio pnlhcipal' no fibrado de  Hopf quando restrita a

S?‘c H2. © espago vertical em s? definido por w &

? . - -
¥TS = £ Cav ,av ), a  InH >.
(vi,vz} i 2

Devemos entfo cbservar gue w define mélricas g, due nada mals

fpf . & I 7
=50 do que variacies da métrica candnica de 5.

A férmula da curvatura & complicada mas no ponte €0,12 temos

2 = dv ® dv
“to, 1) i i

0 espago horizoental em (0,12 & gerado por hﬁg"-' = portanto
1 ,

r%, 0 & pull —back por 7 de uma 2-forma auto-dual ém
0.,

(0,11 e HP'x= 5* ",

O grupo simpletico Sp(2> = <A & M2,HD. An* = 1> atua &
direita em s’ de forma equivariante em relagic a agfc de =
Egﬁa aclio & transitiva e por lscometrias, portanto preserva o.

Como a agio de SpCEY em s se projeta na aglo de S005 em S*

podemos garantir que 1, como Z-forma em s*, & auto-dual em
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todos ‘os pontos de 5. Vamos agora obler express®es locals para

w e 2. Uma parametrizagfo local para,HPiz s® &

£

R & H e—y HP'x g*

x —— [2,5].
Com esta parametrizagfio obtemos a segSo local 4o fibrado de

Hopf

r: H—y 5°

Cx,13

']1+|x!2

Apds um cidleulo simples

A=r¥e = T2 5
1+1xi®
R = r‘*{) - dee A dx

Ci+bact 232

A ¢ o chamado instanton bisico 'em [At p.213. Em razio do
operador de Hodge ser um invariante confornme, a. equagcio da
auto-dualidade também ¢ um invariante conforme. Podemos entio
"obter novas conexdes auto-duals fazenao atuar socbre o instanton
bisico transformaglﬁes conformes. O grupo SLE,H atua no

fibrado tautoldgico por

a b

]Civ 2V _1,Cw ,w D) = (Iv a+v ¢,v b+v dl,{w a+w ¢, w bh+w d3D
c o 1 2 3 2 i z 1 2 1 2 i - 2

Esta ag8o se projeta na agcio de SL{E,. H) -t em HP' por

transformagdes linecares fracionirias

ax + b
cx + o

x »
Se ¥V =4d + A é& a conexiZo definida pela instanton basico ent3o
'r*v & auto-dual e f*v = V se e somente se £ € Spl2l-%1. Obtemos

entioc o espago SLCE,H)/SpC2) de conex®es auto-duais madulo
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equivaléncia gauge. Em [A-H-8] temos a demonstragic que o
processo acima nos da de fapo.'todas as conexdées auto-duais.,

15t &, o espago. modul ar dc- Tfibrado de Hopf. O espzgo

i
3

parametirizado prcr Ltransformagies

SLCe, HD 25pda) pode =
conformes de HP' = S4. expressas na lorma local por

TK,bCXD = ACx + b A>x O, beS,

*
se identificamos T; b = 'ﬂixﬁJ 0¥ onde b

fir

v ponto
antipoda de b. Tais transformagdes, por pull-back do i1nstanton

basice, defirem o instantons
AN = T8 A = T SEIERAE
Y PR

- I b iﬁwé_fxz
A2l al 2y

onde o< A =1 Cver [F-U p.10413.

-

Temos agora uma boa descrigio do espago modular do fibrade de

Hopf. Tal espago & uma bolaz S-dimensional B com o instanton A

o o g5 d
em ScUu cent'o e o rato gue liga © <¢entro a2 b o= 8 BT =S

: _ A
parametrizado pelos instantons A .

ESFACO MODULAR DO FIBRADO DE HOPF
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Como ja observamos anteriornmente que .o instanton basico define

métricas de Kaluza-Klein que nada mais sifo do que variagfes da

o

métrica candnica. O problema dgue vamos estudar pode entio ser

formul ade da forma:
Quanto podemos ir ao longe das linhas radiais do espago modular
do  filbrado de Hopf tal gue as rdiricas g?., definldas ;eios
instantons AR y ainda definem curvdaturda secclonal positiva em
s’ para t suficieniemente pequenc T
Em = razio das simetrias envolvidas - podemos SUpOr
B =0¢CO0eH= 58" {pontodd CILL p. 4813.

Para aplicarmos o Teorema 1.1_ aons instantons

‘ A cockoc .

AN = T EEF 5
N P

pre&isamos de uma longa e tediosa sequéncia de célculos.

Achamos conveniente explicitar todos estes cilculos.

Vamos tomar em RY a métrica induzida péla prajacio

= . _
> g, onde g & a métrica candnica

ezctereografica é = C

141l ®

R*. Ums base ortonormal em relacio a é 4 dada por .

em R
_ 1+1x1? : _ 1+1x1?
le C——-§———D € s s X4 = Cmm—zr——a’e4
onde e, = 1, O, 0; O3, ..., e, = 0, 0, 0, 1> =50 o= campes

candnicos de R‘L

Se V1 =i, v. =/, Va = k & a base candnica da Algebra ImCHD e

H* - =< RMX ,X.0. ¥ >
it a

=< 9 RMX ,XDO,V >.
X, H ) a



Temos que _
€7y €9 RMCX LX 9=V CRMX LX) - RN® X X - RYex LY x oo,
X, 1 J X, 1 1 ¥, 1 3 ] b S |

1 1 . - H . 1

b * . ~
“onde ¥V & a conexdo de Levi-Civita relativa a métrica g. A

conexXio no  termo Vx CRlCXi.,XSD‘_l & a ecohexio no Fibrado
1

GE =<{L & HDH‘IH CE,E3; L' = - 13 induzida pela conexdo ¥V em E,

Tal conex8c & da forma VC RVDC@ = VCva,b) - RVCV:;)D. Notands que

o = R4 ¥ ImCH), wyamos descrever a congXio indﬁzida em Lernos

E
da triviallzacio de GE . Beja ¥V =d + A a conexio no fibrado

trivializado E = R* x H. S= ¢ & uma se¢fo no  fibrade

GE = R x ImCHD e W uma segde no fibrado E temnos

CTFedCyd = FCplyd) — W ydd = Cd + Adplyd — CCd+A0yD = dlelpdd

o+ Ayl -~ Cdyd — eCAYD = (dedw + ldyd + ApCyd - ldCydd -

eCAyd = Cde+l A, @idlyd.

Segue entfo dque a conexXio em GE & da forma d + (A, . 1.
Podemos agora calcular o primeire termo de U7D

: - +ixl® :
¢ CRMCX ,X D 172 .9 crMx ,x 0 =
X i j = e . i i

1 . 1

.2 .
itlxl e cRPex X 93 + TACe 3, RYCX X 313,
= i 1 J b 1 1

Os termos da expressio acima s&ho:

2 2 2
- +1 2l 1l
RMX XD = — A dx A dx c—i—gﬁ—- s, _légf__ e D =
1 J c)\' +'xl2)2 1 J
2 2
!l -
2 c X 5?7 dx A diCe e ).
7&2'*-'1’.12 i i
A 37\.2 i+l 2 2 2 2
e CRYNCX . ,X D> = c 3 Cax CAFHIdl®y - 2 1401 %D
i i 1 4 2 g2 i i
: X +Exl
dx A dx Ce e,

C)\.2_|,“|J)t:i2:)2 1 J



e M

[ACe 3, RYCX ,X 01 = [Imlm—e=2 (e 22,R¢X X >3 =

1 1 1 2 z 1 1 1
by + bl
2 . 2
_ b ot -
1 ETmCadeCe D, z (et X 5%4x A dR fe e )=
A2t xl ! 2 adwl ? ' Voo
2 2. 2
ol _ -
2 Ca+lix? 2 (ImCxdxCe 33, dx A d% Ce .& 33,
1 J

xRzt ®
Para calcularmos os outros termos de. C7) precisamos da zeguinte
relaéﬁo para a conex.’f;to de Levi-Civita V definida por 5 e a
CDhexﬁo.de Levi-Civita D definida pela métrica candnica de R*.
ﬁxv = D Y + XCpdY + YCedX - <X,X> grade

onde (x> = (2> - InCi + 1212 e grade € o campo gradiente de

w CEP p.17810. Temos entic gradeplxd = — %
- _ 1 +hxl?
: 1+lxl® -& '
X Cgd = <X _ ,gradgr = (—e—rmae &, ww— xr = —Ke  xp = —x,
i i = i 2 i i
. ) 1 +ixi
Co;ude % =Cx'.x - A 3 2
1" 7273 s
Portanto v X, =9 X, + E8XledX — <X ,X >grade =
Xi‘_l xi 1 1 1 1 1
b2 +lxt? +lxt 252 ~
v < 1= e, — 2x . C 1= D= = cit xt D zZ x =
2 = CT i i A i 4 2
1+ 85l 1 + 1!
2 91
148l ? 1+1512 2 14812
- L P R = =
= ‘Vei = ei) L o+ ix Dxiei + 5 %
1o} 2 P +lxl 2
1 e (2 E e P 9 ey -l o+ lxlPx e +
= i = i = o, i i i
ox e z
1+1xt? 14l ? % 2 1+1x!
- + bt
= = = 3 c1 x Dxiei =
' 1+|x|2 1+lx12
B C“_"_'é'"_) e, Ve =




s — v N y - _ . - —=
vxixj Xixj_+_x§gaxj + quoxi _ <xi,szglad¢
ol xt 2 PN ' |l 2
v o A, U I el A O . i, P
L 2 i i 2 1 J A i
1+ %
L=
“ 2 ! Lz 2 2
441l 141l . 1+l 1 +1
= Wei_a— ej) x‘,CTDeJ xJ_C ——>e =
141zl ® 141l ® telad® o N AN
= E: = J = eiaj 1 = E_]
1+l ? 1+l ? 1+l xl® 1412
éc___ﬁ__.o = ———Cx e, D o) jc —e =
1+l ®
ij———E———Dei
Fodemos agor‘a calcular os ternmos
2 2 2 =z
§ el !l
R"cv X, X D= ——-)i-——-dxz\d LA LTV L LT IRV 5.1 L A
i = P = _ 2 i
1 ' +|xi .
- 2 2 :
[ 2} - _
: (22 E 5% (e xodx A die ,e ) + dx A dxCx,e D).
2 2 2
'Y - hY - 141l R I VY|
R{CX ,¥ X 5 = dxe A Azl B, | ee——— s )=
i Xi 3 c7\-2_'_le232 = i 3 = - i
2 ' z
s} _
- : ¢ AVE 52 L ge A dCe. ,ed = O

Finalmente obtemos a expressSc de (73

N Latnel? N+l Py cA®-13dx A aite e
~ = 15
€V, RICX XD e € -

i : EnZr 1xl 2>
2 Cc1+bxl®>?

+

2 {Imad;CeiDD , dx A d&Cei,ej3]> -
‘ AZelxl %
2 2
i I ~1 — R
- i c AL 5% - %, dx A dxCe ,e > + dx A dxlx,e DD

K2+lxl2



Do dx A d%(e,.e_j +

1 ]

{Imﬁxd%Cei33 ., dx A dxCe ,e D1
1 J

+lxi? 2_
- 2% 12 2 232{ % c A1
o +lxl :\2+Ix12 !
1+lxt?®
g+l %)
1

TC

Fixande valores para

Caso i =

e
2

1

L]

J

= (1,0,0,00

= 2.

> 92

—;‘r;id-x; A d%(ei.:‘:jf) + dx A dxCx,e DD,
J

i

=]

3

tenos:

= ¢0,1,6,03

de A dxte ,e D=dxle ddxfe d—dxfe ddxle D
i 2z 1 2 Z ED

cv =4, V¥
: i

2

Imﬁxd§€9133

[Imﬁxd;{eiDb, —av 1

B2 (V.V - ¥V VD - 2x (V. ¥ - V¥ ¥ O
3 2 4 12 4 a8 4 i s

|

dx A d;éCx, ezb

Cx + %2 ¥V + %2 ¥ + 2 VICVY¥D - VY -2V - xV¥V — xVD
1 2 i a5 2 4 8 i i T4 2 1 9 z 4 2

J

I mC 2

. V
]

It

dakaddrCe D ~ dule DdxC

k

& base candnica

¥ + xV + x V¥
z 4 a 2 4 3

2V + =V + xV , V]
z2 i 3 2 4 9 i

n

1C-¥ >3 -V .1
t ]

de ImHI.

4 ¥~ dxe WV
a a 4 =z

C—xc ¥ + % + 2%V — 2%V — 2V¥W - + =2V - xVD3
t 4 2 a a 4 2 £ 4 2 8 8 4 2

-2 V¥ + Bx ¥ - 2xV¥
i 1 s 3 4 2

Utilizando as expressSes acima temos

(¥, RDOIX X 2
X 172

i

by

s

1+!x|2
scaf+lxl 2>
1ol 2 ’ 2
.)kzc 1+1x )2{ 1-A _
A2 lxl

2 z
Ao+l

i

22

v

i

+

2
141t \2{

1 -2

x V. +

alalxl®

1+|xi2

2%+l %)

G P

pe 2
E]

3

i 1

2
141l

202 +121 %)

Fh V —dx V) - 2 422V - 22V + 2x V- 2% V. D)
a 4 2 4 1 1 1 1 a 3 4 2

4

2



=2

xavs x4V2
- =7 5
2 z ) Ci+lai®x Vv = % v X Z4lxi?>
2 2¢ 1:lxl 3% 1-A ' V -+ ; 8 5 a 8 _ _
A+l ? Astxlr® 1 2+ lxl %

Cl+lxl®x Vv + 2 V (X Z+1x1®)
4 2 4 2

_ 3y =
2eaZ+lxl %)
f.12 L2 L,z ' 2
ch 1-21- = 232{ :12. o 2 xivi+ 12. 2 2 xavs+ 2 . = ¥, 2.
A+t A2+ xl 2"+l acaZ+lxt?y 2
Temos entio
i = 22 t+lxl® 2 127
2.4 E: Zilaxl 22
I [‘2 2_-
z - ch 1+1x . z A -1 -
12,1 l-2_'_|x‘2 :’\2+‘%| 4
T U Y P! L e
= C ) %
12,1 )\.2"";'-\::;2 ?\2+le2 a
2 2
' = <RMX X OV =< o A=l 52 4 A dice e D, V> =
ig i = 3 4 ) 2 ! i
e Ao+l
L2 2
1 xt -
Ao AtIxl 92 chn A diKe e D, VS
4 - 2 . i a i
p e A |

De onde segue gue

2 2
§ o
IHi = - A C 1+1 x| 32 s 5 = = =) Zero 58 & & Z.

ig = K2+ixlz

Podemos agoera aplicar "o Teorema 1.1 aoc fibrade de Hopf

3

s? - 8" — 8* onde estamos considerando em 5% a métrica 9,

induzida pela métrica candnica de ' @ a métrica bi-itnvarliante

de SB. Queremos portanto saber se
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. . 4+
¢t 3% < poent »?
12 , 1 18
8=1
Listo &
1l 2 % 4 Il ®
At L= ¢ Lo 5%k 5% < 2 it 54
24l i AZalxt® to AZelxl?
Simplificande a expressioc oblemnos
2
12> >fcx 2® < _i
Aolxt?
que ¢ egulivalente a
2. 2 *y z 1 4
x> = C1-A"27C 35 = - < 0O Yxe R.
E:
Ao+l xl
Coma ixl? = Cxi)z Vv x e R* fazendo
- . 2. 2z xi 2 i
glx 3 = {1-A"2°¢C = = 25 - e
: A+ x
1
temos ngib = Idad. v xe R*
” 2 x, x2+xi—x12xi 8C1—)\2)2x1Ch2—xf3
g'Cx 3 = 201-A"27C 2 C D =
t A+cx 0% z 2. ° 2 2. "
T S & ¥ +x13 CA +x1)
Oz pontos critices de ngi3 2AO x, = o, x = A, %, = A,
. 2. 2
gcod = - %T L gtad = gead = SR D 2
. ' 4N
Notando gue lim gCoe 2 = - —%— temoz que
4
x1->im

ngib <0 ¥ %, - R = se e somente s& glkd < 0, isto &,



a4

c1-n%y%® 1
<
4an?

K (1-2202% ¢ A% ey 1002 ¢ 2

o

(o> 22 4 A = 1 > O (> A D

3
Fazendo i =2, J =3, com cidlculos semelhantes acs feitos
acima oblemos
2 2 2
Il -
* = 2 C 1+ x 2 ? 1A x y ete.
23,2 NP AZalxl? 4

E clarc entic qgue, pelas simetrias envolvidas, os calculos de
todos os H?j ; i, =14, 2, 3, 4 e a = 41, 2, 3 sSHo

obtidos de maneira semelhante & obtemos entic o resultado.

—i+] 5

TEOREMA 1.5: Fara A & C—_??m-——-.-ll, o2 instantons definidos
pPor AK 280 tails gque CS7.gt} possul curvatura positiva para t

suficientemente pequeno.



CAPITULO II
UM TEOREMA DE FINITUDE PARA FIBRADOS FAT

¥einstein em [W~1) intreduz o conceito de fibrados fat
e coloca a questioc de se encontrar os S -fibrados principals
sobre S* gue admi tem conex@o fat. Derdzinskl e Rigas em [D-R-13]
demonstraram gue épeﬁas o fibrado de Hopf s% —— 87———+ s¢ e
fat. Neste capituloc vamos generalizar este resulta&o CTeorema

2.8, provando dque sobre uma variedade 4-dimensional compacta e

orientdvel o numero de fibrados fat & finito.

1. CONEXDES FAT

Seja ¢ ——— P — M PCM,G) > um filbrado principal
diferenciivel com uma forma de conexBo w e uma forma de
curvatura . Temos gque Q ¢ uma Z—forma horizontal em TP com
valores na algebra de Lie do grupo G (que denoctaremos por gi.
Podemos obter =-formas horizontais reais tomando funcionais
lineares.p : & — R e fazendn a composigio pgel. Seja g* o
conjunte dos funcionails lineares em g < é* = g* - {funcional
nulé}. Dade um subconjunte S £ é* diremos que uma conexﬁé'm =1
PCM, ) & S-fat se pelE ¢ nioc degenerada ¥V U € S, em cada
subespago horizontal de TP. Se P(M,G> admite uma conexdo §*~fat

&)
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diremos que PCM;GD & um fibrado'fat. Para a teoria geral dos
fibrades fat, sua relagio com as variedades simpléticas, as
definigdes & notagio basica ver [W-gl.

O conceito de coﬁexﬁo fat surgiu da seguinte constru-
géo: Dado um fibrado POM,GD com.uma conexXdc W, vimos no capitulo
I que podemos definir de maneira natural métricas g, em P.
Temos que as méiricas gt definem curvaturas seccionals
vertizontals positivas em todo ponto de F se o somente a co-
nexio w & fat {a demonstracio deste fatoe segue imediatamente da
definl¢io de conexio fat ¢ da fdérmula da curvatura vertizontatl
‘na proposicio 1.10,

6 conceito de fatness no casao em gque a variedacde da
base & 4-dimensional implica em uma certa rigidez para o
fibrado no .sentido 'que passaremos a descrévef. Ceja M uma
variedade 4-dimensioral orlentada = AZM o fibrado sobre M das
a—forﬁas. Munindo M de uma estrutura conferme fica definide o
operador estrela de Hodge, qua ¢ um endomorfismo *: A%M — A%H
que satisfaz ¢33? = 1 Cidentidaded. A®M se decompde como Soma

direta dos auto-espacos referentes aos aulo-valores 1 de .

- Vanos denotar  esta  decomposleSo por A’M = A’M @ A®M . o=

. -+ _
fibrados R® ——— Af_M —_— M definem SOC3)-filbrados principals
que designaremoes por S0(3 —-—— P (TM ~—m— M

A construgio acima e geheraliza como se segque: Seja
um fibrado vetorial 4-dimensional orientado sobre uma variedade
M C¢R* —— ¥ ey H)..Munindo ¥ de um produto interno em

cada fibra fica definido em Azczb o operador estrela de Hodge
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e a decomposicSo  AZCED = Afcgb'e A%ce>. 0s SIKE-ribrados
serfo denominados por SO(33 ——— P (D —— M, |
| O recobrimento candnico SpinC4dd = s° x S° —_— S04
a

define em S004> deois subgrupos normals isomorfos a S gue

denoml naremos por ' Si ' CS? = {p : R‘ r— rY CX e B3I T,

S? = {p : R* — 5 R? (x — xp) > onde p = s? e al multipli-
cagho & gquaternidnicald. PFortanto, dado um fibradeo PCOM,S50{42)
ficam definido=z dols SM33-fibrados Ipi“il‘u‘;ip.&ig da forma,

SOC4AO /8, = S8X33 —— P/Si — M, que denoml naremos por

3
*

3
Pi= P/Si

. Devenos Sbh=ervar dque se ¢ o fibrade vetorlal
‘aszoclado a PUM,530043) pelaz ag8o candnica de S0C45 em R, entic
a decompo=zigic

- AlcEd = AfCEDle A*ced
se relaciona aos flbrados PiCM,SO{SDD' no sentide gue
p.Cgy = P . CObs.: Sempre que hnos referimos a um fibrado
vet_orial agsgocliado ¥, éstaremoa supondo que ¥ & associadoe a P,

pela aclfo candnica de S0C4) em R,

Podemos agora enunciar os resultados:

- TEOREMA 2.1. ((W-2 tecrema 7.213. Seja P um SK4)-fibrado
principal scbre uma variedade 4-dimensional orientivel M e
£ o fibrado Vetorial. 4-dimensional associado. Se P admite
conaxio | S 3d-fat | entfo, para ezcolhas adequadas de

orientacdes, Afo) é isomorfo a AfM.

A demonstragis dezte tecrema esti haseada na fato dque
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se 0 ¢ a forma de curvatura definida pela conexio .SOC 3> -fat,
podemos considerar 0 como ﬁma 2—f§rma em M com valorez no
fibrado adjunto AdP, 1isto &, Q ze egtende a uma aplicagfo

linear A®M —9—4 AdP. Observando qﬁe AdP = P x 50343 onde a

S04

agfoc de SOC4d em SOC4d & a acZo adjunta, A°F = P x AZCRYY e
=O04)

AZcR®y 2 SOX4) temos que AdP & isomorfo a ASE . A condig¢lo de
fatness e as dimensdes apropriadas nos permitem mostrar que Q
define um isomorfismo AEM X AZE

Um caso particular do Teorema 2.1 pode ser enunciado da

forma: '

TEOREMA 2.2. ([D-R-1 tecrema 1 13.Seja P um SOC3D-ribradeo sobre
uma variedade 4-dimensional orientivel M. Se P admite uma
2-forma horizontal de tipo lensorial e fat entio M admite uma

orientagiis tal que PO A*M> & isomorto a P.
-+

O fato esseﬁciall na dimensZo 4 & gue sSe pode
relacionar o cpnceito'de.fatess com o cohceito de aute—-duali-
de. Isto foL feite em [D-R-11 da seguinte Torma: Seja
PCM,GD um fibrade principal com 6 = s® ou SX3) e uma CONExAo
fat w, entio existe em M uma estrutura conforme orientada tal
que em relégﬁo a esta estrutura conforme Q, & uma 2—forma

horizental auto-dual. Hilizando entio a auto-—~dualidade temos:

i .
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TEOREMA 2. 3. C[DTR_l teorema 2 ]3. Seja PCM.SOC4)) um fibrado
principal sobre uma variedade 4—-dimensional compacta e orienta-
vel. Se PCM,SX4DD admite conexZo SX3)-fat entlo para uma
escol ha adequada de orienﬁagﬁa em M vale: |
i P, & isoworfo a FCATID.
ii> O % IpiCP_JEmN I37CMD + 2xC(MD |
Conde p1CP_D & a pfimeira classe de Pontrjagin e tCM), x(CHMI sio

respectivamente a assinatura e a caracteristica de Euler de M.

Utilizando o Teorema 2.3 & possivel entioc resolver a

questio enunciada em [W-1].

TEOREMA 2.4. C[D-R-1 teorema 310.. Seja PCS*, 500435 um fibrado
prineipal com uma conexBo SOC3)-fat. Entfo para uma orientacgio
adequada P ¢s, s00ad & isomorfe ac fibrade de Hepf e

P_CS4]SO{335 & um fibrade trivial.
2. UM TEOREMA DE FINITUDE

Para generalizarmqs o Teorema 2.4 usaremes o Teorema
2.3. A demcnétragﬁo deste teorema & baseada em uma fdédrmula para
o primeiro nimero de Pontrjagin. Como nido encontrames nenhuma
referénclia para a demonstragio desta férmula, vamos apresentar
aqui uma demonstragfio detalhada. Seja PUM,S50C430 um fibrado
principai e R -~ ¢ — M o flbrado vetorial associado.

Utilizando as notag®es fixadas no primeiro paragrafo temos:
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PRCPOSICAQ 2.5.

i

p1CAf¥3 pCEY + 2eCEd

p1CAff) p,CE> - 2eCZd

Conde &l¥f) ¢ a classe de Euler do fibrado ).

Demonstrac¢cio: A conexio « em PIM,S00403 induz uma conexio ¥V no
fibrado wvetorlal ¥ gue por sua vez lnduz uma conexio ¢ no

fibrado AZE da forma: Se {e1 e, e ,e‘} ¢ um referencial

ortonormal local em £ entio {ei ~ ej. i<j ¥ & um referencial

2
oritogonal local em A"(Z> e temos

Ny
VWe. " ed=Fe M"e. +e " Ve,
1 3 1 J H J

Fan

A conexio YV s decompde em relagifo a soma direta

A%cEd = Afcg: @ A ced em V=V +¥¢

o+ -

-

definindo portanto conex®des em cada um dos subfibrados ﬁiCED.
A demonstraglo € simplexs. A expressio de $+ & obtida da seguin

te forma: um refebencial. ortonormal local de AfCSD & dadoe por

* 1

L 5 == Cae " a + e e 3, f = cae (e e - e e 3,
i _ré—| i 2 8 a4 F T’é—' £ g 2
+ i A A
' = e (= e + e e 1) .
3 = 1 Pl 2 8
4
C MO v e = T mijej temos apds um padquesno calculo
=1
Ver™ =L si9e "e +e AP Ved =Cw  +w O +Cw -w O
+ ré‘_l 2 £ 2 29 £+ d 2 24 i8 b
VCrT D = Cw +w OfT +Cw  + w OfF
+ 2 az 41”4 a4 12" a
" Yert Y =cCw v w OFT +Cw  +w OFT,
+ b=} 42 18 i 2

43 21
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de onae o resultado segues (para %_ ©s calculos s8o semelhantesd,
Temos entio que =se Zo+ & a Conexiao em P+C}-{.SOC4)) induzida por o
Cou equivalentemente a+ induz a conexXio $+ em AfC&)) Ltemnos

o w29 * w14 w24 M wﬂi

0w = w + W O 2 + W
+ 32 44 24 iz

w ot o w + oW : O
“3 2 i3 43 24

' o -
A curvatura 02 de W, catisfaz a equasic de estrutura
- .

B = ode b e [, ]
+ + 2 + +

Podemos entio, apbds um calculo um pouco longo mas imediato,
obter a matriz de 5+ . Se 0 & a curvatura de uma conexfo o em
um fibrado principal e R a curvatura no fibradoe wvetorial
assocliado definida pela conexd3o V induzida por @, temos a
relac¢io
* —d -4
< RCX X D& ¥ > = {2XX ,X J3Cu "C& 223, u "{F 2>
172" " T2z T & i 2 1 2 34

Cver [K-N v.I p.20l] para as definigées).

Considerando entio Rij come a S—{orma
R X YD =< RCX,¥YD¥ ,F >
ij 1’2

temos em relag8o a um referencial ortonormal local

{e , & , eﬂ. 94} qgue a matriz 5+ & da forma

1 z
' & CR,__+R D (kR . .- D
- . 21;) d41} 131 241
Qle el = 1 CR__+E D 0 (R, _..+R__. D
+ i i 821 4113 481} 211)
(R + 0

.tk D (R +R
ati) 4213 241 121

Podemos agora calcular as c¢lasses de Pontrjagin., Primeiramente
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vamos relembrar dz defini¢des C[K-N v.II p.2821).
Seja E um fibrade vetorial real sobre M com fibra R,

Seja E° = E ® C. A k;ésimg classe de Ponirjagin de E & definida

por
' k G 4k
p.CE) =C-102"7¢_ CE> « H (M ; RO
]._c 2k
onde cszEc) & a 2k—ézima classe de Chern de Ec . Vamos definir
fungdes polinomials AdC¥ilCg, D) ~invariantes g. g s+ ... g

o 1 q
em plCgz, R da forma

1 _ a q-k
detChIq —§EXD = T gkCXDK

k=0

Pela teorié de Chern—-Weil, ze 0 & a curvatura de uma cohexEo w
no :fibrada de baszes de E, entio existe uma tnica 4dk-forma
fechada Bk em M tal que
? *p o = qes)
TR =g,
onde 1 & a projegio do fibrado de bases.

Tenos a2 seguinte expressio para 9,

' : Jo-- 3 i
g,,CD = zt st  Fragta o~ g 2k
Cerd” C2kdt RP RIS PR Y2k
onde a soma & em todos os. subconjuntos ordenados Cii, R ,isz
de Pk-elementos de 1, 2, ..., g2 e todas as permatagdes
' ‘ J,-- -
€d s v Jo. D de €L ,..., i > e &% 7k & o
i -3 % i i 2k S 1
i 2k
sinal da permutagfio ¢ obs.: Q: = Q.=
No case g = 4 o k =1 temos
g.cm = ——c-nl 2 of-al A atal A oate? c ol A al-ad r oD
S e i a i 4 1 a 2 4 2 a4 a

No caso g = 3 e k =1 temos



gD = e (-0 7 0% -0t A 0?2 ARy,
2 81’[2 Z i 3 i 3 2

Temos entioc que

g (D = —2.<CR__ +R D" CR _+R >+
Z + 2 4 2 i
320
+CR_—-R D> ®“CR _ —-R 3 +CR +R_D>MCR +R_ D3 =
i3 24 i9 24" 4 24 4 24
Z. (R "R _+2R_"R +R "R +R "R _ ~-2R “R +
Z3 23 - 23 id 14 14 i3 i5 13 24

38"

Observando gue a curvatura 2 definida por w em PCM,S0C433 & da

forma

O R R E
12 i3 44

)2 O R R
21 -3 24

n=_2 =g R 0 R
= 34 3z 3d,

R R |4 1]

41 42 43

e portanto

g, = ~ (R

Seque entioc gue

£
2 CRza " 14 i3 24 48 217
3=n

2 —
p CA%E> = p Cgd +
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A classe de Euler de um fibrado vetorial orientade com
fibra RZP & representéda por uma- Zp-forma fechada em M cujo

pull-back nos da a Zp-forma

3
Z2p~1

eCtd = —= T e . ats . .. caqo
2°PrP ‘17 Y2p ‘2 ‘zp
onde o somatério ¢ sobre todas as permutag&eé dee C1, ..., Ep) e
%, . vale 1 ou -1 caso i e ... 1 D seja uma.
1 ... 3 ' i Zp
1 2p :
permutagic par ou impar.
Ne caso de ¢ , p = 2 e portanto
eCry = et r - r e R r Rt 4 vl n o oy,
z 4 1 4 1 a : 3 1

zan’

Temos ums soma com 24 termos gue podemn ser reduzidos a apenas 3

termos utilizando-se as relagdes

ol = - enl *a® =007
! . J i o k i

Temes entio
ecry = —— <8t * o’ - eal fo?
2 2 4 2 4

B2 .

+ aa* A o% >
<4 g3 -

de onde segue gue

ety = —* ¢r SR _-R_"R _+R "R O
. 15_”2 Zi 49 i85 24 14 A ]

Relacionando as expressSes obtidas temos

2 ame -
p1(A+3 = piCEj + Eel¥&)

A outra f&rmula segue de maneira semelhante. A conexio

induzida per ©w em P tem come curvatura a matriz



¢ -R + K R + R
23 i4 3 24
oy 1 .
= e + B -
Q— é az 41 © R49 * R2i
R +' B -R + K O
31 a2 | 34 1z .

Uma observagio deve ser feita no sentide que as edquacdes

1t

91CAfD p,CED + ZeCEd

1

p1CAiD p,CE> - 2eCgd

=80 simétricas em relagfo & corientag¢feo inicial de . Quando
alteramos a orientacio de £ as formas auto—dualis se transformam
em formas anti-autoduais em relagfo 4 nova orientag8o. Ocorre
.também o.segﬁinte: se {ei L 3 & um referencial

orionormal local de £ positivamente orientado entio

{e-1 f e toe e , e e + e e , e e + e e >

fe "e ~—e N"a&a , e M"e - e
i 2 a 4 i 4 g z 1 4 2 8

definem referencials ortonormais locais positivaments orienta-
dos para AfCE) =3 AiCED. respectivamente., Se trocamos a orien—

taclo, por exemple, para {ez y &, &8, e ¥ temnos

A

isto &, ' Aict) se transforma em AECED em relaglio a nova
orientagio, porém ccm.orieﬁtagﬁo invertida em relagio & orienta-
¢Zo anterior. Como as classes de Pontr jagin s3o independentes
da orien£a¢50 e a classe de Euler muda de sinal ée a orientaqﬁd
¢ alterada. C{M-S p.184 e p. 981D temos que com uma mudanga da

orientaglio de ¢ a equagio



p,CATEY = p CED + BeCED

.

se transforma nha equagio

pimfg) p,CE> - 2eCED

No caso particular em que £ € o fibrado tangente TM de M, &
usual escrevermos as equagdes da Proposigio 2.5 em termos do
primeiro ntumero de Pontrjagin de M e da caracteristica de Euler

de M

p1CA2M3[M] = piCTMDEMl + 2xlM.
¥

Neste caso, como uma mudanga de orientagdo de M também altera a

+ .

classe fundamental (M)}, uma mudanga na .orientag3o de M

"transforma a equagio

-~

p1CAfM3[M] = p,CTMOLMI + 2xCW

It

em ~_p1cAfm£m -p CTMIIMI + ZCMD

it

isgsto & piCAfM)[M3 'p1CTMD£M] - 2x(M.

Como aplicaglo da froposi¢§o 2.8 podemos reobter sem
nenhum esforgo_adicional a desigualdade de Thorpe—-Hitchin: "se
M & uma variedade 4-dimensional compacta que admite métrica de
.Einstein entio lzCMI = —g— pCMD ™,

Seja PCM,S50{45D o fibrade de bases ortonormais de M

CA-dimensional e compacta) e ® a conexio Riemanniana em P

definida pela méirica de Einstelin. w induz conexdes a+ nes
fibrados P_ . Calculamos anteriormente as formas de curvatura
5+ Da expresslo de Bi é imediato que a mé&trica em M & de
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Einstein s = somente se 5+ ¢ auto-dual Cou d4de forma

equl valente, 9! & anti-autoduall, bazta tomar {91' B, €., € g
: - : a 4
um referencial ortonormal local formade de vetores que

diagonalizam o tensor de EKiccl e verios em dque situacio valem

as igualdades:

L s
0 Ce ,e 2 =0 (e ,e 3
+ 1 2 + g 4
Q Ce y2 D = H Ce ye D
k] + d 2
LY EaTd
1 Ce ,e D =0 (e ,e >
+. 1’ 4 + 2 5

Se 5* & autoc—dual entio .pICAfMDEM] = 0 e como temos tambdn
gue 3 & anti-autodual IiCAfMJ[M] = 0 {egtezs fatos seguem da

férmul a p CEMIMI = —-1;_ IMCIRYIZ - |R?|23 (L p.4330.
4n -

Logo

pCTMIMI + 20 2 o

[ S—

=m=b'p1CTM3EM]‘ = 2xCMI.
p1CTM)[M] - a2y =0

Pelo Teorema da assinatura de Hirzebruch CIM=-5 p. 22410

p,CTMIIM] = 37(MD

e portanto

lzcM | < _§~ FCMD

Vejames o caso em que a lgualdade ocorre. Neste caso,

para uma orienta¢lo adequada de M, temos

b1CAfM)[MJ = p CTMIIM] + 2eCTMIIM] = 3TCMY + Zx(MD = o.

Neces=zitamos agora, para utilizarmos um Teorema de Dald
- e Whitney, calcular a segunda classes de Stiefel-Whitney de

AfM C{D~R~1 p,48013. Como nio encontramos referdnclia para este
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chlculo, vamos fqiéuyo aqui com detalhes.

PROPOSICKC 2. 6. : | w,CASMD = w CTID
Demonstragiio: O fibrade R® --— A®M —— M pode ser construido
a partir deo fibrado RY -~ TM — M da seguinie forma: selia

{Ua » o &€ I3 uma cobertura de M por abertos gue trivialtzam TM

. n ' . '
.e {gaﬁ . gaﬁ : Ua Uﬁ ——— 500423 as correspondentes fungfies

de transi¢io.

50043 atua =m A224 da forma

soc4)y = APRY 2., AZR*

A X VW — AV AW

Ezta ag¢io define uma representagin w de S0043 em SOIB). Temos
entic que o fibrado A’M & dado p;r {Ua , oe Iy =

{wogaﬁ . wogdﬁ : Uu n Urg —_— S0042 < SOCGD}:

Pevemnos observar priusiramente gque p n3o & uma ‘repr-esentar;ﬁca
fiel pols wCA) = yl-Ad ¥V A e S0043. Temos tambeEm due a aglo §
deixa invariantes os subespagos AiM e AfM de A°M . Tal
fato segue da seguinte observagio: seja {ei, ez. ea, e4 >

referencial ortoncrmal local positivamente orientado de M, logo

v = As , V. S Ae ., Vo= Aa , v T Ae 3, A & 50043, Lambdém &
i i 2 2 8 a 4 4

um referencial ortonormal positi#CL Se o = ei“ez + 93“ e4

entfco « € uma forma auto-dual ¢ Ax = Aei " Aez + Aeg n Aed' =

v, n v, * v ” v, também ¢ auto-dual Cuma vez gue © operador

estrela 'deé  Hodge nioe depende do referencial ortonormal
positivod. Portanto, 2 define duas representagdes y, de SOC4D

em SOC3D € S0C8). Como Si = S0C 4D atua de manelrz transitiva
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, . . . .
no fibrado unitariso de AiM' vamos restiringir ¥, aog subgrupos

& . Temos entfo gque os Fibrados Ai}v{ poden ser obtidos por

I+ w

e ; . o - n 1 = d
Vit Vaodns ¢ Uy " Uy — SCI < S0CES,

Segue.agara da definid¢ifo da segunda classe de Stiefel -Whitney'

LU y, o = 1> e
&

em termos da cohomologia de Cech Cgue nos da a seéunda class

de Stiefel—Whitney como obstrugio aos levantamentos

EpinC4dd
S s 1 2

. n
Gops © Uy " Ug == SOCLO

L

gue w2ChiM3 = w2CTM) Cobserve gue o recobrimento
g w57 Wy sx4)  define difeomorflismes S0 X (1) s 8 o
. +
a T 8 3 T a Y
{1 x S — 5 & poertantoe 57 x {13 ey S* — S50C3) &

um recobrimentol B

Temos ent8o gue =& a lgualdade TzCMDY = —g—xCMD
ocorfe; para uma orienta;ﬁo-adequada de M temds
PCATID =0 e W CAND = w CTID.
‘L.ogo, se M ¢ wuma variedade Spin, w2CAfM) = 0: Vamos agora

utilizar o seguinte resultade de Dold e Whitney [F-U p.2221.

TEOREMA 2.7. (Dold e Whitneyd). Sejam P1 <] P2 SOC3) —fibrados
principais sobre uma @ variedade 4-dimensional compacta e
orientavel o 21 . 22 o8 respectivos fibrados vetorials

associados, Se



40
p1CE!) = pinzb .e - wECEi) = w2C523
entio 51 e Ez s3o topologicémente equivalentes Conde wZCE_D & a
. 1

segunda classe de Stiefel-Whitney do fibrade & 3.
. . . H

Segusr entfc deste teorema gue AfM & trivial.
Observagio: Hitchin.em [Hi) oblteve, por métodos diferentes, os
resultados acima; Em particular provou dJque no caso da
igualdade, M & a zuperficie de Kummer K3 (que ¢ uma variedade

Spin e AfKS = 0 em razfo do fato de K3 ser varledade

quaterniénica)-og cértos quocientes de K3 pela ag¢fo de grupos

finitos.
X Vamos agora generalizar o Teorema 2.4, Seja M uma

variedade 4-dimensiconal orientada compacta e |

F = {conjunto dos SOK4d)-fibrados principais sobre M gue admitem

conexao SOC33~fat} 

Pelo Teorema 2.3 se  PCM,S0C4>> e & Ceom R* ——— ¢ — 4 M

d fibrado vetorial associadol temos gque para uma orientacgSo

adequada de M

A%cry = A%M
+ +

e temos também a desigualdade

0 = Ipicnfc53[MJl < |p1CAfM3[MJ|
Segue que se PCM,SX 420 € F entlo P+ esta determinado e &
lgual a0 S0C(3)-fibrado definidoe por AiH e o primelro nUmero
de Pontbrjagin de P-:é limitado por uma constante ndependente
de P.

Loge para P e &F temos urm - ndmero finito de
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possibilidades para p1CAf83 e como 'HZCM,223 ¢ finito temos
também um nUmero I‘i‘ni“;cj de ﬁossibilidades para : w2CAff;’).
Devemos observar agui as seguintés identificag&es: o fibrado
Aff ¢ itzomorfo ace fibrado adjunta Adé_. Temos também guUe Ccomd
. existe apeshas uma reprezentacio irredutivel de SO0(3) en r?
C[B-D p.86]3; a representagio definida pela ag8c adjunta de
SOCB) em SX3 =R’ e a representagio canénicalde SOC3) em R
80 conjugadas. Portantc Aff além de ser o fibrado adjunto do
fibrade prineipal P (M,SOC33) & também o fibrade vetorial
associado pela representagiio candnica. Note que se 81 =] Ez sSHo
o5 fibrados vetdryais assoclados pelé represasntaci&cs candnica
,aps fibrados principais P1CM,30(333 (= PZCM.SO(SDD entio 51 (= Ez
sio isomorfos se & somente se P: e Pz s8o isomerfos. Ségue
ent o das observagdes acima e da Teorema E.TIque existe. ADSNas
um numerc finito de fibrados P . Como s6& existe uma
posgibilidade para P+ para afirmarmos ocue * & um conjunto
Tinito basta qgue P+ = P determinem unicamente o fibfado
PCH,50040D. Para provar t.al fato neceszitamos da wversio
completa do Teorema de Dold e Whitney C(ID-W p.B7112 gque nos
garante gue se 'P1CM,SOC4D3 e PZCM,SOC433 =280 fibrades
principais sobre uma  variedade 4-dimensional compacta e
orientdvel Cecom fibrades vetoriais associades g, e &,

respectivamente) tais que

woCf D = w(E D e HOM,ZD
2 S 2 2 Z

it

w‘(§13

p,C5,°

wCF D e HcM, 2
a4 4

4
< I
p1C523_c H TM,2



entio P1CM,SOCI4DD' e PZCM,SOC:i:D 30 isomorfos.

Obzervagio: A quarta classe de Stiefel ~Whitney com coeficientes
em Z de um fibrado drien?ado rR* — ' e M, wéCEJ <= H‘CM,ZJ,
& jgual a classe de Euler de ¢, () < H'CM,Z>, CIM-S p.9812,
Sejam entfio P _(M,S0C4)> & P _(M,50C43> dois fibrades sobre M
Ccom Ei =] 22 o8 respectivos fibrados vetoriais associngSD tais
gue anbos determinam os mesﬁbs fibrados PiCM,SOC3)3. Temos pela

Proposi¢io 2.5 e Proposicgio 2.6 que:

2
P,CATE D = p CE D + BeCE D

)

2
P,CATE D = p,CZD - 2eCE D

z _ 2 _
WZCA+51) = WZCA_Ei) = wztfi)

- 2 . - ] ;
| p,CATZ.D =p €D + 2elf D

) _
picAufzb p1CEzD aeCfZD ‘
w CAZF 3 = w cA%E D = W CE D

2T ez 2 -T2 z "z’

Temos que

Aift - fgz ’ Aff B Af{z
pois Affi = AdP_ = Af:2 & Affi = AdP_ = Afzz
. Logo .
pCED = pCEd = *%_ Cp,CAAP > + p CAdP 33
ect > = e§:23"=‘_%— Cp CAdP > — p_CAdP 3>

wCf 3 = w i f D = w CAGP D
2 i 2 2 2 +

e portanto pelo Teorema de Dold e Whitney Ei e 32 sHEo

isomorfos, de onde segue Jue P1CM.SOC4D) ¢ lsomorfo a

_P2CM,SO{4)D. Isto demonstira o seguinte teorema de finitude:
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TECREMA 2.8. Seja M uma variedade 4-dimensional, compacta e
orientdvel. O conjunto & dos SOC43 —fibrados principais scbre M

.

que admiiem conexfo S33-fat & finito.



CAPITULO III
0S ESPACOS DE ALOFF-WALLACH E ESCHENBURG

Podemos afirmar gue nis exliste uma teoria sobre as
variedades que admitem métricas Riemannianas com curvatura
seccional estritémente positiva. Em geral, temos apenas que
tais varledades sSo compactas, com grupo fundamental firnite. Em
razf8o dis£o. torna~se essencial o estudo doz exemplos obtidos
destas variedades. Vamos aqul estudar os esSpagcos dé
Aloff-Wallach e Eschenburg dque s3os os. exemnpl os mais
interessantes de variedades qgue admitem métticas.ccm cuarvatura
seccional esiritamente positivad do ponto de vista de fibrados.
A partir de tal estude fomos capazes de dar uma descrigdo do

"Ltwistor space"” do espago CP®. As referéncias bisicas relativas

a tais espagos sfc [A~-W]l e [E-2].
1. ESPAQOS DE ALOFF~WALLACH E FIBRADOS SOBRE cp?

Os espagos de Aloff-Wallach s8c obtidos pelo quociente

de SUC3D por subgrupos da forma

) . ke -
T . = 1 exp (Eni le b o R .
ko —Ck+1de



45

onde k, 1 €2, x # 0, 1 #0, k +1 # 0. Denominaremos tals

espagos por Mk y = SUCSD/Tk N (para as definig¢Bes e notaglo
ver [A-W1D.
Os eSpPAGos M o podem Zer distinguidos

k,1

topologicamente na quarta cohomologia com coeficlentes inteiros
CLA-W lema 3.31). A gquestio da clasgseificagio em termos de
difeomorfisme dos espagos de Allof'-Wallach sé recentemente ol
estudada CIK-S1J obtendo-se resultados surpraendentes. Existem
espagos de Allof-Wallach gque s&8o homeomorfos entre si porém ndo
s80 difeomorfos. A técnica para tal estudo & complexa utilizan-
do—-ge Teoria dos Nimeros e até procedimentos computacionals.

Devemos observar dJque acima, como estamos considerando

Tk i coms subgrupe de SUC3D, nenhuma restriglo ¢ necessaria

aocs wvalores de &, porém, nos cilculos que wvirdo a seguir,

vamos consiliderar Tk ) come uma representagfo flel de
L _ , 27ie '

5 = {e » O 2 © < 1> em SUC3). Nesle caso, para que 2a

representagic seja fiel & necessirio supor sempre gque X e 1

s%0 primos entre si e que 0 = @ < 1. Portanto vamos assumir

sempre tais fatos.

. PROPOSICXO 3.1. Os espagos M, | fibram sobre cp?

Demonstraclo: Sobre CP° temos o fibrade principal candnico

UCE) ——— SUCDD wmemmy SUCIDAUCED = CP?.

Conslderando Tk contido em U(E2> da forma

o
le

e-xpcaﬂi[ ge ]3 c 2.

obtemos a familia dé_fibrados associados

’ .
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UCE)/Tk m—— SUCB?/Tk'l = “k,l s L .

,

PROPOSICAO 3..8. Os esSpagos UCB)/I‘I:'i $d0o espagos lenticulares
- se k + 1 = 0O,

DemonstragfSo:r UC2) & difeomorfo a SUWE) x <t (pordém nio

isomorfos pois possuem centros diferentesd, de fato temos mais

que isto, uad ¢ o espago total do fibrado prineipal

St —e= WE — SUCED

onde &% ={ [ g f] , 1zt = 4 } atua & direita de  UCE>.

Ceometricamente a situagio ¢ a seguinte

CE um exercicio elementar verificar que um elemento gendérico

zZx - ]3'

A de UC2> tem a forma A = [
Zo0 =

Vamos enconbrar a intersegBo da drbhita de A pela acglo A

direita de

k
_ w O ] .1}
Tk;l ~{[ o wi , W e 5 e S5UCED < UCad.
. \ zxmk ~&ml 1
A drbita por A é da forma QCAD= ‘“ k ~ ] s W e S }
Z O g )
.’zxwk —c-xwl zm“kxw_ b —onl
Como [ k — l] = [ I+k™ -1 — 1]
2 X0 A Zo Ol 2L

um elemento da érbita de A pertence a SWS) se e somente se



47
1+k
Zw = 1. Vejamos em quals situagdes esta igualdade ocorre:

i ¥ + 1 = O. Neste caso Tk \ ='T# ' S SWad e portanto se

z #1 entfco OCAY n8c intercepta SUE). S A & SUCE) Cistoe &,

z = 1D ent8o OLAD £ SWED e a agio de Tk X restrita a SUC2D

define a fibrag¢io de Hopf com quocienie %Hiﬁl = S

k,-k

2 Neste

ucao

Tk,—k

caso & facll ver que > stus®,

ii> ¥ + 1 = d. A equagio zmk+l = 1, re=solvida para o = st e =z

fixe (z e Si). tem k+] ratzes distintazs, 1isto &, a dérbhita de A

intercepta SWWZ2> em k+l pontos distintos. Vamos calcular expli-

. ZAiO C 2mi®
citamente tais pontos. Fazende z = e e e w = e com

k+ 1 2T +{k+ )0}
[£] o

e portanto

0, <1 temos 1 = =

esta lgualdade & valida se e soments s2 & + (k + 136 & unm
inteiro. Podemos supor sem perda de generalidade que k + 1 >0,
Temos gue encontrar as soluz®es da igualdade

& + Ck + 136 = inteirc, sujeita as restrigdes 0<e., oc<i.

s , 1 o 1 :

_ 11 e 2 _ &s k+l @
igualdade sfc & = {fcﬂ. P 5 N T AL =5 ETI'}
Not L okrlvd o ee o 4 Se oy tanto © n& d
ote que -y T S T =T e portanto nio pode

K+ +n o '
assumir os valores T ey para n » O,
Utilizando a solucfe & = - ©F d

2mi(—=22, :

w e YYTRE obtemos a segulinte matriz B em ©OCAD » SUCED.
k _ 1 Lal  —1 _ 1 -1 _ 1
B = | X%, —ol = 2w, =, —&iw S —Gi
-1 k+1 -l 1 -1 — |
ZOHO . Zo o e o xw

Como ©CB) = OCAY e OCBY n SUCad ¢ dada pelos pontos



48

da forma

-1 - . '
OCBD N SUC2D = {[yw - fio 1] . w = &2
RS Ve
_ 1 k+1-11 -1 -1

e = [ 0o, EvT: - ¢ Wj} C)T‘lde. Y = mo =) 3 = O((J)u N
obtemos ©CAD M SUCE) como a drbita pela aglco & direita do sub-
gr upo Zk+l de S' das (k+ld)-ésimas ralzes da unidade
ot [e~2nie ]. é B { o . 1 +k-1 }

e+2ﬂ i e L] L] I: '+'!:. L4 * &« a9 } +'"] —— - e
portantoe -¥£§1 2 um espa¢o de lenticular.

k,1

Observagio: A homotopia de _giél pode ser obtida de maneira
k,1 :

imediata de sequéncia exata de fibragﬁo

Tk . T UCED  meeeed UCE:)/Tk
ucEd . W
O ek ﬂzC—T_]|c l) * H1CTk,l3 —ry ﬂiCUCEDD —
ﬂic gca)j y O
k, 1
b —_— 7 C UCB)D y 2 —2L+ A s . L UCE)) » O.
2 Tk ) 1 Tk \

Obser vando que [g f] ¢ gerador de nicucabb e gque © gerador

de H1CT¥ 13 & [g 24 temos que wi1ld =k +1 e portanto

ucead,
T T A -

) ucad
Temos como casos partieculares dos espagos -T— ¢

k.1
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Caso 1. k + 1 = 0. Como vimos anteriormente temos

U2l . 2 2
—i.——-—-— = 5 x5, LI
k,-k . .
Caso & k = 1 = 1. Neste caso a ihtersegﬁo da drbita de um

ponte A = [zx _g] e SUC2Y & dada por

Z ot

el —Ew N He' ucay
i ol ° o » & portanto - = SOC3D,
oD %wb L — ot —% : £,1 :
Caso.a. k «+ 1 = 1, Nesle caso a inlersegdo da ddrbita de um

pente A e SWE) & dada por apenas um ponto e portanto”
uca> -

= SuCad.
Tk,l ’
Podemos hgora obhservar o seguinte faté interessante!
Como os subgrupos Tk,i s Tk,-(k+!) ' Tl,—{1+k> sio conjugados
em SW3) por automorfismos internos, os espagos
Hk,i . Mk,—{k+1> o Ml,—(l+k} =30 todos difenmorfog. Como Lemos
az fibragdes
¥C83 L S¥t33 - Mk 1 _ cp?
k,1 k,1 r
gﬂtEB o ?UC3D _ Mk e cp?
k,-(k+1) k,-(k+1l> !
' SUC3 .
guca) T > = K ke » CP*
I1,-¢l+ky V,-tk+1) ’
com fibras, em geral, .topologicamente distintas, Ltemos que

um mesmo espago de  Aloff-Wallach fibra sobre cP?  de pelo
menos trés maneiras essenclalmente distintas. Unm outre fato
interessante & que as golugdes k + 1 =1 Jdefinem infinitos

espagos de Aloff-Wallach topologlicamente distintos C(lembrar que
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Z =2 , r = 1kZ + 1% 4+ K1l Lema 3.3. [A-W]> e

I r

4 :
H CMlc

portante temos sobre ¢P? infinitos fibrados de esferas que

admitem métrica de curvatura seccional positiva.

Ucad o g% o SUCE .y oy CP2 k + 1 = 1,
Tkl Tkl kol :

Obs.: Nenhum desses fibrados & principal,

Vejamos agora o caso =m gqua ocorre o grupo SO3) como.

fibra:
1
socey = M2 . S .y ——» CP%
T 1 1,4
1,4 1,14
A mélrica em M1 ‘ agque nos da curvabtura positiva & provenlente

de uma méirica invariante A& esquerda em SUC3D que também &
invariante & direita pelé aglo de W2l). Portanto, tal métrica
define uma conexfio principal no fibrado W2 -—- SUCED mewmp CP”
Cbasta tomar como espagce vertical o complementar ortogonal do
espago verticald e como este fibrade se projeta no fibradeo
SX33 — M — CPz, fica tambem definida uma conexZc ® em

1,1

SXaEy —— M:l < — CP?. Como a curvatura de Mi . & positiva

w & fat CProposig¢do 1.1D. Segue entio do TEOREMA 2.2 que

2

SC3 — Mi , T CF ¢ isomorfo ao fibrado
53 —-— PAfCPz — CP2Z, para uma orienta¢io adequada de
cp?

\;'amog egtudar este fato com mais detalhes., Seja J uma
estrutura quase complexa em cp? compativel com a métrica
usual de CP? , iste &, <(Jx Jy> = <x,y>. J induz em cp?®
uma orilentagiic natural definida declarando as bases orlonormais

locais da forma {e-i. e,= Jei.eg.e4= Jeg} coma  positivas, N&o



exizstse  anblguldade heaﬁa defiﬁigﬁa poiz  dadas as 1ASES
{ei, e, = Jei,es.e4= Jea} = {vi ‘v = Jvi,v » V= Jva}, maeja A
un endopnorfismoe lingar tal que Aei = V.. Como  J TAJCe D
. 1
-1 -4 -1 Loe— - -3
J "ACe D = F Cv.2 =73 "Jv 3 = v ., F "TAJCe 3 = JF TAJ(Je D> =
2 Z : i . z 1
J7'%a-e > = 37 v > = ¢-3TCvd = JCvd = v, ., I 'ANCe > =
1 1 1 1 2 3
-3 -4 _ .- i -4 -4 :
J TAle 3 =73 (v D> =7J "{Iv.id =v_ , J "A¥e > = J TAJ(Je 3 =
4 4 | 2 4 3
JTRAC—e 3 = (-3J""¢v ) = J¢v ) = v , temos que
3 _ a 8 4
T7IAT = A e portante AJ = JA. A matriz de J em relagio
: . Foor-T1
42 base {e , e, Je ,Je > ¢é da forma "“T“£ e temos entio
£ 3 1 | L+xd ]
que nesta base © operador A admite a express3o matricial
IB 1 -Cl : . 2 2
{&7V TR de onde segue dque detCAd = (det BT + Udet C27 > 0,

- . 2 ;
Vamns ent3o considerar CP” nunido da métrica

candnica

orientagfc induzida pela estrutura complexa usual.

Seja  SOC4) -—— P — CP?

e o

=

o fibrade tangente do

¢P?. Uma estrutura guase—comnplexa compativel com a m&lrica e a

ocrientag3io, determina.uma reducio no grupo estrutural do fibra-—-

do. PCTCP?,S0C4)2> de  SOC4D para W22, S=ja partanto
WCED =mm P* ey CP? (G2 ——— TCP® —— CP?> o fibrade tan-
gente com o grupo estrutural reduzido, onde a redugio .foi
determinada ﬁela estrutura complexa candnica.. Tal fibrado
" possul as seguintes c¢lasses caraclteristicas:
w CTCP?> =1 2w eP® = 3 p, CTCP®>ICP®) = 3.
(Cbs.: A assinatura de CP2 com a orientacdo definida acima &

i e pertanto p1CTCp2)€CP323 =
Hirzenbruchd. ‘

Se o, ¢
1 2

3 pelo Teorsma da assinatura de

denotam a primeira e segunda c¢las

ze  de



Chern de ¢* o TCP® —— CP? temos a relacio

p,CTCPPIICP?1= ¢e® - 2c >ICP®1  cde fato, pois TCP® & um

fibrado complexo e portanto TCP? o = TCP? © TCP?. Por defi-

nigo  p CTCP®> = - ¢ CTCP® & € = cCTCP™D oC(TeP® =
=l +¢c +c & A IS c, te, ¥ ce.d = =1 - e, acz +
onde ¢ & a classe total de Chern). Como cz[CPZJ = Al CP2) segue
gue cf[Cle = 9. Com a identificag¢io usual
Hcp?,m = 2ix%1.¢xX%  temos que e, = 3 No caso de orienta-
gﬁo'canénica c, = -3.

Una pergunta natural € qual a relagio entre os fibrados
U —== P’ s CP® e UCEd ——— SUCE ——p P27

A idéla para distinguir UWE)-fibradoes ¢ utilizar que

Sucad & udad ¢ um subgrupo normal, portanto podemos obbter

s'-fibrados associados principais.

Obtemos entio:

uced sucey 2.8 —— Prosikad ——y CP?
VDS 28t —— s suce) 2 8% e ¢P?
Podemos agora utilizar o trabalho de Kobayashi scbre

¢* fibradoes principais CIKID.
O cénjunto dos S'-fibrados principals scbre ¢P? admite
" uma estrutura de grupoe abeliano isomorfo a 2. Com a eorientaglio

usual o fibrado S° -—-—-~_S5 — P2 corresponde ago gerador 1.

TEOREMA 3.3. [K p.411 Se Wz -—— P — cr? & o fibrado

tangente do espago CP® entfio



uead ot P’ . 2
TEUCES =S Sucad > CF
& igual a menos trés vezes o Fibrado S' == 8% ey P

Come os S'-fibrados sobre CcF? sfo espacos lenticulares

da forma

2

s ~ ool = .
= S = y CF

temos entfo gue o fibrado UC2D —— - P! ey cp? se projeta
no fibrade 8§' --- 55/23 —— CP? com 2 orientagio adeguada.
Seja novamente SOL4D —==- P — 4 CP” o fibrado tangen—
te. Ficam entfio definidos os SX33-fibrados
SX3 --—- P, —— CP®
correspondentes a decdmposigﬁo
: R® @ R® -—— A%cP® @ ATCP® —— cP7.
Seja J uma estrutura gquase complexa compativel com a métrica e

a orientagio de cp?.

Proposigfo 3.4. A forma de Kaehler oCX,¥> = <JX,¥> & autodual.

Demonstrag3o: Como J & compativel com a métrica e a orientagio

& possivel obber um referencial ortonormal local positivamente

orlentado da forma:

e , & = Je , e, e = Ja >,
s 2 1 a 4 a
Como
e , ed =< Je , Je > =1 , wle , e =< Je , & > =0
1 2 1 1 i - 1 a
wWe , ed =< Je , Je > =0 , e , ed =< JJe ,e_ > = O
1 4 . 1 a 2 g 1’ 3 .

1l
[y

]
<
&
4]

we , e D < JJe , Je > e D < Je ,Je >
2 4 i 3 <4 a 8
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temos a igualdade
w=e A e +e Ae '.
x 2 3 4
Temos portantoe que uma estrutura gquase complexa J

Ceompativel com a métrica e a orientagiod define uma secgloc no

fibrado veltorial AfCPz, ou de forma equivalente, uma reduglo

- do grupo estrutural de P+ de SOC35 para S0{2D.

Devemos observar agul gue existem restrig@es A redugsfo

do grupo estrutural. Se S0(3) +~-- F’+ ey CP? reduz para um
fibrado SOC&) -~~~ P’ e— cr? entic o flbrado wvetorial
R —— Af cp?® —rrery C.Pz admlite uma decomposigiio em soma

de Whitney da forma

RZ @ R -~ L ®ec —3 CP° onde e 2CP° xR e L & um

fibrade linha complexo. Como

-

p CAZCPZY = - c AP @ € = ~c KL ® C & 2
i + z + 2 X

e L &L =c¢
2 . 3

onde <, 4 a primeira classe de Chern de L, segue entfo que
p"CA:CF’zD[CPZJ deve ser um guadrado perf‘ei.to. Tal fato
realmente ocorre bcis

'p1CAfCP23 = p‘CTCPz)LCPZJ + 23CCP%Y = o,

J& para o fibrade A”cp?

p cAZcP®y = prCcTCP®>ICP®1 ~ 2pCCP® = -3,
O que impliéa que 50(3) -~== P o cFP? nio admite reduglo
para um SOE2-fibrado. Como AECCF’Z.D 2 © fibrade das formas

auto-duais para. CP? com a orientagio diferente da candnica,

provames o resultado conhecido.
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PROPOSICAD 3.5. QO espago cp? nfo admite estrutura quase

complexa compativel com a métrica e a orientaglo.

COnde cp? é O espaco cp? munido da métrica candnlea e

orientag¢io oposta & orientagfo usualDd.

As redugBes Lopoldédgicazs de um SOC3)-fibrado principal

podem ser melhor compreendidas a periir do seguinte resultade:

PROPOSICEO 3.6. CI[K-N v.I1 proposi¢Bo 5~6 p.57 '3

O grupoe estrutural G de um fibrado POM,GD & redutivel
a um subgrupo fechado H se e somenle se o fibrado associado

G/H —— P/H v M admite uma secglc ¢ : M —aoa P/H.

Os fibrades SK3) ~~~ P, ——+ CP° definem os fibrades
associados
SKB Lz p?
SEST T sKEST T )

As proposigdes 3.4 e 3.6 nos garantem entioc que as

S— P, — cP? parametrizam o conjunto

secgBes do fibradc N
das estruturas quase complexas de cp? compativels com a
métrica & a orientaglo.

Obzservagio: Para as variedades 4-dimensionals compactas e
orientavels existe obstrugiio topolédgica a exdisténcia de estru-
tura gquase complexa compativel com a métrica e a orientagio.

Prova—se, utillizando—-se técnieas mais sofisticadas (Cohomologla

de Doubeault, Teorema de Riemann — Rochl) gue uma condiglo ne-
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césséria para a existéncia de uma tal estrutura quase complexa
& que a soma da caracteristica de Euler com a assinatura tem
gue Ser um mixltiplo‘de‘.ai, iste &, °

M + (MDD = O modd4). {({Bes p.18511D>

&4
nio

Utilizande este resultade ¢ imediato que CPZ e S
admitem estruturas quase complexas compativeis com a métrica e
a orientacio.

Vimos anteriormente gque o fibrado

5003 —— M1 , cp? & fat e portanteo temos pele Teorema

4 -

2.2 que M1 ‘ & ilgual a P+ ou a P {note gque no Teorema 2.2

x

| = P+ para a orientagio adequada e aqui a orientagfo foi

fixada a priori):COmc

SOCE) ~-= M = SWKDT = —a cp®

r x

SK3) L g2 ___ Sue T S | g cp?
socEy T SOCED 12 s — ‘

CF, variedade dos Flags em ¢® [A-H-S p.4381).

Vamos mostrar gque Ms. . nfo pode ser P* . Be igto

»

ccbrresse entio o fibrado S0C(3) —— M1 . = SUCBD/T1 Y rr—— CP2

admitiria uma SO2D redugfio ¢ portante pela proposi¢3o 3.6
) L

existiria uma secclo em s? - S > F cP?.
- = o

- Como meo = Id[cpz temos que as aplicagd®es induzidas em homoto-

pla n, e oi. seriam_tais gue

n, oo, = Id: ﬂhCCPzD ————p ﬂhCCPZD e poriante n, serla
sobrejetiva e & injetiva. Vamos obter a contradigdo cgm
tal fate pela " sequéncia exata de hcmofc.opia do fibrado

R F3 vr— CPz .. Temos que:
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z T 2
7 (8> ey w (F > s 7 (CPT) —— = e R I
n (CP*) ——y
.
. ,
Z ———3 A CFD —y 2 —p 2 ~— 7 CF > — O,
2 D -] 2 < 3
2 o 2 2
¢ nes® = pestH=2 , P =2 e wCCP» = 0 pela
5 4 2 5 . 4 .

sequéncia exata de homotopia dos fibrados

st —— 5 — §° = g* ——— 8% ey cF? .
Como A & sobrejetive segue que Z2 = n4CF33. Mas como
T2 ——= SUCT) s F3 temos novamente pela sequéncia exata de

homotoplia gue ﬂ4CSUC33) = n4CF3). Mas H4CSUC33) Jja & estiavel

e portante pelo Teorema de Periodicidade de Bott C{M-1 p.iSO]D‘
H4CSUC3DD = 0, nos levande ent8oc a uma contradigdo. Tenos

portante gque Mi'; = P_

Com o raciocinio acima podemos obter uma prova imsdiata

> 4 ; e
gue S nfo admite nenhuma estrutura quase complexa. O fibrado

tangente de s* & o fibrado S0C43 —-—— S0(5) 54 fue
. = .
define os fibrades SO(3) ——— P, = Sogaj » s*
. N - S+ b
Como

p1CP+3[S4] p1CTS4D[S4] + 2xs%

p1CP_>[s‘J = p1CTS4D[S4] ~ 28
. 4 4 4 4
e p1CP+D[S } = % ;nFP_D[S l, segus gue p1CTS-)[S 1] = 0 e
'p1CP+D{S‘} = 4. Como 4 ¢ um quadrado perfeito nio temos af
restrigio & redugic do fibrado P+c5‘.soc3)3 para  um

Sy -fibrado. Vejamos o gue ocorre se existe uma secgdo no

fibrado

C1> —_—— =5 T s S
o
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Primeiramente devemos observar que -
P S5 /S?
+ 4+

= ~ Spled ~

SoCay SK 2o = =

- cP? ClAt p.381>.
STxSplio

Portanto C1) nada mais é do que a famnsa fibracfo de Penrose

2

s* e cp? ey s

A zequéncia exata de homotopia nos di que

7,
ﬂ‘CS-zD — :T‘CCF’SZ) -, ﬂ“CS‘) —_— ﬁBCSzD —y ngccp%

22 — o — Z vy Z — O.
¢n ¢cP® = 1 ccP® = 0, n CCP?y = _ceP® = o
4 4 8 -
absurde com #® sobrejetiva. Portante a secgie ¢ nio pode

existir e obtemos entio o resultado:
PROPOSICXO 3.7._84-n50 admite nenhuma estrutura quase complexa.
2. ESPACOS DE ESCHENBURG E FIBRADOS SOBRE cp?

Oz egpag¢oz de Eschenburg s3o obtidoz d4de SUC3D  da
seguinte fcrﬁa: Vamos tomar em SW3D x SUC3) subgrupos fechados
a um parimetro, iste &, vamos tomar subgrupos ‘da forma
s! = SuUC3 x SWCEd. Sem perda de generalidade podemos supor
s' ¢ T2 %« T? onde T? € SUCB) & o toro maximal. Tais subgrupos

s8o descritos por

: k ' P
- 4 2 1
Tklpq“ {c[ z! z—k—}]' [ 27 z—p—q])' zes }



Temoz aqul novamente

B8

o fate que, como vamos considerar Tk]
‘ Fa

comt Uma Pepresehtagﬁo‘riel de St em SUCSY x SUCED, entio vamos

sempre supor O =

entre =21, T atua

klpg

Tkipq x SUC3D

o < 1 onde 2 =

—_—  SUCED

2R ie
e

k, 1,

p, ¢ pripoz

em SUC3D da.forma

CAB) X € ——e—as ACB .

Esta agfo em gerai nio & livre,

PROPOSICAO 3.4. Ci{E-1

proposicio &.110

Tklpq atua ém SUQBD livremente se e somente se os seguintes
pares de inteiros sfo relativamente primos

¢k - p» } —agd, <k -p, 1 +p+t q, &k +p+qg, 1 — g

¢k —q, L - pd. ¢k —-g. 1 +p+ g CCk +p+ q; 1 - .

O= espagoé de Eschenburg para valores adequados de ).
k, p q admitem méirica com curvatura seccional estritamente
ﬁositiva e em geral (note que para p = 0, g = © temos os
espagos de Aloff-Wallach? n8oc s8o homogeneos. O nosso estudo
sobre os esba#os de Aloff-Wallach nos leva a questio natural.
“SHo os espagos de Eschenburg filbrados sobre o cplon
Se 2 resposta da questfo acima & positiva, como s8o as fibras?

Vejamos primeiramente a dltima questio.

A construgXo de Eschenburg aplicada a UC2).

VYamos considerar

v k N
lw 01 Tof o 1 "
= 4 ) s
Tklpq -xclo wl® 10 o3 |2 w € S ; e Wad x Udas.
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Lo k, 1, p. g =sio inteiros primos entre =i, temos uma -

representacio fiel de S' em UC2>xUCad. Ti1pq 2tua em W2 da
forma T, . x Y& — U2 CA.B3C — ACB™' . Com uma de-

mensiragio semelhante 4 da proposic$o.3.3 temos que esta acgfo &
livre se e somente se os pares de inteires (k ~ g, 1 - pd) e

Ck - p, 1 - gd sSo primos entre si.:Supondo este fato, temos o

fibrado principal

WD p

T
Xlpg kipa

Jklipg

A fibra pela identidade &
k-p o
- w o ] 1}
OCIA) = {[0 el w e s

Da sequéncia exala de homotopia do fibrado

———g CUCED —— 1t CN D — nn CT 3 om——p r CUCEDD ——
2 2 klpg % klpg £
n1CNklqu-—> o
O — w CN p) > 2 e 2 y T CN 3 —3 O
2 klpg i klpg

1 — k + 1 - p + D
segue\que Se

+] — o+ = =
i) k+1—<Cp+gd # O entio nzCNklqu' O e n$(Nklpq3 Zk+l—{p+q)

; — -+ = = =
1iid k+1-Cptgd O entio ﬂzcnklqu 2 e ntcuklqu Z

Como no caso dos espagos de Alof'f-¥Wallach, pafa classl ~

+

ficar os espagos Nklpq s vamos encontrar a intersegfe da 4rbil-—

ta de um elemento qualquer A e UCED peld agio de Tklpq

sSucad € ucad.

Mz F ~Eind i
ocd = {2, - 1_q], w e S
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k-p+l- -1 - k-
[za> prl-q +q Tt q]

comaoa - [ ~k+ .
) q X 9

k-p*1-
26 P qO(Ln.‘i

as interseg&es-.de OCA) com SUCE) ocorrem se e somente se
zw PP1"9 21 Vejamos az situacBes possivels:

i) k4l-Cp+qd = 0 . Se z = 1 temos OCAD NSW2a) = & e se z =1

temos ©CAY £ SUC2D. Ent3o, de maneira analoga com a dos
exemplos de Aloff-Wallach temos que Nklp =~ gtus?.

q
119 k+l—Cp+qd=0. Fazendo z = e>' %% e o =e2"'% o0<e<1

temos

1=2K P17 o GERIE r kot lme® oy o wCk4l-Cprgdde = inteiro

_ inteireo . O
= ® = TSP CEFIT<prap
Podemns supor sem perda de generalidade que k +1 > p + q.

Como O £ e, © < 1 os valores possiveis para o denominador da
(-] .

primeira fragio sfo 1,2,...,Ck+lD> -~ (p+gd. Fara estes valores
-l+g —k+q
@ e W assumem respectivamente os valores
(1- ' -
R grn _ tl-g:e
{e tkvlr-(ptyg? (k+1)-{p+g’
tk-g? tk-gq* &
“eRICSTT ? n y | k i}qi rad
- + + - .
e Pra pra no=1,28,...,0k+1)—Cp+egd.

O “primeirc” ponto da intérsegﬁo de SCAY com SUCE) ocorre para

n = 1. Denominade tal ponto por C21’ 223 isto &
[z Z]
i —2
z
2 1

os outreos pontos occorrem para
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, (l-gin” : ' . tk-q¥n”’
TR T T —<pray TR T o

C z e rTiRTa , Z e ‘ Ptq 5

i 2 _ _ .
F'.l' = O. i’ a' CECHCEE ck+13‘-_tp+qjh’1:
Temos entio que Nkllpq _ no & em geral -um espago lenticular
Cobs.: Note que -Se.! k = 1 = 0 entio Nk ipq & um espago
lenticulard. N ¢ chamado de espagoe lenticular generall -

klpq
zado (de acordo com a defini¢d3oe em [D-N-F p. 6012,

O ESPACO M_

Eschenburg em sua tese de livre docédncia em 1984
C[E-21> obteve um novo exemplo de uma wvariedade B-dimensional
COm curvatﬁra secciénai estritamente positiva. A idéia é
novamente utilizar  quocientes . duples. Vamos. déscrever a
constru¢io desta var{edade.

Vamos considérar.o seguinte subgrupo U d;-UCSD x UC30

U={CA B D,SLER}
5,1 s, Lt

- execani |70 ] R ]
A = explari [ O 24 2 B = exxplani s+L L J.

s, L s, t

U atua em SUC3D da forma

U x SUCE —— SUCE

CA .B )X X e———p A X B
. A =, t s.t

PROFOSICAO 3.5, A ag8o & & livre

Demonstra¢®o. Fixades = e {  temos que se
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A XB ' X enmtfo A . =xB x*?
s, L s,t . . t a,t
loge os auto—vélores de -Ag,t = pE'L s8o iguais. Cqmo A;‘t
possui deols auto-valores %ggais a1, o mesmd> ocorre para
BQ.L.} Mas oz auto-valores de Bg‘t“éﬁo ezni‘_%}. g2Miteris

2L . . - ' .
& , © qua implica entfo que & e L sHo necessariamente

Fl

inteiros e portantoe B = Id & A = Id g
g, 1 o, i
O fato de U ¢ SUC3DIxSUC3) ndo € un fato essencial e de-
ve-se apenas a simpiicaqﬁo nas caleulos. De fato, podemos.,
transladar U obtendo um subgrupo U' £ SUC3) x SUC33 da éeguinte

forma: Sejam

(2,301t
X exp (2nri (-2-32¢ >
C-2-730L

N
li

Ub

#

{C=z A » Z B p] s,t € R>».
t s,t Lt s,t .

Como Zt esta contido no centré de UC3§ & imediato qus U' atua

SUC3d . SUC3D

de maneira livre em SUCE e gue 5 2= g Yawos
denominar ¢ espago _22%31_ por Md. Por [E-2 Satz 422 p.49]

temos que Ma admite métrica com curvatura positiva projetada
de uma métrica invariante & esquerda em SUC3). Além disto M,

nfio & homotopicamente equivalente a nenhum espag¢o  homogéneo.

PROPOSICXO 3.6. M_ & um S2-fibrado sobre CP2

Demonstragio: Vamos extender o subgrupe U = UC3D x UC3> para um

subgrupe H € W3) x UC3) que também atua de maneira livre em

SUC32 L
* CP

2

S 3> Ltal gue
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Sejam H* = {CCZ, Dz). =z efS‘) C UC3D = UCED

onde
z% 2 z

c, = [ =*,] p,=c, [F 1 ] =[* =]
z i = z z
= H" = {Cid, E}, E € SU(2) € SUW3D> < SUCE x SUC3D.
C(Obs.: Estamos considerando a inclusSo

' A 0
SUCED ey SUC3ID A —— o 1 .

Vamos definir H = H* x H"” Conde a multiplicaglio ¢ multiplicagio

do produto diretod.

LEMA 3.7. H ¢ um subgrupo.

Demonstrag3io: Basta mostrarmoes que H & fechado em relagio A
multiplicagio & & inversfZc. Todo elemente de H & da forma

CCZ,D E) com = < s & E & SUCE). Vamos mostrar quUe
=

¢¢ ,DEY x ¢C ,D E’> =<¢C ,Pb E"D) para algum
=z = w W i = ZIV

E" e SUCE2> € SW3D.

. z I E™ —&t s w » Y -2 O
D ED E’ = z® o % O w 3 v ol =
2 zilo o 1 wi Lo 01

[zw T [ % -wx ol fy -5 ©
zw Zol  2WX O] [ﬁ 7 O] =
L zwl LO O 1 o o 1
[z w 1 [ 2y—-was — 3~ WY 0
zw Zory +Z wiEf3 —zof3Hzwiy O] =
L ZWwW o Q 1
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Zw > xylwaﬁ  —xf3—woty )
Czwd Wory +E(3 LAY -0l = D E".
Zw 0 ’ 0] 1 =
Tx H‘a 01 . :
Dado (C ,D E> com-E = T« x ol & f4&cil ver gue CC ,D E'D
4 = |.0 . »0 1] . = z
LT =z G e o

-]
O aubgrupo H nSo & uma extensio do subgrupoe U < sin de
um transladado de U que passaremos a descrever. Seja

U = <A =2 , B =3, t,s € B>
_ g, 1L t t

’ t S,
onhde

z, = expiaﬁi[—at -2t

wat]J'
Portanto os elementos de U" siZo da forma

Cexpcaﬂi[*at -2t O]), expcani[_gnat_m

=27t
Fazendo =z = e obtemos:

. ) . .
z" 2 z 2 e —=—-t . ]
C[ = 1]. [ =z z] . expCaﬁi[ s+t o >

de onde segue que U" £ H. Come z, pertence ao centre de  UC35,

S 3D SUC3) M
u u" G

e

U" atua livre em SUC3) e

BH atua em SUCED da forma
H X SUCE) et SUCSD
¢ DE> x X — ¢ XE'D_
z =

-4 &

LEMA 3.8. A agio § & livre,

Demonstrag®o: Seja X e SUC3Y tal gque CZXE*DE = X para algum

¢ ,D E> = H.
z =
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Sefa <& e .= ) a base candnica de C°.

e . ) *
¥Ce D = C XE DUCe D> = C XE {(ze D = C {ze 2 = ZC (L' D> =
] -4 = = - = a z =] -4 3
= ZC (x e + X e + % '@ > = zx & + Zx e + Zx e
z 13 z2g 2 33 '3 1971 23 2 39" 3
Conde X = Cxijb i1, =1, 2, 3.
Fortanto
B - = E 3 = —_
%5%: T a5, _xéses %4a% 2%, 8%2 T F¥55%, de onde se
gue que Z = 1 e consequentemente C = D = I, Temos entio que

X = CXE'D, = XE' == E =1 g
=z =

Demonstragfoe:r O espagco ,CPa pode ser oblids de c?—¢o> pela
sequinte relacio de equivaléncia

y = cyi 'Y, .yab. w = Cwi ', .w;D em €7 sHe egqui valentes se

e somente se existe 2z & C -~ <G> . g. - C\.Ji_.w2 .wa) =

Czy1 VZY ,iyaD. Denotaremos as c¢lasses de equivaléncia por v,

Obzervagio: Esla defini¢§o ¢ equlvalente, a menos de difeomor-
fizmo, A definig¢io usual do espago cP?.
Vamos definir a aplicagio
59;33 ¥, cp?

(X1 — RCea).

12 w estd bem definida.

C XE'D_Ce D = C XE'CZe D = 3¢ CXCe DD =
> ZI K | z . g N = 3

- ' E ]
zx e + zx e + Zx e , de onde segue que G XE D.¢e= > = Xle .
13 1 Zza3 2 33 1 - z = a3 2 .

i3 é-injetiva.

Cemo nic enconbiramos uma prova direta para este fato, usaremos
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13

Usaremos © segulnte argumenﬂo: Como yw esta bem definida, temos
qua a Srbita por uma matriz X esta econtida no subconjunto das

matrizes Y tails que‘YCeBD = zXCeBD Conde estamos jidentllficando

2

o CP” obtide com a relaglio de equivaléncia definida acima e o

CP? obtide pela relacfo de equivaléncia usuald para algum z &

i

S, Cra ..tal subconjunto nada mals & que a drbita  por X da

agc8c A direita de UCED em SUC3). Como esta Srbita tem dimensHo
4 e a 6rbita por X definida pela ag¢ic de H também tem dimensdo

4 zegue que ambas s8o iguais. Mas istlo implica na injetividade

de yw pois se XC&QD = YCeab entiio X €. Y est3o na mesma drbita

definida pela ag8o de UC2) e portante na mesma érbita definida

pela agi8c de H.
iiid> y & sobrejetiva. .Imediato g
Podeﬁos agoré demonsirar a Proposicio 3.6.
O subgrupo U; < H.define o fibrado asseociado
H ——— SUC® ——s PP
HAU"  ——— SUC3DI U™ = Md — cP?

E facil ver que HAU" = s? @

Fodemos agora Qoltar a questdo inicial.

“Os espa?os de Eschenburg M Fibram sobre cpZon

klpq
A idéia para abordar esta‘questﬁc e utilizar a fibragio
H ——— SU3> —— CP% . Para isto precisamos transladar klpa
. ) P
para obtermos um subgrupo'em H. <Como estamos trabalhando com

uma agfo dupla (isto &, pela direita e esquerda simultaneamen-—
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ted a dificuzdade com a;transiagﬁo & gue temos de garantir que
¢ subgrupo tra;ﬁsladado. continua a. atuar livre e gque o espag¢o de
Srhitas n3o & alterado. ém‘:geral. a maneira mais. facil de
obtermos translagBes com té.is propriedades & utilizar o centro
de UC3D. Porém existe restrigdes para gque o subgrﬁpo Tklpq seja
transladado pelo centro de UC33 para H. Uma ocutra opsio seria
transladar o préprio subgrupo H. Bem._ o fato ¢ gque nlo
encoﬁtramos uma ‘méneira geral gue dé uma resposta para a
questﬁc acima. Vamos analisar aqui um caso particular.

Sejam

- [xt ] [Pt ] }
klpq—{exp(&ni[ -1t CR+LOL cexpCani it ~CpHedt 3, Lt R

ZHC33={2CLD = expCEni[St st St]D._cnde s & um nimero real fixo

e t = H}
Vamos tranéladar Tklpq da seguinte forma
o _ Ck+sdt ]
Tteq {expca”i[ RERE S N U B
Cptsdt ] *}
expcaﬂi[ . Cg+sot ¢ —Cprqd +st 3, teR
Para que ?klpq esteja contido em H & necessario gue
"k +s=1+s e —Ck +1> +s = 0, isto &, temos que nos res-
tringir ao cagso k =1 e.g8 = 2k. Neste caso ?klpq fica da for-
o _ 3kt ]
ma Tklpq = {expcani [ 3kt o >,
Cp+akdt ] }
expcaﬂi[ Cqg+akdt ¢ —Cp+qd +BKO L 2, t.e K
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Como as matrizes diagonais do zegunds fator de H 2856 da forma
3kt xt
expC2ri | 2 3kt Skt > expl2ni Co-xt
- N

]) temos as seguintes
o :

restri¢fes aos valorezs de p e q.“
3k - 2k

p+ 2k = - + g + 2k = 3k -~ % - = -p + gd + 2k
k o K

isto &, P = %= = = q +x =k P+t g = e

Uma solugle possivel para o sistema & k =2, p = 4, q = -3,

x = 5. Devemos observar que (&, &, 4, —3) satisfar as condigdes

da proposi¢lo 2.1 de [E-1] e portantoe T define © espago

224-3

de‘Eschenburg

~ SUC3D a SUC3D
zz4-3 -~ - T - e .
. 2248
224-3

Vamogz tomar o fibradoe associads

B ? 2

L24-3 Sucso ;  Z24-3 ' CP
onde ?22‘_3 at,t;.xa.. & direita em H e H atua & esquerda em
HAT

224-8
AfirmagBio: SUCSY x HAT &~ SUE AT > M
- H 2243 224-32 22423
Demonstracio:
Seja
Por w Py
SUC 3D ; HA,, , , —— s A,

LA, CR]SRID1 ——  (h *aR’]

y esta bem definida pois

b

[h AR "%, ¢cRF R B™1 ——5 [h *h *h AR " *h'h*'] = [h *ARh']
2 2 2 41 2 1 ) E ) 2 2 2 2 1 i B

[A, (RTRT) —t [t"‘h:‘Ah;t'J = £h;‘Ah;3.
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E fécil ver que y & um lsomorfismo g

" Vamos descrever a fibra H/T£24 a

A érbita de um elenmento qual quer Ccé,DzED de H pela ac8c de

Fos

224-8 -intercepta C(Id, SKa>> € H nos pontos on&e t satisfaz

as lgualdades

2
[z 22 1'] expCEni[St 6t '0]) = 1d

*

o
c-"-
o
[H]

&
Crrrrmm———]
e
Il
ey

=<
|
<D
P
e

para algum y. f3.

A ultima igualdade pode ser eserita da forma

=z 2 3t 3t
i expl el 6t SexptCani | o 2
= ' 3t

3t

x & at y - '
o x expl2ni Bt > = IR ¥
' 1 -3t 1
iste &
[ 2fTi8t - ty l [ 2Hint — RWi(-2%) ]
Ze . xe —oxe
2 2ict . . =
z e ) amizt — ZITi(-%L)
a2iat ol =
oe i
y P
=1 '
1

Portanto nos pontos de interce¢So oz valorezs de t devem

satisfazer zezniat = 4. Como 3, B8, 2, s8c primoes entre si
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temos gue t deve perdcfrer-o intervalo [O, 1]-para_fechar a

érbita. No inteirvald [0, 11 a equaglo ze?i8Y 1 possul 3
solugBes distintas ‘ti. {ﬁ' ta ‘defininde na esfera 32 pontos
Cxeznxsq’ anﬂlZLL) i =1,2,3 e onde seguse Jgue H/T224_3 &

um espago lenticular generalizade come j& era esperado. C(note
que T (M > =2 pols 2 + 2 - (4 ~ 3) = 3.

i zza-8" 3

O exemplo acima nos leva a acreditar que todos os espa-
¢os de Eschenburg Mkipq fibram sebre P2 com fibra eSPAgos
lenticulares gensralizados. Porém uma prova deste fato certa-

mente seri excessivamenle técnica e ao que tude indica =segui-

ria egcencialmente o= calculos feiitos acima.



CAPITULO IV
GERADORES DE HOMOTOPIA
Dado um grupe de Lie 6, o grupo de homotopia n )
. * T

clagsgifica o= G—fiﬁrados principals sobre s™TtA importancia

de se obter uma fdrmula explicita para um representante de

- .

n“CGD, & que podemos obler inpformagdes sobre o " fibrado
" determinadoe por este representante.
Os fibraaos priécipais
Gz ~—= P —— s y SUC3 - Gz_—-+ s° s8o importantes do
poﬁtc de vista da geometria diferencial, Em razfo deste fato,
fizemos um estuds para explicitar os geradores dos grupos
nécezb, ﬂECSUCBDD e.n?CSUCADD.
Durante este estudoe obtemos, utilizando o conceito de

fndice CID1), um exemple de duas érbitas singulares da aglo

adjunta de G2 que sic topologicamente distintas.
1. SOBRE UMA ORBITA CONJUGADA DE G,

Seja H o corpo nio comutative dos ndmeros quaternidni -
cos. Vamos definir em HeH o produto Ca,bl(e,dd = Cac—db, da+be) .
Com este produteo obtemss em HeH uma estrutura de Algebra nio

assocliativa, sem diviscres de zero e com unidade, que
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passaremos a designar_po; €a Calgebra dos nimeros de .Cayleyb.
Seja 6, = {x'e SK&), xtaﬁ‘.D = KO, Voo e é(_z,' = R%.
62 € um grubo de Lie 14“dim?nsibna;. .ccmpa:tc = Simpies.
Denoml nando E—:-z sua. Algebra de Lie, gstamos: interassados em
estudar as dSrhitas da aéﬁo adjunta de.éz ém %2 » lsto &, os

éanjuntoa da ferma OCA) = {xAx °

y X & 62 A e-§2>.
VejamDS'primgiramente alguns fatos genérices. Seja G um
grupo de Lie compacto & % suﬁ dlgebra de Lie. A aglio adjunta de
G em G & definida da forma 6 x 6 — & CC2A) — 2Ax D, ©
estudo das érbitas desta aglo fol feito, utilizando téenicas da
Teorla de Morse, por Bobtt  em [Bel. Tals érbitaz =80
homotopl camente equivalentes a CW-complexes formades de células
de dimehsﬁc par. O ndmere e a dimensBo de tals ecélulas podem
ser obtidos diretamente do diagrama infinitesimal do grupo 6
Cpara as definigBes ver [Al>. Um elemente X e 3 & dito regular
se existe apenas um £0r0 maximal T = & tal gque X. & % Conde % =
5 & élgebra de Lie de T3, caso contrario tal elemento se;é dite
gingular. O resultado de Bott nos garante que todas as Srbitas
por elementos regulares (érbitas regularesl s8o homotopicamente
equivalentes a CW¥—complexos (o nimero e a dimensio das células
gue formam esles Cchompiexos s80 lgualsd o mesmo e ocorre tam—
bém para as drbitas pc}_elementos singulares C(érbitas singula-
resl., O.fato de todos 05 toros maximais de G serem conjugados
implica que todas as érbitas regul ares sdo difeomcrfas entre
si. O mesmo ndo acontece com as érbitas singulares. Vamos

exibir para & grupe Gé duas érbitas singulares nioe homeomorfas
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Distinguinde Orbipaé‘Singulares
<O diagrama das raizes de Gé_é da forma
e .

h
a+f3 2o i3

w"\

Y

3o+ {3

[Bol nos garante gque as 4rbitas singulares sdo homotopleaments

equivalentes a CW-complexos com  uma c=lula =m cada uma das

dimenstes O, 2, 4, 6, 8 = 10.

Fa

Sejfam H‘ . _H2 < 62 el emsntos écrrespoﬁdentes a ralzes de
tamanhos diferentes. |
Se KHD> = GHx', xe6y, 1 =1, 2
ICHiD = {x & Gz . xﬂi = Hixb. i=1, 2
Lemos OCH> = G, 7ICHD . 1 =1, &

Fara exibirmos a diferenga entre OCHib (= _OCH2) faremos uUsSo

de par simétriceo CGZ.SOC4)D.

SO 4> admite uma inclus8o em 62. induzida pelo seguinte

homomerfiamo de SpinC4d = Splld x Splid  em G2

@: Splid x Spll) — Gz

§ on — 8, . Cabd ——s Cnan. Ebnd
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Como posto Gz = postc $0C4D = E-ﬁ[R~? p.4433..vamo§ tomar, um
tore maximal T de 62 t#l_qué T E-§0C4D =S 62 . Para obtermos um
base convenienté de' ? vamos tral;:alhar hé_ élge;bra ulde'l_.ie de
50C4>. O recobbimenpo canénico dé Sp;nCéD 2 Eplid x Eplid sobre
S0{40 ¢ dade por

Yo SpCl)x.SpClﬁ —_— S04
£, ——— '”f.‘.,'n 2 x —-_—-——-—H.’xv_}

Tamos entios em 50(43.d013_sﬂbgrupcs normais, isomorfos a s

gua sSio

si‘ = pCSpCid x <13 S: = PCL1Y % SpC1dd.

O tore maximal canénico de S0OC 4D Cqgue também designaremos

por T3 & da forma

cos{xd senlxd
—senCx) cos(zxd

'_T B l ccostyd sendyd %y =R
—zenl Yl coal Yo
Loao
o - % O O
~ o —% 0 O 0
T = o o o v x,y e R
O o -y )

~

As rafizes de SX4) s8o os funclonais lineares T —— R dados
por Xty e -y e munirmes T com o proeduto interno
<AB> = 1 tragolCABD as ratzes 2 + ¥ e 2 - 3 se identificam

respectivamante aos velores

o -1 o 0 o -1 0 o

S o o 0 g = 3 o o o0

1 -0 O O ~1 » 2 O O o 1

o O 1 O O . -1 O
Devemos observar que I!Billzz liBall2= 2, i=sto &, ag rafzes de

S5 4) sio do mesms tamanho. Temos também gque B1 e Bz pertencem
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'a S4) pois B, = w, . e B, = -y _ . Um caleulo imediato

1,1 2 1,
nos da:
0 : 0
: ...‘l,
H= 0,80 = {0 -1
0 i1 0
i -0 -1
: 40
o o o g
O O -= { 0
o e 0 i '
________ | e e e o e am e
- = ‘
H2 = E*Csz S i
o -1 O
: o -1
: 1 o

Como Bx =) ]32 s8o singulares, E.{z “e HZ também s&80 elementos
singulares de G, . Além disto, 1'H V¥ = 2, 1HH 1% = 6 e
<H‘.H2> = 0, iste &, I-l=t e Hz‘ =80 elementos singulares
perpendicul ares entre =1 e portante o diagrama infinitesimal de
62 C\a;er pag. 81D nos‘ garante que H1 e Hz 28c vetores
correspondentes a raizes de tamanhos diferentes. Vejamos as
“rbitas ad‘juﬁtas @CHlb e @Cl-lz) .Pela construgcio destes vetores
temos que _
eCyCsSpCld x 8Ty ICH)Y e ecwst x speidd < ICH D

Conde S em ambos os casos & o grups S° = (v = a+if3, vl =153,
Como sabemos que dim @CHID = dim QCHzD = 10 as inclusdes aclima
580 de fato igualdades, uma vez que ICHi) 1 = 1, 2 é& conexo.

'eCwCSpC13><S£JD eeCMS‘xSpCl)D definem em G2 dols subgrupos

lsomorfos a YC2). O que nos permitird distinguir entre @CH*D e



‘??
@CHZJ & uma medida dé'éuanto eaté dois uced esﬁéo situados em
Gz de formas diferentes. Para isto precisamos das -séguintes
consideragdes. .

Seja'g uma &lgebra de Lie simples. Existe em g  apenas

um produto interno { , > ¢ a menos de homotetiad tal que todos
os.automoﬁfismos internos =8¢ invariantes por <., >. Vamnos
normalizar este prodd#o < 3 ?'Cdenominarémos o produto normali-
zado por < , )g > de tal forma gue se & ¢ a malor raiz de £
entio <&, 6>g = 2.8 g ¢ uma subalgebra simples de g podemos
de igual maneira, obter o proeduto interno normalizado < 2,
O produto interno de g, < , >g v induz em g’ um produto interno
U denotarémos também.p$r <, >g . Existe portanto um nme—

ro real positivo k, que & por definig3o o indice dé g em g,

tal que

TEOREMA: [Dynkinl k & um inteiro.’

Atiyah e outros Cl[A-H-S]1) trabalhando com a demonsiragio
de Bott [Bol de que se ' G & um grupe de Lie simples e compacio
entio nSCG) = Z, estenderam ¢ conceite de indice para a seguinte
siluagio: sejam 61’ G?Qrupos de Lie‘simples e compactos tais
que 615 G. Se o in?ice de 31 em 3 & k entio ﬂBCG/GiD = Zk . A
idéia enlioc & mostrar.que ICsz = alylSplld x g3 = wa =)

ICH13 =-ecw{81 x SpCll) = Wad possuemn indices diferentes.

Note que temos
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1

S e ¢ KSEY oy G SICH D
2 1 L 2 1

[

e portanto n 6 recs> = HSCGz%fCHi)) 1 =1, 2, isto &,
quando nos referimos aé indice de Qéap em Gz.lestamos de fato
nos referindo ac indice de sucas E‘UCBD eﬁ Gz' |
Comno IIB‘Eiz = ||132||2 = E'? lIH1II2 =z, IIHZIIZ =6
e H, e.e*CSpCiD % <13, H e, (1> % SpC1d), segue que o
indice de ICH D em G & 3 e o indice de ICHD em 6, & 1.
Temos entfo que_ngCOCHi)D = Z3 e ngC@Cszb = {0>. (obs.:Estas

duas &rhitas singulares sZo estudadas em [5 p. 164} sem mengio

do fato de nio serem homotoplcamente equivalentes).,
‘2. UM GERADOR DE H5C62)

Projetando pala aplicacﬁo.exponencial, as oOrbitas da

ag%0 adjunta sfo levadas em drbitas da a¢fo conjugada

(G x G —_— G (oo, YD —_— 2wxf1)3. Cbhser vando gue
O i 0 O
aB. = 11 O O O
i &) O Q -
o] o T O

se projeta pela exponencial no centro de SOC4D, teﬁcs gque a
drbita adjunta @CnHtj se projeta na drbita conjugada difeo-
morfa a 6, /80C4>. A geometria desta érbita € bem conhecida. O
fato de CGz,SU(4)D formarem um par simétrico possul uma bonita
implicagfo geométrica dada pele seguinte Teorema devido a Elile.

Cartan.
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TEOREMA [C-E p.777. Se&am é; H grupos-de'Lie com G compacto
e HE G. Se CG, H> formam um par_sﬁméﬁricc e considerando ém G
uma métrica bi-invariante e em G/H uma ﬁétriéa igual a aués
vezes é métrica no}mal. entic existe um mergulho isométrico

totalmente geodésico ce G/H em G. -

A Eonstrugzo deste mergulho & 6bt;d§ da seqguinte férm@:
seja A = o(yC1,-13> & 6, . Entdo A= 1d e definindo
o Gz — 62 . &fX) = AXA, Lemoé que & é um homomorfismo com
o ; Id. O conjunto dos pontos fixos de ¢ & igual a SO(4) < éz'-
e portanto a. induz a apl;cagﬁc & 62/80(43  —— 62 ,
SCIXIY = XCotX™ 105 = XAXK A, 5 um mergulho totalmente gesdssico
e obtemos entfo -Gé/SOC4D come  Srbilita  conjugada totalmente
gecdésica 6,/S0C4) = <XAXTTA, X & G,>. Cobs.: A translagfio A
esquerda por A & uma, i=zsometrial, |
Vamos adora obter uma outra. érbité conjugada.r A ldéia e
explorar o fate que SUC 3D E_Gz (SUCas = LA = 62 v ACLD = 1>,
{Po p.2721>. O grupa SUCE) possul um centro ¢ ZSUWC3D D discreto

formado pelas mailrizes

ECSUCEDD = {[2 z z]. z = 1, expCani 5, expCd.ﬂ'i/B.')}.

Seja A € 2(SUCE3D a matrlz definida por z = expC8rl. 3
Chote que estamos considerandoe A em 623.
- o
Vamos mostrar que @C—§—— sz se projeta pela aplicagio
exponencial na drbita pela acio conjugada de A Ctambém
designaremos tal drbhita por ©CAD),

Tenos que



O o} ) 1. 80
o) O 2 '
w -u = 9 @& ©° i
1 2 e ——m e —
10 -2 o 0
‘ 2 0 O e
10 O O 0]
10 0 O o :
o o : fei 0 ol
Logo come matriz comp;éxa._ﬂ‘ - H2 ‘& da forma 0 -21 o!,
) 10 O 0l

isto &, possui trage nule e portanto pertence a algebra de:Lie
de um toro maximal T € SUCE) € G,. Analisando o diagrama infi-

nitesimal de SUC3d Lver pag. 813 temos gque exigte X & Ti tal

: 2
que o Anguleo entre X e H1 - Hé & —-150° ,"X'fz = J%%E_ e

- )

explCX> = A . O Angule entre H - H = H também & de -150°
1 2 z

pols -6 = <H. - H_,, H > = IH -~ H IIH lcose = 18 15 cose
i 2 2 £ 2 2
"\3

=

~ [

= COSe = = A'intersegﬁo'entre Ts e T contém o subes-

page gerado por Hs - H Como todes os toros maximais de 62

2
s80 conjugados existe A & G, tal que ;fs,'l‘ixﬁf'1 = T . Afirmamos que

podemos obter A com a propriedade ACH - HZ)A_1 =H -H . De

fato, geja C & Gz v centralizador de expCHi - Hz). isto &,

i

¢ =<Y e G , Yexp(H - H2)Y” = expCH - HDJ¥. € & um subgru-
po e contém os toros maximals T e T1 y logo existe "A € € tal
que A‘I‘iA—1 = T e portanto ACH - HZDA_1 =H - H . Como a aglio

adjunta & por isometrias temos que o Angulc entre os vetores

1 1

CACH, - HDAY = H -~ Hyve A X AT' & -180° Cse este angulo  for
150° podemos, em razfo das simetrias do diagrama infinitesimal

de SUC3>, tomar outro X e 'l'1 tal que o Angulo seja ~150%) e

2
-1 _ _an b1 Bf 112 _ 24w
pertanto A X A 5 Hz Cnote gque 3 H2 5 2 .
. 2 -1 -1 _ ok !
Temos entio gue expC——g—_sz = explAXA 3 = AexpCXDA "=AAA

de onde segus que expC@C—Eg— szj = OCAD.
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B2
Afﬁrbita_cohjugada' OCAD  s=atisfaz QUAD = GZ/SUfSD x> g¢ pols

AAA?

= A se somente se A e SUC3) .- Aqui a situac%e ¢ diferen-—
te do caso GZ/SOCALD ' pois Céz.SUCSDD nEo & um-par simétrico.
Nio poéemog entfc utilizar. o' Teorema de Cartan para mergul har
isometricamente G_/SUCS) em 6 . c'oﬁg.': Apesar de (G_,SUCSYD

nioc ser um par simétrico..a mEtrica normal em 62/SUC3) ~ g°

&
a métrica simé&trica [Bl). No entanto, a drbita Gz/SUC35 tem
tamb&m uma bonita-pyapfiedade Ltopaldgica dada pér: | |
TEOREMA 4.1. A aplic;¢go |

o

w: 5 EG2XSUC33-—-—-—>G2

[X] —— XAXT?
¢ um gerador do grupo de bomotcpi; ﬂ562 = 2S

A demonstragio deste Taoréma & baseada na propriedade
da trialidade das matrl=zes em SOCBD {Cai. |
"V A = SX8> 3 B,C e SbCS) tal que Alxyd = chaccyb.
V %,y € 8o == r? v Cbﬁde a multiplicagio & a ﬁultiplicagﬁo de
pﬁmercs de Cayleyd.

Vamosg relembrar qué:
SpinC7> = <B & S8, Aclxy) = BCOCY) VY xy € R e A & SX7>
CLWh1D. . ,

Vamoz definir a segulinte fungio:

g : 8 e SOCTD
o — g& P R——

g estid bem definida pols gdC1) = o l.e0 = i. Como uma das iden-

tidades de Moufang nos di& gque



g%(xyE = ol xyda = Caxuz}i&zygﬁ; temos que a aplicacio
faCxD = axaz. partence a‘SpinCTD"

Podemos entfo gefihir a aplicagio

P:oST ) Spinc?d
o —,

Em {T-5-Y] temos a demonstragio gue a aplicagic g éera
o grupo de homotopia n?CSOC7)} e aplicagdo gera o grupo de
homotopia 1 CSpinc¥d>.

Se o € S & tal que o= 1 entdo o= &_ e

) £_Cxyd o ayd o = Comet Il yelsd = Coma dCayald =

.Cax523Caya23 = faCxﬂfaCyD @ portanto fa = Gz.Como Lodo ndmero

de Cavley unitario & da forma o = cosCt) + Jsencid O 2 4 = .,
onde  J & um npimero de Cayvley imaginario puro, =se
& = cosCLd + JsenCtd entio o= 1 <===> t = &a-3 ou t = O,

Vamos restringir a aplicag¢lo { ao paralelo

5% = {cosC@r 3 + JsenC2ar 20r. Denominando f}_ tal aplicagio

temos em razfo de (1) a aplicagio

£ 5% — ¢
1 2

O ———any I
o

Sela e’ = 5° a célula 7-dimensicnal definida por

7

g’ = fcosCid + JsenCtd, 23 = L £ w3,
Vamos denominar por § a restrigio de T a célula e’ . B facil
ver gqus £ & injetiva e que como se” = §°% temos gue Fide7 = f1

Utilizando agora a conhecida fibragio
- 3 : . ?
cas Gz ——— Spin(7) ——s &

temos



4

b

fof : Ce’ — d&’) —— S - c1,o._". 0> & bijetiva e portan—
te mef : Ce”, 8D —3 8 & um' gerader de w (S) x 2
Como Aol : S’ ——wws S5° & uma aplicag8o de grau 3 CmefCed =
aCf o = a.i.d2'= aab,'ﬂd€SpinC7)D = {0}, e a seguénclia exaLa de
homotopia do fibrado (23, & da forﬁa

7_CSpPinC72) mimy n?CS7D TN 7 (6, —— O

\/a

7 CeplnC73,G 0
i 2

I

obtenos quea:

12 n§C{12) = [3}, o que implica que ﬂ6CGz) = 23

11 ACI11I5=[1], o gue implica que f; : 8% —— Gz nio & homo-
toplcamente trivial e portanto f1 & um gerador de nﬁCsz.

Obs.: i3 foi provado por Mimura em [Mil usandoe o fato que
7 (S = Z,,
O procedimento anterior nos daA uma prova elementar que
ndCSUCBDD = 26 e ndCS%) = 212 bastando para iste wutilizar a
seguéncia de homotopia dos fibrados principais sobre 57._ccm
espagos totals Spind5l, SpinCB) e Spind7d (Y31,
_ Resta agora apenas mostrar que a imagem de fi 2 a
drbita conjugada de A (isto &, w(8633.
Se.t %= 2n/3 e o = cosCid + isen(td enlio fa Ci2 = 4i e pértanto
2]

fu e SUCR < G2 . Afirmamos gue fa = A. Para mostrarmos isto
(o} i)
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devemos provar que fa A= Afa R Vv A enm SUC3). De fato isto
o o o :

ocorre pols, CAF (x> = ACa 2o’ = ACo DACDACHSD =
0(0 o [ &) &) o

2 _ 2z _ =
A(aﬁ)ACﬁDA Caol = aﬁA(xDaﬁ faOCACxJD CfaoAJC2D, uma vez Jgue

ACat D = o pols ACLD = 1.
o (2

Temos também que para B & 6, . wIBIX(2D = B A B e =

Brf B iCxo = Bf ¢B w02 = BCax B 'C0a’) = BCx DxBoCax D =
o D & 4 0 . ja ] s -

o o
£ Cx>. BCx D pertence a S° pols (BCx 337 = BCa™ = BC1D = 1
B o) O . Q )
e portanto fn(a , estd na l1magem de fi . Isto implica que
)

wWs®H = ficsﬁn. Como a agfio de G, em S® & transitiva, isto &,
(BCo D,B € G5 = S°, temos de fato a igualdade S = ficsda.

Pelo poiiedro de Cartan de'G2 temos que ©OCAD & uma

drbita isolada e portanto-minimal [H—L] =
3. UM GERADOR POLINOMIAL DE H5€SUC3))

Um procedimento pafa se obter geradores dos grupos de
hemotopia n (SUCkIS, consiste em considerar aplicag¢des adequa-—
L]
™

das S ey SUC MO para m grande & através de reflexdes,

projetar estas aplicagdes em SUCkD. Vejamos primeiramente como
trabalhar com reflexdes complexas.

Reflex®@es em Espagos Complexos

No caso real a situagio ¢ a segulnte:
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Seja V um espago vetorial reél munido de um produto interno

< , 5. Dado um vetor unitirio v wvamos definir a transformadfo
linear R : V —— V. (Wb RCW =W =2 < v, w> ¥
Rv satisfaz as propriedades:
i3 RCvD = — v
v .
iid Se <u, v> = 0 entioc RVCUD = u
11i3 R R = J(d
v W
1v> <RVCw). RVCE)->F <w, &>,
Portante, RV ¢ uma reflexfio em rela@ﬁo ao plano perpendicu-—

lar a v

Az reflextes atuam de maneira transitiva nas esferas de raio

arbitririoc contidas em ¥, iaste &, dados =x, ¥ & ¥ ceom 1x1 = 1yl
e x & Yy, S& u = A2 entfo R (xD = y.
| y—xl u .

No caso complexo temos uma situagdo andloga., Seja V 'um espago
vetorial comﬁlexo com um produto hermitiano ¢, DJ. Dado v & ¥V
com Cv, vJ) = 1 , seja Rv : WV oy VCE —— F - BCY, EOVD.

_ Rv zsatisfaz ' ’

i> R CAZD = A, isto &, R ¢ C-linear.

112 R Cv2 - w.
L'
111> Se Cv.f> = O entfio R (I = Z.

ivd R R = Id.
v W
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V> CR CED.R (Y = & - AT Eov,n ~ 2V, VY =

CE.md — alv.CE, VD) — 26V, E0Cv,n) + 4ACVENCv,

CEom - BCvVanCE,vd - BCf.vDCv.n_'Z_)"-l- 4CE.VICV, D = CE
Portanto R € UCnd onde n = diméf.”.
Devenos notar que com as identificé#&és vch 2R e R",
Ulnd —p SOC2NS . as reflexdes cqﬁﬁlexas RE . ¥ e, como
matrilzes emI'SOCBn}, séo composiqées de duas refiex@és. A

diferenga do caso comblexo em relagic ao caso real & que dados
%, yeV com lxl 2 lyl & x &y e U= (aom hem semnpre é
| . V5T

valido que RuCzﬁ =y

Um gerador polinomial de RECSUCSDD.

Temos a identificacgio natural

s? = ¢ Ly sucad

(2] — 2 %]-4

Podemos "por suspeng8o" obter a aplicagéo

£t N
—

s c¢? X suca

R ONIx}

£ NIO R
|

N £IRIO

]
Obs.: A razio de se trabalhar com a aplicagifico w, obtida por

suépens&o da aplicagfoc natural o« ¢ que primeiramente o & um

gerador de n#CSUCBDD ¢ a suspens%o de aplicagc¥es de esferas
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possdi p;r opriedades topoldgicas ffor.t;es. \;amcs primeiramente
trabalhar; heuristicamente 'com as ééplicac;&ﬁes obtidas por sus-
pens3do para depoils enunciar um .f".l'eor ema dJque nos darid as
propriedades Lapoldgicas da suspens_é:'ic;_l.'

Como a primeira coluna das- mé£rizes contidas na imagem
de y nunca assumem o valor (0.0.0.i_)':’ a idéia CIHI> ¢ refletir
todos os vetores colunas de wCSSD ‘e obter uma nova 'aplicagﬁo :

¥ com ¥SY £ SUC3D. Sejam %, = (z,w,%,0) o vetorprimeira

=7 . =

' (=4
coluna de ywlwi |, 1 = (0,0,0,1D e ¢ = — 1 - %D,
Lol 1
Vamos tomar a reflexfio complexa R.';‘ . Temos que
' . z S [z o
_ - [ w iz iz1-wl _ 10
Rgudib =, 2cF, xi)E = | % E'_E,-’--C 1)—-—5— | = o
¢ 1 1
. o ' fz"
Se x ., %_, % representam os outros vetores colunas de  plw!
2 3 4 . L)
entio - _
—\::' -z "“E + ez
) _ . - - z _ —w - Z + ow
RXCxaf) = %, acy, xzjc‘:_ o 2D g o2
x 1 o
-2 -z - = _wz
— Q —w —w®
R,Cx > = x - &8¢, x 3¢ = = - C-wd = =
¥ e 3 3 - AN
—w i O
0o -z _ =z 2
N _ p—— I _ —w _ |ex + zw
R£Cx43 = %, acy, :!cE‘DEf w Czo — w + oZx
. p-4 i O

Obtemos ent.30 a matriz



Como

detiR
4

OO

——WZ
2
z+%w W
x Z—WX
Q C

= -1 temos que det(R,.y) = detlR

4

ponto significa o produtc. de matrizesl.

Mas -1 = det(R,.yd = O

definir a aplicagio © =_Rg.w

1=

5% S SUC3D

4—1

Para enfatizar a depeﬁdéncia de ¢ em relagfo aoc ponto

—wa

Z o

2
X

detB == detB =

—§¥gz *zz
—w A
Z2—wx wWHZx

4
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J.detCyd = =1 (e

1. Podemos entio

y = (2, w, 3 vamog escraver [ = ¥Cy> e portanto

e yd

Rfcyy'

wCyo.

PROPOSICXO 4.2. © ¢ um gerador de a1 _SUC3).

Demonstragio: Pela seguéncia exata de homolopla do fibrado

temos

7 CSY3
?

e

‘ lna

sucas

+

 (SUCadD
S

2

12

T_(SuUCadd
5

Z

2

s

el

n

—— SUCB) ey &°

7 CSUCDY —p

2 —

S

n5CSUC333 ——

Z —

1 —

7,_CS”) |



a0
———p 7 CSUCED) —— 7 (SUCBDT s nics").
— z, ah ' 0O —» O.
¢ C¢S™ =a ¢s™ = Z [D-N-F p.1413, n s> =2
Tt 2 nt+i 2 N B - 12
7 SUCE = Z (M-1 p.12013.
Portanto um geradof de ﬁﬁCSUCBDD ¢ levado em duas vezes ©

gerador de nscs5). Mas © gerador de nscsﬁ) & a apiicaqﬂo

z z : . ) N .
[;] ——p [:J s leto &, uma aplicacio de $° em S°  de grau um.

5

' 5
Basta entfo provarmos que @e8 : 5 e S5

¢ uma aplicagfio de
arau dols. Maz tal fato deve ocorrer uma vez 7.0 & uma fungdo
com entradas polinomiais de grau deolis. Desenvelvendo os calcu-
los necessiérios temos qﬁé realments © grau de n.& & dois g
Como fol observado na Introdugdo, a impbrténcia de se
obter expressdes para oS geradores dos grupos.de homotopia;
consiste em., por exémplg, no caso de SUC33, nscéUIS)D classl -
fica os SUCBﬁwfibrados principais sobre s¢ o portanto conhecen-—
do-se explicitameﬁte um eiemento de H5CSUC3)), conhece—-se entio

a "fungio de colagem" que determina o fibrade.

Proposi¢Zo 4.3. © corresponde ac fibrade

SUCE  ——= G, ——s s°
Demonstra¢io: Pela .sequéncia exata de homotopia temos

n?CSd) — 7 CSUCBD — 7 C6,D —mdcs“) N m CSUCED

— T G D — 7 (ST
B 2 L3
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o

—_— 7 ) zZ > Z >y Z > Z > O
2 ) 3 .

1 —» 3, 1 — 1, 0 —> 1 > 1

de onde o resultadc.segue.-

CNote que pela sequéncia de homotopia do fibrado

Gz ——— Spinl7d —» s’ temos ﬂ5C623 =‘n5CSpinC7)j,

= n5(SOC7)3 = 0O {M-1 p.14210 5

Obgervagﬁoz E posgivel ent8o construir a ?ariedade Gé colando-
se duas copias de‘ﬁFxSUCBD utilizando-se .

Devemos ainda observar que 7 _CSUCE> = 7 CSUCADD =,
= RSCUC4)J. A Proposic¢cBo 4.4 abaixo nos garante que @& .é‘ho—
motdpico a ; Iem@s portanto um fepresentante bastante simples
do  gerador de ﬁSCSUC433. Como HSCSUC4DD = ngCUC433 vanos
considerar y e © como fungdes com valores em UC4) e realizar

neste espage a homotopia entre estas aplicagles.

PROPOSICAC 4. 4. © & homotdpico a wp.

Demonstracio: temos que

8% ey UCAD

Y - ¥yd

N

wICy) e 5’
¥, = mey ¢ homotdpico a uma aplicagldc constante.
= :
Coma ECyd = 1 - wi(y)). ECyD também ¢ homoldpico a uma

aplicag8o constante. Logo a aplicagfo

5% — V4D (¥ ey Rf J ¢ homotdplica & aplicagio constante



' =z

Cf e R?.‘ J. Como sz' pode.ser ligade em IUC4D_'A natriz

o . ) o

identidade temos que (¥ —m R > & homoltépio a aplicacio

g
constante (¥ =y I1d). Segue entio que 6, (¥ — Rf‘ }oy_}cyj)
. . ' : ¥ .
¢ homotdpico a ¥ (y —— yw(ydlg
A construc;go acima para se obter um gerador .de-

fISCSUCSD. pode. ser generalizada na tentativa de se obter um

gerador de ﬂ?CSUCxL}D. E o c:jue faremos a seguir.
Um Gerador Racional para TE?CSUCll))

Podemos obier por suspencio da aplicacSo

Yo S° — SUC4d>  a segulinte aplicacico (que também denctaremos

por w:
s’ g ¢ ey sUCED .
(% -y -z c  -w 0 O 0]
v £ O -z O —w G G
= z 0 2 hY O 0O —w o
Y| ot | O z -y x 0 O O -
z w o Q & x b'g Z 0
W, o) w O O -y x o zZ
¢ O W O -z O 2 -y
Lo o 0 W o -z v !
(note que w ¢ da forma [ A _WI*] 3.
Awl A

A idéia & novamente utilizar projegBes complexas para projetar
w em SUC43. Denominando o = (¥, ¥, Z, W) & s’ e
cwicw, e yJBch;J) os vetores colunas de y(o0, temos que

p,Cod ® CO, ... , O, 1D VoesS.
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Sejam
CeO = ré_"cco L=
?,' = —-—-é-—- 5. . W1 - IpiCDD) ""‘ '—_B—- C—x.—y.-—z.O.—w,0.0,i)
RE(&} a projeglico complexa Rg{a>Cn? = - aCElo,nElad,
= 5 - :
Como CEL&J,w1Ca)) = e temos Rz(d)Cwica)D = €CO0,....0,1D e
portanto RE(&) . wleO & uma matriz da forma [I—;g—] . Como
- PR : e g nBF1
detkg(a> = -1 temos -1 detCCR?{a>. wloD) .C 1>, dgtB
== dell =1 e portanto B € SUC7D.
Comno .
iz
C¥Cod, w Codd = — CECoD, w Codd = O
i 3 . 5 ]
cec Q0> = 0 £Cat ¢ 2 2
£CeO, wzc = ‘ ;E oD, ¥ o3 = T E
& = . - : _ i -
CECo, waC&DD = 0 C;Ca). w?CaDD T s Y
| 2 - . i R
C¥leaD, w4CdDD = z W . ‘ Cgsaﬁ. watuDD = ———
a matriz RE(&) ywod & da forma
[~y . -2 _ xw ~w _—xz fxt?
x Y TZtywW o ~W—YZ Yy xy
0 ox Y+zw O -z —w+yz Xz
z -y %, 0 _ ¢ _ 0 -
&) O w 2 YWz Z+yw xw
W o & -y x 0 z
L O w O -z o x -y

Temns entdo definida uma aplicagio gue denominaremos @ da

forma:

=]

57 ey SUC 7D CA ey Ry o YOO

{ |
por um raciocinio idéntico ac da proposl¢3c 4.4 temos que & e y
s8o homotopices.

Aqui temos também que @ Cod * CO, ..., O, 1> V a & s’

e portanto podemos projetar & em SUCHY. Sejam
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—_—

=2 o 0. 1> (03 = B (5 mo
gCD(D = H—é— e . s N ‘ - 91 0(:) ."‘" —8—" Cy._‘JC.O._Z.O,—W;-‘LD
e RzéaaCWD = 7 - BCECoD . IECOD |
Como R (e (a0 = (0, ..., O, 1D a matriz
Feos ™ e

' F ‘B 1 - )
R{’(on' Kod & da forma T ] I‘Tias
-1 = detCRf(aD . oodd = C—1)7+£det3 = detB e portante para

obtermes uma matriz em SUBY & nerﬁ:essario trocar o =i nal da

- - '3 = ':i_i___]
primeira coluna. Seja J = [ rTa 1 logo RE(&D'GCQD'J = SUCHD .
Definindo .
7 i 5 ey SUCBED (it e Ry oy * €0 * 3> e utilizando os
valores
- iz ‘ '
CECed, & Co0D> = —mmmmm C(£CeO, ©,Co0d = —xw (£CaD, 8. Cadd = 0
T3 - - R
Ctlad, & (ad3 = - 2 CECo0,8 _CoD) = 0 (8Col,8 (60D = mmmnx
4 P4 5 . S =]
"E . "
C¥CeD, 99(&3) = —y

Cbhtemos a seguinte expressio para p

Zegw  _ww-wgy _owe owyeay | b Pyt
sew —Z+yw —XZ —WoYZ y_+ixl LYY X
—x y+zw O2 -z —wiyz _ =z
Y—ZwW x, 4 _ 0 _ oz —wryZ
02 w 24 y—wz Z+yw _ ew

—w O YW % At _ Z—YwW

Com um racliocinio ldéntico an da Proposigfo 4.4, temos que p &

homotdplce a e.

Notando que yECa) ® (0, ..., O, 13 ¥V &x e 8% podenss projetar
1= = = 2
em SUCED, Seja & = ——E~(CO.....O.1) = Coxw, —2Z+yw, y+zw,x,w ,00) =

12 - - 2
,_E_c—xw,z—yw.~y_zw.-x.—w 12,

Temos entise que Rfca)' oy & uma matriz da forma [f—if—].
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Observando que neste caso também € necessario trocar o sinal da
primeira coluna Cpara isto utilizaremos uma aplicagSo J) e uti-

lizande os cilculos.

E . =N
CfCaD.y1CaDD = _C&CaD.TZCa)D = ——x
E - y E
CEC&).yQCaD) = —-E—C—y - wzD C{Ca).y4(a)) s —
CoTEL o =
CECdD.rECaJ}_= W _ Cfﬁa).rdtaﬂb = -—ETCE — YWD

obtemos a aplicagﬁo § . 87 D " 4 SUESJ Cox ——g+ RE:a>‘ yCod + I3
homotépica a yr.

A expressio de § e dada por
2w — YW — Z ~xEWo— xyw tyZ — W : Cwfw - xz

8 - 2 = - - 2 2 2 —
YW — ZW + xw —xz + yz + lziTw - yTw - yEw xyw - xz - yzZ - W

Zw + Ywo 4 x -!y|2~ yZzw + yzw + 2% w? xZW + <y — z?
xwot ZW =y 2% - xy - xmw ' ="

4 a 2, - : z, -

LW ZW — xXw + X xw + Yy — wzZ
oW+ xy o~ =y “xyw’ + wzw + yo + lxl?

2 = 2 2 z 2 —= - ~2 — ==
xyw — xzw + y + lxl -1yi%w" ~ yzw + yzw — 27 + xy — xy
XZWS XYW + Yz ~ W - yzw® = Yow + 1zt 4 2y + Xz
x?w + Xz . = x&w “+ xE - §z - ;
xwa + yw o+ z : —~ ;wg + Ew2+ W

Devemos observar agora que

_ 2 = - - 2 2 2 -
§3CaD=Cx W o— XZ, XYW — XZ-YZ—W, XZW + xy — 2, x 0w + y — wzd
& sempre diferente de (A, O, ..., 03 A € € - 0> qualquer gue
seja o < s’ , isto &, se u =d(1, O, ..., O3 entlio u & EBCaJ s80

linearmente independentes (sobre C). Temos ent&o que u e QBCGD
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definem um Z2-plano complexo n® =¢® . Aidéia agora &, por melo

de uma rotacico neste plano, projetar @qCa) em u Cobs.: a difi-

culdade agui é‘que Cl.O;....OD e é;éap nao sﬁolsempre pérpen~
diculares e portanto nioc podemos fatéf a reflexfo definida por
EC&j = —ig:kCI.O.....O) - @3(&)3. Seja Pa a projegio ortogonal
sobre nc s lsto &, Pa : C5 —_— c® j.tal que Palnc = Id,

F’o‘CC‘.ED =% ese P_Cx0 =0 entfe (zx, n% = o.

Quando o context.o nido deixar ddvidas, vamos abandonar o

subescrito 3 em éngD e indicar o vetor apenas por $(od. Uma

base ortonormal de nc relativa aoc produto Hermitliano C .' D&
dada por

_ FCod - (FCoD, U
{u' ViD= mrrres T Eco Ul }

Em relagifo a esta base temos
FCo0 = (3CoO,wdu + (B0, viaddv(ied.
temos que 1 = 18012 = 18Ce0, W% + 1CTCaD, Vo2
Podemos agora definlr a rotagio A@ca: em nc cuja matriz na

base {u, vCoOY &

[ r“"’} _ [ CECaD, W CECEO, W
B0 Ly, vy —CBC D,V CECod , ud

Note que A§‘a)C§CaJ) = .

Vamos agora definir a aplicagio

-]

F: S —y xcccs N v

X — Fa Cw — (I - Pa)Cw) + A§<u>° Pa CwdD
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Para obtermos uma express3o matricial para F  vamos -

estender <{u.v} a uma base crtonérmal Cem relagfo ao produto

hermitiano ¢ , 22 b = Lu, v, Q;;_wz. w7
Logo

CECeO,uw>  CBCoO, V) 0 0 0

[F ]b - ~ CFCoD, VD CECoO  ud o 0 o
ol b O o o 1 0 . O
0 . 0 o 1 - e}
O . 0O O O 1
Portante a matriz de F relativa & base candnica de i
e = {e ,e 2,8 .2 > & da forma
1" 2772’ T4 7
e - e b [ ]b
[Fa]e —_[U]b [ch]b u o
onde [U]g R [U]Z _350 as - matrizes d& mudanga de base, Como
b e - - b .
[U]e = [U]b temos que dEt[Fa]e = det[Fa]b =1 & portanto
[F Te SUCS3. Notandos que F (& Codo=C1,0,...,0),
T ode ) X a
podemos definir a aplicagio
‘Y S ey SUCAD (X s [Fa]z L BCoOD.
Cnote gque [Fa}z L EBCo0 & uma matriz da forma.
: .
1 o) O 1 o O
0O
¥ O »*
O
o

e portanto nfio hd necessidade de se Lrocar o sinal da primeira

coluna para se cbter uma matriz em SUC43),



Def i nindo:

F: S 5° —_— . SUCSD
. . | L= | e
A ey PO —m F = ,&I-P 3 + A s P
3 D L ade L o T8 o0 ol e
¢ lmediato gque F & homtépico & aplicagio constante

7

s ——— 'SWE) (A = IdD de onde segue que N & homotdpico a

2., Para obter‘mos_umé_ expressio explicita de 71 ¢ necessario
simplificar a expressio de Fa . Seja

Cid F € CoOd = CI-P DC® CoDd + A
ol ] 44 J

o P (& CeoOd.
iawu o

Para evitar que a notagio fique muito carregada vamos

fazer nos cilculos gue se seguirlio ﬁjCaD = Y, Pa = P,
A = A, $ CcD = % .
E o g
8
Logo

C1> = F_Cy> = CI-PX(y> +'A o PCyd =

y — Cy,udu ~ Cy,VIv + (R, My, uw + (X, vy, vddu
+ L—Co, VICY, 1) + Cx, Wy, VI>v =
y + {{Cx,u> ~ 13C¢y,ud + Cx,vo{y,voru

+ {CCx, ) = 13Cy,vd> — Cx, vI(y,wiv.

Os coeflicientes de u e v na equagfio acima podem ser

ezcritos na forma
v

Cx,v>) = Cx.j—{;_—i-r-) = _R’%T_ Cx,v) = —r\-%-;-* Cxpx — Cx.u'.‘)u)' B

- = -1 t = | i
_T..G_‘..r_ {5, 20 Cx,udCx, uly ‘T'v‘:l"" 1 Cx,udi D V1
onde v =x —-—Cx,du e Iv 1% =¢yv v =
1 : : i VLT

Cxe — Cx,udu, x — Cx,Ul, U2 =
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Cxyxd = (x,udCx,ud - Cx,udlu, x> + le.UDIECu.UD =

1 - glce,w!? + g, w!? =1 - tex, w2,
1 . - II
Cy,vd = T T Cy.vi) = —Taiju-Cy.x_—-CXfUDUD =
1 : 3 - .
1 Cr,ud

Se j # 3 ent8o x # y e (x,y) = 0 e portanto

Cy,vD) = - ~§é?ﬂ#1 Cy,ud.
1
' Finalmente podemog'obter o coeficiente de u

Cx,ul) = 13Cy,ud + Cx,voCy,vd =

P 1-1Cs,udf? ' Co, U ' _
Cx,ud — 13Cy,ud + C Ivil 3 C _T$:Tm Cy,u3d =
{Cx,u> — 1 — __i_ng1 — 1, W PTDICy, D = ~ Cy,ud.

v | .

i-

O coeficiente de v & dado por

CCayud — 10Cy, VD> — Cx,WDCy,ud =

<

: ' C=,ud '
— — h —_— | =
CCx,ud 13 _TGIT_ Cx.u)) Iv1 Cy,u2
=0y - | 2
< Cx.u)l Cx,udl iv I3y, ud =
vil i
et P T VRTS8 it O o —1 1 %ece -1 12
Cog, U3 CT,U) 1 }Cy,u){cx w—1Cx,ul C1-1C2x,ud )}(y,u) -
v i v 1
i i
1 - Cx,ud
v Cy,uD.
i

Temos entSo que o UGltimo termo da express8c de F &

1 - Cx,ud

1 =~z ?

1 - (x,u>

— e u) 1 = -
lvil ~ Y lvll

Cy.u)v‘

Chtemos entio
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1 - c.agm""“?)—gc Ty -
F (& CoO> = & CoO — (& Cod,wdu ~ CE Cod,uwv
) r J 1 - !a‘aacOo.u)!_z 3 1

4

J =141, 28, 4, B.
Podemos agora calcular expiicitamenpé a fungio

v : S —— SUC4D.

Como
[ 2 o, ] | 2
X oW o= XZ . . W — X2z
_ XYW — XZ — YZ — W ‘ o
§ Cod = fxzw + xy - = ' C§_Ced,wu = o}
x2 O
{ 2. . =
N +y"'wz u < A O E
0
YW — XZ — YZ = W
T (o0 - CBCoO,Wu = |a@w + xy - z?
x2
. .
Loow™ + Yy - Wz i
1= 1¢ Coo,wl® =1 - v - medexfv - x> =
1 - Tl ®lwl? + 1l Powz + TxlPxow - 12?1212 =
1 - 1l Zclxl®Iwt? + 1212 - 2 Real Cawzdd

CF T, =1 - Cxw — =zD.

[ xS
§

Temos entSo que a primeira coluna de nCed Cn£Ca33 ¢ da forma
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a -2 -
YW — Zw .t xw

n.Cod o= |z s SWE o+

!
NI

2
AT A
. . 4
W

[ coyw — Xz - yz - w]
Cl =z whxzd{ Y-z . _ — '

N _ 2w z xwz Yw-zZ . . xzw + %y - o2
11l Clexlilwl®+1lzl “—2Real Cxwzd

2
%

-

2 -
2w+ Yy - w2

Az outras colunas podem ser calculadas da mesma forma.

4 .

Como podemns garantir que v € un gerador de n?CSUCADD?
Como -

sucsy

i
i : _ !
////|r l 71 monCed = 7 Ced

a sequénecia exata de hoemotopia do fibrade nos da
iy T CSUC3DD ey n?CSUCxDD —_— 1':75? —_— ﬂdCSUC3D) —
7 CSUC4d) ——p 7 S° ——s

» O o y Z g 26 » '

.0

1 ey G-
CﬂdCSUC43) = 0 (M-1 p. 1291,
Temos entio qué 7w & um gerador de n7CSUC4)3 Se o
somente se N, for uma aplicagio dé grau ﬁ._
O preoblema .de se calcular o grau de n, é evidentemente
um problema computacional. Utilizamos enti3c um computador

IBM-386 com ¢ processador Algébrico Mathematica., Ocorreu  pordém
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que © programa rodou durante 89 héraé consecutivas sem c:.on-—
seguir obter o resultado, Port'antq. calcular o gfau de n, nz.olé
um problema trivial -meémo do ponto de vista computacional.

Ocerre porém que a Suspensﬁg dé aplicagBes de esferas
possul propriedades topol égicas que combinadas com‘ o Teorema de

Periodicidade de Bott nos leva aoc seguinte fesultadc forte.

TEOREMA (Fomenko [D=N-F p.2711)

Se 'i‘i g Si_1 ey D & um gerador do grupo de homotopla
n._ CUCHD), entfio & aplicagfio f - g tt _h SWKend  ebtida

por suspensfo de . & um gerador de nHiCSUC.amDD.

Como a aplicac¢fo w foli obitda por duas suspensdes a
partir do gerador o de ﬂaCSUCBDD temos gque realmente yw &
um gerador de rz?CSUCB)D e portante também £ um gerador de
ﬂ?CSUCAL)D CIM-1 p.iEQ]). Como w = hombtépico a 7n,temos que w &
um gerador de ﬂ;CSUC4DDeapcrtanta N, ¢ uma aplicagioc de grau
6. |
Obs.: " Note que o Teorema de Fomenko nio invali‘da nosSso

objetivo que era o de construir representantes explicitos

para os geradores dos grupos HECSUC:B)D e. -.r:?CSUCtL)).

¢
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