
C399r 

15673/BC 

RESULTADOS SOBRE A GEOMETRIA DOS FI BRADOS 

Est.e exemplar corresponde a redaç.Xo 

final da t-ese devidament-e corrigida e 

defen.dida p-elo Sr. LUCAS MONTEIRO 

CHAVES -1' e aprovada pela Comissão 

Jul.gadcra. 

J2. d-~Ll.mpi nas ~ = de 1992. 

Alcibiad"ª's Rigas 

Or i ent..ador-

Tese apr-esent.ada ao Inst.i t.ut.o de 

Matemática. Est...atistica e Ciência da 

Computaç!'i.o como requisi t.o parcial para 

obt..enção do Ti t.ulo de DOtJTOR em 

Ciências. 

lJNICAhOi"' 

etl51.1üfECA "'o'NTflAL 



ii 

À memória de meu Pai 



iii 

AGRADECIMENTOS 

Todos n6s somos uma obra coletiva. Meus sinc.:eros 

agradecim~n~os a: 

Pro:f. Dr-. Alcibíades Rigas pela sua dedicaçgo e exemplo de 

amor à Mat..emát.:lca. 

Aos pro~essores e colegas do Instituto de Matemática, 

Estat.istica e Ciência da Comput.açí'ío da UNICAMP, em 

particular aos pro:fessores do grupo de Geometria, pelo apoio 

~pelos conhecimentos a·mim transmitidos. 

Aos colegas do Departamento de Ciências Exatas da Escola 

Superior de Agric_ult.ura de Lavras~ em particular ao pro:fessor-

Nelson Willibaldo Werlang, que possibili t.aram meu 

a:fast.amento. 

- Ao Estado, que :financiou toda minha vida acadêmica. 

Ã minha esposa, sua familia e em particular à D. Zenit.a, pelo 

constante apoio. 

- Ã minha :fanúlia, a qual eu devo tudo que sou. 



i v 

Ao Prof. Dr. Gilber~o Lage e ao mesLrando do Curso de 

Ma~emá~ica Aplicada Paulo Blinder pela colaboração na 

grárica e computacional. 

parte 



v 

INDICE 

Página 

Resumo .................•.......... Vi 

Abst.ract. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . vi i 

1. Métricas de Kaluza-Klein e Inst.antons .. .. . .. ... ... ... 1 

1.1. Uma condiç~o para a positividade da curvatura 

secci anal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 

1.2. Uma aplicação à geometria dos instantons ..... .. . 12 

2. Um teorema de ~!nitude para fibrados fat .. ... . ....... 25 

2. 1. Conexões :fat. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 

2. 2. Um teorema de :finitude ................. '· ....... . 29 

3. Os espaços de Alo:f:f-Wallach e Eschenburg 44 

3.1. Espaços de Alo:f:f-Wa!lach e :fibrados sobre CPz. .. 44 

. 2 
3. Z. Espaços de Eschenburg e f' i brados sobre CP . . . . . . 58 

4. Geradores de homotopia............................... 72 

4.1. Sobre uma 6rbiLa conjugada de G
2 

.•...•.. ........ 72 

4.2. Um gerador de n~s'G 2 ) •••••••••••••••••••••••••••• 78 

4.3. Um gerador polinomial de n
5
CSUC3)) .......... .... 85 

5. Referências bibliográficas 103 



vi 

RESUMO 

A t.es:e é compos:t..a essencial me-nte de quat.ro r-esul t..ados: 

sobre a geomet.ria dos !"!brados que são: 

Capitulo I. As métricas de J<alu:za-Klein são métricas 

nat.urais em espaços tot.ais de fibrados. Tais mét.ricas são defi­

nidas a part.!r de cone~es. No caso de ribrados principals onde 

o g_r·upo estrut.ural é SCX3), s• ou .. a variedade da base 

admite rnét.rica com curvat.ura seccional posit.iva. é nat.ural 

est.udarmos. em razão das propriedades das submers~es Rimannia­

nas. a positividade da curvatura seccional de t.ais mét.ricas.Tal 

estuda é feito para o fibrado de Hopf e uma ,classe particular 

de conexões que são as chamadas conexões aut.o-duais Cinst.an-

tons). 

Capitulo II. A condição de "fatness" para urna conexão 

em um !"!brado principal é necessár-ia par-a que esta conexão 

de~ina métricas de Kaluza-Klein com curvatura seccional positi-

va. Existem porém r-estriçe:1es topológicas :tortes à 

de tais conexe:1es ~at. Sobre s• exis~e apenas um 

existência 

'S!-:tibrado 

pr-incipal que admite conexão :tat que é o :tibrado de Hop:t. Este 

resultado é géneralizado para variedades 4.-dimensionais 

compactas e orientáveis,no sentido que sobre uma tal variedade 

existe um nómero :tinito de ~4)-~ibrados principais que 

admitem conexão SCX3)-fat. 

Capitulo III. Os espaços de Alo:t:t-Wallach e os espaços 
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de Eschenburg s~o exemplos dos mais in~eressanLes de variedades 

que admit.em curvat.ura seccional posit.iva. Obt.emos que alguns 

dos espaços de Eschenburg s~o f'ibrados sobre o espaço C?
2 

co1n 

~ibra espaços lenLiculares generalizados. 

Capit.ulo IV. e obt.ido um gerador explicit..o do grupo de 

homot.opi a n C G ) . Além disto. ut.i 1 i za1.1do o cone e! to de 
6 2 

indice 

exibimos Z órbitas da ação adjunta de G2 nao homeomorfas. Obte-

mos também um gerador com entradas polinominais do grupo de 

homo:;:,t..opi a 1l ( sue 3)) e um gera dor de 1T c sue 4)) .. 
5 ? 
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ABSfRACT 

Chap~er I. Kaluza-Klein me~~ics a~e naLu~al meL~ics in 

LoLal spaces of" :fibe~ bundles. SUch me~~ics are de:fined by 

connecL! ons. In Lhe case of" prin~ipal bundles whe~e Lhê 

s~~ucLural g~oup !s SQC3). or and t.he base mani:fold 

adm!Ls a meL~ic w!Lh pos!Live secLional curvaLure, it. !S: 

nat.u~al to st.udy, by t.he propert.ies of" Riemannian submersion. 

t.he posit.ivit.y of" sect.ional cur-vat.t.~re of" such met.rics. This 

st.udy is made f"or t.he Hopf" bundle and t.he pa~t.icular class o:f 

t.he self"-dual connections Cinst.ant.ons). 

Chapt.er II. The condiLion o:f' ":fat.ness" f'or a connecl.ion 

in a principal f'iber· bundle is a necessary condi t.ion such t.hat. 

t.hese connect.i ons def'i ne Kal uza-Kl e in mel. r i cs wi t.h posi t.i ve 

sec~ional curvat.ure. There are s~~ong t.opological rest.rict.ians 

:for l.he exist..ence of' :fat. connect.ions. Over s" t.here is Ol'lly 

9 one principal S bundle t.hat. admit.s a :fat. connect.ion. t.he Hopf" 

bundle. This result. is generalized :for compact. orient.able 

4-mani f'ol ds in t.he sense t.hat. l.her e i s a f" i ni t.e number of" 

principal SOC4)-bundles t.hat. admit. connect.ions SOC3)-f"at.. 

Chapt.er III. The Alof'f'-Wallach spaces and t.he 

Eschenburg spaces are t.he most. i nt.erest.i ng examples ot: 

manif'olds t.hat. admi t. posi t.i ve sect.i anal curvat.ure. We obt.ai n 

that. somaone of' t.he Eschenburg spaces are f'iber bundles over 

CP2 wit.h f'ibre gene~alized lens spaces. 
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Chapt.er IV. We obtain. an explici t. generat.or of' t.he 

homot.opy gr-cup rr CG ). Purt..hermore. wit.h lhe concept. o!' indice we 
d 2 

were able t.o exibit. t.wo orbit.s of t.he conjugat.ion act.ion of' G 
2 

t.hat. aren't. homeomorphic. We also obt..ain a generat.or. wit.h 

polinomial ent.ries o!' t.he homot.cpy group rr
5

CSUC3JJ and a 

generat.or of" n CSUC4JJ. 
7 



CAP!TULO I 

MÊTRICAS DE KALUZA-KLEIN E INSTANTONS 

As méLricas de Kaluza-Klein em espaços ~o~ais de 

~ibrados principais, são mé~ricas na"lurais que re~let.em a 

geometria do grupo est.;ulural e a da variedade Riemanniana da 

base. Como t.ais mét.ricas s.§.o de:finidas em função de um 

parãmet.ro real que de:fine uma homot.et.ia rest.ri t.a às f'ibtas. 

possibilit.ando en'lão um· cer-t.o controle sobre, poi- exemplo, a-

curvat.ura das :fibras. temos uma sit.uação part.icularment.e 

adequada para o estudo de curval.ura C seccional, de Ricci, 

escalar). Nêst.e t.rabalho nos preocupamos e-ssencialmoe-nt.e com 

cur-vat.ura seccional r:osit.iva. Como as mét.ricas de· Kaluza-Klein 

são adequadas para formali-zar concei t.os da Fisica Teórica. é 

nat.ural est-udar t-ais mét-ricas quando relacionadas às conexões 

ins~an~ons Cque ~ambém expressam conceit-os da Fisica). 

No decorrer dest-e capitulo vamos fazer algumas 

de~iniç5es e ~ixar a no~aç~o que será válida para Lodo o 

t.rabalho. 

1. UMA CONDIÇXO PARA A POSITIVIDADE DA CURVATURA SECCIONAL 

Seja G um grupo de Li e conexo e compact.o e e sua 

álgebra de Lie. Em e vamos considerar < > o produt-o interno 

. ' 
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definido por uma métrica bi-invariant.e em G. DesignaJ~emos por M 

uma variedade dilerenciável de. dimensão ~ 2 e por P o espaço 

~o~al de um G-f'ibrado principal sobre M 

G ---- p " M. 

Dada uma conexão principal em P Cdef'inida por uma f'orma de 

conexão wJ e uma métrica Riemanniana C J em M. vamos 

construir sobre P uma f'amilia de mét.r-icas gl da !'orma 

g CX,YJ:= Crr X,n YJ + t<wCXJ,wCYJ> 
l * * 

t.>O. 

Em relação às mét.r- i c as gt. ,G atua por isometr-ias e as 

f"ibras são subvariedades totalmente geodésicas. isomét.ricas a 

CG, ( )). A quest:ão que nos interessa é em quais situações 

existem entre as métricas gt métricas com cur-vat.ur:;.. seccional 

- positiva. O f'at.o das f'ibras serem t.o'talment.e geodésica~ e 

isométricas a CG,< )) restringe as pos~ibilidad<="s para o 

g~upo G. Wallach [ WJ S " < provou que f::!' o único grupo de Lie 

conexo, compact..o e s,implesment..e conexo que admit..e mét..r-ica 

invariant.e à esquerda com curvat.ura seccional posi t.i va. Segue 

dest..e resull.ado que para o esl.udo de curvat..ura seccional 

posit.iva. na sit..uaç.í;io acima descr-it.a. devemos nos rest..ringir 

aos gr-upos de Li e Sg, SOC3) e Si.. 

Vamos enunciar um t.eorema 

necessárias e sulicient..es para que 

posit.iva para t. suficient-e pequeno. 

que 

CP,g ) 
l 

nos dá condições 

possua curvat.ura 

Est..e t.eor ema é devido a [ D-R.-21 e n~o se enconl.ra 

publicado. Tal teorema já Ioi ut.ilizado em [Gr-J para o estudo 

da posit..ividade O.e mél.ricas mais gerais que as mél.ricas gl 

definidas por 
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gfCX,Y):= :rr*X'~*Y) + ~<wCX),w(Y)) 

onde f é uma fUnção real difer~nciável e posit-iva, que depende 

apenas da variedade base, f:M ~ R. Com c int-uit-o de deixar 

es"le t-rabalho mais aut.o-su:ficient.e achamos adequado inclui r 

a demonst.ração dest.e result.ado. Devemos observar t.ambém que 

[ S-WJ obtiveram um resul t.ado semelhart'l.e-. 

Seja AdP = P X /8 
Ad 

o fibrado adjunt.o do fi brado_ 

G --- P ----+ M. O produto int.erno < , > de e induz nat.uralr.~ent.e 

uma mé-trica no fibrado AdP Cque t.ambém designaremos por < , )). 

Seja 'V a derivada covariant.e de AdP definida por < >. Vamos 

considerar O, a forma de curvat.ura de w. como uma 2-forma em M 

com valores em AdP. 

Podemos agora enunciar: 

TEOREMA 1.1. Seja G --- P----+ M um G-fibrado principal com uma 

forma de conexão w sobre uma variedade compacLa M onde 
' . 

SOC3) ou Fixando uma mét.rica. 

Riemanniana C • ) em M e uma mét.rica bi-invariant.e < > em G. 

são equivalent.es; 

Ci) Exist.e t. > O, 
o 

~al que para O < t. < t. CP,g ) possui o· t 

.curvat.ura seccional posi t..i va. 

Cii) Para qualquer pont.o x em M, quaisquer pares de vet..ores 

ort..onormais {X,Y} em T Me qualquer element..o não nulo u de AdP 
X 

sobre x t..emos 

n 
M 2 R CX.Y.X.Y) E C<u,OCX,Xk))) > 

k=t 

2 c<u.C'V mcx. Y)>) 
" 

' ' 
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M onde R é o t.ensor- cur-vat.ur-a de CM,C 

base ort.onor-mal arbit.rária de T M. 
X 

)) e <X 
' 
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X } uma 
n 

Demonst.raç~o: Vamos ut.ilizar as seguint.es convenções: 

1 5 i,j,k,m 5 n = dimM e n+l 5 a,b,c,d,r 5 n+3. 

Seja {X ,X ,X ) uma base ort..onor-mal de campos vet.oriais 
n+i n.,.2 n+9 

em G inva.r-ian:les à esquerda. ist.o é. <X • X • X } é um 
n+i n+2 n+S 

f'r-ame ortonormal na álgebra de Lie >). As const.ant.es 

de est..rut.ura da álgebra de Lie 8 em relação à base acima são 

de f" i ni das por Como < > é bi-
c 

invariant.e t.ais const.ant.es são ant.i-sim6-t.ricas em 

relação a t.odo par de indices. Todo element.o X e g induz pela 

ação à direit.a de G em P, um campo vert.ical em P que 

designaremos por x* C[K-N v.I p.51]). Temos ent.ão que dado um 

rrame <X ,X ,X } em 8 ficam definidos os campos vert.icais 
ro.,.í n.,.2 n.,.9 

• • * X , X • X 1 i n.ear ment..e i ndependent..es em cada pont,o de P. E: 
n+1 n+2 n.,.9 

convenienLê Lrabalhar com ~rames orLonormais em CP,g ), 
' 

seja 

porLant.o 

l"':t+1 :S; a :S; n+3. 

Logo gCX,í1)=1 
l- a o. 

e 
~ ~ 

g ex .x ) = o 
L a b 

a ;e. b. 

Seja <X 
' 

X } uma base orl.onormal de campos vet..oriais 
n 

def'inidos em um abert..o U c M. Tais campos admi t..em um 

1 evan.t..arcien.t..o hor i ZOJ'll.al para campos def'inidos em ç P. 

Como o cont..ext.o deixará claro sobre quais campos est..amos r.os 

ref'erindo, usaremos a mesma no~ação para um campo X em U c M e 

seu levant..ament.o horizont.al em rr-~CU) c P. Vamos def'inir 



seguintes f"unçt':>es r-eais e.m rr-i_(U) c P. 

H~.=<OCX .• X.),X >, 
1 J J a. 

Hn = < C 'V m ex .x .) . X > 
i j ;k "k ' J n 

l CRLCX .X.)Xk,X ) R .. k = g, 
I J Tn J m 
l l ~ 

R .. k = g CR CK .. X.)X ,X) etc, 
I J ' a. l I J k a. 

l onde R é o tensor- cur-vaLur-a de CP,g ). 
l 

PROPOSIÇÃO 1. 2. ({.]]) 

1) R' = RM L E C2H~. H~ + H~ 
i j km i j km " km ik 

~ 

2) R~ . = t.i/2 H~. 
1 J ma. 1 J , m 

3) R' = L E CH~ Hb - Hb H~ ) - E i j o.b ik k j i k k j 
k c 

H~ 

Jm 

H c 
i j 

4) R' = t. E Hb Hn + 
1 

2"" E H~. cn 
~ io.jb 

k 
ik k j c ' J cb 

5) R' 
a.bic 

= o 

6) R' = 
o.bcd 

t.-• 
E cn c' --;r- bf cd 
f 
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H~ H~ ) 
>m jk 

CC 
nb 

Observação: Todos os out.r-os componentes do tensor· cur-vaLur-a R' 

podem ser 

identidades 

obtidos 

R 
ABCD 

dos acima 

= - R 
BACD 

= -

calculados u"Liliza!'ldo 

R 
ABCD 

as 

e 

O seguinte lema simplif"ica o câlculo da curvaLur-a 

seccional em CP,g ). 
l 

LEMA 1. 3. Seja &cTP 
p 

um 2-plano. Existe sempr-e 

or-tonormal <X,Y>. de tY relativa à mét-rica g tal que 
' 

uma base 



~ X = 

l y = 

e<X. + 

yX. + 
J 

(lX 
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i .,.: j, a õl'! b 
d 

Onde {X .• X.} é um par- de vetores hor·izont.ais, or'von.ormais em 
J 

relação a métrica e <X , X } 
d b 

um par de vetor-es verticais 

também or~onormais em relação à mét.ric~ g . 
i 

Demonstração: Seja <X,Y} úma base ortonor-mal Cem r-elaç~o à 

e • a 

decomposição em componentes horizontais e ver-ticais. Temos que 

o = 9 ex. n = 
i 

g CX",YH) + g CXv.Yv). 
i i 

Por-tanto se g
1

CXH,YH) = O, v v então g ex • Y ) = O e o resul t.ado 
1 

segue. Se 9 1.cx",Y") 

da l'orma 

;E! O vamos obter- uma nova base g -ort.oflor-mal 
i 

X = cosC8)X + senC8)Y 

AH "'"H 1 H 2 
g CX ,Y) =-::=:;- senC28)CIIY li 

i ~ ' 

de onde segue que 

= O se cot.gC28) = 

A 

y = 
AH 
y = 

cosCS)X + senC8)Y 

H H cosC28)g CX ,Y) 
' 

• 

Devemos obser-var- que e.m relação à métrica g 
l 

{X = e<X. + (lX • y = yY. + óY 1/ 
é uma base ortogonal e 

' d J 
A t-t/zx A t.-1./Zy 
X = • yb = temos 

a a b 

X = e<X + f'Li/2)( y = yY. + 6t..1/2y 
Q J b 

I I X I I 2 - - IIYbl I 2 A A 

= gl ex .x ) = 1 = glCYb.Yb) = 1 
Q Q Q 

11 X li 2 2 t-(l2 li y li 2 t.62. = " + = y + 
t t 

se 
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' 
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a curvat-ura sE-cciof'lal do 

r-elação à métrica g . Ut.iliando a Proposição 1.2 e o Lenu 1.3 
' 

temos 

1 
2 2 2 2 

c~ + ~ t)Cr + 6 t) 

+ 2t.t/ 2 c/v6 • R' 
i j i b 

' + 2t.CVr·6R. . 
ibO.J 

2t.:3/2 2 ' . 2t. :3/2cq36zRt 
~ r6R b . + 

a OJ iba. b 

1 = 
2 2 2 2 Ca + ~ t.JCy + 6 t.J 

+ 

+ 

+ 

' 2to:{Jy6R .. 
l Jab 

t. z 0 z6 zRt 

c 

. a.ba.b 

1 
~E 

c 

+ 

+ 

+ 

t(/ 2 Rt r . 
JO.JO. 

+ 

t..o?ó 2 Rt } 
i b i b 

. -

cb ) + 
c a 

FazEmdo 
2 

R Ca) = K CO'JCa 
' ' 

obtemos a seguint..e 

expr essã.o binomial em t. 

2H~ 
l J ; 

= K"' z z + 
i j ex r 

2 
. C( y6 

' c 

<- 3 E 

H c 
i j 

c 

r"'c o.(3 6 
~a.b 'Y 

+ TY"Ha. )znz 2 
L..'- -k I' y 
k J 

onde K" 
i j 

é: a cur-vatura secci ol'lal em M do 

n ... cx J e -rr ex .J . 
.,. i • J 

2H~ . . CI.(Jy
2 

I J ; J 

plano poc 

Par-a trabalhar-mos com a expressão acima precisamos do seguinte: 

LEMA 1.4. Dado par-âmet.ros reais A,. B, C, D, E, F, G, K, L 

contidos em um subconjunt.o compacto de R" • vamos de!" i ni r a 



familia de funções ~ : R4 
~ R 

l 
t.>O da forma: 
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22 22 2 2 22 
(1) I(> Cút,(1,y,6J = AtY- y + CBD! y + C01 yó + DDI.[3y + Eút(~yr5 + L(i 6 J'l 

l 

2 2 2 2 2 
+ CKa 6 + Gr r + F~yóJ'l . 

As s:eguint.es condições são equivaler.t.es: 

(i) Existe t.
0

>0 dependendo cont.inuamer1te de A,. 8,. 
' L t-al 

que I(> (a,(i,y,ó) > o para o < t < t. e D!
2 

+ (i
2 

= y 2 
+ 6

2 
= 1. 

l . o 

(ii) Os parâmetros sat.isfazem 

A > o. G > O, K >O, L > O, 4AG > D
2

• 

Demonstração: Vamos supor Ci) verdadeir·o. 

Fazendo o: =1, r =1 obt.emos A > O, com o: = 1 • 6 = 1 obt.emos 

K > o é r= 1. r= 1 obt.emos L > O e G > O. 

Conp;:iderando agora apenas oc: = 1, ·obt-emos para C1J a seguint.e 

express~o polinomial em r 

(2) CA + t.B)y 2 
+ LC6y + t. 2Kó 2 > O par-a 

e t. pequeno. 

Seja f: R2 
~ R definida por 

fCy,6J = CA + t.BJy2 
+ t.C6y + t. 2K62 

Rest.ringindo f à ret.a 6 = xy t.emos 

fCy,xyJ = CA + t.B + t.Cx + t.
2 Kx2 Jy2

. 

Por Cê:J t.emos que para y l 1 

Á+ ~8 + ~CX + ~
2
Kx

2
) 0. V x E R. o que implica que 

4KCA + ~B)) < O e por-~ant.o par-a t. suf"icient.ement.e 

De mal"leira semelhan~e. f"azel'l.do r = 1 obtemos 

- 4AG > D
2

. 
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Vamos agor-a assumi r· C 11) como ver-dadeir-o. Como vi mos. 

acima cp C1,0,y,ó) >O, cp Co:,(1,1,0) >O e port.anto podemos supoc 
' ' 

que (16 ~ O. - 1 - 1 
x = O<f! • y = r6 

obt..emos a seguint.e condição equivalentE- à posi t.i vida.de de · 

"'' 
C3) x

2
[CA + LB)y 2 + t.Cy + t 2 KJ 

+ x[tDy2 
+ t.Ey + t.

2 FyJ + tL + t
2 Gy2 >O 

V X, y, E R e t.odo t. >- O suf'icier,t.ement.e pequeno. Por- Cii) 

Lemos que o coef'icient.e de 2 
X em (3) é posi t.i vo para 

suficient.ement.e pequeno. Port.ant.o, C3) é equivalent.e ao rato de 

seu discriminant.e ser negativo, ist.o é 

C4) y
2
[y

2
CD

2 
- 4AG - 4t.GB) + yC2DCE + t.F) - 4t.CG) 

+ CE + t.F) 2 
- 4t. 2 GKJ < 4L[C-t- A+ B)y2 + Cy + t.K J. 

O lado esquer-do de (4) é uma f'amilia a um parâmet.r-o de 

f'unçeses c:p C y) que sa t.i si a:z.em 
' 

<t>,CW =O ~y~cf>tCy) ""O 
y:::O 

lim 4> Cy) = -oo 
' lyl->oo 

Além disso, ,PtCy) é unif'or-mement.e limit.ada nas variáveis t. e y, 

em uma vizinhança de y = O. Not.e que para t. pequeno c/>t CyJ é 

quase- in.dependen.t.e- de- t. Cveja a Figura da pág. 10J. 

O lado direi t.o de C4J é uma Iamilia lJ1 CyJ de bin6mios 
l 

na variável y que sat.isf'azem 

d2 
lim 

. 2 
t->O dy 

'I' c y) 
' 

= + 00 

Ist.o signif'ica que cada bin6mio da f'amilia lJlt CyJ. a medida que 

t. se ap~oxima do zero, def'inem parábolas cada vez mais f'echadas 

·(veja a Figura). O minimo de cada uma dest.as parábolas 'I' c y) 
' 

~c 
Ct. f'ixoJ é at.ingido no pont.o yt=- 2(Ã+tB5 e o valor minimo é 



'I' Cy ) = 
l l 

Ll 
A+t.B 

10 

C4AK- C
2 

+ 4tBK). 

A curva dos vértices da famil'ia de par·á.bolas 1p G- da Jo:-·rna 
l 

t.. --+lCt,) = Cy •V' Cy )) e satisfaz 
l l l 

ICO) = CO,Q) l'CO) =C c 
2A ' 

Temos então que por- {i i) a segunda component-e de t' CO) é 

diferente de zero, o que nos garante que LCt) não é 'langenle- ao 

19-ixo horizontal e-m CO.OJ. Por·tanlo as parábol;;,_s V't -~-e compor-tam 

como na Figura abaixo onde segue o r-esultado 

FIGURA 

.,, 
z 

.. 

y 

Podemos agora t.er mi na r a d.;,.mons t r a9 ão do T ""'or- •'·ma 1 • 1 . 

F.azendo na r6rmula de R CaJ Cque é um múl'LJ.plo positivo da 
l 

curvatura. secc1 onal K C a)): 

' 

• 

. . 
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A = KM- B - 3E C H~ . ) 
2 

>J >J c 

c ~Hb a 
= D = 2H .. c .. 

I J ; I I J ; j 

E E H~. CC L 
1 rrc" )2 = = -;r • J ab ab 

c c 

K ECHb )2 G = I:}:Ha. )z 

k ik 
.k 

k J 

F = 2E C2Ha. 
k jk 

o resul "lado segue i medi at.ament.e do Le)l\a 1. 4 • 

O Teorema 1. 1 implica uma propriedade geomét.rica 

int.eressant.e que é que a posit.ividade da cu~vat.ura seccional em 

CP ,g ) 
t 

é equi valent.e a posi t.i vidade da curvat.ura seccional de 

um ccnjunt.o bast.ant.e part.icular de 2-plancs.· 

Corolál'io 1. 5. Seja 'w = { COI"'Ijunt.o dos 2-planos ,y 

~ 

em CP.g ) 
t 

tal que exist.e base de ,y da ~arma <X. + sX .X.>. sE R). 
' a J 

Se K (q) > O 
' 

V ,y e W para t. suricient.ement.e pequeno ent.ão a 

cuJ"'vat.ura seccional de CP.g) é posit.iva para t. suf'icient.emer'lt .. e 
. . ' 

pequeno. 

Demonstração: 

(5) o < g CRlCX ... sX • X .)X ... sX . X.) = 
l . i a J a J 

R~ .. + 2R' + R' 2 v R = s .s s E com 
I J I j a. j i j a.jO.J 

suf'icient.ement.e pequeno. 

Como R' 
o.jo.j 

é a c~rvat.u~a de plano ve~~izon~al Cplano gerado por 
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um vetor horizontal e um vetor vertical) temos por hipótese que 

l R . . > O e por t.an.t.o C 5) é equi val ent.e ao di ser- i mi nant.e do 
O.JO.J 

polinomio na var-iável s ser negativo. ist.o é 

(B) 

Segue da Proposiç~o 1.2 que (6) é equivalente a 

CHa. ) 2 < 
i j ; j 

R" 
i j i j 

para t. suf'icient.emént.e pequeno • 

2. UMA APLICAÇ~O À GEOMETRIA DOS INSTANTONS 

Vamos aplicar o Teorema 1.1 à geomet.ria dos inst.ant.ons. 

Para as def'inições básicas da Teor!.:;.. dos Campos Gauge indicamos 

ao )._e! t.or- os excel ent.es: t.ext.os [ LJ ~ [ A-H-SJ. 

Primeiramente vamos colocar o problema que vamos 

estudar de uma maneira bastante geométrica. 

Seja G ---- p M um f'"ibr-adc principal dif'er-Bl'.ciá.v.;:l. Um 

aut.omorf'ismo interno de PCM.G) é um dif'eomorf'ismo a de P que 

f'az o diagrama abaixo comutar 

p p 

O grupo dos aut.omorf'ismos internos é chamado de grupo gauge e 

designaremos ~al 

principais em P. ~~ 

Sêja ~ o espaço das conexões 
p 

atua em E por pull-back 
p 

~ " ~. "• 
~. "' 
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Á f"ol"'ma. de- curv.-:..l.ur-a O d<Õ!' uma corl.e-xâc w podeo Sei~ considerada 

como uma 2-f'orma com valores no t'ibrado AdP. O f'uncional de 

Yang-Mills é delinido por 

Temos que: 

1 I I I OI I 2 
• 

""3" M 

a) Os ponl.os cril.icos de~~ são chamados insl.anl.ons. 

b) ,o/.AI. é invaria11l.e pela ação de '§P . 

c) SeM é uma variedade Riemanniana 4 dimensional, as conexões 

com Iorma de curval.ur-a aul.o-dual C* O = O onde * é o operador 

esl.rela de Hodge) são conexões insl.anl.ons que são minimos 

absol ulos par a o f'ullci o11al !Jf.A\ C [L p. 42]). 

O espaço das conexões aul.o-duais módulo equivalência 

gauge é chamado de espaço modular-. Vamos dal' uma descrição do 

espaço modular para o :fi brado de Hopf'. Como é mais adequado 

l.rabalhar com f'ibrados vetoriais f'aremos uso de f"ibr-ados 

vetoriais associados a um ~ibrado principal. Seja H o conjunLo 

dps números qUaLerniónicos, SpC1) = {a E H, lal = 1} " 
S 7 = {(a,b) E H

2
• lal

2 + lbl
2 = 1}. 

O í1brado de Hopf' 
3 s ---- s• é obt.i do pela 

ação livre de SpC1) em S
7 da f>orma a x Cb.c) ----+ Cab.ac) 

SpC1) at..ua em H por a, x t = a ( . Temos enLão o f' i brado 

vetorial associado 
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Definindo sob• e {0) a r-elação de equi val énci a 

(a,b) -- (c,d) se ~xisl~ ~E H-{0) ~ai que Ca,b) = C~c.~d), seja 

(espaço p!~ojetivo quaterniór'lico) H2 '.} o conjunto - .,_o / ... _ 

e "lemos sobre 

chamado de f'ibrado tautológico N 4 
s 

definido por 

N {( [v v J • ) HP'
1

X 
2 

4 = w E H ,w E [v 
s 1. 2 1 • 

É f'ácil mostrar- quE- N 4 = s7 X H 
s s" 

v ]} 
2 

Em H 2 temos um produto quat.er ni ôni co da f"oJ-ma 

<Cv ,v), Cw ,w
2
)> =v w 

i 2 i i i 
+ v w 

2 2 
e RealC< )) é u pr-oduto 

inter-no canónico de R
8 
~ H2 . A 1-t'OJ-ma com valor-es em ImH 

(quatér-nios imaginár-ios pU!~os) w = Im.Cv dv + v dv ) 
i 1 2 2 

deJine 

uma conexão PT:" inci pal no f'ibJ•ado de Hopf' quando r-estrita a 

7 
O espaço ver-tical em S definido po1· w é 

VTS7 
-- { Cav ,av ), a E ImH )_ 

(v ,v ). 1 2 
1 2 

Devemos então observar- que w define mét.ricas g que nada rnais 
t 

são do que var- i açtíes da mét,r i c a canóni c a de S
7 

_ 

A :fór-mula da cur-vat.ur-a é complicada J:i!as no pont.o C0,1) t.emos 

n = dv,' dv, . c o. i ) 

O espaço hor- i zont.al eni C O, 1) é gera do por- llv 
1 

e por- t.ant.o 

o 
Co. u 

pull-back por rr de uma 2-:forma aut.o- dual em 

' 4 . [0,1JeHP;:s. 

O grupo simplé-tico SpC2) = {A c: MC2,ID. AA* = IJ atua à 

direit.a em s 7 de f'orma equival~iant.e em ,~elaç2\o à ação de S
9

. 

Esla aç§:o é t.ransi t.i va e por isometrias, port.ant.o preserva w. 

Como a ação de SpC8) em se projeta na aç~o de soe 5) em s• 

podemos gar-ant.ir que n. como 2-f'orma em S
4

• é aut.o-dual em 
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t.odos os pontos de s". Vamos agor-a ob"Ler- exp!~essõ.e-s locais p.;._r-a 

w e O. Uma paramelrização lOcal para.HP 1
~ S 4 á 

R4. ~ H ---+ HP 1 ~ S 4 

x ---+ [x,~_], 

Com est.a par-amet.rização obtemos a So<-"ção local do f'ibrac!o de 

Hop:f 

r H ---+ s 7 

X---+ 

Ap6s um cálculo simples 

R= .-*o = 

Cx,lJ 

dx A ctX 
Cl+lx! 

2
J

2 

A o$ o chamado inst.ant.on básico ·em [At. p. 21 J. Em razão do 

Opérador de Hodge ser um invariante cot'l:forme, a equaç~o da 

auto-dualidade t.ambém é um invariante conf'orme. Podemos ent.ão 

obt.er novas conexões aut.o-duais f'azendo at.uar sobre o inst.ant.on 

básico t.ransf'ormaçe5es conf'c.rmes. O grupo SLCê.HJ at.ua no 

f'ibr-ado t.aut.ol6gico por 

[ a db]C(v ,v J ,Cw ,w )) = crv a+v c,v b+v dJ ,Cw a+w c,w b+w dJ) 
C i2 12 1.-Zf.Z i212 

Est.a ação se proj et.a na ação de SLC2, HJ/±1 

t.ransiormações lineares fracionárias 

X---+ 
ax + b 
ex + d 

em HP:t por 

Se V = d + A é a conexão deiinida pela ins~an~on básico en~ão 

r*~ é auLo-dual e r*v =V se e somen~e se r E SpC2)/±1. Ob~êmos 

en~ão o espaço SLC2.H)/SpC2) de conexões au~o-duais módulo 
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equivalência gauge. Em ( A-·H~SJ lemos a demonstr-ação que o 

pr·ocesso ::..cima nos dá de falo. lodcts as cor1exõ~s auto-duais. 

1 s'lo é, o espaço. rnodul .-..r- do fibrado de J-lopf. O espaço 

SLC 2, ID /SpC 2) pod~ 

conformes de HP
1 

;:::;: S
4

, expr·essas na forma loc;.l por 

T c x) = >..C X + b) 
À,b 

>..>O,bES
4

, 

i d•2nti f i c amos T 
).~. b T • 

(i/À>, b 
onde ú 

anlipoda de b. Tais t..ransformações, por pull-back do l:-Jstanlon 

básico, defir·em os inslanlo'ns 

onde 

• T.. A = 
"·b 

• T, R 
"·b 

C x-b)dx 
IrRC-~·~) 

2 2 /, +lx-bl 

z dx A dx = )., ------ -~ -~---
(À. 2+1 ~-12)2 

Cver· EF-V p.1Q4J). 

Temos agora uma boa descrição do espaço modular- do fibrado de 

Hopf. Tal espaço é uma bola 5-di u:ensi onal 

À 
par·ametrizajo pelos lnst.ant.ons A 

, 
B com o i ns "Lanlon A 

ESPAÇO MODULAR DO FIBRADO DE HOPF 

A 

\- j-
..._____, 

---- ----
~-----!; 
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Como já obser-vamos anLer i or·men(e que . o i nstanton básico deli·ne 

mét-ricas de Kaluza-Klein que nada mais são do que var-iações da 

mét-rica canór1ica. O problema que vamos es-Ludal~ pode enl..ão ser 

formulado da :forma: 

Quanto podemos ir ao ~oneo das ~inhas radiais do espaço modu~ar 

do fibra.do de Hopf ta1 q-ue as ~tricas definidas pe-~os 

instan.ton.s AÀ ainda definel"h curvat-ura secciona~ posi tiua errt 

s 7 para t s-uficientemente pequeno? 

Em razão das simet..rias envolvidas pode~:nos supor-

b =o C o e H= s 4
- <po11to}) C[L p. 46J). 

Para aplicarmos o Teorema 1.1 aos instant..ons 

i\. xdx A = Imc--~==~-) 
i\.

2
+1x1

2 

precisamos de uma longa e t..ediosa sequência de cálculos. 

Achamos conve~ient.e explicit.ar t.odos est.es cálculos. 

Vamos -L ornar- em a 

e~t.ereogr-á:fica Q- = C--
2
:::...-,.--:)

2 

1+1x1
2 

em Uma base or t.onor- mal 

X = C .1 

onde e = C1, O, O, 0), 
1 

canóni c os de R
4

. 

e , 
1 

.... 

mét.rica induzida pela 

g, onde g é a mét.r-1 c a 

em relação a g 

X • 
1+1 xl

2 

= c 2 ) 

e = CO, O, • o. 

e • 

projeçg_o 

canônica 

dada por 

Se V = i, V = j, V = k é- a base canónica da álgebr-a Irr~ciD e 
1 2 a 

À 
=<R CX.,X.),V > 

' J n 

À 
= < 9 R CX .• X.),V >. 

X. J a. 
• 
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Temos que 

(7) 

~ 

onde 'V é a conexão de Levi-Civi'ta rela"liva a mét..J~ica g. A 

conexão no "lermo 'V CR"CX , X.)· é a CCI'lexão no f' i br· ado 
• . J 

' 
G = { L E Hom CE,E); Lt 

E H 
L} induzi da pela COII.exão 'V em E. 

Tal conexão é da Iorma 'VCR'V)(,P) = 'VCR\1</>) - R
9

C'Vcp). Not-ando que 

G = R 4 x Im.CH), vamos descr-ever- a conexão induzida em t.eJ~mos 
F 

da trivialização de G 
E 

t.ri vializado 

GE = R
4 

x Irn.CID 

('V 'f>) C yD = 'VC '{>( yD Y 

e 

Seja 'V 

H. S.. 

uma 

= d + 

"' é 

seção 

A " COf1éXãO no fi br-ado 

uma seção 1"10 Iibr·ado 

!)C> fi brado E t.emos 

d( '{>('f)) 

'{>( dC 'f)) 

d + [A, ). 

Podemos agora calcular o primeiro "lermo de t7) 

'V cR"cx .. x) = 1+1x12 CRÀCX_,X_)) = 
2 'Ve 1 J X. 1 J 

= 

Os t.er mos da 

" R cx_,X_) = 
' J 

" e.CR cx_,X_)) 
' ' J 

' 

{e_CRÀCX_,X_)) + 
J 

expl~essão acima são: 

[ACe_), 
' 

,_. 
dx A dx C 

R"cx .. x Yn. 

"'· ' 

J 

e_) = 
J 

C2x. C\ 2 +1 xl 
2

) 
2 

2x.C1+1xl )) 
' 

' 
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-

:;r;dx À 
[lri~c-..:.:..:::.:::c_-ee.)),R ex ,x )J ~ ~ 

2 2 ), +I xl J 

1 -
dx Ce_ ,e_))::: 

-
[ I :hC :::c:dxC e _ ) ) . 

' ' J 

[Im.C:::c:dxCe _)), dx A dx C e.,.::_._)). 
' ' J 

Para calcular-mos os out.ros 'lermos de (7) pr-ecisamos da seguint.e 

~ 

r-elação par- a a conêxão de Levi -Ci vi t.a 'V de f" i ni da por- g e a 

conexão de Levi-Civita D def"inida pela métr-ica can6nica de R
4

. 

~ Y ::: D Y + XC q>) Y + YC rp) X - <X, X> g1~ adi.{J 

" " 2 
onde !.p(V = LnC2) - LnCl + I xl ) e gr·adq:> é o campo gJ~adienLe de 

!p ((p p.178)). Temos então gr-adlf'(:>D = 

<X. ,gradrp> 
' 

~ < 

Conde x =Cx .x ,x .x ))_ 
1 2 3 4-

~ 

e.' 
' 

1 
-2 

-2 
X 

= -<e .• x> 
' 

= -x 

Portant.o V X = 'V X + 2X.Crp)X 
X. X 1 1 

<X., X .>gr-ad<P -· 
' ' 

• 

2 1+1xl 
2 

C e _C 

' 

' 

- c 

2x_C 

+ 

2x_e_ 

-""""~~-) - c 1 + 

x_e. + 
' 

- (1 + 

2 lxl )x e 
i 

X. 

+ 

X ~ 

2 
lxl )x e 

i i 
+ 

X :::: 



-'1 X. 
" J 

'V X. + X.C<pJX. + X_C<f'JX_ - <X_,X >gl-ad<f' == 
X. J l J J i ' 1 J 

1+1 x1
2 

'1 c 2 ) e 
2 J 1 +I X I 

2 
.. 

' 1+1 xl
2 

C 'V 
1+1 xl 2 

ê _) 
2 • 2 J 

1+1x1 2 

C e, C 
1+1 xl 

2 

2 Jej 2 

2 

x.C 
l+lxl ' . 2 ~e J 

x.C 
1+1 xl 

2 

' 
2 Je j 

1+1 xl 2 

'1 ) + e 
2 • J 

2 . 
1 +I xl 

X C- )e 
j 2 -

x.C 
J 

".c 
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= 

= 1+1 x1
2 

- .::...~:::.;-ex e J 
2 i j 

X C 
' 

x.C 
J 

1+1 x1 2 

2 Jei = 

Podemos agor·a calcular- os 

RÀcV X. .x .J 
).2 

A " "· J 2 2 

' /-... +I xl 

x.C 
J 

1+1 x1 2 

2 Jei 

t.er-mos 

dx c- 1+1 xl 
2 

2 
1+1 xl 

2 1+1 xl 2 

x_e_ + 
' ' 2 2 

{- x.dx A dxCe. ,e_) + dx A dxCx,e,.J>. 
' J 

,Qo X.J = 
" J ' 

1+1x1
2 

dx A dxC -".C.,=- e. • 
' 

-x. 
J 

X. 
J 

dx A dxCe. ,e.J = O 
' ' 

1+1 xl 2 

2 

Finalment.e obt.emos a expressão de (7) 

2 l+lxl 
2 

'x_
2
(1+1x1

2
Jx CX.

2
-1Jdx A d;_-ce .• e.J 

{--------------------~.~------~-'~ 

[!lTtC:XdxCe.JJ 

' 

2 
(À -+ I x1 2

J 

, dx A dxCe .• e.J]} 
' J 

2 
i+lxl )2 

C- x_dx A dxCe_ ,e_) + dx A dxCx,e.JJ} 
)..z+lxlz. 1 1 J J 

e .J= 
J 

e J= 
i 

+ 

• 
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x_dx A dXC8 .• ~ _) + 
' ' J 

2 2 ao ... +lxl J 
[ Im(xdxCe )) , dx A dx(é ,e_)] 

J 

-x.dx A dxCe .• e.J + dx A d:::o::Cx,e.JJ}. 
1 l J J 

Fixando valores para i e j temos: 

i = 1. j = 2. 

e = Cl.O,O,OJ 
' 

dx A dx(e ,e )=dxCe 

' 2 

e ::: CO.l,O,OJ 
2 

JdxCe )-dxCe 

' 2 2 
)dxCe ) = 1C-V ) 

' ' 
c v = i • v = j • v = k é base canónica de I>h!D. 

' 2 9 

Im.C:xdxC e )) = Im.CXJ = X v + xV + X v 
' 2 ' • 2 4 • 

t ImCxd.xCe )), -2V l = -2[x v + X v + X v v l 

' ' 2 ' • 2 4 9 ' 
-2x CV V - V V ) - 2x CV V - V V ) = 4x V 

9 2 ~ i 2 4 9 i 1 9 9 9 

dx A dxC.x,e
2

J = dxCx)dxCe ) 
2 

dxCe Jdx(x) = 
2 

V Cx X V 
f i 2 1. 

X V 
• 2 

v . 1 
' 

4x V . 
• 2 

= 

(-x V + X + X V 
1 1 2 9 9 

X V 
4 2 

xV 
' ' 

X +X V 
2 9 9 

X V ) = 
4 2 

-axv +2xV 
1 1 3 3 

ULilizando as express5es acima temos 

2x V 
4 2 

RÀJCX ,X) = À2C 1+1xl
2 

)z{--~1--~À~·~~x V 
c~x1 1 2 ~2+1x12 À2+1x12 1 1 

+ 

-2V 
' 

..2;_,:
4 

2x V - 2x V 
1 1 1. 1 

+ 2x V 
9 • 

2x V )) = 
• 2 

X V + 
' ' 

X V -
• 9 

X V 
4 2 



Temos 

H' 
i 2 • 1 

H2 
12 • 1 

3 -
H 

12,1 

então 

= À2( 
1+1 x1

2 
)2 

Ã.
2 +1 x1

2 

>-•c 1+1 x1· 2 
)2 = 

)...
2 +1x1 2 

X V 
3 • 

2 

X V 
' ' 

X V + 
' ' 

1-À 
2 

+ 

À.
2

+1x1
2 

À 
2

-1 
2 2 

X. +I xl 

X 

' 

X • 

X V 
• 2 

1-Ã.. 2 

X • 
2 

1+1xl )2 

Ã.
2

+1x1
2 

C 1+1xl
2 

)2 

Ã.
2

+1x1
2 

<dx A dxCe ,e ), V > 
' . ' 

De onde segue que 

H' ~-· c 1+1 xl 
2 

)2 2 = --r se s = 
'" >.. 2

+1x1
2 

Podemos agc~a aplica~ o Teorema 1.1 

X V + •• 

} = 

dx A dxCe .e), 
·' " 

zer-o se s 

v > = 
' 

"' 2. 
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ao ~ibrado de Hopr 

s 3 --- s 7 --+ s 4 onde estamos considerando em S
7 

a métrica g 
' 

• induzida pela métrica caru'!.nica dto S e a métricõd. bi-invar-iant.e 

• de S . Queremos port.anto saber se 



isto é 

2 1-Ã. 2 
À •c l+lxl ) •c )z(x )z 

Ã.
2 +1xl

2 
Ã.

2 +1x1 2 ' 

Simplif'icando a expressão obtemos 

c 

que é equivale~~e a 

Como lxl 2 2: Cx ) 2 

' 

gCx) 
' 

temos gCx ) 2: f(x) 

' 

1-À. 2 
)z(x )z 

Ã.
2 +1x1 2 

1 
-;r 

' 

< o 
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À. 1+1xl 2 
4 < -r c ) . 

)...
2 +1xl 2 

< 1 
-;r 

V X E 

f"azendo 

Os pontos críticos de gCx) são 

' 
X = 0, X = À., 

' ' 
x

1 
= - J..... 

gCO) = 1 """"4"" • gC :>...) = gC -À.) = 1 
-;r 

Notando que 

gCx ) < O 
' 

lim gCx ) 

' X ->±00 
' 

= - 1 
-;r t-emos que 

se e somente se g(À.) < O • isto é, 

·n 



<===> 

1 
"4 <===> 

À
2 

+À - 1 > o<======~ 
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À > 

Fazendo i = 2, j = 3, com cálculos semelhan~es aos Iei"Los 

acima ob-temos 

X 
4 

, e-tc. 

e cla~o então que, pelas sime-trias envolvidas, os cálculos de 

a 
todos os H .. 

I J , 1 
i. j = 1, 2, 3, 4 e a = 1, 2, 3 s!io 

ob-tidos de·maneira semelhan-te e ob-temos en-tão o resultado. 

TEOREMA 1. 6, 1] • c.s i nstant.ons de!' i ni dos 

À 7 
por A são 'lais que CS ,gl) possui curvat..ura posi'liva para t. 

sulicient..ement.e pequeno. 

.. 



CAPITULO II 

UM TEOREMA DE FINITUDE PARA FIBRADOS FAT 

Weinstein em [W-1) introduz o conceito de librados lat 

e coloca a que5l.-ªlo de se enconl!~al~ os 3 S ~fibrados principais 

• sobr-e S que admi t.em conexão :fat.. :(}e.rdzinski e Rigas êm [ D-R-1 J 

demonst.raram que apenas o :fibrado de Hopi 
3 7 4 s --- s ~ s é 

Ia{. Neste capitulo vamos generalizar este resultado C Teorema 

2. 8), provando que sobre uma Val~iedade 4-dimen.sional compacta e 

orient.ável o número de Iibrados fa~ é Iinilo. 

1. CONEXOES F A T 

Seja G -~- P ~ M C PCM,G) ) um :fibrado pt'incipal 

dif'erenciável com uma f"or-ma de conexão e uma Iorma de 

çurvat.ura O. Temos que O é uma 2:-:forma horizont.al em TP com 

valo!~es na álgebra de Lie do grupo G Cque den.otaremos por tg). 

Podemos obter- 2-íormas horizont-ais reais tomando f'unc::i on.ai s 

1 i !"lêar êS 1-1 : & _. R ê :faze!"ldo a composição t-JoO. o 

conjunt.o dos :funcionais lineares em tJ e •* * tJ = tJ - {:funcional 

l'lulo}. ·* Dado um subconjunle:. S s (J di remos. quo:. uma conex:~o w o:.JYt 

PCM. G) é S-fat. se é não degenerada V ~ E s. em cada 

subespaço hor·i zor.t..al de- TP. ·* Se PCM.G) admilé uma co11.ex~o e -fa'l 

•• 
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diremos que PCM,G) é um f'ibr-ado f'at... Para a t.eo1ia geral dos 

f' i brados f'at., sua relação com as var-iedades s:i.mplét.icas, as 

def'iniçôes e not.ação· básica ver [W-2J. 

O conceit.o de conexão f'at. surgiu da seguinte const.ru-

ção: nado um f'ibrado PCM,G) com uma conexão w.vinlos no capit.ulo 

I que podemos def'inir de maneira nat.ural mét.t~ i c as em P. 

Temos que as métricas definem curvaturas seccionais 

vert.izont.ais posi t.i vas em todo ponto de P se e soment.e a co-

nexão w é f'at. Ca demonst.ração dest.e f'at.o segue imediat.ament.e da 

def'inição de conexão f'at. e da fórmula da curvat.ura vert.izont.al 

na pt~oposi ção 1. 1). 

O concei t.o de f'at.ness no caso em que a vat~ie-clade da 

base é 4-dimensional implica em uma cet~t.a rigidez par·a o 

fibr·ado no sentido que passar-emos a descr-ever. Seja M uma 

variedade 4-dimensior-al orient-ada e A
2

M o t'ibr-ado sobr-e M das 

2-f'or-mas. Munif'l.do M de uma. estr-ut.ura cof'l.t'orme t'ica dêf"inidc o 

2 2 
operadOr- est.r-ela de Hodge. que é um endomort'ismo *:A M----+ A M. 

2 
A M se decompõe como sor.\a 

diret.a dos aut.o-espaços r-er-er-ent.es aos aut.o-valor-es :!::1 de *· 

M det'i nem SO:::: 3J -r-i br-ados pr-incipais 

que designar·er,,o;:;; por- SOC3J --- P ±CTMJ ----+ M . 

A const.r-ução acima se ger1eraliza como se segue: S'eja { 

um t'ibrado vet.orial 4-dimensional orient.ado sobre uma variedade 

M CR
4 

--- { ---+ M). Munindo de um produto i nl.erno em 

cada libra Iica def'inido em A
2

C{J o oper-ador est.rela. de Hodge 
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e a decomposição. Os soe 3) -f' i brados 

serão denominados por· S0(3) --- P ±C{) ____.. M 

O r-ecobriment..o canónico SpinC4) _ S
9 x S 9 --+ SOC4) 

de f i ne em SCX::: 4) dois subgrupos norrr~is isomorfos a que 

denominar· e mos por s• 
± 

(s• - {p , R4 R4
. C ··'} - --+ X ---+ px._, ' 

+ 

s~ = {p R
4 

---+ R
4 ex --+ xp)} O ~cte p e s' l'i 1· .. eamu~..pl-

cação é quat..erniónica). Port..ant..o, dado uro fibraclo PCM,S0C4)) 

f'icam delinidüs dois SOC3)-f'ibrados pr-ir1cipais da f" erma. 

soe 4.) /S: ~ soe 3) que por 

Devemos observar que se 

associado • a PCM,SOC4)) pela ação canónica de SOC4) em R , ent..ão. 

a decomposição 

fi brados no sent.i do qur.:.-

CObs. Sempre que nos r- e :f e r i mos um f" i brado 

vet..orial associado(, est.ar.emos supondo que (é associado a P, 

l • 6 i de SOC4) em R
4
). pe a aç~o can n ca 

Podemos agora enunciar os result..ados: 

TEOREMA 2.1. CCW-2 t.eorema 7.2J). Seja P um soe 4) -f i brado 

p~incipal sobr-e uma variedade 4-dimenSional M 

I: o fi b~ ado vet.or i al 4-di mensi onal assoei ado. Se P admi t.e 

conexão soe 3) -f'at. ent.ão. par-a escolhas adequadas 

or i ent.açe5es. A
2
C~) é isomorío a A2 M. 

+ T 

A demonstração dest.e t.eorema est.á baseada no f'alo que 

• 
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se O é a forma de curvat.ura defini"da pela conexão SOC3J-fat.. 

podemos cor1s.i der ar o como uma 2-forma em M com valores no 

fibrado adjunt.o AdP, ist.o é, O se est.ende a uma aplicação 

linear A2 M ~ AdP. Observando que AdP = p X 50(4) onde a 
SOC4} 

ação de SO::: 4J em SOC4J é a ação adjunt.a, 

2 
~ SOC4J t.emos que AdP é isomor-Io a A { A condiç:5.o 

fat.ness e as dimens5es apr-opriadas nos permi t.em most.rar que O 

define um isomorfismo '· 

Um caso part.icular do Teorema 2.1 pode ser- ênunciado da 

f" arma: 

TEOREMA 2.2. C[D-R-1 t.eorema 1 lJ.Seja P um 50:::3)-:fibrado sobr·e 

uma variedade 4-dimel'lsional orient.ável M. Se P admi t.e mna 

a-forma horizont.al de t.ipo t.ensorial e fat. ent.ão M admit.e uma 

orient.ação t.al que PCA
2

MJ 
+ 

é isomort~o a P. 

o f'at.o essencial na dimensão 4 é que se poda 

ralacionar c concei~o de f"a~ess com o concei~o de aula-dual i-

de. I st..o f' oi f'eit.o em [ D-R-1 l da seguinte f'orma: Seja 

PCM.G) um f"ibrado principal com G = S
9 

ou S0C3) e uma coru;:o:xão 

f'a.t. w. então exist.e em M uma est.r-ut.ura conf'orme orient.ada tal 

que em relação a esta est.rut.ura conf'orme o. é uma 2-f'orma 

hor i zont.al aut.o-dual. Utilizando então a aula-dualidade t.emos: 
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TEOREMA 2.3. C'_[D-:--R-1 t-eor-ema 2 J). Sej.:t PCM,SOC4)) um f'ibr-ado 

pr-incipal sobre uma variedade 4-dimensional compact.a e orientá-

vel. Se PCM,S0C4)J admite conex~o SOC3)-fat. ent.ão para uma 

escolha adequada de orier1tação em M vale: 

é isonrorf'o a PCA
2
10. i) p 

• • 
i i) O ::c; lp CP J[MJ I< 13rCKJ + 2;(CMJ I 

' 
Conde p CP J é a primeira classe de Pont.rjagin e rCMD, XCMJ são 

' -
r-espect.i vamente a as si nat.ura e a caract.er-ist.i c a de Euler· dê MJ. 

Ulilizando o Teorema 2. 3 é poss1 vel ent.ão resolver- a 

quest.ão enunciada em [W-1J. 

TEOREMA 2.4. ([0-R-1 t.eorema 3D. Seja PCS
4

,SOC4)) um f'ibrado 

principal com uma conexão soe 3J -f'at.. Ent.ão p~ra uma or- i ent.açã.o 

adequada P cs"',soc3)) 
• 

é isomor-f'o ao f'ibr-ado de Hopf' e 

P CS4 -,SOC3JJ é um. :fibr-ado t.r·ivial. 

2. UM TEOREMA DE FINITUDE 

Para gene-ralizarmos o Teorenm 2. 4 usaremos o Teorema 

2.3. A demons~ração des~e ~eorema é baseada em uma ~6rmula para 

o prime i r o l'l.úmero dê Pon~r jagi n. Como não encon~ramos nenhuma 

referência para a demol'l.s~tação desta rórmula, vamos apresen~ar 

aqui uma demons~ração de~alhada. Seja PCM,S0::4)) um fibrado 

principal e • R -~- e ----+ M o f!brado ve~or!al associado. 

U~ilizando as no~aç5es fixadas no primeiro parágrafo lemos: 

n 



PROPOSI ÇJIO 2. 5. 

p CA
2
~l = p C~) + 2eC~l 

' + ' 

p cA"p = p co ;o,cp 
' - ' 

Conde eC~) é a classe de Eule~ do ribrado {J. 

30 

Demonst.l~a.ção: A conexão w em PCM,SOC4J) induz uma conexão 'V no 

-!'"!brado vet.orial e que por- sua vez induz uma conexão \1 no 

• !"!brado A I; da f'or-ma: ,e 
9 

,e } • um ref'el~encial 

ortonormal local em e ent.ão {e_ A e .• i<j } é um ref"erencial 
• J 

orJ._,ogortal local e-m A
2

CÇ) e temos 

-'VCe. " e) = 'Ve. "' e. -'-e. "' 'Ve 
1 j I J l j 

A conexao ~ se decomp~e em relação a soma diret.a 

em 

def'inindo port.ant.o conexões em cada unL dos subf'ibr·ados 

-A demonst.ração é simples. A expressão de 'V é obt.ida da seguirr 
+ 

or·t.onormal local de A2 CI;) é dado por 
+ 

{ r• 1 
C e A A e ) ' r• 1 C e • A e), = e + e = e e 

' ~ z I ' 2 9 • 2 '2' ' 9 2 • 

r• 1 
C e A A )} = e + e e • 

9 '2' ' • 2 9 

como 
• 

=E w . . e. 
" J 

t.emos após um pequeno cálculo 

e 
2 

+ e 
' 

A \/e ) = Cw 
2 29 

V cr'f' J = cw + w Jr"' + cw + w Jr"" 
... 2 92 41 t 94 12 9 

V Cf"+ ) = cw + w )f'"" + Cw + w )f'"" 
"" 9 42 19 1 49 21 2 

+ w )f"~ + Cw -w )f~ 
~4 2 24 19 9 
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de onde o r-esultado segue (para 'V os cálculos são semelha.Jil.es). 

Temos então que se W é a c·onexão em P C M, SOC 4)) i 11duzi da. por w 
+ + - A

2
C(J) C ou equivalent.ement-e w induz a conex.3:o 'V em ternos 

+ + + 

[ 
o "' + "' "' + "' l 

29 .. 24 9< 

ú) ú) + ú) o w + "' + 32 41 •• 12 

ú) + "' ú) + "' o 
42 13 .. 21 

-A cur-vatura O de w s::atisfaz a equação de estrutura 
+ + 

+ 

1 
= dw"' + ~ [w+ ú) J 

+ 

Podemos então, após um cálculo um pouco 1 ongo mas i medi a to. 

obter- a matriz de Õ Se O é a curvatura de uma conexão w em 
+ 

um f'ibrado pr-incipal e R a cur-vatUJ'a no f'ibJ-ado 'J"etoJ-ial 

associado definida pela conexão 'V induzida por w, t-emos a 

relação 

< RCX , X )( , [ >, 
:l 2 :l ' 2 .., 

* * -1 = C20CX ,X )Cu C()), 
' 2 ' 

Cver [K-N v. I p.201J para as deíinições). 

Considerando então R .. como a 2-fot-ma 

" 
R .. CX , YJ = < RCX, Y)~ ,( > 

1 J 1 2 

temos em relação a um referencial ortonor-mal local 

-<e , e • e , e } que a matriz O é da f'orma 
i 2 9 4 .,. 

O Ce .• e.) 
+ • J 

1 = -r 
CR +R ) 

34, jj =f2 IJ 

CR +R ) 
231J =i4íj CR .. -R .Jl f!IIJ 24-IJ 

CR .. +R .) 
4.9lJ 2flJ 

o 

o 

Podemos agora calcular as classes de Pon~rj~gin. 
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vamos relemb1~ar ás dGf'inições C[K-N •;.II p.292J). 

Seja E um f"ibradc vet.oJ~ial real sobre M com :fibra Rq. 

Seja Ec = E ®C. A k-ésima classe de Por1t.rjagin de E é def"inida 

por 

P CE) = C-1)kc CEc) E H 4 kCM · R) . 
k 2 k • 

onde c CE
0

) é a 2k-és:ima classe de Cher·n de E
0 

2k 
Vamos de:fir1ir 

funções polinomiais AdCt~Cs,R))-invariant.es 

det.O ... I 
q 

1 X) = 
~" 

q 

E 
k=U 

Pela ~eoria de Chern-Weil, se O é a curva~ura de uma conexão w 

no :fibr-ado de bases de E, então exist-e uma única 4k-:forma 

fechada ~k em M t-al que 

= 9 em 
2k 

onde n é a projeção do :fibrado de bases. 

Temos- a seguinte expr-essão para g
2

k 

g (0) := 
2k 

1 
j . 

Eó' 
' . 
' 

onde a soma ~ em ~odes os. subconjunt-os ordenados C i 
' 

de 2k-elementos de C1, 2:, 

Cj' • . . . • j ) 
2k 

de C i 
' 

sinal da permut.ação C obs.: 

No caso q = 4 k = 1 

g (0) 
2 

... 
~:. i •. .....,2 -~· = -c-o .. lt.~ u 

8n2 2 i a 

.... 

. . . . . 

~emos 

No caso q = 3 e k = 1 t.emos 

q) 

= 

e todas as permulações 

.-ji. j2k 
e v é o 

ii. 1 2k 



gCO) 
2 

Temos então que 

+ CR .. 
~ 

g co ) = 
2 • 

R ) 
24 

A CR .. 

c-o' 
2 

{CR 
23 

o' A 

• 
o• 

1 

+ R ) "' CR 
14 29 

0 2 A 

3 
d' ). 

2 

+ R ) + ,. 
R ) + CR + R ) A CR + R )) = 

24 49 21 49 21 

{ R " R 
23 29 

+ 2R "' R 
23 14 

+ R " R + R A R 
13 19 

2R "' R 
14 14 1.3 24 

+ R. " R + R "' R + 2R " R + R " R } 
24 24 49 49 49 21 21 21 

e por'Lant.o 

em 2 
CR A R R A R R A R R A R g2 = --- + + + + 

32rr 
2 12 i2 19 .. ,. 14 29 23 

+ R A R + R A R ), 
24 24 94 94 

Segue ent.ão que 

p CA2
{) p .C{) 

4 
CR A R R " R R " R ), = + + 

1 • 1 
32rr 

2 29 ,. 13 24 .. 21 

33 

+ 
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A classe de Euler de um fi-br-a do vet-orial or- i ent..ado com 

é repr-ese-nt..àda por uma· 2p-f'or-ma :fechada &m M cujo 

pull-back nos dá a 2p-forma 

eCO) = 
_=._1 __ E 

2 2 PrrP! • 2p 

i 
o. 1 ,.. 

• 2 

i 
1\ o. 2p-1 

• 2p 

onde o somat-ório é sobre t-odas as permut-ações de Ci. ... 2pJ e 

~ vale 1 ou -1 caso C i 
' 

i ) 
2p 

seja uma 
i i 
' 2p 

permut-ação par· ou i mpar. 

No caso de ~ • p = 2 e portant-o 

o" • 
o• 
• + . rl }. 

' 

·Temos uma soma com 24 t.eJ~mos que podem ser reduzidos a apenas 3 

t-ermos ut-ilizando-se as relações 

o~ = o' 
j 

Temos ent.ão 

1 

3 ~ 2 
~H 

de onde segue que 

eC{J = 
16rr

2 
1 CR "' R 

o" • 

2.1. 4.9 

A o• 
k 

= OG "' 
k 

801 
1\ 

• 
o• 
• 

R A R 
!1.9 24 

Relacionando as expressêSes obt.idas t-emos 

o" 
i 

o• > 
• 

+R "' R J. 
t4 29 

A out.r-a f'6i"'mula segue de man~üra semelhant-e. A conexão w 

induzida por w em P t.em como curvat.ul~a a mat.riz 
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o -R + R R + R 
20 .. ,. 24 

,_ 1 o = ""2 -R + R o -R + R 
02 ., 49 2i 

R +. R -R + R o 
91 42 94 12 

Uma observação deve ser f'eit.a no sent.ido que as equaç5es 

- 2eCÇ') 

são simét.ricas em relação à orient.ação inicial de {. Quando 

al t.eramos a or· i ent.ao:;:ão de t; as for!'ttas aut.o-duai s se t.rans:formam 

em formas ant.i-auloduais em relação à nova orient.ao:;:ão. Ocorre 

t.ambém o seguin"Le: se {ei " 2 
e 

9 
e ) é um ref'erenc:i.al 

4 

or t.onor m.al 1 oc.al de e posit.ivament.e orient.ado ent.ão 

{e " e + " e e " + e " " e " " + " " ) e e e 
1 2 o • 1 o ~ 2 1 4 2 a 

{e " " " " e e " e ê " e ê " e e ' e ) 

1 2 9 4 1 4 9 2 1 4 2 o 

definem refeJ·enciais ort.onor·mais lc.c.r;,_is pos!.t.iv&meJ'lt.e opient.a-

. 2 
dos pat~a A C{) 

• 
e A~C{"), respect.i vament.e. Se t.rocamos a or-ien-

t.ação, por exemplo, para {e 
2 

e 
1 

{é 
2 

:o: {-Ce 11. e 
1 2 

e • 
4 

e 
o 

+ e 
4 

ell.e),-Cell.e 
9 4 ~ 4 

e 
9 

e ) 
• t.emos 

e"' e), 
2 9 

Ce "' e 
1 9 

" e ) 
9 

isto é, se t.r·ansforma em em ~~ el ação à nova 

orient.ação,porém com orie-nt.ação invert.ida em relação à orient.a-

ção ant.erior .. Como as classes de Pont.rjagin são independent.es 

da orient.ação e a classe de Euler muda de sinal se a orient.ação 

é alt.erada. CCM-S p.184 e p.98)) t.emos que com uma mudança da 
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p CA
2
~) = p C() + 2eC(J 

1 + .1 

se Lransforma na equação 

No caso par-Licular em que ( é o :f"ibrado tangente TM de M, é 

usual escrevermos as equaçê.Ses da Pr-oposição 2. 6 em t.ermos do 

primeir·o número de Pont.r jagin de M e da caract.er-ist.ica de Euler 

de M 

p CA 2 M)[MJ = p CTMJ[MJ + 2;r(M). 
i • i 

Neste caso, como uma mudança de orientação de M t.ambém altera a 

classe f'undament.al [ MJ • 

"t.rans:forma a equação 

em 

ist.o é 

uma mudança orientação de M 

p CTMJ[MJ + 2;rCM:> 
i 

-p CTMJ[MJ + 2;rCMJ 
i 

Como aplicação da Proposição 2. 5 podêmos reobter Sêm 

nenhum esf"orço adicional a desigualdade de Thorpe-Hi tchin: ''se 

M é uma var-iedade 4-di mensi anal compact.a que admite métr-ica de 

Einst.ein então ITCMJI :::: ~ ;:rCMJ". 

Seja PCM,SOC4)) o f'ibrado de bases or~onormais de H 

C4-dimensional e compacta) e w a conexão Riemanrüana em P 

definida pela métrica de Einstein. induz conexões w± nos 

:fi brados P ± . Calculamos ant.eriorment.e as f'ormas de curvat.ura 

Õ± Da expressão de Õ± é imedia~o que a métrica em M é de 
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~ 

Ei nst.ei n se e som19-n.t.e se O é .aut.o-dual Cou de f'or-ma 

~ 

equivalent.e, O 

um relerencial 

+ 

é ant.i-aut.odual), bast.a t.oma~ {e , e , e 
• 2 9 

or- t.onor mal local t·or-mado de vet.ores 

e } • 
que 

diagon.alizam o t.ensor de Ricci e Ve!'u.os em que si t.uação valem 

as iguald3.des: 

~ ~ 

o C e ,e J = o (<> ,e J 
+ • 2 + 9 • 

~ ~ 

o C e ,e J = o C e 4 • e2 J 
+ • 9 + 

~ ~ 

o (e i ,é 4 J = o C e ,e J 
+ + 2 • 

~ 

Se O aut..o-dual então 
2 > o t.emos t.ambém é P, C/1. MJ[Ml e como 
+ + 

que Õ é artt.i -autodual Cest.es f"at.os segue-li\ da 

:fórmula [L p. 42lJ. 

Logo 

p CT}I{)[MJ + 2;,:CMJ "' o 1 • ' => 1 p CTM:JCMJ 1 :s; 2;,:CMJ-I 
p CTMJ[Ml 2;,:CMJ < o J • 
• 

Pelo Teorer~ da assinat.ura de Hir-zebruch ((M-S p.224J) 

e port.ant.o 

p CTM)[MJ = 3TCM) • 

Vejamos o caso em que a igualdade ocorr-e. Nest.e caso, 

para uma orient.ação adequada de M, temos 

P CA2M)(MJ = p CTM)[MJ + 2:eCTM:HMJ = 3TCM) + 2;r00 = O. 
• + • 

Necessit.amos agora, para ut.ilizarmos um Teorema de Dold 

e Whi t.ney, calcular a segunda classes de St..i ef'el-Whi t..ney de 

A2 M C(D-R-1 p.490J)_ Come não encon'lramos ref'erência para es'le 
+ 
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cálculo, vamos fazê-lo aqui com de~alhes. 

PROPOSIÇÃO 2. 6. 

Demonslr·aç:ão: O íibrado R
6 

--- A
2

M ---.. M pode ser const-r-uido 

TM ---+ M da seguinte f'or-ma: seja 

{U , c:x t I} uma cobert.ura de M por abertos que t.rivial.tzam TM 

"' 
e {g0<[3 • U a: n UI' ---+ soe 4)) as cor·r-espondb>nt.es :funções 

de t.ransição. 

SOC4) at.ua em A
2

R
4 

da f"opma 

Est.a ação de:fine uma r·epr-ês8nt.ação ljJ de SQC4) em SOC6). Temos 

ent.ão que o fibrado A
2

M é dado por {U • e< e I) e 

"' 
U n U 

" (3 
----+ soe 4) ~ soe 6) > _ 

Devemos obser-var- priiüeirament.e que VJ não é uma repr-esent.ação 

:fiel pois lJI(A) = tpC-AJ V A e SOC4). Temos 'também que a ação 1! 

de.-i xa i nvar i ant.es os subespaços de Tal 

f'at.o segue da segui J)t.e observação: seja e } • 
referencial ort.onormal loçal posit.ivament.e orient.ado de M, logo 

{V = Ae , v ::: Ae • v = Ae , v = Ae ) , A E SOC 4) • t.ambém é 
t t2 29 94- d. 

um ref'erencial ortonormal positivo. Se oc = e "'e + e "' e 
1 2 3 4 

então oc é uma Io~ma auto-dual e Aoc ~ Ae "' Ae + Ae A Ae = 

" v 
2 

estr-ela 

+ v 
9 

" v • 
de Hodge 

também é auto-dual 

não dó 

t 2 9 d. 

C uma vez que o operado~ 

1~ et'er enci-al or tor1or mal 

positivo). Portanto, iP def'ine duas representações lJ.I± de SOC4) 

em soe 3) ~ soe 6) _ Como atua dê mal"leir-a transitiva 

.. 
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no r-i brado uni t.ário de lp + aos: .;;ubgr· upos: 

s• 
± Te mos en t..~ü que os f' i br ~dos pod.;:,.,., ser· obt.i do=> po1· 

{U 

"' 
ú( E l} u I) ll 

" (l 
---+ soe 3) s: soe 6) } . 

Segue agor-a da def'i ni ç-ão da segunda c:l asse de Sti e:fel-Whi tr1ey 

em t-ermos: da cohomologia de C.~ch Cque nos dá a segunda classe 

de SLi e:fel-Whi t.ney como obs-trução aos levant.ament.os 

• • s 

) 

(observe que o recobrime!YLo 

s• 
' 

e port.an'Lo S
3 

X <1} ~ $
9 '1', 

-----+ SOC3) 
' 

um J•ecobr-iment.o) • 

Temos ent.ão que se a igualdade I T(M) I = 

ocorre, para uma orientação adequada de M t.emÓs 

2 p CA M) = O 
. ' ' 

e 

Logo, se M é uma variedade Spi n, Vamos agor· a 

ut.ilizar o seguint.e resultado de Dold e Whit.ney [F-U p.223J. 

TEOREMA 2. 7. C Dol d e Whi t.neyJ . Sejam P e P SOC3J-:fibrados 
' 2 

principais sobre _uma variedade 4--dimensional compacta e 

or i ent.á Vêl os rêspecti vos f" i brados vetoriais 

associados, Se 
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pCÇ)=pCÇ) 
t .t i 2 

e w cç ) = w cç ) 
2 i 2 2 

então t;
1 

e {
2 

são topologicamente equivalentes Conde w
2

C,'( i) é a 

segunda classe de St.ief'el-Whit.ney do :fibJ~acto { ). 

Segue ent.ão deste t.eo~ema que é t.rivial. 

Obser-vaç.âo: Hi t.chi n em [ Hi J obteve. por- mét.odos di :fe-reJYles. os 

resultados acima. Em particular- provou que no caso da 

igualdade, M é a supE<>r:ficie de Kummer K3 (que é uma variedade 

Spin e A
2

K3 
• 

o r-azão do f' ato de K3 vaJ·ieddde 

quat.erni6nica) ol! cer-t.os quocientes de K3 pela ação de grupos 

t'init.os. 

Vamos agor-a geneJ"alizaJ" o Teorenla 2 .. 4. Seja M uma 

variedade 4-dimensional orientada compacta e 

~ = {conjunt.o dos SOC4)-:fibrados pr-incipais sobre M. que admit.em 

conexão SOC3)-f'at.}. 

Pelo Teo1·ema 2. 3 se PCM.SOC4)) e :Y Ccom 

o :fibrádo vetorial associado) Lemos que para uma orienLação 

adequada de M 

·e ~emos Lambém a desigualdade 

Segue que se PCM,SOC4)) E J:' enLão P es~á deter· minado e é 
• 

igual ao soe 3) -f i brado defini do por 

de Pon.t..f' j agi n. de P é 1 i mi t..ado por uma constant-e i ndependent.e 

de P. 

Logo para P E J:' "Lemos um número !'init..o de 

' 
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• possibilidades para p CA t:J e como 
' -

é finito temos 
. 

também um númer·o :finito de possibilidades para w CA
2
(). 

2 -

Devemos observar aqui as segui n'les i denti :fi caç5es: o f' i brado 

2 
A_~ é isomorf"o ao fibr-ado adjunt-o AdP . Temos também que como 

existe apenas uma repr·esent.ação irr-eduli vel de SOC3J em R
9 

C [ B-D p. 86)), a r-epr-esent.ação deli ni da pela ação adjunta de 

em SOC3J ;:;;: R
9 

e a repJ'esent.ação can6nica de SOC3J em R
9 SOC3) 

são conjugadas. Port.anto A~{ além de ser- o fibrado adjunto do 

f'ibrado principal P CM,SOC3)) é também o f'ibradc vetorial 

associado pela representação canónica. Note que se t e ~ são 
' 2 

os :fibrados vetoriais associados pela 1~epresêr1t.ação can.ónica 

são isomor-fos se e soment.e se P e P são isomor:fos. Segue 
' 2 

então das observações acima e do Teorema 2.7 que exist-e apenas 

um número ~ini~o de ~!brados P Como só exi s~e uma 

+ 
possibilidade para p para a~irmarmos que é um conjun~o 

t'.ini ~o basta que p e p determinem unicamente 6 ~i brado 

PCM,SOC4)). Para provar ~al raLo necessit-amos da versão 

completa do Teor-ema de Dold e Whit.ney ([0-W p.671J) que nos 

principais sobre 

P CM,SOC4)) 
' 

uma variedade 

P CM,SOC4)) 
2 

4 -di mens i anal 

são f"ibrados 

compact.a e 

orientável C com f" i brados vetoriais associados 

respecti vamoe-nt.e) t.ais qu"' 

w C( ) = w c~ ) e H
2
CM,Z) 

2 ' 2 2 2 

w • .,Ct:.i ) = w cr, ) 
• 2 

E H
4

CM,Z) 

P 1 c~ i 
) = p C{ ) 

' 2 . 
E H

4
0.t. Zl 
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então P CM.SOC4JJ· 12> P CM.SOC4JJ sâo isomor-fos. 
' 2 

Observação: A quart.a classe de Sl:i..e:fel-Whi'lney com coef'icient.es 

• • • em Z de um :fibrado orienlado R --- { ~ M, w C~) E H CM,Z), • 
• é igual a classe de Euler de~. eC(J e H CM,ZJ, C[M-S p.993J. 

Sejam en.lã.o P CM,SOC4JJ 
' 

e P CM,SCX:4J) 
2 

dois li brados sobre- M 

(com e i e e2 os respectivos :fibrados vetoriais associados) lais 

que ambos del.erminam os mesmos fibrados P±CM,SOC3)). Temos pela 

Proposição 2.5 e Proposição 2.6 que: 

Temos que 

pois 

Logo 

p CA2{ J = p C{ ) + 2eC{ ) 
:I.T:I. :1.1 i. 

p CA 2
~ ) = p C~ J - 2eC~ ) 

1 - i i i 1 

p CA
2

~ ) = p CÇ J + 2eCÇ ) 
i ... 2 i 2 2 

p CA2{ ) = p C~ ) - 2eCÇ J 
:1-2 :12 2 

A2Ç = Az{ • Az~ 
.,. i + 2 - :i. 

A
2

(, = .AdP = A
2

(. e 
+ i * .,. 2 

= A2{ 
- 2 

A
2

{ = AdP - ' 

p Cl; J = p CÇ J = 
i i :i. 2 

1 
il 

Cp CAdP J + p CAdP )) 
i. "'" i -

eCt J = eC{ ) = 
' . 2 

1 -
4 

Cp CAdP J - p CAdP )) 
i + :1. -

w C t J = w C~ J = w C AdP J 
2 i 2 2 2 ... 

e po1·t.ant.o pelo Teorema de Dold e Whi tni!Õ!'y t.< s!;o 
'2 

isomorfos. de onde segue que P CM,SOC4)) 
' 

é !scmor-lo a 

p CM,SOC4)). Isto demonstra o seguinte teorema de linitude: 
2 
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TEOREMA 2. 8. Seja M uma varfedade 4-dimensional, compact-a e 

or-ient.ável. O conjunt.o .Y dos S.OC4) -f' i brados pl~incipais sobre M 

que admitem conexão SOC3)-fat. é finito. 



CAPITULO I 11 

OS ESPAÇOS DE ALOFF-WALLACH E ESCHENBURG 

Pcdêmos af'irmar que não exist-e uma t.eoria sobre as 

variedades que admit.em mét.ricas Riemannianas com curvat.ura 

seccional est.ri t.amer:tt.e posi t..i va. Em geral • t.emos apenas que 

t.ais variedades são compactas. com grupo f'undament.al f'init.o. Em 

raz~o dist.o. t.orna-se essencial o est..udo dos exemplos: obt..idos 

variedades. Vamos aqui est.udar os espaços de 

Alof'f"-Wallach e Eschenburg C que s~os os exemplos mais 

int.eressant.es de variedades que admit..em mét..r.icas com c<..~rvat..ura 

seccional est.rit..ament..e posit..iva) do pont..o de vist..a de f'ibrados. 

A part..ir de t.al est.udo fomos capazes de dar uma descrição do 

2 "t.wis:t..or s:pace 11 do espaço CP . As referl.rn.~ias bá.sicas relat..iv.a..s 

a t.ais espaços são [A-WJ e [E-21. 

1. ESPAÇOS DE ALOFF-WALLÀCH E FIBRADOS SOBRE CP
2 

Os espaços de Alo~~-Wallach são cb~idos pelo quocien~e 

de SUC3) par subgrupos da ~erma 

T 
k • 

= {·exp C2ni[ke le ]) 
-Ck+l)e 
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onde k • 1 e 2, k oi!! o. 1 'if'! o, k + l ;:o! O. Denominaremos lais 

espaços por M 
k. 

= SUC3)/T 
k , I· 

(para as definições e notação 

ver [ A-WJ). 

Os espaços M 
k ' 

podem dist-inguidos 

~opologicament.e na quarta cohomologia com coe~icienles inteiros 

C[A-W lema 3.3]). A quest.~o da classif"icação em t.ermos: de 

dif"eomorfismo dos espaços de Allof-Wallach só recenlemenle Ioi 

est..udada C [ K-S)) obt.endo-se resul t.ados surpreendent.es. EY..i st.em 

espaços de Allof-Wallach que são homeomorfos ent.re si porém não 

são difeomorf"os. A técnica para lal estudo é complexa ulilizan-

do-se Teoria dos Números e alé procedimenlos compulacionais. 

Devemos observar que acima, como est.amos considerando 

como subgrupo de SUC3), nenhuma rest.rição é necessá.ria 

aos valores de e. porém. nos cAlcules que virão a seguir. 

vamos considerar 
T k ' I 

como uma represen~aç~o ~iel de 

O :5 e < 1) em SUC3). Nes~e caso. para que a 

represen~ação seja ~iel é necessário supor sempre que k e 1 

·são primos en~r-e si e que O ::5 e < 1. Por-t.ant.o vamos assumir-

sempre ~ais fa~os. 

PROPOSIÇXO 3. 1. Os espaços M 
k' 

~ibram sobre CP2 
• 

Demonstraç~o: Sobre CP2 t.emos o ~!brado principal 

UC2) --- SUC3) --+ SUC3)/UC2) ;:>< CP
2

. 

Considerando T 
k ' 

cont.ido em U(2) da for-ma 

expC2ni [ 
ke 
o 

o ]) 
le 

~ UC2). 

obt.emos a família de fibrados associados 

canónico 



UC2)/f 
k ' 

SUC3)/f 
k ' 

= M 
k ' 

2 
---+ CP • 
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PROPOSIÇÃO 3.2. Os espaços UC2)/f 
k • j 

são espaços len~iculares 

se k + 1 iJii. O. 

Demonst.raç§o: UC2) é dif'eomor·f'c, a SUC2) x S1. Cporém n~u 

isomorf'os pois possuem cent.ros dif'erent.es). de f"at.o "lemos mais 

que isto. UC2) é o espaço t.ot.al do !'!brado principal 

S 1 
--- UC2) ---+ SUC2) 

onde s' = { [ ~ ~ l lzl = 1 } at.ua à direita de UC2). 

Geometricamente a sit.uação é a seguint.e 

UC2) = 

SUC2) 

[
zx 
ZO< 

(}!; um exercicio ele.>ment..ar verif'icar que um element.o 

A de UC2) tem a f"orma A = [ zx 
ZO< 

-a ] x ). 

genérico 

Vamos encont.rar a int.erseção da 6rbita de A pela ação à 

direit.a de 

={ [ 

k o, l ú.) e s 1
} Tk,l "' SUC2) S UC2). o e 

w 

{[ k 
- I l "s'}. A é da f"orma <OCA)= zxwk -O<W 

A ór bi t.a por m' ' "' ZO!W 

[ 
k - I 

l [ 
l+k -I 

- I l zxwk -O<W zw xw -O<<.> 
Como _, = l+k -I _, 

ZO!W xw zw "'"' xw 

um element.o da 6rbit.a de A pertence a SUC2) se e soment.e se 

•• 
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l+k zw = 1. Vejamos em quais si~uaç~es esLa igualdade oco~~e: 

i) k + 1 • O. Nes-te caso ="T ~ SUC2) e porLanLo se 
k,-k: 

z " 1 então OCA) não in-tercepta SU(2). Se A E SUC2) Cis-to é, 

z = 1) ent.ão oc Á) ç;; sue 2) e a ação ~e T !"est.r i La a SUC2) 
k.-k 
SUGo) 

rk.-k 
def'i!"'le a f'ibração de Hopí com quoc.ient.e sz Hest.t! 

caso é íácil ver que UC2) ;?:;; s'xs2. 
Tk.-k 

ii) )c + 1 ;,>1! o. 
k + l 1 . 

A equação zw = 1, resolvida para w E S e z 

fixo Cz E S 1
), l.êlit k+l raizes distinL!!.s, isto é. a 6rbit.a de A 

intercepta SUC2) em k+l pontos distintos. Vamos calcular expli-

citamen"le tais pontos. 
2ITiê 

Fazendo z = e e 
2n:ie 

ú'> = e com 

o~a.e<1 t.emos 1 
k+l 2f!i<9 +(ic:+l)ê) portanto zw = e o e 

• 
esta igualdade é válida s~ e soment~ se e + Ck + l)e é um 

• 

inteiro. Podemos supor sem perda de generalidade que k :1- 1 >O. 

Temos que encontrar as solu;ões da igualdade 

é + Ck + l)ê =inteiro, sujeita às restrições 
• 

Observando que 
... 

k+I" < 

igualdadê são 

1 
k+T e 

e 
k+I" < 

2 
k+I" 

1 
k+l • 

o:::; e • e< 1 . 

as 

• 
soluções da 

k+l eo} 
k+i."" - k+i."" . 

Note que 
k+l+1 

k+i = 1 
1 

+ k+I" > 1 ê portanto é não podê 

assumir valores 
k+l+n 

os k+l 

... > o. k+I" para "' 
Ul.ilizando a soluçf'.l.o é = 1 e. escrevendo k+I" r+r e 

t-e .. 
21T i < ) 

ob't..emos segui n:l.e ma"lriz B em <DCAJ n SUC2). 
Ú) e h! a 

• 

[ k - I l [ k+ I -I 
- I l [=~' - I l 

B 
zxw -o:wo zw = -OCW

0 
-o:w., 

= 
ZC<;k 

= ok+ l "'-l = 
- I x,' -I - I . 

= zw or:w "'"' = • • • • • • • 

Como OCB) = OCA) e 0(8) n SUCG) é dada pelos pontos 



da !'arma 

oc B) n sue 2) 

e = [ o, 1 

zniê w = e 

onde y = - I = o 
e 
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- I [1 = o:w 
o 

obt.emos OCA) {) SUC2) como a 6rbit.a. pela aç2lo à dir-eit..a do sub-

grupo de S 1 das Ck+l)-ésimas raizes da unidadê 

s' "' 

port.ant.o 
UC8) 
T 

k , I 

e = { o, . . . . . 
é um espaço de lent.icular. 

1 +k-1 
I +k e 

Observaç~o: A homotopia de 
UC8) 
T pode ser- obt.i da de maneir-a 

k , I 

imlaodiat..a de sequência exata de f'ibração 

Tk I 
--- UC8) ___, UC8)/T 

• k, I 

o __, IT C • 
UC2)) 
T 

k. 1 

__, rr 1 CTk,l) ~ n CUC2)) -' 
IT C 

UC8)) --+o. 
' k , I 

o ---+ IT C 
2 

UC8)) 

T k # 1 
---+ z ~ z ---+ " c ' 

UC8)) 

T ~.:.. 1 
---+ O. 

Observando que [ "'o 
01] é gerador de n CUCê)) e que o gerador 

' 

de n CT ) 
t k • 1 

é t..émos que VX:l) = k + 1 e port..ant..o 

• 
Temos como casos part..icular-es dos espaços 

UC8) 

k • 1 



Caso 1. k + 1 = O. Corr,o vi mos "anler i.orment.e t.emos 

UC2) 

L -k 
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Caso 2. k: • 1 :a 1. Nest.e caso a int.erseção da 6r-bi t.a de um 

pont.o 

[=:1 
-I 

"'"' o 

A = [zx 
ZC< 

-I l -!Xw., 

- I = o 

Caso 3. k + 1 • 1. 

pont.o A e SUC2) 

UC2) 
~ SUC2). 

T 
k , I 

[ 

-I -= 
~I 

-<XW 
o 

e SUC2) 

- I l c«.> 
-o I -= o 

é dada P"" 

UC2) port.ant.o ~ SOC3J. • e 

L ' L 

Nest.e caso a int.erseção da 6rbit.a de um 

é dada por apenas um pont.o e port.ant.o'· 

Podemos 'agora ·observar o Sêguint.e- f'at.o int.éressan:le: 

Como os subgrupos Tk • T , T 
k,-<k~l) 1.-<l+k> 

são conjugados 

em SUC3J por aut.omorf'ismos int.ernos, os espaços 

M , M é M ~ão t.odos dif'eomorf'os. Como t.emos 
k,l k,-<k+i) 1,-<l+k) 

as :fibraçê$es 

UC2J 
T 

k , I 

SUC3) 
T 

k. 

SUC2) SUC3) 
T 
k,-(k+l) 

= M k,-k1-l 
-----+ CP 2 

T 
k.-<k+l) 

SUC2) 

1,-( l+k> 

SUC3) = 

com :fibras, em geral, topologicament.e dist.int.as, 

um mesmo espaço de Alof'f'-Wallach f'ibra sobre 

t.emos que 

de pelo 

menos l.rês maneiras essencialment.e dist.int.as. Um cut..ro f"at..o 

k + 1 :;; 1 de:finem inf"in.i t.cs: 

espaços de Alo~~-Wallach t.opologicament.e disLinLos (lembrar gue 

' 



+ 1
2 

+ kll Lema 3. 3. [ A-W)) 

' 
• • • sob•- ~ CP

2 
por ... all .__o ... emas: · ~ i nf' i ni "Los :fibrados de es:í~eras 

admi~em métrica de curvatura seccional positiva. 

Obs. 

UC2) 
T 

k • 1 

~ sa --- SUC3) 
T 

k • 1 
~ M 

k • 

2 
-----+- CP 

I 

Nenhum desses !'!brados é principal. 

k + 1 = 1. 
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e 

que 

Vejamos agora o caso em que ocorre o grupo SOC3) (..OffiO 

f' i bra: 

SOC3) ;;;:; 
1)(2) 

T 

"' 
SUC3) 
T 
'. ' 

M 
' . ' 

A métrica em M 

"' 
que nos dá curvatura positiva é proveniente 

de uma mét..rica invariante à esque:--da en1 SUC3) que também é 

invariant.e à direit.a pela aç:ão de UC2). Port.ant.o. t.al mét.rica 

define uma conexão principal no !'!brado UC2) --- SUC3) ~ CP
2 

(basta tomar como e-spaço vertical o complementar ort.ogonal do 

espaço vert.i cal) e como est.e f' i brado se projet.a ~o f' i brado 

S(J(3) M ' . ' --+ CP2
• f'ica também def'inida um.a conexão "' em 

S(J(3) M --+ CP
2

• Como " '.' 
curvat.ura dê M .. posit.!va 

' . ' 
M é Ia~ (Proposição 1.1). Segue ent.ão do TEOREMA 2.2 que 

S(J(3) M '. ' 
CP

2 é isomor~o ao ~!brado 

S(J(3) para uma orient.ação adequada de 

Vamos es~udar es~e Iat.o com mais det.alhes. Seja J uma 

est.rut.ura quase complexa em CP
2 compat.i vel com " métr-ica 

usual is:t.o é. <Jx.Jy> = <x.y>. J induz em 

uma orient.ação nat.ur-al delinida declar-ando as bases ort.onormais 

locais da Iorma <e • e = Je .e .e~= Je ) como posit.ivas. Não 
1.. 2 t 9 .... 9 

' 
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exist.e .;:,.mbiguidctde nesta definição pois d,:;,.das 

{e , e= Je ,a ,a= Ja} a {v. v= Jv ,v ,v= Jv }, 
12194 a 12 1~4- :3 

um 8ndomor-f·i smo 1 i r1!Õ:'ar· tal qu8 = v 
i 

Corno 

J- 1 ACe) 
2 

_, 
= J Cv ) 

2 
= J- 1 JCv) = 

i 
J- 1 AJCe) 

2 

-i 
J AJ(Je ) 

J- 1 AC~e) 
i 

J- 1ACe) 
4 

J- 1 AC~e ) 
3 

-

= 

J- 1 Cv ) = 
4 _, 

c~J )Cv 
9 

= (~J-i)(y ) 
1 

J- 1 CJv ) = v 
9 

) = JCv ) v 
9 

9 

4 

= J(y ) 
i 

= v 
2 

temos que 

' 
= 

= 

J- 1AJ = A e portanto AJ = JA. A matriz de J em 

r : ~Il 
relação 

à base {e • e • Je ,Je} é da forma 
1 3 1 :9 l +r:--J e l-emos ent.~o, . 

que nest.a base o operador A admit.e a expressão matricial 

de onde segue que det( A) = C det B) 2 
+ C det. C) 2 > O. 

Vamos ent.ão considerar CP2 munido da mét.rica canónica e da 

orient.ação induzida pela estrutura complexa usual. 

Seja SOC4) 2 --- P ~CP o fibrado tangente do 

CP2 . Uma estrutura quase-complexa compat.i vel com a_ mét.r·ica e a 

or-ient.ação. determina .uma redução no grupo estr·utuJ~al do t'ibr-a-

do PC TCP 2 
, SOC 4)) de SOC4) par-a UC2). Seja port.ant.o 

UC2) --- p• -+ CP 2 cc 2 
TCP

2 
---> CP2

) o fi brado t.an-

gent.e com o grupo est.r-ut.ur-al reduzido, onde a redução :foi 

det.erminada pela estrutura complexa canônica .. Tal fi brado 

possui as seguintes classes caracteristicas: 

CObs.: A assinat.ura de CP
2 

com a orient.ação definida acima é 

1 e pcrt.anto = 3 pelo Teor·êma da assinatur-a de 

Hirzenbruch). 

Se c -c denotam a primeira e segunda classe de 
' 2 
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Chern de lemos a relaçãü 

nição p CTCP
2

) = 
' 

2 
- c CTCP 

2 
., C) 

C de I alo, pois é um 

de:fi-

= (1 +c +c + ... )(1 - c + c • + ... ) = = 1 -c + 2c + 
' 2 ' 2 ' 2 

onde c é a classe lolal de Chern). Como c [CP
2

J 
2 

2 = ;r( CP ) segue 

2 2 que c [CP J = 9. Com a iden-Li:ficação usual 
' 

t.o;;;.mos qua c 
' 

= ±3. No caso de c.rient.a-

ção canônica c = -3. 
' 

Uma pergunt.a nat.ural é qual a relação enlre os :fibrados 

UC2) --- p• ~ cP 2 . 2 e UC2) --- SUC3) ~ CP ? 

A idéia para dislinguir UC2)-:fibrados é ut.ilizar que 

sue 2) :;;: vc 2) é um subgrupo l"lor mal, port.ant.o podemos obt.er 

S 1 -fibrados associados principais. 

Obtemos ent.ão: 

UC2:)/SUC2) P'/SUC2) ----+ CP 2 

PodemOs agor-a utilizar o t.rabalho de Kobayashi sobre 

S 1 -:fibrados principais C[KJ). 

' 2 O conjunlo dos S -!!brados principais sobre CP admi t.e 

uma est.rulura de grupo abeliano isomor:fo a 2. Com a crienLaç~o 

usual o f"ibrado ' " s --- s corresponde ao gerador 1. 

TEOREMA 3.3. [K p.41J Se UCZ) --- p• ~ CP2 
é o f"ibrado 

langenle do espaço 
2 

CP enlão 
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UC2) p• 
SUC2) SÚC2) 

' 5 2 é igual a menos Lrés vezes o fibrado S --- S ~ CP-. 

Como os S 1
~~ibrados sobre 

2 CP s~o espaços len~iculares 

s' 
"' --z- • s --- s" 

--z- ~ CP
2 

p p 

Lemos enLão que o ~ibrado UC2) P' ---+ CP2 se projet.a 

no fibrado • s --- s"a • 
z 

~ CP com a orient.ação adequada. 

Seja novamen~~ SOC4) --- P ---+ CP
2 

o Iibrado t.angen-

t.e .. Ficam ent.ão definidos os S<X3)-fibrados 

SOC3) 

correspondent.es·a decomposição 

z 
P± ---+- CP 

Seja J uma est.rut.ura quase complexa compat.i vel com a mét.."rica e 

Proposição 3.4. A íorma de Kaehler wCX,Y) = <JX,Y> é aut..odual. 

Demonstração: Como J é compat.i vel com a mét.rica e a orient.ação 

é possivel obt.er um referencial ort..onormal local posit..ivament.e 

orient..ado da forma: 

<e e = Je , e • e = Je }. 
1 2 1 9 4 9 

Como 

wCe e ) = < Je • Je > = 1 «>C e ' . e ) = < Je • e > = o ,. z • • • • • 
wCe e ) = < Je Je > = o wCe e ) = < JJe ,e > = o •• • ' . • z • 9 ' . 
«>C e z. e ) = < JJe ,. Je > = o wCe •• e ) = < Je ,Je > = 1 

• • • • 9 

• 
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temos a j_ gual dade 

w = e A e + e A e 
1 2 ~ 4 • 

Temos por-tanto que uma est.rut.ura quase complexa J 

Ccompat.ivel com a métrica e a orientação) derine uma secção no 

fibrado vetorial A
2 CP 2

• d ~ i 1 ou e ~erma equ va ente. 
• 

uma redução 

do grupo estrutural de p 
• 

de soe 3) par a soe 2) . 

Devemos observar aqui que existem rest.riçe:\es à r-edução 

• 
do grupo est.rut.ural. Se SOC3) p 

fibr-ado SOCéD p• então o f'ibr-ado vet.orial 

R" A2 CP 2 
ÇP

2 
admi t.e uma decomposição em soma 

• 
de Whit.ney da f' erma 

R2 
" R L " & e L é um 

fibrado linha complexo. Como 

2 2 = - c CA CP ® C) = - c CL ® C é C) = -c CL é L) 
2 + 2 2 

onde c 
' 

~ a primeira classe de Chern de L. segue então que 

deve ser um quadrado per-feito. Tal f" ato 

realmente ocorre pois 

CA2 CP 2
) = p CTCP 2 )[CP2

J p 1 + 1 

Já para o fibrado A2 CP2 

CA2
CP

2
) = "CTCP

2
)CCP

2
J pi - p:l 

o que implica que SOC3) --- P não admi t.e redução 

para um SOC ê:) -f" i brado. Como 

aut.o-duais para CP
2 com a orient.ação direrent.e da canónica, 

provamos o result.ado conhecido. 

.. 
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PROPOSIÇÃO 3.5. O espaço não admit..e est.rut..ur-a quase 

complexa compat.ivel com a métrica e a orientação. 

COnde é o espaço munido da mét.rica can6rdca e 

orient..ação opost..a à orient.ação usual). 

As reduçêSes t.opológicas de um S0C3)-f"ibrado principal 

podem ser- melhor compreendidas a p2.r- t-i r do segui nt.e resul t.ado: 

PROPOSIÇÃO 3.6. C[K-N v.Il proposição 5-6 p.57) 

O grupo est.rut.ural G de um ~!brado PCM,G) é !"edut.i vel 

a um subgrupo f"echado H se e soment.e se o !"!brado associado 

G/H --- P/H ---+ M admit..e uma secçãc u M ---+ P/H. 

Os f'ibrados SOC3) ---

associados 

SOC3) 
SóC2) 

2 
P± --+ CP definem os Iibrados 

As proposições 3. 4 e 3. 6 nos garant..em ent..ão que as 

S 2 
--- p ---+ CP 2 paramet..rizam o conjunt..o 

+ 

das est.ruluras: quase complexas de compat..i veis com a 

mét.rica e a orienLaç~o. 

Observaç~o: Para as variedades 4-dimensionais compacLas e 

orienLáveis exist.e obsLrução Lopol6gica a exisLência de est.ru-

Lura quase complexa compat.ivel com a mét.rica e a orient.açãa. 

Prova-se. uL!l!zando-se L~cnicas mais sorisLicadas CCohomologia 

de Doubeault.. Teorema de Riemann - Roch) que uma condição ne-
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cessária para a exis~ência de uma Lal est-rut-ura quase complexa 

é que a soma da caracteristica de Euler com a ass:i.natura tem 

que ser um múl"Liplo de 4, ist..o é.· 

;t(M) + T(M) = O modC4). C{Bes p.161J) 

cp• Utilizando est.e resul t.ado é imedial.a que e s• não 

admit.em est.rut.uras quase complexas compat..iveis com a mét.rica e 

a or-ient.ação. 

Vimos anteriormente que o ribrado 

SOC3) --- M ~ CP 2 

i.< 
é rat. e port.ant.o t.emos pelo Teo~erna 

2.2 que M 
' ' ' 

é lgual a P ou a 
• 

p Cnot.e que no Teorema 2.2 

M = p 
1,1 + 

para a orient.ação adequada e aqui a orienl.ação ~oi 

:fixada a priori). Como 

SOC3) --- M = SUC3)/T ---+ CP 2 

1,1 1,1 

SUC3)/T 
SOC3) 
SOCiD SOC2) 

' ' . = 
SUC3) 

Tz 
F CP•. = ---+ 

CF variedade dos Flags em C9 

• 
Vamos most..r ar que M 

' ' ' 

• 
[ A-H-S p. 438J) . 

não pode ser p Se ist.o 
• 

ocorresse ent.ão o :fibrado S0C3) --- M = SUC3)/T ---+ CP2 
:1. • :l :l • ::1. 

admit.iria uma SOCa) redução e port.ant.o pela proposiç~o 3.6 

SUC3) rr 
s• - F 

___. 
CP

2
. em --- ~ 

Tz • 7-
êXist.iria uma secção 

Como fi:DC' = Id[cp• t.emos que as aplicaçé3es induzidas em homot.o-

pia "• e q. se!" iam t.ais que 

"• • "• = Id " CCP2 ) ---+ rr CCP-z) e por-t.ant.o "• seria 
n n 

sobrejet-iva e q. injet.i va. Vamos obt.e!" a cont-radição com 

t.al f'at..o peLa. sequênci a exat.a de homot..opi a do f" i brado 

Temos que: 

r 



-n: CF ) 
5 3 

Z
2 

rr c F ). 
5 • 

2 
-n: CCP ) 

5 

z---+ z 
2 

____,. IT c F ) 
• 3 

----+ -n: C F ) 
• 3 

---> o. 

C rr CS2
) = rr CS

2
)= 2 rr CCP

2
) = 2 

5 4 2 !5 
= o 

sequência exata de homotopia dos fibrados 

' 3 2 s --- s ----+ s e 

Como rr* é sobrejetiva segue que- 2 = rr CF). 
2 4 3 

Mas como 
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pela 

T
2 --- SUC3) F 

3 
temo.s novamente pela sequêr1ci a exata de 

homotopia que rr CSUC3)) = n: CF ) . Mas 
• • 3 

é estávs-1 

e- portanto pelo Teorema de Pel~iodicidade de Bott C(M-1 p.130J) 

rr CSUC3)) = O, nos levando entã'.o a uma contradição. 
• 

portanto que M = P 
i. i 

Temos 

Com o raciocinio acima podemos obte1~ uma prova irnediata 

S• 
que não admite nenhuma estJ'utura quase complexa.. 

tangente de s• é o fibrado SOC4) 

de~ine os ~!brados SOC3) 

Como 

p CP )[S
4

J ' . 
p CP )[S

4
J = 

' -

P, 

P, 

SOC5) 

s3 
+ 

CTS
4
J[S

4
J 

CTS
4
J[S

4
J 

+ 

SOC5) 

s• . 

2x(S4
) 

azes"'J 

O Iibrado 

que 

•• epCPJ[SJ = ± • pCP)[SJ, segue que P, CTS4 J [ S
4

J = o e 

' . ' 
p CP )[54

) = 4. Como 4 é um quadrado per~eit.o n~o Lemos ai 
' . 

P CS ... SOC3J) 
• 

para um li brado do redução 

S(X2)-~ibrado. Vejamos o que ocorre se exist.e uma secç.f!io no 

~i brado 

(1) 
SOC3J 
$0(2) SOC2) 

' 



Primeirament.e devemos observar que 

p 
+ = 

SOC5)/S
9 

--.,SõC7V"8'!")'>•;_ ~ 
SpC2) 

' S xSpC1) 
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([ At P- 38]). 

Porl.anl.o (1) nada mais é do que a t·amasa f'ibração de Penrose 

• --- CP • --~ s 

A sequência exal.a de homol.opia nos dá que 

rr • * • 
~ n CCP ) ~ n CS ) 2 • ---+ rr CS ) ~ rr (CP ) • • • • 

z-
2 

0---+ 2----> Z _.,O. 

= n CCP2
) = • 0) 

absurdo com n* sobrejel.i va. Port..ant.o a secção 

exisl.ir e obl.emos enl.ão o resull.ado: 

não pode 

PROPOSIÇÃO 3.7. S 4 
não adffiil.e nenhuma esl.rul.ura quasa complexa. 

2. ESPAÇOS DE ESCHENBURG E FIBRADOS SOBRE CP2 

Os espaços de Eschenburg são obl.idos de SUC3) da 

Seguinl.e f'orrna: Vamos l.cmar em SU(3) x SUC3) subgrupos f'echados 

isl.o ê. vamos l.omar subgrupos da :forma 

Si S SUC3) x SUC3). Sem perda de gener-alidade podemos supor 

S 1 ~ T 2 :x: T 2 onde T 2 
ç; SUC3) é o t.oro maximal. Tais subgrupos 

são descril.os por 

T ={c[z" 1 
klpq z z -p-q l), z e s'} . 
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Temos aqui novamente c falo que, cOmo vamos considerar T 
klpq 

come uma representação' :fiel de Sl em SUC3) x SUC3), ~nt..ão vamos 

sempre supor O S a < 1 onde z 
2fl iê 

= e e 

entre si. T 
klpq 

atua em SUC3) da forma 

k, 1. 

T X SUC3) SUC3) CA.B) x C 
k1pq 

Esta ação em geral não é livre. 

PROPOSIÇÃO 3. 4. C CE-1 proposiç~o 2.1]) 

T 
klpq 

atua em SUC3) 1 i vrement..e se e soment.e se 

pares dê i nt.ei r os são relativamente primos 

Ck - p, 1 q). Ck p. 1 + p + q), Ck + p + q, 

Ck - q. 1 p), Ck q. 1 + p + q), Ck + p + q. 

p. q pr-imos 

ACB-l. 

os seguint.es 

1 q) 

1 q). 

Os espaços de EschenbuJ'g para valores adequados de 1, 

k, p, q admitem métrica com curvatura seccional est.rit.a~r'l'l.e 

positiva e em geral Cnote que para p = o. q = o temos os 

espaços de Aloff-Wallach) n~o são homogeneos. O nosso est..udo 

' 

sobre os espaços de Aloff-Wallach nos leva a questão natural. 

"St:J.o os espaços de Eschenb'UI"FJ fi.brados sobre o CP
2
?" 

Se a resposLa da quesLãc ~cima é posiLiva. como são as ~!bras? 

Vejamos prime!ramenLe a úlL!ma questão. 

A cons~ruç~o de Eschenburg aplicada a UC2). 

Vamos considerar 
' k 

T ="'Crw 
klpq .. LO 

o l 
wq J) • w E s UCG) x UC2). 
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Se k, l, p. q s~c in.l.eiros: pr-imes enl.!"e si, Lemos uma 

represent.ação f'iel de S
1 

em UC2JxUC2J. T at.ua em UC 2J da 
klpq 

:forma Tklpq x uc 2) ---+ uc 2) -· CA,BJC ---+ ACB . Com uma de-

monsl.ração semelhanl.e à da proposiç~a. 3.3 l.emos que est.a ação é 

livre se e soment.e se os pares de. int.eiros Ck q, 1 - p) e 

Ck - p, 1 - qJ são primos ent.l"e si. _Supondo est.e :fat.o, temos o 

:fibrado principal 

T 
klpq 

A :fibra pela ident.idade é 

UC2) --+ UC2J 

klpq 

= N 
klpq 

-- {["'ok-p <>CId) o 1-q:J, "' . 

ú> E s'} . 
Da sequéncia exat.a de homot.opia do f"ibrado 

n CUC2JJ --+ n CN J --+ n ct J --+ n CUC2JJ 
2 2 klp.q ~ klpq ' 

n CN J · 
t klpq 

o--+ rr CNk 1 2 pq 
) - z --+ z --+ n CN J 

t klpq 

1 -- k + 1 - Cp + qJ 

segue que se 

--+ 

--+ o 

--+ o 

iJ k+l-Cp+qJ O"! O ent.ão rr CN J 
2 klpq 

O e n CN J = Z 
1 klpq k~l-(p~q> 

iiJ k+l-Cp+qJ = O enl.ão n CN J = 2 
2 klpq 

n CN J = Z. 
1 klpq 

Como no caso dos espaços de Alo:f:f-Wallach, para classi-

f'icar· os espaços N ,vamos enconLrar a inLerseção da órbi-
klpq 

~a de um elemenLo qualquer 

SUGD ~ UC2). 

oCA) 
ZXú>. {

r k-p 

= Lzor:(.) l-p 

A e UC2) pela ação de 

s'} . - k-q 
-C<ú) l 

Xwl-q • (,) 

T 
klpq 



como [
ZX/.}-p 

1-p 
ZC>W 

-ow - k-ql 
- 1-q xw [ 

k-p+l-q -l+q 
zw = = k-p+ J.:..q -k+q 
zw aw 
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-c;w - k-ql 
- 1-q 
xw. 

as i nterseçêSes de OCA) com SUC 2) ocor-rem se e soment..e se 

k-p+l-q zw = 1. Vejamos as siLuaçUes poss1veis: 

i) k+l-Cp+q) = O . Se z ~ 1 t.emos '!)(A) n SUC2) = 0 e se z = 1 

t.emos oc AJ s;; sue 2). Ent.ão, de maneira análoga com a dos 

exemplos de Alo:ff'-Wall.ach t.emos que N ::: S
1

xS
2

. 
klpq 

ii) k+l-Cp+q)~O. Fazendo 

t.emos 

zrrie 
z = e " 

zrrié 
w = e o < e< 1 

k-p+l-q 2ITi<é +(k-p+l-plé l=zw =e " e +Ck+l-Cp+q))e = in:leiro 
o 

, inteiro =-- e= Ck+l) Cp+q) Ck+i) Cp+q) 

Podemos supor sem perda de generalidade que k + 1 > p + q. 

Como o s e, e < 1 os valot~e.-s possiveis para o denominador da 
o 

primeir-a !'ração são 1,2, ... ,Ck+l) - Cp+q). Pai~ a est.es valores 

- l+q 
w 

-k+q 
w assumem respect.ivamei'lt.e os valores 

. C 1-q>n 

{ 
-zrr,, -

é ik-t-l> (p-t-q> 

( 1-q>G 

<k-q>n 

n = 1,2, ... _.Ck+l)-Cp~q). 
{ 

-2fri{ 
é {k-t-1> {p+q> 

O "primeir-o" pont.o da inter-seção de VCAJ com SUC2) ocorre para 

n = 1. Denominado t.al pont.o por Cz , z) ist.o_é 
• 2 

-2 ] -· z • 

os out.ros pont.os ocorrem para 



--,,.,-;-' 7'--~q;-:.> ~n~'"7 -zrri<-;-
<kTl> <p+q) 

c z " 
' ;z " 2 

n' = o. 1, 2:, Ck+l),(p+q)-1: 
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) 

Temos en-lão que N 
klpq 

não é am gera-l ·Um espaço 1 ent.i cul ar 

Cobs. : Not.e que se k = 1 = O ent.ão N 
klpq 

é um espaço 

lent-icular). N 
klpq 

é chamado de espaço lent.icular general!-

zado Cde acordo com a definição em [D-N-F p.60J). 

O ESPAÇO M 
6 

Eschenburg em sua tese de livre docência em 1984 

C [E-2D obt.eve um novo exemplo d~ uma variedade 6-di mensi anal 

com curvat.u1a seccional est.rit.ament.e posit.iva. A idéia é 

novament.e utilizar _quocientes duplos. Vamos descreve!~ 

const.rução dest.a variedade. 

Vamos considér-ar o seguint.e subgrupo U de UC3) x UC3) 

u = {cA .s· ), s t. E R} 
s,t s,l 

onde 

A = expC2-rri [
0 o 

2
,]) 

s • l .... 
B = expC2rri r-s 
s' l 

U at.ua em SUC3) da f'orma 

~ 
U x SUC3) ~ SUC3) 

(A .B ) X 
s.l s.l 

X ~ A X B-~ 
a,l s.l 

PROPOSIÇÃO 3.5. A ação~ é livre . 

Dêlnonslraç:ão. Fixados s e t. lemos que se 

a 
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A X B-t_ = X erlU:í.o 
ii; ' l 13 • t 

logo os au~o-valores d~ A e 
s • t 

B são iguais. Como 
- 9. l 

A 
•• t 

possui dois au'Lo-vàlol~es iguais a 1, o mesmo ocorre pa~~a 

Mas os au'Lo-valo~es de B 
2fii<-s> 2ITi<s~t> 

B 
•• t 

e , e 
s. t 

2IT><L> 
e o que implica en'Lão que s e t. são neé:essar i a1w::;n'le 

in'Leiros e por'Lan'Lo B = Id e A = Id • 
s,t 9,1. 

O f'at.o de U .;z: SUC3)xSUC3) não é um :fat.o essencial e de-

ve-se apenas a simplicação nos cálculos. ~ f'at.o, podemos,. 

t.ransladar U oblendo um subgrupo u• S SUC3) x SUC3) da seguinte 

forma: Sejam 

[
c -2/3)1. 

zt = exp C2n:i C-2/3)t. 

U' = {Cz A • z B ) 
ls,l ls,l 

s,t. e R}. 

Como z est.a cont.ido no cent.ro de UC3) é imediat.o. que U' at.ua 
t 

de maneira livre em e que 
SUC3) 

u 
·SUC3) 

u· Vamos 

denominar o espaço 

SuC3) 

SUC3) 
u por M . Por 

6 
[E-2 Sat.z 422 p.4QJ 

Lemos que M admit.e mét.rica com curva~ura pos!~iva 
6 

projetada 

de uma métrica invariante à esquerda em SUC3). Além disl.o M6 

n~o é homol.opicament.e- equivalenl.e a nenhum espaço homogêneo. 

PROPOS."' ÇÃO 3. 6. M 
6 

2 2 
é um·S -f'ibrado sobre CP 

Demonstração: Vamos extender o subgrupo U ~ UC3) x UC3) para um 

subgrupo H s; UC3) x UC3) _que l.ambém atua de maneira livre em 

sue 3) t.al que 
SUC3) 

H 
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Se-jam H' • ={CC , D ), z E S} ~ U(3) ~ UC3) 
z z 

e H" = {Cid, E), E e SUC2) ~ SU(3)} c SUC3) x SUC3). 

CObs.: EsLamos considerando a inclusão 

sue 2) ---+ sue 3) A ----+ [~ 

Vamos def'inir H= H' x H'' Conde a mult.iplicação é mult.iplicação 

do produt.o diret.o). 

LEMA 3.7. H é um subgrupo. 

multiplicação e à invers~o. Todo element.o ,de H é da ~arma 

CC ,DE) com z e S 1 e E e SUC2). Vamos most.rar que 
z z 

CC ,DE) x CC ,O. E') = CC ,O E") para algum 
z z y v zv zv 

E" E SUC2) s;; SUC3). 

D ED E' 
z v 

[

zw 
zw 

zw J[ 

J [~ 
-·wor. 

zwx 
o 

xy-wó:(l 
zcxy+zwX[3 

o 

-O( 

x 
o 

~] [~ 
-7l 

y 
o 

-xj§-wey 
-zc$+zwX:Y 

o 

J 
~] = 

~] = 

[~ 
-(l 
y 
o 
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[zw Czw) z l [ x:y-w&[1 -xf-w'&Y 
~] Wcxy+X("J - ::-; -- O E". -wc<[,+::.:.y = 

o o '"' zw 

rx -a Ol 
Dado CC ,O E) com-E = '"' X o• é f'ácil v e c que CC .o E') 

2 z 
LO -0 iJ z z 

r x 
L-z01 é tal que CC ,O E)(C,O_E') = CI.D m 

z z z z 

O subgr-upo H n.;;.o é uma exler1são do subgr·upo U e siÍl) de 

um 'transladado de U que passaJ~emos a des.cr·ever-. Seja 

U" ,; {A z , B z ) , t..,s E R} 
s,tt s,tt. 

onde 

' 

z 
t 

= ex-pC 2rri [
-2\. -2t.. -aJ). 

Por-tanto os element.os de U" são da :for-ma 

(
-2t 

CexpC2rri -at. 

-2ITl 
Fazendo z = e obtemos: 

2 z 

(
-s-2t­

expC2rri 

e-xpC 2rri [
-s-t 

s-t -tl). 

s+t." ol J 

de onde segue que U" S H. Como z per-'ler1ce ao cenl.r·o 
t 

V" at.ua livre em SUC3) e 
SUC3) 

"' u 
SUC3J 

=M. 
6 U" 

H al.ua em SUC3) da. :for-ma 

H .x sue 3J _!__.. sue 3J 

CC ,DE) x X ~ 
2 z 

LEMA 3.8. A aç~o ~ é livr-e. 

.. 
C XE D_ 

2 2 

UC3J, 

Demonstraç~o: Seja X e SUC;3) tal que * C XE O_ = X para algum 
z z 

CC , D E) E H. 
2 z 



Seja {e ,e 
1 2 

• 9 .e ) a base c.:anônic?- de C . • 
* 
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=C XE Cze) =C XCze) = ZC CXCe")) = 
:z 3 :z 9 :z 3 

= ZC Cx e + x e + x ·e } = zx e + zx e + zx e 
z 13 1 23 2 39 3 19 1 23 2 33 3 

Conde X= Cx. _) i,j = 1, 2, 3). 
>J 

Por'lant.o 

x e + x· e + x e = zx e + zx e + zx e 
13 1 23 2 39 3 19 1 23 2 33 3 

de onde se~ 

gue que z = 1 e ·consequent..ement..e C = D = I. Temos ent.::io que 
z z 

LEMA 3. 9. 

= XE 

SUC3) 
H 

Demonstr-aç~o: o 

* E = I • 

espaço pode ser 

seguint.e relação de equivalência 

y -= Cyt •Y2 

soment.e 

,y ), 
9 

w = Cw 
1 

.w 
2 

,w ) em • 
exist:e Z E C - {Q) t.. 

obt.ido de pela 

c• são equivalent..es se 

q. 'IN ) = 
9 

C zy , zy , Zy ) . Den.ot.ar emos as classes de equi val êl"lci a por y. 
1 2 3 

Observação: Est.a def'inição é equi valent..e, a menos de dif'eomor-

f'ismo, à definição usual do espaço CP 2
. 

Vamos def'inir a aplicação 

i) ~ est.á bem definida. 

SUC3) 
H 

lXJ 

* C XE D_Ce ) = c xE*cze ) = zc cxce )) = 
z z 3 z 3 z 9 

zx e + zx e + Zx e 
~3 ~ 23 2 39 3 

de onde segue que 

i i) VJ é injetiva. 

• C XE D_(e ) l{l"e). 
z z 3 9 

Como não encon"lramos uma prova dire-ta para us"le f'ato, usa.rernos 
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Usa~emos o seguinLe argumen~o: Cúmo ~ es~a bem de~inida, Lemos 

que a 6rbiLa por uma matriz X eslá conlida no subconjunto das 

matrizes Y tais que YCe ) = zXCe ) Conde estamos idenlilicando 
• • • 

o CP 2 obtido com a re-laÇ.f!í.o de equivalência def'irtida acima. ê o 

CP 2 obtido pela relação de equivalência usual) para algum z E 

S 1
• Ora , t.al subconjunto nada mais é que a 6rbit.a por X da 

ação à direita de UC2) em SUC3). Como esta 6rbit.a t.em dimensão 

4 e a órbita por X def'inida pela ação de H também t.em dimensão 

4 segue que ambas são iguais. Mas isto implica na injetividade 

de "IJI pois se SIT'e) :;; YC e ) então X e Y es:l.ão na mesma ór bi t.a 
• • 

def'inida pela ação de UC2) e portanto na mesma órbita def'inida 

pela ação de H. 

iii) "IJI é sobrejetiva .. Imediato B 

Podemos agora demonsL~a~ a Proposiç~o 3.6. 

O subgrupo U" ~ H def'ine o f'ibrado associado 

H SUC3) ~ CP 2 

H/11" SUC3)/U" = M ~ CP 2 
• 

" 
Ê f'ácil ver que H/U" ;:: S

2 
a 

Podemos agora volLar à quesLã~ inicial. 

"Os espaços de Eschenb"'.11'fS M 
klpq 

jibram. sobre CP
2
?" 

A idéia- para abordar esLa quesLão é uLilizar a f'ibração 

H --- SUC 3) ---+ CP
2 

Pa~a ist.o precisamos t.ransladar T 
klpq 

para obLe~mos um ·subgrupo em H. Como esLamos t.~abalhando com 

uma aç~o dupla Cisto é, pela direiLa e esquerda simultaneamen-
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~e) a di~iculdade com a.~ranslação é que ~emas de garan~ir que 

o subgrupo ~ransladado conLinua a aLuar livre e que o espaço de . . 

6rbit.as não é alt.t?!"ado. Em geral, a maneira mais f'ácil de 

obt.ermos t-ranslações com t.ais propriedades é ut.ilizar o cent.ro 

Porém existe rest.rições para que o subgrupo T se-ja 
klpq 

de UC3). 

transladado pelo cent.ro de UC3) para H. Uma out.ra opç~o seria 

t.ransladar o próprio subgrupo H. 

encontramos uma maneira geral que dê uma respost.a para a 

queslg_o acima. Vamos analisar aqui um caso part.icular. 

Sejam 

T ={expC2rr~ (H 
klpq l . [pt. 

lt. -(k+l)t .expC2rri qt. 

~J(3)={z(t.) = expCZrri[st. st st.]). onde s é um número real f'ixo 

e t. E R} . 
Vamos transladar T da seguint.e f'orma 

klpq 

T = {expC2rri[Ck+s)~ 
klpq 

Cl+s)t. C-Ck+l)+s)-t.J) • 

expC2rri [Cp+s)t. Cq+s)t. 

~ 

Para que Tklpq est.eja cont.ido em H é necessáriO que 

k + s = l + s e -Ck + l) + s = o. ist.o é. t.emos que nos res-

~ 

t.ringir ao caso k = 1 e· s = 2k. Nest.eo caso T :fica da :for-

{ expC2rri 

klpq 
~ [3kt. o]) ma T = 3H klpq 

expC2rri [Cp+2 k)t. c q+ê:k) t. c -c p+q) +2k) tJ) · t. e R} 
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Como as maLrizes diagonais de segundo ~aLcr dê H s~ó da ~erma 

[

3H 
expC2rri ~ 3kt 

resLriçôes aos valores de p e q. 

p + 2k = 3k 
~ 

+ X q + 2k = 3k - "' 
is"to é, p - X = - k 

z- q + X = k 

Uma solução possivel para o sist.ama 

0
]) Lemos as seguinLes 

3k 
~ 

p + q = 

= -Cp + q) + 2k 

ê k = 2, p = 4, q = -3. 

x = 5. Devemos observar que C2, 2. 4, -3) sa"tis~az as condições 

da proposiç~o 2.1 de [E-1J e port.an"to T 
224-3 

de:fi ne o espaço 

de Eschenburg 

M "' 
SUC3) 

224-3 

Vamos "tomar o :fibrado associado 

~ 

SUC3) 
~ 

T 
224-3 

SUC3) x H/T 
H 224-3 

~ 

onde T 
224-9 

at.ua à di rei t.a em H e H at.ua à esquerda em 

Mirm.açlio: SUC3) 

Demonstração: 

Seja 

X lVT 
224--3 

H 

SUC3) X 

H 
H/f 

224-9 

!A,Ch h')J 
' . ' 

~ es"ta bem de:finida pois 

th Ah'-j_ ch h h' h')J 
22

1 
2·{

1
2{ 

!A, Ch t,h't')J 
' ' 

SUC3)/f ~ M 
224-3 224-3 
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~ ~àcil ver que ~ é um ~scmorrismc ~ 

Vamos descrever a fibra H/T 
i..24 ~9 

A 6rbita de um elemento qualquer cc",n D 
"" 2 

de H pela aç!ío de 

- SÚC2:)) T ·i nt.ercept.a Cid, s H nos pontos onde t. sat.is:faz 
224-S 

as igualdades 

[z 2 

1l expC 2rri [ 5 t- ol) 2 
6~ Id z = 

e 

[z J [~ -li J [8~ 3J) [~ 
-Ti J 2 x expCê:rri = y z 

para algum y. /3. 

A última igualdade pode ser escrita da ~erma 

[~ 
-li 
x 

i sd: .. o é-

l [ac 
1 

expC 2rri -6t. 

ze z zrricSt 
[ 

2fii3l 

= [~ 

z ., 

-Ti 
y J 

[ 

xe2rri!'!it. 

2fli2l 

"'"' 

-~ 

y J 

o 

2fli<-2l) 
-e<e 
Xezrri < -5t > J = 

Portanto nos pontos de interseção os valores de t. devem 

satis:fazer 
zflist ze = 1. Como 3, 6, "'· s~o primos entre si 

' 
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t-emos que t deve perco!~ rei~ .o int:ervalo [0, 1 J par .a. f'echar a 

órbit.a. No int.ei~valà [0, 11 a equação 

sol uçêSes dist.i.nt.as t. • 
e<ez-rrizt:..) · i 

-~ ~ 
2 3 

'definindo na esf'era 3 pontos 

C 
21Ti5l;,. """ . =_1,2,3 

~ 

H/T 
224-:9 

é 

um espaço lent.icular- generalizado como já e1~a espel~a<;Jo. Cnole 

que rr CM ) = Z 
i 224-:9 3 

3). pois 2 + 2 - C4 - 3) 

O exemplo aci·ma nos leva a acred.i t.ar que todos os espa-

ços de Eschenbur-g M 
klpq 

fibram sol::.r-e CP
2 

com f'ibr-a espaços 

lenticulares generalizados. Porém uma prova dest.e !'ato cer-ta-

ment.e será excessivamente t-écnica e ao que tudo indica segui-

ria essencialment-e os cálculos f'ei t.os acima. 



CAP!TULO IV 

GERADORES DE HOMOTOPIA 

Dado um grupo de Li e G. o gt~ upo de homot..opi ~ rr CG) 
n 

classifica os G-fitirados principais sobre Sn ... i. A import.ância 

de se obter uma f"6rmul a expl i c! ta para um representa.nt..e de 

rr CG). 
n 

é que podemos obt..er i~forma.ç~es sobre o fibiado 

determinado por este representant.e. 

Os fibrados principais 

P __.. s? G __...,., S 6 

z 
são importa.nt..es do SUC3) 

ponto de vist..a da geomet.ria diferencial. Em raz~o dest.e fato~ 

fizemos um est..udo para expli'citar os geradores dos grupos 

rr CG ) , rr CSUC3)) e rr CSUC4)). 
6 2 5 ?' 

Durante est.e estudo obt..emos, ut.ilizando o conceit.o de 

:indice CtDJ), um exemplo de duas 6rbit.as singulares da aç!ío 

adjunt..a de G
2 

que são t.opologicament.e d!st.int.as. 

' 
1. SOBRE UMA óRBITA CONJUGADA DE G2 

Seja H o corpo não cornut.at.ivo dos númel~os quat.ernióni-

cos. Vamos definir em H@H o produt.o Ca,b)Cc,d) = Cac-db,da+bc). 

Com est..e produt.o obt.emos em H@H uma est.rut.ura de álgebra não 

assoei at..i v a. sem divisores de zero e com unidade, que 
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passaremos a designar por ~~ Cálg~bra dos números de CayleY). 

Seja G = {x E SOC8) • 
2 

:>:K .. cqn = Xc ciJ xe (D • 

G é um grupo de Lie 14-dimension.al. compa-::t.o e simples. 
2 

Denominando G sua. álgebra de- Li e. estamos i nt.êr assados em 
2 

est.udar as 6rb! tas da as;ão adjunta de G em G 
2 2 

is:t.o é. os 

col"ljunt.os: da forma ôCA) = {XÂX-.t. ,XE G 
2 

• A E· G )_ 
2 

Vejamos primeirament.e alguns t·at.~s genéricos. Seja G um 

grupo de Lie compact.o e G sua álgebra de Lie. A aç~o adjunt.a de 

..... ,., ..... - .t. 
G em G é defir'lida da :foJ~ma G x G ----+ G CCx.A) ----+ x.Ax ) .. O 

estudo das 6rbit.as desta ação foi :feit.o. utilizando t.écnicas da 

Teoria de Mor·se. por Bot.t. em [Bo] .. Tais 6rbit.as são 

homot.opicamente equivaleryt.es a CW-complexos formados de células 

de dimensão par. O número e a dimensão de t.ais cé~ulas podem 

ser obt.idos diret.amerit.e do diagrama in.fin.i t.esimal do grupo G 

A 

(para as definições ver [A]). Um elemento X E G .é dito regular 

se existe apenas um t.oro maximal T ::= G. t.al que X. E T Conde T ::= 
A 

G é àlgebra de Lie de T). caso cont.rário tal elemento será dito 

singular. O result.ado de Bot.t. nos garant.e que t.odas as órbit.as 

por elementos regulares (órbitas regulares) sffo homotopicament.e 

equivalent.es a CW-complexos Co número e a dimensão das células 

que formam est.es CW-complexos são iguais) o mesmo e ocorre tam-

bém para as órbitas por elementos singulares (órbitas singula-

res). O ra~o de todos Os toros maximais de G serem conjugados 

implica que t.odas âs 6rbit.as regulares são direomorras en~re 

si , O mesmo não acon~ece com as órbi~as singulares. Vamos 

exibir para o grupo G duas órbi~as singulares n~o homeomorras 
2 



Pist.inguindo úrbitas·s!ngulares 

,Q diagrama das raizes de G é da forma 
·2 
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[Sol nos garante que as 6r bi las si ngul aras s.~u humot.opi cr..r.-• .;.r,l.;. 

€-qui val en'LB5 a CW-complexcs: com ·uma célula t::-m cada uma d::ts 

dimenst'>es O, 2, 4, 5, B e 10. 

Se 

H 
' 

H 
2 

€i G 
2 

element.os correspondentes 

OCH_) . -' = {::di_x eG), i ~1. 2 
2 ' X ., ' 

ICH_) = <x e G 
' 2 

;::d-1, = H.0. i = 1, 2 
' ' 

OCHi) ~ G
2

/JCH_) 1 = 11 2. 

a raizes de 

Para exibirmos a di!'erença entre OCH ) 
' 

e OCH ) !'aremos uso 
2 

de. par simét..rico CG ,SOC4))_ 
2 

SOC4) admite uma inclusão em G , 
2 

homomorfismo de Spin(4) ::.=: SpC1) x SpCl) 

e: SpCl) x SpCl) ~ G 
2 

induzi da pelo se-gui r,t.e 

em G
2 
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Como posto G = posto Sbc4) = 2 ((R-3 p.44J). vamos t.omar. um 
z 

toro maximal T de G tal que' T ~· SO( 4) S G PaPa obt;ermos um 
z z 

base conveniente de T vamos lr abal har 11a á.l gebJ~ a de Li e de 

SOC4). O recobrimento canônico de SpinC4) ~ SpCi) x SpC1) sobre 

soe 4) é dado por 

~ ' SpC1) x SpC1) S<X4) 

" 
Temos ent.ão em SOC4) dois subgrupos normais. isomor:fos a S

9 

que são 

s" = ~SpCD x <D) 
i 

S 9 = ~{1} x SpC1)). 
2 

O t..or o maxi-mal canóni co de S<X4) C que também designar emas 

por T) é da :forma 

T = {[ 

cose X) senC X) 

-senC X) c os C X) 

Logo 

As raizes 

por X + 

o 
-x 
o 
o 

de 

li e 

" o 
o 
o 

S<X4) 

X -

. c os( y) senC y) 

-sen.C y) c os C y) 

o 
o 
o 

-li 

são 

li· 

os 

o 
o 
li 
o 

f"uncionais 

Se munirmos 

<A. B> 
1 raizes = ~traçoCAB) as " + li 

respectivamente aos vet.ores 

[ 
o -1 o o 

l [ B= 
1 o o o 

B = 
i o o 0: -1 2 

o o 1 o 

linear-es 
A 

T com o 

e X - li 

o -1 
1 o 
o o 
o o 

I::>évemos observar quê IIB 11 2 = 2 
IIB li = 2, isto 

i 2 

SOC4) são do mesmo ~amanho. Temos ~ambém que B 
i 

A 

T --+ R dados 

produt..o interno 

se ident.i:ficam 

o o 

] o o 
o 1 

-1 o 

é, as raizes de 

e B perl.encem 
2 



e a SOC.4) pois 8 ::: VJ. 
1. 1 • i 

8 
2 

nos dá: 

o 

- - - -
H = é*CB? = 
' o 

o 1 

o o o 
o o -2: 
o 2: o 

~ -:-
H = e C8 )= • o 2 * 2 • 

o :-1 

Como 8 e 8 são singulares, 
' 2 

A 

de G Além disto, 
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·->p 

'' 
Um cálculo imediat-o 

·o 

- - ·- - - --1 
o· 

o -1 
1 o 

o 

- - - -
1 
o 

o -1 
1 o 

H e H t.ambém são element.os 
' 2 

I 'H I I 2 = 2:, I 'H I 1 2 . = 6 e singulares 
2 ' 2 

<H ,H> = O, ist.o é, H e H são element.os sinÇjulares 
• 2 ' 2 

perpendiculares entre si e port.ant.o o diagrama in~init.esimal de 

G
2 

Cver pag. Si) nos garant.e que H, e H são vet.ores 
2 

correspondent.es a raizes de t.amanhos di:fer-ent.es. Vejamos as 

órbit.as adjunt.as OCHt) e OCH
2

) .Pela const.rução dest.es vet.ores 

temos que 

e(>p(SpCD X s'J) ~ ICH ) z e 

Conde Si em ambos os casos é o grupo S 1 = <v = c.:+! f', I vi = 1}). 

Como sabemos que dim OCH ) = dim OCH ) = 10 as inclus~es acima 
' 2 

são de :fat.o igualdades, uma vez que ZCH.) i =- 1, 2 é conexo. 

' ' e<:lp(SpC1)xS )) e e(lp(S xSpC1)) def'inem em G 
2 

dois 

isomorfos a UC2). O que nos permi~irá dis~inguir en~re 

subgrupos 

OCH ) e 
' 
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<DCH ) 
2 

é uma medida de quanto es.t'e dois UC2) estão si.tuados em 

G de :formas difer-er1tes .. Pa1~a ist.'o pr-ecisamos das seguintes 
2 

considerações .. 

Seja e uma álgebl~a de Li e simples·. Exist..e em e apenas 

um pr-oduto interno < , > C a menos de homotetia) "lal que "lodos 

os automofíismos internos são invariant..es por < >. '/amos 

normalizar este produto < , ) (denominaremos o produto normali-

zado por < > ) 
g 

de tal :foJ~ma que se 6 é a maio!~ r-aiz de e 

então <6. 6> "" a. Se e· é uma subálgebJ-a simples de 8 podemos 
g 

de igual maneira, ob'ler o produto interno noJ-malizado < • ) ' • 
g 

O produto interno de g, < > induz em g' um produto interno 
g 

que denotai- e mos também por· < ) 
g 

Exi st.e port..a_nto um núme-

r o real posi t.i vo k, q;te é por de:finição o indice de e' em e. 

t..al que 

k< ) = < ) 
9 g 

TEOREMA: [Dynkin) k é um inteiro. 

At.iyah e outros ([A-H-SJ) t-rabalhando com a demonstração 

de Bot..t.. [Bo] de que se G é um grupo de Lie simples e compact..o 

ent..ão rr CG) = Z. est.enderam o conceit..o de indice para a seguint..e 
g 

si t..uação: sejam G , G _grupos de Li e simples e compactos t..ais 
' 

que G 
1 

s; G. Se o 1n9ice de G 
' 

em G é k ent..ão rrgCG/G
1

) 

idéia ent..ão é most..rar que lCH ) = 9CY'CSpC1) x 
2 

I(H ) -- ~'"'S' x SpC1)) -~ UC2) 1 di dif ' =-.. Y''- possuem n ces ereno...es. 
' 

Not..e que t.emos 

A 
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I O . 
S ---- G /e{S ) --+ G /ICH ) 

2 . 2 

e port.ant.o rr CG /e<:S
3
JJ :: rr CG /lCH )) 

3 2 i 3 2 . 
1 = 1. Z, isto é, 

quando nos re~erimos ao indice de UC2J em G , estamos de ~aLo 
2 

nos re~erindo ao indice de sue 2J s: uc 2J em G
2

. 

Como 'IB 11 2 
= IIB 11 2 = 2, IIH 11

2 = ê: 
I 2 I 

indice de ICH
1

J em G~ é 3 

IIHII 2 =6 
2 

em G é 1. 
2 

Temos então que n COCH )) = 2
9 

e rr COCH )) = {0}. Cobs.:Est.as 
9 t 9 2 

duas 6rbit.as singulares são estudadas em [S p.164J sem menção 

do ~ato de não serem homot.opicament.e equivalentes). 

2. UM GERADOR DE rr CG ) 
" 2 

Projetando pela 

ação adjun:la são levadas 

CG X G G c ;x;. y) 

[ 
o 

rrB 
1t = • o 
o 

aplicação exponencial. as órbitas da 

em 6rbit.as da ação conjugada 

-I 
Observando xyx )). que 

-rr o o 

] o o o 
o o -rr 
o rr o 

se projet.a pela exponencial no centro de SOC4). t..emos que a 

ór bi t.a adj unt.a OC rrH ) 
I 

se projet.a na 6rbit.a conjugada dif:eo-

morf:a a G /S<X4J. A geomet.ria dest.a ól"'bit.a é bem conhecida. O 
2 

rat.o de CG .SOC4)) rormarem um par simét.rico possui uma bonit.a 
2 

implicação geomét.r i c a dada pelo segui nt.e Teorema devi de _a El i e 

Cart.an. 
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TEOREMA (C-E p.77~. Sejam G, H grupos de Lie Com G compacLo 

e H s: G. Se CG, H) r-or-mam um par si.mét..rico e considerando em G 

uma mét-rica bi-invariant.e e effi uma mét-rica igual a duas 

vezes a métrica nor-mal, então existe um mergulho isométrico 

totalmente geodésico Ce- G/H em G. 

A construção dest.e mergulho é obtida da seguint.e r-orm~: 

seJa A ~ ecy<1, -1)) "' 6 2 
e defil)il-ldo 

u : 6
2 
~ 6 2 , ffCX) = AXA, Lemos que u é um homomorf"ismo com 

O conjunt.o dos pont.os fixos de u é igu~l a S0C4) S: G ... 
2 

e por-tanto u induz a aplicação & : G /S0C4) 
2 

G 
2 

~[XJ) = XCO'CX-
1
.)) = XAX-

1
A. & um.mer-gulho tot.alíftent.e geodésico 

e obtemos então G/SOC4) como órbita conjugada totalmente 
2 

-< geodésica G /50.::4) 
2 

~ <XAX A, X 15 G )_ 
2 

Cobs.: A tr aJ"'sl ação à 

esquerda por A é uma isometria). 

Vamos agora obt.er uma ou~ra órbi~a conjugada. A idéia é 

explorar o ~a~o que SUC3) s G 
2 

CSUC3) =<A E G • ACi) =i). 
2 

[Po p.2:72J). O grupo SUC3) possui um cen~ro C ZSUC3) .) discreto 

~armado pelas mat.rizes 

ZCSUC3)) = { [2 z 

Seja A E ZCSUC3)) a ma~riz de~in!da por z = exp(Zrri/3) 

Cnote que estamos considerando A em G ) . 
2 

Vamos mostrar que <De· 2a H ) 
~ 2 

se projel.a pela 

exponencial na órbita pela ação conjugada de 

designaremos l.al 6r.bi t.a por VC A)). 

Temos que 

aplicação 

A Ctambém 



H - H = 
• 2 

o 
o 
o 

o 
6 

-2 

o 
2 
o 

' '. 

' ' ' ------------------------------------
:o. -2 o o 
:2 .o o o 
:o o o o 
:o o o o 
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f2i o ol 
Logo como mat.riz comp.:i.e"xa, H H é da f' erma •o -2i o• • 2 Lo o OJ 

ist.o é, po~sui t.raço nulo e por-t.ant.o pert.ence à álgebra de. Lie 

de um t.oro maximal T
1 

S SUC3) S G
2

. Analisando o diagrama inf'i-

ni~esimal de SUC3) (ver pag. 81) "lemos 

H é -150° 
2 

T • 
e 

~al 

que o ângulo ent.re X e H
1 

expCX) = A . O ângulo ent.re H 
' 

H e H 
2 

t.ambém é de -160° 
2 

pois -6 = <H - H2. H > 
2 

= IH 

' 
~~ 

- H I I H I cose = ~ 8 i 6 cose 
• 2 2 

A A 

==> cose = 
~ 

2 
A in.t.er-seção.ent.re T e T conl.ém o subes­

' 
paço gerado por H 

' 
Como t.cdos os t.oros maximais de G 

2 

são con.jugados exist.e A e G t.al 
2 

A - { 

que AT A • = T M i r mames que 

podemos obt.er A com a propriedade AC H • H 
' 

- H 
2 

f'at.o, seja C S G o cent.ralizador de expCH -H), ist.o é, 
2 1 2 

De 

C = <Y E G • YexpCH - H )Y-t = expCH - H )}. C é um subgru-
2 t 2 1 2 

_po e cont.ém os t.oros maximais T e T 
' 

logo ex.ist..e 'A e C t..al 

-· que AT A = T e po~t..ant..o ACH . . ' 
H )A-i. = H - H 

2 ' 2 
Como a ação 

adjunt..a é po~ isomet..rias t..emos que o ângulo ent..re os vet..ores 

ACH • = H • 
-' o ·- H 'e A X A é -160 Cse est..e ângulo 

2 

150° podemos. '7ffi r-azão das simetrias do diagrama inf'init.esimal 

de SUC3). t.omar out..ro X e T t.al • 
que o ângulo seja -150°) e 

-· por-t..ant.o A X A 

Temos enU~.o que 

de onde segue que 

2rr 
::: ---:3"" H 2 

2rr 
e.xpC--r 

Cnot..e que 11 2
; 

H) 
2 

_, 
= expCAXA ) 

H)) =OCA). 
z 

z 
24rr ) 

9 . 

-i. '-i 
= AexpC X) A =AAA 

• 
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A'órbit.a conjugada ~CA) sat.isfaz OCA) = G /SUC3) ~ S 6 pois 
2 

A A A-
1 = A se. somente se A E sue 3). · Aqui a situação é di feren-

"le do caso G /SOC4) 'pois CG ,SUC3)) n.ão é um par simétrico. 
2 2 

Não podemos ent.ão utilizar o· Teorema de Cat~tan para mergulhar 

i somet..r- i cament.e G /SU( 3) 
2 

em G . 
2 

CObs.: Apesar de CG ,SUC3)) 
2 

não ser um par- simétrico. a métr-ica normal em G
2

/SUC3) :;;:: S
6 é 

a mét.rica simét-rica [BJ). No ent.ant.o, a. órbit-a G /SUC3) tem 
2 

também uma bonita propriedade t.opol6gica dada por: 

TEOREMA 4.1. A aplicação 

~ : S 6 
~ G

2 
/ SUC3) G 

2 

é um gerador do ·grupo de homot.opia rr G ~ ZR 
6 2 o 

A demonstração deste Teorema é baseada na propriedade 

da t.rialidade das mat.rizes em SOCB) (Cal. 

"V A e SOC€ü 3 B,C e SOC8) t..al que ACxy) ~ B(x:>CCy), 

' 
" Conde a multiplicação é a mult.iplicação de 

números de Cayley). 

Vamos relembrar que: 

SpinC7) =(Se SOCB). ACxy) = BC0CCy) V x.y E R
8 

e A e SOC7)} 

([Wh]). 

Vamos derinir a seguin~e runção: 

g ' s 7 
~ S<X7) 

ex --to g : X ----t C<X<X 

"' 
g es~á bem derinida pois g (1) = ~.1.~ = 1. Como uma das iden­

<> 

~idades de Mourang nos dâ que 



g C::.:.y) 

"' 
2 --2' -

-- C L"'<:õ>:D. ) C t:~ ycx) , ternos: que "'-

Podemos então dr2>fi r) i r a aPl i caçâo 

SpinC7) 

,-, --, 
C•-2-

.Olpl i c.ctç:âo 

Em [T-5-YJ t.Ecntos a dEcmonst.r·açâo que a aplic.:tção g gEcra 

o grupo de homotopia rr CSOC7)) e aplicação f' gera o grupo de 
7 

homotopia n CSpinC?)). 
7 . 

Se s, é Lal 
9 

1 ent.âo 2 

" E que C( = " = C( e 

cxCxy)a: 
2 2 -z 2 

COixa
2

)COI:
4
yo/) (1) ~ C:cy) = = Ccxxa )(ex ycx ) = ·= 

C( 

e pol~t.ant.o :f E G . Como lodo r.úmero 
C( 2 . 

de Cayley unit.ário é da :forma o: = cos(t.) + Jsen(t,) 

.onde J um de Cayley imagir1~1~io puro, se 

~ = cos(t,) + Jsen(t,) ent.ão u 3= 1 < t. = 2rr/3 ou t = O. 

Vamos rest.ringir a aplicaç~o f'_ ao pal~alelo 

$ 6 = {cosC2rr/3) + JsenC2rr/3)). Denominando f t.al aplicação 
' 

-lemos em razão de C1) a aplicação 

f" s 6 
--+ G 

' 2 

f 
C( 

a célula ?-dimensional definida por; 

e 7 = {cos(t.) + JsenCt.), 2-n:/3::; t. ~ rr}. 
., 

Vamos denominar' pol- f a rest..r·iç."io de í à célula 

-
7 

e 

ver que :f é injet.iva e que como ""-=-7 -- s" ' v.__ .... emos que-

Ulilizando agora a conhecida íibração 

(2) 

Lemos 

G --- SpinC7) -~ 5
7 

2 

E: íácil 

f1 7 = r 
&e ' 

. 
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G 
,2 

' ' 
~S!in:7·~ 

--::~- s7 .. 
IT•f 

iJe?) s7 IT•f C e - c1,o ..... . . 0) é bije'liva e por lar:.-

~ 7 
be

7
) s7 CS7

) lo IT•f ' C e • é um gerador- de IT "' z. 
7 

Como IT•f s7 s7 é uma aplicação de grau 3 .( rr <>f" C cD = 

2 • nCf) = ~.1.~ =a), n CSpinC7)) = {0), e a sequência exa'la de 
~ 6 

homclopia do f'ibr-ado C2), é da f'opma. 

n CSpinC7)) 
7 

obl.emos que: 

rr 
rr CG ) 

ó 2 

jo 
n CSp.il'l.C7) ,G ) 

7 2 

i) rr ([1)) = [3]. o que implica que rr CG) = 2 * 6 2 3 

o 

!!) ~((1))=[1), o que implica que fi S 6 G
2 

não é hemo-

t.opicament.e lrivial e port.ant.o é um gerador de rr CG ). 
6 2 

Obs.: i) f'oi provado por Mimura em [Mil usando o f"at..o que 

rr CS9
) = 2 

ó <2 

O procedimento an~erior nos dá uma prova elementar que 

n CSUC:3)) = 2 e rr CS
9

) = 2 bast.ando para ist..o ut..ilizar a 
6 6 6 i2 

sequênci a de homotopia dos f" i brados pr i nci pais 7 
sobre S • com 

espaços totais SpinC5). Spin(6) e SpinC7) C{YJ). 

Rest.a agora apenas most.rar que a imagem de í 
1 

é a 

6 órbit.a conjugada de A Cist.o é. ~S )). 

Se t.. = ê:rr/3 e o:
0 

f" et. ~ SUC3) s;: G
2 o 

= cosCt.) + isenCt.) ent.ão í Ci) = i e port..ant..o 
~o 

Af"irmamos que f"~ =A. Para most..rarmos ist.o 
o 
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devemOs provar que A = AI V A <>m SUC3). Dê f'at.o isto 

ocorre pois, CM )(x) 
C< 

" 

C< 
o 

2 =·.ACCi. )ACXJACa ) = 
o o 

2 
ACe< )ACXJA Ca ). 

o o 
2 = a. AC:8a o o = 'fcxoCACX:.)·) AJ C x) ~ uma vez que 

ACa) =a pois ACi) =i. 
o o 

Temos também que para B e G 
2 

f CXJ. 
B (()( ) 

o 

_, 
lUC[B))(XJ = B A B CXJ = 

-1 2 2 BC o: B CD a ) = BC o: ) :::t:B C a ) = 
o o o .o 

= BCD 

e portanto !"B<a , está na imagem de 
o 

Isto implica 

= 1 

que 

Como a ação de G em S
6 

é t.ral"lsitiva, is+~o é, 
2 

" {8Ce< ),B E G) = S, lemos de f'ato a j.gualdade 
o 2 

Pelo poliedro de Cart.an de 'G 
2 

temos que <OC A:J é uma 

6rbi t.a isolada e port.ant.o ·mini mal [H-LJ 8 

3. UM GERADOR POLINOMIAL DE D
5

CSUC3)) 

Um procedimento para se obter geradores dos grupos de 

homotopia rr CSUCk)), consiste em considerar aplicaç~es adequa­
n 

das sn SUCnú para m grande e através de reflextses, 

projetar estas aplicações em SUCk). Vejamos primeiramente como 

trabalhar com re~lex~es complexas. 

Reflex~es em Espaços Complexos 

No caso real a si~uação é a segu!n~e: 



136 

Séja V um espaço 'vet.or-ial real munido de um pr-'odulo inler-n.o 

< >. Dado um vet..or- unitário v vamos definir a tr-ansformaÇM.o 

linear R : V --+ V. 
v 

cW ·---. R Cw) ·= w - 2 < v, w > v) . 

R sat.is~az as propriedades: 
v 

i) R (v) = v 
v 

v 

ii) Se <u, v> = O ent.ão R Cu) = u 
v 

iiD R ·R = Id 
v v 

iv)· <R Cw), R cn >:' <w,(>. 
v v 

Port..anto. R é Uma reflexão em r-elação ao plano perpendicu-
v 

lar- a v 

v 

As !"'e:flexões at.uam de maneir-a t.r-ansi t.i va nas esfer-as de raio 

arbit.rário cont.idas em V, isto é, dados x, y e V Com lxl = lyl 

Y-x· 
u = 

I y xl 
e x ~ y. então R C '.X) = y. se 

u 

.No caso complexo temos uma ~it.uação análoga. Seja V ·um espaço 

vet.orial complexo com um produto hermitiano C 

com Cv, v) ~ 1 • seja R 
v 

R satisfaz 
v 

v ----> v c { ----> { 

i) R CÃ{) = À{ • isto é, R é C-linear. 
v v 

i"!) R Cv) = v. 
v 

iiD Se (v,{) = 

i v) R .. R = Id. 
v v 

O então R C{) = {. 
v 

). Dado v e V 
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Port.ant.o R E UCn) onde n = dim V.·· 
v c 

Devemos notar que com as identificaç~üs 

uc n) ---+ soe 2n) • as reflex(:jes complexas n 
!: E C , como 

matrizes em SOC2n). são composiçties de duas ref"lexões. A 

diferença do caso complexo em relação ao caso real é que dados 

x, y E V com lxl = lyl e x.-:y e = y-x 
u ly xl 

válido que R Cx:> = y. 
u 

Um gerador polinomial 

Temos a ident.i:ficação nat.ural 

de rr CSUC3)). , 

Podemos ''por suspenção'' obt.er a aplicação 

-w -x 

" o 
o z 
X -w 

nem sempre é 

: ]. 

-~] . 

Obsa: A razão de se t.rabalhar com a aplicação 'li'• obt.ida por 

suspensão da aplicação natural o: é que primeiramente ex é um 

gerador de rr CSUC2)) e a suspensão de aplicações de esferas • 
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possui propriedades ~opológicas forLes. Vamos primeiramente 

t.rabalhar heurist.icamêni:..e com as áplicaçe\es obt.idas por sus-

pensão para Qepois enunciar um ·.Teorema que nos dará as 

propr-iedades t..opol6gi c as da suspensão_. 

Como a primeira coluna das ~&trizes contidas na imagem 

de~ nunca assumem o valor C0,0,0,1), a idéia C[HJ) é refletir 

l.odos os vel.oi' es co! unas de VJ(S
5

) e obter uma nova apliçaç:5.o 

V' com ;..c S 5
) s: 
rzl 

coluna de YJ 1 w1 

l0 

SUC3). Sejam X • = Cz.w,x,O) o vel.orprimeira 

1 = (0,0,0,1) 

Vamos tomar a reflexão complexa R{ 

X • 

e :ra' 
{ = ---a· (1 

Temos que 

a ~-D~r=~J = r~J C: c.-x O 

1 1 

X, • X • representam os outros vet..ores colunas de 

então 

R{Cx
2

) = 

R.I;Cx
9

) = 

X 
2 

X • 

X • 

ac(. ~ X )~ 
z 

- 2C{, X ){ • 

-ac~.x){ • 

Obtemos então a matriz 

= n 1 

= [~] 

r=~ J 
r-~ 

+ = 
+""" -(>:) = 2 
X 

o 

r=~ 1 
r-x 2 

wz 
-w - C-w) = 

z wx 
o 

- Cz) 

rzl 
lf' w' 
l0 

l 
l 
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Como det.Rl; = -1 t.emos que det.CR(. V!).= det.CRt). det.C)#) = ·-1 Co 

pont.o signirica o produt.o de mat.rizes). 

Mas -1 = detC Rt. VJ) = C -1) 
4 

+i det.B ==i> det.B = 1 . Podemos ent.ão 

def'inir a aplicação e = R{_· V' 

[j--> [ -w+~ z+xw ,• 
-x-wz 

2 -w 
z-wx 

z• l -x+zw 
w+zx 

Para enf'at.izar a dependência de~ em.relaç~o ao pont.o 

y = Cz, w. x) vamos escrever { = {Cy) e port.ant.o 

e(y) = R, . yÃ.y) • 
.. ( y) 

PROPOSIÇÃO 4.2. e é um.gerador de n SUC3). , 

De-monstraç~o: Pela sequência exata de homot.opia do f'ibrado 

SUC2) --- SUC3) ~ s!S 

t.emos 

--+ fl ($5) --+ rr CSUC2)) ----+ n CSUC3)) --+ 
? 6 6 

---+ z 
2 ---+ z 

i2 ---+ z 
6 

--+ 

---+ n CS
5

) 

" 
--+ rr CSUC2)) ---+ 

5 
rr CSUC3)) ---+ rr C S

5
) --+ 

5 5 

---+ z 
2 

"' -=--. 2 --+ 2 --+ 2 -2 

1 - 2 
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---+ rr c sue 2)) ----+ n c sue 3) ) 
5 

rr CS ). 
• . 4 • 

z ---> • o ---+ o . 

rr SUC3) = 2 {M-1 p.129J). 
5 

. 90 

Por-t.ant.o um gerador de rr CSU(3)J 
5 

é 1 evado em duas vezes o 

ger-ador de 
5 rr CS ). Mas o gerador de 

5 
é a aplicação 

[j -+ [j !st.o é. uma aplicação de S~ em S 5 de grau um. 

B • •• s
5
~s' asya env~O provarmos que flo9 : ~ é uma aplicação de 

grau dois. Mas t.al rato deve ocorrer uma vez rroe é uma íunção 

com en'lradas polinomiais de grau dois. Desenvolvendo os cálcu-

los necessários 'lemos que realment.e o grau de rroe é dois • 

Como foi obs~rvado na Int.rodução, a importância de se 

obt..er expressões os ger-adores dos grupos de homot.opia. 

consist.e em • por exemplo. no caso de SUC3), rr CSUC3)) class!-
5 

fica os SU(3)-fibrados principais sobre S 6 
e port.ant.o conhecen-

do-se explicit.ament.e um element.o de rr CSUC3)), conhece-se en~ão 
5 

a ''f'unção de colagem'' que de~ermina o f'ibrado. 

Proposiç~o 4.3. ê corresPonde ao ~ibrado 

SÚC3) 

Demonstração: Pela .sequên'cia exat.a de homotopia temos 

--+ rr CSUC3)) 
6 

----+ rr C G ) 
5 • 

6 
-----+IT C S ) 

6 
rr CSUC3)) 

5 
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_., z2 ---+ z ó ----+ ~9 ----+ z --to z ---+ o ----+ o 

1 ----+3,1-J-1,0~1----+±1 

de onde o resulLado.segue. 

CNo~e que pela sequência de homo~opia do fibrado 

G --- SpinC7J ----+ S 7 Lemos rr CG) = rr CSpinC7JJ. = 
2 5 2 5 

= n
5

CSOC7)) = O CM-1 p.142D • 

Observação: É possivel enLão consLruir a variedade G colando--
2 

se duas 
6 

copias de. D xSUC 3) utilizando-se e. 

Devemos ainda observar que rr CSUC3JJ ""' • n CSUC4)) =, • 
= n CUC4JJ. A Proposição 4.4 abaixo nos garante que e é ho­

" 
mot.ópico a VJ ~emas portanto um &epresent.ant.e bastante simples 

do gerador de rr CSUC4JJ. 
5 

Como = vamos 

considerar- VJ e e como f'unçBes com valores em UC4J e real.izar 

neste espaço a homotopia entre estas aplicações. 

PROPOSIÇÃO 4.4. e é. homotópico a~· 

Demonstração: temos que 

~ = flo'lp é homotópico a uma aplicação constante. 
' 

Como ~Cy) = ~ C1 ~ambém é homotópico a uma 

aplicaç~o cons~an~e. Logo a aplicação 

s 5 ---+ uc 4) c ~ ---+ R{ ) é homoLópica à aplicação cons~anLe 
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C{ -> R~ ). Como R(., pode S:B-1" ligado em UC4) à mat..r-iz 
• 

ident..idade t..emos que c~ ~ R c ) é homotópio a aplicação 

constante C~ ~ Id). Segue então que .e. Cy ~R~ o~y)) 
.... ( y } 

é homotópico a ~ Cy ~ ~Cy))B 

A construção acima para se obter um gerador de 

n CSUC3)). pode ser gener-alizada na t.entati va de se obter- um , 
gerador de rr CSUC4)). Ê o que f"aremos a seguir. 

? 

Um Gerador Racional para rr CSUC4)) 
7 

Podemos obter por.. suspenção da aplicação 

s 5 
-----. sue 4) a seguinte aplicação C que também ·denotaremos 

por- VJ): 

SVCS) 

X -y -z 
y X o 
z o X 

o z -y 
w o o 
o w o 
o o w 
o o o 

Cnote que VJ é da f"orma [ A 
. wi 

o -w o o o 
-z o -w o o 

y o o -w o 
.X o o o -w 
o X y z o 
o -y X o z 
o -z o X -y 
w o -z y 

-wi ] ) . 
A• 

A idéia é novament.e utillzar pr-ojeçôes complexas par-a projet.ar 

VJ em SUC4). Denominando a :::: ex. y. z. w) E s' e 

('I' (a). 

' 
lj.l (oU) • • 

. o. 

os vet.or-es colunas de lp(cV • t..emos que 

? 
1) V C( E S . 
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Sejam 

<? 
~Ccil = ~ eco •...• o,D - "' CciJ) 

' 
c-x.-y.-z.o.-w.o,o,l) 

e R 
{ (00 

a p~ôjeção complexa R, . CY)) = Y} 
'> ( 00 

Como C{Ccil,>p CciJ) = 
' 

'lemos R~.' C 1.)1 C 01:)) 
..._(CO i 

= CO, ...• 0,1) e 

portanto R 
{<CO 

>p(cil é uma matr-iz da f'orma [d!!-] Como 

det.R~ = -1 temos -1 = detCC R{ <úo. VÁ e<)) = C -1) 9.+ ~detB 
(C<) 

==> det..B = 1 e port.ant.o B E SUC7). 

Como 

cecw. "' c ciJ) 
<? cecw. VJ5(o.)) o = ~ = 

' 
C{Ccil, "' c ciJ) o C{Ccil, "' c ciJ) 

<? = = 
~ 

z 
2 6 

C{CoO, "' (OI)) o C{Ccil. "' c ciJ) 
<? = = ~ y • 7 

C{CoD, "' c ciJ) 
<? 

C{CoD, 1)1 (ói)) 
<? = 

~ 
w = 

~ 
X 

4 • 
a mat..riz R{ <oo >p(cil é da :f"orma 

-z -z xw -w -= "1' lx1 2 

X o :-~+yw o -w-n y !Y 
o y+zw o 2 -w+yz X -z xz -
z -y X o o o -w 
o o 2 

w X y-wz z+yw "'" w o o -y X o z 
o w o -z o X -y 

Temos então de:f"inida uma aplicação que denominar-emos e da 

f' arma: 

s• e 
SUC7) (e< 

por um raciocinio idên~ico ao da proposiç~o 4.4 têmos que e e 1)1 

são homot.ópi c os. 

Aqui 'lemos t.ambém que e c w or! co. . .. , o. 1) v o: e s 7 

' 
e porta!Jto podemos projeta!"' e em SUC6). Sejam 
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{C cO 
l2' 

= - ;_; eco . ~ - -
...• O, 1) - e

1
Ce:D). = ~ Cy,-x,O.-z,O,-w,1) 

e 

Como R{<cúce
1
Cc0) =co. . . . . o. 1) a·matriz 

Rt;"<oo· e(cD é da íorma . Nas 

-1 = det..CR e •cO 
e(cD) = C-1)

7
+

1
detB = detB e portan.'lo para 

obt.ermos uma· matriz em SUC6) é necessário u~ocar o· sirial da 

prime-ira coluna. Seja'J = [=!.-ffd-1·. logo R{ul0.eCcD.J E SUC6). 

Definindo 

7 
y' s 

valores 

C{CcO, e CcD) 
< 

SUC6) c CC ___.. R 
{'co 

'12' 
C{CcO, e C01)) = -a- 2 

e{C() • J) e ut-ilizando os 

~-
C{CcO, é (oc)) o = = a • 

C{CcO, e Co:)) 
~-

C{CcO,a (<)!)) o C{CcO,a (<)!)) 
i"2'-= --z = ---r"' • a 5 . 6 

C{Cw, e c cU) 
'12' = --a-y 7 

Obt.emcs a seguinte expressão para r 

2 -2 z+zw xw -w+~y -= ~-xy 2 lx.!_ +~-
xw -~+yw -= -w-~ y_+lxl xy-x:x 

-x y:zw o -z -w+yz xz 
2 -y-zw X -z o = -w-x-z 2 o w X y-wz z+yw xw 

2 o -w -y-wz X xw z-yw 

Com um raciocinio idêntico ao da Proposiç~o 4.4, temos que y é 

homo'l6pi co a e. 

Not.ando que Y (cú ~ (0, ... , 0, 1) V~ E S 7 podemos projetar y 
2 

em SUC6). Seja { = 
'12' ã eco .... ,0,1) 

- - 2 
('X)'II,-z+yw,y+zw,x,w _,0)) = 

iT - - 2 a c-xw.z-yw,-y-zw,-x,-w .1). 

Temes então que R~coD" yCoD é uma maL~iz da fo~ma [':!-~':!-]. 
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Observando que neste caso também é ryecessário trocar o sinal da 

primeira coluna Cpara isto ulilizar.emos uma aplicaç!;io J) e ut.i-

lizando os cálculos . 

C{Cci>,r (c;)) 
.rz'-2 

~ 

' a c~cw.r2Cci>) 
'2' 

~ 

-a' 
f7' 

C{Cci>, r (c;)) " -~ C-y w2) 
9 2 

C{Cci> .r (c;)) 
i2'-

~ ---.--x • 2 

C{Cw.r, (c;)) 
1'"2'--

~ 

-a'""' C{Cci>,r (c;)) :ra: 
~ ã Cz yw) 

" 
obtemos a aplicação ~ C a: --+ R, • yCoU •J) 

c., ( CX> 
SUC5) 

homotópica a r. 

A expressão de ~. e dada por 

9 2 2 
xw - yw 2 -=w - ryw +yz w xw xz 

9 - 2 2 2 2 
yw - 2W + xw -xz + yz + lzl w y w yzw xyw = yz w 

9 - 2 2 2 2 '2 
2W + yw+ X -lyl - yzw + yzw + 2 w xzw + xy z 

2 2 2 
xw + zw - y -z xy - xzw x 

• 9 2 
w 2W - xw + X 

2 
xw + y - wz 

2 2 - 2 -2 lx1 2 
X W + xy xy -ryw + X2W + y + 

2 2 lx1 2 -ly1 2 w 2 
ryw =w + y + - yzw + yzw - -2 

z + xy xy 
2 2 -2 + lzl

2
w + + xzw + ryw + yz w yzw - y w zy = 

2 + + - -X W = ryw = yz w 
9 - 3 - 2 

xw + yw + 2 yw + 2W + xw 

Devemos observar agora que 

2 - -
õi C cD =( x w - ::o::z, xyw - xz -yz -w. xzw + xy 

9 

2 2 2 -
z • x , ~ -1- y - wz) 

é sempre di~erente de ex. o. 0) À e C - {Q) qualquer que 

j S 7 
se a ct e ._ isto é, seu= C1, o. ...• 0) então u e ~ 9 Co0 são 

linearmente independentes (sobre CJ. Temos então que u e ~ (c;) 
3 
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c " definem um 2-plano complexo n ~ C . A idéia agora é, por meio 

de uma reLação nesLe plano, projet.ar ~ (cU êm u (obs.: • a difi-

culdade aqui é que (1,0, ... ,0) e W CcO não são se~pre perpen­• . 

diculares e port.ant.o não podemos fazer a reflexão definida por 
i2.., 

{CcD = -.,
2
-CC1,0, .. . ,0) - !I> (c.:J). 

9 
Seja P a projeção ortogonal 

a 

c sobre n • isto é, 

c = ,., e se 

p 
C< 

p 

"' 

c~ -. c 5 

(x) = o então 

t-al que p I c 
e< n 

c ex. n ) = O. 

~ Id, 

Quando o contexto não deixar dúvidas, vamos abandonar o 

subescrit.o 3 em iPCcD 
9 

e indicar o vetor apenas por ~CcD. Uma 

c 
base ort.onor-mal de n relat.i va ao pr:-odt,Ito Hetmi t.!ano C ) é 

dada por 

{u, vCcD = } me cü C'I!Cc0. u)u 
l~cw C-I>Cc:U. u)ul 

Em relação a est.a base temos 

~CoD = C«?CoU,u)u + C~CoO,vCoD)vCcD. 

temos que 1 = 1-J>(cDI 2 = IWCoD,u)1 2 + ICWCcü,vCcV)I
2 

Podemos agor-a definir a rot.ação 
c 

em n cuja mat.riz l'!a A ifi (00 

base <u. vCl:D) é 

[

A l{u,v} = 

iP<co {u,v} 

Note que Ai!!-< oo 
c;;cw) ~ u. 

Vamos agora deíinir 

F s" :e cc 5 
• C5) 

c 

" F Cw ---+ CI 
C< 

[ 
CillCa), u) 

-C~Cc:V ,v) 

a aplicaç§:o 

- p )(w) + 

" 

acê6. v)] 
CWCcO,u) 

A • p Cw)) 
ifi ( 00 " 
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Para obtermos uma expressão· malricial para F vamos 

" 
estender <u.v) a uma base ortonormal Cem relação ao produto 

hermi li ano C )) 

Logo 

[ 'b F"'jb ~ 

Por· tanto a mat.r-iz de 

e = {e ,e,e,e.e) é 
i 2 3 4 ~ 

[FJ: 

b = <u. v, 

(\P(a) • U) 

(~(cU, v) 

o 
o 
o 

w • w 
' 2 

w ) 
9 

(2Ccü, v) 

CWCcD, u) 

o 
o 
o 

F relativa à base 

da forma 

[ uj ~ [FJ~ [v]~ 

o o 
o o 
1 o 
o 1 
o o 

canónica 

onde [u)~ , [u]~ são as.mat.rizes de mudar1ça de base, 

* 

o 
o 
o 
o 
1 

de c' 

Como 

[u]~ o= [u]~ temos que e por-ta"'!t.o 

SUC 5). Not.ando que 

podemos de~inir a aplicação 

,.,, SUC4) 

F C~ Co0)=C1,0, ... ,0). " . 

(note que é uma matriz da ~arma 

o o 

.. 
9 

1 
o 
o 
o 
o 

.. 
o o 

l 
e portanto n~o há necessidade de se trocar o sinal da p~imeira 

coluna para se obter uma matriz em SUC4)). 



Def'inindc: 

C< 

--->.SUC5) 

'P C oé) ----+ • ~Fa~: = ~ cl-P c? 

é imedia~o que F é homt6pico à aplicação constante 
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s• --'SUC5) Ce< Id) de onde segue que n é h~motópico à 

~. Para obter-mos uma expressão explici t.a de n é necessário 

simpli~icar a expressão de F 
C< 

Seja 

CD +A~ <COO PC(C~/cD). 

• 
Para evitar que a notação fique muito carregada vamos 

fazer nos cálculos que se seguirão ~jCcú = y, Pa = P, 

A 
~ (O() • 

Logo 

= A • i?CcD=x • 

C1) = F Cy) = CI-PJCy) + A o PCy) = 
C< 

y - Cy,u)u - Cy,v)v + <Cx,u)Cy,u) + Cx,vJCy,v)}u 

+ <-Cx,v)Cy,u) + Cx,u)Cy,v)}V = 

y + {CCx,u) - 1)Cy,u) + Cx,v)Cy,v))u 

+ <CCx,u) - 1)Cy,v) - Cx,v)Cy,u)}v. 

Os coe~icientes de u e v na equaç~o acima podem ser 

escritos na forma 
v, 

cx.v) = Cx.-rl~v~l-) ~ 

' 

1 
lv i 

' 
1 

lv I • 
onde 

<x,x:> Cx,u)Cx,u)} 

V =X 
< 

<-x:. u)u e 

Cx- <x.u)u. x- <x.u),uJ = 

Cx,v) 

1 
= I v I • 

I v I z 
• 

1 
Cx,x Cx,u)u) ~ 

I v I - ~ 

' 
C1 1Cx,u)l 2

) I v I ~ 

' 
= C v ,v ) = 

< < 



Cx,::o::;) - Cx.uJCx,u) - Cx.u)Cu,X) + 1Cx.u)I
2

Cu,u) = 

2 • 2 
1 - 21 C x, u) l + I C x, u) I . = 1 1Cx,u)l 2

. 

Cy, v) 
1 Cy,v ) 

1 
Cy, X = I v I = I v 1- - Cx-u)u) = • • i 

1 Cy, u) 
Cx,u) 

Cy,u). 
I v I 

-
I v I 

i • 

Se j ;o! 3 en.Lão x ;>! y e C x, y) = O e po1~ t..an"lo 

Cy, v) = 
Cx. u) 
lv I (y,u). 

i 

FinalmenLe pode~os obt..e~ o coe~iclent..e de u 

Cx,u) - 1JCy,u) + Cx,v)Cy,v) = 

C 
1-1Cx,u)1 2 

-=-...:..;~r-:.._) c - CX,U) C )) = lv I y,u v, i 

{Cx,u) - 1 - - ...:1'-::- . 2 -Cl - ICx,u)l Cx.u)}Cy,u) = 
lv 12 

i 

O coericienLe de v é dado po~ 

CCx, u) i)Cy,v) - Cx,v)Cy.u) = 

CC x, u) 1)C -
Cx. u) 
lv 

1 
Cy,u)) - lv

1
1Cy,u) = 

i 

Cx,u) - 1Cx.uJI
2 

{ - lv I}Cy,u) = 
v i i 

- Cy,u). 

gg 

'· 

- I 12 v 12 - I 12 I 2 <Cx,u)- Cx,u) -1 1 )-Cy,u){Cx,u)- Cx,u) -(1- Cx,u)l )}Cy.u) = 
v v 

i i 

1 (x, u) 
lv I Cy,u). 

i 

Temos ent.ão que o úl t.i mo t.er-mo da expressão de F é 

1 - Cx,u) v1 
I v I C Y • u) """"11-:v-f-rl-

' i 

Obt.emos ent.ão 

= 
1 -1Cx,u)l

2 
Cy,u)v . 

i 
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F C !I! CoO) = !I! .coa - a coa u)u -
O( J J· j • 

1 - C I!- cê(). u) 
____ ::_•-----,:- ( ~ . (CO , U) V 

1 - l;p CoD,uJ1 2 
J i 

3 

j=1,2,4,6. 

Podemos agora calcular explicitamente a função 

7 ., ' s 

Como 

;o (O<) 
3 

!1!. (O<) 
3 

= 

-

SUC4). 

2 xw - = 
xyw - = -

X2W + xy -
2 

X 

n./2 + y -

Ci'l? Cc:ü, u)u 
3 

yz - w 
2 

(~ CcD,u)u z 
3 

wz 

o 
xyw X2 yz w 

= =w + xy 
2 - z 

2 
X 

2 
xw + y - wz 

1 - ICW ccD,u)l 2 
= 1 - cx?w- :;:azJc;?W- XZJ = • 

1 1x1 4 1w1 2 + 1x1 2 xwZ + 1x1 2 XzW- lx1 2 1zl 2 = 

1 - cff' (dJ,u) = 1 
9 

xz). 

2 
X w X2 

o 
= o 

o 
o 

Temos então que a primeira coluna de ~CcD C 'ry C cD) é da f'orma 
' 

' 
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9 - 2 yw zw .+ xw 

9 - 2 \') c cD . ~ zw + Yw + X 

' 2 xw + zw y 
4 

w 

xyw = yz - w 
-2- -- 9 - -C1-x w+xz)Cxw -yw-z) 

+ 2 • xzw xy - z 
2 2 2 2 1-lxl Clxl lwl +lzl -2Rea1Cxwz) 

2 
X 

2 
xw + y - wz 

As ou~ras colunas podem ser calculadas da mesma ~arma. 

Como podemos garan~ir que ~ é um gerador de rr CSUC4))? 
7 

Como 

SVC3) 

' ' ' SVC4) 

y l rr 

s
7
--~ s 7 

nonCoD = 'I)Co0 
' 

a. se-quêl"lcia exat.a de homot.opia do f"ibrado nos dá 

rr CSUC3)) rr CSUC4)) 
7 7 

rr S
7 

7 
rr CSUC3)) --+ 
" 

rr CSUC4)) 

" 
o 

Crr CSUC4)) = O 

" 

z 

1 

rr s
7 

6 

z z 
6 ·o 

6· 

(M-1 p.129D. 

Temos ent.ão que Y1 é um gerador de 

somént.e se n ~or uma aplicação de grau 6. 
' 

o 

n CSUC4)) 
? 

se e 

o problema de se calcular o grau de n1 é evidentement.e 

um problema comput.acional. Ut.ilizamos ent.ão um comput.ador 

IBM-386 com o processador Algébrico Mat.hemat.ica. Ocorreu porém 
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que o program~ rodou durante 85 horas consecutivas sem con-

seguir obler o result.ado. Port.'antq, calcular o gl"au de YJ.t não é 

um problema trivial mesmo do ponto de-vista computacional. 

Oco1~re porém que a suspensão de aplicações de esf"eras 

possui propriedades topolÓgicas que combinadas com o Teorema de 

Periodicidade de Bott nos leva ao seguin'Le resultado f"orte. 

TEOREMA C Fomenko [ D'-N-F p. 271 J) 

Se Si -i ~ UC m) é um gt.r ador do grupo de homot..opi a 

n CUCm)), então a aplicação r_ 
i-.t I+:l 

si + 1. ---+ sue 2m) obtida 

por suspensão- de f. 
'-' 

é um gerador de rr. CSUC8n0). ,., 

Como a ap'l i cação VJ foi obi t.da por duas suspensões a 

partir do gerador a de rr CSUC2:)) • temos que real mente VJ é 

um gerador de rr CSUC8)) 
7 

e portanto também é um gerador de 

rr CSUC4)) ([M-1 p.129J). Como l/) é homot-ópico a lj 1 ~emos que r, é 
7 

um gerador de 

6. 

n CSUC4-)) e por'Lan"lo 
7 

é uma aplicação de grau 

Obs. : No'Le que o Teorema de Fomênko nã.o invalida nosso 

objeLivo que era o de consLruir represenLan"les expliciLos 

para os geradores dos grupos rr CSUC3)) 
5 

e. n CSUC4)). 
7 
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