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INTRODUCAO

O titulo desta dissertacdio é bastante ilustrativo do trabalho
desenvolvido. Mesmo assim, acreditamos ser hecessério estender-nos um
pouco pér‘a tornar claro o espirito que o norteou. Os resultados
cladssicos sobre propriedades globais de curvas planas, datam da primeira
metade deste século: o Teorema dos Quatro Vértices foi demonstrado por
Mukhopadhyaya em 1909, Hopf demonstrou o Umlaufsatz em 1935, enquanto a
desigualdade isoperimétrica foi tratada por A, Hurwitz em 1902 e E.
Schmidt em 1939, isto para citarmos apenas os teoremas mais conhecidos.

A riqueza e e a relativa "maturidade" existente no tratamento
de curvas planas serviu de silpor'te e inspira¢io para este trabalho.
'Nossa linha diretriz foi a de dar um tratamento riemanniano e estender
conceitos e resultados da teoria cléssica de curvas planas para
superficies (variedades bidimensionais), resgatando, sempre  que

possivel, a percepgio geométrica original.

Assim sendo, comegamos mostrando no primeiro capfitulo, que a
curvatura geodésica com sinal de uma curva em uma variedade
bidimensional pode ser vista, de modo andlogo ao que ocorre no plano,
como a variagio angular da indicatriz tangente, via transporte paralelo.
Na sequéncia, determinamos as curvas com curvatura geodésica constante

no planc hiperbélico e na esfera. Esta questfo surgiu a partir da



demonstracdo feita por [Osserman] do Teorema dos Quatro-ou-Mais Vértices
(que leva em consideragio o fato das circunferéncias: terem curvatura
constante), mas‘ ndo deixa de ser interessante por si{ propria..
Acreditamos que a abordagem que fizemos possa ser estendida para a
determinaciio de curvas em espagos hiperbdlicos e ‘esferas de dimensdo
maior, que tenham curvaturas de ordem mais alta constantes, problema que
tem sido abordado recentemente no caso euclidiano ([Barbosa] e
[Weiner,1]). Ainda neste contexto, definimos circulos osculadores e
evolutas de curvas no planc hiperbélico e na esfera e argumentamos que
estes conceitos fazem <gentido apenas nas superficies de curvatura

gaussiana constante.

No segundo capitulo comegamos o estudo global de curvas
mostxqahdo que o conceito de indice de uma curva ndo faz sentido, de modo
geral, em variedades que nfo sejam “flat". Seguimos generalizando e
demonstrando um resultado classico de andlise que garante a equivaléncia
entre a convexidade de um conjunto em um espago vetorial normade de
dimensdo finita e a existéncia de hiperplanos supories por pontos de
fronteira do conjunto. No contexto em que trabalhamos, substituimos
convexidade por convexidade geodésica e hiperplano por geodésica
suporte. Além disto, mostramos que uma curva com curvatura geodésica

positiva é necessariamente convexa.

0 terceiro capitulo ¢ inteiramente dedicadec ao Teorema dos
Quatro Vértices. Antes de detalharmos o trabalho realizado referente a
este teorema, gostariamos de comentar que a demonstragio deste no plano

hiperbélico representou o passo inicial deste trabalho e nos levou, de



uma forma ou outra, a varios dos resultados que apresentamos nos
capitulos anteriores. Além da determina¢do das curvas com curvatura
constante para podermos trabalhar com circules circunscritos, a
interpretacio da curvatura geodésica com sinal e a discussdo sobre
indice de uma curva feitas nos dois primeiros capitulos surgiram a
partir da uma tentativa (mal sucedida) de demonstrar o Teorema dos
Quatro Vértices no plano hiperbélico.

Para o plano hiperbélico fizemos duas demonstrages do
teorema: a primeira foi feita a partir de uma relagdo que estabelecemos
entre curvatura euclidiana e curvatura geodésica de uma curva no plano
hiperbélico e a segunda delas é uma adaptagio da derﬁonstr‘at;f-io de
Osserman. Finalizamos o capitulo com uma versdo do Teorema dos Quatro
Vértices para curvas esféricas. Garantimos a existéncia de quatro pontos
criticos da curvatura geodésica de uma curva f échada simples na esfera,
a partir de uma relagdio que estabelecemos entre torgdo e curvatura

geodésica destas.

Devemos mencionar neste ponto que, apds concluide o trabalho
e Jj4 redigida esta dissertagfio, nos deparamos com o artigo de
{Thorbergsson]. Nesse artigo ele demonstra, por caminhos totalmente
distintos do que fizemos, que uma curvé fechada simples homotépica a
zero em uma variedade riemanniana bidimensional completa, orientada e de
curvatura gaussiana constante, possui ao menos quatro ‘“pontos
estacionarios” (pontos criticos da curvatura geodésica). Observamos que
a menos de isometria, este resultado abrange apenas curvas na esfera e

no plano hiperbélico.

Para finalizar esta introdugdo, gostarfamos de dizer que
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consideramos este trabalho um ponto de partida bastante fértil para
désenvolvimentos futuros. Estes podem ir por duas vertentes basicas: a
primeira seria a de desenvolver o estudo global de curvas em variedades
de dimensdo arbitraria (como buscar formulages semelhantes ao do
Teorema dos quatro vértices) e a segunda seria a de tentar generalizar
propriedades de sub-variedades geodesicamente convexas de co~dimens&o
arbitraria.

Além destas possibilidades, vérios trabalhos interessantes
tém sido feitos sobre curvas no plano euclidiano, assim como diversos
problemas, também interessantes, continuam em aberto. Apenas para
citarmos alguns exemplos, Osserman sugere um problema que seria o da
existéncia de uma medida natural no espago das curvas fechadas planas
simples que caracterizasse de modo adequado o fato das curvas com apenas
quatro vértices -serem "poucas" por possuirem uma propriedade muito
especial: estas devem interceptar seu circulo circunscrito em apenas
dois pontos, e estes devem ser antipedas no circule. Citando outro
resultado recente, [Pinkall]l] demonstra em 1987 que uma curva fechada
(ndo necessariamente simples} plana que € bordo de uma superficie imersa
possul a0 menos quatro vértices e conjectura que se a superficie tiver

genus g > 1 entdo a curva tem ao menos 4g + 2 vértices.
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CAPITULO |

Neste primeiro capitulo trataremos das definigdes e conceitos
basicos referentes a ;:urvas em uma variedade, e estudaremos algumas
questdes locais. O parégrafo 1.1 terd a responsabilidade de recordar
aos leitores as defini¢Bes de variedade, curva em variedade, transporte
paralelo, conexfic, curvatura geodésica, circulo osculador, e outros
conceitos locais., Alguns destes conceitos serdo definidos apenas em
espacos euclidianos, particularmente no plano, pois na literatura
disponivel nf#o encontramos definicdes mais genéricas e assim sendo, a
extensfo destes conceitos faz parte do trabalho desenvolvido e constara
dos pardgrafos seguintes, Todas as definigbes e resultados mencionados
no pardgrafo 1.1 podem ser encontradas em [Carmoll, [Bergerl] ou
[Spivakl,2 e 4 ], sendo que a maioria dos resultados pode ser .e'nco.ntrada
em mais de uma das referéncias acima citadas.

No paragrafo 1.2, exploraremos o conceito de curvatura
geodésica e daremos uma definigdo alternativa para este conceito, a qual
estende do modo mais natural possivel a idéia original de curvatura como
sendo a variagdo local da diregdo das retas tangentes._ No paragrafo 1.3
determinaremos todas as curvas de curvatura geodésica congtante na
esfera e no plano hiperbdlico. Em ambos os casos iniciaremos com uma
demonstragéo bem simpéticla de que uma determinada familia de curvas tem
de fato curvatura geodésica constante, apenas através do conhecimento
dos grupos de isometria das respectivas variedades. No entanto, para
demonstrar a unicidade destas, haverd a necessidade de calcularmos

explicitamente a curvatura.



1.1 CONCEITOS BASICOS RELATIVOS A VARIEDADES E CURVAS

Durante todo o trabalho denotaremos por M® uma variedade
Riemanniana onde o indice n indica sua dimensfo, mas o Indice poderi ser
omitido quando a dimens8o da variedade for irrelevante ao assunto em
questdo ou quando ndo houver espago para diavidas, o mesmo ocorrendo com
o adjetivo "Riemanniana®. Denotaremos a métrica associada a tal
variedade por < , >M , o fibrado tangentel por TM e o espago tangente sm
um ponto peM por TP[M; x(M) serd o conjunto dos campos em M e VXY
denotard a conexio Riemanniana em M. Em termos de coordenadas locais,
temos que, se (xl,xz,...,xn] for um sistema de coordenadas locais em M e
a a 3

—Xn] base de cada fibra, podemos localmente representar os

[a_xl’ﬁz' 13

campos X ¢ Y por

e obtemos que

a a k a
¥ xiija % ) Xlﬁl(yj)ﬁj Y [E xly]r‘” + X()‘k)]-a;k
1,] —1 . E M,

ax
onde
a  _ i |
Va_ E}El = Z rqua';k
(:b:1

Se a métrica for dada, neste sistema de coordenadas, por uma matriz

- ; 1
[g”), onde gu— <H1,5-£1>M com inversa (g°), entdo os simbolos de

Christoffel I"TJ tem a seguinte forma:



m

_1 d d _a km
Y _i)k: [ﬁi B T 3% Bl T AE gu]g .

Uma curva em uma variedade M é uma aplicaqé'\b 7:I—> M, onde
I ¢ um intervalo da reta e vamos supor sempre que tais curvas sdc ao
menos de classe C°, mas na fnaioria dos casos poderemos supo-las né&o
apenas de classe ¢” como também analiticas. Uma curva y é dita fechada
se ela for periodica ou, equivalentérnente, se y for uma aplicagio de 5!
em M. Eventualmente cometeremosum abuso de linguagem ao denotar por ¥ o
tragado de ¥, que definimos como sendo a imagem de I por 7, ou seja,
7(DDS M e denotamos por {y}. Se B:J—M for uma curva com Bll) = y(I) e
existir difeorﬁorf‘ismo ¢:1—>J tal que Be¢ = y diremos que 8 ¢ uma
reparametrizacio de . Diremos que uma curva y € k-regular em tel se

para qualquer sistema de coordenadas {U,p) onde U & uma vizinhanga de

¥t} e U —> VCR" tivermos que {(qzow)’.(qoow]",....(qooa')(k)} forma um
con junto linearmente independente de vetores em Tgo ot mm,
considerando-se a  identificagdo canénica de R® com quoa’(t)IRn'

Semelhantemente diremos que o tracado {¥} de uma curva & k-regular se
admitir uma reparametrizagdo k-regular. Se 7 estd definida em um
intervalo [a,bl, definimos a Tuncio comprimento de arco de ¥ como sendo
£ (t} = P('y’{t),'fr’{rb dt.
a M
Vale recordar que o parmetro t é dito comprimento de arco de ¥ se
tivermos &(t) = t-a € que se y for uma curva regular podemos sempre
reparametriza~la pelo comprimento de arco e neste caso denotaremos o

parametro por s, obtendo que <g"(s),q’(s]>m =1,

Lembramos ainda que



p:MxM —s R
(p,q)— inf{ ﬁ(?'(t],ar'(tbmdtlar curva C' ligando p a q }

& uma métrica em M.

Vamos lembrar também que a derivada covariante de um campo de

vetores X ao longo de uma curva y serd definida como sendo a conexfio de

X pelo campo ¥'(t) = dy e denotada por

13 Lembramos ainda que um

DX
dt’
campo de vetores X é dito paralelo ao longo de uma curva {7} se a
derivada covariante de X ao longo de y for constantemente nula e que se

o for para alguma parametrizacio Il-regular (que serd dita apenas

regular), entdo o serd para qualquer reparametrizagdo pois-

v X = = ¢ .
(¢°3‘" v‘o’?'x w vg;lx
Recordamos também que dado um vetor XO € Tﬂ ¢ ,IM existe um e
0
apenas um campo de vetores X, paralelo ao longo de y tal que Xa, S Xo
: o’

( demonstra-se este resultado aplicando o Teorema de Picard de
existéncia e unicidade da solugdo de equagBes diferenciais ao sistema de
equagBes que implicam no paralelismo do campo que procuramos). Assim

sendo, ao menos localmente podemos definir uma aplicagdo

P T = M—x(M)

'Z{to) 'ﬂto) ¥

que a cada vetor Xutangente A M em ar(to) associa o uUnico campo paralelo

ao longo de y tal que Xar(t) = Xo‘ Além disto, considerando-se sobre
]

x(M} a estrutura diferencial induzida, temos que se y for de classe
¥

. N : k-1
Ck, entdo tal aplicagdo serd de classe C (novamente a

diferenciabilidade pode ser garantida pelo Teorema de Picard),
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I.2 CURYVATURA GEODESICA

O conceito fundamental para falarmos de curvas em uma

variedade ¢ o de curvatura geodésica, que é definida do seguinte modo:

definigac I1.2.1: Seja M variedade Riemanniana e 77— M curva
diferencidvel parametrizada pelo ‘comprimento de arco (e portanto
regular), de classe Ck, com kz2. O campo de vetores de curvatura
geodesicé. de 7 & definido pela aplicacio
J{a,:I—> UT‘X (S,IM
sn—)VV,{S)a' (s)
Se y for parametrizagfio regular com um pardmetro t qualquer, tomamos
7’ (t)
T(t) = ; e temos que K (t) = V.., ,T(t), Chamamos
(1) |m| q 7( ) (1) (t) de curvatqra

geodésica de y A funcdo

£ I3 RY
t— <K (t),X ()12
¥ 7T M

ou seja, a funcio que a cada ponto da curva associa o médulo do vetor
curvatura geodésica nmo ponto. Uma curva em M é dita geodésica se tiver
curvatura geodésica constantemente nula e diremos que uma variedade
riemanniana M & geodesicamente completa - ou simplificando apenas
completa - se toda geodésica g:[a,b] — M puder ser estendida a uma
geodésica g:R — M. O Teorema de Hopf-Rinow-De Rham nos garante que M &
geodesicamente completa se e somente se (M,p) for espago métrico
completo e que se M for geodesicamente completa, dados dois pontos
quaisquer de M existe geodésica de comprimento minimo ligando estes

pontos. De agora em diante consideraremos de modo geral todas as curvas



como sendo parametrizadas pelo comprimento de arco, salvo explicitagéo

em contrario.

Se M for bidimensional, podemos definir um referencial
ortonormal aoc longo de uma curva e com seu auxilio definir a curvatura
geodésica com sinal de uma curva. Na realidade tal procedimento pode ser
generalizado para uma variedade de dimensdo n arbitraria, para a

(n-1)-ésima curvatura.

I .2.1 Curvaturas de Ordem Maior

Seja entdo M" variedade Riemanniana , % curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco definida em um intervalo I e ka, a
curvatura geadésica de ¥. Chamaremos J"c?r de primeira curvatura que
denotaremos por kl e chamaremos de v, 0 campo tangente unitério ¥’(s).

1 Dvl(s]

Se kl # 0 para todo se€l, temos que vz(s] = Rk a5 € um campo

unitario ao longo de ¥ que & perpendicular ag campo v pois sendo vl(s}

campo unitario temos que

d Dvlts]
I <v1(5)’v1(s)>u| =2 <vl(s), T kI{sKvI[s),vz(s])M =0
Sendo v, campo de norma constante, temos que v2(s] e
Dv_(s)
s também sfo campos perpendiculares e mais;



Dv (s} Dv {s)

<v1[S}’v2(SDM £ 0 = <———s— ,vz(s]>M + (vlts),T )M =

d
sz(s)
k (s) + <VI(S)'T =0
v_(s)
Assim sendo temos que —E = -kl{s)vl(s) + vetor perpendicular a vlis]

e vz(s) simultaneamente € definimos a segunda curvatura

Dv_(s)

ki) = —g—

+ *'1 (s)vll(s} \

onde o modulo ¢ dado pela métrica da variedade.- Se &2(5) também nfo se
anular em qualquer ponto de I, podemos definir de modo andlogo o campo
vs{s) e a terceira curvatura &3(5} e seguimos recursivamente com este
processo. Supondo que para j = n, obtemos j campos ortonormais
vl,...,v] ao longo de ¥ e j-1 fungdes curvatura kl,...,kj_l que nio se

anulam, tais que

—~—va_1(5) = -k _(s)v, (s} + k [(s}v(s)
ds -2 j2 J-1 )
Sendo vl,...,vr-I referencial ortonormal, obtemos que
DV]{S] = -k (s)v_ (s) + vetor perpendicular & v,...¥v
ds 11 j-1 17"y
e definimos
Dv (s}
j-ésima curvatura geodésica = kj[s) = |—5* kj_l(s)vj_l{s)

No caso particular em que j = n-l, ou seja, em que todas as curvaturas
até a ordem n-2 ndoc se anulam, podemos definir a n-1 curvatura geddésica
com sinal do seguinte modo: tomamos VH= v como sendo o Unico campo
unitario, simultaneamente ortogonal a ¥ ,eers¥ tal que

{vlis),...,v 1{s},\r (¢)} forme uma base positivamente orientada de
n- n

T M, e definimos
7(s)

Dv (s)
i = =c¢ .t =
curvatura com ginal = kg{s) =< s + kn_zis)vn_z{s],‘vn(sbu



Dv (s)

= < ———'—’-&;— ,vn(s}>yI
Dv_ (s)
Sendo _%+ kn_z(s]vn_z(s) ortogonal & v,...,v , e sendo v  campo
unitario, temos que fkg[SJ| = kn_l(s).
Observemos ainda que o referencial mével Vl(s),...,vn(s} - chamado de

referencial de Frenet - nada mais & que o referencial obtido a partir de

Dy’ (s) Dy"™
' ods T ds

Gram-Schmidt.

s)

y'(s})

através do processo de ortonormalizacio de

1.2.2 Curvatura Geodésica com Sinal ~ Caso Bi-dimensicnal

As definigbes dadas em 1.2,1 s8o as necessdrias para
encerrarmos este paragrafo, mas, comc trabalharemos com varidades
bi~dimensionais, definiremos a parte a curvatura com sinal no caso
bi-dimensional, apenas para clarear a notagio e facilitar o andamento do

tr-abalhd.

defini¢ao 1.2.2: Chamamos de campo normal positivo ao longo de uma curva
¥ ao campo n(s) satisfazendo:

i) <n(SJ,n{s)>ME 1

i) <n(s],'er’['s]>M =0

ul}l {y ’(s),n(s)} formam, nesta ordem, uma base de T?(S)IM com
orientac8o compativel com a induzida pelos sistemas de coordenadas

locais.



defini¢ao 1.2.3: A curvatura geodésica com sinal de uma curva y é a

funcdo k :I--—R
g sr— <Ka'(5)’n(5}>m

L
-
4]

Sendo s comprimento de arco temos que <¥(s),y’(sh

consequentemente

d <'(s).y (s}>

Dy’ ) - = , -
¢ 2<_cT§ (s),y (s]>M = —2<K?, (s),7 [S}>M-

e obtemos que Iﬁ'cg(sll kar(S} pois o vetor de curvatura geodésica &

. sempre ortogonal ao vetor tangente a curva, ou seja, é multiplo do vetor

normal n{s}). Lembramos ainda que em termos de coordenadas locais temos
2

K (s) = E[%ZE E gfi g}t( 11]2?‘ )

As defini¢Bes acima mencionadas sfio as que podemos encontrar
usualmente nos livroé sobre Geometria Riemanniana, e s8oc estas as
defini¢Bes mais razoadveis em termos computacionais. No entanto, por ser
o conceito de curvatura geodésica com sinal um conceito fundamental
neste trabalho, houvemos por bem tentar resgatd-lo em termos dos

conceitos originais da Geometria Riemanniana, de modo a obter uma

interpretagdo tdo "geométrica" quanto possivel.

Tomemos entédo ',3r:1=[0,L]—>[M2 curva regular de classe ck
(k=2),parametrizada pelo comprimento de arco e a familia de fun¢Bes

'X(a)-
P U Ta'(s) — Tﬂa}{M (%)

s€E] : .
fr(s),v]lr— P[[(s),v]] = tranporte paralelo de Ta'{a) ao longo de
¥([a,s]) se a =s ou ao longo de y([s,al)

Se 5 = a.

Na realidade, vamos considerar a familia de fungles



P"r(a)o‘a":l—) Tmlm, onde cada elemento da familia associa ao vetor

tangente y’(s}) sua imagem via transporte paralelo em T,ﬂa)IM. tragando
. k- . .

assim uma curva de classe C*, (pois o transporte paralelo € aplica¢do

analitica e assumimos ¥ como sendo de classe c* ) no espago tangente

correspondente. Consideramos também a familia de funcdes

P

)oa":I—) UyrT

)IM
a€]l

¥ia ¥l

que transporta paralelamente o vetor ¥’(a) ao longo de ¥ a Ta,{ ’IH.
8
Obviamente

PW(&){,? L] (S) = P

3’(5)‘)? (a)

e colno Pa(o"y’ define um campo par‘age;)o f; longoe de 7, obtemos a partir
¥
ds
DP""W’E 0 = d P ey’ P oy> =2 (DP“YW P.eg’>= 0=
ds ds Ty Ty ds "7

= 0. Mas

da definigdo de campo paralelo, que

n
(=

P o7 Pyor > = < sy s

e sendo Pma}oa' (s) = P 0¥ '(a) na realidade a aplicagio (¥%) assume

¥l

valores apenas em uma Circunferéncia unitaria em Tﬂa)m. Logo,

considerando o referencial ortonormal dado por  {y'(s),n(s)}, obtemos
uma familia de fungBes Ba:l —> R tal que

P?(ajoar (s) = cos[Bas]}‘a"(a] + sen(Ba(s]}n(a].

10



figuna 1

Neste ponto estamos  interessados em  demonstrar a .
diferenciabilidade das fungSes 8 para estabelecer um paralelo com o que
a
T i n
ocorre no caso euclidiano. No espago euclidiano R, temos que se v =

(v,v,,.¥ ) & w = {wl,wz,...,wn}, entio <v,w> = Y VW, ou seja,
=1

{gl J) = Idnxn [gIJ = 6U)e consequentemente os simbolos de Christoffel

l";‘j sdo identicamente nulos, verificando-se de modo imediato a partir de
() a nogio usual de paralelismo em R".Neste caso, considerando-se
novamente a identificagfio candnica de R" com o espago tangente em cada
ponto, temos que

¥(a)
P

¥'(s) = oy'(s) = g’(a)eos{ﬁats)) + n{a}sen(ea(s]}.

Derivando-se o primeiro e o terceiro termo desta igualdade obtemos que
de de

ds {a}[ —-3"(a]sentea(a) + n{a}cos(Ba{a)] = a;—[a}n{al =

dy; . _
E[a} =

dy de_
&gta) = <E~{a].n(a)> = ‘Eé'—'(a);
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pois Ga(a} = 0, ou seja, a curvatura de uma curva em R® mede a variagio
angular do campo de vetores tangentes A curva. No caso de uma variedade
bi-dimensional qualquer, como o transporte paralelo ndo se trivializa,
devemos considerar a variagfo angular do campe tangente relativamente a

- um campo paralelo. Vamos agora precisar do seguinte lema:

LEMA 1.2.1 [Spivak2]: Seja y curva regular de classe c* em |M2, e seja

Y e x{M). Entio

= lim T [Pw{a){Y

(t)) Y )]‘
ta ¥ e

demonstragao: Sejam Xllt] e Xz(t) campos de vetores paralelos ao longo
de 7, tais que Xl(a) e Xz(a) sejam linearmente independentes. Como

d
i X (t]X P =<

temos que Xl e X2 formam um angulo constante e sd0 LI em todos os pontos
’ A

DX1 (1),X_(1)> + <X (1), -—2 () = 0

da curva y e podemos escrever

1 2
me y (t)Xl(t] +y (t}xz{t).

Sendo P?” linear (novamente tal fato decorre imediatamente do fato
a

da derivada covariante ser linear e do fato que % VW= ( W > =

dt’
(V,% > quaisquer que sejam os campos V e W e qualquer que seja a curva

diferenciavel) obtemos

1

. ¥(a)
lim —[P vy _ )Y ] =
>0 () T ¥ia)

lim t[y (t}p’““’x D+ y (t)P‘”“’x (t)- yH(a)x (a}-y 2(a)X (a)}
t=0

lim [y {t)X (a)- ¥y (a)x (a)+ ¥ (t)x (a)- zta}}(z(a)] =
=0

DY

(a}X (a)+ Y @)X (@) = o=

—(a) =V,

Como coroldrio deste lema temos que, se y for de classe Ck,

12



(k=2} entdo teremos as funcgdes 8 de classe Ck_le faz sentido o seguinte
a

teorema:

TEOREMA L.2.1:Seja y curva de classe C* (k=2) definida numa variedade

. . 2 ; : :
riemanniana M, parametrizada pelo comprimento de arco e sejam as

¥ial

familias de aplicacgdes P e 8 definidas como acima. Entio,
a

de
kg(a) = dT(S]

s=0

demonstragao: De acordo com o lema !, o vetor de curvatura geodésica

K?[S] = UW,{S)g’[s) =

tim (P )- 2°9)) -

50
lim %(3”(5)005(9 {t))+ n(s)sen(® (t))- a”{s)] =
t>0 5 s
-g—f['a”(S)cos(es(t)h n(s]sen{es(t})] =
=0

1l

de
[[—7’(s)sen(9 (t})+ nls)eos(o (t))]-—e—s(t)]
e g dt

st
H(S)E{“[O),

t=0

pois sendo 8_ uma escolha continua de Angulo orientado entre %'(s) e ¢
transporte paralelo de y ’(s + t) ao longo de 7 em T?{S)IM, temos que

© (0)= 2km. Consequentemente,
| de de

kg(s] = <Ka‘(5)'n(5)>u = <n(1~:)d—tﬂ(0),n{s)>M = {O) m

dt

13



I.3 CURVATURA GEODESICA CONSTANTE NA ESFERA E NO PLANO HIPER86L1C0

0 objetivo que nos propomos neste paragrafo é o de determinar
todas as curvas de curvatura geodésica constante na esfera $% e no plano
hiperbélico |H2, que sdo os modelos fundamentais para variedades
bi-dimensionais com curvatura constante positiva e constante negativa
respectivamente [Wolf-cap.2]. Por mais natural que pareca esta questio,
ela nio deixa de ser bastante atual, j4 que a determinaciio da existéncia
de curvas fechadas curvas com torgio (2-curvatura) constante em R® foi
feita apenas em 1974 por [Weiner,1] e a caracterizagio de curvas em R"
com todas as n-1 curvaturas constantes foi feita em 1981 [Barbosal.

Vamos entfio comegar este paragrafo apresentando o fatos
principais da geometria destas variedades.Uma exXposicio excelente e
muito agradavel sobre os espacgos hiperbélicos pode ser encontrada em
[Beardon], enquanto em {Berger2] encontramos uma boa exposicdo sobre as
esferas e podemos encontrar nestas duas referéncias os fatos que
lembraremos, sem demonstrar, nos dois pardgrafos seguintes. Achamos
ainda por bem lembrar que historicamente, o plano hiperbélico se
constituiu no primeiro exemplb de uma variedade riemanniana que nfo é

imersa isometricamente no espago euclidiano usual.

Consideramos entdo § = {(xl,xz,..,xn+1}eﬂ2“+1| anl = 1} que
1=1

pode ser parametrizada por 2(n+l) cartas via anti-projegdo ortogonal, ou

seja, as funcdes

14



$:B"— > g" , iell,...,n+l)

2
X .,... — .- + -
(x,....x J>(x, X lj);'l'xJ KX )

definem um atlas para S e temos que localmente, dada uma parametrizagio
@, a métrica induzida por R™ & definida pela matriz (g”), onde g =

. J
< g—¢ .@> n+l.  No caso especifico em que n = 2 trabalharemos com
X axj R

" coordenadas esféricas

#:(0,M)X(0, 21)—S>
(8,€) ————(senBcosé, sendsené, cosh)

que cobre a esfera menos uma semi circunferéncia, sistema de coordenadas

1 0

. ] N n _
0 senel’ 0 grupo das isometrias de $ =

relativo ao qual (gij)
Is(8") & naturalmente isomorfo a O(ntl), sendo o isomorfismo dado pela
restricio 3 S' da aclio de O(n+l) em R™. Sabemos ainda que as
geodésicas de $" s¥0 0s grandes circulos, ou seja, a intersecgio de s"
com sub-espagos vetoriais bi-dimensionais de R", ou entdo pedagos
destes. Mais ainda, dados dois pontos em § ndo antipodas, existe uma
Onica geodésica minimizante ligando estes dois pontos. Se tais pontos

forem antipodas teremos uma infinidade de geodésiacs minimizantes

ligando-os. De qualquer mado temos que ¥ é {geodésicamente)} completa.

Definimos H" como sendo {(xl,....xn)e IR"|Xn > 0} com a

matriz métrica definida por g” = (%)Zau. No caso bi-dimensional,
n

consideramos H> = {zeC|Im(z) >0} e temos que o grupo das isometrias de

W = IS([HZ} ¢ dado pelas aplicagdes

sy 32+ D s al=z) + b
cz +d’ c{-z) + d

onde a,b,c,d sdo reais, com ad - bc > 0 [Beardon - cap.7].
Sabemos também que as geodésicas de H" sdo as intersecgdes de

H" com circunferéncias ou retas euclidianas normais ao hiperplano P =

15



{(xl,...,xn)e [R"] x = 0}. Além disso, M & uma variedade
geodesicamente completa e dados dois pontos quaisquer de H® existe uma
anica geodésica minimizante ligando estes pontos,

Conhecendo as geodésicas de IHZ, .podemos mencionar algumas
propriedades -interessantes de Is(le}. Dada uma geodésica g do plano
hiperbélico, definimos a transformacio p'g: W W que age do seguinte
modo (figura 2): Dado um ponto p € !Hz, considere a geodésica h passando
por p e ortogonal a g, e chame de q o Unico ponto da interseccfio de g
com h. Tomamos entdo u(p) como sendo o tnico ponto de h tal que:

i) dip,q) = diq,p{p)

i) q esta entre p e p(p).

la| 0 <@ <un} entdo que

Algebricamente, temos que se g = {a + re

= 2, 2
u(z) = gz_—a+_§_ e se constata imediatamente que os pontos fixos de p 2

Z - a

sdo exatamente os pontos de g. Pela semelhanga com a reflexdo
euclidiana, chamamos tal isometria de reflex3o hiperbdlica em torno da
geodésica g e pode-se demonstrar [Beardon-cap3,7] que as reflexSes em
geodésicas geram as isometrias de "’ Na realidade, semelhaﬂtemente ao
que ocorre no plano euclidiano [Eves-cap.5], pode-se provar que qualquer
isometria do pI_ano hiperbélico é produto (por composigdo) de no maximo
trés reflexfes hiperbélicas. Gostariamos aindé de mencionar, apenas a
titulo de curiosidade, que a classificagio das isometrias de W (em
isometrias parabélicés, elipticas e hiperbélicas) & bastante bela e
rica, podendo ser feita tanto em termos de pontos fixos, do tipo de

feixe que formam as geodésicas cujas respectivas reflexSes hiperboélicas

2
geram a isometria g e também em termos da fungdo traqoz(g) = ;%E%,
_[=a b . . _az +b
onde A = [ e d ] ¢ a matriz dos coeficientes de g(z} = cz v d {ou glz)

16



5 fiquna 2
Apenas o conhecimento dos grupos de isometrias Is(s®) e
IS[IHZ) jA nos permite construir uma série de curvas com curvatura
geodésica constante, se considerarmos que isometrias preservam a
curvatura geodésica. A verificacio deste fato & feita exp.licitando-se

as propriedades da conexdo riemanniana (compativel com a métrica).

LEMA 1.3.1: Seja M" variedade riemanniana, &M —> M isometria e V a
conexdo riemanniana de M. Entfio, { preserva a conexfo, ou seja, dados

X,Y € x(M); p € M, temos que dcp{VxY) = Vdc (X)dcp(Y}.
p

demonstragao: Dado p € M, seja qop(t) o fluxo do campo X, ou seja, :pp(t}
e curva diferenciavel com :pp(O) =pe gop’[O) = Xp. Tomamos ainda Z(t)
campo unitario paralelo ao longo de qop(t) e o estendemos a uma

vizinhanga suficientemente pequena de p. Sendo a conex#o compativel com

17



a métrica, temos que

d DY DZ DY
G YD, = G Dy YagE O = Sqr Dy = YD
I
d _.D(de(y) _
57 <de(V),dg(z)> = =g, de(z) = <Vd<tx}dc(Y),dc(Z)>Ml

Sendo Z{pl qualquer, podemos tomar {Zl,...,Zn} linearmente independentes
e como ¢ & difeomorfismo, teremos {dt‘;(Zl),...,dC(Zn) também linearmente
independentes, formando uma base de TC(p
de(Y] coincidem com as projecdes de clcp(va) e como

)IM. Assim sendo, como todas as

projecdées de V d Cp[X)

p foi tomado arbitrariamente, temos que

Vdc(x)dC(Y} = dC(VxY) n

COROLARIO 1.3.2: Seja M variedade riemanniana, ¥ curva regular de classe
¢’ em M e seja £ € Is(M) que mantém 7 invariante, i.é., Z({y})) & {7} .
Ent3o, ch(p) = kg(q(p]) se ¢ mantém a orientacic de ¥ e kg(p] =
—ch{C[p}] se { inverte a orientacdode ¥.

demonstragao: Como { preserva a conexfo temos que ponde p = y{a)

(Zlph) = ¥V dcp(a"[a}] =

Ketr) dE (' ()

de(VW,{a)a"(a)) = dcp(J{?(p)}

Por outro lado, dcp(n[a)] = * n({(a)), dependendo do fato de & preservar
ou inverter a orientagio de y. Como & é isometria temos que
= <K_(p),n{p)> = A K _(m),d¢ (n{p))> =
R‘.g(p) ?(p)np] . Cp ,o,(pl Cp P>,

* <?{7(C(p}),n[C(pJ)>M = kg(C(pJ] »

Vamos agora enunciar um Teorema que € conhecido como Teorema

Fundamental das Curva s o qual nos garantirid que, dados um ponto e uma

18



direg80 em uma variedade bi-dimensional e uma fungio real que ndo se
anula, temos no méximo duas curvas por este ponto e nessa diregio que

tem esta funglo como curvatura geodésica com sinal.

TEOREMA 1.3.3: (I} Sejam 3',;:[0,21 —> M curvas parametrizadas pelo

comprimento de  arco, com  fungdes  curvatura kI I ) e
n—

:kl,....kn_ll‘espectivamente, que n&o se anulam em qualquer ponto do

intervalo {0,8], e sejam os referenciais ortonormais méveis vl,...,v e
n

vl,...,vn respectivamente. Suponha que Fcl= Eipara todo I= i = n-1 e que
yla) = ;(a] ev(a=yv (a para todo 1 = i = n. Entfo y = ;

(II) Sejam M" ‘variedade riemanianna completa, kl,...kn_l:[o,ll—) R
fungdes continuaé estritamente positiva e LA base ortonormal de
Tle, onde p é um ponto qualquer de M.EntSo existe curva y:[0,4}— M
parametrizada pelo comprimento de arco com ¥(0) = p, que tem Fcl,...kn_l
como fun¢bes curvatura e cujos referenciais moveis vl(s],...#n(s)

satisfazem v1{0] = v, para i=1,...,n

Este Teorema estd demonstrado em [Spivak IV], e como
consequéncia imediata temos que, numa variedade bi-dimensional completa,
dado um ponto p, um vetor v € TPIM e uma constante k # 0, existem duas e
apenas duas curvas parametrizadas pelo comprimento de arco que passam

por p na diregdo de v com curvatura geodésica constante = k.
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1.3.1 Gurvatura Geodésica Constante em 2

Comecemos determinando uma familia de curvas com curvatura
geodésica constante (que mais adiante demonstraremos serem as Unicas com
tal propriedade), utilizando apenas o conhecimento das isometrias do
plano hiperbélico e ¢ corolario 1.3.2.

Seja entio y a interseccdo de uma circunferéncia euclidiana
com H ou entdo a interseccdo de uma reta euclidiana com K. e sejam p €
q dois pontos distintos em % (figura 3). Tomemos h a Unica geodésica
minimizante ligando p & q, m o ponto médio entre p e g {que esta em h),
£ a Unica geodésica por m ortogonal & h e b um ponto de intersecgéio de g
e ¥ (demonstra-se facilmente, via geometria analitica, a existéncia
deste ponto) . Pela propria construgdo temos que os pontos p e q séo
imagens reciprocas pela reflexfo hiperbdlica na geodésica g (i.tg(p] = q,
pg(q] =pe pg[b) = b), Como g é a restrigio a K de uma inversic em
ERZ, pg fica bem determinada pela imagem de trés pontos distintos. Alem
disso, como inversbes {no plano éuclidiano) levam circulos e retas em
circulos ou retas, temos que ug(a’) = ¥ e pelo corolirio [.2.1, como p e
q foram tomados arbitrariamente, temos que y possui curvatura geodésica
constante. Para simplificar a notagio, denotaremoé ao conjunto de tais

curvas por 6.
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Vamos agora calcular explicitamente a curvatura geodésica de

tais curvas. Seja entdo y:[-— H? parametrizagdo regular de uma
t—> (at+bt,c+dt)

reta euclidiana em HZ comI=(0,£). Entdo,

71 = (b,d) = 1] = @@ =
b2 + dzz 172 _ 12 + V2 _
(c + dt) = e + dt
‘ 2 2,172 ° dr
s(t) = |3‘(T)|dT=[b+d] - +d‘r___
0 0
2, 2172 t o 2.1/2
. & & [1n{c+dt)] - 0 e —
0
2 2,172 2 2.1/2
c + dt = cesd/(b +d) —_—t = éll_[cesd/{b W) C]
* ok
Tomando * = — 3 temos que ¥(s) = [a + b_ces ,ces] .
(b2s a2)/2 q

uma reparametrizagfio de y pelo comprimento de arco e obtemos que

2 2
dy _ fbc* s* _ g* dy _ [bc*" s* L2 s*
E(S]—[Te,ce], EZE(S]_TB'C e e
2
g R N L k dydy)s
K (o) = GE &) = [ @ 1T, )5
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Calcula-se diretamente da equagfo apresentada no primeiro parigrafo para
os simbolos de Christoffel gue

r' =r =r =0’l" =l'l" :I‘ :-...].:.
X X

e obtemos que, em termos de coordenadas

K (s) = —l—bc*zes* —gbc*zes‘ . *Ze®t 4 1 blcrPe® - c*zes‘ =
4 d d 42

2 g* 2 * » »
[—lbc* R N L ] =
d 2
d
2 2172
be d
_be st gy

b2+ cl2

= ch{s) = <:K3r(s},r1{s)>H =

/2
be es d/ (b2+ dzil

(2 2
b ™+ d

- * =* - E E
(-d,b),c*e” 1,d]>H

L]

A Z 21/2

(b%+ a2

-_b® 4
[bz + dz]uz

Assim sendo vemos que segmentos de retas euclidianas contidas em K tem
curvatura geodésica com sinal constante, sendo que o modulo desta é
limitado superiormente por 1, kﬂ' = 1 se ¢ somente se ¥y for uma reta
horizontal e o sinal depende exclusivamente da orientacio dada a curva
(figura 4). Como era de se esperar, a curvatura geodésica de retas
euclidianas em H° depende exclusivamente da inclinagdo destas, j4 que a
imagem de uma semi-reta euclidiana pela reflexdo sucessiva em duas

geodésicas verticais ¢ uma reta com a mesma inclinagio.
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0

-t —D-é = |

éYE'l \

ﬁYEO
-

figuna a
Seja entio agora F:1 ——3 H> . r > 0 uma

t +— (b+rcost,atrsent)

. . \ . v
parametrizagdo regular de um pedago de circunferéncia euclideana em H,
A A .
onde o intervalo 1 é tomado convenientemente, de modo a termos a 4+ rsent

>0 (obviamente, se a<0 devemos ter rd>-a para existir tal intervalo).

Tomamos
T() = ¥’(t) _ (-rsent,rcost)
kS r/{a+rsent)
e 1femos, pela definigio do campo de curvatura geodésica e pelas

propriedades de conexdo que
— — 1 ]

= ) ¢ e V()
|g"[t)| dt ['J’[t]| ]'a"(t]| y'{t)
Mas

d 1 _d {a + rsent = cogt
at | T’ (0]} ~ dt r -

e lembrandc a expressdo em coordenadas locais da conexdo riemaniana,

dada na introdugdo a este capitulo, temos que

2 2 2 2 2
2r-sentcost r‘sen’t - r°cos t] _

! = |- t + -
v‘ar’(t)"’r (t) [ reos a + rgent °’ rsent + a + rsent



r

2
= ———— |rgentcost - acost , —asent - recos' t}.=
atrsent

= |';’(t)| [rsentcost - acost , —asent - rcoszt]

Logo,
- = 1 , 1 ' _
K?[t) = VT(t}T(t) = W[COSP&" (t) + W[V’J’(t)? (t)] =
= - 13,,;?”[ (cost,sent).
Sende o vetor normal principal ac lenge de %, nft) = —r(-T;?%Tﬁt].

temos que (figura 5)

_ P! ar _
ch(t] = <J{w{tl,n(t}>H = =

[a+r‘sen1;}2 r‘z/(a+r‘sent)2

a

m3

Neste ponto devemos observar que se a > r > 0 podemos definir
¥y como uma curva fechada em um intervalo [0,2m],ou seja, se ﬁma
circunferéncia euclidiana estd contida em [Hz, sua curvatura &€ , em
médulo, maior que 1. Além disso, temos que nestes casos y pode ser vista
também como lugar geométrico dos pontos equidistante de um determinado

‘ponto.
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fiquna s
Consideramos a geodésica g ligando os pontos p = ¥{(n/2) = (b,a+tr) e q =

7(3n/2) = (b,a-r) e considere a parametrizagio w:[0,2r] — 32 e
t +—(b,a-r+t)
temos que o comprimento de arco de « é dado por

t

ot) = dr _ [a—r+t]
oa—r-+~;: A~r
Tomando t0= r-a+ a® - r° temos que In [igo] = %ln [;E] = é—d(p,q] e

afirmamos que d('a'{t),oc[tol) = %d(p,q),- fato que pode ser verificado por

simples substituigio, considerandeo-se que em termo de variaveis

zZ - W
2Im(z}Im(w)

. . . 2
desnecessario fazermos contas se encontrarmos uma isometria de H  que

complexas, cosh(d{z,w)} = 1 + No entanto, torna-se
leva um ponte qualquer de ¥ em p mantendo a‘(to] invariante. De fato,
tome h a geodésica minimizante entre um ponto arbitréario ¥(t) e p. Seja
m seu ponto médio e g a geodésica por m normal a h e pg a reflexdo
hiperbélica em torno de g. Pela construgfio temos que pg(a'(t)) = p e como

oc{to} esta em g, este fica fixo por ,ug g
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Vamos agora provar que estas sdo as Gnicas curvas de K com
curvatura geodésica constante. Dado um ponto p = (pl,pzl no plano
hiperb6lico, um vetor v = (cosf,senB) € TpIH e uma constante estritamente
positiva k. Se k # cos8 tome s = k_pﬁ e considere B como sendo a
intersecgio com M da circunferéncia euclidiana de centro p +
s{-senB,cos8) e raio euclidiano s. Tal curva passa por p tem vetor
tangente em p miltiplo de v e como constatamos acima, sua curvatura

p2 +5C0s6 p2
geodésica é constante = ~———= st cos® = k {(se k fosse igual a cos@

5
tomariamos s = k—ia—ﬁ e como centro -tomarfamos o ponto p +
s{senB,-cosB8) prosseguindo de modo andlogo). Considere entfio a geodésica
g tal que g(0) = p e g'(0) = v e realize a reflexdo “g' Obtemos assim
uma nova curva de curvatura constante igual a k, passando por p e com
vetor tangente em p maltiplo de v (a curvatura mantém-se invariante pelo
coroldrio 1.3.2}. O Teorema 1.3.3 nos garante que estas sfo as (nicas
curvas de curvatura geodésica constante igual a k passando poer p na
diregio dada por v. Mas como a reflexfio hiperbdlica leva
circunferéncias e retas euclidianas em circunferéncias ou retas
euclidianas, temos que a imagem de B por pg também estard em €. Para
sermos mais precisos, teremos que M g[B) serd um segmento de reta
euclidiano se k=1 e serd uma circunferéncia hiperbélica se k>I. O caso

em que k<O se resume a mudanga de orientagic das curvas. No caso em que

k = 0 temos uma geodésica e esta é Gnica (dados ponto e direcfo).
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1.3.2 Curvatura Geodesica Constante em Sz

Passemos agora a s? ¢ vamos mostrar gque as curvas de
curvatura constante da esfera sdo circunferéncias euclidianas do espago
contidas na esfera. Sabendo que todas as circunferéncias euclidianas de
um determinado raio ~ fixado arbitariamente - em S podem ser
identificadas pela agio de OQ(3) restrita a $°, basta calcularmos a
curvatura geodésica com sinal dos paralelos usuais, ou seja, tomando

¥(s) = [sen[a)cos(s},sen[a]sen(s},cos(a)] com a € [(0,n) fixo onde s =

t

sen(a) ¢ o comprimento de arco de y. Como $% ¢ mergulhada em R° ,tem-se

que a derivada covariante do campo de vetores 7'(t) na esfera nada mais

é que a componente tangente da derivada dada pela conex#o euclideana de

R Sendo ¥ uma circunferéncia no espago de curvatura constante =
1 i |

——— i al de 7 o campo de norm stante = ———
sen(a)y a derivada usual 7' (t) & p a caon sen(a)’

normal a y e contido no plano de ¥, ou seja,

ey 1 _ t ceen(— L
7 "(t)= sen(a) [ cos(m]. Sentsen[a)),f)]

e a curvatura geodésica de ¥, que é o médulo de sua projegéio em T‘X( t}S é
dada por

kg(t] = cos(a) <3r“(t),3'“(t}>1/2 = % = cotgl(a).

Podemos constatar assim que os grandes circulos sfo geodésicas (a =

n/2) e kg—e tw dependendo se a — 0 ou a —> w ¢ da orientagio de 7.

Para demonstrar a unicidade destas curvas, i.4., que estas
s8c as Unicas curvas da esfera de curvatura geodésica constante, nos
reportaremos novamente ao Teorema [.3.3. Dado um ponto p na esfera , um

vetor v € TS e uma constante k tomemos g a geodésjca por p na diregéo
P
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de v e ¥ como sendo a intersecgdo da esfera com um sub-espage afim que
contém v e forma um Aangulo arccotang(k) com o vetor normal & Sz em p.
Pela forma de construgdo temos imediatamente que ¥ possui curvatura
geodésica éonstante igual a k. Consideremos entio ¢ subespago vetorial W
que contém g e a reflexfo euclidiana em torno deste plano. A reflex@o em
torno W é uma isometria de IR3 que mantém a esfera invariante, sendo
entdo a sua restrigio uma isometria de 52, lLogo a imagem de y também
serd um paralelo e tera curvatura geodésica igual a de ¥. Logo pelo
Teorema 2.3 estas sfo as Unicas curvas de curvatufa geodésica constante

igual a k, passando por p na diregiio de v, o

1.3.3 Circulos Osculadores e Evolutas

Podemos definir abstratamente uma esfera em um espago métrico
como sendo o conjunto dos pontos que distam uma distincia fixa de um
determinado ponto. Se estivermos trabalhando em wuma variedade
riemanniana M tais esferas serfo sub-variedades fechadas de co—dimenséo
1, desde que estejam contidas em wuma vizinhanga normal. No caso
- especifico em que M for bi-dimensional, teremos uma curva na variedade,
ou seja, uma circunferéncia. |

Vimos nos dois paragrafos anteriores que as circunferéncias
no plano hiperbélico e na esfera tem curvatura geodésica constante. Este
& um fato notdvel ji& que este foi demonstrade usando reflexdes em

geodésicas que mantém as circunferéncias invariantes permutando dois
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pontos quaisquer das circunferéncias. Para sermos mais precisos, para
cada circunferéncia C {em #° ou em 52) encontramos um subgrupo do grupo
de isometria da variedade, que ¢ gerado por reflextes em geodésicas (as
geodésicas passaqdo pelo centro da circunferéncia), que mantém C
invariante e age sobre esta transitivamente. N#o conseguimos determinar
se estas s8oc ou ndo as Gnicas variedades bi-dimensionais cujas
circunferéncias gozam desta propriedades. No entanto, a demonstragéo por
este caminho & exclusiva destas duas, pois o fato das reflexfes em
geodésicas serem isometrias nos garante que a variedade ¢ simétrica e em
dimens3o 2, a simetria implica em curvatura gaussiana constante. Assim
sendo, ndo sabemos se a definicdc que daremos a seguir faz sentido em
outras variedades mas, por via das davidas, daremos uma definigdo tdo
genérica quando passivel.
definicao I.3.I: Seja 7:1 — M curva de classe Ck, k=2sejaaele
¢ uma circunferéncia..em M. Diremos que € é um circulo osculador de ¥ no
ponto y(a) se C satisfizer as seguintes condigdes:

i) C for uma curva de classe ao menos C-.

ii) € for tangente a {y} em y(a), com a mesma orientagfo.
Ui} A curvatura geodésica de € no ponto de tangéncia for a mesma que a

de 7.

Ne caso particular da esfera, para todo ponto de uma curva (32
existe um circulo que oscula a curva no ponto. J& no caso do plano
hiperbolico, encontramos o circulo osculador apenas nos pontos da curva
que tiverem curvatura geodésica estritamente maior do que 1 (figura 6},

Vamos mostrar agora, para o caso do planc hiperbélico, que se
tomarmos a interseccdo das geodésicas normais passando por dois pontos

préximos de uma curva e tomarmos o limite desta intersecgdo quando estes
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dois pontos tenderem para um UOnico ponto, obtemos que este limite € o
centro do circulo osculador da <curva neste ponto. E possivel
demonstrar-se esta proposicdo também na esfera mas esta demonstragéo é
bastante semelhante ao caso hiperbélico e por isso a omitiremos.
Escolhemos demonstrar o c¢aso hiperbélice, pois esta - demonstragio
contribui para termos uma interpretag¢fio geométrica da inexisténcia de
circulos osculadores em pontos de curvas com curvatura geodésica (em

moédule} menor ou igual a L

P $
Y
,GY_=_|
-
N\
\\\
N\
A .‘_ o=

figuna 6.0 figuna 6.6

PROPOSICAD 1.3.1 : Seja ¥:(-€,8) — W curva de classe C° com curvatura
geodésica estritamente maior do que 1 e seja g, 2 Unica geodésica de IHz
normal & ¥ no ponto y{t). Tomemos a aplicagdo A:(-g,0)J(0,e) — # tal

que A(t) = {gt} n {go}.
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Afirmamos que: &) 3 0 < d 3 £ tq A estd bem definida em (-8,0)J(0,8).
i) A é continua em (-§,0) e em (0,8).

L) lim}(t) e lim A(t} existem e coincidem.
30 130

i) A circunferécia hiperbélica de centro no ponto

q = lim+1(t) e que passa por %(0} & a
>0

circunferéncia osculadora de y no ponto p = ¥(0).
demonstragao: Apenas para facilitar a notagio e sem perda de
generalidade podemos supor que y estd parametrizada pelo comprimento de

D, y(0) = (0,a} e 2'(0) = (1,0).

arco euclidiano {ar’f(t)ﬂr’z(t)

Assumindo estas suposigies temos que gols) = .[O,aes) é uma

parametrizagido pelo comprimento de arco da geodésica normal a y em ¥(0),

ou seja, esta é uma geodésica vertical. A hipétese da curvatura de y ser

estritamente maior do que 1l nos garante a existéncia de & tal que ¥'(t)
A .

ndo seja "horizontal" para 0 < |t| <& (um argumento mais rigoroso desta

afirmagio pode ser baseado no Lema II.2.1 que veremos mais adiante).

Como 7.(t) # O para O <|t]<§, estd bem definida a curva

' {t)'ar;(t} ¥ (t)

gls) = ['ar ty - %B—-, 0] + :,2 [cos[s),sen(s)] e por
t 1 'a'z [afzit”

verificagdo direta constatamos que esta & a geodésica normal & y em

7(t). Impondo que a primeira coordenada de g (s) se anule obtemos que

t
: 7, ()7 _{t)y! (1)

- - 20, _ .2 A AN SRS 77
Alt) = gt nig) = [O, (o, (t) - 7 (t) + 2 RO ) ]

e constatamos a veracidade de 4) e ii).

Utilizando a Regra de L’H6pital calcula-se o limite de A(t) a

direita e a esquerda e verifica-se que

; ¥,(0) )
Iim aft) = lim_h(tJ = [0, 3’2(0) + 2‘?{‘67 ]
>0 >0 ?

e sendo 1’?[’:) + 7’2('5) =1le ';;(0) = 1 temos que f;;w) nio pode ser

zero, pois sendio teriamos 7'(0} = O obtendo que a curvatura geodésica de
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v em ¥(0) seria = 0 e lil} estd demonstrado. A afirmacdo {w) verifica-se

a partir dos resultados apresentados no paréigrafo [.3.1.m
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CAPITULO 2

Neste capitulo daremos infcio ao estudo de conceitos globais
relativos a curvas em uma variedade riemanniana. Estudaremos a curvatura
geodésica total de uma curva e alguns conceitos relativos a convexidade.
Antes disto, no pardgrafo 11,1, devemos recordar sem demonstrar;mos,
alguns resultados globais relativos a curvas em variedades. Novamente,
remetemos a [Spivak] e [Bergerl para os resultados mencionados neste
paragrafo. No pardgrafo II.2 daremos uma versio para variedades
bi-dimensionais de um teorema valido em espagos euclidianos, que garante
que uma sub-variedade compacta é bordo de uma regifio convexa se e
somente se todo ponto possuir hiper-plano suporte. Além disto,
mostraremos que uma curva com curvatura geodésica estritamente positiva

€ convexa.
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II.I CURVATURA TOTAL E CONVEXIDADE EM R - RESULTADOS BASICOS

Vamos comecar este pardgrafo defininde o indice de uma
aplicagiio entre duas variedades. A fim de evitarmos discorrer sobre
Cohomologia de de Rham, pocis ndo faremos outro uso desta, definiremos

indice da seguinte forma:

definigao 1II.1.1: Sejam M e N duas variedades n-dimensionais
compactas,conexas e orientadas. Seja fiM — N uma aplicagfo
diferenciavel tal que f_l(D} é compacto sempre que D € N for compacto
(tal aplicagdo ¢ dita aplicag8o prépria). Tomemos q € N valor regular de
f e para cada p e {f_l(q}} tomaremos o sinal de f em p, o qual
denotaremos por sinpf , como sendo 1 se dep preservar a orientagdo de TqIN
e -1 se inverter esta orientacgfo. Definimos entdo

grau de f = grau(f) = Zsinpf (= O se f_l(q} =ga),
ref 1{q)

onde q € valor regular da aplicagdo f. Pelo Teorema de Sard, existem
valores regulares. Assim sendo, para que grau(f) esteja bem definido,
basta mostrarmos que a soma acima ¢ finita e independe do valor regular
escolhido. Mas sendo M compacta e q valor regular, existe vizinhanga V
de q tal que a restrigio de f a f'l(V} é¢ uma aplicagdo de recobrimento e
assim sendo f_1()'] tem cardinalidade constante numa vizinhanga de um
valor regular q. Como M € compacto, tal recobrimento deve ser finito,
implicande entdc na soma sger finita.. Por uma questdo de
diferenciabilidade o sinal de f deve ser constante em alguma vizinhanga

de cada ponto p € f_l{q} e temos entdo bem definido o sinal da
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aplicagde.

Tendo definido o grau de uma aplicagdo diferenciivel, podemos

tomar a seguinte definigfo:

definigac IL.L2: Seja 7:[a,b] — R* curva fechada parametrizada pelo
comprimentc de arco de classe Ck,com k =z 1 e consideremos a
identificacio canénica entre o planc e o espage tangente em cada ponto.
Chamamos de indice de y, e denotamos por indy, ¢ grau da aplicac;f-io'

¥:[a,b] — s,

Definido o indice de uma curva fechada podemos enunciar o

Teorema do Indice (Hopf Umlaufsatz)

TEQREMA I11.1.1 (Hopf Umlaufsatz): O Indice de uma curva fechada simples
no plano € igual a * 1, dependendo da diregdo que percorremos a curva.
Mais ainda, se y for curva fechada, temos que indy = %:E J]; kg(s}ds, onde
¥ estd parametrizada pelo comprimento de arco, com periodo L e kg ¢ a

curvatura com sinal de y.

Vameos ainda recordar um dos mais belos teoremas de geometria
diferenciavel, o Teorema de Gauss-Bonnet, lembrando .antes que se y for
uma curva regular por partes, parametrizada pelo compriménto de arco e
t0 for um ponto de descontinuidade de %', chamamos de angulo de
descontinuidade 50 de ¥’ ao angulo corientado entre 'zr’(t;] e a"(t;). Para
sermos mais rigorosos, escolhemos um representante local de ¥, tomamos a

derivada a esquerda e a direita deste representante e voltamos a
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Tw. (t )IM pela inversa da diferencial do sistema de coordenadas, obtendo
o _

Tit)e 'a"'(t;) respectivamente.
[+]

TEOREMA IL.1.2: Seja M>° uma variedade riemanniana  orientada
bi-dimensional, com curvatura gaussiana K. Sejam (U,$} um sistema de
coordenadas em M, P poligono contido em U, y uma parametrizacfo pelo
comprimento de arco da fronteira de P (8P = {g3}) e kg a curvatura
geodésica com siﬁal de y. Sejam ainda a’(tl)....,'x(th 0s vértices de P e
61 os angulos de descontinuidade de ¥ em tl' Entéo

n
JKdA + kds + ):61 = 2n
P ap & 1=t

Podemos agora comegar a tratar de alguns resultados globais

em variedades bi ~dimensionais.

I1.2 CURVATURA TOTAL E CONVEXIDADE

Comegaremos este paragrafe com a definigdo de curvatura
gecdésica total de uma curva e algumas observaglies as quais, apesar de
serem Simples s#o interessantes na medida em que realgam até que ponto

varios conceitos da geometria diferencial plana sdo trivializados, tanto
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pela estrutura vetorial de R como pelo fato da curvatura gaussiana

deste ser nula.

defini¢ao II.2.1: Seja 7:[a,bl —> MW" curva regular de classe Ck, k = 2.
Chamamos de funcdo curvatura geodésica total & fungio

k(0 = [0k e

T a g

e de curvatura geodésica total ao numero FcT(b) = I: k (t)dz.
g

Como demonstramos no paragrafo 1.2, se considerarmos a

aplicacéo Pal(a)of,y':[a,bl — T M que a cada te[a,b] associa o

¥la)
cosos ' (t)
transport lelo do vetor tangente unitario . ao longo de
P e paralelo 14 Wﬂ- 2
y([a,t}) até o espago tangente de M em p{a}, podemos encontrar uma

fungdo diferencidvel @ :[a,b] —> R tal que
a

Pﬂa’nr(t) = cos{8 (t))y'(a) + sen(B (t)In(a) (%)
N * de
e demonstramos (Teorema §2.1) que kg(t} = d—:(t).Temos entdo, pelo

Teorema Fundamental do Calculo que a curvatura geodésica total de uma
curva K _(b) =| &k (t)dt = ElEa(t)dt =9 (b) - 8 (a) e, embora a escolha
T a g adt a a
da fungdo @ (t} ndo seja Unica, temos que kT(t) independe desta escolha,
a
pois duas fungdes 8 e O satisfazendo (*) diferem por um multiplo
a

inteiro de 2.

T ~ . .
No entanto, se M nfo tiver curvatura gaussiana nula, a

aplicagdo Pﬂ”or:[a,b) —3 Tﬂ )IM]rl ndc é uma aplicagioc prépria, pois,
a

¥(a)

de modo geral lim P oy’(t) # y’(a), e ndo podemos definir o seu grau,

t-a

assim como ndo faz sentido definir o indice de uma curva fechada. De
fato, se ¥ for uma curva fechada, fronteira de uma regific P numa

variedade riemaniana bi-dimensional gqualquer, temos que, pelo Teorema de
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Gauss-Bonnet,

&(b)=e{b)-e(a)=zn-]‘KdA.

T a a

P
Particularmente, se M = IHz. temos K = -] e assim sendo

&T(b} =2r - | KdA = 2n + 4rea(P) > 27 ,
L P N

2
ese M =3%, temos K = 1 e consequentemente,

&T(b) = 2n ~ | KdA = 2x ~ 4rea(P) < 21 ,
P

Vamos agora ver algumas definigSes relativas a convexidade em
variedades e tentar, na medida do possivel, relacionad-las & curvatura

geodésica.

definigao 11.2.2; Seja M variedade riemanniana e 4 S M subconjunto.
Diremos que # & geodesicamente convexo (para abreviar diremos apenas
convexo) se, dados p,q € # quaisquer, eXistir geodésica qpq ligando' p a
q, contida em 4, Se, para dois pontos arbitririos em # existir geodésica
minimizante ligando estes pontos, contida em «, diremos que & ¢é

fortemente convexo.

definigao [1.2.3: Seja y curva fechada em uma variedade bi_-dimensional.
Diremos que ¥ ¢é (fortemente) convexa se y for bordo de uma regifo

(fortemente) convexa. .

Estas sd3c as defini¢des mais naturais possiveis de
convexidade, adaptadas das respectivas definigdes feitas em R" (ou mais
genericamente em espagos de Banach quaisquer). Observemos que a

definicdo 11.2.3 se adapta para variedades de dimensdo arbirarias se
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substituirmos "uma curva fechada y" por "subvariedade compacta sem bordo
de codimensdo [".Remetendo-nos ao Teorema de Hahn-Banach o qual nos
garante que uma regifo de um espago de Banach é convexa se e somente se
cada ponto de sua fronteira possuir um hiperplano suporte, definiremos o

que entendemos por geodésica suporte,

definigao 11.2.4: Seja M® variedade riemanniana, £ € M subconjunto, p €
4 e q,p geodésica per p. Diremos que q,p ¢ geodésica suporte de 4 se
estiver contido no fecho de apenas uma componente conexa de M \ {qp}. E
imediata a constatacdo de que se & for uma curva regular fechada que
. desconecta M, entfo, dado p € s, a unica geodésica por p que se habilita

a ser geodésica suporte & a geodésica tangente a £ em p.

Naturalmente, a definico acima ndo nos acrescenta muito se M
possuir geodésicas que nfdo desconectam M. Assim sendo, no resto -deste
capitulo assumiremos que M ¢é desconectada por qualquer geodésica
{maximal). Estamos agora aptos a enunciar e demonstrar, uma versio

riemanniana do Teorema de Hahn-Banach.

TEOREMA I1.2.1: Seja M® variedade riemanniana completa, na qual existe
apenas uma geodésica (maximal) ligando dois pontos quaisquer, e seja
{y}c M curva fechada, simples, de classe Ck. k = 1, Entdo, sdo
equivalentes as seguintes afirmagses:

i) {7} & convexa,

ii) Todo ponto de ¥y possui geodésica suporte.

demonstragao: ({=»ii) Supondo ¥y convexa, chamemos de # a regifo convexa

da qual a curva & bordo e suponhamos p = ¥(0) ponto de ¥ que ndo admite
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geodésica suporte. Tomemos {y'(s),n(s)} referencial mével ortonormal ao
longo de 7, com n(s) apontando para 4. Como n(s) aponta para , temos
que -n{s) aponta sempre para °. Consideremos a aplicagdo

g:(-n/2,n/2)X(0,+n)— M  onde q,t(O) = p e g (s) & geodésica com
(t,s)+ — q,t(s) to

g,’(0} = -n(O)cos(t ) + ¥'(O)sen(t ). Como -n(0) aponta para 4£°, temos
0

que para t e s suficientemente peguenos, qt{s) e «° pois g & obviamente
continua. Como estamos supondo que p ndo admite geodésica suporte, e
como M é completa, 3 q € {¥}) im{g} Sendo y compacta, existe

o = mm{[t|;te(~1r/2,1r/2)| e n {7}}
e tomemos to = % o que realiza tal minimo. Tomemos entfo

5, = mih{s € (0,4w) | qto(s) € {ar}},

cuja existéncia podemos novamente garantir por uma questdio de

compécidade.\ Logo obtemos geodésica q,t:{O,so] —> M, ligando dois pontos
0 .

de ¥ e contida em 4°, contradizendo a convexidade de ¥

(ii»i) Para cada p € ¥y, consideremos ¢ geodésica suporte de ¥ por p e
P

chamemos de }fp o fecho da componente conexa de M \{qp} que contém y e de

A a regifo limitada por 7y, contida em Rp. Obviamente 4 € ¥ e, sendo a
p
PEY

intersecgio de convexos um conjunto convexo, () H ¢é convexo., Resta-nos
PEY

entdo mostrar que | ¥ < & Para isto consideremos p € 4 ,qede q,p
q
pPEY

a geodésica ligando os dois pontos. Come os dois pontos estdo em
componentes conexas distintas de M \ {y}, temos que existe um ponto m €
g,pq n {r}. Por construgio, m,q & Rm, mas 0 ponto p ndo pode estar em RP
pois para que isto ocorresse, o segmento geodésico q,mp teria que

interceptar a geodésica g, em outro ponto, possibilidade que excluimos
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por causa da hip6tese que existe apenas uma geodésica ligando dois

pontos.m

Vamos encerrar este capitulo tentando relacionar a curvatura
geodésica com sinal de uma curva com a convexidade desta, No planc
euclidiano, podemos demonstrar que uma curva fechada simples & convexa
se e somente se a curvatura geodésica com sinal desta ndo mudar de
sinal. Tentamos determinar a validade deste resultado em outros
variedades, mas estas tentativas falhavavam a0 admitirmos a
possibilidade de a geodésica tangente nfo ser, nem ao mencos localmente
uma geodésica suporte. Neste caso, nfio conseguimos resolver o problema,
nem  encontramos na literatura disponivel  qualquer referéncia
elucidativa. No entanto, assumindo que a curvatura geodésica seja
estritamente positiva (ou entfio estritamente negativa se invertermos a
orientagdo da curva), poderemos completar o resultado, com a restrigdo
adicional de que a variedade seja conforme com [Rz. Passemos entfo a
definicBdo de conformidade e ao lema que nes dardA a chave da

demonstragio.

defini¢ao II.2.5: Um difeomorfismo ¢:M—> N" entre variedades
riemannianas é dito conforme se existir uma aplicagio continua f:M
—> R, estritamente positiva tal que, para todo p € M, X, Y € x(M),
tivermos

KXY = FpXde(X),de(¥Y)> -
Duas variedades riemannianas s@o ditas variedades comnformes se existir

difeomorfismo conforme entre elas. Se para tode ponto p € M existir

vizinhanca V de p e difeomorfismo conforme ¢:V-—> @(V)S N, diremos que M
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é localmente conforme a WN.

LEMA IL.2.1: Seja M® variedade Riemanniana localmente conforme a R e
sejam «o,B8:(-e,e} —> M curvas diferenciaveis parametrizadas pelo
comprimento de arco, tais que «f0) = B(0}) = p e «(0) = B(0) = v
Consideremos V vizinhanga de p, ¢V — U ¢ R® dif‘eomorfisrnoh conforme,
e a = Pow, E‘ = ¢of3, representantes locals de « e B respectivamente,
determinados por ¢. Considere ainda ﬁa(s)e r_lﬁ[s) vetores normais
principais ao longo de @ e B respectivamente, Diremos entdo que o esta
localmente & esquerda (estritamente a esquerda) de B se existir 8 > O
tal que, para todo s e (-§,8) tivermos

<Bls)-als),n (0P = <§(s)—&(sl,ﬁB{0}>R =0 (>)
Nestas condigBes temos que:
i) PcB(Ol > ka(OJ —= ¢ estd localmente 3 esquerda de B : N

ii) o esta localmente estritamente a esquerda de B — &a{OJ = kﬁ(o) '

demonstragao : Lembremos antes de tudo que

2 4
— --‘u ( k s s Y
K(0) -z L“k{m * | Z FIJ{OIal(O)aj[O)“
k=1 1, )=t
2z 2
-_lr ( k =0 oy 1]
K(0) = [ _Bkm) +| E r' J(o)s‘to)sj(m“
k=1 1, §=1
logo, KE[O} - K&(O} = B"(0) - «"(0} e & obvio que (%)
ko(0) — & (0) 3 0 e 5(0) - K(0) = (KGO}-KS(0),D(0D,, =

= <,§"[0)—5c"(0),ﬁtfmM = f(p)<r§"(o)—&"tol.ﬁ(o»E >0 e

N <4r§“(o)—&"(01.ﬁ(0)>E >0 (%)

pois sendo M localmente conforme com 1R2, existe funcdo fF:V'eV — R
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estritamente positiva tal que, para todo X,Y € x(M) temos
X(p),Y(pD,, = <X(@(p)), Y(p(pID- = FIPKK($(p)), V(B(pI
onde X e Ysdo os campos induzidos em U pelo difeomorfismo ¢, assim como
<, >ﬁé a métrica induzida em U por ¢,
Observemos ainda que existe vizinhanga de p = ¢(p), contida em U, na

qual podemos e spandir « e B em séries de Taylor, obtendo

A
Bls)-uls) = B(O)-u(0) + [é’w)-&’{m]s + [E"(O)-&"(O)]g +Tg

NCOE

2
= [E"(O)—&"{O)]—;— + rB_a(sz) (w3

Temos assim praticamente pronta a demonstragido do Lema.

B B

- - - 2, =
= (¥*%) <Bls)-als),n(Op, - <rB_a(5 Jnlsp. > 0

i) Kk (0) > &a[O) =k {0]—&a(0}> 0 = (M) <:§“(0)-&“(0},r_1{0}>g =

logo,
<B(s)-als),n(0P_ = 0
ou seja, a estd localmente a esquerda de B.
il) o estsd localmente estritamente a esquerda de £ quer dizer,por

definigdo que

Bls)-als),n0) —> Bls)-u(s)OD_ - <rg ()AlsH, =

B
= (¥%%) <§“(01~&"(01,ﬁ(0)>s > 0 —

=== (*¥) kﬁ(o] - ka(o)' =0wm
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B

B esta a direita de o B estd o esquerda de o

fiquna 7

Antes de seguirmos adiante, gostarfamos de mencionélr que,
embora ndc tenhamos conseguido demonstrar, acreditamos que 6 resultado
deste lema possa ser mais forte do que o enunciado, obtendo que:

i) k&, (0) > ka(O) = a estd localmente estritamente & esquerda de B8

B8
i) o estd localmente & esquerda de B = ka(O) s k_(0)

Vamos utilizar o lema anterior para obter, no caso especial

do plano hiperbo6lice le, o seguinte teorema:

TEOREMA IL.2.2: Seja :[0,L] —> H> curva fechada simples, de periodo L,
parametrizada pelo compreimento de arco com curvatura geodésica com
sinal estritamente positiva (ou estritamente negativa). | Entdo, 7y &
convexa.

demonstragao: Suponhamos por absurdo .que exista a 1 tal quep =
v{a) ndo possua geodésica suporte. Sem perda de generalidade podemos
supor que y(a) = (0,1} e ¥'(a) = %; .Seja g, a geodésica tangente & ¥y em

2
p. Pelo Lema acima, temos que gp estd localmente a esquerda de ¥, e mais

ainda, y ndo pode coincidir com g numa vizinhanga de p pois esta
p
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possibilidade contradiz a  hiptese de y ter curvatura geodésica
estritamente positiva. Como gp nio & geodésica suporte de ¥, e esta é
continua, {¥} {gp} # {p}. Vamos agora supor que {7} {gp} seja um
conjunto finito e mais tarde trataremos da possibilidade de {2} (g}

ser infinito. Tomemos t1 = max {t e [o,a}[ar(t) c {g }} e t2 = min {t €
P
(a,L][ar[tJ € {gp}}. Temos entdo dois arcos de curvas em gy que

interceptam {gp} apenas em seus pontos extremos, a saber, ¥, =7
[tl,a]

ey, =7

[a,t2]

Vamos agora provar que aoc menos um destes dois arcos deve
posuuir algum ponto com curvatura geodésica menor ou igual a zero, Sendo
gp uma geodésica vertical, a'{ti) um ponto desta e sendo ¥ curva simples,
temos que 'ar(ti) é da forma (0,1:1), com (O.Tl], (0,':2] e (0,1) pontos
distintos. Afirmamos agora que T <1 ou T, > 1 . De fato, se T, > 1
temos que {3‘1} junto com o segmento geodésico ligando y{a) e ar(tl)
formam uma curva fechada simples (curva de Jordan) e para £
suficientemente pequeno y(a+e) mora na componente limitada determinada
por esta curva. Assim sendo pela simplicidade de ¥, temos que '.r(tz] deve
morar no segmento geodésico ligande {a) e ar(tl) e esta provada a
afirmag8o acima, pois usamos raciocinio totalmente anilogo para o caso
de termos T, < 1 {figura 8). Vamos entfo supor, apenas para facilitar a

notagdo que T, <L
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Chamemos entic de q um ponto do arco {;yl} que maximize
localmente (na métrica hiperbélica) a distancia entre a geodésica gp e
{a'l} e consideremos gq a geodésica por ¢ tangente a y (figura 9). Temos
entdo que, numa vizinhanca do ponto ¢, ¥ estd estritamente a direita de
gq. Mas isto, pelo Lema II.2.1 implicaria em a curvatura geodésica com
sinal de 7 ser menor ou igual a zero em g, contradizendo a hipétese de ¥
ter curvatura estritamente positiva.

Se considerarmos a possibilidade de termos T, > 1 procedemos

de modo inteiramente andlogo e temos entdo demostrado o teorema.m

?

,\\\
Y
L Y }y(a) )
/
/
q .__/

¥ — -

fiquna 9
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Para encerrar a demonstragio do teorema devemos analisar
quais as possibilidades que podem ocorrer se {y} {gp} for infinito. O
preblema que pode surgir é o de termos

sup{t e [o,a)]7(t) E{gp}} =a ou inf {t € (a,Ll|7(t) € {gp}} = a,

ou seja, se a for ponto de acumulagic de {7} N {gp}. Excluimos a
possibilidade de {¥} {gp} conter uma vizinhanga de p em {y} pois esta
possibilidade implicaria na existéncia de um arco de {y} com curvatura
geodésica nula. Como {y} e {gp} sfo fechados, temoé que a intersecgio
destes dois conjuntos também deve ser, logo numa vizinhanga fechada de p
em {gp}, temos que {y} n.{gp} ndo pode ser denso, pois se isto ocorresse
terfamos {y} coincidindo com {gp} ac longo de um arco. Assim sendo,
mesmo que p seja ponto de acumulacio de {y) N {gp}, podemos tomar
vizinhanga V de p em {y} na qual y esteja a esquerda de gp e esta
vizinhanga conterd pontos isolados da intersecgio. Como em V y eslta a
esquerda de gp temos que estes pontos sfo pontos de tangencia das duas

curvas e relativo a estes pontos isclados existem

t = max {t € [o,a}|¥(t) € {gp}} e t2 = min {t e (a,Ll{#(t) € {gp}}.

e damos continuidade a demonstragio sem outros problemas.

Observemos também que se, na demonstracio do Teorema, ao
invés de tomarmos o ponto q no arco ¥, como maximizando a distancia

hiperbélica & geodésica gp tomassemos ¢ ponto que maximizasse a
distancia euclidiana a esta geodésica, poderfamos mostrar, de modo
inteiramente analogo que a curvatura de y em q’ é menor ou igual a zero.

Assim sendo, teriamos que o arco de 7 ligando q e q seria um arco
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geodésico ou pogsuiria pontos com curvatura geodésica estritamente

negativa.

Para encerrar o capitule, gostariamos de observar que na
realidade,0 Teorema IL.2.2. vale em qualquer variedade que satisfaga
também as condigSes do Teorema I1,2.1, pois a 1unica propriedade
especifica do plano hiperbélico que utilizamos foi o fato de existir um

unico arco geodésico ligando dois pontos distintos .
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CAPITULO 3

Este capitulo seri dedicado ao Teorema dos Quatro Vértices, o
qual garante que a fungdo curvatura de uma curva fechada simples no
plano euclidiano possui ac menos quatro pontos criticos de extremo (dois
de méximo local e dois de minimo local), os quais chamamos de vértices
da curva.

No paragrafo III.l faremos um breve apanhado histérico
relativo ao Teorema dos Quatro Vértices. Esta revisio histérica ndo tem
a p;*etenséio de ser completa, mas acreditamos que abranja os principais
resultados relativos a  vértices de curvas planas, percorrendo
praticamente todo este séculb. Existem varios trabalhos tratandb de
versdes do Teorema do Quatro-Vér.tices para curvas no espago, cComo o que
afirma que curvas fechadas simples que estdo no bordo de uma superficie
convexa tem quatro pontos de tor¢do nula [Costal, assim como véarios
trabalhos caracterizando vértices de curvaturas de ordem mais alta. No
entanto, estes resultados extrapolam os limites do nosso trabalho e
assim sendo ndo serfo mencionados na revisio que nNos pPropomos.

No paragrafo IIL.2, nos concentramos na demonstracdo do
Teorema dos Quatro Vértices no plano hiperbélico. A  primeira
demonstracio que fizemos segue como corolario de um Lema que provamoes, o
qual relaciona os vértices hiperbélicos e euclidianos de uma curva em EHZ
e da versio euclidiana do Teorema. A segunda demonstragdo & uma

adaptagdo da prova feita por Osserman para o Teorema dos Quatro—ou-mais
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Vértices.

No paragrafo II.3 demonstraremos o Teorema dos quatro
Vértices na esfera. Para fazé-lo, necessitaremos de alguns resuitados ja

conhecidos sobre curvas esféricas,

III.1 BREVE HISTORIA DO TEOREMA DOS QUATRO VYERTICES

A primeira versdo deste Teorema foi feita em 1909 por
[Mukhopadhyaya] para o caso da curva ser convexa - uma oval na
terminologia da época. Desde ent3o, varios trabalhos foram escritos
sobre o assunto, enfraquecendo as hip6teses do Teorema, caracterizando
os vértices, caracterizando as curvas com apenas quatro vértices e

fornecendo novas demonstrages para o Teorema.

Em 1912, [Kneser] genéraliza o Teorema para curvas fechadas
simples, nio necessariamente convexas. Na demonstragio do teorema, vem
embutida uma caracterizagdo de vértice, como sendo os pontos de uma
curva nos quais & curva e o circulo osculador nfo se interceptam, no
sentido apresentad'o no Lema II.2.1. Para sermos mais precisos, temos que
os pontos de maXimo da curvatura sfo precisamente os pontos em que a
curva esta & esquerda do circulo osculador e os de minimo s3o os pontos
em que a curva se encontra a direita de seu circulo osculador. A
demonstragdo de Kneser é feita provando que, ao tomarmeos a anti-projegio
estereografica, levamos de forma biunivoca os pontos de vértice em

pontos de inflex3o e entdo ele utiliza um resultado de Mdebius que
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garante a existéneia de ao menos trés destes pontos. Como os vértices de
méaximo e minimo de uma curva fehada devem aparecer aos pares (pois a
curvatura de uma curva fechada é uma fungdo periédica), na realidade
existem ao menos quatro destes pontos. £ interessante observar que esta
demonstragio foi feita ainda sob uma forte influéncia da geometria
projetiva, sendo o circulo osculador caracterizado como o “circuloe por
trés pontos consecutivos" e pontos de inflex8c sdo pontos nos quais o
circulo osculador "passa por quatro pontos consecutivos da curva" e

assim peor diante.

A demonstragdo mais conhecida do caso convexo é fruto do
trabalho de [Herglotz] que apareceu, conforme nos informa [Chern] em um

trabalho de 1933. Reproduziremos em linhas gerais esta demonstragao.

Considerando a convexidade da curva gy, podemos supor arz'(s} <
0 para 0 < s < Sy © 72(51 > O para so< s .< L, onde s é o comprimento de
arco da curva e supomos a curvatura de ¥ monétona em (0,50] e em (SD,L],
ou seja, supondo que O e So s80 os Unicos vértices da curva. A partir
das formulas de Frenet obtemos que 'a"l'{sJ = -k(s)a"z(S) e af;(s] =
k(s}y;(s]. Integrando a primeira equacdo obtemos que )

=0

‘S
r&(slyéts]ds = I ok{sJar’Z(s]ds + ﬂk(5)3;(9st = —ar’l{s)
v} 4] o 4]

Como estamos supondo k(s) monétona nos dois intervalos 3 &1 e Ez tais

que

8 £ 8
f"k(sw;(s)ds - &(o)J’ Yy (s)ds + &(so)j “y;(s)ds =
o 0 61

= 72(81)[‘&{0)—&[50]) , e

51



£ L
] — 2 ¥ 4 —_
E k(s}'arz(s}ds = k(so)I wz[s]ds + k(so)‘[ 3'2(5)ds =
0 %o &
= 3’2{5,'2)(&(50)-&(0))

Obtemos assim uma contadigdo pois pela equagSo (*) e pelas equagdes
acima obtemos que (3’2(51) ~ 3’2'{521)[#%{0] - k{so)] = 0 o que & um absurdo

se levarmos em consideraragfo que 3’2{:’;’1] - 3’2(62) <0 e k{Q) - k{so]> 0.

Em 1936, [Graunstein,]l] faz uma distingdo entre vértices
primérios,que sfo pontos de maximo (minime) em que a curvatura é maior
(menor) que a "curvatura média" (curvatura total/comprimento da curva) e
vértices secundirios, que sfoc vértices que nio satisfazem estas
condigBes. Feita esta disting8o, Graunstein demonstra que uma curva
convexa possui ao menos quatro vértices primérios e que o nimero de
vértices primarios excede em ao menos gquatro o namero de vértices

secundarios.

Em 1937, Graunstein volta a tratar desta  questdo
[Graunstein2], e faz uma nova prova do Teorema dos Quatro Vértices,
desta vez para curvas ndo necessariamente convexas. Na realidade, ele
trata os dois casos - o convexo e o ndo convexo - em separado e
demonstra gque uma curva fechada simples, ndo convexa, deve fer- ac menos
trés pontos de inflexdo (pontos de mudanga de sinal da curvatura) e como
entre cada dois pontos de inflexdo temos uin vértice, a curva deve ter no
minimo quatro vértices ( pela paridade entre vértices de minimo e de
mAaximo).

Alémn disto Graustein define um arco de curva pg como sendo do

tipo § se este for uma curva simples ligando os ontos p e q, de
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curvatura nfc negativa, tal que as retas tangentes em p e q coincidem e
é reta suporte da curva (pa realidade as curvas ¥, definidas na
demonstragdo do Teorema II.2.2 sfio curvas do tipo Q). Definidos este
tipo de arco, ele demonstra que uma curva fechada de indice 1, contendo

um arco do tipo Q possui pelo menos quatro vértices.

Estimulado pela extensfo do Teorema feita por Graunstein,
[Jackson] publica um trabalho em 1944 no qual caracteriza as curvas com
apenas dois vértices, provando por exclusio o Teorema dos Quatro
Vértices. Jackson demonstra que uma curva contendo exatamente dois
vértices pode ser dividida em dois arcos simples, cada um confendo um
dos vértices.

Tratando de; curvas com exatamente quatro vértices ele
demonstra que os* circulos osculadores nos vértices da curva interceptam
a curva apenas nos respectivos vértices. Mais ainda, uma curva fechada
simples que intercepta retas e circunferéncias em no maximo quatro
pontos, tem exatamente quatro vértices.

Além disso, Jackson fornece uma condigio suficiente para. que
uma curva fechada simples contenha ac menos 2n vértices: Que exista
circunferéncia interceptando a curva, tal que a interceccio destas
determine a0 menos 2n-1 arcos cujas extremidades estejam na mesma ordem

ciclica tanto na curva como na circunferéncia.

Em 1971, [Gluck] demonstra uma espécie de reciproca do
Teorema: Se &k for uma fungdo real periédica, estritamente positiva que
seja constante ou possua ao menos dois maximos e dois minimos, entido

existe curva fechada simples que tem & como funcfio curvatura (e sendo &
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estritamente positiva, tal curva serd convexa).

Chegamos enfim ao trabalho de [Ossermanl, publicado em 1985,
noe qual apresenta uma nova demonstragio para o teorecma, demonstragio
que, segundo o préprio autor tem as vantagens de ser, bastante intuitiva
do ponto de vista geométrico, de funcionar ndo apenas para cuf'vas
convexas € de oferecer imediatamente uma caracterizag¢io das curvas com
apenas quatro vértices. N&o vamos entrar agora nos detalhes desta
demonstragdo pois a demonstragfio que faremos no planc hiperbélico é uma

adaptacio da demonstragio de Ossermarn.

I11.2 TEOREMA DOS QUATRO VERTICES NO PLANO HIPERBOLICO

A parte central deste paragrafo é a demonstragdo que fazemos
do Teorema dos Qua}tro—ou—mais Vértices em IHz, seguindo os passos da
demonstragio feita por Osserman para o caso euclidiano. Ao fazermos esta
deﬁonstraq&o, provaremos os trés lemas que encaminham a prova de

Osserman mas ndo foram demonstrados em seu artigo.
No entanto, comegaremos este parigrafo com uma demonstragfo

quase elementar que fizemos do Teorema dos Quatro Vértices para o caso

hiperbélico. Na bibliografia comentada que Spivak nos oferece ao final
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do ditimo volume de seu livro, ele menciona uma demonstragfo deste
resultado, comunicada verbalmente por A. Weinstein, gue teria sido feita
mostrando-se que a partir da correspondéncia entre vértices de uma curva
em H e cispides de sua evoluta. Cabe ressaltar que esta fol a (nica
referéncia sobre a possivel validade do Teorema dos quatro Vértices para
o plano hiperbélico que encontramos em toda a literatura consultada.

Como nido encontramos referéncia posterior a esta mengéo,
comegamos a explorar este caminho por conta prépria. O tratamento de
curvas em H via a evoluta, s6 faz sentido - como vimos em L2 - se a
curva em questdo tiver curvatura geodésica major do que 1. Assim sendo,
este tipo de argumento Jja comega impondo uma restrigio bastante
significativa ac universo das curvas fechadas simples que ele pode
abranger. A partir do estudo que fizemos inicialmente da evoluta de uma
curva y em IHz, chegamos a uma relagio direta entre a curvatura geodésica
e curvatura euclidiana (considerando-se W apenas como um sub-conjunto
aberto de IRZ, podemos considerar ¥ como sendo uma curva no plano
euclidiano, e assim faz sentido falarmos da curvatura euclidiana desta)
de . Esta relagio nos permitiu realizarmos uma demonsiragéo do Teorema
para ¢ plano hiperbélico, sem impormos restrigdes a curvatuta geodésica

da curva.

Para estabelecermos esta relagdo entre curvatura geodésica e
curvatura euclidiana, vamos inicialmente determinar a expressio, em
termos de coordenadas, da curvatura geodésica com sinal de uma curva no
plano hiperbdlice.

Lembrando as expressdes da derivada covariante em termos de coordenadas

locais (1.0) e dos simbolos de Christoffel do plane hiperbolico (1.2),
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2
temos que, se y:1 — H™ for curva regular de classe Cz, entéo

7, (thy) (1) 7 k)
T ® = (50 - 2 AR A A C TZTT)] '

considerando que (1.2.1)

- ]. d_ 1 ) 1 »
:Ka,(t) - ‘W’(t)[ [dt (l,a,: (tll}'a' [t] + Wv?’[t)a’ (t)]

e sendo o vetor normal principal n(t) =

1 ? ]
7 () (-‘a’2{t),'a'l(t)) temos que
a curvatura geodésica com sinal de y & dada por

k(t) = <K (1),n(t)> =
g ¥ H
S L (A Lt el T ' nt) | =
[3"(t)i dt |'a"[t)] i H |a"(t}} ) H
- 1 2z , _
= (o) Tyoggy? (000D, =

= (] Ty D070 )

Passemos ent8c 4 demonstragdio de um Lema que nos auxiliard na
demonstragiio da primeira versdo do Teorema dos Quatro Vértices para o

plano hiperboélico.

LEMA 111.2.1 (Relacdo entre curvatura geodésica e curvatura euclidianal:
Seja 71 — W curva regular de classe ct (k=2), parametrizada pelo
comprimento de arco euclidiano. Seja kg(t] a curvatura geodésica de y e
kE(t) a curvatura euclidiana de 7. Entdo, kg(t) = arz(t}kE(t) + -‘y;(t).

demonstragao: Sendo y uma parametrizacio pelo comprimento de arco

. ar . s2 =
euclidiano, ou seja, com ',r;z(t} * 7, (t) = 1, temos que

onde |7’(t}| = <’J’[t},'a"(t)>:2 € obtemos que
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— }' 3 1 ¥ ¥
kg(t) = (W) <Vg"{t)? (t),("’a’z(t),il(t))H =
3 ] ] » —
= {'arztt)) Wg’(t)’ [t).{—arz(t),'a‘l{tDH =
= 'zrz(t}d?ar.(t}'.ar’{t),(—'ar;(t},'ar;(t)>E =

"Y;[t) 2 2
= arz{t)[—afl{t)g'zlt] + wz[t};yl{t] + mwl (t) + 7, (t})] =

= arz{t)[ar;(t)ar;{t) - ar'l'(tla';(t)] + 7, (t)

Mas sendo t comprimento de arce euclidiano, temos que

ar;(tJ'ar;(t) - af';[tJ'ar;(t] = <3’“(t},(—a’;(t).‘a';{tl>E

que é, por definigdo, a curvatura com sinal de y se esta for considerada
como uma curva no plano euclidiano [Carmo2,pag.16]. Denotaremos a
curvatura euclidiana de ¥ por kE[t) e temos que

ch(t] = Wz{t]kE{t) + 'zr;(t). u

Gostariamos apenas de observar que a relagdo acima vale
apenas no caso de tomarmos o comprimento de arco euclidiano como
parametro. Apesar disso o tecrema abaixo & essencialmente geometrico e a
escolha da parametrizag8o pelo comprimento de arco euclidiano, nada mais

é que uma conveniéncia que simplifica a demonstragéo.

TEOREMA II1.2.1 (Relagdo entre vértices da curvatura geodésica e da
curvatura euclidiana em IHzl: Seja I — W curva de classe C° (k=2),
Sejam ainda ch a curvatura geodésica com sinal de ¥ e k]-: a curvatura
euclidiana com sinal de . Entio, toe I é maximo (minimo) local de .’cg se
e somente se for maximo (minimo) local de kE.

demonstragao: Podemos parametrizar {y} pelo comprimento de arco
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euclidiano. Assim sendo, sem perda de generalidade, vamos considerar que
¥ ¢ uma parametrizagdo pelo comprimento de arco euclidiano. Derivando-se
entdo a igualdade obtida no Lema II1.2.1 vemos que

R0 = 00k (1) + 7, (0K + 971} =
= 'a'é(t}[ar;{t}ar;(t} - ar'l'(t)'a'é(t)] + 2, (O + () =
= ) + ar'l'(t)[l - a';z(t)] + oy WD) =
= 1070 + ¥ + 7, Ok (1) =
- 50500 + 2nw) oo, e
Lembramos neste ponto que tomamos o parametro t como sendo o comprimento

de arco euclidiano, ou seja 3';2(t) + ar;z(t] =1,

Derivando-se ambos os termos desta igualdade, obtemos que
'Jl(t)'a'l(t) + wz{t}fyz{t) g 0

e a expressdo em (**) assume a seguinte forma:
k'(t) = g _(t)k(t) (%)
g 2 E
Sendo ',rz[t) > 0, verificamos que os pontos criticos da curvatura
geodésica e da curvatura euclidiana de ¥ coincidem. Derivando-se ambos
os termos da igualdade (***) ficamos com
kg(t) = afz(t)kE(t) + 7, (tR(E)
logo, se 't for ponto critico das curvaturas temos que
kg(t) = wz(t)kE(t)
e novamente, por ser qz{t} > 0, temos que os maximos e minimos das duas

funcBes coincidem. =

COROLARIO I1.2.2 {Teorema dos Quatro Vértices em W - 12 demonstragio):

Seja I — le curva fechada simples de classe . Entdo, ¥y possui ao
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menos quatro vértices.

demonstragao: Pelo Teorema dos Quatro Vértices no plano euclidiano, kE
possui ao menos dois méximos e dois minimos locais. Pelo Teorema acima,
estes pontos serdo maximos e minimos locais também da curvatura

geodésica ch, e portanto, vértices da curva. m

Vamos agora comegar a apresentar a demonstracfio de Osserman,
que tem a vantagem clara de ndo pressupor a validade da versdo

euclidiana do Teorema.

A idéia béasica da demonstracfo de Osserman é considerarmos a
circunferéncia de raio minimo contendo a curva e mostrarmos que podemos
nos pontos de tangéncia, limitar superiormente a curvatura da curva pela
curvaturé da circunferéncia ¢ que em cada arco da.curva determinado por
esta inter‘secc;éiq podemos enconirar ao menos um ponto com curvatura maior
que a da circunferéncia,

Osserman constréi esta demonstragdo a partir de quatro lemas,
sendo que o0s trés primeiros sfo resultados geométricos gerais que ele
ndo demonstra. Em seu artigo, todos estes lemas estdo enunciados no
plano euclidiano. Demonstraremos estes lemas, assim como o Teorema

. . - 2
propriamente dito, tantc em R™ como em M2,

LEMA II1.2.2 Sejam (M,p) espago métrico completo e K € M conjunto
compacto com ac menos dois pontos. Ent;’io, existe bola fechada Bla,r) de
centro em a e raio r>0 contendo K de raio minimo, no sentido de que se K
< B(a’,r’) ento r'= r.

demonstragao: Sendo # completo, temos que K & limitado. Logo, para todo
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x € M, existe r > O tal que a bola fechada K £ B(x,r). Ainda pelo fato

de K ser compacto, temos que para cada x em M, r.= sup{p[x,y)|y € K} é

na realidade um miximoc e temos entio _fg{x,rx) como sende a menor bola
centrada em X e contendo K. Como K contem ao menos dois pontos, temos
r = Ldiam(K) > 0.

x 2

Consideremos entdo a funcio ¢:M# ——» R . Demonstra-se por argumentos
’ X — r
X

usuais que ¢ € continua, logo, se restrigirmos ¢ a uma bola fechada
@(a,_ra), onde a € Ke K < -f'g(a,ra), existird « € @[a,ra) tal que

r, = inf{rx|x € ﬁ{a,ra)}.

Observamos ainda que se x € {ﬁ[a,ra])c, ento, r_ = sup{p(x,y)[y € K} >

plx,a) > r_=r e temos que @(a,ra] é a bola minima que buscavamos. m

Como vimos no paragrafo L1, uma variedade riemanniana ¢
geodesicamente completa se e somente se o espago métrico adjacerite a
esta for completo. Assim sendo, o Lema III.2.2 vale para qualquer
variedade geodesicamente completa, Vamos agora demonstrar a unicidade

desta bola minima.

LEMA II1.2.3 Seja K € R" compacto com mais de dois pontos e sejam
B(a,R) e B(b,R) duas bolas fechadas distintas mas com raios iguais que
contenham K. Entfio, existe bola fechada de raio estritamente menor que R
que contém K.

demonstragao: Considere m o ponto m o ponto médio do segmento ab que
liga os centros das bolas e seja p e 8B(a,R) | @B(b,R). Como ambas as
bolas tem o mesmo raio e sdo distintas, elas ndo podem estar uma contida

na ouira e como a intersec¢iio das duas contém ao menos dois pontos,
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temos que 8B{a,R) ) 8B(b,R) # 2. A métrica em R" provém de um produto

interno, logo, como p € 8B(a,R) ) dB(b,R)

Liguna 10
e m é ponto médio de ab temos que

Co-p,b-p> = (p(b,p))>

(lp(a,p)]2 = {a-p,a-p>
[p(a,m}]z = {a-m,a-m> = <b-m,b-m> = {p(b,m))2
Subtraindo a segunda igualdade da primeira e considerando a linearidade
do produto interno, temos que
a,m> - <a,p> = <b,m> - <b,p>
o que implica que <{p-m,b-a> = 0, ou se_ié os segmentos pm e. am séo
ortogonais e pelo Teorema de Pitagoras temos que
n = plp,m) < plp,a) = R
Vamos entdo mostrar que B(a,R) ] B(b,R) £ B{m,n). Para faze-lo Se x €
B(a,R) ny B(b,R), plx,a) = R e p{x,b) = R. Como m €& o ponto médio de ab,

temos que m = % (a + b) e assim sendo,

I

(,t:)(x,m])2 K-m, Xx-M> = <X,X> -2 (x,-é—(a+b)> + <%{a+b].l(a+b}> =
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| —

X-a,X-a> + % x-b,x-b> - % {a-b,a-b> =

1
2
st-%mmmﬁ<Rz

(o(x,a))® +

|

(p(x,0))* - 3 (pla,b)? =
Assim sendo B(a,R) n B{b,R) € B{m,n) onde 7 ¢ R. =

Tendo demostrado a unicidade da circunferéncia de raio minimo
. . . T s
cujo interior contém um compacto de R, vamos usar esta unicidade para

2
demonstrar o mesmo resultado em H"

LEMA I111.2,3° Seja K € 1 compacte com mais de dois pontos e segjam
Bla,R) e B(b,R) duas bolas fechadas distintas mas com raios iguais que
contenham K. Entdo, existe bola fechada de raio estritamente menor que R
que contém K..

demonstragao: O fato de K possuir mais de dois pontos implica nas
circunferéncias 8B(a,R) e dB(b,R) se interceptarem em dois- porntos e
chamemos estes ponto de P, © p, € se ja A a geodésica por estes pontos.
Considerande A como uma semi-circunferéncia euclidiana temos que o
prolongamento desta interceptaria o eixo horizontal do sistema de
coordenadas de 1R2 os quals chamamos de q € q, de modo a termos
qpp,q, em ordem ciclica no prolongamento de A. Consideramos g a
intersecgdo com o semi-plano superior da circunferéncia euclidiana
centrada em q passando por P, (figura 11). Deste modo, g é uma
geodésica de H e a reflexdo ”g em torno desta geodésica leva A numa
geodésica vertical passando por P, (de modo geral, a inversic em R® em
torno de uma circunferéncia g leva uma circunferéncia h que passa pelo
centro de g e intercepta g em dois pontos em uma reta passando pelos

pontos de intersecgfo. Como a reflexido em geodésicas de 2 pode ser
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vista como a restrigio ao semi plano superior das inversBes em tornc de
circunferéncias euclidianas centradas no eixo horizontal. Mais detalhes

podem ser encontrados em [Eves] ou [Rochal).

MglPy)

figuna 11

Nesta situacio, consideramos m = (ml,mzl como sendo o ponto

i uclidiano entre os po p = e p. = .
médio euclidia pontos P, l.lg(pll P, ug(pzl Toda
circunferéncia passando por estes pontos, deve ter seu centro euclidiano
na reta (ml-i- t,mz). Lembrande que em [.2.1 vimos que o raio hiperbélico

de uma circunferéncia com centro euclidiano em [al,az) e raio euclidiano

a_+r
2

r ¢é dado por %ln [ﬁ], vemos que as duas circuferéncias G'1 =
2

i g(aﬁ{a,R)] eC, =p g(a@{b,R)) devemn ter também o mesmo raio euclidiano
r. Construimos entfio - de modo idéntico ao que fizemos no Lema II1.2.3 -
uma circunferéncia € com centro euclidiano em m e raio euclidiano r € r

(= raio euclidiano de C1 e Cz) que contém ugfﬁfa,R)) N ug(@(b,R]). Temos
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assim que

o m2+F { m+r
raiodeC=R=§1n[ ]<-1n[ ]=erraiodeC ede Cm
1 2
mz—r

2\ m_-r
2

Daqui em diante, considerando a reflexdo "lg que definimos na
demonstragio do Lema acima, poderemos considerar que dois pontos
distintos quaisquer de H podem ser levados por uma iscmetria de modo a
estarem alinhados verticalmente. Além disso, dada a unicidade da
circunferéncia de raic minime que contém um compacto, tanto em I}-I2 COmo
em [Rz, daremos um nome a estas circunferéncias: circulo circunscrito do
compacto K. Passemos agora ao Lema seguinte, que fala sobre o
posicionamento no circulo circunscrito da intersecido deste com o

compacto K.

LEMA Ii[.2.4 Seja K ¢ IR2 compacto com ao menos dois pontos. Entfio, todo
arco fechado de seu circulo circunscrito, medindo a0 menos #, contém ao
menos um ponto de K.

demonstragao: Seja C circunferéncia contendo K de modo que exista arco
fechado de w de € que ndo contenha pontos de K. Como estamos tomando um
arco fechado, existe € > 0 tal que, se aumentarmos este arco de € em
ambas as diregfes, este também ndo conterd pontos de K. Sem perda de

generalidade podemos supor que C tem raio R, est4 centrada na origem e o

arco em questio é 0 arco

Cl = {(Rcosﬂ,ﬁsenene € [1:/2—3,31{/2-:-9]}
e consideremos
JB1 = { (rcose,rsen9)|9 ¢ [r/2-e,3n/2+e]; O<r=R } e B2 = (Bl)c.

Tomamos ainda Kl =KnN B1 e I(z =K Bz. Estamos suponde que Kln G'1 = @.
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Como ambos sfo compactos ndo vazios, temos que p(Kl,Cl) = § > 0
Consideremos ainda a circunferéncia C’de centro no ponto (d§,0) e raio

R, onde d € {0,1) & tal que d& < 2Rsenle).

A

diguna 12
Vamos mostrar que ¢’ também contem K. Feito isto, pela
unicidade do circulo circunserito, teremos que € ndo é o circulo de
menor raio contendo K.
Seja entdo x € K1'
p(x,(ds,0)) = p(x,0) + p(0,(d8,0)) = R - & + dd = R -8(1-d) < R
€ neste caso X € (',
Se x € I(2 temos que X = (rcos@,rsenf) onde r <= Re 8 € (-n/2
+e,m/2 ~€). Assim sendo,
{,p()':,{dS,O}])2 = (rcose - d&)° + (rsen@)” = r? + d°8° - 2ddrcose =
< 2 + d%® - 2dércos(n/z ~e) = r° + d°8% - 2dsRsenle) <
<r? s d%% - 2d%8% =r? - d%° < (R - d8)® < R

e portanto, também neste caso x € ¢’ ¢ provamos assim que K € C', n
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A vers3o hiperbdlica deste Lema decorre imediatamente da
versdo euclidiana acima. Tomamos € como no lema e chamamos de p, €p,0S
pontos extremos do arco de ¢ que ndo contém pontos de K. Como
mencionamos  anteriormente, podemos  supor p, & P, alinhados
verticalmente. Como a reflex&io hiperbélica em geodésicas verticais podem
ser vistas como a restrigio 3 [H2 de reflexfes euclidianas em retas,
temos que p, € P, definem um diametro também sob o ponto de vista
euclidiano. Encontramos entdo ¢* do mesmo modo que no caso anterior e
observamos, por um argumento idéntico ao apresentado na demonstragio do
Lema III.2.3°, que € e € possuem o mesmo raio hiperbélico,

contradizendo a unicidade do circulo circunscrito,

O peniltimo dos lemas a serem mencionados por Osserman, € a
versdo euclidiana do Lema IL2.]1, que recordaremos para a comodidade do

leitor.

LEMA IL.1.I: Seja [M2 variedade Riemanniana localmente conforme a R e
sejam «,B:(~e,e) —— M ourvas diferenciaveis parametrizadas pelo
comprimento de arco, tais que «(0) = B(O) = p e &’(0) = B'(0) = v
Nestas condigdes temos que:

i) Kk, (0) > ka[O} == @ estd localmente & esquerda de B

B
il) o esta localmente estritamente a esquerda de B8 == ka(O) < kB(O}

Passemos agora & demonstragdo feita por Osserman do seguinte

lema:

LEMA 1I1.2.5 Seja y curva fechada simples no plano euclidiano, C o
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cireulo circunscrito de 7, p, e P, pontos de {y} y C. Tome ¥, como sendo
o arco de ¥ ligando os pontos P, € P, orientado positivamente. Entdo,
ou ¥, coincide com o arco de C ligando os pontos ou existe um ponto q
em :rl tal que a curvatura de y neste ponto é estritamente menor do que
1/R, onde R é o raio de C.

demonstragao: Pelo Lema II1.2.4, podemos assumir que ¢ arco orientado de
¢ ligando P, a P, estd contido numa semi-circunferéncia; se jisto nio
ocorrer, pelo Lema III.2.4 existe ponto p’2 entre P, & P, tal que P, © p;
estdo contidos em uma semi-circunferéncia fechada de ¢ e aplicamos o
argumento seguinte para o sub~arco a'; de v

Sem perda de generalidade, vamos assumir que C esta centrada
na origem e que pl e p2 estdo alinhados verticalmente, com p2 acima de
p, com ambos os pontos contidos no semi-plano direito. Se 7, ndo
coincidir com o arco de € que liga estes pontos, deve existir ponto q €
7, pertencente ao interior da regifio limitada pelo arco de € ligando os
pontos € ao segmento de reta que liga os pontos. Nestas condigBes temos
que a cirqunferéncia C' passando por P, P,eq terﬁ raio R’> R.

Se transladarmos para a esquerda a circunferéncia €', haveri
uma Ultima posigio em que este [ntercepta o arco - Chamemos o circulo
nesta posicdo de C" e de q, um ponto isolado de C" {arl}. Como g €
curva simples, o mesmo argumento utilizado na demonstragfio do Teorema
11.2.2 pode ser usade para garantir tanto a existéncia de pontos
isolados em C" ) {arl} como ¢ fato de ¢ estar a esquerda de C" em q,-
Assim sendo, o Lema II.2.1 nos garante que a curvatura de ¥ em q, é

menor ou igual a curvatura de €" que € dada por 1I/R’ < I/R. m

Para verificarmos & versfo hiperbodlica deste Lema, devemos
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ser cuidadosos na escolha do ponto q € {3'1} () int(C). Este ponto deve
estar na reta horizontal ¢ passando pelo centro de € para garantirmos
que a curvatura geodésica da circuferéncia €' é estritamente menor que a
curvatura geodésica de €. Satisfeita esta condigdo, o calculo da
curvatura geodésica de circunferéncias em [Hz. feito no paragrafo 1.3.1
torna claro que kc, { &c. A tunica possibilidade de ndo existir ponto q €
{3’1} n int(€) n {& € a de termos {a'l} n © n & # @. Neste caso,
tomamos o ponto desta intersecclio como sendo o ponto p; e aplicamos o
mesmo raciocinio ao sub arco 3'; de ¥

Neste ponto podemos enunciar a segunda versdo do Teorema dos

Quatro Vértices.

TEOREMA IIL.2.2 (Teorema dos Quatro-ou-mais Vértices - Osserman). Seja
vl — R curva fechada simples de classge Ck , k= 2.. Ent3o y possul ao
menos quatro vértices. Se ¥ intercepta seu circulo circunscrito ‘em n
pontos, y possui ao menos 2n vértices.

demonstracao: Pelos Lemas I11.2.2 e IIL.2.3, existe e é tdnico o circule
circunscrito € de y. Pelo Lema I11.2.4, € intercepta ¥y em ao menos dois
pontos, desconectando {y} em ao menos dois arcos conexos (lembramos que
¥ & um mergulho de Sl). Sem perda de generalidade, podemos supor ¥
orientada de modo que o vetor normal principal n{s) aponta na diregéc na
componente limitada de R® da qual {y} é& fronteira. O Lema IL.2.1 nos
garante que nos pontos de {7} | € a curvatura de y € malor ou igual a
curvatura de €, a qual & constante. O Lema III.2.5 nos garante que em
cada componente de {y} \ C, existe ponto com curvatura geodésica
estritamente menor do que a de C. Logo, como a fungfo curvatura é ao

menos continua, cada um destes arcos deve conter um vértice de minimo
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de y. Logo, se {y} n € possuir n pontos, obtivemos n vértices de
minimo em ¥. Sendo ¥y funcdo periddica, temos que a curvatura de ¥ também
serd, logo os minimos e maximos ocorrem aos pares, e devemos ter também

n vértices de maximo, totalizando ao menos 2n vértices, comn = 2. n

A versdo hiperbdlica desta demonstrag8o, segue exatamente os
mesmos passos do caso euclidiano. Observamos apenas que, sendo a
curvatura geodésica das circunferéncias no plano hiperbélico maior ou
igual a um, temos que a existéncia de circulo hiperbélico circunscrito
em H nos garante que toda curva fechada em IH2 deve ter pontos com

curvatura geodésica maior ou igual a I,

III.3 TEOREMA DOS QUATRO VERTICES NA ESFERA

Existe um grande nimero de trabalhos referentes a curvas
esféricas, ou seja, curvas espaciais contidas na esfera. As curvas
esféricas, particularmente as fechadas, sfo de grande interesse, pois a
uma curva espacial qualquer, podemos sempre assﬁciar trés curvas
esféricas especiais: as indicatrizes tangente, normal e binormal. Estas
trés curvas esféricas determinam, a menos de isometrias (de acordo com o
Teorema Fundamental das Curvas) , uma lnica curva espacial.

No entanto, a maior parte destes trabalhos trata das curvas

69



esféricas como curvas espaciais, sem tanta énfase no aspecto Riemanianno
destas curvas. Assim sendo, trata-se mais dos conceitos de curvatura e
torcdo destas curvas do que da curvatura geodésica destas. Creio ser
esta a melhor explicagio para a surpresa que tivemos em nio -encontrar,
na literatura disponivel, uma demonstragio do Teorema dos Quatro-
Vértices na esfera na concepgdo que trabalhamos, ou seja, com vértices
significando méaximos ou minimos da curvatura geodésica.

Normalmente, a literatura disponivel chama de "vértice" de
uma curva no e€spago os pontos nos quais a torgio se anula. Para o caso
da curva ser esférica, j4 em [Kneser] aparece um resultado que garante a
existéncia de ao menos quatro pontos de torcdo nula para curvas
fechadas, bi-regulares (a bi-regularidade é necessaria para definirmos
a torgdo, conforme visto no paragrafo I[.1) de classe c® . A Relagéo
entre este resultado e o classico Teorema dos Quatro Vértices no plano,
¢ estabelecido via projecio estereografica: Os vértices no plano {onde a
curva fica localmente de um sé lade de seu circulo osculador), sfo
levados em pontos estacionarios do plano osculador (pontos onde a curva
fica localmente de um sé lado do plano osculador), que s3o pontos de
torgdo nula. Além disto, o uso do termo "vértice" para pontos de torgdo
nula pode se justificado por este§ corresponderem a cGspides da
indicatriz binormal. No entanto, de modo coerente com o tirabalho
desenvalvido até o momento, para nés, vértice de uma curva esférica,

continuaré significando pontos extremos da curvatura geodésica.

Um caso particular do Teorema dos Quatre Vértices na esfera
pode ser demonstrado “Como consequéncia direta do seguinte resultado

provado por {Weiner] em um artigo de 1977 Se y for uma curva esférica,
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fechada simples que nfo contém um grande-semi-circulo (lembramos que os
grandes circulos sfo as geodésicas maximais da esfera), e se o centro da
esfera estiver contido no fecho convexo de y (ou seja, s€ a curva passar
por pontos antipedas da esferal, entdio a curvatura geodésica de y muda
de sinal ac menos quatro vezes. Este resultado & uma exXtensdo de um
teorema feito por Fenchel, no qual provou que a curvatura godésica de g
deve mudar duas vezes de sinal se esta satisfizer as condi¢Ses acima, a
nao ser a simplicidade desta que & trocada por um eventual ponto duplo

{(ponto de auto-interseccio da curva). Como consequéncia deste resultado,
temos que curvas esfericas fechadas simples, que contenham alguma par de

pontos antipodas, devem possuir ac menos quatro vertices {(pontos de

extremo da curvatura geodésical.

Vamos agora. demonstrar uma vers8o do Teorema dos Quatro
Vértices na esfera, que garante a existéncia de ao menos quatro pontos
criticos da fungio curvatura geodésica de uma curva esférica fechada
cuja curvatura espacial (euclidiana) nac se anule. A exigéncia que
fazemos da curvatura espacial ndo se anular € necessaria pois
utilizaremos o fato desta possuir ao menos quatro pontos de torg¢do nula

e a torgdo s pode ser definida se a curvatura nfo se anular.

Antes disso, vamos precisar estender o conceito de circulo
osculador para esferas osculatrizes, a fim de obtermos uma

caracterizagio das curvas esféricas.

. + n
Dada uma curva diferenciavel em R, e um ponto p da curva no
qual todas as curvaturas até ordem n-l s3o ndo nulas, exite uma

vizinhanga de p na curva, satisfazendo a seguinte condigdo: dados n+l
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e e o e i wtatobanen. aviete uma Onica esfera 0l
dimensional passando por estes pontos. Se a [(n-1)-ésima curvatura for
continua € ndo se anular, eXiste uma esfera limite quando estes pontos
tendem para p. A esta esfera limite, chemamos de esfera osculatriz de ¥

em p. Observamos apenas que a esfera osculatriz tem contato de ordem

trés com a curva que oscula,

Vamos considerar agora ¥ como sendo uma curva em IR3 cuja
curvatura espacial ndo se anula, R(s) e c¢(s) como sendo respectivamente
o raio e o centro da esfera osculatriz de ¥y em ¥(s). Se considerarmos as

coordenadas do ralo {(¥(s) - c(s)) da esfera osculatriz, em relago ao

referencial mével de Frenet (parégrafo I1.2), obtemos que

K(s)? = 1(s)%k(s)2(k(s)? -~ R(s)). (%)
onde & & a curvatura de 7 e T a tor¢io (2% curvatural da curva vista

come uma curva €em R®. Temos entfio que se y for uma curva esf érica,
teremos R(s) = 1 e consequentemente

K(s)? = 1(s)2k(s)2(k(s)® = 1. (#%)
Assim sendo, temos que numa curva esférica, a torgio se anula apenas em
pontos criticos da curvatura. Maiores detalhes sobre esta construgdo

podem ser encontrados em [Struik].

Passemos entf#o a nossa versdo do Teorema:

TEOREMA IIL.3.1 {Versio do Teorema dos Quatro Vértices na Esfera): Seja
vl — s? ¢ Rocurva fechada simples, de classe C3, cuja curvatura

espacial ndo se anula. Entdo a curvatura geodésica de ¥y possui aoc menos

quatro pontos criticos.

demonstracao: O vetor de curvatura geodésica de uma curva na esfera é
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obtido pela projecdo no espace tangente do vetor curvatura (euclidiana)
K(s) = kisin(s} = ¥"(s), onde n(s}) é o campo normal principal ao longo
de ¥, o qual € unitdrio e ortogonal a t(s) = ¢'(s), de fo. Se
considerarmos N{s) o campo unitiric ao longo de 7, ortogonal a esfera,
temos que
k(s)n{s} = kn(s]N[s} + kg(s}u(s)
onde uls) é vetor unitario tangente a 5%, Derivando-se ambos os termos
da equagio acima, obtemos que
ké(s}u(s] = k'{s)n(s) + k(s)n’{s) - R‘.;I(SJN(S) - kn[S]N’{s) - &g(s}u’{s)
Pelas equagdes de Frenet, temos que
n’(s) = -&(s)t(s) + z(s)b(s)
onde {t(s),n(s),bl(s)} €& o© referencial de Frenet da curva.
Particularmente no caso da esfera, temos que N{s) = % y(s), logo, *N'(s)
= y’(s} = t(s). Temos entdo que
k(Shuls) = (-k'(s) ¥ & (Dt(s) + K(shnls) - & (sIN(s)
+ k(s)t(sb(s) - kg(s)u’(s) (x%)
Além disto, o vetor ul{s) é ortogonal aos seguintes vetores:
i) N(s) porque N(s) é normal a g% enquanto u(s) ¢ tangente ;
i) t(s) pois sendo n(s) ortogonal a t(s), sua projecio em qualquer
plano contendo t(s) também serd ortogonal a este;
iii) u'(s) pois <uls),ufs)> = L
Assim sendo, se tomarmos o produto interno de ambos os lados da equagdo
(*) por u{s), obtemos que.
Fcé(s) = k'(s)nls),uls)> + A(s)r(s)<bls)u(s)>  (wxx)
Seja entdo tu € I ponto no qual a torgdo de ¥ se anula. Pela equagdo
(*), a curvatura {euclidiana) também deve se anular. Logo, constatamos a

partir de (***) que nestes pontos a derivada da curvatura geodésica de ¥

13



também se anula, ou seja, este deve ser um ponto critico da curvatura
geodésica da curva. Sendo y curva esférica, fechada ¢ simples, esta

possui ao menos quatro pontos de torgdo nula [Kneser] e consequentemente

a curvatura geodésica de ¥ possui ao menos quatro pontos criticos. m
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