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INTRODUGAD

0 problema de agregacBo em sérles temporais ¢é de
consideravel Interesse, princlpaimente em economia. Por exemplo,
supcnha que © respensavel por uma firma, com véarias filials, deseja
estocar um certo produto para ser vendido na semana seguinte.

Considerando ¢ espaco de armazenagem e o rlsco de faltaf o
produto no estoque, ele precisa da demanda do produte em todas as
filiaig para a préxima semana.

Na realidade, ele estd Interessado na previsio de uma
varlavel que ¢ agregada temperalmente, somando-se as demandas diarlas
durante a semana, e agregada contemporaneamente, somando-se as
demandas semanais das fillials.

Nesse caso, a agregacio temporal e contemporinea aparecem
conjuntamente. Alguns autores cono Liitkepohl (1986), tratam deste
problema.

No caso dg agregaglo temporal, tem-se dois tipos de
variavelis: estoque e fluxe. Uma variavel estoque, & a quantidade de
alguma colsa em um particular ponto do tempo, enquanto uma variavel
fluxo, é a quantidade acumulada sobre um periodo de tempd.

Por exemplo, renda anual € uma variavel fluxo, pols ela € a
soma das rendas mensals durante um ano. A quantidade de certo preoduto

em estoque, ¢ uma varlavel estoque. Esta varlavel ¢ algumas vezes



chamada de amostragem sistemAtlica.

| A agregac8o temporal de modelos ARIMA & bastante discutida
na literatura estatistica e multes trabalhos apresentam estudos sobre
estimagio e previséo de modelos agregados tempeoralmente.

0 modelo resultante da agregacfio temporal de varlével
fluxo, conhecendo-se o modele da série orlglnal, é apresentado por
Amemiya e Wu (1872), para o caso de modelos AR, Tiao (1972), obteve o
modelo resultante da agregacBoc temporal de variavel fluxo no caso da
série original ser um modelc IMA.

Brewer (1973}, apresenta resultados para variavels fluxé e
estoque, no caso da gsérie original ser um medelo ARMA Para o caso de
variavel fluxo, Wel {1979} extendeu estes resultados para o caso da
série orlglinal ser um modelo ARIMA sazonal multiplicativoe.

Granger e Morris (1976), obtiveram importantes resultados
para o caso de soma de processes ARMA independentes, por exemplo, se
Xt e Zt s8o duas séries estaclionirias com média zero e independentes
tais que Xt é ARMA(pl,ql) e 2 & ARMA(pz,qz). entfio ¥ = X + 2 &
ARMA(p,q), com p = p, *+ P, © qs max(p!+q2,pz+q1). Rose (1977),
apresenta resultados para soma de processos ARIMA independentes.

OQutras referéncias scbre o estude de agregacio temporal
sdo: Tiao e Wei (1976), Abraham (1982), Abraham e lLedolter (1982},
Kohn (1982), Engel (1984}, Stram e Wel ({(1986), Pino, Morettin e
Mentz (1987), entre outros.

A agregacfio temporal estd relacionada com ¢ problema de
observagdes perdidas quande a série temporal ¢é observada em dois

periodos: um com dados na forma agregada e outro com dados na forma



degagregada.

Harvey e Plerse (1984), estudaram este caso usando o
enfoque de espacge de estados.

0 caso de agregacio contemporanea de séries temporals foi
conslderado por Wel e Abraham (1981) usando o enfoque de espago de
Hilbert.

Neste trabalho, serd estudada somente agregaqéo temporal de
variavel fluxe, sendo analisada a relagso dos modelos e comparados os
previsores da variavel agregada tempecralmente.

A previsiéo feita com base nos dados desagregados, éera
comparada com a previsfio baseada nos dados agregados, em termos de
erro médio quadratico de previsfio EMQP, para diferentes situagdes.

No capitule 1, serd apresentado um resumo da ‘modelagem
Box-Jenkins para séries temperals univariadas. No capitule 2, sers
apresentade o efeito da agregacBo temporal sobre os varios tipos de
modelos, considerando que os dados desagregados seguem um modelo

totalmente conhecido.

No capitulo 3, serfio” comparados dois previsores nos
seguintes cases: 1) quando os dados desagregades seguem um modelo
totalmente conhecido; 2) quando os dados desagregados seguem um modelo
ARMA(p,q) com as ordens p e ( finltaé e conhecldas e os coeficientes
s80 estimados e; 3) quande ajustamos modelos autorregressivos de ordem
desconheclda para os dados agregades e para os dados desagregados.

Nos dols ultimos casos, o8 erros nédios quadraticos de
previsio sfc obtidos com base na teoria assintética e no capitule 4

serad estudade o comportamento desses previsores em pequenas amostras



através de experimentos de Monte Carlo para modelos AR(p), MA(g) e

ARMA(p,q) e apresentadas algumas conclusdes.



cAP{TULDO 1

MODELOS ARIMA UNIVARIADOS

1.1 - INTRODUCAQ

Uma importante classe de modelos estocéstlcos usada para
descrever séries temporals, s8o os chamados modelos autorregressive -
integrado - média mével, ou abrevladamente modelos ARIMA.

Esta extensa classe de medelos, popularizada por Bok &
Jenkins (1978), produz uma variedade de modelos estaclonarios e nfo
estacionarios, que representam adequadamente muitas séries temporalis
encontradas na prética.

Neste capitulo serfio apresentados os modelos desta classe
com especlal atenco para os modelos estacionérios. Também seric
apresentados alguns resultados, teoremas e definig¢des necessériocs para

o desenvolvinento desse e dos proximos capitulos.

Série Temporal. Uma sérje temporal é qualquer ceonjunto de observagdes
geradas sequencialmente no tempo. Se o conjunte € discreto, a série
temporal ¢ dita discreta, se o0 conJunto & continuo, a série temporal é

dita continua,
Serdo consideradas somente as séries temporals discretas,

medidas a intervalos iguais de tempo, denotando as T observagBes da

sérle por y., ¥, "7, Y.



Processo Estocéstico. Um fendmenc estatistico que evolul no tempo de
acorde com leis probabilistleas & chamado um processo estocéstico.
Precisamente, um processo estocastico é uma familia
Y = {Y(t), t € T}, tal que para cada t € T, Y(t) é uma variavel
aleatéria, onde T é um conjunto de indices.
Se T & finito ou enumeravel, o processo diz-se com
pardmetro discreto. Se T é um intervalo, o processo diz-se com

parametro continuo.

A funcdo média do processo Y(t) & definida por
(1.1.1) u(t) = E[Y(t}], t ¢ T
e a funglo de autocovariéncia ¢ definida por
(1.1.2) y(t,8) = CovlY(t),Y(s)], t,s e T.

Processo Estocastico Estritamente FEstacionarie. De maneira intuitiva,
um processo estocdstico estacionarlo evolul no tempo de tal modo que a

escolha da origem dos tempos ndo € impertante para a distribuigic das
observagdes.

Un  processo estocastico ¢é dito ser estritamente
estacionarlo, se a distribuigdo de probablilidade conjunta das

observacdes yl, yz, e, yT, ¢ a mesma das cobservacgdes

, “**, ¥_ , para todo Intelro k e T = 1,

Y T+k

1k’ Yook



Processo Estocdstico Fracamente Estacionario. Um processo estocéstico
& dito ser fracamente estaclionario (ou estaclonsrio de segunda ordem),

se e somente se, as seguintes condigles sfo satisfeltas:

i) p(t) = 4, constante para todo t & T.
11) E[Y(t)?] < w , para todo t e T.
111) y{t,g) = £f{t-g) , & uma funcdo somente de t-s.
Serfo tratados aqui, somente processos  fracamente

estacionarios que gseréo denominades de processos estaclonarios.

Ur processo estocastico & dito ser Gaussiano, se as
observaces yl, yz, e, yT, tém distribuicio normal T-variada.

Se um processo for Gaussianc e fracamente estaclonario, ele
serd estritamente estacionério.

Uma série temporal, ¢ considerada como sendo uma possivel

realizacio de um processo estocéstico.

Funcdes de Autocovarifncia e Autocorrelagfo. Suponha que Y, é um
processo estocastico estaclondric com média pu = E(yt) e varlancla
finita o = V(y,).

A fungic de autocovariancia ne lag k, produz a covariancia
entre valores separades por um intervale de tempo k, ou seja, entre
y ey e ¢ definida por

t L+k

(1.1.3) 7(k) = Covly,y, )= El(y-my_ -ul).



Como
y(-k} = Cov(yt.yt_k] = Cov{yt_k,yt) = Cov[yt,yt+k) = y(k),

isto mostra que esta fungfc & simétrica em torno de zero.
Para k = 0,

y(0Q) = Var(ytJ = o°.

Também pode-se mostrar que |y(k)| = ¥(0) e que a funglo de

autocovariéncia 7, ¢ positiva definida.

A funcio de autocorrelagfio no lag k, preduz a correlacfo

entre Y, € Y, © & definida por

Cov(yt,yt+k} ¥(k)
(1.1.4) plk) = = .
[Var(yt]Var(yt+k)]1/2 7(0)

E claro que p(k) também & simétrica em tornoc do zero e
p(0) = 1.
Se uma série temporal yi, Yoo Tt y&, ¢ observada,

entfio a fungfio de autocovariancia pede ser estimada por

1 T1-x
(1.1.5) $k) = — T (y-y)ly -y}, k=0, 1, -+, T-1, onde
t t+k
T t=1
) 1 1
(1.1.86) y=fi=— Ty
t
T t=1



& a média da serie temporal observada.

. 0 fato de usar~se T em vez de T - k no denominader de
{1.1.8), & que ?(k) fornece estimativas positivas definidas, que ¢ una
importante propriedade da fungfo de autocovariéncia.

A fungfio de autocorrelagfo € estimada por

$(Kk)

T°>
3
]
ks
]
o
=
0
—

(1.1.7)

200}

?[k) ¢ chamada func8o de autocovari&incia amostral e B(RJ funcéo  de

autocorrelagio amostral.
Define-se também

(1.1.8) 5(k) = 5(-x) e Bx) =p(-x), k=0, 1, -+, T-1.

Quando € observada uma Unica realizagio de um processo
estocastico, a atengfio volta-se de um ponto particular do tempo para

as observagdes no tempo.

Istoc é& possivel se a média, varléncia e fungfo de
autocovariancia sido independentes do tempe, ou seja, se o processo de
geragéo dos dados ¢ estaclonario. Assim a média do procésso pode ser
estimada pela média amostral das observagdes como em (1.1.8).

0 fatc de obter-se¢ estimadores consistentes de uma unica
realizacfo de processos estaclonarios, ¢ devido aos chamados teoremas
ergédicos, os quais mostram que para muitos processos estaclonarioes,
que sdo comumente encontrados na pratica, o= momentos amostrais de uma

realizacfo observada de comprimento T, converge (em média quadréatica)



para os correspondentes momentos populacicnais (veja por exemplo,

Chatfleld 1980, pagina 65). Estes teoremas valem para modelos ARMA.

Operadores. Alguns operadores facllitam a notagfo e a maneira de

representar séries temporals.

0 operador atraso B, & definido por
By = By =
Yy Yioy Yy Yix
0O operador avango F, é o operador inverso de B e & definido
or Fy = Fk =
P Yy Yeer Y % Yewx
O operader diferenga V, é deflnldo por
Vyt =YY, T [l-B}yt , 0 que implica que V = (1-B).
0 operador inverso da diferencga € o operador soma deflnido
o]
por Syt = Zyt_l. Tem-se que
1=0
Sy = {y+y +y + +-- ) = (1+B+B% +-- )y = (1-B}'y = vly
t t V-1 V-2 t t t'

ouseja, S=9..

10



Ruido Branco. Ruido branco & uma sequéncia de varlavels aleatérilas nio
correla&ionadas com média zere e varifincia constante.

Essa sequénclia sera denctada por at de modo que E(atJ =0,
Var(all = oi para teodo t e E[atas) = 0 para t # s.

Embora esta defilnicfo seja adotada, alguns autores definenm
0s a, como sendo uma sequéncla de varidvels aleatédrlas independentes e
ldenticamente distribuidas, usualmente com distribuicfc normal.

A fungdo de autocovarifincia do ruide branco & dada por

(1.1.9) y(k) =
0Ose k0

e a fungfio de autocorrelagfio ¢ dada por

1se k=0
(1.1.10) plk) =
Ose k=20

1.2 - 0 MODELO LINEAR GERAL.
Suponha que Ye ¢ um processo estocédstico com média p = 0.

0 mcdelo linear geral, é escrito como

y = a + 6. a + 8 a + s, ou
t t 1 t-1 2 t-2
(1.2.1) y, = B[B}at , onde
8{(B} =1 + 91B + 9282 + e a & ruide branco.

11



A forma (1.2.1) expressa y, como uma fungfio linear dos
ruidos presente e passados. Alternativamente Y, pode ser escrito em

termos do ruido presente e todos os Y, passados, ou seja,

(1.2.2) ¢(B}yt =a , onde

p—t — -— 2 - L N |
¢(B) =1 f,blB ¢28
As duas formas de expressar yt, (1.2.1) e (1.2.2), implicam

que 8(B) = ¢(B}"1, isto ¢, os pesos 8 podem ser obtidos como fungio

dos ¢1 e vice-versa.

A fungfo de autocovariéncia do modelo linear geral é dada

por

(1.2.3) ¥ (k)

1
g
23]
j=2]
o]
o]
=
s3]
o
n
—

em particular, para k = 0 tem-se

Var(yt) = oi
1

6‘2
i

(1.2.4) 7{0) , com 60 =1 .

g ~13

Condicdes de FEstacionaridade e Invertibilidade. A convergéncia da

série em (1.2.4) garante que ¢ processo tem varifncia finita. Como a

média ¢ constante e (1.2.3) nfdc depende deo tempo, o medelo serd
w0

oo
estacionarioc se Zez <we 300 <o
120 i 120 i 1+k

Para o modelo linear geral, estas condicdes podem ser

12



substituidas por uma tnica condigfo, a de que a série
g(B) = 1 + els + 82B2 + .-+ deve convergir para |B| = 1 (Box e
Jenklns 1976, segfio 3.1).

Antes de enunciar as condigdes de invertibilidade, sera

apresentado um exemplo.

EXEMPLO 1.2.1: Considere o modelo linear,

(1.2.5) y =a - Ba ,

[ui]
como ¥, 8? = 1 + 82, & finita, tem-se que (1.2.5) é& estaciconario para
1=0

qualquer valor de 8.

Escrevendo y, na forma {1.2.2), vem

(1.2.8) AV AP
portanﬁo,
2.2 - alpt
$(B) = 1 + BB+ 8B" + :-» = } 8B e¢l=91,par‘aizl.
1=0

A sequéncia formada pelos pesos ¢i serd convergente se
[9[ < 1 e neste caso diz-se que o modelo ¢ invertivel,
0 modelo linear geral serd Invertivel se a série

¢(B) = 1 ~ ¢.B - ¢282 - «++ converge para |B| s 1.

13



1.3 - MODELOS AUTORREGRESSIVOS.
As propriedades do modelc geral AR(p), serfo indicadas a

partir da an&lise dos casos particulares AR(1) e AR(2).
Modelo AR(1). Este modelc & da forma

(1.3.1) y, = ¢y, +a

Comparando com {(1.2.2), tem-se que ¢(B) = 1 - ¢B, & finito,
portanto este modelo ¢ invertivel para qualquer valor de ¢.

A condigfo para que o modelo seja estacionarlio, é que

w 0w
ye = ¢ ' < w, o que & equivalente a || < 1.
=0

Portante, a condigfc de estaclionaridade é Qquivalente a

-1 < ¢ < 1. Em termos do polinbémio ¢(B), isto & equivalente a
1

1 - ¢B = 0, ter raiz B = —— malor do que 1 em valor absoluto.

$

Escrevendo (1.2.1) na forma (1.2.1), e calculande a

varidncia de Yy obtem-se

o
y(0) = E(yi) R D A — af
=0

a
1

Para k =2 1, tem-se que Y, € &, sfic nfdo correlaclonades,

portanto,

¥(k) = Elyy ) = ¢Ely .y ) +E@ay J ouw

14



(1.3.2) r{k) = ¢y(k-1), para k = 1 .

A solugio da equagio de diferenga de primeira ordem

(1.3.2), & a funcio de autocovarifncia
{1.3.3) y(k) = ¢k?{U], para k = 1

Portanto a funcfo de autocorrelacéo é dada por

(1.3.4) p(k) = ¢k, para k =z 1 .

Note que p(0) = 1 e p(1) = ¢. A fungdo de autocorrelagio
decal expeonencialmente para zerc se ¢ & positlvo. Se ¢ & negativo, a

func&o decal exponencialmente para zero mas, oscilando.
Modelo AR(2). Este modelo é da forma

(1.3.5) Yy T ¢1yt—1 * ¢2yt—z * B 0

como ¢(B) =1 - ¢1B - ¢282 é finlto, este modele & sempre invertivel.

Em termos do polindmic ¢(B)}, a condiclo de estacicnaridade
& equivalente a exigir que as raizes de ¢(B) = 0 estejam fora do circulo

unitério, o que & equivalente a

¢+ ¢, <1 . 4, -¢ <1 e -1<g <1.

18



Multiplicando (1.3.5) por Yo © tomando-se a esperanga,

obtem-se

(1.3.6) E(ytyt_k] = ¢1E(y Yy ]+ ¢2E(y

t-17t-k by Elay, )

t—2yt—k k

Como E[atyt_k) = 0 para k =2 1, a funcfo de autocovarifncia

satisfaz a equagéo de diferenga
(1.3.7) ¥(k) = ¢1?[k~1J + ¢23{k—2J, para k = 1 .

Portanto, a fungfeo de autocorrelagéo satisfaz a equagido de

diferenga
{1.3.8} p(k) = ¢1p(k-1] + ¢2p[k—2], para k = 1 ,

que & conhecida como equagdes de Yule-Walker.

Pode-se escrever (1.3.8) como
0 = ¢(B)plk) = (1—¢1B-¢282Jp(1<) ,

onde B opera sobre k, cuja solugfio depende das raizes de ¢(B) = 0 que
serd portanto, soma de exponenciais esou sendides amortecidas.

Também de (1.3.8) tem-se a segulnte relagéo

p(l) = —— e p(2) = + ¢

16



Fazendo k = 0 em (1.3.8) obtem-se,

Var(y,) = 5(0) = ¢ v(-1) + ¢,7(-2) + wj ,

e come y(-k) = y(k), tem-se que

2
o
a

¥(0) , ou
1-¢ p(1)-¢ p(2)

(1—¢2)a:

(1.3.9) 7(0)
[1+¢2)(1“¢1"¢2)(1+¢1~¢2}

Modelo AR(p). Este modelo ¢ da forma

(1.3.10) Ve TV Yt ey e,

que também & sempre invertivel, uma vez que ¢(B) ¢ finlto.

0 medelo (1.3.10} pode ser escrito como

(1.3.11) ¢[B)yt =a . onde
= - - 2-'°' - P
¢(B) ; ¢JB ¢2B ¢pB‘
A condlgdo de estacleonarlidade para este modelo é

equlvalente a exigir que ag raizes de ¢(B} = 0 estejam fora de circulo

unitario.

A fungido de autocovarilnclia satisfaz a seguinte equagio de

diferencas

17



(1.3.12) (k) = ¢13{k-1) + ¢aw(k—2} + o 4 ¢Pz(k-p]. para k =z 1 .

Portanto, a funcéo de autocorrelacgic satisfaz as equagdes

de Yule-Walker
(1.3.13)  plk) = ¢ plk=1) + ¢ p(k-2) + -+ + ¢ p(k-p), para k = 1 .
A varlancia de Y, ¢ dada por

2
o
a

(1.3.14) y(0) = —
1-¢,p(k=1)~¢ p(k-2)~. .. =4 p(k-p)

De maneira geral, a fungido de autocorrelagio de um processo
autorregressivo & uma mistura de pelindémios, exponencials e sentides

amortecidas.

1.4 - MODELOS MEDIA MOVEL,

Ao contrario dos modeles autorregressivos, estes modelos
sdo sempre estacioparios, porém algumas restrigdes aos par@metros
devem ser impostas para que o modelo seja invertivel.

Az propriedades do modelo geral MA(g), serfo indicadas a

partir da analise dos casos particulares MA(1) e MA(2).

Modelo MA(1). Este modelo & da forma
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(1.4.1) y =a - 6a

Como 8(B) = 1 - g & finito, este modelo é estacionidrio para

qualquer valor de 8.

A varlancia de Y, ¢ dada por

(1.4.2) 7(0) = (1 + 6°)" .
Como
- - = =
E[(at Bat_l)(at_k Bat-k—l]] C para k z 2,

tem-se que, (1) = —66° e a fungéo de autocorrelagfo é dada por
1 se k =0
-0

(1.4.3) pllk) = { s se k =1
1+8
0 se k = 2

il
Lotis
5
H]
]
Leas
jan]
~
8
[a]
2
&
o
1)
L
e
pur
<
o
—
5]
=
Lo
o
j°]
@
s
—

Esta condig8o ¢ equivalente a -1 < 8 < 1. Em termos do

polindmio 8{(B), isto é equlvalente a exigir que 1 - 8B = 0, tenha raiz
i

B = — malor que 1 em valor absocluto.
8
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Modelo MA{2). Este modelo & da forma
(1.4.4) y, == -0a - 8,2

A variancia de Y, é dada por
(1.4.5) y(0) = E(yf) = (1+8%+0 )0 .

Como

E(ytyt-k] - L[(atﬁelat—I—BZat—z}[at—k_slat-k-l_ezat—szl] =0,
para k =2 3, tem-se que
y(1} = ~61(1 - 92)0*2 , v(2) = —9203 e a fungfo de autocorrelacfo é
a

dada per
[ 1 se k=20
-8 (1-8)
1 2
> o se k =1
1+91+eé
(1.4.8) plk) = 4
-8
2
P se k = 2
1407 +8
1 2
0 se k=3

Em termos do polinémio 8(R} =1 =~ 918 - 9282, a condicédo de
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i}
o

invertibilidade & eqguivalente a exigir que as raizes de 8(RB)

estejam fora do circulo unitario, o que ¢ equivalente a
+ < - -
82 81 1, 82 81<1 e 1<82<1.
Modelo MA(q). Este modelo & da forma
(1.4.7) y =a -8a2 - 92a - s - g oa ,

que também é sempre estaclonirio uma vez que 8(B) é finito.

A varilancia de yt & dada por

(1.4.8) »(0) = (1 + 9? + ez + s 4 ealaz.
q

Coma E[ytyt_k) = 0 para k > ¢, a fungfo de autocovariincia
satlsfaz
-6+6 8 +88 + --- 46 0, se k=1 2, -+, @
(1.4.9) 9(k) = k "1 k+1 2 ks2 . q-k q :
0 se K > g

Portanto a fungéo de autocorrelacio ¢ dada por

-

-8 +8 8  +8 6 +++«-+0 B
k1 ktl 2 k42 qa-k a

2. .8 2
(1.3.10) plk) = < 1487407+ - +0°

0 se k > g
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A condiglc de invertibilidade em termos do polinémio
o(B) =1 - elB - 8282 - «++ - 8 By, é equivalente a exigir que as
q
raizes de 8(B) = 0 estejam fora do circulo unitario.

Invertibilidade ¢ Identificabilidade. Considere ¢ modelo MA(1}

{1.4.11) y = a - 0a .

(1.4.12) vy =0y + @8y 4+ - 4 oa.
Para que Y, ndo dependa do¢ seu passado muito distante, é
necessario que |6| < 1 e neste caso o modelo (1.4.11) & invertivel.
Agora seja 8’ = 1/6 (|j8'| > 1) e considere o modelo MA(1)
(1.4.13) y =a - 8'a ,
que ¢ estaclionario e pode ser escrito na forma autorregressiva

(1.4.14) y =08y + 6’2y + rrv 4 og

A fungdo de autocorrelacgio do modelo (1.4.13) & dada por
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{1.4.1%5) plk) = = se k=1

que & exatamente a mesma para o modelo (1.4.11). No entanto, a série
em (1.4.14) nio converge para |8'| > 1, e o modelo em (1.4.13) ndo &
invertivel.

Portanto, 2 mesma fungfBio de autocorrelagfio correspondem
dols modelos, um lnvertivel e o cutro nio.

No caso geral de modelos MA(g), existe um maximo de 29
modelos com a mesma fungfio de autocerrelacgio, mas somente um é
invertivel. Isto garante a unlcidade de representagfo do modelo (veja
por exemplo, Granger & Newbold (1988), secic 3.4).

Neste caso a condigfc de invertibilidade é équivalente a

exigir que as raizes de G(B} = 0 estejam fora do circulo unitéario.

1.5 - MODELOS AUTORREGRESSIVO MEDIA MOVEL.

Estes modelos sfo0 da forma

(1.56.1) Y = ¢y  +---+ oy +a -8a -6 a
: p

As propriedades do modelo geral ARMA(p,q), serfic indicadas

a partir da andlise do caso particular ARMA(1,1).
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Modelo ARMA({1,1). Este modelo & da forma

(1.5.2) y, =éy,_, *ta ~8a

Multiplicando (1.5.2) por Yo © tomando-se a esperanca

obtem-se
(1.5.3) ylk} = ¢1y(k—1] + gya(k) -~ elyya(k—l), onde
7 (k) = E(ytkat), & a covariéncia cruzada entre y e a.
ya -kt '
Como y nfo depende de a_ se k > 0, tem-se que y (k) = O
L-k t va

para k > 0 e ¥ (k) # O para k = 0,
ya

Portanto, para k =2 2 (1.5.3) torna-se
(1.5.4) ylk) = ¢1?(k—1} .

Como y (0) = o e v (-1) = (¢ - @ Jo© , tem-se de
va a ya 1 1 a.

(1.5.3) o seguinte sistema

y(0)

1}

2 2
¢1:r(1) to - 81({&1"81}0‘&

x(1)

]

2
¢1y(03 Biaa g

que tem solucfo
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(1w¢191](¢1~91)
y(1) = o,
1-¢°

1

portanto a funcdc de autocorrelacBo é dada por

1 se k=20

(1*¢1){¢1"613

(1.5.4) plk) = 4 5 se k=1
(1+81_2¢191}

¥
AN

¢1p(k—1) se k

Note que a partir do lag 2, a fungBo de autocorrelacéc é
afetada somente pela parte autorregressiva, enquantoc a parte média

movel entra somente na determinagio de p{1).

0 modelo em (1.5.2) pode ser escrito como
(1.5.59) (1 -~ ¢1B)yt = (1 - GIB)at,
ou seja, o modelo ARMA(1,1) & equivalente a um modelo AR{w)
t

_1 _
(1-6 B) ' (1-¢ Bly_ = a

com restrigfes nos parametros,

Também & equivalente a um modelo MA(w)
-1
y, = (1 ¢IB) (1 818)at
com restricdes nos parametros.
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A condigdo de estacionaridade ¢ equivalente = ]¢1] <lea
condiglio de invertibilidade & equivalente a |6 | < 1.

Em termos dos polindmics ¢(B) e ©{B), o modelo &
estaciondrio se a raiz de 1 - ¢1B =0 é&B-= 1/¢1 maier que 1 em valor
absoluto e é invertivel se a raiz de 1 - GlB =0 &8B-= 1/81 maior que

1 em valer abscluto.

Modelo ARMA(p,q). Este modelo ¢ da forma (1.5.1), que também ¢
equlvalente a um modelo AR{w) com restricdes nos parémetros e
equivalente a um modelo MA{w) com restrigdes nos parametros.

Multiplicando (1.5.1) por Yoy © tomando-se a esperanga

obtem—se
= “1)#n-- - - K=1)=r-r- -q).
{1.5.8} v(k) ¢17{k 1)+ +¢p?(k p}+?ya(kl Blgya( ) Bq?ya(k q)
Se k > q, 3ya(k) = 0e (1.5.68) torna-se
{1.5.7) r(k) = ¢13(k—1) +"'+'¢pw(k~p], para X > q,

portanto a funcédo de autocorrelaclio ¢ dada por
(1.5.8) plk) = ¢1p(k—1} treed ¢pp[k—p], para k > q .
Note que as autocorrelagdes do lag 1 até o lag q, =80

af'etadas pela parte médla movel, enquanto que nos lags malores que ¢ a

fung@e de autocorrelacfioc se cemporta como no modelo autorregressivo.
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Pode-se verificar que se g < p esta fungdo consiste de unma
mistura de exponenciais e/ou sendides amortecidas, ao passo que se

q =2 p, nos primeiros q ~ p - 1 lags esta funglio nioc seguird este

padrao, Ver Morettin & Toloi (198S), sec@o 7.5.

Em termos dos polinémios ¢(B) e 8(B), a condigio de

estacionaridade ¢ equivalente a exiglr que as raizes de ¢(B) = O

este jam

fora do circule unitario e a condicfo de invertibllldade é equivalente

a exigir que as raizes de 8(B) = 0 estejam fora do circulo unitéario.

1.8 — MODELOS ARIMA.

Os modelos apresentados anteriormente sfo apropriados para
descrever séries estacicnarias. Se a série ¢ estaclonaria e pu = 0,

subtrai-se a média da série, isto é

(1.6.1) ¢(B}(yt“u} = Q(B]at, ou

(1.6.2) ¢(B)y, = p_+ 8(Bja , onde u = $(Blu = (1-¢ ~++-—¢ Jp .
t 0 t 0 1 p

Quando a sérle n3c é estaclonaria, o que ccorre multo na
pratica, procura-se através de transformagdes tornd-la estacionaria.
Serfic estudadas somente aqueles tipos de séries nfo

estactonérias, que tornam-se estacleonarias ap6és a aplicacio de um

nimere finito de diferengas, d. Estas séries sfoc chamadas ndo

estacionarias homcgéneas.
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Se

Vy

il

(1.8.3) X

é¢ estaclonaria, entéo X, pecde ser representada por um modelo

ARMA(p,q),ou seja
(1.6.4) q)(B}xt = G(B)at.

Se X, & uma diferenca de yt, entéo Y. é uma integral de X,

por isso diz-se que Y, & um modelo autorregressivo integrado média

mével, ou modelo ARIMA(p,d,g) e escreve-se

d
(1.6.5) $(B)Vy, = 8(B)a,.

Como o modelo em (1.8.4) & estacionario, as raizes de

¢(B) =.0 estéo fora do circule wunitario.

Fazendo ¢(B) = ¢(B)Vd x"qb(BJ(l—B]d, o modelo em {1.6.5) &

equivalente a
(1.6.8) w(B)yt = B(B)at, onde

p(B) & um polindémio em B de grau p+d, com d raizes sobre o circulo

unitario, ou seja, iguais a 1, e as restantes fora do circulo

unitario.

Portanto, o modelo em (1.6.8) supde que a d-ésima diferenca
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de Yy pode ser representada por um modelo ARMA estacionArio e
invertivel.

Usualmente d = 1 ou d = 2, que correspondem a dols casos
interessantes de nlc  estacionaridade  homogénea: séries  néo
estaciondarias quanto ac nivel, que oscilam em torno de um nivel médlo
e podem mudar para outros nivels tempordarios. Para torna-las
estacionarias, ¢ suficiente tomar uma diferenca; séries nfe
estacionarias quanto a Incllinagée, que oscilam numa diregfo e podem
mudar para outras directes temperarias. Para teorna-las estacionarias,
& necessario tomar a segunda diferenca.

Observe que

det = Ud(yt—u] se d = 1.

1.7 ~ MODELCS SAZONAIS.

Estes modelos correspondem a generallizacg@o dos modelos
ARIMA para séries com forte componénte sazonal.

Em multos casos, & mais realistico considerar esta
componente como um processo estocastico, como ¢é¢ felto aqui, e nic
deterministica.

Se a série tem pericdo de sazonalidade s, os modelos a
seguir s8oc generallzagles 1mediatas dos modelos ARIMA e levam em

consideracgdo a dependéncia de observacdes afastadas s periodos.
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Modeleos AR(P)s. Neste caso tem-se

(1.7.1) Yo T ¢1yt-—a * q’zyt—zs T QPyt.-—Ps * bt’ ou
-
o(B )yt = bt, onde
8(8") = 1 - 8" - ¢2132“ - <1>PB'°“ e satisfaz a condigio de
estacicnaridade.

A fungldo de autocorrelag@o decresce exponenclialmente para
zero nos lags s, 2s, 38, -+, ge bt é ruide branco e & zero nos lags

intermediarios.
Modeleos MA{Q)s. Neste caso tem-se

{1.7.2) Y, = bt - ®1bt_B + Clabt_25 o4 C)ObthE , ou

y = E)(Bg)bt , onde

t

e(8’) =1 - 85 - @2825 —v e E)OBQB e satisfaz a condicio de

invertibilidade.

A fungéo de autocorrelagfo serd diferente de zerc somente
nes lags s, 28, ***, Q8 se bt & ruide branco, o que significa que nio
h4 dependéncia nos periodos adjacentes ¢t - 1, t e L + 1, o que em

muitos casos nido &€ razoavel.
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Modelos ARMA(P,Q)}s. Neste caso tem—se

(1.7.3)

o(B°) e O(B%)

respectivamnente,

invertibilidade.

@(Bs)yt = @(Bstt ,  onde

s8o polinémios em B como nos

satisfazendo as condigbes de

modelos AR e MA

estaclonaridade e

Se bt ¢ ruido branco, a funglo de autocorrelacdo € nic nula

somente nos lags maltiplos de s.

Modelos Sazonais Multiplicativos. Nos modelos anteriores, tem-se que,

se bt é ruido brance, o modelc nfc é razoavel pois supde que periodos

adjacentes sfo ndo correlacionades.

0 mais razoavel & supor os bt correlacionades e modelar em

geral por um modelo ARIMA,

Portanto o modelo seréa

(1.7.4)

¢(Bs](1~BS)Dyt &'B[Bs)bt ,

onde bL é dado por

(1.7.5)

d
$(B)(1-B)% = 6(B)a,

e a é rufde branco. Ou seja,

(1.7.6) ¢[B5)¢[B}(1*BS}D(1—B]dyt = @(BB]e(B)at ., onde
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(1-85)® ¢ o operador diferenca sazonal de grau D, (1-B)% ¢ o operador
diferenca nfio sazonal de grau d, &(B%), ®(B°), ¢(B) e o(B) sio
polindémios definidos anteriormente e satisfazendo as condigbes de
estacionaridade e invertlibjlidade, Estes modelos sfo chamados de ARIMA
sazonal multiplicativos, modelos ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q}s.

A funcfio de autccorrelagic do modelo tem o mesmo
comportamento do modelo ARIMA para os lags até s, e nos lags multiplos
de s. Nog lags adjacentes aocs lags miltiplos de s, cada modelo tem um

comportamento diferente.

1.8 - PREVISAO BASEADA NA REPRESENTACAC MA.
Seja y, um processo estocastico estacionario com média zero

e representagfioc MA

24}
(1.8.1) Y, = 6a _ = G(B)a.t , onde 6, = 1,

1=0
as raizes de B(B) = 0 estio fora do circule unitaric e at ¢ ruido
branco.

Consldere o previsor linear de horlizonte h na origem t,

baseadc em SL = {a |s = t} dade por
B

o 41}
(1.8.2) yt(h) = 1§29h+1at_1 =1§LBIa‘+h_i

0 erro de previsfio assocliade a yt[h) ¢ dado por
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h-1
(1.8.3) e(n) = Nea
t=0
considerandc-se que os parlmetros sfo conhecidos e que a série é

suficientemente longa.

Portanto, yt[h) ¢ ndo viclado com erro médio quadratice de

previsic (EMQP} dado por

(1.8.4) rrj[h) = o L6

TEOREMA 1.6.1: O previsor yt(h) definldo em (1.8.2) é 6timo no sentido

de EMQP, isto &, (1.8.4) & minimo entre os previsores lineares.

FROVA: Se ja

e
L3 =
yt(h) lgghh+1at-i alat+h~1 !

g8

qualquer previsor linear de ytﬂf

Entdo o erro de previs@o assoclado a y:(h) é

e (h) =y

o oG
y* teh y:LhJ = Leéa - LA
1=0 =

a
I t+h-i o 1 t+h-i

h-1 0
= + =
E eiat+h~l E {91 ;\i )at+h—-1
=0 i=h
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portanto o° (h) = cg(h).
y* y

0 EMQP de yt[h) pode ser escrito come

h-1 h-2
2 2 2 2 .2
o’(h) = o TO°=0" T8 +0 68 _=o(h1) + o 08°
Y "' o' Mr oY a bl

ou seja, o EMQP & nfio decrescente com o crescimento do horizonte de

previsio h, listo é,
(1.8.58) c?(s) = az(r), para 8 = r .
¥ y

0 erro de previsfio de 1 passc & frente ¢ dado por

L4

ey(l) = yt.+1 - yt[l} = a't.+1

o que significa que os erros de previsfic de 1 passc & frente sfo nfo
correlacionados.,

Se os a sfo 1ndependentes e Ildenticamente distribuidos
segundo uma distribuicfo normal de média zerc e varifncia aj, entio
yt(h] tem distribulc8o normal com média zero e variancia cf(h]. Isto

pode ser wusado para construir intervalos de conflanga para as

previsdes.
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FPer exemplo, um intervalo de (1-¢}100% de confianga para a

previsfio de h passos a4 frente na origem t, estd dado por

(1.8.86) yt[h} -z

=
aszth) = yt+h yt(h) * Za/QUQ{h} ’

onde 2z ¢ o valor critice da distribuicio normal padro.

Se Y ¢ um processo estocéstico estacicndrio de médla
Ho= E(yt), entfo z, = yy - 1t tem médla zero e neste caso o previsor
linear 6timo para Y, sera yt[h] = p + zt(h), onde zt(h) ¢ o previsor
6timo para Z, - 0 EMQP de yt ndc & afetado, isto &, oi(h] = ci(h], oﬁde

of(h) ¢ o EMQP de z (h).

Muitas vezes é de interesse a matriz de EMQP conjunta para
diferentes horizontes de previsf@io. Denotando a matriz de EMQP de 1 até

h passos &4 frente por X (h), tem-se
y

Yoo - yt(l) Yar ™ yt(l)
Y -y (2Y |y . -y (2)
T (h) = E t+2 t t+2 t
¥
_ytd-h - yt(h) _yt.-i-h - yt(h)J
o 1o 1,
1? 81at+1—1 1; elat+1—l
1 1
= E ):elat.-ie-l Eelat+2-i » ou
1= 1=0
h-1 h-1
L 1at+h-1 L Blat+h—i
1= 1 =0 ]
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] o (2 c? Y] c? T
1 a h-1 a
2 ! 22 ! 2
8105 lggﬂia; e ? 1 h-2+1 a
(1.8.7) £ (h) = - h
b4
2 1 2 hol o,
8 o P 6 ¢ - Y. e’
L h-1 a h-2+1 1 a I a
1=0 1=0 .

Note que os elementos da dlagonal de E;[h} s&o os EMQP de 1

até h passos a frente.

1.9 - PREVISAO BASEADA NA REPRESENTACAO AR.
Sende a representag8o MA (1.8.1) de Y, invertivel, isto &,
ge as ralzes de B8(B) = 0 estdo fora do circuleo unitario, entfio o

previsor 6timo pode ser calculade wusando a representagho

autorregressiva

(1.9.1) y,= Loy _, *ea ,ou ¢(BJyt =a , onde

as raizes de ¢(B) = 0 estfo fora do circulo unitario.

Note que ¢{B) = B(B}_1 e portanto os coeficlentes de ¢(B)
podem ser determinados em fungfio dos coeficientes de 8(B) e
vice-versa.

De (1.8.2) o previsor linear 6timo de horizonte 1 na corigem
t, baseado em S = {a§|s 5 t} ou equivalentemente S, = {ys[s s t} ¢

dado por
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(o] (o]
y (1) = gleiatﬂ—i - yt+1 - at.-rl - §G¢1yt+1"’1

Analogamente, o previsor linear 6timo de horizonte 2 na

origem t, baseado em St ¢ dado por

[41]
yt(Z] - i;?eia't.+2-l - yt.+2 - at+2 - Blatﬂ.

m

= + n -
i;1¢lyt+2—1 a-t.+2 at+2 elahl

- 12 ¢ Yeezoy ¢1 t+1

- +
¢ e (1) ¢1yt+l E ¢iyt+?—i ’
onde fol usado o fato de que ¢1 = 91 e yt(l) = Vi T Rar

Procedendo desta maneira, tem-se para h > 2

h-1
(1.8.2) y,(h) = T év, (h-1) + Esbiy
i=1 i=h

t+h-t '

o qual pode ser usado recursivamente para calcular previsdes.

E assumido que a soma & zero se o limite inferior no indice
do somatério for menor que o limite superior. Assim (1.9.2) pode
também ser usado para h = 1.

Se os a s8o Independentes, (1.9.2) pode ser obtido

tomando-ge a esperanga condicional de
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9]
Y = ¥ ¢ly ta dado St = {y |s <t} ,

h=1
(1'9'3) t.+h|S } ;1¢1E[yt.+h ilS ) * Z¢lyt+hi !
e por indugdo em h, tem-se que E(y [S ) = Y, (h).

TEOREMA 1.9.1: 0 previsor yt{h] definido em (1.9.2) & 6timo no sentido

de erro médio gquadratico de previsfo.

PROVA. Considere y:(h} qualquer previsor de Yioh baseado em St, ent&o

Ely,,, v, (817 = Elly, -E(y_ [S)] + [Ely_ [S)-y.(MD?, ou

* 2 _ 2 _ " 2
(1.9.4) Ely -y (n)1° = Ely  -Ely  |S)]" + E(Ely,, |S)-y (R}]%,

pols ly,  -E(y |S )] é uma ponderagfio dos a tal que s > t, enquanto
t+h t+h! t 8

»
[E(y“h[StJ—yt(h)] ¢ uma ponderagéo dos a_ tal que s = t, portanto

E{Iytth(yunlSt) : [E[ytm]StJ—yt(h) I} =0

S ). Logo

Assim, (1.9.4) & minimizada para y;[h} = E[ytm[ X

se os a s8o independentes, yt(h) & otimo entre todos os previsores de
yhh baseado em St e nado apenas entre os lineares.
Mostra-se no exemplo a seguir que a condlgdco de

independéncia dos a, ¢ critica (veja Liitkepohl 1987, pagina 58)}.
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EXEMPLO 1.9.1: Considere o AR(1) y = ¢y _ + a, onde |#] < 1 e

[ & se t =0, 2, 4,

e oS et sfo variaveis aleatéorias independentes e N(0Q,1).

Note gue os a, s8c ndo correlacicnades , mas nfo séo

independentes.

0 previsor de Yot baseado em St & yt(l) = ¢yt, de acordo
com {(1.9.2). Entretanto, este ndc ¢é sempre o valor esperado
condicional de y dado S .

L+l t

Para t impar

BV, 180 = E(ty, 2, 18,0 = ¢y, +

Se Y, ¢ um processo estocastlco estaclonério com média

u o= E(yt), entfio

[14]

ty,-w) = Lély -u)+a , ou
1=1
(=4
1.9.5 =

{ ) Y, = Mt 1§1¢1yt—1 + a, onde
u0=(1*¢1~¢2- I
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Usando (1.3.2), o previsor 46timo de yt+h & dado por

yt[h) =+ [yt(h) = ul
h-1 ®
=p+ Loly (1) -pul+ Toly - ul
i=1 {=h
P h-1 ®
== g N ) ¢iyt(h~i) v $ Yy OV
1=1 P=1 f=hb
h-1 ©
(1.9.6) v (0 =p,+ Doy i) = Loy,

E assumido que o conjunto St contém infinitas informacdes.

Na pratica, tem-se gomente uma série finita, yl, yz, SR yT

Se T ndo ¢ multo pequenc e as ralzes do polinémic MA nioc
estdo préximas do circulo unitario, uma boa aproximagéo para (1.8.2) &
h

(1.9.7) y.(h) =
1=1

1 R T+h-1
pyi(h-1) + L by o,
{=h

i" T+h-1i

desde que ¢1 se aproxime de zere quande i1 val para infinito.
Do ponto de vista pratico, a suposigiio de processo gerador
de dados ser conhecido & menos realistica do que St conter infinitas

informagtes.
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1.10 - PREVISAQO BASEADA NA REPRESENTACAQ ARMA.

Conslidere yt um processo estocastico estacionario com média

zero e representagéo ARMA

n
(1.10.1) y, = ¥ ¢1ytd1 +a - ¥ Bla , ou
1=1 1=1

f.b{B)yt = G(B)at , onde

as raizes de ¢{(B) = 0 e 0(B} = 0 estdo fora do circulo unitario.
Como na seglo anterlor, o previsor linear 6timo na origem t
e horizonte h baseade em St = {a |s %= t}, pode ser calculado
5
recursivamente usando-se
h-1

4} aq
(1.10.2) yt{h) = 1§i¢1yt[h_ij * 1§L¢iytﬂvi ¥ igielat+hd ’

onde o primeirce somatdrio é definido como sendo zero se o limite
1nfer1$r no findice do somatério. fqr malor que o limite superior,
¢1 =0sel>pe 91 =0s8e il >q,

Se Y, tem média p = E(yt] * 0, entdo z =y, "M tem média

zero e o previsor o6timo para yt e
(1.10.3) yt(h) =i+ zt{hJ ,
onde zt[h) € o previsor 6timo de z .
e uma série de comprimento finite Yo Yo e é

observada, os a,_ em geral, nfioc podem ser cbtidos exatamente,
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Uma aproximacfic para os a _ serem usados em (1.10.2) pode

ger obtida da recursio

* p q *
(1.10.4) a =y, - 3 ¢iyt—i - Eelat~1 , para t = p+l, p+2, -+, T,
1=1 i=1
#*
onde a, = 0 para t = p. Na pratica, os a_ em (1.10.2) s#o sempre

trocados pelos residucs estimados.

Até aqui, os EMQP foram obtidos supondo-se que o modelo é
totalmente conhecido, © que na pratica ndo é razoavel. Em geral, o
processo gerador des dados ¢ sempre desconhecido.

Ainda que as ordens do processo ARMA sejam conhecidas, os
coeficientes devem ser estimados e o EMQP & obtide aproximadamente.

Em muitas situagdes o processo gerador dos dados pode ser
aproximade per um processo autorregressive de orden .desconhecida.

Alguns critérios para escolha da ordem serfio apresentados na proxima

seqlo,

1.11 - CRITERIOS PARA A ESCOLHA DO MODELO.

A ordem do processo gerador de um particular conjunte de
dados ¢ sempre desconhecida. Na préatica, deseja-se ter um critério
razoavel para escolha do modele no caso de amostras finltas,

Nesta seglio serfio descritos os seguintes critérios:

Zp

(1.11.1) AIC(p) = Ln” + :
P T-P

(Akalke 18974),
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Az 2pLnLln(T~P)

(1.11.2)} HQ{p) = Lno™ + ,
P T-P
{(Hanna & Quinn 1979, Quinn 1980),
a2 pLln(T-P)
(1.11.3) gC(p) = Llne" + —m8 ———
P T-P

{Schwarz 1978, Rissansn 1978),

onde 3? & a estimativa da variancia do ruide branco quande ¢ ajustado
um modelo AR(p) aos dades, mas usendo-se T-P residucs. T é o tamanho
da amostra e P & a ordem méxima especificada para os AR ajustados.
Para cada um dos trés critérics, modelos AR(p) séo
ajustados para p = 0, 1, «--, P e a ordem do AR, E, & escolhida de

modo que o critérlo ¢ minimizado, por exemplo,

5@m}=qﬂmmmm=o,L-~,m.

Esses critérios podem ser interpretados como consistindo de
um termo que decresce quando a ordem do AR cresce e cutre que penallza
pelo crescimento da ordem do AR.

Un eritério atinge seu minimo quande esses termos sfo
balanceades. 0 termo que penaliza ¢ diferente para cada critério.

HQ e SC s3o critérios consistentes, no sentido de que E(HQ)
e E[SC] convergem em probabilidade, quande T -» o, para a verdadeira
ordem p do AR, desde que Y, seja realmente de ordem finita,
estacionario e a ordem maxima escolhida seja tal gue p = P.

0 critério AlC superestima a verdadelira ordem
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assintoticamente com probabilidade positiva se p < P,

Qutros critérios para escolha de modelo tem sido proposto
na literatura. Muitos deles sio, em principic, similares ao AIC, HQ ou
SC, ou tem propriedades em pequenas amostras Inferiores, no sentido de
que eles produzem modelos com capacidade inferior de previséc (veja

Liltkepchl 1988).
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CAPITULO 2

0 EFEITO DA AGREGACAO SOBRE O MODELOD

2.1 - INTRODUGCAO

Suponha que yt & um processo estocastlico estaclonarioc que
satisfaz um modelo ARMA(p,g) e seja YT 0 processe agregado
temporalmente com t = mr, onde m & o periodo de agregacic e T & o
tempo para o precesse agregado, por exemplo, se t refere-se ao méé e
m = 3, entfo T refere-se ao trimestre.

Neste caplitulo serido apresentadeos alpguns teoremas que iréo
mostrar o comportamento do modelo apdés a agregacio.

Em todos os casos & assumido que o modele basicoe ou
desagregadc ¢ totalmente conhecido, Isto é, sfo conheclidas as ordens e
os par@metros do modelo.

Serd conslderado,

{(2.1. 1) yt, t =0, %1, 2, -+, um processo estocastico e
) m-1 i
{(2.1.2) Yr TV Yt Y L T [ iggB ] y, » com t = mt,
e T = 0, 1, *2, o processo agregado temporalmente com periodo de

agregacio m.
Para t = 0, 21, 2, + -, a, s8o consideradas variavels

aleatérias nfo correlaclionadas com média zero e variancia constante
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o° set =1

05. isto &, E(alJ =0 para todo t e E(atal) = . Béo

0 set 21

operador atrasc tal que Biyt =Y,
Para a demonstragdc dos teoremas apresentades neste
capitulo, seri usada a identidade abaixo conforme

Pereira, P. L. V. (1981} e (1982}

m=1_m-1

(l*mT B") = (1—mJB](1+aJB+ ot B"™), para j =1, 2, +=-, p,
através das expressdes:
P alf "y
(2.1.3) [ r (1-of B") (1-a B) ]( ):B] e
1=1 I=0
P -1 m~-1 \ d+1
(2.1.4) [ | {1-o" B")(1-a B) ][ T B ] .
1=1 ] . 1=0

2.2 - 0 EFEITO SOBRE O MODELO MA
0 resultado obtido nesta secio, € um caso parpicular de uma
situag8do mais geral apresentada por Brewer (1973}, para modelos ARMA,

gue seri visto na secfo 2.4. Aqui serid apresentado formalmente.

TEOREMA 2.2.1 : Seja y, um modelo MA(qg), isto &,

(2.2.1) Y, = Bq(BJat

onde 6 (B) ¢ um polindmio em B de grau g, cujas raizes estfio todas
q
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fora do circulo unitario. Entédo, YT & um modele média mdével de ordem
g* = FL:—Eélj], onde [x] significa a parte inteira de x.
m—

1
) Bi] obtem-se

PROVA : Multiplicando (2,2.1) por [
1=0

(2.2.2) Y =08 {B)Ja ,onde
T q t

m-1 i
eq(B)at = [ 1)=:oB ]Bq{B}at.

# 0 para mk = g + m-1

Como, E[ @ (Bla . 6 (B)ab‘k]
RS a4 " = 0 casc contrario .

o lado direito de (2.2.2) pode ser representado por um processo média

movel de ordem g*, ou seja,

» *
Y =6 (B)a_, onde B =B", tal que BY =Y_
T q¥ T T T-1
» -
e os coeflclentes de Gq‘(B) e a varifnclia de a..r estdo relaclonados com

os coeficientes do processo desagregado através da relacfo

L3 * L3 »
(2.2.3) Cov[eq*(lB)aT , Bq‘([B)ank] . cW[quB)at , quB]at-ka'

com t = mtT.
"
Os coeficientes de G:Q(B), podem ser determinadeos através
de um procedimento em Anderson (1971) segfo 5.7.
Mo exemple a segulr, 1ilustra-ze comoe determinar estes
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»*
ceeflicientes e a variancia de aT.

EXEMPLO 2.2.1: Suponha gue y, segue um modelo MA(1), y, = 8- Gat x

Entdo, pelo teorema 2.2.1, com m = 2, Yr segue um modelo

#* * oW *
MA(1), isto ¢é ‘{T = aT - 8 aT L e serfo determinados © e
* 2
Var{a } = o .
T T
Para t = 2T,
u +
YT yt yt.-1
= a - fa + a - Ba
t L-1 t-1 t-2
=3 + (1-8la -~ ba .
t t-1 t-2
Assimn,
+ -8l - + - - =
Covl at (1-6) t-1 Bat,-Q ’ at+2k (1 E,]at.+‘2lv:--1 eat+2k-2
[1+[1~8}2+82]a2, para k = 0
5 a
= —Gaa , para k =
0 , para k = 2 , ou
[1+{1—6)2+62]cz, para v = 0
a
2
(2.2.4) o {v) = CovlY ,¥Y )} = il , para v = 1
Y T’ T+U a
0 , para vz 2 .

Como YT & um MA(1)} tem-se que,
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Portanto, de (2.2.3) obtem-se,

22 2 R o * .
(1+8 Joo = [1+(1—a)2+<-3;"]a-2 00°0 -20° (1-0+0°)8 +00° = 0
T a - =3 a a
#* »*
0 62 = 802 02 = 9&2 /8
T a T a

# *
dai deve-se escclher & tal que |8 | < 1.
&*
FPara 6 = 0.2 e @ =1 encontra~se, @ = 0.1208 e
a

c® = 1.6656.
T

Isto ¢ equivalente ao procedimento dado em Anderson (1971),
para determinar os coeflcientes de 9:*(8), come segue:

A funcdo geratriz de autocovariéncia de um processe MA(1)
¢ dada por o&(—l}‘+ a}(O)z + oi(l)zz = 0 (Anderson, 1971 p. 224-225),
a qual tem duas raizes: z, com |zl| <1 ea outra é 1/21, entéo

* L »*
zZ -z =ggz+oa =2z 4+08, e tense que

¢ (0) % {03(0) - 4{(1)}“2

Zay(ll

a qual ¢ menor gque um em valor abscluto e o;[u) ¢ dado em (2.2.4).
Para 68 = 0.2 e oi = 1, encontra-se 9* = 0.1208.
]
Note que a agregaglo neste caso nfio alterou o modelo, pois

ainda contlnua-se com um modelo média mével de ordem 1.
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2.3 - 0 FFEITO SOBRE O MODELO AR
Telser(1967) e Amemiya & Wu (1972), trabalharam com
processos puramente autorregressivos, ou modeles AR{p), concluinde que

apds a agregacdo obtem-se um modelo ARMA(p,q). Amemiya & Wu ainda

[(p+1)(m—1)]

m

especificaram a ordem g come sendo q = sem<p+ 1l e
g=psem?z=p + 1, cnde [x] slgnifica a parte inteira de x. Eles

também mostraram que a parte média mével do modelo agregado &

invertivel.

TEOREMA 2.3.1: Suponha que yt ¢ um modelo autorregressivo de ordem p,

ou AR(p), isto &,
{2.3.1) ¢p(Blyt =a,

onde ¢ (B) € um polindmio em B de grau p, cujas raizes estio todas fora
P

do circule unitario. Entfo, YT ¢ um modelo autorregressivo média

[(p*i)(m—l)]’

mbvel de ordens maximas p ¢ g respectivamente, com q = "

onde [x] significa a parte inteira de x.

PROVA : Sejam all,- *+, @ as raizes de ¢ (B), entdo (2.3.1) pode
P P

ser escrite como

P
(2.3.2) [ Jn (:L—ijJ]yt a,.

=1

Multipticando (2.1.3) por (2.3.2} obtem—-sge,
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P
(2.2.3) [ m (1-a" Bm)]Y = 0 (B)a , onde
y=1 ] T q2 t

P m _m -1 m-1 P m-1 i
Bq[B} = [ Jﬂ (l—ocJ B )(I‘GJBJ ][ ¥ Bi] = EO[ E:aj B ], com o = 1.

2 =1 1=0

P

Note que, quando os polindmics [ n (1—&? BmJ] e 8 (B) tém
q
j=1 2

rajzes comum, o modelo resultante terd ordens menores que p e g

especificadas no teorema.

Em particular, esta situvagfo se verifica quande o polinémio
pAm
¢ (B) & da forma ZqﬁlmBm , onde m é o periodo de agregacho. Sera
p
b1

visto mais adiante um exemplo desta situacdo.
Fazendo B" = B de modo que er =Y .

T-1

p .
¢*{BJ = [ m-o" B]] e notando que
P =1 J

# 0 para mk s {(p+1)(m=1)

E[e (B)a_ . 8 (Bla
q t q _

2 2 = 0 caso contréario ,

tem-se que o lado direito de {2.3.3) pode ser representado por um

processo média movel da ordem especificada no teorema, ou seja,
* - *
¢p(B)Yr = f')‘q([E!Ja_E .

"
Observe que as raizes de ¢p[ﬂ] sfio 1guals a m~ésima poténcia

*
das correspondentes ralzes de ¢p(B). Os coeficlentes de 8 (B) e a
' g

*
variancla de a estdo relaclionados com os coeficientes do processo
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desagregado através da relaclo

#* #* #* *
(2.3.4) Cov|e (Bla_, 8 (B)a = Cov|(8 (BlJa , 8 (Bla ,
q T [+ T+k qz t t:[2 t+mk

com t mr.

a
No exemplo a seguir, ilustra-se a detebminaqéo dos

* * »
coeficientes dos polinémios ¢ {B) ¢ 8 [(B) e a varifnclia de a_.
P q

EXEMPLO 2.3.1: Suponha gque y, segue um modelo AR(1}, v, = ¢yt—1 *a
Entéio, pelo teorema 2.3.1, comm = 2, YT segue um modelo ARMA(1,1) e

* » *
serao determinades os coeficientes de ¢p(B) e Bq[B) e a Var[at] = oi.

Para t = Z2rt,

]
-
-
s

-
&

+

o
-
N

+

jaid
o

+
=
S
=~

-~
1
]

+

ol

+

o

o
L

+ + + + +
yt—s) ¢(at—1 at.—‘aJ at 8

2
¢°Y ta ¢+ [1+¢)a.t_1 + ¢at_2'

*
Assim, ¢ = ¢ e

C + (1+ + + + +
Ov(at ( qMat-l ¢at—2 ! a't.+2k t ¢)at.+2k~1 ¢at+2k—2)
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[1+(1+¢J2+¢2]af, para x = 0
2

= ¢¢a , para k = |}
0 , para k 2 , ou
20':/(1-¢) , para v = 0
o (V) = CovlY ,¥_ ) = wf(1+¢)/(1—¢), para v = 1
¢2¢3(v-1) . para v = 2

Sendo YT um modelo ARMA(1, 1), tem-se que

*2 * % o »2
(1+6 -~ 2¢ @ Jo_ / (1 - ¢ ) , v =0
*  * *»* T * ) ﬁ2
a&(v] = Cov[YT , YT+U] =4 (1 . ¢ 0 (¢ -0 )OE /(1 -¢ ), vs=
] VT(K - 1) , U= 2.
Portanto, segulndo o exemplo anterior e usando (2.3.4)

* *

com ¢ = 0.8, encontra-se ¢ = 0.54, 8 = -0.1686 e u': = 4.7451,

u]
E importante notar neste caso, que houve alteragéic no
modelo causada pela agregagio, No exemplo a seguir apresenta-se um

caso de raizes comum aos polindmios AR e MA.

EXEMPLO 2.3.2: Considere o modelo AR(2), y, = ¢2th2 +a.

. Entéo, pelo

teorema 2.3.1, com m = 2, YT segue um modelo ARMA(p,q) com p = 2 e
q = 1.

Para t = 2T,

t ey

+ A + a
2T-2 2T 27-3 27T-1

I
2y
2
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]
-eN
=

+ ]+ a
212 2T~3 2T 2T-1

]
h=)
-

-+
=

, comu = a _+ a .
-1 T T 2T 2T-1

Logo YT segue um modelo AR(1). Isto se verifica porque os

pelindmios AR e MA tém rafzes comum, como segue-se.

(2.3.5) y, = ¢2yt_2 +a = (1-¢B)(1+¢Bly, = a

-1
assim tem-se, “1

i
|
h=
1]
=
It
=3

2
Multiplicando [ m (lﬂaf B2}(1—aJB]_1] por {2.3.5) e apés
1=1

alguns célculos obtem-se,

2 2 2 2
- - = — = = + N
(1-¢"B)(1-¢ B)Yr (1-¢ B)ur , comB = B e u =a, ta
Assim, 1/¢° & raiz comum acs polindmios AR e MA.
O
Os teoremas seguintes, que envolvem pelindmios
autorregressivo no modelo desagregade, também podem apresentar

problemas de raizes comum no modelo agregado, valende portanto as

mesmas consideracdes feitas no exemplo 2.3.2.
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2.4 - O EFEITO SOBRE O MODELO ARMA

0 resultado desta secio & mals geral que os das secgles

anteriores e foi obtido por Brewer(1973).

TECREMA 2.4.1: Suponha que Y, ¢ um modelo autorregressive média movel,

ARMA(P; q)- 1St0 é!
(2.4.1) d:»p(B)yt = Bq(B}at ,

onde B (B) e ¢ (B) sfic como nos teoremas 2.2.1 e 2.3.,1
q P

respectivamente. Entdo Yr é um modelo ARMA de ordens miximas p e g¥,

com g* = [ﬂﬂilﬂkilﬁq e [x] é a parte intelra de x.
m

PROVA : Sejam a;a <o, a;l as raizes de ¢p(B). entfo (2.4.1) pode

ser escrite como

P
(2.4.2) [ j];]l(l—cij]]yt = Bq(B)at.

Multiplicando (2.1.3) por (2.4.2), obtem-se

P
{(2.4.3) [ ng[lﬂaT B“)]YT = quB)at , onde

il m-1 ;
0 (B) = { EB]eq(B}.

3 1=0% 1=0

Fazendo B" = B , de maneira que BYr = Yr ;!
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P
1| (1—«? Bm)] e observando-se que
=1

¢p[B3 = [ j

# 0 para mk = {p+1)(m-1)+qg
E[quB}at . Bq{B)at_mk] =

3 = (} caso contrario ,

pode-se notar que o lado direito de (2.4.3) pode ser representadoe por

um processo média mével de ordem g¥, ou seja,

* » »
qbp(iB)YT = eqLIB)aT .
* »*
0Os cceficientes de 6 (B) e a variancia de a estfo
q
relacionades com os coeficientes do processo desagregado através da

relagio

* » * *
Cov[? (Bla_, 8 (Bla ] = Covl? (Bla, , & (Bla ]. com t = mt.
q T q T+k q3 t qs t +mk

n
*
As raizes de ¢p(B] ficam determinadas pela m-ésima poténcia
das correspondentes raizes de ¢p(B], enquanto que og coeflicientes de
L2
quml sdo determinadcs como no exemplo anterior.
A seguir, gerd visto ¢ compertamento do modelo apés a

agregag8o para processos nfo estacionarioes.

2.5 - 0 EFEITO SOBRE MODELOS NAO ESTACIONARIOS
Nas segdes antericres, os processos estudados sio todos
estacionarios. Tiac (1972), investigou o efeite da agregacdo temporal

sobre o processo integrado média mével, ou modelos IMA(d,q).
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Wel (1979}, extendeu os resultados Brewer e Tiao para o

caso geral de precesso autorregressivo integrado média mével, ou
modelos ARIMA(p,d,q), e modelos sazonals multiplicativos

ARIMA(p,d,q)x(P,D,Q)S. Estes resultados seric apresentados nesta

seGclo.

TEOREMA 2.5.1: Seja y, um modelo auterregressivoe integrado média

mével, ou seja um ARIMA(p,d,q), isto é
d —
(2.5.1) ¢p(B](1 B) y, = Bq(B)at

onde ¢p(B} e 6 (B) sdo como no teorema anterior e d ¢ o grau da
q

diferenga necessaria para tornar o processo estacionario. Entio Yt é

*

um modelo ARIMA com ordens maximas P, d e q*, com
q* = [ﬂfllﬁﬂﬂiﬂ:ﬂ] e [x] é a parte inteira de x.

i1}
PROVA : Sejam a;a ey, a;l as raizes de ¢p{8}, entdo (2.5.1) pode

ser escrite como

P
(2.5.2) [ n{l-« B)]{l—B)dy =8 (Bla , ou

so1 ] t q t

p+d
(2.5.3) [ jEltl_a]B}]yt = Bq[B]at. com O:pi‘l =« . . o= ap+d = 1.
Multiplicando (2.5.3) por
prd m o_m 1 m-lt
~a" B )(1-a B)" = - - 0= =
[ jUl(l aj ) ( aj ) ][ 1§LB ] com ab+1 L 1 venm,
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p+d
(2.5.4) [ J?l(l—mj B )]Yt = quB]at. onde

p+d » m-1 i A
6 (B) =1 [ 5 B]B (B), com &= 1.
9 juob 1-0 ¢ 9

ped m .m P m _m m,d * d
Agora, [ m (l—ocJ B )} = [ Ti (1~cr:j B )][1—8 )= ¢p(B)(1~EJ com
]

J:l =1

B" = B de maneira que BYr =Y , e como

# 0 para mk 5 (m-1){p+d+1}+q

Efe_(Bla, . 8 (Bla_ 1=
9, 9y = 0 caso contréario .

entfio, o lado direito de (2.5.4) pode ser representado por um processo

‘média mével de ordem q*, ou seja,
* 1 Bd L3 *
¢p(B][ ) YT = quB]aT .

L] »
0Os coeficientes de qum) e a variéncia de aT ., estio

relacionados com o processo desagregado através da relagéo

» m » *# M *®
Covie (B )a_, 8 (B')a ] = Cov|8 (B)a , 6 (Bla , com t = mt.
q T ] T+k q4 t q4 t+mk

Os coeflcientes dos polindmios autorregressive e médila

mével, s8o obtidos como no tecrema anterior. Note que o grau de

diferenga d nfo se altera.

No casc de modelos com sazonalldade, haverd mudanga na

ordem do polindémic média mével para a parte nlo sazonal e ne periodo
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de sazonalidade, como serd visto no seguinte teorema.

TEOREMA 2.5.2: Seja y, um modelo autorregressivo integrado média mével

gsazonal multiplicative ou ARIMA(p,d,q)x{P,D,Q)S , listo &,
(2.5.5) ¢ (B2 (B°)(1-B)*(1-B%)% =0 (B)® (B%)a ,
p [ t q 0] t

onde qbp(BJ, Gq(B] e d, sf3o como no teorema anterior, QP(BS} e @Q(BSJ
s8o polinbmics em BS de graus P e 0 respectivamente, cujas raizes
estfo todas fora do circulo unitéaric e, D €& o grau da difereﬁga
sazonal. Entéo, YT & um modelo ARIMA sazonal multiplicative com ordens

*
maximas p, d, ¢ ,P, D, Q e 4, com q*

{m-1}{p+d+1) +q _
E—W*"?ruu——wj e & = 5/m,
onde [x] é a parte Inteira de x.
-1 -1 -1 -1
PROVA : Sejam « -, + - -, «’ e 85 6p as raizes de ¢ (B) e
P

@P[BBJ respectivamente, entfio (2.5.5) pode ser escrito como

P P
_ _ =4 _d_SD= =
(2.5.86) [ J]l(l ajB)][ jg£1 6j B )][1 B) (1-B7) Y, Bq[B)GO{B )at,

Multiplicando (2.1.4) por (2.5.8), tem-se

P b
(2.5.7) [ m1-a" Bm]][ n(1-3 BSJ][I-Bm]d(I—BS]DY = g (B)a, , onde
=1 ] =1 1 T ag t

m—11d+1 =] m—ii \ S.
g (B) = B .
o= (T (T ) Joyee

1 =0 =1 =0

Notando que,
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z 0 para mk S {(m~1)(p+d+1)+g+sQ

E[eqéB)at . 8 (Bla_ ]=

5 0 caso contrario )

tem-se que o lado direito de (2.5.7} pode ser representade por um

[t (et v

precesso média mével de ordem q:
m

29}, o qual e
mn

% — rle-1)(p+d+1)
equivalente a um processo média mével de ordem g* = E—~—7H———-J

para a parte ndo sazonal e ordem o para a parte sazonal com periodo

de sazonalidade & = s/m, ou seja, com B = B" (2.5.7) torna-se

* ®* A d &, Db * a, *
B)d (B - 1-B Y =0 [B)O (B .
¢p( ) P[ Y(1-B) ( ) . qL ) Q( )aI
* "
Os cceceficientes de @ ‘(B) e a varlancla de aT estio
q
relacionados com 0s coeflcientes do processo desagregade através da

relacgao

»* mn * * m »
Cov|e (BJa , 8 (Bla = Covi{e (Bla , 8 (Bla ,com t = mt.
q* T q* T+k a t qs t+mk
]
»
As raizes de ¢ (B), séo a m-ésima poténcia das respectivas
o .
* a ® _a
raizes de ¢ (B). As raizes de ¢p[B ) e BQ{B ), sfo as correspondentes
D
»
raizes de QP(BS) e Bq(BS) respectlvamente., Os coeficlentes de Bq[B} e
»
a variancia de aT sfo obtidezs como no teorema anterior.
Note gque o periocdo fisico nfio muda, Ilsto &, se por exemplo,
os dados sBo mensals com sazonalidade de um ano, s = 12, e o

interesse & o trimestre, entfo m = 3 e neste caso o nove periodo passa

a ser o = 4, porém o periodo fisico continua sendo de um ano.
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CAPITULO 3

0 EFEITC DA AGREGACKO SOBRE A PREVISAD

3.1 - INTRODUGCAO.

Existem vérias situacSes onde a previsio de uma variavel
fluxo agregada temporalmente & de interesse.

Suponde que se dispde dos dados desagregados, seréo
comparadas as duas maneiras de prever o processo agregado, 1sto.é,
prever o processo desagregado e agregar as previsées. e prever o
processo agregado diretamente.

0 processo desagregado serd denotado por yt € 0 processo
agregade temporalmente, no qual esta-se Iinteressado, por Yr’ onde
t =mremé o periodo de agregacéo.

0 previsor baseadc no processc desagregado sera denotado
por Yg(h] e o previsor baseado no processo agregado por YT(h}, onde h
£ o horizonte de previséo.

Na gegfo 3.2 estes previscores serfio comparados supondo que
o modelo para o processo desagregade é totalmente conhecide.

Na secgfio 3.3 estes previsores serfio comparados no caso de
coeficlientes estimades e na secfo 3.4, ser@c comparados quando
¢ ajustado um modelo AR de ordem finita para cada um dos processos,

agregado e desagregado.
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3.2 - PREVISAO COM MODELO CONHECIDO.
Consldere o processo desagregado Y,. com representagio MA
como na segio 1.B, e seja Yt o processo agregadc temporalmente com

periodo de agregacdo me t = mr, tal que

m-1
(3.2.1) Y SV vy oty ) [ EBi]ym'

Se a representacio MA de Y, é invertivel, isto ¢é, se as
rajzes de 6(B) = 0 est@o fora do circule unitario, entio YT tem

representagio MA (capitulo 2), ou seja,

(3.2.2) Y = }Bu = B(BJu_ ,
=0

onde as raizes de B(B}'= 0 caem fora do circulo unitario-e u_ ¢ ruido
branco, 1sto &, sfo varlavels aleatérias nfo correlacionadas com média
zero ¢ varifncia constante c-':.

Da secéo 1.6, ¢ previspr_linear 6time h passos a frente de

y, baseado em S = {atls < t}, & dado por

o
(3.2.3) y (h) = ?9h+lat_1 = izheiat+h—i ’

(3.2.4) crj(hJ = o Lo
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Da mesma maneira, o previsor linear 6time h passsos a
frente de Y_ baseado em S, = {u s = mt} é dado por
B
@« aa)
(3.2.5) Y_c(h) = Y8 u = Y Bu
i=

n+oT-1 i T+h-1,
) 1=h

com erro médio quadrético de previsfio dado por

200 o
(3.2.6) o’(n) = o7

Se os dados desagregados est@o disponiveis, o previsor
Yr(h) nio é em geral o previsor é6timo do processo ezgregado YT, Como

serd visto no teorema seguinte (veja Liltkepchl 1987, secfio 4.2.1).

TEOREMA 3.2.1: 0 previsor linear &timoc no sentido de erro médio
quadratico de previséo, do processe agregado YT, h passos a frente na

origem t baseado em ST = {asls < mt}, é dado por
o}
(3.2.7) YT[h) = ymT(mh} + ymt(mh—l) Frerd ymr(mh—m+1),

onde ymt(JJ ¢ o previsor linear étimo j passos & frente na origem mr

do processo desagregado yt.

J mT-]

o2
PROVA: Considere Yo(h) = Yra o previsor linear 6timo do
1 =0

processo agregado e serfio determinados os pesos ﬂj que minimizam o

EMQP de Yi(h)‘

0 erro de previsfo associado a Y:(h] & dado por
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m-1 ey
B _ 0 - 1 -
e (h) =Y - Y (h) [ LB ]ym(‘nh) L@
1=0 J=0
- m—1 1- o o
- ! 1{;B ,JELBJamII+h)-J ) ? J Ant- }
Pl (mh-1 o o
L )_:OB. Eo O Prctn-s E NI gonja’“"’
m-1 “mh-1 00 0
== Z B ] Z 8 a + Z - Z
[ i=0 [ J=0 ) n{Teh)=) =0 mht) mT- =0 1ot
[ m—1 . mh-1 w m-1 y
() Fotrr Ef( o]
‘o 120 i m{T+h) -] 120 oo mh+ ] J| mT-}§

Assin cﬁ(h}

portanto,

_ 2
= E[eo(h)l

serda minimizada para

substituindo es uJ tem—-se

o o o m=-1 {
Yo(h) = Tma o= )j[ EB}Gmh”aﬁ_j

Jj=0 1=0% =0
(L] 0 L]

= E mh+] mE=~] z:gmh-ﬂ_] mT—} "t Egnm—m+1+jam1f-—j
)= =0 =0

= h) + - + v + -m+1).
ymI(m , ymt(mh 1) ymt(mh m+1)

Sendo Ey(h) a matriz de EMQP conjunta de 1 até h passos a

frente definida em (1.6.7),

o erro médio quadratico de previsdo de
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Yg{h] ¢ dado por
(3.2.8) o‘i(h) = V'S (mh)v , onde

v’ = (0, -+, 0, ---, 1,---, 1) & um vetor de dimensdo mh cujas
tltimas m componentes sfio tedas iguais a 1.
0 teorema a seguir da condigBes para a igualdade dos

previsores do processo agregado e & uma versfo do caso multivariado

dado por Liltkepchl (1987), proposicio 8.1.

TEOREMA 3.2.2: Considere os previsores do processo agregado Yt(h) e

Yg(h) come em {3.2.5) e {3.2.7) respectivamente. Entso,

YT{hJ = Y:(h), para h =1, 2, --- se, e somente se,
1 o 1
(3.2.9) [1+B+---+Bm')[ EeiB]=
i=0

0 ] m-1 .

j— m - a

=1 L (ejm+ +9jmmw1 B L(Bgr0,+: =40 JB | ,
J:O 1.:0

onde 80 =1le Bk = 0 para k < 0,

PROVA: Como a igualdade dos previsores para h = 1 implica na igualdade

para h > 1, & sufliciente mostrar que ,

u =Y Y (1))=Y -¥(1), ou
T+1 T+1 T T+ T
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m-1

i
{(3.2.10) urn = 1}5:0(1+91+.“+91)B a,m(_“n.

Suponha que vale a lgualdade em (3.2.3), entdo

m~=1
Jg;ﬁjurﬂj =Y = (1+B+'-++B )ymT
4]
= (1+B+-..+Bm-1)[ T BlBl]amr, loge por suposicéo,
i=0
44] e 4] j m=-1 i
m
.)j B_'lu'r-j = | I (Bjm+ '+95m-m+1]B 1 (80+81+ +81]B a
J=0 j=0 1=0
5+) m-1 |
= R vt
¥ (eJm +ejm"m+1) ¥ (60+81+ 8118 am(I_J)
J:O 1=
[++]
= § [ajm‘{” . .+9jm-m*1}u'f—j N

pels a representagio MA ¢ unica,

Assim,

m-3
t
u_ = B +0 +--+8
1?;( A i}B a .

e portanto a igualdade dos previsores segue de {(3.2.10)}.

Agora se
m-1 '
= 1+8 +-++-+08 )JB |a , entao
u'l'.'+l 1)_:0( 1 i) m{T+1)
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52} =] m-1 .
= = +8 +---40 )B .
Yo = LBy, o= LB LI(6:+6 R LT
1=0 j=0 I =0
m m-1
= +G +er o4
(3.2.11) Yr ) BJ ) (90 91 91) am“:_j)_i ,
§=0 " [1=0
portante o coeficiente de & T é Bj.
Por outro lade,
m-1 m-11
(3.2.12) Yr = L Yotk 1Pkt |
k=0 k=0{1=
portantoe a = a se 1 = jm - Kk, entdo o coeficiente de
mT-k~1 m{T~}}
m-1
3.2.12) & 2] .
am(‘(‘—j) em (3.2 ) E jm-k
k=0
Das igualdades em (3.2.11) e ({(3.2.12), tem-ce que
m-1
B = 28 , & substituindo BJ em (3.2.11), obtem-se
i P L
=] m-1
= +reed 8 +6 +--+40 )|a , Ou
YT E [gjm ejm-m%l) E { o 1 l) miT=y)=1
3=0 1 =0
o 3 m-1
= v " +0 4104
YT Jg%[ejm+ +9Jm_m+1]B 1?;(80 91 81) a . e como

w
YI = (1+B+ -+qu1)[ Y6 Bl]a . » Segue-se a igualdade desejada.
m

Umna interessante consequénclia deste teorema, € que se yi é
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um processce MA puramente sazonal, com periode de sazonalidade m, Isto
&, se (5‘i = 0 a menos gque 1 seja um inteire maltiplo de m, entéoe
(3.2.9) & satisfeita.

Cu seja, se

entio yt(h) = Y;(h), para h=1, 2, ---

OQutro resultade interessante & que o*(h) - oﬁ(h] -+ 0 guando
h » o isto &, oz dois previsores tornam-se idénticos quande o
horizonte de previsdo val para Infinito. og{h] e oﬁ(h] convergem para

a variancia do processo YI.

3.3 - PREVISAO COM PROCESSO ARMA COM COEFICIENTES ESTIMADOS.

Nesta segfo sera assumido que a é uma sequéncia de
variaveis aleatérlas independentes identicamente distribuidas com
média zero e variancia constante of.

yt ¢ um processo estocAstico Gaussiano, estaclonario e
invertivel, seguindo um modelo ARMA com ordens finitas p e (g
conhecldas e com coeficlentes estimados por maxima verossimilhanga.

Q0 vetor de todos os parametros (exceto ai) serd denotado

por @ = (81, 6, -1, BK)’ e seu estlmador de maxima verosgimilhanca

Sabe-se da teoria estatistica, que sob certas condigdes de

regularidade esse estimador é consistente & tem distribuicic normal
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assintética, ou seja,

vV T (0 - 0) & assintoticamente N(O , Zé] ,

onde T & o tamanho da amostra usada para estimacio e Zé ¢ a inversa da

matriz de informacao, isto e,

a%inL 1-1

0B ao’

onde L ¢ o logaritmo da funcloc de verossimilhanga e as derlvadas sio
calculadas no verdadeiro vetor de parlmetros (veja Serfling 1880
secédo 4.2.2).

Para obter os resultados assintéticos, serd assumido que
estimacfo e previsfio sfo baseadas em processos Independentes mas com
mesma estrutura estocastica.

Esta suposicio facilita os calcules mas & sempre viclada na
pratica, pols uma dnlca amostra & . usada para estimagBo e previsio.

Se esta suposicgio € trocada pela suposicio de que a origem
de previsfic ¢ o Gltimo periodo usado para estimaclc, os resultados a
segulr ainda sfo validos (veja Reinsel {1980}, Fuller & Hasza {1981)).

Previsores e EMQP obtidos sob estas condigdes serdo

simbholizados por um {").

3.3.1 - PROCESSO COM MEDIA ZERO.

Seja y, um processo estocéstico estacionariec com média
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zero. 0 teorema a seguir permite obter-ge uma aproximacfio para os EMQP

dos previsores de interesse (veja Litkepohl 1987, segfio 3.2.1).

TEOREMA 3.3.1.1: Seja 9t(h] o previsor obtido trocando-se os
verdadelros parametros em {1.10.2) por seus estimadores de maxima
verossimllhanga.

Entéo,

v T [9t(h) - yt(h)] é assintoticamente N(O , w (h)) , onde
y

8 yt(h] a yt(h)’
w(h) = E Zé , B
y 88 GC)
F
a ytth) _ 8 yt[h)
3 @ 58 3=1,2,-+-,K
a8 yt(hJ’ a yt{h] !
¢ um vetor (1 x K) e =
a6 8 B
PROVA: Consldere o vetor aleatérleo
R A T Yeepsr? 2 T R gy

Sebe-gs¢ gque ¥ T # & assintoticamente normal com média @ e
matriz d& eovarisincia Eé .
Dada uma realizacio de Zt’ v T [?t[h) - yt(h)] & uma fungio

diferencldve] de V1 § |
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Portanto, da propesiclic B.8 de James Barry, R. (1981)

pagina 249, tem-se que Vv T {?t[h] - yt[h)] dado Zt é assintoticamente

8y, (h) 8y, (h)
N[O, b
L RG] 8@

(3.3.1.1)

desde que nenhuma linha de 4§ yi(hJ/a 8 seja identicamente nula.

Note que

pois 9t(h] tem = mesma forma funcional de yt{h}.

Assim, a distribulgfo normal em limite vale para quase toda

realizacéo Zf

Como Zt e /r;ﬁ[Qt(h) - yt[h}] dado Zt sfo  normais
multivariadas, a distribuigio conjunta assintética de 2t e
Jc;ﬂEQt[h) - yt[h}] ¢ normal multivariada e consequentemente, a

distribulgio marginal assintética de v T [?L{h] - yt[h)] & normal com

média média zero e variancia dada por

Var[/?[Qt(h) - yt(h)]] = VM[E[/T[§t(h) - yt(h)]l’zt]] +
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* E[Vap[/?[ﬁt(h) - yt(h)HZt]] =

8 y (h) 8 y (R}
t t
= E za ,
3 8 86

Ja que E[V T [?ft(h) - yt(h)]

z ] = 0.
t

0 erro de previsfo h passos a frente pode ser escrito como

.y _ . _ Il
yt+h - yt.{h] - yt.+h yt(h) * yt{h] yt[h]
m=1 A
N 1Zjuhiat.i-h-i * yt[h] - yt[h)

entfo, a suposiglio de processos Iindependentes para estimagdo e

previsfo, permite escrever o EMQP assintético de Qt[h) como

A2 _ _ A 2
try(h) = Ely,, - ¥ (0]
= - 2 _ A 2
= E[yt+h yt(h)] +E[yt(h] yt[h)] , ou
A 2 1
(3.3.1.4) o°(h) = ¢ (h) + —w (h) ,
¥ ¥ T

onde a ultima esperanga & tomada com respeito a distribulgio

assintética de v T [5\’t(h] - yt(h)]' Desta forma, para um dade tamanho
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de amostra finito, (3.3.1.4) & apenas uma aproximaglo para o EMQP
assintoético de §t[h}.

0 resultado em (3.3.1.4) mostra que sob as suposicdes desta
seclo, o EMQP assintético de Qt[h} ¢ compostc de duas partes: uma
parte devida a variabilidade do processo e outra devida a
variabilidade da estimativa, que val para zero quande T val para
infinlto. Isto ndo surpreende, uma vez que os parametros sfo estimados

conslistentemente.

3.3.2 - PROCESSO COM MEDIA DIFERENTE DE ZERO.
Se Y, tem média p = E[yt] # 0, esta média pode ser estimada

pela média amostral

T
(3.3.2.1) y=— LV ,

onde T ¢ o tamanho da amostra.

0 vetor de parametros @ centendo todos os coeficientes AR e
MA, podem ser estimados per maxima verossimilhanga usando-se os dados
ajustados (y1—§), (y2*§), O (yT-Q).

Sabe-se também da teorla estatistica que § é.um est imador

consistente de u e que
(3.3.2.2) V' T (y - 1) é assintoticamente N(O , c§).

Alem disso, y & assintoticamente independente e @, entfo o
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EMQP assintético de Qt{h] é

1 1
(3.3.2.3) 5%(h) = o°(h) + —w (h) + —x (h),
Y ¥ T Y T ¥

onde a suposicfo de processes lndependentes para estimagfio e previsio

¢ mantida e

a yt(h) s 8 yt(h)'
(3.3.2.4) w{h) = E o2
y 8 u Y o

Neste caso, a matriz de covariancia de v T [Qt(h) - yt(h)]

¢ dada por
gy (h)  8y(h) o= 0 [ 3 y,(h) 8y (h) ]
(3.3.2.5) E : Y , -
a p 408 GZ@ d p J e
8y (h) 8 y (h) 8 y. (h) 8y (h)'
Y R DN I D R L my
BERT Y g 8@ N

Portanto, se a médla do processo & diferente de zere, o
EMQP assintétice de Qt(h), ¢ acrescido de um termo que val para zero

quando o tamanho da amostra T val para infinito.

3.3.3 - 0S EMQP ASSINTOTICOS DOS PREVISORES.
A matriz de EMQP assintética conjunta das previsdes de 1

até¢ h passos a frente é dada por
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~ 1 1
(3.3.3.1} Z (h) = Z (h}) + — (h) + —T (h).
y y y Y
T T
Denotando o previsor com coeficientes estlmados baseado no

processo desagregado por Y:[h}, o seu EMQP assintétice & dade por

(3.3.3.2) Fm) = v’iy(mh)v
1 1
= v'Z (mh)v + —'Q (mh)v + —'TI (mh}v
y T y T y
1
= ag(h) + —'[Q (mh) + T {mh)]v ,
o T ¥ ¥

onde v ¢ definido em (3.2.8).
Se Y, é Gaussliano, entdo Yt também é Gaussiano e portanto o
EMQF assintotico de ?T[h}, o previsor com ceeficientes estimados

baseado no processo agregado, ¢ dade por

m
(3.3.3.3) 6%(h) = o®(h) + —{w (h) + = (h)] ,
T Y ¥

onde ¢é assumido que o tamanho da amostra para a estimagfo dos
coeficientes em Yt{h] e J = T/m. wy(h) ¢ devido a estimachoc dos
par&metros ARMA e nv(h) representa a varlaglo na estimagfio da médla.
Observe gue os termos aﬁ(h) e o°(h) em (3.3.3.2) e
(3.3.3.3) dominam os FMQP assintéticos para grandes valores de T,
Portanto, se a diferenca o2(h) - Uﬁ[h) & positiva, de

maneira que Yz(h] domina completamente YT(hJ para o processo
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conhecido, © mesmo vale para processos com coeficientes estimados

quando o tamanho da amosira usada para estimaclo é grande.

Além disso, se o hoerizonte de previsfo val para infinite, os
dois previsores se aproximam da média do processo YT e assim,
V’Qy(mh)v e wv[h}. tendem para 2zero, enquanto v’ﬂ;(mh)v e nY(h]
convergem para mzwg @ w% regpectivamente, onde a% & a varlincia da
distribulgéo assintética de V/Eﬁ(? - uY) e

1 J

(3.3.3.4) Y=——7TY
T
J t=1

¢ a médla do processo agregado. Também, o2 & a variancia aszintética
¥
da distribuigio de V T (y - g ) com y definido em (3.3,2.1).
y
Note que para h - o, Y:[h} > my e portanto a parte do EMQP
devido a estimacio se aproxima de mzag/T.

Como

i _ m
(3.3.3.8) Y = —
T

segue-ge que
v J oLy - uy) = v;/m (my - mpy) =vm VT (y- u}, tal que
y .
2
(3.3.3.8) mes = mos

e assim, o*(h) - Sﬁ(h) » 0 quando h 3 «. Ou seja, os dols previsores

sfio identicos para grandes horizontes de previsio.
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3.4 - PREVISAQO COM PROCESSO AR DE ORDEM DESCONHECIDA.
Supcnha que o© processo gerader de uma série pode ser
aproximado per um autorregressivo de ordem finita mas, desconhecida.
Se um limite superior P para esta ordem, for
especificado, um modelo AR(P) pode ser ajustade amos dados por minimes

quadrados.

Porém, se a verdadelira ordem do processe gerador da série,
p, for menor que P, estes estimadores ndc serdo assintoticamente
eficlientes, polis ndoc levam em conta a restrigée ¢1 =0 para p < 1 = P,
onde ¢1 sd0 os coeficlentes do modelo AR(P) ajustado.

Considere o processo estaclionario yt com representacio MA

como em (3.2.1) e suponha que este processo tem representagfic AR de

ordem possivelmente infinita,

(3.4.1) y = Loy

onde as raizes de ¢(B) = O estfio fora do circule unitario. Com esta
suposiglc o processe agregado ‘{_r ¢ estaclondrio e tem representagio AR
e MA (Liitkepohl 1886).

Sera assumido que somente processos AR de ordgm finita séo
ajustados acs dados, embora isto seja um erro de especificacfo se o

processo ¢ realmente de ordem infinita.

Nesta sltuacdo, uma teoria assintética devida a Lewis &
Reinsel (1982) e Litkepohl (1985), pode ser usada para derlvar o errc
médio quadrdtico de previsfo para os previsores YT(h] e Y:(h].

Para issoc suponha qua as seguintes suposigdes séo
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satisfeitas pelo processo desagregado Vﬁ

(1) [BII < w, onde osg 9i sf80 oz coeficlentes da representacgfo MA,

1

i~ 8

1

(2) Os a, s8o Independentes e identicamente distribuidos com

E(a:) < o,

(3) A ordem E(T) de modelo AR ajustado para a serle Yy & uma funcio

do tamanho da amostra T tal que, quando T > «, tem-se que.

p(1)? ®
p(T) > o y >0 e VT B> |¢J| >0,

J=pi{Ti+1

onde ¢1 s8o os coeficientes da representacgfic AR.

E assumido que estas condigdes sfo também satisfeitas pelo
processo agregado Yt, mas a ordem do processo ajustado para YT depende
do tamanho da amostra reduzide, J, o gual é usualmente aproximado por
T/m. |

Os parametros dos processos AR ajustados, sdo estimades por
minimos quadrados usando uma realizagfio de um processo que £
independente do processo usado para previsio mais que tem 2 mesma
estrutura estocastlica.

A condig8o (1) ndo é muito restritiva e vale, por exemplo,
se y, tem uma representagdo ARMA finita. A condliglo (2) é satisfelta
se por exemplo, a distribuicdc dos at & normal, e leva em conta muites
processos de ruido branco uma vez que s exige quarto momento finite

além de independentes e identicamente distribuides.
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A condiclio (3) exige que a ordem dos processos ajustados
cresqa.éom o tamanho da amostra. Entretanto, esta ordem deve crescer
muito mais lentamente que o tamanho da amostra.

Esta condiclo ¢ sempre satisfeita se yt ¢ realmente um
processe AR de ordem finita e p(T) 3 w.

Para um processc AR de ordem infinita, esta condicio pode
impor um limite inferior sobre a veloclidade pela qual p(T) + w. Para

um exemplo veja Lutkepohl (1987), p. 33.

[14]
Em geral a condico v T Yy ¢ 3> 0 implica num
j=pl“l")+1J T

limite inferior para a velocidade pela qual p{T) > « gquando T - 0o,

p(m)°

enquanto que >0 quando T » » implica num limite superior.

T

Previsor e erro médio quadratico de previsfo obtides sob as
condigbes desta seclo serfio simbolizados com um (~).
Os resultados a seguir sfo derivados do seguinte teorema

dade em Liltkepohl (1985).

Teorema: Seja Y, = [ylt. che, ykt)’ um processc estocastice discreto

k-dimenslonal com representaciic MA

79



@1 s8¢ matrizes de coeficientes (k x kJ}, Ik & a matriz identidade de

ordem k e at = (a1 . ., akt) é ruido branco independente, isto e,

Eat = 0, Eatat’ = E, a e a so independentes e identicamente
B

distribuidos para t # s e & assumido que

< = <
E|alt a, 8, amt| @, para 1 = 1,J,1,m = k ,

o
YV tr(@iﬂ;} < w .
L =0

Suponha gue a ordem do AR(p) ajustade acs dados & uma

fungdc do tamanho da amostra, T, tal que, quando T - o ,

3
p w mam————"
v tr(¢1¢1) < w , onde

p>x >0 e
T 1=p+t
¢i séo matrizes de coeficientes (k x k) da representag@o AR de Y,

Entdo, para hz 1 ,

y, (1) = ¥, (1)
. ¢ assintotlicamente N[b , G{h]] , onde

yt(hJ - yt(hJ

;;(j) ¢ o previsor } passos a frente baseado no AR(p) ajustado, T & o

tamanho da amostra e yt(j) é o previsor llinear o6time de yt J passcs a

frente e

Yeur = yt(l} Yeer ~ yt(lJ '
o(h) = E : : =
yt.+h - yt.(h] yt+h - yt(h)
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- o o -
Y @1591 v ) 91:81+h—1
i=0 i=0
a h-1
E ai +h"1;®l E E.]ll:‘@l

| i= 1=0 |

Prova: LUtkepohl {(1985).
Do tecorema acima, tem-se para h z 1,

(3.4.2) /% o é assintoticamente N[O > (h)] :
* ¥

v (h) =y, (h)

onde §t[j) é o previsor |} passos A frente baseado no AR(p) ajustado, T
¢ o tamanho da amostra e ytLj] ¢ o previsor linear 6timo de Y, J
passos A frente e Ey(h) ¢ dada em (1.8.7).

- Deste resultado, pode ser obtida uma aproximagBo para o

EMQP assintético dos previsores.

Escrevendo
yt+ltyt(1] a't+1 ytilljyt(l)
(3.4.3) . = + _
yt+h_yt(hJ at+h+61at+h—1+'. '+9h—1at+1 yt(lJ—yt(h)

e sob a suposiglo de que as componentes do lado direito de (3.4.3)
sac independentes, pols, oS 2 sfio Iindependentes de y, e dos
+ 9

coeficientes estimades, uma aproximacéio para a matriz de EMQP
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assintético conjunta para as previsdes de 1 até h passos & frente esta

dada por

) Yeer ~ y, (1) Yeur ~ y, (1) p
(3.4.4) Z (h) = E : . = {1 + ———]E (h)

y — M ~ ’I‘ y

Yoo ~ Y, (0 Yoo = Y (D)
Deste resultade, o EMQP assintotico de Y:(h] ¢ dado por
o . p(T)
(3.4.5) o (h) = v'% {mh)v = [1 + ]V’Z (mh)v ,
0 ¥ T ¥

ou de (3.2.8)

Ng p(T) 5
(3.4.8) 2(n) = [1 + ]%(m.

Da mesma manelira, o erro médio quadratico de previsdo

assintético de ?T(h] & dado por

N p(J)
(3.4.4) o2(h) = [1 + Ja?(h),
J

onde J ¢ o tamanho da amostra reduzido para o processo agregado.

Algumas consequéncias surgem de lmediate, por exemplo, se
oﬁ[h) < o?(h], entdo Eﬁ(h) < E?[h), uma vez que T é suficientemente
maior que J e pela condigfo (3).

Se Y, satisfaz a condigic (3.2.89) do teorema 3.2.2, entfo
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;i(h) = 3?(h), para h = 1,2,--- e neste caso a diferenga entre os EMQP

assintéticos com J = T/m é dado por,

o PO BTy, o?(h)p _ .
(3.4.7) o (h)-oT(h) = [ - ]0 (h) = ——————[mp(T/m)-p(T)]
0
J T T
~ 1/(3+n)
Assumindo que p(T) =T , onde n > 0, (3.4.5) torna-se
O_Z(h)Tl/(3+n)

-——————~———~P¥2””A3*m—l] que ¢é sempre positiva uma vez que m z 2.
T

Isto significa que mesmo sob condigdes mais favoraveis péra
o processo agregado temporalmente, se os EMQP dos previsores sio
iguais para o processo conhecido, o processo desagregado ainda deve
ser preferido se a ordem e os coeficlentes devem ser estimados.

Estes resultados, entretanto, apoiam-se na teoria
assintética e na escclha de 5(-). Se E(-) fosse uma fungdo linear do
seu argumento e J = T/m, entdo mE(J)—E(T) = 0 e assim ;i(h) = 3?(h).

Entretanto, a condicfio (3) exclul esta escolha de p(-),
~ 3
p(T)

T > 0 quando T - .

pols ela n3o satisfaz a condigéo

Por outro lado, a condigdo (3) ¢ uma exigéncia assintética
e portanto, em pequenas amostras a diferenga mE(J)—E(T) pode ser
negativa.

Consequentemente, a condigdo acima depende da escolha de
p(-).

Critérios para escolha de modelos que estimam a ordem
consistentemente, talis como o SC, satisfazem as condigdes desta segdo

e podem ser utilizados para escolher a ordem dos modelos ajustados.
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3.5 - PREVISAO COM PROCESSO NAO ESTACIONARIO.
Nesta sec¢lo, serfio considerados somente os processos que

podem ser tornados estaclonarlos apés a aplicagfo de ym operador

diferenca, isto &,
(3.5.1) \?[B}yt = %,

¢ estacionario, onde

[1—B]d ou
v(B) = { (1-B5)” ou
(1-B}*(1-g%)"

Aqui, d e D s&o0 Intelros nio negatives e representam o grau
de diferenca nfo sazonal e sazonal respectivamente, necessérias para
tornar o processo estacionario e s ¢ um intelro positive representando
o pericde de sazonalidade.

Se V(B) = (1-B)”, entdo com B = B" tal que, BY_ = Y__,

tem-se que,

m=1 ¢ m—1 ; d+1 d m-1 i d+1
TR e ISR o)

(1—&3)”‘\(,c = (143’“}“[
1 =0 1 § =0

que ¢ estacionario, peols & uma transfermagle linear de processo

estacionario.
Se v(B) = (1-B%)", o periodec de sazonalidade g, ¢
considerado como um maltiplo do periodo de agregacfio m (o que na

pratica & razodvel), entfio com ¢ = s/m e B = B, {I—Ba)DYT é
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estacionario,

Da mesma forma se (I-B}d[l—Bs]Dyt ¢ estaciondric, entfo
(1-8)*(1-8%)°Y_ ¢ estacionario.

Isto =significa gque para tornar o processo agregado
estacionpario, o cperador diferenga simples & aplicado tantas vezes
quanto no processo desagregado, enquante que o operador diferenga
sazonal deve ser ajustado para o periodo causado pela agregacio.

Por exemplo, se Y, ¢ um processo mensal e Y_r € um processo
: 12
trimestral, o operador diferenga sazonal (1-B"7) para Y, corresponde

ao operador (1-8%) para Y_.

Suponha que o preocesse desagregado Y, ¢ conhecido e

estacionarlo apés uma diferenga, lste é,

(3.5.2) X =y -y ou y =Xty _ . onde

[4v]
(3.5.3) x = Y8a = B(BJaL , onde
=0

as raizes de 9(B) = 0 estéeo fora do circulo unitario.

Da (3.5.2) pode-se escrever,

(3.5.4) y. =¥ + X , onde

X, ¢ a parte estacloniria de Y,

0 processo agregado por um periodo m & dado por,
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m
= + + e 4 +
[ ym"l'.'«m Jg:lxm't»m-lj] [ ymT—m+1—m - me—mH-—m«i-j]
m-1 m
= Y't—l * E E mT-m-1+}
1=0 =1
=Y + X,
T-1

onde X~C ¢ a parte estacionaria do processo agregado YT.
0 processc cbtlido agregande-se temporalmente o processo
estacionario x é ¥x + X + - + X , que é diferente de X .
t mT mT-1 mT-m+1 T
Portanto, para comparar os previsores YT{h) e Yg(h}, néc &

suficiente comparar suas parteg estacionarias.

De (3.5.2)

h
(3.5.5) y =y + YTx ,

portanto, da segio 1.6 tem-se que o previsor 6étimo h passos do

processo Y, baseado em St ={ a |s =t } & dado por
=

1]

h
Y * E)&{J] . onde

(3.5.B) y£(h)
=1

xt[J) é o previscr 4timo J passos de X, isto &,

(3.5.7) xt{JJ

]
e

0 =a .
I+t~
=0
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D erro de previsfio assoclado a yt{h] é dado por

o s

e(h) = Yeur ™ yt(h) =

[ xttj - xt(J) ] ! '
]=1

que & a soma de erros de previs@io do processo estacionario.

Assin o EMQP de y, (h) &
(3.5.8) crj[h) = V'L (h)V,

cnde I (h) & a matriz de EMOP de 1 até h passos para o processo
x

estacionario X, ¢ dada por (1.B.7) e V' & um vetor de 1's de dimensio

h.

E importante notar que

yt(l] =yt xt(l) e oi(l) = Ex[ll = of

Se a parte estaclionaria de yt tem média diferente de zero,

isto &, se

(3.5.9) X =pu+ Yoa

n%o havers mudanca em (3.5.6), basta adlclonar p em (3.5.7).
0 previsor de Yr baseado no processo totalmente agregado h

passos & frente ¢ dado por

h
(3.5.10) Yt(h) = YT + jE:l}(_t[.j] ,
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com EMQP dado por
(3.5.11) aj(h) = V'E (Y,

onde Zx[h) & a matrlz de EMQP de 1 até h passos do processo agregado

estaclonaric XT.

Por cutro lado, o previsor baseado no processo desagregado

¢ dado por

~ =

0
XT(J} ,
1

0 —
(3.5.12) erh} = Yt + j

m=1
onde X:[J) = [ T Bi] me(J}. com EMQP dado por
1=0

2 N
(3.5.13) Ub[h} = v Zx[h}v .

onde v & come em (3.2.8).

0 previsor baseado no processo desagregado ¢ pelo menos téo
bom quantc © previsor baseado no processo agregado, Se o processo pode
ser tornado estacicnario por diferenga.

Além disso, eles nfo se tornam idénticos com o crescimento

do horizonte de previséo.

88



CAPITULO 4

ESTUDO DE MONTE CARLO

4.1 - INTRODUGAO.

Os resultados cobtidos no capitulo anterior, sfio baseados na
teoria assintética e portanto, um estudo de Monte Carlo fol conduzido
para verificar o comportamento dos dols previsocres, YT[h] e Y:(h} en
pequenas amostras,

0 experimento de Monte Carlo foi realizado somente para o
casc da seglo 3.4, onde modelos autorregressives sfo ajustades aos
dados agregados e desagregados.

Este estudo ¢ similar ao estudo de Monte Carlo felto per
Littkepohl (1987), secfio 8.5, onde foram usados modelos AR e MA
satisfazendo a condigéo 3.2.9 do teorema 3.2.2 e previsdes de 1 e 5
passos_a frente.

Agul foi felto também um estudo para um modelo ARMA gque ndo
satisfaz a condiglo acima e as previsdes sfio de 1 e 3 passos a frente,
uma vez que, para grandes horizontes de previs&@o os EMQP se aproximam
da variancia do processo.

Realizagdes de processos AR, MA e¢ ABMA foram geradas e os
dols previsores com seus respectivos erro médio quadratico de previséc
foram calculados.

A compeonente de ruido branco para o processo desagregado
Y, foi gerada como uma normal padrio independente usando o gerador de

Wichmann & Hill (1882}.
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Para cada processo, 100 reallizacles foram geradas para trés
tamanhos de amostra, T = B0 , T = 100 e T = 200 e os previsores
calculados para dols horizontes de previsdo, h=1e h = 3.

Para cada reallzagfo, mals de 50 valores pré-amostrals foram
gerados para reduzir o impacto dos valores Iniciails.

Alguns valores pré-amostrals foram usados para estimacgfo.
Por exemple, para ajustar um modelo AR(2) aocs dados, numa amostra de
tamanho 80, sfo usados na reallidade 62 valores, ou seja, sfo incluidos
dols valores pré-amostrals na estimagiio,

Estimacio e previsfo foram baseadas na mesma amostra é a
origem de previsfio & sempre o ltimo periodo amestral usade para
estimacéo,

Note que neste aspecto, © estudo de Monte Carlo difere da
suposicio basica da teoria assintética de processes independentes para
estimaclo e previsio.

Um tUnico processe para estimagfio e previsfo ¢ mais
realistico do pente de vista pratico. Também na pratica, ¢ usuvalmente
dada uma Unica amostra de tamanho T, e uma ordem para o AR deve ser
escolhida com base nessa amostra.

Nesta slituacfo, em vez de especificar uma fungfo arbitraria
B(T] para a ordem do AR, é mais razoavel determinar a ordem através de
um critério de especificacBo de modelos. 0Os critérios usados neste
estudo foram descritcos na secdo 1.11.

A estatistica usada para comparar os EMQP, ¢ B dada em
Granger & Newbold (1886), segfio 9.3.

1
Suponha que e() e e(z) s#o erros de previsfo obtides
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usando-se dois previsores distintos e nfo viciados e assuma que

(em . em] tem distribuicio normal blvariada com variancias EMQI"1 e

P,
EMQ o
Além disseo, suponha que (9:1) , 9:2)), i=1, 2, ..., N, ¢&
uma amostra aleatéria de tamanho N da distribuicdo de (e'™ , &@),
Definindo
n W (2) (1) (2)
Lle W +e " (e ~e )
A R | i i
(4.1.1) e = —
N (2).2 N (1 @ .21
Ll " +e™)" Fle  -e™)
=1 i=1

pede-se mostrar que, assintoticamente BV N tem uma distribuicio

normal padrao, isto &,
D
(4.1.2) oV N — N(D, 1),

se EMQP1 = EMQPZ.

Ent&o, neste estudo é usada a estatistica BV N para testar

a hipttese
(4.1.3) H: o2(h) = oﬁ(h) contra H : o2(h) = aﬁ(h].

Para avaliar a significancia da diferenga entre os EMQP

)

usando a estatistica BVIN , OS erros (e(1 . ela}} usualmente n8o tem

uma distribulg¢é@o normal exata,

Por exemplo, se os prevlsores s&o baseados em processos AR
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estimades, os erros de previsfio somente terfio distribuicdo normal
assintotica quando o tamanho da amestra val para infinito.

Portanto, para viﬁ_ﬁ ter distribuigfio normal assintética,
tanto o tamanhoe da amostra T come o© nimerce de repllicagdes de

experimentos de Monte Carlo N, devem ir para infinito.

4.2 -~ PROCESSO AUTORREGRESSIVO.

Inicialmente fol investigado o processc autorregressivo de

ordem 2, AR(2).

(4.2.1) Y, = 1+ O.Byt_2 + a_ ., com oi = 1,

Para um periodo de agregagiio m = 2, o processo agregado

temporalmente Y =y +vy_ é o AR(1}

(4.2.2) Y =2 +0.8Y_  +u_ , como- =2,
i T T-1 T T

0 processo desagregade Y, satisfaz a condicéio (3.2.9) do

tearema 3.2.2, tal que, os EMQP shc idénticos para o processo

conhecido.

As ordens maximas consideradas para os modelos AR ajustados
foram, P = 8 para o processo desagregade, e P = 4 para o processoc
agregado.

A tabela 4.2.1, apresenta a distribulcgio de frequéncia das

ordens escolhidas pelos trés critérios. As ordens méximas n8o sfo
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escolhidas com muita frequéncia para nenhum dos ceritérlos, portanto

esta ordens nfo sfo restritivas.

Como fol mencionadoc na segfio 1.11, os critérlos H} e 5C
estlmam a ordem corretamente com alta probabilidade, engquanto que o
AIC superestima a ordem mesmo para T = 200 {ou J = 100 para ¢ processo

agregado).

Tabela 4.2.1: Distribuicéo de frequéncia das ordens estimadas.

Processo Desagregado Processo Agregado
T p p(AIC) p(HQ) p(SC} J s} p(AIC) p(HQ) p(sC)

60 0 0 0 0 30 0 3 5 5
1 0 0 0 1 77 B2 87
2 73 85 94 2 11 7 7
3 12 g 4 3 4 4 1
4 6 4 2 4 5 2 0
5 3 2 o
3] 3 0 0
7 2 0 0
8 1 G 0

100 0 0 0 0 50 G 0 0 0
1 0 0 0 1 69 83 91
2 89 85 a3 2 22 12 g
3 11 3] q 3 4 1 0
4 & 6 3 4 51 4 0
5 5 3 9
5 1 0 0
7 3 O 0
8 5 0 0

200 0 0 0 0 100 8] 0 0 0
1 0 0 0 ] 70 87 as
2 73 80 as 2 14 B 3
3 15 7 5 3 8 1 1
4 6 3 0 4 8 4 1
5 3 0 0
6 3 1 Q
7 1 0 0
8 1 G 0
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As diferencas dos EMQP entre as séries agregada e

desagregada, (ag[h) - oi[h}), sdo apresentadas na tabela 4.2.2.

Tabela 4.2.2: Diferencas de EMQP ( (h) - Fi(h) ).

Tamanho da amostra Horlzonte Critério de escolha

para o processo de

desagregado T previséc h AIC RQ sC
LR an
60 1 0.03 0.23,, 0.32,,

0.12 0 .

100 1 0.08 0.05 0.05

3 0.18 0.15 -0.01

200 1 ~0.04 -0.04 ~0.07

3 -0.00 0.02 0.05

** gignificante ao nivel de 1% .

Para quase todos os tamanhos de ameostra e horizontes de
previsdo, os EMQP usando os dados desagregados sfo menores que os EMQP
usando os dados agregados, listo é, Ue(h) - oﬁ(h} é positivo de acordo
com os resultados assintoticos da secgéio 3.4.

Além dilsse, usando a estatistica de teste da segfio 4.1,
apenas diferencas positivas sfio significantes aos niveis usuais.

Para T = 100 e T = 200, ndo foi obtida diferenca
significante entre os EMQP.

Para amostra de tamanho BO, com m = 2 é reduzlda para 30,
que ¢ um tamanho de amostra multe pequeno e a diferenca entre os EMQP
gsdo significantes, como egperado, devido a forte influéncia das
estimativas.

Para este caso, somente o critério AIC n8o detectou
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diferenca significante.

As conclusBes em pequenas amosiras estdo de acordo com os
resultados assintéticos da seglo 3.4.

Na secfio 3.4 & admitldo que os preocessos tenham uma
representagfic AR de ordem infinita, portanto, foram também geradas

realizacdes de um processo MA de ordem finita.

4.3 ~ PROCESSO MEDIA MOVEL.

Qutro processe usade neste estudo de Monte Carle foi o

MA(Z)

, _ _ 2 _
(4.4.1) y, = 1 +a O.Bat_ , com o 1.

t 2

Com periodo de agregagdo m = 2, o processo agregado

temporalimente YT =Yoo t Voo, é o MA{1)

(4.4.2) Y =2 +u -0.80 _, com o- =2, onde
T T T

T -1

u =a_+a .
T 2T 2T-1

Novamente Y, satisfaz a condighBo (3.2.9) do teorema 3.2.2 e
portanto os EMQP s8c idénticos para os processos conhecidos.

As realizagdes do processo (4.4.1) foram geradas da mesma
maneira como na segfo anterler e as ordens maximag consideradas foram:

P = 8 para o processo desagregado e P = 4 para o processo agregado,

A distribuicio de frequéncia das ordens escolhldas pelos
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trés critérios, & apresentada na tabela 4.3.1.
Neste caso, a ordem do AR escolhida pelos trés critérios

crescem em média de acordo com a teorla da segio 3.4.

Tabela 4.3.1: Distribulgdo de frequéncia das ordens estimadas.

Processo Desagregado Processo Agregado
T p p(AIC) p{HQ} p(SC) J P p(AIC) p{(HQ) pl(SC)

60 0 0 1 4 30 0 1 2 B
1 0 0 0 1 10 12 28
2 14 24 40 2 11 45 45
3 0 0 0 3 13 18 11
4 33 47 45 4 29 23 10
8 3 1 1
B 21 15 6
7 4 1 1
8 25 11 2

100 0 0 0 1 50 0 0 0 0
1 0 0] 0 1 5 8 17
2 0 5 22 2 33 11 52
3 0 0 0] 3 23 23 18
4 16 3B 52 4 39 28 13
5 0 1 1
B 37 38 18
7 5 0 0
8 42 18 B

200 0 0 0 0 160 G 0 0 0
1 0] 0 0 1 0 o] 1
2 0 0 2 2 11 22 39
3 G 0 0 3 22 31 30
4 ! 8 4z 4 67 47 30
3 0 0 0 ’
B 15 29 34
7 2 3 2
B 82 60 20

A tabela 4.3.2 apresenta as diferencas entre os EMQP dos
dados agregado e desagregado. Algumas dessas diferengas sfo positivas

e estfo de acorde com a teorla agsintética da secdo 3.3,
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Tabela 4.3.2: Diferencas de EMQP ( o2(h) - Ui(h] )

Tamanho da amostra Horizonte Critério de escolha
para o processo de

desagregade T previsio h AlC HQ sC

60 1 -0.17 -0.10 0.05

3 -0.15 -0.12 0.03

100 1 0.15 0.23" - 0.18

~0.02 -0.06 -0.03

200 1 -0.05 ~0.08 -0.02

3 -0.02 -0.01 -0.02

* significante ao nivel de 5%.

Para T = 100 e h = 1, o modelo desagregado escolhide pelo

HQ, produz previsio significantemente melhor que o correspondente

modeleo agregado.

Em muitos caseos, & diferenga ¢ negativa, porém nio é
significante ao nivel de BY% e o ganho no EMQP é muito pequeno.
Portanto, os resultados para o processo (4.3.1) estfio de

acordo com a teoria assintética.

4.4 ~ PROCESSO AUTORREGRESSIVQ MEDIA MOVEL.

Foi ainda considerade neste estude de Monte Carlo, o

processo ARMA(1,1)
a— —_ 2.—.
(4.4.1) Y, 1+ O.8yt_1 ta U.2at_1 , com o = 1,

O processo agregado temporalmente com periodo de agregacfio

m=2¢&, pelo teorema 2.4.1, o ARMA(1,1)
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(4.4.2) Y_=3.6 +084Y_ +u +0.532u_ , cono. = 3.4316.

Ao contrario dos processos estudades anteriormente, o
processo (4.4.1) n8o satisfaz a condigfo (3.2.9) do teorema 3.2.2, e
mesmo para o caso de processos desconhecidos, é esperado que o
processe desagregade produza melhores previstes.

As realizagdes do processe desagregado (4.4.1), foram
geradas como nas se¢des 4.2 e 4.3

As ordens maximas usadas para ajustar os AR ainda foram
P = B8 para o processc desagregado e P = 4 para o processo agregado..

A distribuicéc de frequéncia das ordens escolhidas pelos
trés critérios sio apresentadas na tabela 4.4.1.

Novamente as ordens maximas nfo sdo restritivas, pols, ndo

sfic atinglidas com muita frequéncia.
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Tabela 4.4.1: Distribuicfo de frequéncia das ordens estimadas.

Processo Desagregade Processo Agregado
T o) p(AIC) plHQ) p(SC) J p p(AIC) p(HQ) p(SC)
80O 0 0 0 1 30 0 3 6 9
1 BO 68 88 1 75 79 86
2 25 23 9 2 14 10 4
3 5 4 2 3 3 2 C
4 3 3 0 4 5 3 1
5 5 2 0
3] 1 0 0
7 0 0 0
8 1 0 0
100 0 0 0 0 50 0 0 0 0
1 45 63 81 1 69 77 85
2 31 30 15 2 22 19 14
3 8 4 4 3 4 2 1
4 il 2 0 4 5 2
5 1 1 0
8 1 0 0
7 2 0 0
8 1 0 0
200 0 0 0 0 100 0 0 0 0
1 28 a7 64 1 69 84 94
2 48 A6 34 2 18 14 5
3 9 4 1 3 5] 2 1
4 g 3 1 4 7 0 0
5 3 0 0
- B 2 0 0]
7 0 0 0
8 1 0 0

A tabela 4.4.2 apresenta as diferengas entre os EMQP dos

dados agregados e desagregados.

Em muitos casos, essa diferenga é significante e positiva

como esperado.
Para T = 100 e h = 3, ¢ modelo agregado escolhlde pele SC,
tem menor EMQP que o correspondente modeleo desagregado, embora a

diferenca seja ndo significante.
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2
Tabela 4.4.2: Diferencas de EMOP ( o2(h) - ol(h) )

Tamanho da amostra Horlzonte Critério de escolha

para o processo de
desagregado T previsio h AIC HQ =C
" e Y]
B0 1 0. 48 0.63 0.75‘
3 0.38 0.29 0.52
» * *
100 ! 0.44 0.41 0.45
3 0.08 .05 -0.07
- LA .
200 1 0.76,, 0.54 0.67
3 0.52 0.23 0.18B

* significante ao nivel de B5%. ** significante aoc nivel de 1%.

4.5 - CONCLUSAO.

Foi mostrado no capitulo 3 que, se o processo geradoer dos
dados é conhecido, o EMQP do previsor que usa o processo agregado, &
maior ou igual ao EMQP do previsor baseadc no processo desagregado.

Sob certas suposicgles, eles sHo lguais para qualquer
horizonte de previséo.

Quando as ordens e/¢u os coeficlientes do processo gerador
dos dados devem ser estimados de wuma amostra avaliada, come é
usualmente o casc pratico, os resultados obtidos sugerem que alnda
sejam usados os dados desagregados.

Os resultados das segdes anterlores, mostram gue a teorla
assintética da segBo 3.3 pode ser um bom indicador da performance
relativa dos previsores em pequenas amostras, quandoc a ordem do AR é

escolhida por um dos trés critérios apresentados na secgido 1.11.
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