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RESUMO

Seja G um grupo de Lie semi-simples nao compacto com centro finito e v
uma medida sobre G tal que o semigrupo S gerado pelo seu suporte tenha
interior nao vazio. Seja P, o espaco de Poisson-Furstenberg para a medida v,
ou seja, onde existe uma correspondéncia um a um entre as fungoes continuas
limitadas em P, e as fung¢oes v-harménicas em G (féormula de Poisson). Seja
KAN a decomposicao de Iwasawa de G e M o centralizador de A em K.
Assim P = M AN é subgrupo parabdlico maximal. E sabido que P, pode ser
escrito como G/M,AN onde M, é um subgrupo de M, que contém sua com-
ponente conexa. Neste trabalho M, é determinado a partir do tipo parabdlico
de S. Também ¢é estabecida uma relagao entre os conjuntos de controle in-
variante para S é os suportes das medidas v-invariantes (v *n = 7).

Por outro lado, a formula de Poisson é construida a partir de uma medida
v-invariante p em P, que em geral é dificil de encontrar explicitamente pois
envolve a solucao explicita de uma equacao diferencial de segunda ordem.
No caso particular de GG simples, com um subgrupo L semi-simples tal que
(G, L) forma um par simétrico afim hermitiano e v é uma medida gerada
a partir de uma equacao diferencial estocdstica gerada a partir de campos
especificos provenientes da estrutura do par simétrico, conseguimos dar uma
forma explicita para essa medida . Sao mostrados exemplos detalhados
quando G = Sl(n), L = SO(p,q) e a equacao tem um parte deterministica
dada por um campo especifico e a parte estocdstica é formada por uma base
ortogonal de campos da parte simétrica da algebra de Lie de L.
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ABSTRACT

Let G be a non-compact semisimple Lie group with finite centre and v a
measure on GG such that the semigroup S generated by its support has non-
empty interior. Let PP, be the Poisson-Furstenberg space associated to the
measure v, i.e., such that there exists a one to one correspondence between
bounded v-harmonic functions on G and continuous functions in P, (Poisson
formula). Let K AN be the Iwasawa decomposition of G' and M the central-
izer of A in K. Thus P = M AN is the parabolic maximal sub-group. It is
known that P, can be written as G/M, AN where M, is a sub-group of M,
which contains the connected component of the identity. In this work M, is
determined from the parabolic type of S. We also show that there exists a
one to one correspondence between the invariant control sets of S and the
supports of v-invariant (v * n = n) ergodic measures in P, .

The Poisson formula is built with a v-invariant measure in P, denoted by
w. It is difficult show a explicit expression because it involves the explicit so-
lution of a second order differential equation. When G is simple and includes
a sub-group L semisimple such that (G, L) is a Hermitian affine symmetric
pair and v is a measure generated from a differential stochastic equation, we
obtain the explicit form of a specific invariant measure. We show examples
when G = Sl(n) and L = SO(p, q).
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho sao estudados processos estocédsticos em grupos de Lie e seus
espacos homogéneos. As questoes principais sao tratadas em grupos de Lie
semi-simples e estao relacionadas com a descricao analitica e geométrica das
medidas invariantes para os processos. O trabalho consta, essencialmente
de duas partes, uma de cardter geral, que estuda os espacos de Poisson-
Furstenberg a partir do ponto de vista da teoria dos semigrupos de Lie e a
segunda parte que trabalha especificamente em grupos de Lie associados aos
espagos simétricos afins.

Dado um grupo de Lie G e v uma medida em G, uma funcao f: G — R
¢ dita v-harmonica se para todo g € G

f(g) = /G £(gh) du(h).

Sendo o conjunto destas funcoes denotado por H,. Se G é semi-simples,
conexo, nao compacto, com centro finito e v é absolutamente continua em
relagdo a medida de Haar, Furstenberg [9] garante que existe um espago
homogéneo P, e uma medida u, sobre P, tal que toda fun¢ao r-harmonica
em G surge de uma tunica funcao continua f em P, a partir do operador
i(u,) : C°(P,) — H, definido pela integral

flg) = [ flgx) dp,(x) (1.1)
Py,
Estes espacos sao conhecidos como espac¢os de Poisson-Furstenberg e a equagao
(1.1) é chamada como Fdrmula de Poisson-Furstenberg. Consideremos a de-
composicao de Iwasawa G = KAN e M o normalizador de A em K. Os
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espagos de Poisson-Furstenberg sao da forma G/M’'AN com M, C M' C M,
e My a componente conexa da identidade de M, ou seja, os espacos de
Poisson-Furstenberg sao recobrimentos do flag maximal B = G/MAN. Um
dos resultados de carater geral desta tese é conseguir determinar para uma
medida v o espaco P, correspondente, ou seja, o M’ adequado, denotado por
M,. Esta determinacao é feita a partir do conhecimento do tipo parabdlico
do semigrupo S, gerado pelo suporte da medida v. O tipo parabdlico cor-
responde a uma classificacao finita dos semigrupos com interior nao vazio
em G (ver San Martin e Tonelli[24]). Esta classificagao ¢é feita a través do
estudo dos conjuntos de controle invariante para a a¢do de um semigrupo S
(S-i.c.s) nas variedades flags associadas com G. As variedades flags sdo da
forma G/Pg, com Pg um grupo parabdlico (ver por exemplo Warner [32]).
Naturalmente S age a esquerda em G/Pg e os S-i.c.s s@o conjuntos que sao
invariantes e transitivos para esta acao a menos de um fecho. A classificacao
consta de associar a cada semigrupo S (com interior ndo vazio) um espago
G/ Pg, e este flag é chamado o tipo parabdlico de S. Assim na proposi¢ao
5.20 é demonstrado que M,, = M N P3 onde G/ Py ¢ o tipo parabdlico de S,
é P3 é a componente da identidade de Pg. Ressaltemos que o tnico resul-
tado conhecido até agora nesta direcao especifica é do proprio Furstenberg
[9] teorema 5.3, onde demonstra que se o semigrupo S, contém a identidade
no seu interior, ou seja, S, = G, entao o espaco de Poisson-Furstenberg
correspondente é o flag maximal B.

O outro resultado de caracter geral se refiere as medidas v-invariantes (
i.e. v n =mn) nos espagos homogéneos de G. Seja n uma medida sobre um
espaco homogéneo R, o operador dado pela integral

f(g) = /R f(g) dn(z)

definido sobre as fung¢oes continuas de R tem imagem em H, se e somente se
n é v-invariante; e essa é a relagao que existe entre as fun¢oes v-hamonicas é
as medidas v-invariantes. Estas medidas podem ser decompostas em medidas
v-invariantes ergodicas, em particular é facil demonstrar que p, é ergddica.
O resultado que é conseguido no teorema 4.37 é que em qualquer revesti-
mento do flag maximal, o suporte das medidas v-invariante ergddicas sao
S,-i.c.s., e reciprocamente, cada S,-i.c.s. é suporte de uma unica medida
v-invariante ergédica. O mesmo resultado ja era conhecido no flag maxi-
mal (ver Guivac’h [10]). Usando ferramentas de desintegragdo de medidas
obtivemos a generalizagao.
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O resultado de cardter mais particular é o calculo explicito da medida p,,
sobre um grupo de Lie G simples associados com uma estrutura simétrica
afim de tipo hermitiano. Esta estrutura consiste, entre outras coisas, na
existéncia de um automorfismo 7 de ordem dois em G que define o subgrupo
L de ponto fixos de 7. Exigiremos também que L seja semi-simples. O
outro requisito para a construgao explicita da medida p, serd que v seja
determinada a partir de uma equagao diferencial estocastica do tipo

dg = Hy (g dt+ZZ ) o dW, (1.2)

onde Hy e Z; sao elementos da algebra de Lie de G que surgem da estrutura
afim do par (G, L). As medidas invariantes em geral sao dificeis de calcular
porque envolvem equagoes diferenciais de segunda ordem. Com nossas re-
stricoes garantiremos simetrias suficientes para que o calculo possa ser feito.
O fato chave que permitird o calculo surge do resultado que se encontra em
Ikeda e Watanabe [14, Thm. 4.6], onde é possivel conseguir uma férmula
explicita para uma medida invariante para um processo estocastico sobre
uma variedade Riemanniana. Em nosso caso a variedade Riemanniana serd
0 S,-i.c.s no flag maximal, que serd identificado com o espaco simétrico de L
(i.e. K'\L com K’ compacto maximal) que tem uma estrutura de variedade
Riemanniana prépria.

1.1 Motivacao

A férmula de Poisson-Furstenberg, valida em grupos semi-simples generaliza
a formula classica de Poisson para fungoes harmonicas no disco unitario. Essa
férmula foi descrita originalmente como:

9= [ fe e (1.3)

le—2
gl=1

Note que por essa formula, a partir de uma funcao f integravel em S' — em
relacao a medida de Lebesgue — obtemos uma funcao f harmonica no disco
unitario (isto é, Af = 0 onde A é o operador de Laplace em relagdo a uma
métrica hiperbdlica). Furstenberg generalizou esta férmula. De fato, se G
é um grupo semi-simples com centro finito, X é um compacto maximal e
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D = G/K é o espago simétrico, entao toda funcao f integravel em relagao a
uma medida K-invariante m sobre B, gera uma funcao f harmonica, através
de uma férmula integral semelhante a férmula (1.3).

No caso da féormula (1.3) temos que G = SI(2), K = SO(2), m é a medida
de Lebesgue em S* e B = S! (ou mais precisamente, a reta projetiva RP?).

Furstenberg demonstra este resultado com muito mais generalidade ainda.
Uma funcao que chamamos H-harmonica em G é uma funcao que verifica
ser myg * p/-harmonica, onde my é a medida de Haar em K e p/ é uma
medida qualquer absolutamente continua em G ([9] Definition 4.1.). Tais
funcoes sao invariantes pela acao de K, portanto, define uma funcao f em
D, via f(gk) = f(g). Furstenberg demonstra que estas f sdo exatamente
as medidas harmonicas no sentido classico (Af = 0). Assim o estudo de
medidas harmonicas em D ou H-harmonicas em G resulta um caso particular
das medidas v-harmonicas para v absolutamente continua. Sao assim estas
ultimas as que estudamos neste trabalho.

1.2 Descricao dos Capitulos

No Capitulo 2 fixaremos algumas notagoes e descreveremos alguns conceitos
importantes, em especial os referente aos grupos parabdlicos (ver por exemplo
[32]) e o tipo parabdlico ([23], [24]).

No Capitulo 3 iniciaremos o estudo dos recobrimentos do flag maximal,
em particular do recobrimento maximal G/MyAN é a acao do grupo M /M,
a direita que comuta com a agao de G a esquerda. A partir desta acao damos
uma descrigao dos conjuntos de controle invariante em G/MyAN. O conteiddo
do Capitulo 4, que estuda as medidas v-invariantes nos recobrimentos e sua
relacao com os S,-i.c.s., se resume no teorema 4.37.

No capitulo 5 primeiro se estuda a relagao entre as medidas v-invariantes
nos revestimentos e as funcoes v-invariantes. Depois se estudam os limites
de sequéncias de valores de funcoes v-hamonicas para finalmente achar um
operador i(n) cuja imagem s@o todo H,. Este operador sera chave para dar
uma primeira caracterizagao de M,,. Por ultimo se exibird uma férmula para
M, a partir do tipo parabdlico.

No exemplo do Capitulo 6 é aplicado todo o exposto para o grupo Sl(n) e
uma medida gerada a partir de uma equagao diferencial estocastica. Essa me-
dida sera melhor estudada no Capitulo 7, mais ainda, serd adotado um ponto
de vista tal que o interesse se centrara na procurara de medidas invariantes
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para o processo gerado pela equagao diferencial estécastica que generalizard
a idea de medida v-invariante.

Ja o Capitulo 8 serd uma continuacao do exemplo do Capitulo 6. Agora
o interesse sera o calculo explicito de uma medida invariante nos flags e nos
recobrimentos de Sl(n). Mas tudo o que foi realizado no Capitulo 8 serd
generalizado no Capitulo 9, onde os grupos estudados tém as estrutura de
par simétrico afim hermitiano e a equacao estocéstica é construida a partir
de campos que surgem de tal estrutura.
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Capitulo 2

Preliminares e notacoes

O propdsito deste capitulo é estabelecer notagoes e introduzir conceitos que
serao utilizados em todo o trabalho, com especial énfase nos conjunto de
controle invariante e no tipo parabdlico.

2.1 Generalidades

Se G é um grupo de Lie agindo numa variedade M, diremos que M ¢é um
G-espaco. Seja g € G e f: M — R entao definimos a funcao f9: M — R
por fo(z) = f(ga).

Um semigrupo S de G serd, como é habitual, um subconjunto de G que
verifica

scaeSebe Sentaoabe S.

Se H é um subgrupo fechado de G o quociente G/H é conhecido como
um espag¢o homogéneo de G.

Sempre que se faca referéncia a alguma medida se devera entender medida
de probabilidade, a menos que se fale o contrario. Todas as medidas serao
medidas sobre a c-algebra dos borelianos. Se p é uma medida em M e
g € G entao se define a medida gu(A) := u(g~'A) para todo A mensuravel.
Denotaremos

u(f) = /M f (@) dulz).

Se v também ¢ uma medida em G definimos uma nova medida sobre M,

11
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chamada convolugao e denotada por v * u dada por

v (f) = /G < /M f(gx)d,u(x)) dv(g) para toda f mensurdvel

Equivalentemente v * y = p.(v x p) onde p: G x M — M é p(g,x) = gx.
Denotaremos a convolucao de uma medida v, n vezes como v*".
Convergéncia no espago de medidas sempre seré convergéncia em relagao
com a topologia fraca, ou seja i, — p se e somente se, para toda funcao
continua f acontece p,, (f) — u(f).
Em particular pode-se tomar M = (G, com a acao a esquerda ou a direita.

2.2 Subgrupos parabdlicos e tipo parabdlico

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo nao compacto com centro finito.
Denote por g sua algebra de Lie. As variedades flags de G sao determinadas
por subconjuntos de um conjunto simples de raizes de g. Para isso, fixe
uma decoposicao de Iwasawa g = €@ a & n e seja [I um conjunto de raizes
para o par (g,a). Sejam IITe 3 o conjunto de raizes positivas e simples,
respectivamente, correspondente a escolha da componente nilpotente n, isto

e?
n= Z Yo,
a€cllt

onde g, ¢ o subespaco da raiz a. Seja m o centralizador de a em £ e assim
p=modadn é a correspondente subdlgebra parabdélica minimal. Sejam
A = expa, N = expn e M o centralizador de A em K = exp, entao
P = MAN é o subgrupo parabdlico minimal e B = G/P é o flag mazimal.

Dado un subconjunto © C X, denote por pg a correspondente subdlgebra
standard parabdlica, ou seja,

pe=n (0) Dy,

onde n~ (©) é a subdlgebra gerada pelos g_,, a € (0), e (©) é o semigrupo
de raizes positivas geradas por ©. Associado com cada subalgebra parabdlica
temos o subgrupo parabdlico Py que é o normalizador de pg em G:

Po ={g € G:Ad(g)pe = pe}

Be = G/Ps ¢ o flag associado com ©.
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Dados dois subconjuntos ©; C ©y C X, os correspondentes subgrupos
parabdlicos verificam Pg, C Pg,, € assim existe uma fibracao canonica 7 :
G/P®1 —>G/P®27 gp@l l—>gP@2.

2.2.1 Tipo parabdlico de um semigrupo

Seja S um semigrupo de G tal que intS # (). Considere a acao de S nos flags
de G. Um conjunto C # () contido num flag Be ¢ dito conjunto de controle
invariante para S (S-i.c.s) se satisfaz as seguintes condigoes

e se x € C entao fe(Sx) =fe(C)
e (' é maximal com a propriedade anterior

O fato de que intS # () garante que todo S-i.c.s. seja fechado. Além disso
em cada variedade flag existe apenas um S-i.c.s. (ver San Martin [23])

Os semigrupos em G sao classificados de acordo com a geometria de seus
i.c.s 's. Esta geometria é mostrada no seguinte enunciado demonstrado em
San Martin e Tonelli [24]. Seja mg : B — Bg a projegao canodnica entre as
variedades flags.

Proposicao 2.1 Dado um semigrupo S C G com interior nao vazio, existe
© C X tal que, se Co € 0 S-i.c.s em Be, entio ng' (Co) CB € 0 i.c.s em B,
Entre esses subconjuntos © existe um que € mazimal (no sentido da inclusdo)
que satisfaz essa propriedade.

Esse subconjunto © é denotado © (.5) é dizemos que é o tipo parabdlico de
S. A variedade flag associada com ©(S) ¢ denotada por Bg(s) e é chamada,
também por abuso, o tipo parabdlico de S. Ver San Martin e Tonelli [24],
San Martin [25] e San Martin e Santana [27] para uma maior discussao sobre
o tipo parabdlico.

Desde um ponto de vista geral podemos afirmar que a importancia do
flag correspondente ao tipo parabdlico reside em que os principais aspectos
da dinamica gerada pelo semigrupo sao capturados neste espaco.

2.2.2 Exemplo

Para exemplificar todos estes conceitos vamos tomar o grupo G = Sl(n) com
sua respectiva algebra de Lie sl(n) cuja decomposicao de Iwasawa é

sl(n) =so(n) Gadn
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onde so(n) sdo as metrizes anti-simétricas, a sdo as matrizes diagonais e
n sao as matrizes triangulares superiores com 0 na diagonal. No grupo a
decomposicao é
Sl(n) = SO(n)AN

onde SO(n) sdo as matrizes ortogonais com determinate 1, A sdo as matrizes
diagonais com entradas positivas e N sao as matrizes triangulares superiores
com 1’s na diagonal.

Dada s = (k1,ka,...,k,) de inteiros 1 < ki, ka, ...,k < n a variedade
flag F,,(k1, k2, . .., k) é o conjunto r-uplas de subespagos

{(Viy.o V) 1 Vi C Vigy e dimV; = &y}

Por exemplo F,(1) = P* ! e F,(i) = Gr,(i) sdo os flags minimais e o
flag maximal é IF,,(1,2,...,n). As projecoes se realizam simplesmente medi-
ante a eliminagao de subespagos, por exemplo, o elemento do flag maximal
(Vi..., Vo) € Fo(1,2,...,n) projeta em (V;,V3) € F,(1,3).

As rafzes associadas com o par (sl(n),a) sdo {a;; : 1 <i,j < n}, onde,
se H = diag{ai,...,a,} entdo o, ;(H) = a; — a;. O sistema simple de raizes
associado com n é ¥ = {a; ;41 : 1 <i <n—1}. Por exemplo se © = {a;2}
entao o subgrupo parabdlico Py ¢ da forma

a *
0 A
com adet(A) =1, e o flag Sl(n)/Pg é P 1.
Um exemplo cldssico de semigrupo com interior nio vazio em Sl(n) é SLF,

o semigrupo das matrizes em Sl(n) com entradas positivas. Como é facil
notar, no flag P*~! o Slt-i.c.s. tem uma descricao simples:

C={l(z1,22,...,2,)] €P" 1 :a; >0}
que sao as retas que interceptam o octante positivo de R".
O tipo parabdlico de SI ¢ © = {a1 5}, ou equivalentemente, P"~*(ver San
Martin [23]). Disso podemos concluir, usando a Proposi¢ao 2.1, que o i.c.s

do flag maximal é toda n-upla de subespacos encaixados tal que o primeiro
subespaco (de dimensao 1) tenha interesse¢ao no octante positivo.

2.2.3 A medida que gera o semigrupo

Em todos os capitulos v serd uma medida no grupo G e o suporte de v gerara
um semigrupo S, isto é, o menor semigrupo que contém sup(v).
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2.3 Notacoes

e A : a parte abeliana da decomposicao de Iwasawa de G. Com menor
frequéncia podera representar um conjunto qualquer.

e 0 : uma algebra de Lie abeliana maximal de [.
e ad : a adjunta ad(X)Y = [X,Y]
e B : o flag maximal de G

e B : um flag de GG associado com um subconjunto © do sistema simple
de raizes.

e B(M) : a o-élgebra dos borelianos de uma variedade M

e (', Cy, Co: conjuntos de controle invariante em diversos espagos.
e ¢ : uma subdlgebra especifica unidimensional de [.

e 0, : a medida concentrada no elemento x.

o [ : variedade flag

e fe(X), X : fecho topolégico do conjunto X.

e (G : um grupo de Lie semi-simples nao compacto com centro finito. A
partir do Capitulo 9 também sera simples.

e H,(G) : o conjunto das fungoes v-hamonicas em G.

e K : a parte compacta da decomposicao de Iwasawa de G.

e K’ : a parte compacta da decomposicao de Iwasawa de L.

e [ : um grupo de Lie semi-simples contido em G.

e [: a algebra de Lie de L.

e L£(X) : a algebra de Lie gerada por X

e M : o centralizador de A em K na decomposicao de Iwasawa de G.

e M, : a componente da identidade de M
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M, : o subgrupo de M tal que G/M,AN é o espago de Poisson em
relagao a v.

M' : qualquer subgrupo de M que contenha M.

M(B), MY(B) : o conjunto das medidas positivas e as medidas de
probabilidade em B respectivamente.

N : uma variedade Riemanniana.

1 : medida de probabilidade em diversos espagos homogéneo de G.
tp : a medida de Furstenberg em P.

v : uma medida de probabilidade em G.

T, Ty, Te: projecoes entre diversos espacos.

D, Po, Po: projecoes entre diversos espacos.

P : o subgrupo parabdlico minimal de GG

Py : a componente conexa da identidade de P.

P, : o espaco de Furstenberg para a medida v.

S . o semigrupo de G gerado pelo suporte da medida v

S’ . a projecao via exponencial da parte simétrica da dlgebra de Lie de
L.

© : o tipo parabdlico de algum semigrupo.

X¢: o complemento del conjunto X.



Capitulo 3

Espaco de Poisson-Furstenberg

Dada uma medida v absolutamente continua em relacao a medida de Haar
em G, Furstenberg demonstra em [9] Teorema 5.4 que existe um G-espago P,
que tem a propriedade de possuir uma medida v-invariante pp (v * pp = up)
tal que a férmula
flg) = : f(g)dpp(2)

estabelece uma relagao biunivoca entre as fungoes continuas f em P, e as
fungdes v-harménicas limitadas f em G. No teorema 5.2 de Furstenberg [9]
se demonstra ainda que P, é sempre um recobrimento do flag maximal B.
Ou seja, P, = G/M,AN onde M, verifica My C M, C M. Neste capitulo
estudaremos os recobrimentos do flag maximal e os S-i.c.s’s neles. Em es-
pecial introduziremos uma acao a direita do grupo M /M, no recobrimento
maximal que serd de muita utilidade no estudo dos S-i.c.s’s e das medidas
v-invariantes.

3.1 Os recobrimentos do flag maximal

3.1.1 Os recobrimentos e as projecoes entre eles.

Seja M’ um subgrupo de M que contém M,. O espaco homogéneo R =
G/M'AN serda um recobrimento do flag maximal G/MAN pois MyAN é
a componente conexa da identidade de M AN e estd contida em M’'AN.
Observemos que R é um recobrimento finito e o cardinal da fibra ¢é igual ao
cardinal |M’/My| e, por isso observemos também que R é compacto, assim

17
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como G/MAN. Denotemos por 7’ a projecao:

n : R=G/M'AN — G/MAN
gM AN s gMAN

que é claramente equivariante pela agao a esquerda de G. De uma maneira
andloga se M"” C M’ entao G/M'AN projeta em G/M”AN, sendo estas
projecoes também equivariantes.

Assim temos ordenados por projecao todos os recobrimentos, sendo o
recobrimento mazimal G/MyAN e o minimal o flag maximal B = G/MAN.
A quantidade de recobrimentos é claramente a mesma que a quantidade de
subgrupos de M que contém Mj.

Como ja mencionamos, em Furstenberg [9] (pag. 377) estd demonstrado
que estes recobrimentos sao precisamente os espagos de Poisson-Furstenberg.
A partir de agora chamaremos estes espacos simplesmente recobrimentos.

3.1.2 A agao de M /My, em G/MyAN

Dado que M, é a componente conexa de M, M, é um subgrupo normal,
e portanto M /My é um grupo. Este grupo age a direita em G/MyAN da
seguinte forma.
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Proposicao 3.1 Seja m € M/My é m € M um representante de m, entdo
a ag¢do de M /My em G/MyAN

(gMyAN) m = gmMyAN.
estd bem definida e comuta com a a¢do a esquerda de G.
Demonstracao. Sejam
hMoAN = gMyAN, (3.1)

com g, heGe
m = xMy = yM, (3.2)

com z,y € M. Para demonstrar que a acao esta bem definida temos que
demonstrar que
(hMyAN)z = (gMoAN )y

ou seja,

(gy) tha MyAN = MyAN
y g tha MyAN = MyAN

que é equivalente com
y g7 h x € MyAN.

Mas de (3.1) sabemos que
g 'h =mean
com mgy € My, a € Aen € N. E de (3.2) sabemos que
T =y myg
com my, € M. Juntando tudo
y g th =y 'mg anymy.
Como M normaliza N temos que nyngy = yngn, com n; € N, e assim

1

y g th =y 'mg a y mj ny.
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E como M esté contido no centralizador de A, temos que
—1 ! _ -1 !
Y moaymyng =Y mey my a ni.
E como M, é normal em M
-1 ! _ -1 " ! _ 1 /
Y Moy My @ My =Y Yy mymya mp=mymya n
com mg € My. E assim
y g tho =my mya m

que claramente estd contido em MyAN.
Por outro lado é claro que estda acao a direita comuta com a agao a
esquerda pois

h((gMoAN) m) = h(gmMoAN) = hgmMoAN
(hgMoAN)m = (h(gMyAN))m.

]

Notemos que o fato chave para a demonstracao foi que M, é normal
em M. Portanto pode-se definir uma acao anédloga de M /M’ em G/M'AN
para qualquer M’ normal em M. E importante notar que existem grupos de
Lie semi-simples que contém algum M’ que nao é normal em M. (ver por
exemplo Kenneth [15])

Notacao 3.2 Como de costume, se A C G/MyAN e m € M/M, entdo
Am = {zm:x € A}

A acao que acabamos de definir serd de muita utilidade para a descricao
dos conjuntos de controle invariante em G/MyAN como veremos mais adi-
ante.

3.2 Conjuntos de controle invariantes nos re-
cobrimentos.

Assim como os espagos homogéneos, os recobrimentos também recebem a
agao a esquerda de G. Por isso S também determina conjuntos de cont-
role nos recobrimentos. Daremos especial atengao nos conjuntos de controle
invariante pois eles, como veremos, sao o suporte das medidas invariantes.
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Notemos primeiro que se C' é um i.c.s em um recobrimento G/M’'AN
entao sabemos que 7/(C) serd um i.c.s. em B (ver San Martin e Tonelli [24]),
alids, serd o unico i.c.s. em B denotado por Cg. Em particular em G/MyAN
os i.c.s’s sdo totalmente descritos por M /My, como veremos a seguir.

Proposicao 3.3 Seja C um i.c.s em G/MyAN. Se m € M /M, entao Cm
também é um i.c.s.. Se D € um i.c.s em G/MyAN existe m € M /M, tal que
D =Cm.

Demonstracao. A primeira parte é demonstrada observando que o
difeomorfismo de G/MyAN definido por & —— xm é uma fibra¢do equivari-
ante e aplicando a Proposigao 2.7 de San Martin e Tonelli [24]. Demon-
stremos a segunda parte: Seja x € D. Se m : G/MyAN — B é a projegao
candnica entao 7(z) € Cp. Logo, existe y € C tal que 7(y) = m(x). Portanto
x e y estdo na mesma fibra, assim existe m € M /M, tal que ym = = entao
CmnN D # 0, e como i.c.s’s distintos sao disjuntos temos que Cm = D. =

Nao podemos garantir a unicidade de m na proposicao anterior pois pode
acontecer que para dois elementos diferentes m e n em M /My, Cm e Cn
sejam o mesmo i.c.s.. Para trabalhar com isso obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 3.4 Seja C um i.c.s. em G/MyAN. Seja
M(C)={me M/My: Cm = C}

o subgrupo de isotropia de C, entdo existe uma correspondéncia um a um
entre o conjunto de todos os conjuntos de controle invariante e o quociente

M(C)\(M/My).

Demonstragao. Sem € M /My e [m] é a classe de m em M (C)\(M/My).
Definimos a aplicagdo [m] —— Cm. Estda é bem definida, é injetora pela
prépria definigao e é sobrejetora pois M /M, age transitivamente no conjunto
de todos os i.c.s’s, como vimos na proposi¢ao 3.3. m

Notemos que M (C') nao é necessariamente normal em M /M,, por isso
M (C)\(M/Mjy) nao é necessariamente um grupo.

Voltando para os recobrimentos em geral podemos afirmar a seguinte

Proposicao 3.5 Seja ' : G/M'AN — B a projecao candnica. Entio a
unido disjunta dos conjuntos de controle invariante em G/M'AN € exata-
mente ™' 1(Cp).
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Demonstragao. Denotemos por U a uniao dos i.c.s.. Como todo i.c.s
de G/M'AN projeta sobre Cg, U C 7'7!(Cpy) ¢ trivial. Demonstraremos a
inclusao inversa primeiro para o recobrimento maximal. Chamaremos neste
caso a projecao canonica por 7 e a uniao dos i.c.s.’s por Uy. Sejax € 7 1(Cp).
Como G /MyAN é compacto existe pelo menos um i.c.s, C. 7(C) = Cp, entéo
existe y € C tal que m(y) = 7(x), assim z e y estdo na mesma fibra entao
existe m tal que ym = x, em particular x € Cm C U,.

Agora demonstremos isso para um recobrimento R qualquer. Considere-
mos as projegoes canonicas

G/MyAN =% R ™ B.

Naturalmente 7 = mgon’. Portanto 7'~ (Cp) é mo(7~*(Cg)) que , como vimos
agora é mo(Up). Mas i.c.s’s projetam apenas em i.c.s’s. Assim 7'~1(Cg) =
7T0(U0) CU. m



Capitulo 4

Medidas invariantes nos
recobrimentos.

Estudaremos neste capitulo a importante relacao entre as medidas v-invariantes
ergédicas (que s@o aquelas que ndo podem ser escritas como combinagao con-
vexa nao trivial de outras medidas v-invariantes) e os conjuntos de controle
invariantes para S. Em Brown e Guivarc’h [3] estd demonstrado que em B
existe uma unica medida v-invariante ergodica. Veremos que o suporte dessa
medida é exatamente o inico S-i.c.s. em B, e generalizaremos esse resultado
para recobrimentos demonstrando que cada S-i.c.s. de cada recobrimento é o
suporte de uma tunica medida v-invariante ergédica e, reciprocamente, cada
medida v-invariante ergddica tem como suporte um S-i.c.s..

Além de ser um resultado interessante por si s esta caracterizagao dos
suportes das medidas invariantes permitira o célculo posterior do espaco de
Poisson a partir do tipo parabdlico (ver Capitulo 5) e também tomando ca-
sos particulares conseguiremos calcular explicitamente a medida v-invariante
ergédica em B ajudando-nos o fato de que seu suporte é um i.c.s. (ver
capitulos 9 e 6).

4.1 Suportes de medidas ergdédicas e S-i.c.s..

Na sequéncia enunciaremos alguns resultados que serao de utilidade.

23
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4.1.1 Generalidades sobre o suporte de medidas.

Nesta secao apresentaremos conceitos basicos sobre o suporte de medidas em
grupos de Lie e espacos homogéneos que serao de utilidade mais adiante.

Definicao 4.1 Seja X wum espaco topologico Hausdorff, localmente com-
pacto, com a propriedade de que toda cobertura de wm aberto possui uma

sub-cobertura numerdvel, p uma medida com o-dlgebra B(X). Seja I =
{A € B(X) : A € fechado e u(A) = 1}. Definimos o suporte de i como

sup(p) == ﬂ A.

Existe uma forma local de definir o suporte que serda de muita utilidade.
Definicao 4.2 sup/(p) :={z € X : YV aberto:z €V e u(V) > 0}.

Antes de demonstrar que sup’(p) = sup(p) provaremos algumas pro-
priedades tteis.

Lema 4.3 sup/(p) € fechado, e portanto sup’(u) € B(X).

Demonstracgao. Seja x € fe(sup’(u)). Seja V um aberto qualquer que
contenha x. Entao existe uma sequéncia x,, em sup’(u) tal que x,, — x. .
Existe ng tal que z,, € V. Por isso u(V) > 0. Por defini¢do x € sup/(u). m

Lema 4.4 p(sup/(p)) = 1.

Demonstragao. Por absurdo suponhamos que p(sup/(x)¢) > 0. Seja
x € sup/(u)¢. Como sup’(u)¢ é aberto existe para cada x um vizinhanca
aberto V;, tal que V,Nsup/ (1) = 0. Ouseja pu(V,) = 0. Mas {V; : x € sup/(u)°}
forma uma cobertura por abertos de sup’(1)“, que é aberto. Entao p(sup’ (1)) =
pU(Ve) <2 pu(Ve) =0 m
Proposicao 4.5 sup(u) = sup’(p).

Demonstragao. Como sup’(u) é fechado e tem medida 1, entao estd em
Z. E portanto sup(u) C sup’(u).

Para demonstrar a outra inclusdo tomemos x € sup’(u) e seja A € 7.
Se x ¢ A entdo, como A é fechado existe V' entorno aberto de = tal que
VNA=(. Mas, como u(A) = 1, entdo u(V) = 0. Logo = ¢ sup’(u), que
contradiz a hipotese inicial. m

Agora alguns aspectos que envolvem fungoes continuas.
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Lema 4.6 Sejam X e Y espacos topologicos Hausdorff. Sejam p wma me-
dida em B(X) e f: X — Y continua. Seja f.pu a medida em B(Y') definida
por

Entao
f(sup p) C sup(fip) (4.1)

f(sup ) = sup(fip) (4.2)

Demonstragao. Sejay € f(sup u) e seja V um entorno aberto qualquer
de y. Existe x € sup p tal que f(z) =y. f~1(V) e aberto e z € sup . Entao
w(f~HV)) > 0 e isso implica que fou (V) > 0. E assim y € sup(fu).

Para a segunda parte notemos que f(sup ) C sup(f.u) sai aplicando &
anterior inclusao o fecho. Resta demonstra apenas que f(sup p) D sup(fip).
Seja x € sup(fiu). O fato de ser Hausdorff garante que existe uma sequéncia
U, de abertos encaixantes tais que a intersecao de eles é x. Como z €
sup(f.p) entao fou(U,) > 0. Isso implica que p(f~1(U,)) > 0. Entao
YU, Nsuppu # 0. Para cada n seja y, € f~1(U,) Nsuppu. A sequéncia
Ty = f(yn) estd incluida em f(supp) e como x, € U,, x, — z. Portanto
x € f(suppu). m

Lema 4.7 Sejam X e Y espagos topoldgicos e i e v respectivas medidas em
B(X) e B(Y). Entdo

sup(v ® p) = supv X sup p

Demonstracao. Ver por exemplo Dieudonné [6]13.21.18. m
Dos ltimos resultados concluimos o seguinte

Proposicao 4.8 Seja G um grupo de Lie e M um espaco homogenéo v e
respectivas medidas em B(G) e B(M). Entao

sup vsup g C sup(v * )

sup vsup i = sup(v * )
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Demonstragao. Recordemos que v = p(v@u) ondep: GX M — M
definida por p(g,m) = gm é continua. Assim

psup(v @ p) = p(sup v X sup j1) = sup vsup i
A partir disto, pela férmula (4.1)
sup(v * 1) = sup(p(v ® p)) O psup(v @ ).
Analogamente
Ssuprsup i = psup(v ® )
e pela formula (4.2)
psup(v @ p) = sup(p * (v @ p)) = sup(v * p).

]
Aplicando este resultado varias vezes para medidas num mesmo grupo
temos o seguinte

Corolario 4.9 Seja G um grupo de Lie e vy, . .., v, medidas em B(G) entdo

SUp V1 - ..sup v, = sup(vy x...*xvy,)

Demonstragao. A demonstragao segue de 4.8 ou pode ser encontrada
também Dieudonné [6] 14.5.4. =

Definigao 4.10 Definimos S como o semigrupo gerado pelo suporte de v.
Outro resultado 6bvio e muito utilizado é

Lema 4.11 Sejam v e p duas medidas no mesmo espaco e a e b dois numeros
reais positivos entao

sup(a v +b pu) = supv Usup p
Demonstracao. Ver por exemplo Deiudonné [6] 13.19.2. m

Lema 4.12 Sejam p, e py medidas de probabilidade distintas, a # a'e b # b’
entao

apy + by # a'py + 'y (4.3)
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Demonstracao. Suponhamos por absurdo que essas duas medidas sejam
iguais e seja D um subconjunto qualquer em sup p; Usup py, . Sejam a =
(D) e B = py(D). Notemos que «, [ nao sdo simultaneamente nulos.
Como (4.3) ¢é falso, entao

ac + b3 =da+bp
(@ —a)a=(b-"b)3

sem perda de generalidade suponhamos que 3 # 0 entao

a  (b—"b)
g (a—a)
segue que (D) = k py(D) para todo D C sup p1; Usup fiy, mas isso implica

iy = k s, € como sao medidas de probabilidade p; = py 0 que contradiz a
hipétese. m

=k,

4.1.2 Medidas invariantes e funcoes harmonicas.

Dada a medida v em G sempre existem medidas v-invariantes, i.e., vxa = «,
nos espacos homogenéos compactos, lema 4.15 a seguir. Por isso em cada
recobrimento R = G/M'AN de B podemos garantir a existéncia de tais
medidas.

Notemos que o espago das medidas v-invariantes, nao necessariamente
de probabilidade, forma um espaco vetorial, e notemos também que o sub-
conjunto das medidas de probabilidade invariantes MJ(R) ¢ um conjunto
convexo dentro do compacto M!(R). Assim podemos garantir a existéncia
de pontos extremais, ou seja, que nao podem ser escritos como combinacao
convexa nao trivial de outros elementos. Esses pontos extremais serao chama-
dos medidas v-invariantes ergodicas ou simplesmente medidas ergodicas. Ou
dito até aqui pode ser resumido na seguinte definicao e o lema posterior:

Defini¢ao 4.13 Uma medida o em R = G/M'AN ¢€ dita v-invariante, se e
somente se,
Vka =«

Uma medida v-invariante é dita extremal ou ergodica se nao pode ser escrita
como combinacao convexa de outras medidas invariantes. Quando nao exista
confusao uma funcao v-invariante serd chamada apenas invariante.
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Lema 4.14 Em R = G/M'AN sempre existem medidas v-invariantes ergodicas.

Demonstragao. Segue do lema seguinte demonstrado em Bougerol e
Lacroix ([2], lema 3.5) e do fato de M'(R) ser compacto. m

Lema 4.15 Seja B um G-espago compacto e separdvel e uma medida v sobre
G. Para cada medida o sobre B existe algum ponto limite de

1 n
- E vV'xa:in>1
n -
=1
e esses pontos limites sao medidas v-invariantes.

Medidas invariantes e fungoes harmonicas

Definicao 4.16 Seja w uma medida num recobrimento R e f uma funcao
continua em R definimos a fungao i(w)f em G por

i) f)(g) = /R f(g) du(z).
para g € G.

Definicao 4.17 Uma funcao f em G € dita v-harmonica se para todo g € G

f(9) = /G £(gh) du(h).

Também chamaremos uma fung¢ao v-harmonica apenas harmonica. O con-
Junto das fungoes v-harmoénica serd notado por H,(Q).

A importancia das medidas invariantes radica no fato de que se u é
v-invariante i(u)f serd v-harmonica. Ainda mais, esse fato caracteriza as
funcgoes invariantes:

Proposicao 4.18 pu € invariante se e somente se a imagem de i(u) pertence

a H,(G).
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Demonstragio. = Seja f uma funcio continua em R e f = z(u)f

/ F(gh) du(h / / F(gha) du(z))dv(n)

denotando f9 ()= f (g-) para que fique mais evidente a conta ,segue que

//fgha; dp(z))dv(h /fg d(v * p1)(2)
/fg du(z /fgzdu = f(9).

< Por outro lado, seja f continua em R, quero demonstrar que (v*pu)f =

u(f).

Levantamento de medidas invariantes nos recobrimentos

Lema 4.19 Sejam um grupo de Lie G com uma medida v, H um subgrupo
fechado e Hy o subgrupo de H que contem a identidade, o espago homogéno

= G/H, o recobrimento finito R = G/Hy de B e u uma medida v-
mvariante em B, entao sempre existe uma medida v-invariante em R que se
projeta em (.

Demonstracao. Seja n a cardinalidade da fibra e seja 7 a projecao
canonica. Para cada x € B definimos a medida discreta u, em R

ux:%(éyf+5y§+~--+5yﬁ)

onde {y¥,y%, ..., y*} sao todos os elementos da fibra 7! (z). Agora definimos
a medida

o) = / s (-)dpi(z)
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Notemos que esta medida projeta em p, de fato, seja f uma func¢ao continua
em B.

Por outro lado vejamos que ¢ é v-harmonica, para isso é suficiente ver que,
para f continua em R, a funcao em G definida por

£(9) = i(6) fl(g) = / F(av)de(y)

¢ uma funcao harmonica (ver 4.18).

Por outro lado definimos uma funcao continua em B, assim:
n
1 o
J— X
= E fwi)
=1
e como p é v-invariante entao a funcao definida por

h(g) = /B h(gy)du(y)

¢ harmonica. Mas por equivariancia

zf )= =5 o)

=1

e assim

sao iguais temos que f também é harmonica. m

h(g) = /B h(gy)dp(y) = /B %Zf(gyf)du(y) (4.5)
4.5)

assim como (4.4) e (4.
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4.2 Medidas Ergddicas nos Recobrimentos

A idéia nesta se¢ao é demonstrar que toda medida v-invariante ergddica tem
como suporte um i.c.s., e reciprocamente, todo i.c.s. é suporte de uma medida
ergbdica.

Se uma medida p é v-invariante veremos a continuacao que o sup(p) é
invariante pela acao do semigrupo S.

Lema 4.20 Seja M um G-espaco compacto e separdvel e uma medida v
sobre B(G). Seja S o semigrupo gerado pelo suporte de v, entdo

S C G sup(v*™)

n=1

e para todo n

S D sup(v*")
Demonstracao. Aplicando o corolério 4.9
S = U sup(v)" C U sup(v)r = U sup(v™").
n=1 n=1 n=1

A segunda inclusao surge de

§=Usuw()r > |Jsup(v) = | sup(v)
n=1 n=1 n=1

Corolario 4.21 Sejam M um G-espaco e v uma medida sobre B(G) . Seja
w uma medida v-invariante sobre B(M) entdo

Ssup p C sup p
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Demonstracgao. Se v * u = u, entao v*” x u = pu para todo n.

Ssup(p) C (U sup(u*”)) sup p lema 4.20
n=1

= |J sup(v"™") sup(y)
n=1
C U sup(v*" * ) prop. 4.8
n=1
= | sup(p) = sup(p)
n=1

[ ]
Corolario 4.22 Com as mesmas hipoteses que 4.21
Vo € suppu, fe(Sx) C supp

Este corolario garante que os suportes das medidas invariantes sao con-
juntos invariantes, no sentido que o fecho de suas S-6rbitas fica dentro do
conjunto, mas podemos conseguir mais:

Proposicao 4.23 Toda medida invariante num recobrimento R tem como
suporte uma uniao de i.c.s’s.

Demonstragao. No flag maximal existe uma tnica medida invariante
(ver Guivac’h [10]). Mas como serda demonstrado em 5.7 item 3, medidas
invariantes projetam em medidas invariantes, portanto toda medida invari-
ante em R tem que ter suporte dentro de 7—!(Cy) que como ja foi visto,
¢ exatamente a uniao dos i.c.s’s. Mas toda medida invariante p, cujo su-
porte tem interseccao com um i.c.s C'; o contém, pois, pelo corolario 4.21,
para Vx € suppu, fe(Sx) C suppu, em particular se x € suppu N C entao
fe(Sz)=C. m

Pretendemos demonstrar que quando as medidas, além de ser v-invariante
sao ergodicas, o suporte delas é um i.c.s. Mas isso serd demonstrado no lema
4.26. Agora vamos demonstrar uma proposicao no sentido inverso, dado um
i.c.s. veremos que ele é suporte de uma medida invariante ergddica. Antes
disso necessitamos um lema
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Lema 4.24 Se C é um S-i.c.s fechado entio SC C C.

Demonstracao. Se y € SC entao é da forma gz com g € S ez € C.
Assim existe uma sequéncia {g, } C S tal que g, — g quando n — o0. Por
continuidade do produto g,z converge para gr = y e assim y € SC. Assim

SC C S_g Por outro lado, como C é i.c.s. SC = C. Por tltimo, como C é
fechado C' = C' completando a cadeia de inclusoes. m

Proposicao 4.25 Dado um S-i.c.s. C em R existe uma medida de proba-
bilidade v-invariante ergodica com suporte C.

Demonstracao.

e Construcao da medida: Existéncia: Definimos uma medida de proba-
bilidade o com suporte em C. Como C' é fechado em R, C' é compacto.
Entao podemos aplicar o lema 4.15 tomando C' como G-espago. Os
pontos limites do teorema sao as medidas invariantes, tomemos uma e
a denominemos p. Para demonstrar que sup(p) C C' podemos notar
apenas que C' é fechado e invariante pela acao de S. Mais tecnicamente:
notar que dada a definicao da sequéncia do lema 4.15, o suporte de
qualquer ponto da sequéncia estd em C' pois

sup (Z 7 a) = Usup(v™" * a) lema 4.11
C Usup(v™) sup(«) proposigao 4.8

mas sup(e) C C e sup(v*™") C S (lema 4.20) entao sup(v*")sup(er) C
SC C C (lema4.24) . Em particular a unido de todos os sup(v*") sup(«)
estd contida em C'. Portanto p é uma medida v-invariante com suporte

dentro de C.

e Por outro lado para demonstrar que C' C sup(u) tomemos = € C', como
C é um i.c.s fe(Sz) = C, e pelo coroldrio 4.21 fe(Sx) C sup(u).

e Agora que sabemos que todo i.c.s é suporte de uma medida invariante
entao tem que ser suporte de uma medida extremal. De fato, seja p,
invariante com suporte C'. p tem que ser escrita como combinagao
convexa de extremais

,LLIZCM',LL,- a; >0
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mas a unido dos suportes das extremais serd C' (lema 4.11). Mas o
menor suporte de uma medida invariante p; é C' pela proposicao 4.23.
Assim todas as p; tém suporte C. Em particular existe uma medida
invariante ergédica com suporte C.

|
Uma vez provada a proposicao 4.25 podemos demonstrar que

Lema 4.26 Toda medida ergodica num recobrimento R tem como suporte
um 4.c.S

Demonstragao. Seja p uma medida ergédica em R. Ja sabemos que
os suportes das medidas invariantes sao uniao de i.c.s’s. E sabemos que
cada i.c.s é suporte de uma medida ergddica p,. Agora podemos utilizar
o fato que duas medidas ergddicas ou tem o mesmo suporte ou o suportes
sao disjuntos (ver Yosida [33]). Se o suporte de p fosse mais de um i.c.s,
digamos, C4,Cy,...C, entao teria suporte nao disjunto e nao idéntico com,
por exemplo, C;. =

Na préoxima secao demonstraremos a unicidade desta medida ergddica, ou
seja, que nao existem mais de uma medida ergddica com o mesmo suporte C'.
Esse resultado estda demonstrado no teorema 2.6 em Guivarc’h e Raugi [10]
para o caso especifico em que o revestimento é o proprio B, o flag maximal.
Para entrar nas condi¢oes desse teorema apenas faltam verificar as seguintes
hipéteses:

e O semigrupo S gerado pelo suporte de v tem uma sequéncia contrac-
tante.

e (7, o subgrupo fechado gerado pelo suporte de v, é totalmente irre-
dutivel.

Veamos que estas hipdeses se verificam

Definicao 4.27 Seja H um subgrupo fechado de G. Dizemos que H € total-
mente irredutivel se nao existem elementos x, gy, ... g, tais que

Hc| )g(NANM)x

i=1

onde (X)¢ indica o complemento de X .
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Como S tem interior nao vazio o grupo fechado gerado por S é G. Por
outro lado NANM é uma camara aberta de Bruaht, e portanto seu com-
plementar é um conjunto magro. E é impossivel que tudo G esteja contido
na uniao finita de conjuntos magros. Portanto G = G, é totalmente irre-
dutivel. Para ter uma idéia intuitiva do que significa ser totalmente irre-
dutivel podemos notar que para G = Sl(n), um subgrupo é totalmente irre-
dutivel se nao deixa invariante nenhuma uniao finita de subespacos préprios.

Por exemplo
1 0 —1
"\1 0

é irredutivel pois deixa invariante nenhum subespaco proprio, mas nao total-
mente irredutivel pois deixa invariante a uniao dos subestagos gerados pelos
vetores (1,0) e (0,1).

Definicao 4.28 Seja g, uma sequéncia em G e seja a decomposi¢do polar
Gn = Vphpt, com vy, u, € K e h, € fe(AT).Para uma raiz o € 11 definimos
¢, (h) = elosM) A sequéncia ¢ dita contratante se ¢, (h,) — 0 quando
n — 00, para toda raiz negativa o.

Num semigrupo com interior nao vacio sempre existe um elemento reg-
ular H € a' tal que exp(H) € intS (ver [23]). Assim definimos g, = h"
claramente A" € A* e ¢ (h") = e108(1") = gnallos(h) "o como o é negativa
a(log(h)) < 0, assim em*(°8(") — 0 quando n — oo.

Assim podemos afirmar que

Lema 4.29 No flag mazimal existe apenas uma unica medida invariante
ergodica.

4.3 Unicidade

Nesta secao completaremos a demonstracao do teorema que afirma que cada
i.c.s é suporte de uma unica medida invariante.

A unicidade tem a dificuldade, que, a priori, podem existir duas medidas
ergddicas com o mesmo suporte, mas isso é um caso que deve ser atacado
com ferramentas que envolvem desintegracao de medidas.

Lema 4.30 Suponhamos que A é um subconjunto de R e seja p v-invariante
com suporte A. Se nao existe mas de uma medida invariante com suporte A
entao p € ergodica.
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Demonstragao. Suponhamos que p nao seja ergddica, entao existem g,
e py, medidas (de probabilidade) invariantes diferentes e existem reais a, b
nao nulos tal que a+b =1, e apy + bu, = p. Consideremos outros a’ e b’ nao
nulos tais que a’+b = 1. Como p, e j, sdo diferentes ajy + by # a’piy +0 11y
(lema 4.12). Mas

sup(p) = sup(ag, + bpy) = sup(py) U sup(p,) = sup(a’py + 'py)

Assim p e a’'py + ' p, sdo medidas invariantes com o mesmo suporte A, e isso
contradiz a hipotese do lema. m

4.3.1 Desintegracao de medidas invariantes

Veremos agora algumas propriedades relacionadas com a desintegragao de
uma medida em medidas pontuais. Seja  uma medida e {7, } um conjunto
de medidas no mesmo espago parametrizadas por w € (), onde €2 é outro
espaco de probabilidade com probabilidade Q. Dizemos que n é desintegrada
em 7, se

n= /Q N dQ(w)

onde a igualdade é sempre no sentido

n(f) = /an(f) dQ(w) para toda f mensurdvel.

Um caso particular, aparentemente mais geral, é quando escrevemos 7 como
soma de desintegragoes

0= (Z az;,,n:;) aQ(w)

1

Nosso interesse se centrara em desintegracoes de medidas pontuais, ou
seja, quando as 7,, ou as 7;, sao medidas concentradas num ponto, isto é, sao
da forma 0 (y)-

4.3.2 A impossibilidade da existéncia de duas medidas
ergdédicas com o mesmo suporte

Suponhamos que existem 7 e 7 duas medidas ergédicas em G/MyAN com o
mesmo suporte que chamaremos C. Como foi visto no lema 4.26, C' tem que
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ser um i.c.s.. Como as duas sao ergddicas entao sao mutuamente singulares,
ou seja existem conjuntos I'), I'; tal que

mUn:C

e vice versa,
yIy)=1 e nl,) =0

e esses conjuntos sao densos no suporte C.
Notagao 4.31 Seja 7 : G/MyAN — G/MAN.

Entao pelo lema 4.29 podemos afirmar que em G /M AN existe uma tnica
medida v-invariante que chamaremos €. Como 7 e 7y sao invariantes, e medida
invariante projeta em medida invariante, temos que

T =& = Ty (4.6)

Na continuagao enunciaremos o lema I1.2.1 em Bougerol e Lacroix [2] de
grao generalidade

Lema 4.32 Seja G um semigrupo topologico agindo num espago T" 2-enumerdvel
e localmente compacto . Considere {X,,,n > 1} uma sequéncia de elementos
independentes de G com uma distribuicao comum v definida em (2, A, Q).

Se 1 € uma distribucao v-invariante em T, entdo para quase todo w € €2
eziste uma medida de probabilidade 1, tal que cada sequéncia

{X1(w)Xs(w) ... X, (w)g,n > 1}

converge fracamente para 1, para quase todo g sequndo a medida A\ = ZZOZO 2—n=lym,

Além para toda fungao f

b(f) = / bu(f) dQ(w)

Notagao 4.33 M, (w) = g1(w)ga(w)...g3(w) g, (w)
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Consideraremos como sempre que o semigrupo S é gerado pelo suporte
da v. Aplicando primeiro este lema, pensando que 0 T' é G/M AN e a medida
invariante é £ temos que existem &, tais que

My (w)g§ — &,

para Q®A-quase todo (w, g). A partir de agora tome todas as convergéncias
n — 00.

Aplicando agora o lema assumindo 7' como G/MyAN e ¢ como 7 e depois
como 7y temos que existem 7, e v,, tais que

My(w)gn — ny
Myp(w)gy — Y
para Q®A-quase todo (w, g). E também

n = / Ny dQ(w)
[ d0w)

7
Por equivariancia, de (4.6)

My (w)g€ — T,
My(w)g§ — T
E assim
Tl = §u = TeVu (4.7)
para Q-quase todo w.
Por outro lado, aplicando novamente o teorema 2.6 de Guivarc’h e Raugi

[10] sabemos que a sequéncia M, (w)gé converge Q-quase todo w para uma
delta de Dirac independente de g , isto é

Mn(w)gg — 52(11)) = gw

com z(w) € G/MAN. Portanto, temos que por (4.7) as n,, e as v,, carregam
sobre medidas pontuais na fibra de z,. Isto é

m

Ny = Zai(w)ézi(w) a;(w) >0 (4.8)

i=1

=1
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onde {z'(w),...,z™(w)} percorrem 7 '(z(w))NC , 37" aj(w) = 1e
> iy bi(w) = 1.
Notemos que intuitivamente o conjunto
{Z'(w) : a;(w) > 0}
é o conjunto que “suporta” a medida 1. Analogamente

{Z"(w) : bi(w) > 0}

“suporta” a . Entao nos concentraremos agora nesses elementos. Para isso
reorganizaremos estas somatoérias para deixar de fora os termos que tém zeros

Mo = Y AiW)aw) — Ai(w) >0 (4.9)
Yo = Y Bi(w)daw  Bi(w) >0

Notemos que

1= () = [ nu(T)dQw) = [ 37 At (T) dQ(w)

Para que uma integral sobre uma medida de probabilidade de uma funcao,
limitada por 1, seja exatamente 1, a funcao tem que ser 1 q.t.p. Assim

D A(w)6 ) (Ty) =1

Q-quase todo w. Mais para todo w temos que Y A;(w) = 1 portanto
Osiwy(Ty) = 1
@-quase todo w. Ou seja
ai(w) > 0= z'(w) €T, Q-q.tw
que pode ser traduzido como

QU{w : a;(w) >0e 2'(w) ¢ r,})=0

analogamente

bi(w) >0 = z'(w) €T, Q-q.t.w
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Intuitivamente pode-se interpretar que o “suporte” de n estda “contido” em
I, e que o “suporte” de v esta “contido” em T',,.

Apesar de I')) e I', serem disjuntos ainda nao temos nenhuma contradigao,
pois pode acontecer que para os i tais que a;(w) > 0 tenhamos que b;(w) = 0,
e vice versa. Notemos que se provamos que

a;(w) >0< bi(w) >0  Q-qtw

entao teriamos um absurdo pois

a;(w) > 0= bi(w)>0

ai(w) > 0= 2'(w)er,

ai(w) > 0= (2'(w) €T, ez (w)eT,)
a(w) > 0=z (w)el, NI,

todas as afirmagoes Q-quase todo w. Mas I’y N T, = () e assim terfamos o
absurdo

Q{w: aj(w) >0})=0

Mas isso nao pode acontecer pois para Q-quase todo w

Zai(w) =1

E assim conseguiriamos o absurdo que estamos procurando. Entao na proxima
secao dedicaremos nossos esforgos em demonstrar que

a;(w) >0 < bj(w) >0 Q-q.t.w

4.3.3 As medidas da desintegragcao em G/MyAN car-
regam peso em toda a fibra do i.c.s..

Agora demonstraremos que a;(w) > 0 se e somente se b;(w) > 0 (Q-quase
todo w).

Fixemos um w para simplificar as coisas e entendamos que a maioria das
afirmacoes serdo para Q-quase todo w. Lembremos que Y .*, a;(w) = 1 e
S bi(w) = 1 portanto para algum 4 temos que a;(w) > 0 e para algum j
(nao necessariamente diferentes) b;(w) > 0. Entao o fato

a;(w) > 0 se e somente se b;(w) > 0
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pode ser inferido de

a;(w) >0 e bj(w) >0 paratodoi=1,...,m

ou seja, que 71, € 7, carregam seu peso em todos os pontos do conjunto
{Z'(w),...,2™(w)} = 77! (2(w)) N C. Demonstraremos isso para 7, Q-quase
todo w e o caso v é exatamente analogo.

Seja V' C C aberto (o leitor poderd pensar-o conexo para clarificar as
ideas) o suficientemente pequeno tal que Vm NV = () para todo m € M /M,
diferente da identidade. Como V' é aberto e contido no suporte entao (V') >
0, mais ainda, se m é tal que Vm C C entao n(Vm) > 0. Especificamente
os m que verificam isso sao os elementos de

M(C)={me M/My: Cm = C}

Suponhamos, para conseguir um absurdo, que 7,, nao carrega medida para
algum 2*(w). Denotemos z*(w) apenas por y; para simplificar a notagao. Sem
perda de generalidade os elementos onde carrega a medida serao vy, ¥, - . - Yg-
Entao k£ < m pois n,, nao carrega medida para algum elemento. Também
podemos pensar que 7(y;) = zo a identidade em G/MAN. Entao, como

k
M, (w)gn — 0, = Y _ qidy, (4.10)
i=1

para Q®A-quase todo (w,g). A partir de agora considere todas as con-
vergéncias Q®@\-quase todo (w, g). A convergéncia (4.10) implica que

M, (w)gsupn — {1, .- Y}

Acontece a mesma coisa para qualquer subconjunto com medida nao nula,
em particular para V' e para Vm com m € M(C). Assim

My (w)gV — {y1, ..y} (4.11)

M, (w)gVm — {y1,...yx} (4.12)

mais se aplicamos a agao de m a direita da férmula (4.11) entao

M, (w)gVm — {y1,...yx}m
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ou seja
M, (w)gVm — {y1m,...yem} (4.13)

escolhemos um m € M(C) que nao permute o conjunto {y,...yx}, isso
sempre ¢ possivel de achar pois M(C) ¢ transitivo em {yi,...y,}. Entdo
as férmulas (4.12) e (4.13) produz o absurdo que estavamos procurando. Se
algum fato é vélido para Q®A-quase todo (w, g) é vélido para Q-quase todo
g. Assim podemos afirmar que

a;(w) >0< bi(w) >0  Q-qtw
A presente andlise resume-se no seguinte

Teorema 4.34 Duas medidas ergddicas diferentes em G /MyAN ndo podem
ter o mesmo suporte.

Coroldrio 4.35 Cada i.c.s em G/MyAN ¢é o suporte de uma e apenas uma
medida invariante que é ergodica.

Demonstragao. Seja C' um i.c.s. em G/MyAN. O fato de que existe
uma medida ergddica com suporte C' foi demonstrado em 4.25. O fato que
nao existe outra medida ergddica surge de 4.34. Mas também nao existe
nenhuma outra medida invariante com suporte C', pois se u € invariante com
suporte C' tem que ser conbinagao convexa de medidas ergddicas, todas elas
com suporte C' e existe apenas uma medida ergddica com esse suporte, assim
1 ¢é essa medida ergodica. m

4.3.4 Em qualquer recobrimento.

Lembremos que, como foi demonstrado no lema 4.19, medidas invariantes
em qualquer G/M’'AN sempre sado projecao de alguma medida invariante
em G/MyAN. Sabendo isso ¢ facil demonstra que ergédicas em G/MyAN
projetam em ergodicas como veremos a seguir.

As medidas ergddicas em G/MyAN surgem todas a partir de uma delas,
no seguinte sentido: Seja p ergddica em G/MyAN com suporte o i.c.s C.
Seja Cy outro i.c.s e seja m € M /M, tal que C; = Cm, entdo dado que a
acao de m comuta com a de (G, um é invariante com suporte em C', ou seja
¢ a medida ergodica com suporte Cf.
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Lema 4.36 Toda medida invariante num recobrimento R’ com suporte um
i.c.s € ergodica e € a unica medida invariante com esse suporte.

Demonstracao. Seja § uma medida invariante em R’ = G/M’'AN com
suporte um i.c.s C'. Seja m : G/MgAN — G/M'AN. Temos que [ é
projecao de uma medida invariante em G/MyAN que chamaremos de a.

0= m.«
Esta é soma de ergddicas «.
o = a0

com q; ergddicas. Assim os suportes respectivos das a; sao os i.c.s. C.
Notemos que 7(C;) = C” portanto posso supor que para cada C; existe um
m; € M’ tal que C; = Cym;. Assim também

a = Da;oqmy
entao juntando tudo
B = m(Xa;cnm;) = Lame(aym;)
mas 7, (a1m;) = T pois m; € M. Assim
B = Xa;m.(arm;) = Xa;mi(aq) = m(ay)

mas notemos que, entdo, toda medida invariante com suporte C’ é exata-
mente 7, (aq ), Assim temos que 3 é tnica. E por 4.30 (3 é ergddica. m
Até aqui podemos resumir todo no seguinte

Teorema 4.37 Toda medida v-invariante ergédica num recobrimento R =
G/M'AN do flag maximal B = G/M AN tem como suporte um i.c.s e, recip-
rocamente, todo i.c.s € o suporte de uma unica medida v-invariante ergodica.
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Capitulo 5

Tipo Parabdlico

Com ajuda dos conjuntos de controles associados ao semigrupo S, gerado pelo
suporte da v, daremos uma primeira caracterizacdo de M, (ver Propocigao
5.15). A partir de agora conideraremos a medida v absolutamente continua
em relacao a medida de Haar.

Depois serda demonstrado que a partir do tipo parabdlico do semigrupo
é possivel determinar exatamente M,. De fato na Proposicao 5.25 demon-
stramos que M, = M N Pg). Antes das carecterizagoes serao apresentados
diversos resultados estudando as medidas ergddicas e as relagoes entre me-
didas invariantes nos diferentes espacos de Poisson e os operadores que elas
definem (ver Defini¢ao 4.16).

5.1 Mais sobre medidas invariantes e ergoédicas

Notar que do visto na subsecao 4.1 podemos afirmar que as medidas invari-
antes num recobrimento R nao necessariamente ergddicas tem como suporte
uma uniao de i.c.s. de R.

5.1.1 Medidas ergédicas em G/MyAN
Para o caso R = G/MyAN = G/P, a agdo de M /M, sobre os conjuntos de

controle invariante se reproduz nas medidas ergddicas,

Lema 5.1 Seja 1 uma medida invariante (ergddica) em G/ Py e m € M /M.
Entdao a nova medida definida por

pm(A) = p(Am™")

45
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¢ também invariante (ergddica).

Demonstragao. Se p ¢é invariante o fato da agao de m comuta com a
acao de G garante que v * um = (v * p)m,

v x pm (f) = /G ( /R F(g2) dym(x))dv(g)
:/(/ flg(am)) du(x))dv(g))
G JR

Como m comuta com a agao de g, se fi,(-) := f(-m) temos que

= [ ([ fatan) dutavia)
- / F(@)d(v % p)(z) = / flam)d(v * p)(x)
R R
_ /Rf(x)d((y « p)m)(@) = (v wym (f)
Logo, usando o fato de u ser invariante
vk (um) = (v p)m = pm

e assim pm também ¢é invariante.

Agora, se p também é ergddica o suporte de p é um i.c.s C, e o suporte
de pm serd o Cm ( - m é difeomorfismo) que também é um i.c.s, assim, um
é invariante e tem suporte um i.c.s, portanto é ergédica. m

Finalmente notemos que se p é uma medida ergédica em G/P, com su-
porte C'e m € M(C) entdo um = p pois sdo duas medidas ergédicas com

o mesmo suporte. Assim, analogamente ao feito com as i.c.s., o conjunto
M(C)\(M/M,) também parametriza as medidas ergddicas em G/F.

5.1.2 Simetrias das medidas ergoédicas nos recobrimen-
tos

Existe uma grande simetria dentro das medidas ergddicas e entre elas. No
sentido que explicitaremos na sequéncia.
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Definigao 5.2 Seja ' : R — B. Chamaremos aberto distiguido de B a
todo conjunto conexo W tal que @Y (W) é a unido disjunta UV, e 7’|y, :
V, — W € um homeomorfismo. Chamaremos aberto distinguido de um
recobrimento R’ a todo conjunto aberto conexo V' tal que sua projecao via
7' R — B seja um aberto distinguido de B. E chamaremos conjuntos
associados a todos os V.

Seja Vy um aberto conexo dentro de um conjunto de controle Cy C R’
tal que sua projecao W pelo recobrimento 7’ : R© — B seja um aberto
de distinguido de B ou seja, #'~1(W) = UV, disjuntos e 7’|y, : V,, — W
¢ un homeomorfismo. Se tomamos dois Vy e Vi contidos ambos no Cjy, e
consideramos a medida ergédica p, com suporte Cy, entao puo(Vy) = po(V1).
Assim teremos uma simetria da préopria medida. Mas geralmente, se V5 nao
esta contido em Cj, entao esta contido em outro i.c.s Cy associado com outra
medida ergddica p,. Neste caso py(Vo) = p9(Va). Primeiro demonstraremos
isso para o recobrimento maximal.

Lema 5.3 Seja Vi aberto distinguido de G/M'AN, Cy um i.c.s. e Vo C Cy.
Seja Vo associado com Vo e Cy 0 i.c.s. que contem Vs, (possivelmente o
proprio Cy). Seja py a medida ergddica associada com Cy. Entao p,(Vy) =

f12(Va).

Demonstragao. Demonstracao para G/MyAN: Sabemos que existe
m € M/Mj tal que Vom = V5. Isso é facil de ver lembrando que se y € Vj,
{zm : m € M/M,} percorre toda a fibra, portanto existe zm € V,. Por
conexidade e continuidade da acao de m a direita e utilizando argumentos
de levantamento podemos concluir que esse m é o mesmo para todos os y
em V. Vs estd contido no i.c.s. Cy = Cym, e a medida ergddica associada é
Ly = fym. Simplesmente notemos que

1o (Va) = po(Vam™) = pio(Vomm™") = p1o(Vp).

]

No caso mais geral num G/M’'AN toda a dificuldade reside em que nao
existe necessariamente uma agao a direita de M /M,. Demonstremos um caso
particular um pouco mais simples para ilustrar.

Lema 5.4 Seja Vy e Vy aberto distinguido associados de G/M'AN, Cy um
i.c.s. e Vo,Vo C Cy. Seja py a medida ergodica associada com Cy. Entao,

1o(Vo) = po(Va).
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Demonstragao. Sejam agora Vj e V5 abertos distinguidos de G/M’AN.
A medida p, é projegao de alguma medida wq ergédica em G/MyAN. Por
simplicidade assumamos que zo = MyAN estd contido no Dy = sup(wyp).
Seja yg € MgAN a projecao m(zg). A imagem inversa de Vj é

(Vo) = U Un

neM’ /Moy

e eles também sao abertos distinguidos associados. Onde U° que contém o .
Seja y; € G/M'AN. Para calcular a medida de Vj interessam os U’n C Dy.
Suponhamos por simplicidade que sao os k primeiros. Assim

1o(Vo) = wo(m (Vo)) =wo | |J U'n

= U wo (Uon) = U wo (Uon)

nEM’/M() nEM’/MoﬂM(Do)

= Owo (Uoni) = kwy (UO)

=1

esta 1ltima igualdade pois os U%n sao abertos distinguidos e posso aplicar o
lema 5.3 anterior.

E seja xo um dos elementos que verifica 7(zy) = y2 e o2 = xem para
algum m € M (Dy). Notemos que entao

(Vo) = U U'mn

TLGM//MO

Para isso basta notar que se n € M’/M, entao, como é obvio
w(gM'ANn) = w(gnM'AN) = m(¢gM'AN).

Novamente o calculo da medida p,(V2) se reduze a

U Wo (Uon) = U Wo (Uomn)

’nEM//Mo mnEM'/MoﬂM(Do)

= qwo (U°)
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O ponto é se ¢q igual que k. Ou seja a quantidade de elementos de
M' /MyNM (Dy) é amesma que (M'/MyNM (Dy))m™!, coisa que é claramente
verdadeira.

A demonstragao para medidas diferentes num recobrimento qualquer é
andloga.

5.1.3 Ergodicidade da medida de Poisson pp

Notacao 5.5 O recobrimento P, que € o espaco de Poisson para a medida
v serd denotamo apenas por P e a medida de Poisson serd denotada por pip.

Proposicao 5.6 A medida de Poisson pp € ergodica.

Demonstragao. pup é invariante pois como foi visto é suficiente que i(pp)
projete dentro do conjunto das fungées H,(G) para que seja invariante. Seu
suporte ¢é da forma C1UCyU- - -UC, com C; conjuntos de controle invariantes
e, portanto, pp = pipy + paply + -+ + pspis onde sup(p,;) = Cj e Y p; = 1.
Pelo lema 5.4. de Furstenberg [9] existe uma sequéncia g, € S tal que g, up
converge a uma medida pontual J,. Mas o suporte de g,u,; é ¢,C; C C;.
Portanto o suporte de g, up tem sempre uma parte em C;. Mas isso implica
que z € C; parat=1,2,...,s, e isso é possivel s6 no caso s = 1. Assim pp
tem como suporte um unico i.c.s, e assim pp € ergodica. m

5.2 Medidas invariantes e funcoes harmonicas

Agora vamos enunciar alguns resultados tteis envolvendo func¢oes harmonicas.

Proposicao 5.7 Seja f uma funcao continua e p uma medida, ambos num
recobrimento R, e seja m: R — R’ em algum outro recobrimento, entao se
verificam os fatos

1) f* = (i) ), onde f2() = f(h)
2. i(u)(f o m) = i(m.p)f

3. Se p € invariante entao w.u € invariante. Ou seja: medidas invariantes
projetam em medidas invariantes.
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4. Se p € ergodica mupu € ergodica. QOu seja: Ergédicas projetam em
ergodicas

5. Se w € uma medida ergédica [respec. invariante] em R' sempre € a
projecao de alguma n ergddica [respec. invariante] em R.

Demonstraggo.
1.
/fh gx) dp(z /fhgx dp(z)
= [i(1) f1(hg) = li(w) /"(9)
2.

A

i) = [ Fao) din.pl(o) = / F(gm(x)) dp(z)
/f m(92)) dyu(z) = [i(1)(f o ))(g)

3. Seja f continua em R'. Pela proposicao 4.18, para ver se m.u ¢ in-
variante, é suficiente mostrar que i(m.u) f ¢ harménica. Mas pelo item
anterior i(m.p)f = i(u)f om, é fom é continua é i(p) transforma
continuas em harmonicas.

4. Conjuntos de controle invariante projetam em conjuntos de controle
invariante. Como sup(m,u) = 7(sup u) entdo a m,u serd uma medida
invariante com suporte igual a um i.c.s, logo é ergddica.

5. O suporte de 7, ergddica, sera um i.c.s. C’. Mas sabemos San Martin
e Tonelli [24] que existe um i.c.s. C’ em R que projete nem C. A
medida ergddica associada com C' é a medida procurada. A prova para
medidas invariantes segue do fato que 7, é linear em M(R).
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5.2.1 Bijecao dos operadores i(u)

Sabemos por Furstenberg que no recobrimento P temos a medida pp que
tem a propriedade de que i(up) é bijetor, no entanto podemos afirmar que
em alguns casos pp nao é a unica medida em P com essa propriedade. Por
exemplo, no caso especial em que P é G/M'AN e M’ e normal em M, entao,
como ja vimos temos definida uma acdo a direita de M /M’ em G/M’'AN.
Dependendo do grupo G isso pode acontecer sempre, por exemplo, para
G = Sl(n), M é abeliano. Nestes recobrimentos a agao de um m € M/M’
garante que as imagens de i(up) e de i(upm) sejam iguais. De fato

~

mmflie) = [ For) demi(e)

A

/ Flg2) dpie(x) = (i) f)(0)
G/M'AN

assim i(pp) fm = i(upm)f como a aplicacio f — f, ¢ bijetora dentro das
fungoes continuas entao Im[i(pp)] = Im[i(upm)]. Claramente ppm também é
ergodica, pois m comuta com a agao de G. Se pp € suficientemente “pequena”
que algum m verifique que pupm # pp entao terfamos que duas medidas
ergddicas (ou mais) verificam que o operador que elas definem e bijetor.

Até aqui descrevemos o panorama para as medidas ergodicas no espaco
de Poisson. Veremos agora que acontece nos outros recobrimentos.

Lema 5.8 Se 7 : R — R'e pn € uma medida em R entdo Imi(m.pu) C
Imi(p).

~ Demonstragao. Seja f € Im(i(m.u)), entdao f = i(m ) f para alguma
f continua. Mas f = i(m.u)f =i(p)(mo f ), e assim, f € Im[i(p)]. =

Corolario 5.9 Seja pup a medida de Poisson, e sejam p e w medidas ergodicas
tais que Tyt = pp € T pip = w. Entao i(p) € sobrejetora e i(w) € injetora.

Coloquialmente falando podemos pensar que quando subimos preserva-
mos a sobrejetividade e quando descemos preservamos a injetividade.
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5.3 Caracterizacao de M,

Nesta segao primeiro provaremos a validade da férmula (5.4) que servird
para demonstrar a proposicao 5.13 que por ultimo nos permitara caracterizar

M, /My como M(Cyp).

Hipétese 5.10 A partir de agora vamos considerar a medida v absoluta-
mente continua em relacao a medida de Haar.

5.3.1 Limites de fungoes harmoénicas

Agora provaremos a existéncia de limites para determinadas sequéncias em
R cujos valores sao provenientes de fun¢oes harmonicas em G. Estes limites
serao uteis para estabelecer a nao sobrejetividade dos operadores i(u) para
medidas p invariantes em G/MyAN.

Notacao 5.11 A projecio canonica de G/MyAN sobre G/MAN serd de-
notada por 7.

Podemos supor sem perda de generalidade que a origem yy de B esta em
int(Cg) pois para qualquer semigrupo S, tal que intS # (), existe sempre um
subgrupo parabdlico minimal P’ tal que P'NintS # ), e assim o flag maximal
pode ser pensado como G/ P’ (mudando a base da decomposi¢ao de Iwasawa
, ver San Martin [23], Teorema 3.4). Fixemos entdao B = G/P = G/M AN
com P adequado para que yo € int(Cg). Seja xg = MoAN e seja Cy o i.c.s.
em G/MyAN. Dado que 7(zg) = yo, e 7 é aberta se verifica que g € int(Cy).

Seja j, uma a medida ergédica com suporte Cy no recobrimento maximal
G/MyAN. Sabemos que existe go € int(S) tal que gjy — yo para todo y em
um conjunto aberto e denso O C B (ver San Martin [23]) . O fato de v ser ab-
solutamente continua garante que toda medida invariante nos recobrimentos
também seja absolutamente continua, portanto se up é a medida invariante
em B entao py(B\O) = 0. Isto implica que gjug — &y, pois o semigrupo tem
interior ndo vazio. Dado que up é a projegao de p, (ver lema 5.7 ), o limite
de giu, converge a uma medida concentrada sobre a fibra 77 1(yy). Mas,
como f, ¢ invariante, seu suporte Cy € invariante pela acao de g{ , portanto
o limite de ggj 1, deve estar concentrado apenas sobre os elementos contidos
na fibra e em Cj.

Por tudo isso, se M(Cy) = {1, m1,ma, ..., my_1} entdo
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lim 98#0 = p15x0 +p25:c0m1 + -+ pk(sxgmk_l

com Y p; = 1.
Sabemos que p, ¢ invariante pela acdo de m € M(Cy) definida em 5.1.
Portanto

lim gg 1 = (lim ggpg)m
Desenvolvendo o segundo termo

(hm ggﬂO)m = (pl(slo =+ pQ(S:Eoml + -+ pkémomk,1>m
= (pl(smom + P20zgm,m + - + pkéwomk—1m)

Notemos que 0,0, M = Oygm,m € que, como M (Cy) é grupo m;m = m; €
M(Cy). Portanto a agao de m resulta ser uma permutagao entre os elementos
de {04y, Ongmys - - - Owgmy,_, }- Emta0

limggp, = (lmggu,)m
pl(s:r:o + p25x0m1 + - +pk6:c0mk_1 = pl(sxom + p25x0m1m + - +pk6:c0mk_1m
Tomando m # 1 a igualdade anterior exige que p; = p; para todo ¢ e j.
Mas como ¢é medida de probabilidade p; = % Assim lim gjj 11, € uma medida
homogénea, ou seja

o 1
lim Joto = E(éxo + 5:vom1 +oot 5360?%—1) (5-1)

Para cada f continua en G/MyAN jé definimos a fungdo harmoénica f =

i(NO)JE pois
/f gz) dpg(z

Entdo utilizando a Equacio (5.1) temos que
i (g§) = tim [ Flgba) duglz)
— tim [ f(e) dgiu (@)
- [ i@ d[nmgguom
- / F@) iz B+ + B ] (2)

- k<f(950) + f(xoml) +ot f(xomk_ﬂ)-
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Assim temos a férmula

lim f(g5) = fm(xomj) (5.2)

on

1

k:
conf = i)

Seja m € M um representante de m € M/M,. Agora notemos que

19 = (i) f)? para qualquer g € M (ver 5.7). Juntando isso com a férmula
(5.2) temos:

e
T
A

f(magmy)

x| =

fm(l’omj) =

| =

lim f(mgy) = lim f™(gy) =

<.
Il
=)
.
Il
=)

Mas mxy = mMoAN = MyANm = xqgm. Entao podemos escrever

lim f(mgt) = = 3 Flzommy). (5.3)
Note que esta formula é independente do m representante de m.
Estamos interessados numa equagao mais geral que (5.3) considerando f

definida por uma medida apenas invariante e nao ergodica. Por exemplo,

seja

Q = M(Co)\(M/Mo) ={a0 =1, 41,02, - - - Gn—1}
¢ € Q. Este elemento representa a medida ergddica p; = pyq;. Seja n; €
M /My um representante de ¢;. Temos que

lim gg p1; = lim g§ (p1gn) = (lim gg p1)n

De forma andloga demonstramos que esse limite é uma medida homogénea
com a diferenga que agora estd concentrada sobre os pontos da fibra ! (y)
que estao contidos no suporte de p,, i.e.,

1
_<5a:on + 55E0mm +oot 5$0mk71n)'

lim gg 1; = L

E facil ver que a férmula é independente do representante n de ¢;. Assim
temos:

e

-1

5.1’0771]'7’11' .

lim gg p; =

> =

<
I
o
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De forma analoga definimos f; = i(u;) f e provamos que , se m € M é um
representante de m € M /M,, entao

1

k—
lim f;(mgg) =7 Z (xomm,n;).
=0

Vamos generalizar mais um pouco. Se w uma medida invariante qualquer
entao ¢ da forma

n—1
w = Z Di+1M09i
i=0

com Y p; =1e ¢ € Q. Por ultimo vamos enunciar a validade da férmula
que estamos procurando, a demostracao é analoga ao feito anteriormente.

Proposigao 5.12 Definimos f,, = z(w)f Sem € M ¢é um representante
de m € M /M, entdio

k—

lim £, (mgd) prr Z (xomm;n). (5.4)

onde n; € um representante da classe lateral ¢; = M (Co)n;

5.3.2 Uma medida que define um operador que nao é
sobrejetor

Para a caracterizacao de M, necessitaremos provar que para uma determi-
nada medida invariante 7 em G/MyAN o operador i(n) que define n nao é
sobrejetor. Nesta secao vamos provar um resultado que aponta nessa direcao

Seja M um subgrupo de M tal que My ¢ M C M. Entao M/MO é
um subgrupo de M/M,. Se M(Cy) C M /My entdo M(Co)\(M /M) é um
subconjunto de @ = M (Cy)\(M/My) (o conjunto de classes laterais a di-
reita de M(Cy) em M/My). Vamos denotar Q = M (Co)\(M/M,). Se
Q = {1,41,9,---,q,—1} sem perda de generalidade podemos supor que

Q = {17(]17 B aq1—1}'
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Proposicao 5.13 Seja M como acima, com M(Cy) C M/Mo e
Q = {17q17' .- aQZ—l}

também como acima. Seja p, uma medida ergédica em G/MoAN e

1
n = 7(N0q0 +o - poQi-1)

Se M(Cy) # M /My, i.e., | > 2, entio i(n) nio é sobrejetora.

Demonstragao. Se [ > 2 entao existe uma classe lateral ¢; diferente de
1o = M(Cy), ou seja, existe ny € M /M, tal que M(Cy)ny # M(Cp). Note
também que nyM(Cy) # M(Cy).Seja ny € M um representante de n;. A
idéia é provar que

1. Para qualquer f € Im(i(n)) os limites lim f(g{) e lim f(n19{) sdo iguais.

2. Mas em general existem fungoes r-harmonicas em G tais que esses
limites acima sao diferentes. Estas fungoes serao tomadas em ITm(i()).
Isso prova que Im(i(n)) nao sao todas as fungoes v-harmonicas .

Seja f continua em G/MyAN e defino f, = i(n)f, usando a férmula (5.4)
temos que

o
—_

n—1
. I 1 P
tim £,(98) = - > > flzgm,m)

( J

I\
=)
I\
o
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e que

??‘
—_

n—1

_1
kl

=0
Note que {m;n; : 0 < j <k —1,0 <i <[~ 1} é exatamente M /M.

Mas, dado que ny € M /My, {nym;n; : 0<j <k—1,0<i<[—1} é uma
permutacao do mesmo conjunto. Portanto

T ZZ}” Tomyni) = o ZZ]‘ Ton1m;n;)

e assim os limites sao iguais.
Por outro lado, se f =i(uy)f entao

lim f,( n1gy) xonlm]nl)

" zm

N

-1

lim f(gg) = f(xomj)

| =

<.
Il
o

=

-1

f(xonlmj).

=

lim f(7195) =

<.
Il
=)

Note que

{nlmj :0 S] S k— ]_} :TLlM<CO)
e esses conjuntos sao disjuntos porque sao em diferentes classes laterais. Por-
tanto os conjuntos{zom;to<j<k—1 € {Ton1m;to<j<k—1 em G/MyAN sao dis-
juntos. Mas é muito facil achar uma funcao continua que assuma valores
diferentes em conjuntos finitos de pontos disjuntos. Por exemplo, sejam z;e

2o numeros diferentes em R, é possivel achar uma f continua tal que veri-
fique

~ 21
flzom;) = -
. 2

f(zonim;) = f
para 0<j3<k—1

e assim

lim f(gg) = 21 # 22 = lim f(n1g7).
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5.3.3 O subgrupo M,

Nesta segao vamos caracterizar M, como a imagem inversa de M (Cy) pela
projegao canonica M — M /My, onde Cy é o S-i.c.s em G/MyAN tal que
sua projecao no espaco de Poisson P, coincide com o suporte da medida
de Poisson. Veremos na sequéncia que M (Cy) pode ser conhecido sabendo
apenas o tipo parabdlico do semigrupo S.

Notagao 5.14 Nesta se¢io m : G/MgAN — P, 7mp : P — B e 7p :
G/MyAN — B

Proposicao 5.15 Seja Cy 0 i.c.s en G/MoAN suporte de jiy tal que Topiy =
pp  Seja Mq(Co) a imagem inversa M(Cy) pela proje¢io canénica M —
M/My. Entao M, = M;(Cy).

Demonstragao. Primeiro vamos demonstrar que M;(Cy) C M, ou
equivalentemente, M(Cy) C M, /My. Como sempre consideremos xy =
MyAN no interior de Cy. Seja Cp = sup(up). Portanto 7m(Cy) = Cp. Pelo
absurdo suponhamos que existe n ¢ M,/My e n € M(Cy). Claramente z e
zon estao em intCy, entdo m(xy) e m(zon) estao em Cp. Mas m(xg) # m(xon)
pois n ¢ M, /M,. Com detalhes: Seja yo = 7(zo) = 71(MyAN) = M,AN. E
seja n representante de n Em particular n ¢ M,,.

m(xon) = w(nxo) = N7 (T0) = NY0o
=nM,AN # M,AN = r(xy).

Chamemos W(Qfgn) = y;. Notemos que gy e y; estao no intCp e na mesma
fibra considerando a prjecao mg. Veremos que isso é impossivel. Pelo lema
5.4. de Furstenberg [9] existe uma sequéncia g, € S tal que g, up converge a
uma medida pontual J,. Basicamente isso implica que para qualquer entorno
de V de y existem um n tal que g,intCy C V. Em particular tomemos
V' suficientemente pequeno como para que nao contenha dois elementos na
mesma fibra considerando g, (isso é possivel porque é um recobrimento).
Entao g,y0 é gny1 estdo em V. Mas mp(yo) = 7g(y1), portanto mg(gnyo) =
7(gny1), entao g,yYo = gny1, € por ultimo yo = y;, contradizendo o fato de
que sao diferentes. E assim abordamos a um absurdo.portanto M;(Cy) C M,,.
Agora vamos demonstrar a outra inclusao. Para isso vamos usar a Proposicao
5.13. Sabemos que M;(Cy) C M,,, o equivalentemente, M (Cy) = M;(S)/My C
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M, /My. Com a mesma notagao que na Proposigao 5.13 temos @ = {1, q1, ¢o, . .

M(CO)\MU/MO = {1>Q1, e ,C]zf1}-

Também definimos a medida

Primeiro notemos que m,m = m.u = pp. De fato, (mn) = 73 (Topqy).
Mas como ¢x € () a tunica medida ergddica onde pode projetar é pp. If

~

f € Im(i(up)) entdo temos que f = i(up)f = i(mn)f = i(n)f o m, portanto
f € Im(i(n)). Mas i(up) é sobrejetora, portanto, i(n) é também sobrejetora.
Pela Proposigad 5.13, isto implica que M(Cy) # M, /M, é falso. Assim
A4&(C}O =:A4?. H

Agora podemos demonstrar um pequeno corolario que conta a quantidade
de i.c.s.’s nos recobrimentos.

Notagao 5.16 Denotemos #ics(R) a quantidade de i.cs no recobrimento R.
Chamemos #fibralP a quantidade de elementos da fibra do recobrimento de
P sobre B.

Corolario 5.17 #ics(G/MyAN) = # fibralP = #ics(P).

Demonstragao. Na proposi¢gao 5.15, demonstramos que M, /My =
M (Cy). Entao note que

M M /M, M /M,
ﬁ ]P) = |— = fry
#libra ‘Mv M, /M,y | M(Co)
e pela proposicao 3.4
M /M, _
= G/MyAN).
M(Co) #Hics(G/MyAN)

Por outro lado, dado que G/MyAN projeta em P, #ics(P) < #ics(G/MoAN).

Suponhamos que a desigualdade é estrita. entao existem dois i.c.s. em
G/MyAN que projetam sobre o mesmo i.c.s em P. Sem perda de generali-
dade suponhamos que esses sao Cjy e um outro Cy, que projetam em C C P.
Entao existem zy € Cy e x9 € Cy tais que m(zg) = m(r2). Entdo existe

'>Qn—1}
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m € M,/M, tal que zy = xom. Mas m € M(Cy), entdo xy e xo estdo no
mesmo i.c.s., entao Cp = Cs. =

Para os recobrimentos maiores que P, claramente a quantidade de i.c.s.
tem que ser a mesma que em [P porque essa quantidade é a mesma que em
G/MyAN. Para os recobrimentos menores que P, temos que tem tantos
i.c.s. como elementos tem sua fibra sobre B. E claro pois sempre #ics(R) %
#fibra(R) dado que é um recobrimento equivariante. Se #ics(R) < #fibra(R),
entao existe um C i.c.s em R tal que ele contém dos elementos zy e x1 na
mesma fibra. Considere a imagem inversa destes elementos via 7 : P — R,
#1(z1) tem que estar incluido no mesmo i.c.s que @ *(z,) pois i.c.s projeta
em i.c.s. Mas todos estes elementos estao na mesma fibra e sao diferentes, e
assim terfa em P menos de um i.c.s por elemento da fibra.

5.4 M(C)) e o tipo parabdlico

Nesta segao provaremos que M (Cy) pode ser determinado a partir do tipo
parabdlico do semigrupo S, gerado pelo suporte da medida v, e dessa forma
o espaco de Poisson correspondente a v pode ser determinado a partir do
tipo parabdlico de S. Mais especificamente demonstraremos que se © é o
tipo parabdloco de S, P3 é a componente da identidade do grupo parabélico
Po e M(©) = MnN P§, entao M(O) C M(Cy) sendo que vale a igualdade se
os conjuntos de controle invariante para S sao todos conexos. Esta hipdtese
de conexidade se verifica, por exemplo, quando S é conexo.

Lema 5.18 Seja S semigrupo de G com intS # (. Se num G-espaco a
quantidade de i.c.s € finita e eles sao todos conexos entao cada componente
conexa da uniao dos i.c.s. é eratamente um i.c.s..

Demonstracgao. Seja U a uniao dos i.c.s. Primeiro cada componente
conexa de U contém um i.c.s pois eles sao conexos. Mas se uma componente
conexa de U contém mas de um i.c.s entao ela pode ser escrita como uniao
finita de i.c.s que sao fechados, fato impossivel por ser uma componente
conexa. W

Notacgao 5.19 Nesta secao vamos considerar o sequinte diagrama comuta-
tivo
G/Ppy - B
™ 1l me (5.5)
G/PS % Be
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onde Py = MyAN . Também definimos m = wg o p = p1 0 1.

Proposigao 5.20 Seja © o tipo parabolico do semigrupo S, seja Cy o suporte
de uma medida ergddica em G/ Fy. Entao M(©)/My C M(Cy) onde M(©) =
Mn Py.

Demonstragao. Seja C' um i.c.s em G/FPy y * € Cy. Estamos in-
teressados na fibra sobre 7(z) € Bo. Seja a = p(z), assim z € 7, (a).
Como p(Cy) = Cp, p(x) € Cy. Por isso e pela comutatividade do diagrama
7 (a) € p~Y(Cg). Também p~'(Cg) é a undo de conjuntos de controle
invariante em G/Py. Mas

1 (a) = @ Po/Py = (2R)(Ps/ o)

é conexo pois P ¢é conexo. Pelo lema 5.18, temos que z Py / Py estd totalmente
incluido em Cy. Ou seja z(PS/Py) C Co. Assimx P/ Py C Cy. Mas M(©) C
P§, portanto x M(©)/My C Cy. E como x é um elemento arbitrdrio em Cj,
Co M(©)/My C Cy. Assim Cy M(0)/My = Cy e portanto M(©)/My C
M(Co) |

Assumindo a hipdtese que os i.c.s sao conexos entao entao vamos poder
demonstrar a inclusao inversa.

Antes de isso vamos enunciar um lema 1til.

Lema 5.21 Clada componente conexa de Pg contem um elemento de M.
Demonstragao. Ver [32] =
Lema 5.22 Pg/P3 e M/(M N P3) sao isomorfos.

Demonstragao. Considere o morfismo h : M/My — Pg/P3 definida
por mMy — mPg que é uma restrigio da mesma aplicacio definida em
Po/My — Po/PJ (notar que My C Pg). Pelo lema 5.21 é sobrejetora ja
que Pg/P§ sao as componentes conexas de Pg. O nticleo da h é definido
como

{m € M : h(mM,) = P}/ M,

{m e M :mP3 = P3}/M,
(M N Pg)/My
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assim pelos teoremas do isomorfismo

M /M,

Po/PY — /0
o/Fe (M N PY)/M,

M/(M N PY).
|
Antes vamos demonstrar um lema que caracteriza os i.c.s em G/F.

Lema 5.23 Os i.c.s de G/ Py sao exatamente as imagens inversas dos i.c.s
de G/P§.

Demonstragao. A situacao é analoga com o que acontece com o i.c.s.
do flag maximal, que é exatamente a imagem inversa do i.c.s do flag do tipo
parabodlico. Por isso vamos a analisar primeiro esse exemplo. Primeiro sem
perda de generalidade assumamos que int(S N Pg) # 0. Isto significa que a
origem de G/ Pg esta no interior de Co. A demonstracio de que 75" (Co) é 0
conjunto de controle invariante em B pode ser a seguinte: A invariancia sai
da invariancia de Cg. A transitividade dentro do interior pode ser dividida
em duas partes.

e Transitividade horizontal: Podemos saltar de uma fibra em outra pois
Te é equivariante.

e Transitividade vertical: E equivalente a dizer que o semigrupo S N Pg
¢ transitivo em Pg/P.

De forma andloga para demonstra que S é transitivo no interior de 7, ' (C)
apenas é necessdrio provar que SN Py ¢ transitivo na fibra Py/P°. Mas note
que P3/P° é isomorfo com Pg/P porque as componentes conexas de Pg e P
sao dadas por M C P.

A transitividade de SN Py [respectivamente de S N P3] na fibra Pg/P é
equivalente a afirmacao seguinte: Par cada z € Pg/P existe g € int(S N Pg)
[resp. int(S N PY)] tal que gr = z. Mas se g estd em int(S N Pg) é facil ver
que alguma poténcia de g" estd em int(S N PY) porque Py tem um nimero
finito de componentes conexas. E assim ¢g"z = x com ¢" € int(S N PJ). m

Lema 5.24 p;*(Ce) ¢ a unido dos i.c.s’s em G/PJ.
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Demonstragao. Dado que © é o tipo parabdloco 7g' (Cg) = Cg. Entdo
p Hrmg'(Co)) é unido dos i.c.s. em G/Py. Dado que o diagrama é comutativo
temos que

p (g (Co)) = 7' (p1 ' (Co)).

Assim p;(Cg) é a imagem da unido dos i.c.s pela projecao equivariante 7.
Py €] p projeg q
Mas isso implica que p;*(Cg) é a unido dos i.c.s’s em G/PS. m

Proposicao 5.25 Com as mesmas hipdteses que em 5.20 Se todos os i.c.s
em G/P3 sdo coneros (hipdteses de conexidade) entao M(©)/My = M(Cy).

Demonstracao. Como M (0)/M, C M(Cj) e eles sao conjuntos finitos,
vamos provar a igualdade contanto a quantidade de elementos em ambos. O
esquema da demonstracao é o seguinte:

1. Pela proposi¢ao 3.4 notemos que #ics(G/Py) é |M(Co)\M/My|.

2. Pelo lema 5.23 #ics(G/Py) é igual ao nimero de i.c.s. em G/P§, que
chamaremos #ics(G/Pg).

3. Depois provaremos que #ics(G/Pg) é igual ao nimero de componentes
conexas de p~1(Cg), que chamaremos #cc(p; '(Co)). Neste ponto uti-
lizaremos a hipotese de conexidade.

4. Depois demonstraremos que #cc(p; ' (Ce)) é igual ao nimero de fibras
do recobrimento py, i.e. |P3/F|.

5. Pelo lema 5.22, entao |Pe/P§| = |[M/M N PY|. Mas o nimero de classes
laterais a esquerda é o mesmo que o numero de classes laterais a direita.

Assim |Po /P3| = |M N P3\M|. e portanto M NPy = M(O), e por fim
|Po/Pg| = |M(©)\M| = |M(0)/Mo\M /M|
6. Finalmente juntando todas as igualdades,
| M(Co)\M/Mo| = [M(©)/Mo\M /M|

E assim |[M(©)/My| = |M(Cp)|.
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Para demonstrar o segundo ponto notemos que como i.c.s projeta em i.c.s
entao temos #ics(G/PY) < #ics(G/Fy). A outra desigualdade sai do lema
5.23.

Para provar o terceiro ponto notemos que pfl(C@) e a uniao dos i.c.s em
G/P3, mas pelo lema 5.18 cada componente conexa de p; *(Cg) é unido de
alguns i.c.s , assim

#ics(G/PY) > #ec(pr ' (Co))

mas pela hipdtese de conexidade temos a outra desigualdade.

Para demonstrar o quarto ponto notemos que p; é um recobrimento e Cg
¢ contratil, pois esta dentro da imagem de uma camara de Bruaht aberta, e
é conexo, pois é imagem de qualquer dos i.c.s de G/PJ. A imagem inversa
p; 1 (Co) sera contrétil é assim terd uma componente conexa por fibra. m



Capitulo 6

Um exemplo em SL(n)

Nesta secao vamos desenvolver um exemplo dos vérios conceitos que foram
tratados no capitulo anterior. De fato serda um caso particular de conceitos
que demonstraremos com mais generalidade posteriormente. No entanto,
algumas proposicoes serao provadas neste capitulo, as quais logo serao gen-
eralizadas utilizando ferramentas e resultados mais poderosos.

Primeiramente nosso grupo de Lie G sera Sl(n). Estaremos interessados
em conhecer as func¢oes harmonicas para uma medida v que construiremos
adiante. Como sempre o suporte dessa medida gerard um semigrupo S que
neste caso serd um semigrupo gerado a partir de uma equagao diferencial
estocastica como serd explicado no Capitulo 7. O tipo parabdlico serd uma
Grasmanniana Gry(n) = Sl(n)/Pe.

O semigrupo S conterd o subgrupo SOy(p, q), (o par (Sl(n), SO(p, q)) sera
um par simétrico, ver Capitulo 9) é serd possivel caracterizar o S-i.c.s em
Gri(n) como a drbita desse subgrupo, ou seja

SO0 (p, )by com by a identidade em Sl(n)/Pes.

A relagao entre SOg(p, ¢) e o semigrupo S serd a seguinte: os campos in-
variantes a direita da parte simétrica de SOg(p, ¢) gerarao a parte estocdstica
de uma equacao diferencial que gerara S.

65
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6.1 Um subgrupo de SL(n)

6.1.1 O grupo de isometrias

Dados a e b nimeros reais positivos, k e n inteiros com k < n a matriz

L= (@ Lxk 0
0 —b L(n—k)x(n—k)

gera uma forma bilinear simétrica em R"™ e sua respectiva forma quadratica

Q-

Definigéo 6.1 Definimos SO“*(k,n—k), ou simplesmente SO™" como grupo
de isometrias de Qy, isto €, g € SO“’b(k,n — k) se, e somente se, g € uma
transformacgao linear inversivel de R™ tal que se V' € um subespago de di-
mensao k entdo as restricoes de Q. aos subespacos V' e gV geram métricas
equivalente.

Isto é equivalente a que as restrigoes da forma bilinear simétrica sejam
equivalentes, ou seja, para todo par de vetores x e y de R™ se verifique que

(92) I (gy) = 2" Iy

ou simplesmente

6.1.2 A Aalgebra de Lie

Para achar a algebra de Lie deste grupo simplesmente derivamos a equacao
(6.1). Seja g; uma curva no grupo tal que gy = 1. Entao derivando em t = 0
temos

d
_(g;l“]kgt) =0

dt
%(%Tfk)go + (ggfk)%gt =0
%(Qg)fk—Fgg%([k)ﬂLIk%(gt) =0
%(%T)IkvLIk%(gt) =0
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assim a algebra de Lie de SO**(k,n — k) é dada pelo conjunto
50“"(k,n— k) ={X € gl(n,R) : X" I, + [, X =0}.
Notagao 6.2 Notaremos s0%*(k,n — k) apenas por s0®°.

Agora vamos exibir uma forma matricial em blocos para a dlgebra de Lie

50%°. Seja
(a0
X_(v 5)

entao de XTI, + I, X = 0 sai que

at AT al 0 al 0 a [ B

<ﬁT 5T><0 —b1>+(0 —b1><’y 5) =0
a(@® +a) -y +ap _ 0
aBt —by —b(6T +9) -

Deste modo podemos escrever

50“’b—{< aaT 5 ) cal+a=46"+0=0}

sB 0

Dada esta descrigdo é facil notar que s0%® C sl(n) = {X : tr(X) = 0}. Entéao

podemos afirmar que a componente conexa de SO, que notaremos como

SO%?, esté contido no grupo Sl(n). No entanto notemos que SO*® néo est4

incluido em Sl(n). De fato, qualquer matriz da forma diag{=+1,...,£1} com

uma quantidade fmpar de —1 pertence a SO’ mas nio pertence a Sl(n).
Notemos também que so®’ sdo &lgebras de Lie isomorfas com sob!' que é

a algebra de Lie classica so(k,n — k).

Lema 6.3 50" ¢ isomorfa a so(k,n — k)

Demonstracao. O isomorfismo e dado por

(a8 _( a b
X—(ﬂT 5)'—>f(X)_(%BT 5)

De fato
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e desenvolvendo isso

(g %) (oo ) - (o 50 ) (55 s)
“ gt agl g, agl 5, a gv
:( 86T - 578, QB+ b0 — antp - )

ISH

§0T o+ 0507 — g0 — 0567 58— B

—f (( 55? - 5T51 b + ﬁél — i — ;0
Blai+0p) — Bra—6.8" B8, - BB

)
(o f) (st o) - (3 ?;)( ))(

7

1))

6.2 O campo H,

Independente do grupo de isotropia vamos definir um campo invariante a
direita Hy a partir de uma matriz com o mesmo nome

[0 1k><k 0
Hy =
’ ( 0 =B Ln-k)xm-k )

com Hj € sl(n), ou seja ko — (n — k)5 = 0. Com « e 3 reais positivos.

6.3 O semigrupo

Agora vamos a construir o semigrupo. Uma decomposicao de Cartan de
so(k,n — k) é a seguinte

s0“P(k,n — k) =5 o ¢
onde

A
0

Ezgo(k)@so(n—k;):{( g):ATJrA:BJrBT:O}
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é a parte antisimétrica e a parte simétrica é

()

Como acontece com toda algebra de Lie semi-simples a forma de Cartan-
Killing restrita a parte antisimétrica é negativa definida e restrita a parte
simétrica é positiva definida .

Definimos m = dims = k(n — k). Seja {Y1,...Y,,} uma base ortogonal
de 5% em relacao a forma de Cartan-Killing.

Agora vamos considerar a equacao diferencial estocastica que gerard um
semigrupo de interior nao vazio. Seja Hjy e Y; os campos invariantes a di-
reita em Sl(n) gerados pelos elementos de sl(n), Hy e Y respectivamente.
Consideramos a equacao diferencial estocéstica

dg = Ho(g)dt + zmj Y;(g) o dW; (6.2)

J=1

da mesma forma que serd feito no Capitulo 7, ponto 7.1.3. Notamos as
probabilidades de transigao por P(1,-). E assim definimos o semigrupo

S = Ut>0 suppP(1,-). (6.3)
O fato de que este conjunto é um semigrupo segue de
Pt(L ) * PS(17 ) = RH-S(L )

Para demonstrar que este semigrupo tem interior ndo vazio em Sl(n) é su-
ficiente ver que a algebra de Lie gerada por Hy e Yj, j = 1,...,m, é toda
sl(n) (ver condi¢ao de posto 7.1.2). Este fato que serd demonstrado com
mais generalidade no capitulo 9.

Observacao 6.4 Para ter uma idéia de como consequir L(Ho, Y1, ..., Ym) =
sl(n) assumamos a = b =1 e notemos que, como em toda decomposicio de
Cartan, [s,s] C €, de fato

0 ¢ 0 n\]_(&" —ng" 0
o0 )\t o 0 ' —n'¢

onde claramente €n* —n€* e €Ty — nT€ sao anti-simétricas. Neste caso em
particular [s,s] = €.
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Para ver que [so(k,n — k), Hy] = sl(n) notemos por exemplo que

(& 5)( )= (e )

e assim temos todas as matrizes anti-simétricas de sl(n). E tomando o

colchete
0 7 0 &N _( —n"=&" 0
nt 0 )\ =¢" 0 0 n"¢+ ¢y

que sao as matrizes simétricas que faltavam para obter todas as matrizes
simétricas.

Demonstraremos a seguir que o tipo parabdlico de S é a Grassmanni-
ana formada pelos subespacos de dimensao k£ denotada como é habitual por
Gri(n). Para isso primeiro daremos uma caracterizagao explicita do conjunto
de controle invariante Gry(n) pela acao de S.

6.3.1 O i.c.s. em Gri(n)

Definicao 6.5 Seja OF o conjunto de subespagos em Grg(n) tal que a re-
stricao da forma bilinear Q. é definida positiva, em simbolos:

ot = {V dimV = kanW > 0}

Vamos provar que feO" é o i.c.s. de Grg(n). Antes disso vejamos alguns
exemplos de Ot para diferentes valores denekea=0= 1.

Exemplos No cason =2 e k =1 temos que

L Qk(xay) = xQ - y2
e Gri(n) = RP! a reta projetiva.

e Se(z,y) CV € OF entao |z| > |y|. A unido destes elementos de R? tem
a forma de um cone, justamente o cone de subespagos que interceptam
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a hirpérbole {(z,y) : 2? —y*> = 1}

e Podemos identificar cada subespaco de RP'com o ponto onde o sube-
spago intercepta o semicirculo

}

C’::{ew:—g<0§

oS

e E fécil ver que OF se identifica com {e® : —T <0< i} CC Queé
justamente a intersecao de C' com o cone:

No caso n =3 e k = 1 temos que
o Qi(r,y,2) =2" —y* -2

e Gry(n) =RP2
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e Se ((z,y,2)) =V € OF entao se verifica ° — y* — 2% > 0. A uniao de
todos estes elementos de R? tem também a forma do cone de subespacos
que interceptam o hiperboléide de duas folhas {(z,y, z) : % —y* — 2 =

1}:

e Podemos identificar cada subespaco de RP? com um elemento que in-
tercepta uma semi-esfera.

e Para essa identificacao O terd forma de um disco dentro da semi-esfera

No cason =3 e k = 2 temos que

b Qk(x7yvz) = 1’2 +y2 - 22



6.3. O SEMIGRUPO 73

e Gry(n) = Gry(3), o conjunto dos planos em R?

e Se ((z,y,2)) estd incluido V € OF entao se verifica z? +y* — 2% > 0. A
uniao dos pontos de todos os elementos de O*é o complemento do cone
que nao intercepta o hiperboléide de uma folha {(x,y, 2) : 22 +y*—22 =

1}

A inclusao SO;(k,n — k) C clS
Notacgao 6.6 Substituiremos o indice ** por *.

E sabido da teoria de controle que o grupo conexo cuja algebra de Lie é
gerada pelos campos da parte estocdstica de equagoes como a equacao (6.2),
ou seja, os campos Y7, ... Y,,, estd contido no fecho do semigrupo gerado pela
equagao (6.3). Neste caso {Y,...Y,,} é base de s* e nao é dificil verificar
que [s*,8*] = €. Portanto a algebra de Lie gerada é s* @ ¢ = so*(k,n — k).
Podemos concluir entao que

SOi(k,n — k) C feS.

Logo demonstraremos que SOg(k,n — k) age transitivamente em O*. Depois
disso fica claro que feS ¢ transitivo em feO*. Ou seja

dado x € O entéo (feS)x D feO"
E como fe(Sz) D (feS)z entao

dado x € O entéo fe(Sz) D feO" (6.4)
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E essa é uma das inclusoes que precisamos para demonstrar que feO" é o
i.c.s..

6.3.2 SO;(k,n — k) é transitivo em feO"

Lema 6.7 SOy(k,n — k) € transitivo em feO*

Demonstragao. Seja Ey = (ej,...,e) o subespaco em Gry(n) gerado
pelos primeiros k vetores canonicos. E claro que E, € OF. Tomemos um
V € Ofqualquer. Queremos achar um g € SO*(k,n — k) tal que gE, = V.

Seja {v1,...,vx} um conjunto l.i. de vetores que geram V. Pela con-
strugao de Gram-Schmidt é possivel achar um conjunto {wf,...,w}} tal que
Qr(wj, w}) = 0 para i # j e também gere V. Ainda mais, dado que Q
restrita a V' é positiva definida sabemos que Q(w}, w;) > 0. Se definimos

w; = _ Vaw (6.5)

V @ (wj, w;)

o conjunto {wy, ..., w} verifica que Qx(w;, w;) = ad; ;. Consideremos a
transformacao linear f : Ey — V tal que

fle;)) =w; para i=1,...k

Como Qg (e, e;) = ad; j, f é uma isometria entre Ej e V. O Teorema de Witt
(ver [29] por exemplo) diz que num espago vetorial com uma métrica nao
singular toda isometria entre dos subspacos podem ser estendidos ao espaco
tudo. Note que Qj, nao é singular pois det I, = a*b"* #£ 0 . Aplicando este
teorema podemos afirmar que existe g € SO*(k,n — k), tal que gEy, = fEy =
V. Isto prova apenas que SO*(k,n — k) é transitivo em O e nds queremos
demonstrar que a componente conexa deste grupo é transitiva.

Para provar que SOf(k,n—k) é transitivo é suficiente provar que em cada
componente conexa de SO*(k,n — k) existe um elemento h na isotropia de
Ek, i.e.,

h € SOy, = {g € SO*(k,n — k) : ¢'Ey = Ey}

Se isso ¢é verdade entdo, dados V € O%, gE, =V, h € SO}, com g e h na
mesma componente conexa, entdao gh™! estd em SO} (k,n — k) e gh ' Ey =
gE, = V. E assim V em O pode ser alcancado desde Ej com gh™! em
SO5(k,n—k). m
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SO0k, = ( o O(no— k) )

Demonstragao. Se A € SO}, entao, verifica AE, = Ej, e entao

g;gxk p
A — ( / > .
0 h(nfk)x(nfk)

E também verifica ATl + IxA = 0. Juntando ambas as coisas se consegue
facilmente ¢' € O(k) e ¥ € O(n — k). =
Nota-se claramente que cada componente conexa de

(%0 0wt

estd contida em cada componente conexa de SO*(k,n — k).
Resumindo, dado V' € OF sempre existe g tal que gE, = V e g7V = Ey,
com g,g ' € SO;(k,n — k) C feS. Por tudo podemos concluir o seguinte

Lema 6.8

Lema 6.9 feS age transitivamente em feO+

6.3.3 (O é invariante por S

Agora, para concluir que feO" é o conjunto de controle invariante necessita-
mos demonstrar que é S-invariante.

Para provar isso é suficiente mostrar que O é invariante pelo fluxo pos-
itivo gerado pelo campo Hy e pelos fluxos gerados pelos campos Y7, ..., Y,,.
Dado que Y € so*(k,n — k), exp(tY;) € SO*(k,n — k). Portanto exp(tY;) é
uma isometria, em particular preserva a signatura de qualquer restricao de
@k, o que demonstra a invariancia pelos Y7, ..., Y,,.

Para demonstrar a invariancia pelo fluxo positivo de Hy necessitaremos
uma caracterizagao dos elementos de O como matrizes.

Seja V um elemento de Grg(n) e B = {vy, ... v} uma base de V. Podemos
representar V' por uma matriz p n X k onde cada coluna é um elemento de B.
Esta representacao nao é tunica. De fato, se x # Id é uma matriz inversivel
k x k entao ¢ = px é outra matrix que representa V. Note que a matriz
pTI.p é a matriz da restricao de Q; a V na base B.
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Notagao 6.10 Quando uma matriz g é definida positiva notaremos g > 0.

Lema 6.11 V € O*se e somente se pode ser representada por uma matriz

da forma
( Tkxk )
Z(n—k)xk

com a Id — bz"z definida positiva.
Demonstracao. V estd em O entao p'I;p > 0. Escrevemos
p= Trxk
Yn—k)xk '

Portanto ax®z — by'y = pTLp > 0. Note que a,b > 0, temos que se

axTz — byTy > 0 entdo x > 0 e, portanto, x é inversivel. Assim a matriz

pr~ ! representa V' e sua forma é

( Lixk )
Z(n—k)xk

com al — bzTz > 0. A inversa é andloga. m
Lema 6.12 O*¢ invariante pela acdo de S

Demonstragao. Pelo ja exposto note que é suficiente demonstrar que
dado V € OT entao exp(tHy)V € O, Note que

et 0
exp(tHy) = ( 0 Ot ) :

Portanto se V€ OF entéo, utilizando o lema anterior exp(tHy)V pode ser

representado assim
e 0 1) [ e"1
0 e z )\ e Pt

com al — bzTz > 0. Esta matriz representa o mesmo subespaco que

1
67(5+a)t2



6.3. O SEMIGRUPO 7

e, dado que quando t > 0 temos que e~ ¥+ > 1 entdo temos que al —
be~(bT@2. T2 ¢ definida positiva também. E assim exp(tH)V € OF também.
|
E assim
dado x € OF entao Sz C OF

e portanto

dado z € O% entao feSz C feO" (6.6)

Um resultado que usaremos mais tarde é o seguinte
Corolario 6.13 O = SO (k,n — k)by com by a origem em Grg(n).

Demonstragao. Primeiro Ot C SO (k, n—k)by pelo lema 6.7. SO (k, n—
k)by C OF pelo lema 6.12. =

Esta caracterizagao sera muito ttil no Capitulo 8, onde permitira escrever
O difeomorfo com SOy (k, n—k)/SO(k) x SO(n—k), que é o espago simétrico
de SO§(k,n — k). Como tal, tém uma métrica que servird para estabelecer
explicitamente a medida invariante no suporte feO™.

6.3.4 fe®O" é o i.c.s

Do realizado em (6.4) e (6.6) concluimos que
dado z € OF entao feSx = feO™"
o que significa que

Proposigao 6.14 feO*t € 0 i.c.s em Gry(n).

6.3.5 O tipo parabdlico

O tipo parabdlico de S é Grg(n). Lembremos que um flag F é o tipo
parabdlico de um semigrupo S se a imagem inversa de seu S-i.c.s é o S-i.c.s
no flag maximal e F é minimal com essa propriedade em relagao a ordem
dada pelas projecoes canonicas (ver Proposi¢ao 2.1). Como Grg(n) é um flag
minimal para essa ordem é suficiente ver que apenas Wél(feOJr) é exatamente
o0 i.c.s no flag maximal B.



78 CAPITULO 6. UM EXEMPLO EM SL(N)

Primeiro provaremos que Wél(OJr) ¢é o conjunto de transitividade do i.c.s.
em B, e portanto fe(rg' (O)) serd o i.c.s.. Mas, dado que g é aberta, temos
que

fe(rg' (OT)) = 75 (feO™).
Agora vamos provar que 7@1((9*) ¢ transitivo pela acao de S. Definamos o
subespago E; := (ey,...,¢;) e o elemento do flag maximal

E = {El CE,C---E,4 CEn:Rn}
Lema 6.15 Seja V' um elemento no flag mazximal da forma
Vv={Wc---CE,C---V,=R"}

entao existe h em

so)xsotu-1 - (9 (0 )

tal que hV = E.

Demonstragao. Pelo método de Gram-Schmidt podemos achar uma
base ortonormal {vy,...v,} tal que (vy,...v;) = V; para cada i = 1,...n.
Seja h' a matriz tal que as colunas sdo os vetores da base. Pela construgao

h' tem a forma
A 0
0 B

com A € O(k) e B € O(n — k) pois Vi, Va,...Vp_1 C Ey. Sem perda de
generalidade podemos supor A € SO(k) e B € SO(n — k). Para conseguir
isso é suficiente trocar v, por —v, ou v, por —wv, se for necessario. Note
que We; = v; portanto WE = V. Assim h := h/~! verifica hV = E e
h € SO(k) x SO(n—k). m

Note que h pertence a SO(k) ® SO(n — k) = K’ que é a parte compacta
de SO*(k,n — k) que esta contido em S.

Proposicao 6.16 SO;(k,n — k) age transitivamente em mg' (OV).

Demonstragao. Tomemos W € 7g' (OF). Seja W, := me(W) € OF.
J& mostramos que existe g € SOj(k,n — k) tal que gW), = E) (lema 6.7).
Assim

gW ={gW, C---CE.C---CgW,}=V.
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Mas demonstrarmos acima que para um elemento V' dessa forma h € SO(k) x
SO(n — k) tal que hV = E. Assim gh' W = gV = E. Mas g € SO}(k,n — k)
e h € SO(k) ® SO(n — k). Em particular gh € SO;(k,n — k). Também
(gh')'E = V. Portanto SO;(k,n — k) age transitivamente sobre 7g'(O7).
[

Corolério 6.17 S age transitivamente em 7g' (OF). E 75" (O%) € invari-
ante pela agdo de S. Portanto ferg'(O%) éi.c.s.

Demonstracao. Para a primeira parte é s6 notar que SOy (k,n—k) C S
e a proposicao 6.16. Para a segunda notemos que S ¢ invariante em OF é mg
é equivariante. A terceira surge de aplicar as propriedades dos i.c.s é seus
conjuntos de transitividade. m

Agora podemos concluir que 7g' (feO*) éi.c.s em B e portanto Gry(n) é
o tipo parabdlico de S.

O subgrupo parabdlico Feg,

O correspondente grupo parabdlico é

Apxk * )
Py =
o ( 0 A/(n—k)x(n—k)

onde (det A)(det A') = 1. P _sao as matrizes tais que det A > 0 (e portanto
det A’ > 0). Disso concluimos facilmente que

M(@k) = {dlag(,}/b e 7’7k7 Ek—i-la s gn)}

em Sl(n), onde v; = 1, ¢; = 1, [[;7; = 1 e [[;6; = 1 . Portanto a
fronteira de Poisson de qualquer medida cujo suporte seja gerado por S é

G/M(©,)AN

que é um recobrimento duplo de B. Um exemplo de uma medida assim é

1
1/:/ Py(1,-)dt.
0

como veremos no Capitulo 7, férmula (7.6).

Até aqui conseguimos achar o espaco de Poisson. Este mesmo exemplo
para algumas restricoes dos valores de a e b serd continuado no Capitulo 8.
De fato sera achada a tinica medida v-invariante no feO*.
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Capitulo 7

Equacoes diferenciais
estocasticas.

Como foi mencionado na introducao ¢ interessante ter expressoes explicitas
de medidas invariantes. Em geral, as medidas invariantes nao sao faceis
de calcular pois envolvem a solucao de uma equacao diferencial de segunda
ordem. Nossa atencgao se restringira, no capitulo 9, as dlgebras simples que
contém &algebras semi-simples que verificam uma propriedade especial, esse
pares (g, [) sdo chamados simétricos requlares. Neste capitulo necessitaremos
assumir apenas que [ é uma sub-dlgebra semi-simples. A medida v sobre G,
um grupo de Lie com algebra g, que consideraremos a partir de agora seréd
gerada a partir das probabilidades de transi¢ao que resultam de considerar
uma determinada equacao diferencial estocastica do tipo

dg = Hy (9) dt—l—iZj (g) o dW;. (7.1)

com campos invariantes a direita, em tempo positivo inicializada no 1 € G.
O Semigrupo S gerado pela medida conterd o subgrupo Lg, conexo com
algebra de Lie [, garantindo suficientes simetrias. Estaremos interessados em
achar uma medida invariante ergddica primeiro no flag G/Pg com © o tipo
parabdlico do semigrupo S para depois ascender até o espaco de Poisson.
Esta primeira medida invariante ergddica terd como sempre o suporte Cg, 0
i.c.s de G/Pg. Acontece que o interior deste i.c.s pode ser identificado com
o espago simétrico X de Ly, i.e., X = L/K’ com K’ a parte compacta de
Lo. A medida invariante p com suporte Cg serd uma medida absolutamente

81
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continua com respeito a dx, a forma volume de X gerada pela forma de
Cartan-Killing. Mais especificamente, a derivada de Radon-Nykodym ¢ dada
por ;
woo
=

onde a funcao f verifica que seu gradiente grad f, em relacao a métrica gerada
pela forma de Cartan-Killing, coincide com o campo derivado do fluxo que
gera exp(tHp) com t > 0 em G/Pg. Ver Ikeda-Watanabe [14].

Neste capitulo preparatério exporemos generalidades sobre as equagoes
diferencias estocésticas, os semigrupos que elas geram e definiremos o que é
uma medida invariante para o processo que a equagao estocdastica gera, am-
pliando o conceito de medidas invariantes para uma medida v no grupo (que
foi a invariancia estudada até aqui). O teorema 7.11 serd a ferramenta que
possibilitard determinar explicitamente a medidas invariantes procuradas.

7.1 Equacoes diferencias estocasticas.

7.1.1 A equacgoes diferencial estocastica com drift.

Consideremos uma equacao diferencial estocastica de Stratonovich em um
grupo de Lie G com algebra de Lie g.

dg = Hy (g) dt + i Z; (g) o dW; (7.2)

onde Hy, Z; sao campos de vetores em G invariantes a direita considerando
sempre t > 0.
Se apenas consideramos a equacao

dg = Hy (9) dt

temos uma equagao deterministica em um grupo de Lie, acrescentando a
condicao inicial como ¢g(0) =1 € G a solugao é

g(t) = exp(tHy)

ou seja uma curva que parte de 1 e sempre caminha na direcao indicada por
Hy.
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Consideremos agora a outra parte da equacao com a mesma condicao
inicial

dg = Z Z; (g) o dW;. (7.3)

A solucao é um processo estocastico onde podemos pensar que as possiveis
trajetorias que partem de 1 € G se geram caminhando aleatoriamente em
qualquer uma das direcoes Z;. Temos assim uma marcha aleatéria. O con-
junto destas trajetorias {g,(t) : w € Q} é chamado fluxo em G (sempre ¢t > 0
e g,(0) =1).

Ao juntar as duas partes, a parte deterministica cria em nossa marcha
aleatéria o que é conhecido como deriva (drift), uma espécie de vento que
empurra nossa marcha aleatoria para uma certa direcao preferencial. Entao
as possiveis trajetérias aleatérias de equacao completa se modificam sensivel-
mente.

O fluxo sobre um G-espaco

O fluxo gerado pela equagao (7.2) pode ser considerado agindo em qualquer
G-espago N, assim, se m € N, entdo {g,(t)m : w € Q} é o conjunto de
trajetorias em N que partem de m.

Quando o G-espago N é um quociente a direita de G, digamos G/H,
antes de considerar o conjunto de trajetérias é interessante considerar a
equacao diferencial estocéastica induzida pelos campos invariantes a direita
Hy e Zj em G. De fato os campos invariantes a direita em G projetam em
campos invariantes a direita HY e ZJN em G/H que geram uma equacao
diferencial estocastica

dm = Hy' (m)dt+ Y ZY (m) o dW; (7.4)
j=1

da mesma forma que em (. De fato as trajetérias que gerard essa nova
equagao diferencial coincidem com as trajetérias { g, (t)m : w € Q} induzidas
pela equagao diferencial em G.

Em capitulos posteriores nosso interesse se centralizara nas equacoes difer-
encias induzidas numa variedade flag G/Pg especifica. Veremos como as
trajetérias quando partem de um elemento em C', o conjunto de controle
invariante, ficam presas em C. O segundo passo serd identificar C' com um
espago K’\ L, aqui j& ndo considerarmos uma equagao diferencial induzidas
mas trabalharemos com as trajetorias que ela produz.
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7.1.2 Sistemas de controle

A equagao (7.2) tem uma relagdo importante com o sistema de controle

m

g =Hol9)+> u; Z(9). (7.5)

Jj=1

definido pelos mesmos campos que (7.2). Aqui, para cada funcao u(t) =

(ur(t),...,u;j(t)) temos uma equagao diferencial deterministica e notaremos
sua solugdo para a condigao inicial xy por X;'(xp). A teoria de controle
considera uma familia de fungdes {u®(t) = (uf(t),...,uf(t))}acs € a cor-

respondente familia de solucdes {X2" (o) : v € I, t € R, 29 € G}. E de
interesse na Teoria de Controle, por exemplo, determinar a 6rbita positiva
de um xg

St(zo) ={ X (x9) ;€T et >0}

A relagdo entre este sistema de controle e a equagao estocastica (7.2)
¢ dada pelo teorema do suporte de Stroock, Varadhan e Kunita. E assim
como muitos resultados de uma teoria tem seu correspondente na outra. Por
exemplo, o fato de que as trajetérias de (7.3) estao contidas no subgrupo de
Lie conexo com algebra de Lie gerada pelos Z; com j = 1,...,m pode ser
demonstrado facilmente desde o ponto de vista da Teoria de Controle. Mais
geralmente: a conhecida condicdo de posto sera utilizada mais tarde para
demonstrar que se L(Ho, Z1, ..., Zy) (a dlgebra de Lie gerada pelos campos
Ho, Z4, ..., Zy) é g entao o semigrupo gerado pelas solugdes da equagao (7.5)
tem interior nao vazio, o que implica, pelo teorema do suporte que

Usuth(l,-)

t>0

¢ um semigrupo com interior nao vazio.

7.1.3 Medidas e semigrupo gerados pela equagao difer-
encial estocastica

Sempre existem probabilidades de transicao associadas com uma equacao
diferencial estocéstica. A probabilidade P(x,-) é uma probabilidade sobre
G (com a o-algebra dos borelianos) tal que Pi(z, A) é a probabilidade de,
partindo desde x, estar no conjunto A mo tempo t, ou seja
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Pz, A) =P{lw e Q:g,(t)r € A}

Analogamente pode ser definidas probabilidades de transicao num G-espago
N:
PN(m,A) =P{w € Q: g,(t)ym € A}

Observacao 7.1 FEstas probabilidades de transi¢ao coincidem com as prob-
abilidades de transicao que define a equacgao diferencial estocdstica induzida

quando N = G/H.

Agora estamos em condigoes de definir a medida v para a qual desejaremos
achar medidas invariantes nos flags e nos recobrimentos de Poisson:

Definicao 7.2
1
u() ;:/ P1, )t (7.6)
0

O suporte dessa medida é claramente Up<;<1 sup(FP(1, -)) e também ¢é facil
Ver que o semigrupo que esse suporte gera é

S = U sup ]Dt(la )

t>0

Como jé foi mencionado, uma condigao suficiente para garantir que intS #
() é que a algebra de Lie gerada pelos campos da equacao diferencial es-
tocdstica, i.e. , L(Hy, Z1,...Zy) é todo g (ver [26]).

7.2 A invariancia para o processo

Existe um conceito de invariancia para o processo estocastico que de certa
maneira generaliza o conceito de invariancia por convolucao com o qual tra-
balhamos nos capitulos anteriores.

Consideremos uma equacao diferencial estocastica invariante a direita em
G. Consideremos apenas as trajetérias {g,(t) : w € Q} (sempre partindo da
identidade, ou seja g,(0) = 1 € G) e com probabilidades de transi¢ao P(1,-)
(também partindo da identidade). Como ja antecipamos se N é um G-espaco
onde G age a esquerda entao o processo em (G gera um processo em N onde
as trajetérias serao

{go(t)m 1w e, me N}
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As probabilidade de transicao PN (m,-) poderdao ser achadas a partir das
probabilidades P;(1,-) da seguinte manera:

PtN(m> ) = wm * Pt(la ) (77)

onde 1,, : G — N definida por v,,(g) := gm. Esta igualdade surge natu-
ralmente de

U« B(LA) = B(L 9, (A)) = P(1, B)
onde B = {g: gm € A} entao
P(1,B) = P{lweQ:g,(t) € B}

= P{lwe:g,(t)me A}
= P(m,A)

Agora vamos definir medida invariante pelo processo de Markov associado
ao processo de difusao.

Definicao 7.3 Seja N um G-espago com um processo como o definido acima
e seja f € Cont(N). Definimos Ts como o operador

= [ 1) dpsm,)

Definicao 7.4 Uma medida ;o em N e dita invariante para o processo se

[ @ ant) = [ 1) duty

Quando N é um espaco homogéneo de um grupo de Lie G ¢é sabido que
uma medida g é invariante para o processo se e somente se é invariante no
sentido usual, ou seja, por convolugdo, para todas as medidas P;(1,-) em G.
Como a demonstracao é simples incluimos o lema a seguir.

Lema 7.5 Seja p uma medida em N = G/H. p € invariante para o processo
se e somente se u é PE(1,-)-invariante para todo t.

Demonstragao. E suficiente notar que por um lado
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e por outro lado
[ fm) duto) = (1)
N

|

Como veremos na continuagao se y € invariante para o processo também é
v-invariante, (v definida em (7.6)). Como em Ikeda-Watanabe [14], para cer-
tas variedades Riemannianas /N, temos férmulas para achar explicitamente
as medidas invariantes para processos de certo tipo, poderemos usar essas
formulas para achar medidas v-invariantes. E essa é uma das razoes para es-
tudar este conceito de invariancia para o processo. No entanto achar medidas
invariantes para o processo é importante por si so. E por isso que a medida
v perderd relevancia a partir de agora. A medida v perdera mais destaque
ainda sabendo que ela nao ¢ tnica, no sentido que poderemos definir muitas
V. com as seguintes propriedades:

e se uma medida p é invariante para o processo entao ela é v.-invariante.
e o semigrupo gerado por sup v, é [ J,.,sup P(1,-).

E estas duas propriedades serao as tnicas necessarias para gerar as me-
didas invariantes em N.

Lema 7.6 Seja i1 medida em N invariante pelo processo. E seja v. uma
medida em G definida por
1 €
%:—/IHLMt
€Jo

Entao p é v.-invariante.
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Demonstragao.

wornd = [ ([ sama |2 [ raga] ) dutm
=2 [ ([ stomatras.on) dutmy a
=[] ([ seatr¥m) ) dutmy at (por (2.1)
— [ [ B duty a

1 [° : A
= g/0 /Nf() du(m) dt (por invariancia)

= (é /Osdt) u(f)

= u(f)

7.3 O operador Laplace-Beltrami

No capitulo V de Ikeda-Watanabe [14] §4, teorema 4.6 achamos uma férmula
explicita para uma medida invariante para um determinado processo. Nos
capitulos seguintes vamos usar esse resultado para achar medidas invariantes
para nosso processo.

Em nosso caso N serd o i.c.s em G/Pg munido de uma métrica Rie-
manniana. Veremos mais tarde no Capitulo 9 que essa métrica surge do
difeomorfismo entre o i.c.s e o fecho de um espago simétrico L/K’.

Primeiro o teorema 4.2 de Ikeda-Watanabe [14] diz

Teorema 7.7 Seja N uma variedade Riemanniana. Consideremos a conexao
de Levi-Cevita. Seja Ly, Lo, ...Lg 0 sistema canoénico horizontal de campos de
vetores. Considere em O(N) (o fibrado de bases ortogonais) a equagao difer-
encial

d
dr(t) =Y La(r(t)) o du®(t)

r(0) =7



7.3. O OPERADOR LAPLACE-BELTRAMI 89

onde w(t) = (w*(t)) € a realizacao canénica de um processo de Wiener d-
dimensional. Entao a solug¢io define um fluro de difeomorfismos r(t) =
(r(t,r,w)) em O(N) e sua proje¢io sobre N, X(t) = w[r(t)] define um
processo de difusao em N correspondente com o operador diferencial A" =
LAy

Observagao 7.8 No teorema original em Ikeda-Watanabe [14] A’ = Ay +
c, onde ¢ é um campo que depende da conexao Riemanniana. Como nos
estamos utilizando apenas a conexdo de Levi-Cevita temos que ¢ = 0.

O operador Ay conhecido como operador de Laplace-Beltrami (ver definigao
no Capitulo V, equagao (4.31), Ikeda-Watanabe [14]) e veremos que o processo
que ele define coincide com a processo estocdstico sem drift (7.3) que definire-
mos com detalhe mais adiante.

Contudo estamos interessados num processo estocastico um pouco mais
geral que surge de um operador diferencial A definido por

1
A= §AN +0b (7.8)

onde Ay é o operador de Laplace-Beltrami e b é um campo em N qualquer
(pag 290, férmula 4.4 Tkeda-Watanabe [14])

Notacao 7.9 Chamaremos o processo acima definido A-difusao.

Do teorema 4.6 de Tkeda-Watanabe [14] se desprende diretamente o seguinte
resultado

Teorema 7.10 Se b o campo em (7.8) é gradiente em relagio d métrica de
N, isto €,
b = grad(F)

com F € C®(N). Entao p, a unica medida invariante em N para a A-
difusdo, terd uma derivada de Radom-Nikodym em relacdo a medida volume
definida pela métrica em N da forma

d/i_sz
dm—ce

onde ¢ é uma constante para que a medida seja de probabilidade.
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Esta teorema, que monstra a forma explicita para uma medida invariante
serd o que nos possibilitara achar a forma explicita das medidas invariantes
para nosso processo. A dificuldade radicard apenas em demonstrar que o
campo b é um campo gradiente.

Vale a pena observar que quando b = 0 a A-difusdao é um movimento
Browniano.

7.3.1 O processo em K'\ L

Veremos agora como os términos de (7.8) sdo encontrados a partir da dindmica
que gera a equacao (7.2) no espago simétrico K’\ L. Como veremos com de-
talhe no Capitulo 9 L serd um subgrupo semi-simples do grupo G, a algebra
de Lie [ de L tem uma decomposicao de Cartan em parte simétrica s é
anti-simétrica &. Definimos K’ = exp(#). Assim como é sabido o espago
homogéneo K'\ L chamado espago simétrico tem uma estrutura de variedade
Riemanniana, herdada pela métrica de Cartan-Killing em s. Assim agora
podemos pensar N = K'\ L.

Veremos também como K’\ L se identifica com o S-i.c.s de uma variedade
flag Fg especifica. Assim uma equacao diferencial estocastica em G como
(7.2) ou, equivalentemente, uma equacao diferencial estocéstica em Fg como
(7.4) gera um processo em K'\L C Fp.

Os campos da equagao (7.2) surgem da seguinte forma.

e Veremos que Hy que é um elemento na algebra g que surge a partir da
estrutura de par simétrico de (g,[) (ver 9.3). Independentemente de
isso Hy gera um campo

— d
Hy(z) = pr (exptHy) x|i=o

em Fg, consideraremos sua restrigao a K'\L C Fg e denotaremos esse
campo em K'\ L com a letra b para seguir a notagao de Ikeda-Watanabe
[14]. Vale a pena destacar que o fluxo gerado pelo campo tem a forma
de uma contracao na origem de Fg quando ¢ > 0.

e Os campos 71, ... Z,, sao uma base ortogonal de s, e os campos invari-
antes a direita gerados por elementos em s sao os campos standard do
espago simétrico K\ L (ver Maliavin e Maliavin [16]) (analogamente os
campos invariantes a esquerda sdo os campos standard de L/K'). As-
sim podemos afirmar que a equacdo diferencial estocastica (7.3) gera
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um processo que coincide com o processo definido no teorema 7.10.

Vale apena mencionar que este processo ¢ um movimento Browniano
(ver Ikeda-Watanabe [14]).

Podemos resumir o exposto até agora no seguinte

Teorema 7.11 Seja G um grupo de Lie, L um subgrupo de Lie semi-simples
com parte simétrica s e {Zy, ... Z.} uma base ortonormal se s em rela¢io com
a forma de Cartan-Killing e K' = exp(€ ) o compacto mazximal de L. Seja
Hy em G tal que a projecio do fluxo exp(tHy), t > 0 em K'\L ¢é da forma
gradF'. Entdo a unica medida p, invariante para o processo definido por
(7.2), e portanto v-invariante, tem derivada de Radom-Nycodin forma

dp ~ 2F
— =ce
dx

onde dx representa a medida volume definida pela métrica (proveniente da
forma de Cartan-Killing) em M ; e ¢ € tal que a medida seja de probabilidade.

Demonstraremos no capitulo 9 que o campo b é gradiente de uma funcao;
e assim aplicando este resultado conseguiremos a forma explicita da medida
v-invariante. Aplicaremos imediatamente todo o exposto no Capitulo 8.
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Capitulo 8

Exemplo da Construcao do
Campo

Neste capitulo continuaremos desenvolvendo o exemplo do Capitulo 6. Agora
estaremos interessados em achar uma forma explicita da medida v-invariante
na grasmanniana utilizando os resultados do capitulo 7. Por isso sera essen-
cial utilizar o fato de que o suporte da medida invariante procurada tem
uma estrutura de variedade Riemanniana como mostraremos mais adiante.
O contexto deste capitulo sera generalizado no Capitulo 9 mas vale a pena
previamente ter um exemplo intuitivo que facilitard a compreensao.

8.1 A métricaem OF

Hipétese 8.1 Fizaremos os valores a = b = 1 para facilitar as contas (ver
Defini¢cao 6.1.

Notagao 8.2 k =p e ¢ =n — k. Lembremos que s0 (p,q) a dlgebra de Lie
de SOo(p, q) que descompoem em

s0(p,q) =tDs
Notaremos
e L:=S0(p,q)
e S :=exps

93
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o K':=850(p) ®S0(q) =expt
e A medida invariante em Gry(p + q) serd denotada por p.

Entao é claro que L = K'S" e que L/K’ (o espago simétrico de L) é
isomorfo com S’.

Lembremos que o suporte de p é feO', e que OF é a dérbita de by pela
acao do grupo L (ver 6.13).

Vamos demonstrar agora que a isotropia de by é K’ .

Lema 8.3 Seja by a identidade em Gr,(p+ q). A isotropia de by pela ag¢do
do grupo SOq (p,q) € SO(p) x SO(q).

Demonstracao. Em Gr,(p+¢) a identidade é o subespaco de dimensao
p gerado pelos primeiros p vetores canonicos, i.e.,

b() = Ep = <€1,...,€p>
Assim se A é uma matriz inversivel que verifica AE, = E, entao pode ser

escrita em blocos
A= ( Ipxp  Tpxq )

com g e h inversiveis e r qualquer. Mas como A € SO (p,q) entao verifica
AT A = I, (ver férmula (6.1)). Assim

gT 0 1 0 g r -
p hT 0 —1 0 h )
ng gTr B 1 0
rg r'r—hTh )]\ 0 —1

Isso implica g € O (p) , p =0, h € O(q). Mas como A € SOq (p,q) conexo,
apenas posso considerar os A em

< SOO(p) SOO(q> )

Esta é uma condicao necessaria e facilmente notamos que ¢é suficiente. m
Estao agora podemos enunciar que

Corolério 8.4 Ot ~ L/K’
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Notacao 8.5 Notar que podemos identificar by = E, a classe da identidade
em Gr,(p+q) com by = K’ a classe da identidade em L/K'. Denotaremos
eles com diferentes simbolos para saber em que espaco estamos trabalhando.
Também, quando g € G age num elemento de x € L/K’ notaremos g-x para
distinguir da mesma ag¢do pensada em Gr,(p + q) que notamos apenas por

qgzx.

Disso podemos concluir que O possui uma métrica herdada de s : Em
L/K' existe uma métrica Riemanniana (-, -) invariante por L, isto é, os ele-
mentos de L agem por isometrias de (-, -) . Como a métrica (-, -) é invariante,
basta especificd-la na origem by = K’ € L/K’, o que é feito da seguinte forma:
o espago tangente Tj, (L/K’) se identifica com s e o valor de (-,-) em s é o
produto interno dado pela restricdo da forma de Cartan-Killing a s (como
[ = €& s ¢ uma decomposigao de Cartan, a restricao da forma de Cartan-
Killing a ¢ é negativa definida e a s, positiva definida).

Assim Ot = L/K' e estamos nas condigoes do teorema 7.11 do Capitulo
7. Apenas necessitamos demonstrar que a parte deterministica da equacao
diferencial produz um campo que é gradiente de uma funcao em relacao a
métrica de L/K'.

8.1.1 O abeliano maximal
Hipétese 8.6 Para simplificar os cdlculos vamos assumir que p < q.

A parte simétrica s pode ser escrita como

(32

Consideremos as matrizes p x ¢ da forma
aj -+ 0 0 - 0
B=1: D =(D:0)
0 -~ a 0 -~ 0

Nao ¢ dificil ver que o subconjunto a de s definida por

({3 1) -0}

¢ uma algebra abeliana maximal de s, isomorfo com o espaco das matrizes
diagonais p X p.
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Notacao 8.7 A:=expa
A aplicacao exponencial
exp:s5— S

é um difeomorfismo. Da mesma forma, é um difeomorfismo a aplicagao ex-
ponencial restrita
exp:a— A

E ja vimos que a aplicacao
7: 8" — L/K' definida por g — g - b;

¢ um difeomorfismo sobre todo L/K’. A restrigao dessa aplicacao a A C 5,
ie,

Al—>Ab1

tem que ser um isomorfismo sobre a imagem A - b;. Assim temos os isomor-
fismos

s S 5 L/K
a2 AL Ap

Resumindo, todas aplicagoes do digrama sao homeomorfismos e o diagrama
comuta

(s,0)
| exp
(8", A) . (8.1)
T J/ | 7
(S b1, A-by) . (S"by, Aby)

A restrigdo da métrica (-, -) a A-b; é facilmente reconhecivel: como exp :
a — A é um difeomorfismo, a — A — A - b; é um difeomorfismo. Usando
esse difeomorfismo, pode-se definir uma métrica Riemanniana em a. Como
A é um grupo abeliano (isomorfo a R"™) esse difeomorfismo leva a restrigao de
(+,+) a uma métrica em a invariante por translagoes. Isso significa que essa
restricao é nada mais nada menos que um multiplo da métrica euclidiana
definida pelo produto interno dado pela forma de Cartan-Killing.
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Exemplo 8.8 Parap =2 e q=2 temos que a estd formado pelas matrizes

0 0 = O
1000y
0y 00

A forma quadrdtica definida pela forma de Cartan-Killing para X,Y € a
verifica

Tr(ad(X)ad(Y)) = 2Tr(XY)

entao
Tr(ad {z,y}ad {z,y}) = 2Tr({z,y} {z,y}) =
22 0 0 0
O y2 O 0 i 2 2
el g o g2 o |[TEUATHY)
0 0 0 42

Notagao 8.9 FExiste uma constante de diferenca entre a métrica de Cartan-
Killing com a métrica euclidea x5 + x3 + --- + 22 onde x1, T, ...,7, Sdo
as coordenadas da parte abeliana na representacao matricial que usamos.
A partir de agora essa métrica serd mencionada como métrica de Cartan-
Killing.

8.1.2 A conjugacao

E importante destacar que todo elemento de s é conjugado a um elemento
de a por um elemento de K, isto é, dado X € s, existe u € K tal que
Ad (u) X € a. Isso vale também ao nivel do grupo: dado s € S existe u € K
tal que usu~! € A. Sabendo primeiro restringiremos nossa atencao ao fluxo
gerado em A - b;. Acharemos entao uma funcao f cujo gradiente coincida
com o campo gerado pelo fluxo em A - b; e estenderemos essa fungao por
conjugacao.

8.1.3 A Grassmanniana

Recapitulando: a érbita Ot = Lby = SOy (p, q) by é um aberto da Grassman-
niana Gr,(p + ¢q) e é dada, como espaco homogéneo, pelo espaco simétrico
L/K'. E claro que também Ot = 5" - by
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A sub variedade totalmente geodésica Aby é descrita da seguinte maneira:

seja
d:(ﬁOT g)ea

com = (D:0), D=diag{as,...,a,}.
Entao,
coshD senhD 0
exp H = senhD coshD 0
0 0 L(g-p)

Onde, por exemplo, cosh D deve entender como
Notacao 8.10

cosh D = diag{coshay, ..., cosha,}

analogamente tanh e senh.

Por outro lado
cosh D

(expH)by = | senhD
0

Mas dividindo a coluna i por cosha; temos que na Gr,(p + ¢) vale

cosh D 1
senhD | = | tanhD (8.2)
0 0

Portanto, Aby sado representados por matrizes (p+¢q) x p da seguinte
forma:

coshD senhD 0

D <(D90)T Ddo)‘ﬁ%’ senhD cosh D 0 (8.3)
' 0 0 )
/1
— | tanh D

0
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Notagao 8.11 As matrizes diagonais p X p e as matrizes diagonais p X p

com entradas entre (—1,1) serdo denotadas respectivamenteDyy, e Dz(,;};l).

Assim temos uma cadeia de difeomorfismos

—a— A — Aby — 'DI(,;;’I)

D

pXp
Esta composi¢ao serd denotada Tanh. Como vimos em (8.3) a forma é

D %" tanh D (8.4)

D — H — exp (H) — exp (H) by — tanhexp (H) by = tanh D

8.1.4 O fluxo em Ab

Demonstramos no Capitulo 6 que fluxo exp(Hyt) para t > 0 preserva S’by
pois S’by =~ O*. Veremos agora que também preserva a sub-variedade Aby.
Para isso vamos descrever explicitamente o fluxo aplicado a um elemento de

Aby. Lembremos que
[ al, O
= (95, )

Chamaremos Hj o elemento na algebra de Lie (os campos invariantes a direita
H
de G = Sl(n)) gerado pela matriz I;. E chamaremos Hy o campo induzido
por Hy em Gr, (p + q), i.e,
— d
Hy(x) = — (exptHy) z|—o
dt
O fato de que os elementos da forma exp (tHy), para t > 0, deixam O
invariante implica que o campo é completo em tempo positivo em OF. O
fluxo que Hy produz em G é dado por

eot 0
exp (tHo) = ( pxp —Bt ) .
0 egxq
Portanto, O fluxo de que Hy produz, aplicado num elemento (exp H) € A, é
dado por

e**cosh D  e*senhD 0
exp (tHy) (exp H) = [ e P'senhD e PlcoshD 0
0 0 ™)
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Portanto, exp (tHy) (exp H) by é equivalente a uma matriz da forma:

1
e~ B+t tanh D
0

Como a forma é a mesma que em (8.2) demonstramos que o fluxo é
preservado em Aby.

(_171)
Se queremos ver todo em D,

a(t) = e B+t tanh D

&(t) = Hi(a(t)) e a(0) = tanh D

com ﬁ ensado em p-Lb)
oP pXp

Notacao 8.12 ¢:= [+ «
Exemplo 8.13 Seja f = a =1/2. Parap =1 e q =1 vimos que OF é o

conjunto de retas em R? que passam pela origem com inclingao entre —m /4
em/4. E claro que quando aplicamos a matriz

10 e’z 0
expt 0 1 )= 0 et/2
2

todas essa retas (exceto a horizontal) se “movimentam” em direcao a reta
horizontal (o eizo das x’s)

FEsse € o fluzo gerado em OF = Aby.

Exemplo 8.14 Ainda para p =1 e q = 1 para ilustrar podemos tentar ver
como € o fluro em G = SI(2). Mediante uma projecio podemos eliminar
uma dimengdo e pensar que S1(2) e todo R*\{(0,0)} e que SOq(1,1) € o
subconjunto {(cosh(z),sinh(z)) : x € R}. E claro que entio a trajetéria que
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P P | .
gera o fluzo em um ponto (x,y) € (e2'w,e 2'y), que ndo convergem para
nenhum ponto em R2.

Como K' = {1} temos que Ot = SOy (1,1), mas a a¢do de Hy tem que ser
procurada em OF propriamente mediante a identificacdo; notemos que tra-
jetdrias nao estao incluidas dentro de SOq (1, 1) (de fato sao sempre transver-
sais).

O fluxo em a

Pelo difeomorfismo inverso a Tanh o fluxo «(t) determina um campo que
H
também notaremos por H( no espago Dy, (ou, o que é a mesma coisa, em

a ). O valor ﬁo (D) ¢é determinado da seguinte maneira: Seja D (t) a curva
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definida por

TanhD (t) = af(t)
D(O) = D

Entdo Ho (D) = D' (0). Mas

TanhD (t) = tanh D (t) = e “tanh D
D(t) = Tanh (e “tanh D) = tanh™'(e"“ tanh D)

assim
e~“tanh D = tanh D (t). (8.5)

Escreva D (t) = diag{D (t),..., D, ()}
Entéao, derivando (8.5) em relagao a t e avaliando em 0, obtém-se

D (0
—ctanhDi:# i=1,...,p.
cosh” D;
Portanto,
D; (0) = —csenh (D;) cosh (D;) .
Dai que

ﬁo (D) = —c diag{senh (D;) cosh (Dy),...,senh (D,) cosh (D,)}.

Em relacao ao produto interno canonico no espago Dy, (que é um multiplo

H
da forma de Cartan-Killing), H, é o campo gradiente de qualquer uma das
seguintes funcoes:

e —£ (senh® (D;) + -+ +senh® (D,)).

2
e —£(cosh®(Dy) + -+ + cosh? (D,)).
Definimos entao provisoriamente

F(D) = —g (senh? (Dy) + - - - + senh? (D,)) (8.6)
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Exemplo 8.15 Parap=1eq=1

SEHES

assim fica Dyy, = {d : d € R}. Assim, tomando c =1, f fica

f(d) = —%semh2 (d)

cujo grafico €

Como a = s nao € necessario extender a funcao. A forma da f mostra como
o fluxo gerado por seu gradiente converge a um ponto, exatamente o 0. Fato
que coincide com o visto no exemplo 8.13.

8.2 A funcao

Até agora conseguimos achar uma funcao cujo gradiente seja o campo gerado
por Hy apenas sobre a [respec. Abg]. Mas queremos achar uma a fungao com
essa propriedade em todo s [respec. S'by[. Para isso vamos utilizar o fato de
que dado um elemento Y € s [respec. y € S'by| sempre existe u € K’ tal que
Ad(u)Y € a [respec. uyu™" = uy € Ay,

A partir disso poderemos estender a aplicagao F em s que estenda f da
seguinte maneira:

paraY €s E(Y):= f(Ad(u)Y) onde Ad(v)Y € a (8.7)

Claro que primeiro devemos demonstrar que esta fungao estd bem definida,
ou seja, nao depende do u escolhido. Analogamente, a f achada em Aby se
estenderd a uma fungdo em toda S’by mediante a formula

A

E(y) := f(C,y) onde u verifica C,y € Ab.
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8.2.1 A funcgao estendida

Primeiro redefinamos a f e vejamos que esta defini¢ao coincide com a anterior
em da.

F(Y) = —gtr (senth(ad (X))?) para X € a (8.8)

(ad (X) é transformacao linear simétrica e, portanto, pode-se calcular o seu
senh).

Notemos que para X € a a férmula (8.8) coincide com (8.6) a menos
de uma constante. Para isso é suficiente notar que uma base adequada X
¢ diagonal e como a é abeliana maximal a representagao adjunta ad(X) é
diagonal também onde os autovalores de ad(X) sdo os mesmo que os de X
e que a multiplicidade de todos os autovalores de ad(X) é a mesma.

Invariancia pela adjunta

Definigao 8.16 Pelo feito em (8.7) definimos a funcao E em s como
E(Y):= —gtr (senh(ad (Ad(w)Y))?) para Y € s e com Ad(u)Y € a
Para ver que é independente de u notemos que
ad (Ad(u)Y) = (Ad(u)adY' Ad(u)™")

e que em geral (senh((KMK™1'))? = Ksenh(M)?K~!. E por tltimo que
tr(KMK™') = tr(M).
Assim podemos simplificar a definicao 8.16 afirmando que

E(Y) = —gtr (senh(ad (Y))?) paraY €s

Assim F verifica ser uma funcao cujo gradiente coincide com o campo in-
duzido por Hy em s. Analogamente

E(mexpY) = —gtr (senh(ad (y))?) paray=7mexpY € S'by

onde aqui log é a aplicagao que identifica que S’by com s.

Exemplo 8.17 Para p = 1,q = 2 e c =1 temos que s € formado pelas
matrizes do tipo

(x,2) =

w8 O
o O 8
O O W
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Fazendo toda a conta consequimos ver que

1 2 2 2 2
ﬂ@wﬂz——@2+(WFg+£ﬁ7ﬂ.

FE novamente podemos verificar que todos os fluzos convergem a um ponto.

Observagao 8.18 FEsta tltima observagao, que existe um atrator em LK’
que atraem todo o fluzo até ele, serd generalizada mas tarde no lema 9.16.

8.2.2 A invariancia em relagao a métrica

Estamos interessados que o campo gerado seja gradiente de uma funcao,
nesta sub-secao demonstraremos que

N —
VE, = Ho(y)
Lema 8.19 Se u € K’ entdo
u (exptHy) = (exptHy) u (8.9)

Demonstracao. Nao apresenta dificuldade olhando matrizes em blocos.
]

Notagao 8.20 C,z = uzu™?.
Disso sai que o campo é preservado pela adjunta, ou seja

Lema 8.21 - -
Ho(Cuy) = Ad(u)Holy) paray € S'by (8.10)
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Demonstracgao.

— d
Hy(Cuy) = 7 (exptHo) Cuyli=o

d
= EC“ (exp tHy) yli=o por (8.9)

d
= dCuE (exptHp) Y=o
H
= Ad(u)H(y)

[ ]
Agora notemos que esta propriedade junto com a fato de que Ad(u)
preserva a forma de Cartan-Killing garante o que estamos procurando

Lema 8.22 Seja M variedade Riemanniana, h : M — M um difeomor-
fismo tal que dh € isotropia para a métrica M. Entdo para dada uma f :
M — R, e tomando gradiente para a métrica de M

dh(V f2) = V(f o h™ra (8.11)

Demonstragao. Trivial usando a definicao que V f é o vetor que verifica
(Vfv)=df(v) m
Tomando v = u~!, h = C, temos dh = Ad(v) entao conseguimos
— — —
Ho(y) = Ho(Cor) = Ad(v)Ho(x) por (8.10)
= Ad(w)Vf, =dC,V [,
= V(foCyi1)e,s por (8.11)
= VE,
Proposicao 8.23 ﬁo(y) = VEy para todo y € S'by

8.2.3 A funcaoem K'\ L

Mas nés estamos interessados no processo estocastico gerado em L/K' senao
em K’\L. A forma mais simple de descrever este fluxo é a partir de dlgebra
de Lie s, para isso consideramos o diagrama comutativo de difeomorfismos

5 —1Id 5
—>
J/ TOeXp . J, T poexp
L/K’ A, K\L

onde
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Notagao 8.24 i(gK) := Kg ', mp ¢ a projecio de L em K'\L.

Seja v, o fluxo de difeomorfismos em S’by que via S’'by — S’ - by = L/ K’
(ver diagrama (8.1)) gera o fluxo a; que como vimos verifica

d —
—aoy = H
T 0
Subindo mais um pouco no digrama (8.1) temos um fluxo de difeomorfis-
mos que chamaremos 7, em s, que é o fluxo que chegou até s via as identi-
ficacoes
S by=L/K' — S —s

Aplicando mpo expo —Id obtemos o fluxo em K’\L que chamaremos f[,.
Como o diagrama comuta simplesmente posso obter o fluxo compondo 1, i.e.,

i(at) = 61&
Continuando p p
%i(at) = dz’(aat) = di(Hy) = di(VE)

mas nao ¢ dificil ver que 7 é isometria entre as respectivas métricas dos espacos
simétricos L/ K" e K'\L, de isso

pelo lema 8.22. Assim

Proposicao 8.25
A d
Foi)=—
V(EBei)= =,

Este fluxo 3, é o gerado pela parte deterministica da equacao diferencial
(7.1). E conseguimos escrever o campo que gera como um gradiente de uma
funcao. Assim estamos nas condigoes do teorema 7.11. E assim podemos
achar explicitamente a medida invariante para o processo.

Observacao 8.26 Nao € dificil ver que a fung¢ao correspondente em s € a
mesma. Para isso € suficiente notar que o fluzo € radial e que —Id deiza esse
fluzo invariante.
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Capitulo 9

Medidas invariantes em
Espacos Simétricos.

Neste Capitulo concentraremos nossa atencao nos grupos de Lie simples que
tem uma estrutura de espago simétrico afim regular ( ou do tipo hermitiano).
Se G é um grupo de Lie simples de centro finito e L ¢ um subgrupo, definire-
mos em 9.1 o par simétrico (G, L). Quando exista uma subdlgebra ¢ da
algebra de G especifica o par serd chamado de tipo hermitiano (ver Defini¢ao
9.3). Nesta sub-dlgebra ¢ tomaremos um elemento Hy que utilizaremos para a
parte deterministica da equacgao diferencial estocastica definida no Capitulo
7, equacao (7.2). Acrescentando algumas hipéGteses (ver [12]) os campos
da parte estocastica dessa equagao surgirao da parte simétrica de uma sub-
algebra de Lie de L. Com toda esta estrutura demonstraremos como estamos
nas condigoes do teorema 7.11. E assim teremos uma forma explicita de uma
medida invariante no flag correspondente ao tipo parabdlico. Na se¢ao 9.6
veremos como estas medidas podem ser levantadas ao flag maximal e aos
revestimentos deste.

9.1 Espaco Simétrico Afim Regular

Definicao 9.1 Seja G um grupo de Lie simples com dlgebra de Lie g e T :
G — G um automorfismo involutivo de ordem 2, i.e., 7> =1 e # 1. Seja

G ={z:7(x) =2}

o conjunto de pontos fizos de T. Chamaremos (G, 1) par simétrico. Chamare-
mos espago simétrico afim a todo subgrupo L que verifique Gj C L C G™.

109
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Notagao 9.2 Uma terna (G, L, T) como acima serd chamado simétrico também.

Claramente G7 é um subgrupo fechado e portanto um grupo de Lie, deno-
taremos sua algebra de Lie [. Notemos que todos os espagos simétricos afins
em relacao com 7 tem a mesma algebra de Lie. O automorfismo 7 define
no nivel da algebra um automorfismo dr que notaremos abusivamente por
T, que também é involutivo de ordem 2. Toda automorfismo desse tipo gera
uma decomposicao em dois autoespacos de autovalores 1 e —1. O autoespaco
de autovalor 1 coincide com [ . Chamaremos g(—1,7) o outro autoespago,
assim

g=Il®g(-1,1).

O par (g,[) (ou (g,7)) é chamado par simétrico também. No entanto esta-
mos interessados em pares simétricos de um tipo mais especifico, os pares
simétricos de tipo hermitiano ou reqular que explicaremos mais adiante.

9.1.1 A hipétese

Assumiremos como hipdtese que [ é semi-simples. Com esta hipdtese garan-
timos que a representacao adjunta de [ em g(—1,7) é irredutivel (ver Faraut
e Olafsson [8] teorema 2.2.).

9.1.2 As decomposicoes

A teoria dos espagos simétricos (ver por exemplo [17]) garante que existe
uma involugao de Cartan 6 : g — g que comuta com 7. Analogamente g
se decompbe em autoespagos £ = g(+1,0) e s = g(—1,60). Assim temos a
decomposicao de Cartan em parte antisimétrica e simétrica respectivamente

g=tds
Esta decomposicao induz em [ também uma descomposicao de Cartan
[=(Nngd(Ins) =D,

Por outro lado temos que

g(_lvT) = (g(_lvT) n E) D (g<_17 7-) ﬂﬁ) = 9(_177>k S g(_177>s
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E assim a algebra g se decompoe na soma direta
g= [k D [S D g(_lvT)k D g(_lvT)S

Como 7 e # sao automorfismos de ordem 2, valem os colchetes:

Lygcl

[[79(_177)] - g(—l,T),
d [g<_177—>79(_177)] C [7

(e, ¢ C ¢

[£,s] C s,

[s,s] C £

Em particular, o subespaco [* = [, & g(—1, 7)s é uma subdlgebra. Denote
por 3 (1) seu centralizador em g. Agora estamos en condi¢oes de definir um
par regqular

Definicao 9.3 O par simétrico (g,7) (ou (g,1)) € dito simétrico reqular (ou
de tipo hermitiano) se 3 (1°) N g(—1,7)s # {0}. Esta dlgebra serd denotada
por c. O espago homogéneo G/L é chamado espago simétrico afim reqular ou
hermitiano.

Quando o par é regular é possivel demonstrar que ¢ = 3 ([*) N g(—1,7)s
tem dimensao 1 (ver Hilgert e Neeeb [12] teorema V.1). Assim ¢ ¢é uma
subdlgebra abeliana contida em g(—1,7);. Seja ag_1), uma subalgebra
abeliana maximal de g(—1,7)s que contem ¢ . Considere a uma subalge-
bra abeliana maximal de s que contenha ag_;),. A partir de a , como ¢é
usual, geramos um conjunto de raizes II onde, se a é uma raiz g, é seu espago
associado.

E um resultado cldssico na literatura que para H € ¢ nao nulo, os auto-
valores de ad(H) sao 0, +a, —a. Normalizemos um Hj tal que os autovalores
ad(H) sejam 0, 1, e —1.
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9.1.3 A classificagao

Os espagos simétricos afins estao todos classificados. O fato de que 3 ([*) N
g(—1,7)s # {0} implica em particular que 3 (I*) N's # 0, que significa que o
par é do tipo Causal Nao Compacto (ver por exemplo Olafsson [19] teorema
2.2.). Como pode ser visto em Faraut e Olafsson [8] todas as sub-élgebras [
sao simples exceto no caso g =so(p+ 1,¢+ 1) e [ =s0(p,1) ®so(1,q). Em
todos os casos pode ser verificado que [, [] = [ fato que serd importante
mais adiante.

9.2 A equacao estocastica

Agora estamos em condicoes de apresentar exatamente a forma da equacao
diferencial estocastica que consideraremos sobre G-

dg = Hy (g) dt+zm:Zj (g) o dW; (9.1)

Por um lado Hj ¢ precisamente o elemento de ¢ normalizado tal que os
autovalores de ad(Hy) sejam 0, 1, e —1.
Por outro lado a dlgebra [ semi-simples possui a decomposicao de Cartan

(=1, DI

e a forma de Cartan-Killing é definida positiva em [, e definida negativa en
. Os Zj com j = 1...m serao tomados formando uma base ortogonal
(para a forma de Cartan-Killing) de [;. FEsta equagao estocdstica gerard
um semigrupo com suficientes simetrias para conseguir calcular as medidas
invariantes em relacao as medidas definidas no Capitulo 7.

A partir das informacoes que temos ja é possivel anunciar algumas car-
acteristicas do semigrupo que esta equagao gera, as quais serao provadas na
sequencia.

S contem G

Isso sai imediatamente do fato que a algebra de Lie gerada pelos campos
Zi,..., %y da parte estocastica é [, a dlgebra de Lie Gj. Para ver que
L(Zy,...,Zy) = [ primeiro notemos que [l ,[;] = [ como foi visto em
9.1.3.
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intS # ()

Para demonstra isso temos que provar que L(Hy, Z1,...,Zy) = @.
Lema 9.4 H, ¢ ;(I).

Demonstracao. Por absurdo suponhamos a hipétese falsa. Em particu-
lar Hy € 3([s). Pela construgao Hy € 3 (I*), em particular Hy € 3(g(—1,7)s).
Assim Hj € 3(s). Mas Hy € 5. Mas isso é impossivel pois se escolhemos uma
subdlgebra de Cartan a tal que Hy € a entao para toda raiz o da decom-
posicao induzida por a e todo V' € g(«) temos o(Ho)V = [Hy, V] = 0. Assim
a(Hy) = 0 para toda «, que implica Hy =0. =

Proposicao 9.5 L(Hy,ls) = g.
Demonstracao. Consideremos a decomposicao

g= [s b [k S g(_laT)

Como [ls, Is] = [ entdo ja temos que L(Hy, [s) gera como minimo [; @ [ = [.
Resta demonstrar que também gera g(—1,7). Para isso é suficiente demon-
strar que g(—1,7) C L(Hoy, ).

Como [l,g(—1,7)] C g(—1,7) podemos considerar a representagdo ad-
junta de ['em g(—1,7), ou seja, para cada [ € [, temos

ad(l) : g(—=1,7) — g(—1,7).

Notaremos ad([) o conjunto de todas estas tranformagoes. Notemos que por
definigdo Hy € g(—1,7), assim que tem sentido considerar ad(l)Hy. Como
vimos em 9.1.1 esta representagao e redutivel. Definimos

Vo= ad(l)"H,

n>0

V é todo g(—1,7). Se nao for assim V seria um espago invariante, pela
representagao, e assim V' é {0} ou g(—1, 7). Mas nao pode ser {0} pois nesse
caso ad(l)Hy = 0, ou seja Hy pertence ao centralizador de [, o que é absurdo
pelo lema 9.4. Portanto g(—1,7) C L(Hp,[) =
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9.3 O tipo parabdlico e os i.c.s para S

E de interesse geral e especifico conhecer o tipo parabdlico do semigrupo
S. O interesse especifico vem do fato que, como S é conexo, estamos nas
condicoes do teorema 5.25 que encontra o espago de Poisson a partir do tipo
parabdlico. O célculo dos i.c.s’s é de interesse também pois como ja vimos,
eles sao os suportes das medidas invariantes que queremos calcular.

Continuando calcularemos exatamente o tipo parabdlico e daremos uma
caracterizacao dos i.c.s.. Antecipemos que o tipo parabdlico de S é uma flag
minimal, ou seja, o tipo parabdlico © C ¥ é da forma © = ¥ — {a}, com
a € X

Este célculo estd feito em [28]. O principal interesse deste artigo ¢ demon-
strar que se um trio simétrico (G, L', T) verifica que existe um semigrupo
préprio S com interior nao vazio tal que L' C S, entéo o par simétrico (G, T)
tem que ser do tipo hermitiano. Depois da demonstracao de esse resultado,
[28], teorema 2.8 assumindo a partir desse momento todas as hipéteses ante-
riores e, por consequéncia, também assumindo que o par é regular; calcula o
tipo parabdlico no lema 2.9 e caracteriza o i.c.s no flag maximal como uma
6rbita aberta de L.

Primeiramente notemos que nosso caso se ajusta as hipdteses, nosso par
¢é regular por hipétese, S tem interior nao vazio como ja demonstramos e o
subgrupo L’ seréd precisamente G7J.

De fato, seja a™ C a uma camara de Weyl tal que Hy estd incluido no
fecho de a™. Denote por IT* o conjunto das rafzes positivas em relagao a a® e
por Y o conjunto das raizes simples correspondente. Entao podemos afirmar
que

Notagao 9.6 Denotaremos Gf, simplesmente por L.
Proposigao 9.7 © = {a € ¥ : a(Hy) = 0} € o tipo parabdlico de S. E se
Cg € 0 S-i.c.s no flag mazimal B entio C = fe(O) onde O € a drbita aberta

de L.

Demonstracao. Ver [28] lema 2.9 e teorema 2.10 m
Como corolario imediato podemos afirmar que

Corolario 9.8 O conjunto de controle invariante C' de qualquer flag B’
também € o fecho de uma orbita aberta pela acdo de L.
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Demonstracao. Sem perda de generalidade suponhamos que a identi-
dade dy de B estd no i.c.s Cg. Entdao O = Ldy. Seja 7 : B — B’. Por um
lado

C' = 7(Cp) = m(feO) C fer(0) = ferr(Ldy) = feLm(dy)

Por outro lado
Lr(dy) = 7(Ldy) C (C) = C’
pois L C S. Aplicando fecho
feLw(dy) = feC' = C".

E assim temos que
Ol = feLbo

com by = 7(dp) a identidade em B'. O fato de que Lw(dy) = wL(dy) é uma
orbita aberta sai de que 7 é aberta. m

Proposicao 9.9 O tipo parabdlico © de S é maximal.

Demonstracao. Ver [28] teorema 2.10. e Proposition 1.10. =

9.4 O Espaco Simétrico X = L/K’
Agora vamos demonstrar que se Bg € o tipo parabdlico de S e by a identidade
nesse espaco, entao a érbita Lby é homeomorfa com X, o espaco simétrico de

L. Para isso faz falta algumas defini¢oes e resultados

Definicao 9.10 Com as escolhas feitas acima

n= ) ga

a,a(Hp)=1
D D
a,a(Hp)=-1

Lema 9.11 1. g=n_ ®pe

2. dimn; = dim [,
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3. k. C po
Demonstracao.

1. Primeiro notemos que podemos decompor g em:

g:a@Zga@ Z 9o O,

a€llt a€ll~,a(Ho)=0
(&
ad § Ga =P
a€ellt

a algebra parabdlica minimal. Por outro lado

Z o =1 (@)

o€l ,a(Ho)=0

2. Ver Olafsson [20].

3. Notemos que

g=ad Z ga@nj@nc_
a,a(Hp)=0

Assim é claro que 3(Hy) = a® Y-, (15)=0 8o Também 1* C 3(H,) pois
Ho C 3(1"). Mas [ C 1% Assim [ C a&® Y, ,m)=009a C Po. Esta
ultima inclusao surge de Za(HO):o go Cn (©)eacChp.

Lema 9.12 Seja Bg o tipo parabdlico e by a identidade nesse espaco. Seja
K’ :=exp(ly). Entdo a orbita Lby em Bg € homeomorfa com

X :=L/K',
0 espaco simétrico de L.
Demonstragao. Naturalmente
Lby =~ L/ Ly, (9.2)
onde Ly, = {g € L : gby = by}. Por isso queremos demonstrar que

Ly, = K’



9.4. O ESPACO SIMETRICO X = L/K’ 117

Como [ C pe entdao K’ C Po, e como K’ C L entao
K' C PoNL =Ly,
Suponhamos que a outra inclusao nao se verifica, ou seja
K' € Ly,

Entao
dim [k < dlmT Lbo

Mas da equacao (9.2) temos que

dimT Lbo = dlmT L — dlmT Lbo
dimT Lbo = — dlIIlT Lbo + dlmT L

e assim teriamos que
dim [, + dimy Lby < dimy L (9.3)
Mas Lb, é o6rbita aberta em em Bg, entao, como g =n_ @ pe
dimy Lby = dimy Bg = dimn_

e pelo lema 9.11
dimT Lbo = dim [S

Juntando isso com a equagao (9.3) temos que
dim(;, + dim [, < dimp L = dim [

o que é claramente absurdo pois [, &, =1[. =
Juntando isso com o Corolério 9.8 temos que

Proposicao 9.13 Com as notagoes anteriores
Co ~ feX
O importante ¢é ressaltar que

e (o é o suporte da unica medida invariante em Bg (a unicidade esta
demonstrada em Guivarc’h e Raugi [10])
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e Como Cg = feLby e Lby ~ X entao podemos identificar Cg ~ feX.

e X possui uma estrutura de métrica Riemanniana, que provem do pro-
duto (,) de Cartan-Killing de [ = [ & [;. Em [ é definida positiva e
assim é herdada para L/K’' = X e também para feX.

e FEssa métrica Riemanniana criard o contexto adequado para achar uma
forma explicita da medida invariante tal como é feito em Ikeda-Watanabe
[14].

9.5 O Gradiente

Estamos interessados em caracterizar o fluxo positivo que gera acao de Hy
em Bg no conjunto de controle invariante Cg. Especificamente queremos
demonstrar que o campo gerado pelo fluxo é gradiente de uma funcao f que
exibiremos mais adiante (o gradiente tomado em rela¢do a métrica em Cg
induzida pelo espago simétrico X), ou seja

d
% exp(Hot)bo = gradexp(Hot)bof

Para conseguir isso primeiro vamos demonstrar a equaga para alguns elemen-
tos de Cg = feLby, especificamente os elementos exp(a;)by, onde a; é uma
subdlgebra de [;. Depois é possivel generalizar o resultado a partir do fato
que todo elemento em [ é conjugado de algum elemento de a;.

9.5.1 Mais sobre o espaco simétrico

A orbita Lby é analisada via uma boa escolha de uma subdlgebra abeliana
maximal na parte simétrica de [, isto é, em [,. Existe um conjunto de raizes
{aq,...,a,} de (g,a) com as seguintes propriedades (veja Olafsson [19]):

1. Os espagos de raizes g,, C n}. Isso implica que g_,, C n;.

2. As raizes sao ortogonais entre si. Isso implica que os espacos de raizes
comutam, isto é, [g+ia,,8+a,] = 0 se i # j. (Note que, de qualquer
maneira, [ga,, ga,] = 0, pois n} é algebra abeliana.)

3. Existem X; € g,, ¢ Y; € g_,, tal que {Y;, H,,, X;} gera uma &lgebra
isomorfa a sl (2, R), onde H,, é definido por ({a;, ;)/2) a; (+) = (Ha,, *)-
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4. Os elementos X, Y; do item anterior podem ser escolhidos de tal forma
que
[HamXi] = 2Xl [Ham }/:L] = _2}/1 [Xla }/z] = Hai

eXZ"i‘Y;E[S.

5. O subespago a; gerado por {X; + Yi,..., X, + Y.} é uma subdlgebra
abeliana maximal em [;.

Denote por g («;) a dlgebra isomorfa a sl (2, R) gerada por {Y;, H,,, X;} e
por S; = X;+Y; € a;. Entao, [g(«;),g(a;)] = 0 e, em particular, [S;,5;] =0
se i j.

Seja G (o) o subgrupo de Lie conexo cuja dlgebra de Lie é g (o). Esse
subgrupo é localmente isomorfo a SI(2,R). Segundo [19], pagina 258, linha
-5, G (o) ¢ isomorfo a S1(2,R) ou PSI(2,R) = SI(2,R) /{£1}. Contas em
S1(2,R) mostram que

exptS; = exp ((tanht) ;) (modPg) (9.4)
ver Olafsson [19], teorema .2.4. Mais geralmente podemos afirmar que
Corolario 9.14 Com a anotacdao acima, se by € a identidade em Pg
exp (2151 + - -+ + x,.5,) by = exp (A (1, ...,2,)) by (9.5)
onde A(xy,...,x,) =tanhx;Y; + -+ + tanhz,Y,

Demonstracao. Como os G (o) sdo todos ortogonais, [S;, S;] = 0 (para
i # j) temos que

exp (x151 + -+ + x,.S,) = expx1 51 - - - exp x-S,
Assim, usando a fémula (9.4) repetidas vezes e multiplicando tudo
exp 151 -+ - exp xS, = exp (tanhz1) Y] - - -exp (tanh z,) Y, (modPg)
e novamente, como G («;) sao todos ortogonais [Y;,Y;] = 0 (para i # j)

exp (tanh ;) Y7 - - - exp (tanh z,) Y,
= exp[(tanh 1) Y] + - - - + (tanh z,) Y} ]
=expA(z1,...,2,)
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Juntando tudo
exp (x1S1 + - -+ x,.5,) = exp A (21, ...,2,) (modPg)
em particular
exp (x1S1 + -+ -+ x,.5,) by = exp A (1, ..., x,.) by,
]
Notacao 9.15 N, :=expn,

Notemos que como q;, a subalgebra abeliana maximal de [,, é gerada por
{S1,...,S,} entdo exp (151 + - -+ + x,.S;) by sao elementos de Lby.

E como tanh z1Y; +- - -+tanh z,Y, € n_, entdo a férmula (9.5) nos fornece
os elementos de exp(a;)by da érbita Lby como elementos de N b.

9.5.2 O fluxo

Imitaremos agora o feito no capitulo 8 no ponto 8.1.4. Como g = n_ & pe,
todo elemento em Bg pode ser escrito como (exp Z) by com Z € n entao, o
fluxo positivo gerado por Hy é

{(exptHy) (exp Z) by : t > 0}
Lema 9.16 Seja Z € n_ e by a identidade em Bg entao
(exptHy) (exp Z) by = exp(e " Z)bg
Demonstragao. Como by é ponto fixo para exp Hy temos que
(exptHy) (exp Z) by = (exptHy) (exp Z) (exp —tHy) by
Notemos que

(exptHy) (exp Z) (exp —tHy) = exp(Ad(exp(tHy))Z)
— exp (tHo) 7
Mas, como Z é um autovetor da trasformagao ad(Hy) com autovalor —1 (
pois Z € n_) entao
6ad(tH())Z _ 6—1tZ
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E assim

exp et 7 — expetZ

Juntando tudo temos que
(exptHy) (exp Z) by = exp(e " Z)by
[ ]

Observacao 9.17 Esta ¢ uma descri¢cao do fluxo: mostra como, para tempo
positivo de t, o fluxo contrai tudo para by.

Mas estamos interessados num aspecto mais técnico do lema: Se escreve-
mos um elemento de Bg essencialmente como a exponencial de um elemento
de Z € n_, ou seja, (exp Z) by entdo quando aplicamos exp(tHy) nesse ele-

c?

mento, o resultado pode ser escrito como a exponencial de um multiplo do
Z original. Faremos uso disso no seguinte

Lema 9.18 Com as notagoes anteriores, para t > 0
exp (tHy) exp (2151 + - -+ + 2,.5,) bg = exp (71(¢)S1 + - - - + 7.(¢)S,) bo

onde
7:(t) = tanh™! (e~ tanh(z;))

Demonstracao. Pelo corolério 9.14
exp <Z xiSi> by = exp (Z tanh(wi)Y;> by
logo
(exptHy) exp <Z xiSZ) by = (exptHy) exp (Z tanh(xi)Yi> bo
e, como Y tanh(z;)Y; € n. pelo lema 9.16

(exptHy) exp (Z tanh(a:i)Y;) by = exp <e’t Ztanh(xﬁ%) b
= exp <Z e’ tanh(a:i)Y;> bo
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Como t > 0, entdao |e *tanh(x;)| < 1, e como a tanh é bijetora sobre o
intervalo (—1, 1), é possivel utilizar o 9.14 no outro sentido:

exp (Z e’ tanh(:z:i)Y,) by = exp (Z tanh_l(e_ttanh(xi))3i> bo

|
Para cada t temos um fluxo de difeomorfismos em Lby:

(exp Z) by — (exptHy) (exp Z) by = exp(e*Z)by

Como corolério do 9.18 conseguimos demonstrar que esses difeomorfismos
aplicados em exp(a;)by ndo sai de esse conjunto pois

exp (Z x,-Si> by — exp (tHyp) exp (Z :v,-Si> by = exp <Z Ti(t)SZ) b

ea = <{Sl, .. .,ST}>
Notemos que uma r-upla (z1,...x,) sdo as coordenadas de um elemento
em exp(a;)by via a aplicacao

(x1,...2.) — exp (2151 + - - + x,.5,) by
Entao para cada t, a funcao
(1, ...xp) — (T1(t), ..., 7,(1))

¢ uma funcao em coordenadas.
ﬁ
Notacao 9.19 Denote por Hy o campo induzido por Hy no flag Be

Derivando em relaciio de ¢, em ¢ = 0 tenho as coordenadas de H, em
(7—1(0)7 s 57—7«<0) = (.1'1, R ajr),

e " tanh(z;)
1 — e~2t tanh®(z;)

Ti(t) = —

entao
tanh(x;)

/
7(0) = — L)
(0 1 — tanh?(z;)
Ou seja o campo, em coordenadas, no ponto exp (xS + -+ + 2,.5,) by é
exatamente

= —senh (z;) cosh (z;)

ﬁo((xl, ...x;)) = (—senh (z1) cosh (z1), ..., —senh (x,) cosh (z,))
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Mas se identificamos o plano tangente com a;, entao podemos escrever

—

Ho((xq,...2,)) = —senh (z1) cosh (x1) Sy + - - - + —senh (z,) cosh (z,) S,

Recordemos que em a; a forma de Cartan Killing é definida positiva, tomando
os S; de tal forma que sejam ortonormais em relagao a forma de Cartan
Killing, i.e., (S;, S;) = 0,5, entdo podemos trabalhar em coordenadas como se
estivéssemos em R". Assim, em coordenadas, o campo é gradiente da fungao

— (senh? (z1) + - - + senh?® (z,))

E esta funcao pode ser escrita explicitamente para qualquer S = 2157+ -+
.S, € a; como

—(sh (S5),sh(5))

onde
sh () = senh (z1) Sy + - -+ +senh (z,) S,

Analogamente ao feito no Capitulo 8, secao 8.2 podemos estender esta funcao
a um a funcdo em todo s. Porém, para X,Y € g, (X,Y) = tr (ad (X)ad (Y))
e como S é auto-adjunto, existe senh (ad (S)). Segue que a restri¢ao de ﬁo
a orbita Lby é dada por

ﬁg = gradf

onde f(expS) = tr(senh’ (ad (5))). O gradiente é tomado em relacdo a
métrica de espaco simétrico em Lby, ja que é essa métrica que é invariante
por L.

9.6 Levantando medidas invariantes

Como ja mencionamos queremos exibir as medidas invariantes nos espagos
homogéneos trabalhados: Os flags e os recobrimentos do flag maximal. O
que conseguimos de fato é achar a medida invariante num flag minimal, o
problema reside agora em conseguir achar as medidas invariantes nos outros
espacos. Para isso procederemos da seguinte forma, primeiro levantaremos
essa medida até uma medida no flag maximal, e depois essa outra serd lev-
antada até o recobrimento maximal. Todas as demais se podem achar por
projecoes.
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9.6.1 Levantamento ao flag maximal

Este levantamento podera ser feito facilmente no caso de (G, L) o par simétrico.
A idéia é a seguinte: o i.c.s Cg no flag minimal Bg e o fecho da érbita aberta
Lby. Como tomar ou nao tomar ou fecho nao acrescenta nada na medida tra-
balharemos apenas com Lby. A isotropia de by ¢ K’ um subgrupo compacto
maximal. Assim identificamos Cg com L/K’. Por outro lado o i.c.s C' no
flag maximal B também é Ldy(com dj a identidade B) mas a isotropia Isog,é
um pouco mas dificil de identificar. Naturalmente Iso,, C K'. Definimos

L : =L/Isog
K' : = K'/Isog
Pelo isomorfismo L1
S0y, =, =
L/K' = 1t —2 =L/K'
/ K/Iso0q4, /

Observagao 9.20 Podemos trabalhar supondo que Isoq, = {1}. Desta forma
podemos pensar sempre C' como L e Co como L/K’.

Exemplo 9.21 Por ezemplo, no caso do par simétrico (Sl(n), SOj(k,n—k))

temos que
Iso4, = ( Aixi 0 )
- /
’ 0 A(n—k)x(n—k)

com A e A" matrizes da forma diag(%1,...,£1,) com quantidade par de —1.
A medida em L/K’ é da forma

onde 1/ é a medida volume gerada pela métrica de L /K’ como espago simétrico.
Queremos uma medida em L também invariante em relacao ao processo. Essa
medida claramente terd que projetar em e~/ ®)dy/ (x) pois medidas invariantes
projetam em medidas invariantes. Nosso candidato para essa medida é

e 7 ag(.)

onde 7 : L — L/K' é a projegao canonica e  é a medida invariante a
direita em L que projeta em u'. E facil ver que e 7"))d3(-) projeta em
e~ f0dy/(-) via m. Mas o importante é ver que ela é invariante. Para isso é
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suficiente demonstrar que a imagem de toda funcao continua Aem L via o
operador (e~ /("())dp3(.)) é uma funcdo v-harmonica. Para isso vamos con-
struir uma funcao continua Bem L /K’ tal que a imagem dela via o operador
i(e=f0du' (1)) é a mesma. Como e~f0)dy/(+) é invariante i(e=Odu/(-))A é v-
harmonica. Definimos

B(z) = /l/l(hmk)dk

onde dk é a medida de Haar em K’ e h, é qualquer elemento de L tal que
m(h,) = x. Esta integral estd bem definida pois dk é bi-invariante, assim se
hl, = h,k" entao

/ AlgLk)dk = / Ag,K'k)dk = / A(g,k)dk
K/ K/ K/

Definimos

vejamos que as duas sao iguais

Blo) = [ Bl (9.6)
= /L . ( / / fl(hgxk)dk> e @dy (z)

Alg) = / Alga)e™ ™ dp(a)

usando a férmula para decomposigao de medidas (ver por exemplo Helgason
[11], Ch.1,81, Th. 1.9)

/A(ga)e_f(“(a))dﬁ(a) :/ (/ fl(ghxk)e_f(”(hf”k))dk) dy'(x)
L L/K’ ’
onde h, é qualquer elemento na fibra de z.

- /L » ( /K | fl(hgxk)ef(x)dk> dyl' (z) (9.7)

Notemos que as férmulas (9.6) e (9.7) sao iguais.
Resumindo temos o seguinte

Por outro lado
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Lema 9.22 Seja 8 a medida em L invariante a direita e seja f a fungao
cujo gradiente coincide com o fluro gerado por Hy em L/K'. Entdo

eSO ap(.)
¢ a medida invariante no flag maximal para o processo gerado pela equagao
(9.1).
9.6.2 O levantamento ao recobrimento maximal

Para levantar uma medida v-invariante desde o flag maximal até qualquer de
seus recobrimentos nao precisamos de nenhuma estrutura adicional, apenas
é suficiente utilizar a medida definida no lema 4.19.



Capitulo 10

Expoentes de Liapunov

Como aplicacao do exposto no Capitulo 9 faremos o cédlculo dos expoentes
de Liapunov para uma equacao diferencial estocistica em R? gerado pela
equacao em G definida no Capitulo 7. Para realizar esse calculo é necessario
conhecer a forma explicita da medida invariante no flag maximal de G que
ja temos calculado.

10.1 Expoentes de Liapunov

Como sempre, G é um grupo de Lie simples e (G, L) é um par simétrico
de tipo hermitiano. Hy e Zy,...,Z4 sao os campos definidos no Capitulo
9. Uma representagao p : G — Gl(d,R) de G em R? também induz uma
representacao em g que chamaremos também p. Ou seja, campos de vetores
invariante & direita de G sdo mapeados em campos de vetores em R? . Dessa
forma a equagao diferencial estocéstica em G

dg = Ho (9)dt + Y _ Z; (g) o dW. (10.1)
j=1
induz uma equacao diferencial estocéstica em RY dada por
dx = p(Hop)xdt + Z p(Z;j)x o dW;. (10.2)
j=1

A relacao entre estas duas equacgoes é que uma solucao da segunda que passa
por um zy € R? é da forma

Ty = P(gt)%

127
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onde g; é uma solucao da primeira equagao que passa pela identidade de G.
Vamos assumir que p ¢ uma representacao fiel.

Estamos interessados em calcular os expoentes de Liapunov de (10.2)
utilizando a o teorema 5.2 em Ruffino e San Martin [22] que transcrevemos
a seguir:

Teorema 10.1 Assuma que (10.1) verifica a propriedade de acessibilidade.
Considere a equagao diferencial (10.2) induzida por p. Entao os expoentes
de Liapunov de (10.2) sao as entradas de

([ awavn). (10.3)

que $ao A (f Q(b)dV(b)) com X\ percorrendo 0s pesos da representacdo. E
onde V' € a unica medida de probabilidade invariante em B, e () €

Q) = qu, + Zrzi(b)

G, (b) = pro(Ad((u)Ho) (10.4)

r7,(b) = pr, [Ad(u‘l)Zi, prE(Ad(u_l)Zi)} (10.5)

comb=uby eu € K, a parte compacta da decomposicio de Twasawa de G;
a € a dlgebra abeliana maximal em s, a parte simétrica de | (a dlgebra de
L); € a dlgebra de Lei de K'. Também pr, e pr, sdo as projecoes sobre a e ¢
respectivamente.

A condicao de acessibilidade significa que a algebra de Lie gerada pelos
campos Hy, 71, ..., Z; seja toda g como de fato acontece.

Notemos que em (10.3) a integral ¢ tomada sobre o flag maximal em
relacao a unica medida V' invariante que, como sabemos tem suporte no i.c.s.
Cp. Como ja vimos em 9.20 podemos identificar Cy com L.

Assim podemos pensar a integral (10.3) como uma integral em L. Como
também foi mostrado no Capitulo 9, lema 9.22, conhecemos a forma de V
pensada como medida em L. Se identificamos Ceg, 0 i.c.s em Bg, como L/K’
entao essa medida é exatamente

e~ BT gg(.)
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onde F ¢é a funcao cujo gradiente é o campo induzido pela parte deterministica
da equagao, m : L — L/K’' é a projegao canonica e [ é a unica medida
invariante a direita em L. Analogamente, se identificam os Cg com K'\L
entao a medida é

e PO g3 () (10.6)

onde F' é a funcao cujo gradiente é o campo induzido pela parte deterministica
da equagdo, mp : L — K’\ L a projecao canonica e B ¢ a medida invariante
a esquerda em L.

Notemos que como L é semi-simples é também unimodular (ver Helgason
[11], proposigdo 1.6) e assim as medidas invariantes a direita 3 e a esquerda
@ coincidem

B=p (10.7)

e é chamada medida de Haar.
Vamos agora a partir da medida (10.6) determinar a integral (10.3).

10.1.1 O calculo

Entao, primeiro restringimos nossa integral
Jew avw = [aw) ave) = [ Qi aviuay  (os)
B Cg Cp

com u € K. Esta ultima igualdade é possivel pois K é transitivo em B (ver
San Martin e Tonelli [24]). Mas fe(L) ~ Cp. Assim pretendemos converter
esta integral numa integral em L.

Para fazer essa mudanca na férmulas explicitas (10.4) e (10.5) temos que,
dado g € L achar o elemento v € K tal que gdy = udy. Chamaremos esse
elemento g* que pode ser achado por ortogonalizacao

g=gtanc K AN

/ Q(g~) dV'(g

onde V' é a mesma medida V pensada em L. Antes de continuar é conve-
niente fixar algumas notagoes:

assim (10.8) fica



130 CAPITULO 10. EXPOENTES DE LIAPUNOV

i:L/K' — K'\L definida por K’ —— K'z~!
e j a inversa de 7
1

e i; : L — L definida por x —— z~

e Se # é uma medida entao

I'f é a medida definida por
ro(f) = [ @) do(a)

e [ sera a medida de Haar em L.

e 17 serd a medida invariante a direita em K'\L (induzida pela métrica)
e 1/ serd a medida invariante a esquerda em L/K' (induzida pela métrica)
e 7 serd a medida invariante pelo processo em K'\L

e dk serd a medida invariante a esquerda em K’ (Haar)

e 7: L — L/K'a projecao canonica.

e 7mp: L — K'\L a outra projegao canonica.

o 7: L — K'\Lquex+— K'z™!

e Se 0 é uma medida em L/K’ (respec. em K'\L) (respec. em L), 0 seréd
a medida 7,0 (respec. i,0) (respec. ir.0).

E facil ver que se 6 é medida invariante a esquerda (respec. direita) em
L, entao 6 é invariante a direita (respec. esquerda).
Também 7,06 = ' e

T =1 (10.9)

Também n' = ' e ' =1/
Agora enunciaremos alguma férmulas triviais que serdo de utilidade
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Quatro formulas ttieis
Sejam m: A — B,el': B— R, e f uma medida em A, entao

T[T om(-)) ) =T ()70 (10.10)

Sejam 0 : A — B inversivel, e A : A — R, e § uma medida em A,
entao

AC) O =A(H0 (10.11)

Como L é unimodular e entao vale (ver Helgason [11] teorema 1.9.):

[wiw ase - [ . ([ i) ar) au'e) (1012)

onde T ¢é qualquer elemento em L que projete em x, pela invariancia de dk
esta definicdo nao tem problema. Sera esta a féormula que nos permitird
converter a integral em L C B em uma integral em L/K’ C Bg.

A conta

Agora vamos calcular

/ Q(g™) dV'(g)

L

neste contexto

V() = e FOgg()
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/L Qg)dV'(g)
— /Q Ld 6—F<m<~>)3) (g)
= [ gy

- / Qg")e "D dB(g) por (10.7)
= /Q “1h)e=Fml™) q5(g) por (10.11)

“ e

: / oot
(
(

Assim

<©

—F(ﬂ'D([wk} )dk) d,u/(:p) por (10.12)

- e~ Flrp(k~tz 1))dk) d (z)

~

~

Q((z
= //K /KQ e~ Flrp@™ dk) dy/ ()
Q((z

- / / ) e—F(wD(:Tl))dM'(x)
/K" \JK’

mas notemos que,

QUEk) 1) = Q((gh) ™) = Q(k g7 = Q7 g™'H)  (10.13)
(por simplicidade trocamos = por g). Por outro lado
Ad((k7Mg™1H) ™ Hy = Ad([g~']" k) Ho
= Ad(([g7']")"HAd(k) Ho
mas, como k € K’ entao
Ad(k)Hy = Hy (10.14)
assim , o termo de ) definido na férmula (10.4) fica
qr,(b) = pro(Ad((u)Ho)
gk—lL)HO)
k'[9~ ") Ho) por (10.13)
]5)"Y) Hy por (10.14)

>
(o
»—IAQ/\
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e assim conseguimos eliminar k.

Por outro lado, novamente usando a fémula (10.13)

rz, (k7 g ™)

s 1[M]s

= Zpru [Ad((k g™ 17) ™) Zi, pre(Ad((K g1 17) 1) Z0)]

= D i [Ad(([g7'TH)T)AK) Zi, pre (Ad(([g']H) D AA(K) Z;)]

i=1

rv.(lg7')

M-

=1

onde Y; = Ad(k)Z;. Como k € K’ {Ad(k)Z; : i = 1,...m} serd uma base
ortogonal de s como {Z; : i = 1,...m}. Mas em [22] estd demonstrado que
a integral

independe da base {Z; : i = 1,...m} ortonormal utilizada. Assim também
eliminamos o k da outra parte da integral [ Q(b)dV (b).

Assim conseguimos eliminar k& do outro termo de ). E assim podemos
afirmar que

Q(gk) 1) = Qlg)

onde

Q(g) = pra(Ad((g~"" ") Ho) + pry [Ad(g™ ) Z, pre(Ad(g 1) Z))]
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Voltando para o célculo de [, Q(g™)dV'(g).

/ ( Q((zk)) dk) P06 (0
L/K" \JK'
— / < Q(%) dk> e PN g ()

L/K' \JK'

1

—
= Q(:E) (/ dk>6_F(7TD(x1))dlu,<w)
L/K' ’

= Q(x)e " Ny (x)
L/K’

Ainda mais, considerando o diagrama comutativo

L = L
Tl < I 7p
i
L/K' =2 K\L
i
N E 1V
R

notamos que

assim podemos escrever simplesmente

Q@)e " Ddy (@) = | Qa)e P dy (v)
L/K’ L/K’

A decomposicao polar

Agora temos que integrar a funcao que ficou dentro de L/K’. Para isso
usamos uma férmula de decomposicao polar que podemos achar em Helgason

[11], Ch.I §5 Th. 5.8. (pég 186)
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/f dyl (x / /f (ka - 0) 5(a) da | dky (10.15)

L/K’ K'/M \A+

onde

0 é a origem {K'} em L/K’,

M e A, AT correspondem com a decomposicao de Iwasawa de L.

e ¢ é uma constante conveniente.

d(exp H) = [] (sinh(a(H))™

aeXt

dky é a medida K’ invariante sobre K'/M

da ¢é a medida euclidea em AT

dx é a medida volume que proven da métrica Riemanniana induzida
pela forma de Carta-Killing

En nosso caso a funcao f para integrar é

Q(z)e™")

Notemos que na integral (10.15) k é um representante de uma classe em
K'/M mas como M ¢ o centralizador de A em K’ temos que kMa -0 =
kaM -0 = ka - o.

E(

Invariancia de e #®) pela adjunta Notemos que a funcio

H : L/K'—R

H(m . 0) — e—c/?Tr(senhQ(ad log(z-0)))

¢ invariante tabém pela acao a direita de K. Seja k € K’ entdao H(k x - 0)
pode ser calculado assim H(kzk™'). Assim segue que

log(kxk™') = Ad(k) log()
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Mas como foi feito em 8.16
Tr (senh(ad (Ad(k) log(a:)))Q) = Tr (senh(ad (10g(:17)))2)

Assim a integral

/ /@(lm -0)e Bk 5(a) da | dkyy

KM \A+
= / /@(ka 0)e B0 §(a) da | dky
KM \A+

Invertendo a ordem das integrais temos

/ / Q(ka - 0) dky | e P §(a)da

A+ \K/M
Ainda fica aberta a possibilidade de simplificar mais ainda a integral
/ Q(ka - 0) dky
K'/M

usando o teorema Helgason [11], Th 10.12 ch IV § 10 .
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