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5.1 Mais sobre medidas invariantes e ergódicas . . . . . . . . . . . 45
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RESUMO

Seja G um grupo de Lie semi-simples não compacto com centro finito e ν
uma medida sobre G tal que o semigrupo S gerado pelo seu suporte tenha
interior não vazio. Seja Pν o espaço de Poisson-Furstenberg para a medida ν,
ou seja, onde existe uma correspondência um a um entre as funções cont́ınuas
limitadas em Pν e as funções ν-harmônicas em G (fórmula de Poisson). Seja
KAN a decomposição de Iwasawa de G e M o centralizador de A em K.
Assim P = MAN é subgrupo parabólico maximal. É sabido que Pν pode ser
escrito como G/MνAN onde Mν é um subgrupo de M , que contém sua com-
ponente conexa. Neste trabalho Mν é determinado a partir do tipo parabólico
de S. Também é estabecida uma relação entre os conjuntos de controle in-
variante para S é os suportes das medidas ν-invariantes (ν ∗ η = η).

Por outro lado, a fórmula de Poisson é constrúıda a partir de uma medida
ν-invariante µ em Pν , que em geral é dif́ıcil de encontrar explicitamente pois
envolve a solução expĺıcita de uma equação diferencial de segunda ordem.
No caso particular de G simples, com um subgrupo L semi-simples tal que
(G,L) forma um par simétrico afim hermitiano e ν é uma medida gerada
a partir de uma equação diferencial estocástica gerada a partir de campos
espećıficos provenientes da estrutura do par simétrico, conseguimos dar uma
forma expĺıcita para essa medida µ. São mostrados exemplos detalhados
quando G = Sl(n), L = SO(p, q) e a equação tem um parte determińıstica
dada por um campo espećıfico e a parte estocástica é formada por uma base
ortogonal de campos da parte simétrica da álgebra de Lie de L.
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ABSTRACT

Let G be a non-compact semisimple Lie group with finite centre and ν a
measure on G such that the semigroup S generated by its support has non-
empty interior. Let Pν be the Poisson-Furstenberg space associated to the
measure ν, i.e., such that there exists a one to one correspondence between
bounded ν-harmonic functions on G and continuous functions in Pν (Poisson
formula). Let KAN be the Iwasawa decomposition of G and M the central-
izer of A in K. Thus P = MAN is the parabolic maximal sub-group. It is
known that Pν can be written as G/MνAN where Mν is a sub-group of M ,
which contains the connected component of the identity. In this work Mν is
determined from the parabolic type of S. We also show that there exists a
one to one correspondence between the invariant control sets of S and the
supports of ν-invariant (ν ∗ η = η) ergodic measures in Pν .

The Poisson formula is built with a ν-invariant measure in Pν denoted by
µ. It is difficult show a explicit expression because it involves the explicit so-
lution of a second order differential equation. When G is simple and includes
a sub-group L semisimple such that (G,L) is a Hermitian affine symmetric
pair and ν is a measure generated from a differential stochastic equation, we
obtain the explicit form of a specific invariant measure. We show examples
when G = Sl(n) and L = SO(p, q).
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Caṕıtulo 1

Introdução

Neste trabalho são estudados processos estocásticos em grupos de Lie e seus
espaços homogêneos. As questões principais são tratadas em grupos de Lie
semi-simples e estão relacionadas com a descrição anaĺıtica e geométrica das
medidas invariantes para os processos. O trabalho consta, essencialmente
de duas partes, uma de caráter geral, que estuda os espaços de Poisson-
Furstenberg a partir do ponto de vista da teoria dos semigrupos de Lie e a
segunda parte que trabalha especificamente em grupos de Lie associados aos
espaços simétricos afins.

Dado um grupo de Lie G e ν uma medida em G, uma função f : G → R
é dita ν-harmônica se para todo g ∈ G

f(g) =

∫

G

f(gh) dν(h).

Sendo o conjunto destas funções denotado por Hν . Se G é semi-simples,
conexo, não compacto, com centro finito e ν é absolutamente cont́ınua em
relação a medida de Haar, Furstenberg [9] garante que existe um espaço
homogêneo Pν e uma medida µν sobre Pν tal que toda função ν-harmônica
em G surge de uma única função cont́ınua f̂ em Pν a partir do operador
i(µν) : C0(Pν) → Hν definido pela integral

f(g) :=

∫

Pν

f̂(gx) dµν(x) (1.1)

Estes espaços são conhecidos como espaços de Poisson-Furstenberg e a equação
(1.1) é chamada como Fórmula de Poisson-Furstenberg. Consideremos a de-
composição de Iwasawa G = KAN e M o normalizador de A em K. Os

5



6 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

espaços de Poisson-Furstenberg são da forma G/M ′AN com M0 ⊂ M ′ ⊂ M ,
e M0 a componente conexa da identidade de M , ou seja, os espaços de
Poisson-Furstenberg são recobrimentos do flag maximal B = G/MAN . Um
dos resultados de caráter geral desta tese é conseguir determinar para uma
medida ν o espaço Pν correspondente, ou seja, o M ′ adequado, denotado por
Mν . Esta determinação é feita a partir do conhecimento do tipo parabólico
do semigrupo Sν gerado pelo suporte da medida ν. O tipo parabólico cor-
responde a uma classificação finita dos semigrupos com interior não vazio
em G (ver San Martin e Tonelli[24]). Esta classificação é feita a través do
estudo dos conjuntos de controle invariante para a ação de um semigrupo S
(S-i.c.s) nas variedades flags associadas com G. As variedades flags são da
forma G/PΘ, com PΘ um grupo parabólico (ver por exemplo Warner [32]).
Naturalmente S age à esquerda em G/PΘ e os S-i.c.s são conjuntos que são
invariantes e transitivos para esta ação a menos de um fecho. A classificação
consta de associar a cada semigrupo S (com interior não vazio) um espaço
G/PΘ, e este flag é chamado o tipo parabólico de S. Assim na proposição
5.20 é demonstrado que Mν = M ∩ P 0

Θ onde G/PΘ é o tipo parabólico de Sv

é P 0
Θ é a componente da identidade de PΘ. Ressaltemos que o único resul-

tado conhecido até agora nesta direção espećıfica é do próprio Furstenberg
[9] teorema 5.3, onde demonstra que se o semigrupo Sν contém a identidade
no seu interior, ou seja, Sν = G, então o espaço de Poisson-Furstenberg
correspondente é o flag maximal B.

O outro resultado de caracter geral se refiere às medidas ν-invariantes (
i.e. ν ∗ η = η) nos espaços homogêneos de G. Seja η uma medida sobre um
espaço homogêneo R, o operador dado pela integral

f(g) :=

∫

R

f̂(gx) dη(x)

definido sobre as funções cont́ınuas de R tem imagem em Hν se e somente se
η é ν-invariante; e essa é a relação que existe entre as funções ν-hamônicas é
as medidas ν-invariantes. Estas medidas podem ser decompostas em medidas
ν-invariantes ergódicas, em particular é fácil demonstrar que µν é ergódica.
O resultado que é conseguido no teorema 4.37 é que em qualquer revesti-
mento do flag maximal, o suporte das medidas ν-invariante ergódicas são
Sν-i.c.s., e reciprocamente, cada Sν-i.c.s. é suporte de uma única medida
ν-invariante ergódica. O mesmo resultado jà era conhecido no flag maxi-
mal (ver Guivac’h [10]). Usando ferramentas de desintegração de medidas
obtivemos a generalização.
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O resultado de caráter mais particular é o cálculo expĺıcito da medida µν

sobre um grupo de Lie G simples associados com uma estrutura simétrica
afim de tipo hermitiano. Esta estrutura consiste, entre outras coisas, na
existência de um automorfismo τ de ordem dois em G que define o subgrupo
L de ponto fixos de τ . Exigiremos também que L seja semi-simples. O
outro requisito para a construção expĺıcita da medida µν será que ν seja
determinada a partir de uma equação diferencial estocástica do tipo

dg = H0 (g) dt +
m∑

j=1

Zj (g) ◦ dWj, (1.2)

onde H0 e Zj são elementos da álgebra de Lie de G que surgem da estrutura
afim do par (G,L). As medidas invariantes em geral são dif́ıceis de calcular
porque envolvem equações diferenciais de segunda ordem. Com nossas re-
strições garantiremos simetrias suficientes para que o cálculo possa ser feito.
O fato chave que permitirá o cálculo surge do resultado que se encontra em
Ikeda e Watanabe [14, Thm. 4.6], onde é posśıvel conseguir uma fórmula
expĺıcita para uma medida invariante para um processo estocástico sobre
uma variedade Riemanniana. Em nosso caso a variedade Riemanniana será
o Sν-i.c.s no flag maximal, que será identificado com o espaço simétrico de L
(i.e. K ′\L com K ′ compacto maximal) que tem uma estrutura de variedade
Riemanniana própria.

1.1 Motivação

A fórmula de Poisson-Furstenberg, válida em grupos semi-simples generaliza
a fórmula clássica de Poisson para funções harmônicas no disco unitário. Essa
fórmula foi descrita originalmente como:

f(z) =

∫

|ξ|=1

f̂(ξ)
1 − zz̄

|ξ − z|2
dξ. (1.3)

Note que por essa fórmula, a partir de uma função f̂ integrável em S1 – em
relação a medida de Lebesgue – obtemos uma função f harmônica no disco
unitário (isto é, ∆f = 0 onde ∆ é o operador de Laplace em relação à uma
métrica hiperbólica). Furstenberg generalizou esta fórmula. De fato, se G
é um grupo semi-simples com centro finito, K é um compacto maximal e
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D = G/K é o espaço simétrico, então toda função f̂ integrável em relação a
uma medida K-invariante m sobre B, gera uma função f harmônica, através
de uma fórmula integral semelhante à fórmula (1.3).

No caso da fórmula (1.3) temos que G = Sl(2), K = SO(2), m é a medida
de Lebesgue em S1 e B = S1 (ou mais precisamente, a reta projetiva RP 1).

Furstenberg demonstra este resultado com muito mais generalidade ainda.
Uma função que chamamos H-harmônica em G é uma função que verifica
ser mK ∗ µ′-harmônica, onde mK é a medida de Haar em K e µ′ é uma
medida qualquer absolutamente cont́ınua em G ([9] Definition 4.1.). Tais
funções são invariantes pela ação de K, portanto, define uma função f̃ em
D, via f̃(gk) = f(g). Furstenberg demonstra que estas f̃ são exatamente
as medidas harmônicas no sentido clássico (△f = 0). Assim o estudo de
medidas harmônicas em D ou H-harmônicas em G resulta um caso particular
das medidas ν-harmônicas para ν absolutamente cont́ınua. São assim estas
últimas as que estudamos neste trabalho.

1.2 Descrição dos Caṕıtulos

No Caṕıtulo 2 fixaremos algumas notações e descreveremos alguns conceitos
importantes, em especial os referente aos grupos parabólicos (ver por exemplo
[32]) e o tipo parabólico ([23], [24]).

No Caṕıtulo 3 iniciaremos o estudo dos recobrimentos do flag maximal,
em particular do recobrimento maximal G/M0AN é a ação do grupo M/M0

à direita que comuta com a ação de G à esquerda. A partir desta ação damos
uma descrição dos conjuntos de controle invariante em G/M0AN . O conteúdo
do Caṕıtulo 4, que estuda as medidas ν-invariantes nos recobrimentos e sua
relação com os Sν-i.c.s., se resume no teorema 4.37.

No caṕıtulo 5 primeiro se estuda a relação entre as medidas ν-invariantes
nos revestimentos e as funções ν-invariantes. Depois se estudam os limites
de sequências de valores de funções ν-hamônicas para finalmente achar um
operador i(η) cuja imagem são todo Hν . Este operador será chave para dar
uma primeira caracterização de Mν . Por último se exibirá uma fórmula para
Mν a partir do tipo parabólico.

No exemplo do Caṕıtulo 6 é aplicado todo o exposto para o grupo Sl(n) e
uma medida gerada a partir de uma equação diferencial estocástica. Essa me-
dida será melhor estudada no Caṕıtulo 7, mais ainda, será adotado um ponto
de vista tal que o interesse se centrará na procurara de medidas invariantes
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para o processo gerado pela equação diferencial estócastica que generalizará
a idea de medida ν-invariante.

Já o Caṕıtulo 8 será uma continuação do exemplo do Caṕıtulo 6. Agora
o interesse será o cálculo expĺıcito de uma medida invariante nos flags e nos
recobrimentos de Sl(n). Mas tudo o que foi realizado no Caṕıtulo 8 será
generalizado no Caṕıtulo 9, onde os grupos estudados têm as estrutura de
par simétrico afim hermitiano e a equação estocástica é constrúıda a partir
de campos que surgem de tal estrutura.
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Caṕıtulo 2

Preliminares e notações

O propósito deste caṕıtulo é estabelecer notações e introduzir conceitos que
serão utilizados em todo o trabalho, com especial ênfase nos conjunto de
controle invariante e no tipo parabólico.

2.1 Generalidades

Se G é um grupo de Lie agindo numa variedade M , diremos que M é um
G-espaço. Seja g ∈ G e f : M −→ R então definimos a função f g : M −→ R
por f g(x) := f(gx).

Um semigrupo S de G será, como é habitual, um subconjunto de G que
verifica

se a ∈ S e b ∈ S então ab ∈ S.

Se H é um subgrupo fechado de G o quociente G/H é conhecido como
um espaço homogêneo de G.

Sempre que se faça referência a alguma medida se deverá entender medida
de probabilidade, a menos que se fale o contrário. Todas as medidas serão
medidas sobre a σ-álgebra dos borelianos. Se µ é uma medida em M e
g ∈ G então se define a medida gµ(A) := µ(g−1A) para todo A mensurável.
Denotaremos

µ(f) :=

∫

M

f(x)dµ(x).

Se ν também é uma medida em G definimos uma nova medida sobre M ,

11
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chamada convolução e denotada por ν ∗ µ dada por

ν ∗ µ (f) =

∫

G

(∫

M

f(gx)dµ(x)

)
dν(g) para toda f mensurável

Equivalentemente ν ∗ µ = p∗(ν × µ) onde p : G × M −→ M é p(g, x) = gx.
Denotaremos a convolução de uma medida ν, n vezes como ν∗n.

Convergência no espaço de medidas sempre será convergência em relação
com a topologia fraca, ou seja µn −→ µ se e somente se, para toda função
cont́ınua f acontece µn(f) −→ µ(f).

Em particular pode-se tomar M = G, com a ação à esquerda ou à direita.

2.2 Subgrupos parabólicos e tipo parabólico

Seja G um grupo de Lie semi-simples conexo não compacto com centro finito.
Denote por g sua álgebra de Lie. As variedades flags de G são determinadas
por subconjuntos de um conjunto simples de ráızes de g. Para isso, fixe
uma decoposição de Iwasawa g = k ⊕ a ⊕ n e seja Π um conjunto de ráızes
para o par (g, a). Sejam Π+e Σ o conjunto de ráızes positivas e simples,
respectivamente, correspondente a escolha da componente nilpotente n, isto
é,

n =
∑

α∈Π+

gα,

onde gα é o subespaço da raiz α. Seja m o centralizador de a em k e assim
p = m ⊕ a ⊕ n é a correspondente subálgebra parabólica minimal. Sejam
A = exp a, N = exp n e M o centralizador de A em K = exp k, então
P = MAN é o subgrupo parabólico minimal e B = G/P é o flag maximal.

Dado un subconjunto Θ ⊂ Σ, denote por pΘ a correspondente subálgebra
standard parabólica, ou seja,

pΘ = n− (Θ) ⊕ p,

onde n− (Θ) é a subálgebra gerada pelos g−α, α ∈ 〈Θ〉, e 〈Θ〉 é o semigrupo
de ráızes positivas geradas por Θ. Associado com cada subálgebra parabólica
temos o subgrupo parabólico PΘ que é o normalizador de pΘ em G:

PΘ = {g ∈ G : Ad(g)pΘ = pΘ}

BΘ = G/PΘ é o flag associado com Θ.
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Dados dois subconjuntos Θ1 ⊂ Θ2 ⊂ Σ, os correspondentes subgrupos
parabólicos verificam PΘ1

⊂ PΘ2
, e assim existe uma fibração canônica π :

G/PΘ1
−→ G/PΘ2

, gPΘ1
7→ gPΘ2

.

2.2.1 Tipo parabólico de um semigrupo

Seja S um semigrupo de G tal que intS 6= ∅. Considere a ação de S nos flags
de G. Um conjunto C 6= ∅ contido num flag BΘ é dito conjunto de controle
invariante para S (S-i.c.s) se satisfaz as seguintes condições

• se x ∈ C então fe(Sx) =fe(C)

• C é maximal com a propriedade anterior

O fato de que intS 6= ∅ garante que todo S-i.c.s. seja fechado. Além disso
em cada variedade flag existe apenas um S-i.c.s. (ver San Martin [23])

Os semigrupos em G são classificados de acordo com a geometŕıa de seus
i.c.s ’s. Esta geometŕıa é mostrada no seguinte enunciado demonstrado em
San Martin e Tonelli [24]. Seja πΘ : B → BΘ a projeção canônica entre as
variedades flags.

Proposição 2.1 Dado um semigrupo S ⊂ G com interior não vazio, existe
Θ ⊂ Σ tal que, se CΘ é o S-i.c.s em BΘ, então π−1

Θ (CΘ) ⊂ B é o i.c.s em B.
Entre esses subconjuntos Θ existe um que é maximal (no sentido da inclusão)
que satisfaz essa propriedade.

Esse subconjunto Θ é denotado Θ (S) é dizemos que é o tipo parabólico de
S. A variedade flag associada com Θ(S) é denotada por BΘ(S) e é chamada,
também por abuso, o tipo parabólico de S. Ver San Martin e Tonelli [24],
San Martin [25] e San Martin e Santana [27] para uma maior discussão sobre
o tipo parabólico.

Desde um ponto de vista geral podemos afirmar que a importância do
flag correspondente ao tipo parabólico reside em que os principais aspectos
da dinâmica gerada pelo semigrupo são capturados neste espaço.

2.2.2 Exemplo

Para exemplificar todos estes conceitos vamos tomar o grupo G = Sl(n) com
sua respectiva álgebra de Lie sl(n) cuja decomposição de Iwasawa é

sl(n) = s0(n) ⊕ a ⊕ n
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onde so(n) são as metrizes anti-simétricas, a são as matrizes diagonais e
n são as matrizes triangulares superiores com 0 na diagonal. No grupo a
decomposição é

Sl(n) = SO(n)AN

onde SO(n) são as matrizes ortogonais com determinate 1, A são as matrizes
diagonais com entradas positivas e N são as matrizes triangulares superiores
com 1’s na diagonal.

Dada s = (k1, k2, . . . , kr) de inteiros 1 ≤ k1, k2, . . . , kr ≤ n a variedade
flag Fn(k1, k2, . . . , kr) é o conjunto r-uplas de subespaços

{(V1, . . . , Vr) : Vi ⊂ Vi+1 e dim Vi = ki}
Por exemplo Fn(1) = Pn−1 e Fn(i) = Grn(i) são os flags minimais e o
flag maximal é Fn(1, 2, . . . , n). As projeções se realizam simplesmente medi-
ante a eliminação de subespaços, por exemplo, o elemento do flag maximal
(V1 . . . , Vn) ∈ Fn(1, 2, . . . , n) projeta em (V1, V3) ∈ Fn(1, 3).

As ráızes associadas com o par (sl(n), a) são {αi,j : 1 ≤ i, j ≤ n}, onde,
se H = diag{a1, . . . , an} então αi,j(H) = ai − aj. O sistema simple de ráızes
associado com n é Σ = {αi,i+1 : 1 ≤ i ≤ n − 1}. Por exemplo se Θ = {α1,2}
então o subgrupo parabólico PΘ é da forma

(
a ∗
0 A

)

com a det(A) = 1, e o flag Sl(n)/PΘ é Pn−1.
Um exemplo clássico de semigrupo com interior não vazio em Sl(n) é Sl+n ,

o semigrupo das matrizes em Sl(n) com entradas positivas. Como é fácil
notar, no flag Pn−1 o Sl+n -i.c.s. tem uma descrição simples:

C = {[(x1, x2, . . . , xn)] ∈ Pn−1 : xi ≥ 0}
que são as retas que interceptam o octante positivo de Rn.

O tipo parabólico de Sl+n é Θ = {α1,2}, ou equivalentemente, Pn−1(ver San
Martin [23]). Disso podemos concluir, usando a Proposição 2.1, que o i.c.s
do flag maximal é toda n-upla de subespaços encaixados tal que o primeiro
subespaço (de dimensão 1) tenha interesseção no octante positivo.

2.2.3 A medida que gera o semigrupo

Em todos os caṕıtulos ν será uma medida no grupo G e o suporte de ν gerará
um semigrupo S, isto é, o menor semigrupo que contém sup(ν).
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2.3 Notações

• A : a parte abeliana da decomposição de Iwasawa de G. Com menor
frequência poderá representar um conjunto qualquer.

• a : uma álgebra de Lie abeliana maximal de l.

• ad : a adjunta ad(X)Y = [X, Y ]

• B : o flag maximal de G

• BΘ : um flag de G associado com um subconjunto Θ do sistema simple
de ráızes.

• B(M) : a σ-álgebra dos borelianos de uma variedade M

• C ,C0, CΘ: conjuntos de controle invariante em diversos espaços.

• c : uma subálgebra espećıfica unidimensional de l.

• δx : a medida concentrada no elemento x.

• F : variedade flag

• fe(X), X̄ : fecho topológico do conjunto X.

• G : um grupo de Lie semi-simples não compacto com centro finito. A
partir do Caṕıtulo 9 também será simples.

• Hν(G) : o conjunto das funções ν-hamônicas em G.

• K : a parte compacta da decomposição de Iwasawa de G.

• K ′ : a parte compacta da decomposição de Iwasawa de L.

• L : um grupo de Lie semi-simples contido em G.

• l : a álgebra de Lie de L.

• L(X) : a álgebra de Lie gerada por X

• M : o centralizador de A em K na decomposição de Iwasawa de G.

• M0 : a componente da identidade de M



16 CAPÍTULO 2. PRELIMINARES E NOTAÇÕES

• Mν : o subgrupo de M tal que G/MνAN é o espaço de Poisson em
relação a ν.

• M ′ : qualquer subgrupo de M que contenha M0.

• M(B), M1(B) : o conjunto das medidas positivas e as medidas de
probabilidade em B respectivamente.

• N : uma variedade Riemanniana.

• µ : medida de probabilidade em diversos espaços homogêneo de G.

• µ
P

: a medida de Furstenberg em P.

• ν : uma medida de probabilidade em G.

• π, π0, πΘ: projeções entre diversos espaços.

• p, p0, pΘ: projeções entre diversos espaços.

• P : o subgrupo parabólico minimal de G

• P0 : a componente conexa da identidade de P .

• Pν : o espaço de Furstenberg para a medida ν.

• S : o semigrupo de G gerado pelo suporte da medida ν

• S ′ : a projeção via exponencial da parte simétrica da álgebra de Lie de
L.

• Θ : o tipo parabólico de algum semigrupo.

• Xc : o complemento del conjunto X.



Caṕıtulo 3

Espaço de Poisson-Furstenberg

Dada uma medida ν absolutamente cont́ınua em relação à medida de Haar
em G, Furstenberg demonstra em [9] Teorema 5.4 que existe um G-espaço Pν

que tem a propriedade de possuir uma medida ν-invariante µ
P

(ν ∗ µ
P

= µ
P
)

tal que a fórmula

f(g) =

∫

Pν

f̂(gx)dµ
P
(x)

estabelece uma relação biuńıvoca entre as funções cont́ınuas f̂ em Pν e as
funções ν-harmônicas limitadas f em G. No teorema 5.2 de Furstenberg [9]
se demonstra ainda que Pν é sempre um recobrimento do flag maximal B.
Ou seja, Pν = G/MνAN onde Mν verifica M0 ⊂ Mν ⊂ M . Neste caṕıtulo
estudaremos os recobrimentos do flag maximal e os S-i.c.s’s neles. Em es-
pecial introduziremos uma ação à direita do grupo M/M0 no recobrimento
maximal que será de muita utilidade no estudo dos S-i.c.s’s e das medidas
ν-invariantes.

3.1 Os recobrimentos do flag maximal

3.1.1 Os recobrimentos e as projeções entre eles.

Seja M ′ um subgrupo de M que contém M0. O espaço homogêneo R =
G/M ′AN será um recobrimento do flag maximal G/MAN pois M0AN é
a componente conexa da identidade de MAN e está contida em M ′AN .
Observemos que R é um recobrimento finito e o cardinal da fibra é igual ao
cardinal |M ′/M0| e, por isso observemos também que R é compacto, assim

17
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como G/MAN . Denotemos por π′ a projeção:

π′ : R = G/M ′AN → G/MAN

gM ′AN 7→ gMAN

que é claramente equivariante pela ação à esquerda de G. De uma maneira
análoga se M ′′ ⊂ M ′ então G/M ′AN projeta em G/M ′′AN , sendo estas
projeções também equivariantes.

Assim temos ordenados por projeção todos os recobrimentos, sendo o
recobrimento maximal G/M0AN e o minimal o flag maximal B = G/MAN .
A quantidade de recobrimentos é claramente a mesma que a quantidade de
subgrupos de M que contém M0.

Como já mencionamos, em Furstenberg [9] (pág. 377) está demonstrado
que estes recobrimentos são precisamente os espaços de Poisson-Furstenberg.
A partir de agora chamaremos estes espaços simplesmente recobrimentos.

3.1.2 A ação de M/M0 em G/M0AN

Dado que M0 é a componente conexa de M , M0 é um subgrupo normal,
e portanto M/M0 é um grupo. Este grupo age à direita em G/M0AN da
seguinte forma.
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Proposição 3.1 Seja m ∈ M/M0 é m̄ ∈ M um representante de m, então
a ação de M/M0 em G/M0AN

(gM0AN) m = gm̄M0AN.

está bem definida e comuta com a ação à esquerda de G.

Demonstração. Sejam

hM0AN = gM0AN, (3.1)

com g, h ∈ G e

m = xM0 = yM0, (3.2)

com x, y ∈ M . Para demonstrar que a ação está bem definida temos que
demonstrar que

(hM0AN)x = (gM0AN)y

ou seja,

(gy)−1hxM0AN = M0AN

y−1g−1hxM0AN = M0AN

que é equivalente com

y−1g−1h x ∈ M0AN.

Mas de (3.1) sabemos que

g−1h = m0a n

com m0 ∈ M0, a ∈ A e n ∈ N . E de (3.2) sabemos que

x = y m′
0

com m′
0 ∈ M0. Juntando tudo

y−1g−1h x = y−1m0 a n y m′
0.

Como M normaliza N temos que nyn′
0 = yn′

0n1 com n1 ∈ N , e assim

y−1g−1h x = y−1m0 a y m′
0 n1.
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E como M está contido no centralizador de A, temos que

y−1m0 a y m′
0 n1 = y−1m0y m′

0 a n1.

E como M0 é normal em M

y−1m0y m′
0 a n1 = y−1y m′′

0 m′
0 a n1 = m′′

0 m′
0 a n1

com m′′
0 ∈ M0. E assim

y−1g−1h x = m′′
0 m′

0 a n1

que claramente está contido em M0AN .
Por outro lado é claro que está ação à direita comuta com a ação à

esquerda pois

h((gM0AN) m) = h(gm̄M0AN) = hgm̄M0AN

(hgM0AN)m = (h(gM0AN))m.

Notemos que o fato chave para a demonstração foi que M0 é normal
em M . Portanto pode-se definir uma ação análoga de M/M ′ em G/M ′AN
para qualquer M ′ normal em M . E importante notar que existem grupos de
Lie semi-simples que contêm algum M ′ que não é normal em M . (ver por
exemplo Kenneth [15])

Notação 3.2 Como de costume, se A ⊂ G/M0AN e m ∈ M/M0 então
Am = {xm : x ∈ A}

A ação que acabamos de definir será de muita utilidade para a descrição
dos conjuntos de controle invariante em G/M0AN como veremos mais adi-
ante.

3.2 Conjuntos de controle invariantes nos re-

cobrimentos.

Assim como os espaços homogêneos, os recobrimentos também recebem a
ação à esquerda de G. Por isso S também determina conjuntos de cont-
role nos recobrimentos. Daremos especial atenção nos conjuntos de controle
invariante pois eles, como veremos, são o suporte das medidas invariantes.



3.2. CONJUNTOS DE CONTROLE INVARIANTES NOS RECOBRIMENTOS.21

Notemos primeiro que se C é um i.c.s em um recobrimento G/M ′AN
então sabemos que π′(C) será um i.c.s. em B (ver San Martin e Tonelli [24]),
aliás, será o único i.c.s. em B denotado por CB. Em particular em G/M0AN
os i.c.s’s são totalmente descritos por M/M0, como veremos a seguir.

Proposição 3.3 Seja C um i.c.s em G/M0AN . Se m ∈ M/M0 então Cm
também é um i.c.s.. Se D é um i.c.s em G/M0AN existe m ∈ M/M0 tal que
D = Cm.

Demonstração. A primeira parte é demonstrada observando que o
difeomorfismo de G/M0AN definido por x 7−→ xm é uma fibração equivari-
ante e aplicando a Proposição 2.7 de San Martin e Tonelli [24]. Demon-
stremos a segunda parte: Seja x ∈ D. Se π : G/M0AN −→ B é a projeção
canônica então π(x) ∈ CB. Logo, existe y ∈ C tal que π(y) = π(x). Portanto
x e y estão na mesma fibra, assim existe m ∈ M/M0 tal que ym = x então
Cm ∩ D 6= ∅, e como i.c.s’s distintos são disjuntos temos que Cm = D.

Não podemos garantir a unicidade de m na proposição anterior pois pode
acontecer que para dois elementos diferentes m e n em M/M0, Cm e Cn
sejam o mesmo i.c.s.. Para trabalhar com isso obtemos o seguinte resultado.

Proposição 3.4 Seja C um i.c.s. em G/M0AN . Seja

M(C) = {m ∈ M/M0 : Cm = C}

o subgrupo de isotropia de C, então existe uma correspondência um a um
entre o conjunto de todos os conjuntos de controle invariante e o quociente
M(C)\(M/M0).

Demonstração. Se m ∈ M/M0 e [m] é a classe de m em M(C)\(M/M0).
Definimos a aplicação [m] 7−→ Cm. Está é bem definida, é injetora pela
própria definição e é sobrejetora pois M/M0 age transitivamente no conjunto
de todos os i.c.s’s, como vimos na proposição 3.3.

Notemos que M(C) não é necessariamente normal em M/M0, por isso
M(C)\(M/M0) não é necessariamente um grupo.

Voltando para os recobrimentos em geral podemos afirmar a seguinte

Proposição 3.5 Seja π′ : G/M ′AN → B a projeção canônica. Então a
união disjunta dos conjuntos de controle invariante em G/M ′AN é exata-
mente π′−1(CB).
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Demonstração. Denotemos por U a união dos i.c.s.. Como todo i.c.s
de G/M ′AN projeta sobre CB, U ⊂ π′−1(CB) é trivial. Demonstraremos a
inclusão inversa primeiro para o recobrimento maximal. Chamaremos neste
caso a projeção canônica por π e a união dos i.c.s.’s por U0. Seja x ∈ π−1(CB).
Como G/M0AN é compacto existe pelo menos um i.c.s, C. π(C) = CB, então
existe y ∈ C tal que π(y) = π(x), assim x e y estão na mesma fibra então
existe m tal que ym = x, em particular x ∈ Cm ⊂ U0.

Agora demonstremos isso para um recobrimento R qualquer. Considere-
mos as projeções canônicas

G/M0AN
π0−→ R

π′

−→ B.

Naturalmente π = π0◦π′. Portanto π′−1(CB) é π0(π
−1(CB)) que , como vimos

agora é π0(U0). Mas i.c.s’s projetam apenas em i.c.s’s. Assim π′−1(CB) =
π0(U0) ⊂ U .



Caṕıtulo 4

Medidas invariantes nos

recobrimentos.

Estudaremos neste caṕıtulo a importante relação entre as medidas ν-invariantes
ergódicas (que são aquelas que não podem ser escritas como combinação con-
vexa não trivial de outras medidas ν-invariantes) e os conjuntos de controle
invariantes para S. Em Brown e Guivarc’h [3] está demonstrado que em B
existe uma única medida ν-invariante ergódica. Veremos que o suporte dessa
medida é exatamente o único S-i.c.s. em B, e generalizaremos esse resultado
para recobrimentos demonstrando que cada S-i.c.s. de cada recobrimento é o
suporte de uma única medida ν-invariante ergódica e, reciprocamente, cada
medida ν-invariante ergódica tem como suporte um S-i.c.s..

Além de ser um resultado interessante por si só esta caracterização dos
suportes das medidas invariantes permitirá o cálculo posterior do espaço de
Poisson a partir do tipo parabólico (ver Caṕıtulo 5) e também tomando ca-
sos particulares conseguiremos calcular explicitamente a medida ν-invariante
ergódica em B ajudando-nos o fato de que seu suporte é um i.c.s. (ver
caṕıtulos 9 e 6).

4.1 Suportes de medidas ergódicas e S-i.c.s..

Na sequência enunciaremos alguns resultados que serão de utilidade.

23
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4.1.1 Generalidades sobre o suporte de medidas.

Nesta seção apresentaremos conceitos básicos sobre o suporte de medidas em
grupos de Lie e espaços homogêneos que serão de utilidade mais adiante.

Definição 4.1 Seja X um espaço topológico Hausdorff, localmente com-
pacto, com a propriedade de que toda cobertura de um aberto possui uma
sub-cobertura numerável, µ uma medida com σ-álgebra B(X). Seja I =
{A ∈ B(X) : A é fechado e µ(A) = 1}. Definimos o suporte de µ como

sup(µ) :=
⋂

A∈I
A.

Existe uma forma local de definir o suporte que será de muita utilidade.

Definição 4.2 sup′(µ) := {x ∈ X : ∀V aberto : x ∈ V e µ(V ) > 0} .

Antes de demonstrar que sup′(µ) = sup(µ) provaremos algumas pro-
priedades úteis.

Lema 4.3 sup′(µ) é fechado, e portanto sup′(µ) ∈ B(X).

Demonstração. Seja x ∈ fe(sup′(µ)). Seja V um aberto qualquer que
contenha x. Então existe uma sequência xn em sup′(µ) tal que xn −→ x. .
Existe n0 tal que xn ∈ V . Por isso µ(V ) > 0. Por definição x ∈ sup′(µ).

Lema 4.4 µ(sup′(µ)) = 1.

Demonstração. Por absurdo suponhamos que µ(sup′(µ)C) > 0. Seja
x ∈ sup′(µ)C . Como sup′(µ)C é aberto existe para cada x um vizinhança
aberto Vx tal que Vx∩sup′(µ) = ∅. Ou seja µ(Vx) = 0. Mas

{
Vx : x ∈ sup′(µ)C

}

forma uma cobertura por abertos de sup′(µ)C , que é aberto. Então µ(sup′(µ)C) =
µ(∪(Vx)) ≤

∑
µ(Vx) = 0

Proposição 4.5 sup(µ) = sup′(µ).

Demonstração. Como sup′(µ) é fechado e tem medida 1, então está em
I. E portanto sup(µ) ⊂ sup′(µ).

Para demonstrar a outra inclusão tomemos x ∈ sup′(µ) e seja A ∈ I.
Se x /∈ A então, como A é fechado existe V entorno aberto de x tal que
V ∩ A = ∅. Mas, como µ(A) = 1, então µ(V ) = 0. Logo x /∈ sup′(µ), que
contradiz a hipótese inicial.

Agora alguns aspectos que envolvem funções cont́ınuas.
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Lema 4.6 Sejam X e Y espaços topológicos Hausdorff. Sejam µ uma me-
dida em B(X) e f : X −→ Y cont́ınua. Seja f∗µ a medida em B(Y ) definida
por

f∗µ (A) := µ(f−1(A)).

Então

f(sup µ) ⊂ sup(f∗µ) (4.1)

e

f(sup µ) = sup(f∗µ) (4.2)

Demonstração. Seja y ∈ f(sup µ) e seja V um entorno aberto qualquer
de y. Existe x ∈ sup µ tal que f(x) = y. f−1(V ) e aberto e x ∈ sup µ. Então
µ(f−1(V )) > 0 e isso implica que f∗µ (V ) > 0. E assim y ∈ sup(f∗µ).

Para a segunda parte notemos que f(sup µ) ⊂ sup(f∗µ) sai aplicando á
anterior inclusão o fecho. Resta demonstra apenas que f(sup µ) ⊃ sup(f∗µ).
Seja x ∈ sup(f∗µ). O fato de ser Hausdorff garante que existe uma sequência
Un de abertos encaixantes tais que a interseção de eles é x. Como x ∈
sup(f∗µ) então f∗µ(Un) > 0. Isso implica que µ(f−1(Un)) > 0. Então
f−1(Un) ∩ sup µ 6= ∅. Para cada n seja yn ∈ f−1(Un) ∩ sup µ. A sequência
xn := f(yn) está inclúıda em f(sup µ) e como xn ∈ Un, xn −→ x. Portanto
x ∈ f(sup µ).

Lema 4.7 Sejam X e Y espaços topológicos e µ e ν respectivas medidas em
B(X) e B(Y ). Então

sup(ν ⊗ µ) = sup ν × sup µ

Demonstração. Ver por exemplo Dieudonné [6]13.21.18.
Dos últimos resultados conclúımos o seguinte

Proposição 4.8 Seja G um grupo de Lie e M um espaço homogenêo ν e µ
respectivas medidas em B(G) e B(M). Então

sup ν sup µ ⊂ sup(ν ∗ µ)

e

sup ν sup µ = sup(ν ∗ µ)
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Demonstração. Recordemos que ν∗µ = p(ν⊗µ) onde p : G×M −→ M
definida por p(g, m) = gm é cont́ınua. Assim

p sup(ν ⊗ µ) = p(sup ν × sup µ) = sup ν sup µ

A partir disto, pela fórmula (4.1)

sup(ν ∗ µ) = sup(p(ν ⊗ µ)) ⊃ p sup(ν ⊗ µ).

Analogamente
sup ν sup µ = p sup(ν ⊗ µ)

e pela fórmula (4.2)

p sup(ν ⊗ µ) = sup(p ∗ (ν ⊗ µ)) = sup(ν ∗ µ).

Aplicando este resultado várias vezes para medidas num mesmo grupo
temos o seguinte

Corolário 4.9 Seja G um grupo de Lie e ν1, . . . , νn medidas em B(G) então

sup ν1 . . . sup νn = sup(ν1 ∗ . . . ∗ νn)

Demonstração. A demonstração segue de 4.8 ou pode ser encontrada
também Dieudonné [6] 14.5.4.

Definição 4.10 Definimos S como o semigrupo gerado pelo suporte de ν.

Outro resultado óbvio e muito utilizado é

Lema 4.11 Sejam ν e µ duas medidas no mesmo espaço e a e b dois números
reais positivos então

sup(a ν + b µ) = sup ν ∪ sup µ

Demonstração. Ver por exemplo Deiudonné [6] 13.19.2.

Lema 4.12 Sejam µ1 e µ2 medidas de probabilidade distintas, a 6= a′e b 6= b′

então
aµ1 + bµ2 6= a′µ1 + b′µ2 (4.3)
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Demonstração. Suponhamos por absurdo que essas duas medidas sejam
iguais e seja D um subconjunto qualquer em sup µ1 ∪ sup µ2 . Sejam α =
µ1(D) e β = µ2(D). Notemos que α, β não são simultaneamente nulos.
Como (4.3) é falso, então

aα + bβ = a′α + b′β

(a′ − a)α = (b −′ b)β

sem perda de generalidade suponhamos que β 6= 0 então

α

β
=

(b −′ b)

(a′ − a)
= k,

segue que µ1(D) = k µ2(D) para todo D ⊂ sup µ1 ∪ sup µ2, mas isso implica
µ1 = k µ2, e como são medidas de probabilidade µ1 = µ2 o que contradiz a
hipótese.

4.1.2 Medidas invariantes e funções harmônicas.

Dada a medida ν em G sempre existem medidas ν-invariantes, i.e., ν ∗α = α,
nos espaços homogenêos compactos, lema 4.15 a seguir. Por isso em cada
recobrimento R = G/M ′AN de B podemos garantir a existência de tais
medidas.

Notemos que o espaço das medidas ν-invariantes, não necessariamente
de probabilidade, forma um espaço vetorial, e notemos também que o sub-
conjunto das medidas de probabilidade invariantes M1

ν(R) é um conjunto
convexo dentro do compacto M1(R). Assim podemos garantir a existência
de pontos extremais, ou seja, que não podem ser escritos como combinação
convexa não trivial de outros elementos. Esses pontos extremais serão chama-
dos medidas ν-invariantes ergódicas ou simplesmente medidas ergódicas. Ou
dito até aqui pode ser resumido na seguinte definição e o lema posterior:

Definição 4.13 Uma medida α em R = G/M ′AN é dita ν-invariante, se e
somente se,

ν ∗ α = α

Uma medida ν-invariante é dita extremal ou ergódica se não pode ser escrita
como combinação convexa de outras medidas invariantes. Quando não exista
confusão uma função ν-invariante será chamada apenas invariante.
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Lema 4.14 Em R = G/M ′AN sempre existem medidas ν-invariantes ergódicas.

Demonstração. Segue do lema seguinte demonstrado em Bougerol e
Lacroix ([2], lema 3.5) e do fato de M1(R) ser compacto.

Lema 4.15 Seja B um G-espaço compacto e separável e uma medida ν sobre
G. Para cada medida α sobre B existe algum ponto limite de

{
1

n

n∑

i=1

ν∗n ∗ α : n ≥ 1

}

e esses pontos limites são medidas ν-invariantes.

Medidas invariantes e funções harmônicas

Definição 4.16 Seja ω uma medida num recobrimento R e f̂ uma função
cont́ınua em R definimos a função i(ω)f̂ em G por

[i(ω)f̂ ](g) :=

∫

R

f̂(gx) dω(x).

para g ∈ G.

Definição 4.17 Uma função f em G é dita ν-harmônica se para todo g ∈ G

f(g) =

∫

G

f(gh) dν(h).

Também chamaremos uma função ν-harmônica apenas harmônica. O con-
junto das funções ν-harmônica será notado por Hν(G).

A importância das medidas invariantes radica no fato de que se µ é
ν-invariante i(µ)f̂ será ν-harmônica. Ainda mais, esse fato caracteriza as
funções invariantes:

Proposição 4.18 µ é invariante se e somente se a imagem de i(µ) pertence
a Hν(G).
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Demonstração. ⇒ Seja f̂ uma função cont́ınua em R e f = i(µ)f̂ .
∫

G

f(gh) dν(h) =

∫

G

(

∫

R

f̂(ghx) dµ(x))dν(h)

denotando f̂ g(·) = f̂(g·) para que fique mais evidente a conta ,segue que

=

∫

G

(

∫

R

f̂ g(hx) dµ(x))dν(h) =

∫

R

f̂ g(z) d(ν ∗ µ)(z)

=

∫

R

f̂ g(z) dµ(z) =

∫

R

f̂(gz) dµ(z) = f(g).

⇐ Por outro lado, seja f̂ cont́ınua em R, quero demonstrar que (ν∗µ)f̂ =
µ(f̂).

(ν ∗ µ)f̂ =

∫

G

(

∫

R

f̂(hx) dµ(x))dν(h)

=

∫

G

[i(µ)f̂ ](h)dν(h) =

∫

G

f(h)dν(h)

= f(1) = [i(µ)f̂ ](1)

=

∫

R

f̂(1x) dµ(x) = µ(f̂)

Levantamento de medidas invariantes nos recobrimentos

Lema 4.19 Sejam um grupo de Lie G com uma medida ν, H um subgrupo
fechado e H0 o subgrupo de H que contem a identidade, o espaço homogêno
B = G/H, o recobrimento finito R = G/H0 de B e µ uma medida ν-
invariante em B; então sempre existe uma medida ν-invariante em R que se
projeta em µ.

Demonstração. Seja n a cardinalidade da fibra e seja π a projeção
canônica. Para cada x ∈ B definimos a medida discreta ux em R

ux =
1

n

(
δyx

1
+ δyx

2
+ · · · + δyx

n

)

onde {yx
1 , yx

2 , . . . , yx
n} são todos os elementos da fibra π−1(x). Agora definimos

a medida

φ(·) =

∫

B

ux(·)dµ(x)
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Notemos que esta medida projeta em µ, de fato, seja f̂ uma função cont́ınua
em B.

(π∗φ)f̂ = φ(f̂ ◦ π) =

∫

B

ux(f̂ ◦ π)dµ(x)

=

∫

B

(
1

n

n∑

i=1

f̂ ◦ π(yx
i )

)
dµ(x)

=

∫

B

f̂(x)dµ(x) = µ(f).

Por outro lado vejamos que φ é ν-harmônica, para isso é suficiente ver que,
para f̂ cont́ınua em R, a função em G definida por

f(g) := [i(φ)f̂ ](g) =

∫

R

f̂(gy)dφ(y)

é uma função harmônica (ver 4.18).

f(g) =

∫

R

f̂(gy)dφ(y)s (4.4)

=

∫

B

1

n

n∑

i=1

f̂(gyx
i )dµ(x).

Por outro lado definimos uma função cont́ınua em B, assim:

ĥ(x) =
1

n

n∑

i=1

f̂(yx
i )

e como µ é ν-invariante então a função definida por

h(g) =

∫

B

ĥ(gy)dµ(y)

é harmônica. Mas por equivariância

ĥ(gy) =
1

n

n∑

i=1

f̂(ygx
i ) =

1

n

n∑

i=1

f̂(gyx
i )

e assim

h(g) =

∫

B

ĥ(gy)dµ(y) =

∫

B

1

n

n∑

i=1

f̂(gyx
i )dµ(y) (4.5)

assim como (4.4) e (4.5) são iguais temos que f também é harmônica.



4.2. MEDIDAS ERGÓDICAS NOS RECOBRIMENTOS 31

4.2 Medidas Ergódicas nos Recobrimentos

A idéia nesta seção é demonstrar que toda medida ν-invariante ergódica tem
como suporte um i.c.s., e reciprocamente, todo i.c.s. é suporte de uma medida
ergódica.

Se uma medida µ é ν-invariante veremos a continuação que o sup(µ) é
invariante pela ação do semigrupo S.

Lema 4.20 Seja M um G-espaço compacto e separável e uma medida ν
sobre B(G). Seja S o semigrupo gerado pelo suporte de ν, então

S ⊂
∞⋃

n=1

sup(ν∗n)

e para todo n

S ⊃ sup(ν∗n)

Demonstração. Aplicando o corolário 4.9

S =
∞⋃

n=1

sup(ν)n ⊂
∞⋃

n=1

sup(ν)n =
∞⋃

n=1

sup(ν∗n).

A segunda inclusão surge de

S =
∞⋃

n=1

sup(ν)n ⊃
∞⋃

n=1

sup(ν)n =
∞⋃

n=1

sup(ν∗n)

Corolário 4.21 Sejam M um G-espaço e ν uma medida sobre B(G) . Seja
µ uma medida ν-invariante sobre B(M) então

S sup µ ⊂ sup µ
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Demonstração. Se ν ∗ µ = µ, então ν∗n ∗ µ = µ para todo n.

S sup(µ) ⊂
( ∞⋃

n=1

sup(ν∗n)

)
sup µ lema 4.20

=
∞⋃

n=1

sup(ν∗n) sup(µ)

⊂
∞⋃

n=1

sup(ν∗n ∗ µ) prop. 4.8

=
∞⋃

n=1

sup(µ) = sup(µ)

Corolário 4.22 Com as mesmas hipóteses que 4.21

∀x ∈ sup µ, fe(Sx) ⊂ sup µ

Este corolário garante que os suportes das medidas invariantes são con-
juntos invariantes, no sentido que o fecho de suas S-órbitas fica dentro do
conjunto, mas podemos conseguir mais:

Proposição 4.23 Toda medida invariante num recobrimento R tem como
suporte uma união de i.c.s’s.

Demonstração. No flag maximal existe uma única medida invariante
(ver Guivac’h [10]). Mas como será demonstrado em 5.7 item 3, medidas
invariantes projetam em medidas invariantes, portanto toda medida invari-
ante em R tem que ter suporte dentro de π−1(CB) que como já foi visto,
é exatamente a união dos i.c.s’s. Mas toda medida invariante µ, cujo su-
porte tem intersecção com um i.c.s C, o contém, pois, pelo corolário 4.21,
para ∀x ∈ sup µ, fe(Sx) ⊂ sup µ, em particular se x ∈ sup µ ∩ C então
fe(Sx) = C.

Pretendemos demonstrar que quando as medidas, além de ser ν-invariante
são ergódicas, o suporte delas é um i.c.s. Mas isso será demonstrado no lema
4.26. Agora vamos demonstrar uma proposição no sentido inverso, dado um
i.c.s. veremos que ele é suporte de uma medida invariante ergódica. Antes
disso necessitamos um lema
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Lema 4.24 Se C é um S-i.c.s fechado então SC ⊂ C.

Demonstração. Se y ∈ SC então é da forma gx com g ∈ S e x ∈ C.
Assim existe uma sequência {gn} ⊂ S tal que gn −→ g quando n −→ ∞. Por
continuidade do produto gnx converge para gx = y e assim y ∈ SC. Assim
SC ⊂ SC. Por outro lado, como C é i.c.s. SC = C. Por último, como C é
fechado C = C completando a cadeia de inclusões.

Proposição 4.25 Dado um S-i.c.s. C em R existe uma medida de proba-
bilidade ν-invariante ergódica com suporte C.

Demonstração.

• Construção da medida: Existência: Definimos uma medida de proba-
bilidade α com suporte em C. Como C é fechado em R, C é compacto.
Então podemos aplicar o lema 4.15 tomando C como G-espaço. Os
pontos limites do teorema são as medidas invariantes, tomemos uma e
a denominemos µ. Para demonstrar que sup(µ) ⊂ C podemos notar
apenas que C é fechado e invariante pela ação de S. Mais tecnicamente:
notar que dada a definição da sequência do lema 4.15, o suporte de
qualquer ponto da sequência está em C pois

sup
(∑

ν∗n ∗ α
)

= ∪ sup(ν∗n ∗ α) lema 4.11

⊂ ∪ sup(ν∗n) sup(α) proposição 4.8

mas sup(α) ⊂ C e sup(ν∗n) ⊂ S (lema 4.20) então sup(ν∗n) sup(α) ⊂
SC ⊂ C (lema 4.24) . Em particular a união de todos os sup(ν∗n) sup(α)
está contida em C. Portanto µ é uma medida ν-invariante com suporte
dentro de C.

• Por outro lado para demonstrar que C ⊂ sup(µ) tomemos x ∈ C, como
C é um i.c.s fe(Sx) = C, e pelo corolário 4.21 fe(Sx) ⊂ sup(µ).

• Agora que sabemos que todo i.c.s é suporte de uma medida invariante
então tem que ser suporte de uma medida extremal. De fato, seja µ,
invariante com suporte C. µ tem que ser escrita como combinação
convexa de extremais

µ =
∑

aiµi ai > 0
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mas a união dos suportes das extremais será C (lema 4.11). Mas o
menor suporte de uma medida invariante µi é C pela proposição 4.23.
Assim todas as µi têm suporte C. Em particular existe uma medida
invariante ergódica com suporte C.

Uma vez provada a proposição 4.25 podemos demonstrar que

Lema 4.26 Toda medida ergódica num recobrimento R tem como suporte
um i.c.s

Demonstração. Seja µ uma medida ergódica em R. Já sabemos que
os suportes das medidas invariantes são união de i.c.s’s. E sabemos que
cada i.c.s é suporte de uma medida ergódica µi. Agora podemos utilizar
o fato que duas medidas ergódicas ou tem o mesmo suporte ou o suportes
são disjuntos (ver Yosida [33]). Se o suporte de µ fosse mais de um i.c.s,
digamos, C1, C2, . . . Cn então teria suporte não disjunto e não idêntico com,
por exemplo, C1.

Na próxima seção demonstraremos a unicidade desta medida ergódica, ou
seja, que não existem mais de uma medida ergódica com o mesmo suporte C.
Esse resultado está demonstrado no teorema 2.6 em Guivarc’h e Raugi [10]
para o caso espećıfico em que o revestimento é o proprio B, o flag maximal.
Para entrar nas condições desse teorema apenas faltam verificar as seguintes
hipóteses:

• O semigrupo S gerado pelo suporte de ν tem uma sequência contrac-
tante.

• Gν , o subgrupo fechado gerado pelo suporte de ν, é totalmente irre-
dut́ıvel.

Veamos que estas hipóeses se verificam

Definição 4.27 Seja H um subgrupo fechado de G. Dizemos que H é total-
mente irredut́ıvel se não existem elementos x, g1, . . . gr tais que

H ⊂
r⋃

i=1

gi(NAÑM)cx

onde (X)c indica o complemento de X.
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Como S tem interior não vazio o grupo fechado gerado por S é G. Por
outro lado NAÑM é uma câmara aberta de Bruaht, e portanto seu com-
plementar é um conjunto magro. E é imposśıvel que tudo G esteja contido
na união finita de conjuntos magros. Portanto G = Gν é totalmente irre-
dut́ıvel. Para ter uma idéia intuitiva do que significa ser totalmente irre-
dut́ıvel podemos notar que para G = Sl(n), um subgrupo é totalmente irre-
dut́ıvel se não deixa invariante nenhuma união finita de subespaços próprios.
Por exemplo {

1,

(
0 −1
1 0

)}

é irredut́ıvel pois deixa invariante nenhum subespaço proprio, mas não total-
mente irredut́ıvel pois deixa invariante a união dos subestaços gerados pelos
vetores (1, 0) e (0, 1).

Definição 4.28 Seja gn uma sequência em G e seja a decomposição polar
gn = vnhnun com vn, un ∈ K e hn ∈ fe(A+).Para uma ráız α ∈ Π definimos
φα(h) = eα(log(h)). A sequência é dita contratante se φα(hn) −→ 0 quando
n −→ ∞, para toda ráız negativa α.

Num semigrupo com interior não vacio sempre existe um elemento reg-
ular H ∈ a+ tal que exp(H) ∈ intS (ver [23]). Assim definimos gn = hn

claramente hn ∈ A+ e φα(hn) = eα(log(hn)) = enα(log(h)), e como α é negativa
α(log(h)) < 0, assim enα(log(h)) −→ 0 quando n −→ ∞.

Assim podemos afirmar que

Lema 4.29 No flag maximal existe apenas uma única medida invariante
ergódica.

4.3 Unicidade

Nesta seção completaremos a demonstração do teorema que afirma que cada
i.c.s é suporte de uma única medida invariante.

A unicidade tem a dificuldade, que, a priori, podem existir duas medidas
ergódicas com o mesmo suporte, mas isso é um caso que deve ser atacado
com ferramentas que envolvem desintegração de medidas.

Lema 4.30 Suponhamos que A é um subconjunto de R e seja µ ν-invariante
com suporte A. Se não existe mas de uma medida invariante com suporte A
então µ é ergódica.
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Demonstração. Suponhamos que µ não seja ergódica, então existem µ1

e µ2 medidas (de probabilidade) invariantes diferentes e existem reais a, b
não nulos tal que a+ b = 1, e aµ1 + bµ2 = µ. Consideremos outros a′ e b′ não
nulos tais que a′+b′ = 1. Como µ1 e µ2 são diferentes aµ1 +bµ2 6= a′µ1 +b′µ2

(lema 4.12). Mas

sup(µ) = sup(aµ1 + bµ2) = sup(µ1) ∪ sup(µ2) = sup(a′µ1 + b′µ2)

Assim µ e a′µ1 + b′µ2 são medidas invariantes com o mesmo suporte A, e isso
contradiz a hipótese do lema.

4.3.1 Desintegração de medidas invariantes

Veremos agora algumas propriedades relacionadas com a desintegração de
uma medida em medidas pontuais. Seja η uma medida e {ηw} um conjunto
de medidas no mesmo espaço parametrizadas por w ∈ Ω, onde Ω é outro
espaço de probabilidade com probabilidade Q. Dizemos que η é desintegrada
em ηw se

η =

∫

Ω

ηw dQ(w)

onde a igualdade é sempre no sentido

η(f) =

∫

Ω

ηw(f) dQ(w) para toda f mensurável.

Um caso particular, aparentemente mais geral, é quando escrevemos η como
soma de desintegrações

η =

∫

Ω

(
∑

i

ai
wηi

w

)
dQ(w).

Nosso interesse se centrara em desintegrações de medidas pontuais, ou
seja, quando as ηw ou as ηi

w são medidas concentradas num ponto, isto é, são
da forma δxi(w).

4.3.2 A impossibilidade da existência de duas medidas

ergódicas com o mesmo suporte

Suponhamos que existem η e γ duas medidas ergódicas em G/M0AN com o
mesmo suporte que chamaremos C. Como foi visto no lema 4.26, C tem que
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ser um i.c.s.. Como as duas são ergódicas então são mutuamente singulares,
ou seja existem conjuntos Γη, Γγ tal que

Γη

·⋃
Γγ = C

e

η(Γη) = 1 e γ(Γη) = 0

e vice versa,

γ(Γγ) = 1 e η(Γγ) = 0

e esses conjuntos são densos no suporte C.

Notação 4.31 Seja π : G/M0AN −→ G/MAN .

Então pelo lema 4.29 podemos afirmar que em G/MAN existe uma única
medida ν-invariante que chamaremos ξ. Como η e γ são invariantes, e medida
invariante projeta em medida invariante, temos que

π∗η = ξ = π∗γ (4.6)

Na continuação enunciaremos o lema II.2.1 em Bougerol e Lacroix [2] de
grão generalidade

Lema 4.32 Seja G um semigrupo topológico agindo num espaço T 2-enumerável
e localmente compacto . Considere {Xn, n ≥ 1} uma sequência de elementos
independentes de G com uma distribuição comum ν definida em (Ω,A, Q).
Se ψ é uma distribução ν-invariante em T , então para quase todo w ∈ Ω
existe uma medida de probabilidade ψw tal que cada sequência

{X1(w)X2(w) . . . Xn(w)gψ, n ≥ 1}

converge fracamente para ψw para quase todo g segundo a medida λ =
∑∞

n=0 2−n−1νn.
Além para toda função f

ψ(f) =

∫

Ω

ψw(f) dQ(w)

Notação 4.33 Mn(w) = g1(w)g2(w)...g3(w)gn(w)
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Consideraremos como sempre que o semigrupo S é gerado pelo suporte
da ν. Aplicando primeiro este lema, pensando que o T é G/MAN e a medida
invariante é ξ temos que existem ξw tais que

Mn(w)gξ −→
n−→∞

ξw

para Q⊗λ-quase todo (w, g). A partir de agora tome todas as convergências
n −→ ∞.

Aplicando agora o lema assumindo T como G/M0AN e ψ como η e depois
como γ temos que existem ηw e γw tais que

Mn(w)gη −→ ηw

Mn(w)gγ −→ γw

para Q⊗λ-quase todo (w, g). E também

η =

∫
ηw dQ(w)

γ =

∫
γw dQ(w)

Por equivariancia, de (4.6)

Mn(w)gξ −→ π∗ηw

Mn(w)gξ −→ π∗γw

E assim
π∗ηw = ξw = π∗γw (4.7)

para Q-quase todo w.
Por outro lado, aplicando novamente o teorema 2.6 de Guivarc’h e Raugi

[10] sabemos que a sequência Mn(w)gξ converge Q-quase todo w para uma
delta de Dirac independente de g , isto é

Mn(w)gξ −→ δz(w) = ξw

com z(w) ∈ G/MAN . Portanto, temos que por (4.7) as ηw e as γw carregam
sobre medidas pontuais na fibra de zw. Isto é

ηw =
m∑

i=1

ai(w)δzi(w) ai(w) ≥ 0 (4.8)

γw =
m∑

i=1

bi(w)δzi(w) bi(w) ≥ 0
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onde {z1(w), . . . , zm(w)} percorrem π−1(z(w)) ∩ C ,
∑m

i=1 ai(w) = 1 e∑m
i=1 bi(w) = 1.
Notemos que intuitivamente o conjunto

{zi(w) : ai(w) > 0}

é o conjunto que “suporta” a medida η. Analogamente

{zi(w) : bi(w) > 0}

“suporta” a γ. Então nos concentraremos agora nesses elementos. Para isso
reorganizaremos estas somatórias para deixar de fora os termos que têm zeros

ηw =
∑

Ai(w)δzi(w) Ai(w) > 0 (4.9)

γw =
∑

Bi(w)δzi(w) Bi(w) > 0

Notemos que

1 = η(Γη) =

∫
ηw(Γη)dQ(w) =

∫ ∑
Ai(w)δzi(w)(Γη) dQ(w)

Para que uma integral sobre uma medida de probabilidade de uma função,
limitada por 1, seja exatamente 1, a função tem que ser 1 q.t.p. Assim

∑
Ai(w)δzi(w)(Γη) = 1

Q-quase todo w. Mais para todo w temos que
∑

Ai(w) = 1 portanto

δzi(w)(Γη) = 1

Q-quase todo w. Ou seja

ai(w) > 0 ⇒ zi(w) ∈ Γη Q-q.t.w

que pode ser traduzido como

Q({w : ai(w) > 0 e zi(w) /∈ Γη}) = 0

analogamente

bi(w) > 0 ⇒ zi(w) ∈ Γγ Q-q.t.w
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Intuitivamente pode-se interpretar que o “suporte” de η está “contido” em
Γη e que o “suporte” de γ está “contido” em Γγ.

Apesar de Γη e Γγ serem disjuntos ainda não temos nenhuma contradição,
pois pode acontecer que para os i tais que ai(w) > 0 tenhamos que bi(w) = 0,
e vice versa. Notemos que se provamos que

ai(w) > 0 ⇔ bi(w) > 0 Q-q.t.w

então teŕıamos um absurdo pois

ai(w) > 0 ⇒ bi(w) > 0

ai(w) > 0 ⇒ zi(w) ∈ Γγ

ai(w) > 0 ⇒ (zi(w) ∈ Γγ e zi(w) ∈ Γη)

ai(w) > 0 ⇒ zi(w) ∈ Γγ ∩ Γη

todas as afirmações Q-quase todo w. Mas Γη ∩ Γγ = ∅ e assim teŕıamos o
absurdo

Q({w : ai(w) > 0}) = 0

Mas isso não pode acontecer pois para Q-quase todo w

∑
ai(w) = 1

E assim conseguiŕıamos o absurdo que estamos procurando. Então na próxima
seção dedicaremos nossos esforços em demonstrar que

ai(w) > 0 ⇔ bi(w) > 0 Q-q.t.w

4.3.3 As medidas da desintegração em G/M0AN car-

regam peso em toda a fibra do i.c.s..

Agora demonstraremos que ai(w) > 0 se e somente se bi(w) > 0 (Q-quase
todo w).

Fixemos um w para simplificar as coisas e entendamos que a maioria das
afirmações serão para Q-quase todo w. Lembremos que

∑m
i=1 ai(w) = 1 e∑m

i=1 bi(w) = 1 portanto para algum i temos que ai(w) > 0 e para algum j
(não necessariamente diferentes) bj(w) > 0. Então o fato

ai(w) > 0 se e somente se bi(w) > 0
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pode ser inferido de

ai(w) > 0 e bi(w) > 0 para todo i = 1, . . . , m

ou seja, que ηw e γw carregam seu peso em todos os pontos do conjunto
{z1(w), . . . , zm(w)} = π−1(z(w))∩C. Demonstraremos isso para η, Q-quase
todo w e o caso γ é exatamente análogo.

Seja V ⊂ C aberto (o leitor poderá pensar-o conexo para clarificar as
ideas) o suficientemente pequeno tal que V m∩ V = ∅ para todo m ∈ M/M0

diferente da identidade. Como V é aberto e contido no suporte então η(V ) >
0, mais ainda, se m é tal que V m ⊂ C então η(V m) > 0. Especificamente
os m que verificam isso são os elementos de

M(C) = {m ∈ M/M0 : Cm = C}

Suponhamos, para conseguir um absurdo, que ηw não carrega medida para
algum zi(w). Denotemos zi(w) apenas por yi para simplificar a notação. Sem
perda de generalidade os elementos onde carrega a medida serão y1, y2, . . . yk.
Então k < m pois ηw não carrega medida para algum elemento. Também
podemos pensar que π(yi) = x0 a identidade em G/MAN . Então, como

Mn(w)gη −→ ηw =
k∑

i=1

qiδyi
(4.10)

para Q⊗λ-quase todo (w, g). A partir de agora considere todas as con-
vergências Q⊗λ-quase todo (w, g). A convergência (4.10) implica que

Mn(w)g sup η −→ {y1, . . . yk}
Acontece a mesma coisa para qualquer subconjunto com medida não nula,
em particular para V e para V m com m ∈ M(C). Assim

Mn(w)gV −→ {y1, . . . yk} (4.11)

e

Mn(w)gV m −→ {y1, . . . yk} (4.12)

mais se aplicamos a ação de m à direita da fórmula (4.11) então

Mn(w)gV m −→ {y1, . . . yk}m
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ou seja

Mn(w)gV m −→ {y1m, . . . ykm} (4.13)

escolhemos um m ∈ M(C) que não permute o conjunto {y1, . . . yk}, isso
sempre é posśıvel de achar pois M(C) é transitivo em {y1, . . . ym}. Então
as fórmulas (4.12) e (4.13) produz o absurdo que estávamos procurando. Se
algum fato é válido para Q⊗λ-quase todo (w, g) é válido para Q-quase todo
g. Assim podemos afirmar que

ai(w) > 0 ⇔ bi(w) > 0 Q-q.t.w

A presente análise resume-se no seguinte

Teorema 4.34 Duas medidas ergódicas diferentes em G/M0AN não podem
ter o mesmo suporte.

Corolário 4.35 Cada i.c.s em G/M0AN é o suporte de uma e apenas uma
medida invariante que é ergódica.

Demonstração. Seja C um i.c.s. em G/M0AN . O fato de que existe
uma medida ergódica com suporte C foi demonstrado em 4.25. O fato que
não existe outra medida ergódica surge de 4.34. Mas também não existe
nenhuma outra medida invariante com suporte C, pois se µ é invariante com
suporte C tem que ser conbinação convexa de medidas ergódicas, todas elas
com suporte C e existe apenas uma medida ergódica com esse suporte, assim
µ é essa medida ergódica.

4.3.4 Em qualquer recobrimento.

Lembremos que, como foi demonstrado no lema 4.19, medidas invariantes
em qualquer G/M ′AN sempre são projeção de alguma medida invariante
em G/M0AN . Sabendo isso é fácil demonstra que ergódicas em G/M0AN
projetam em ergódicas como veremos a seguir.

As medidas ergódicas em G/M0AN surgem todas a partir de uma delas,
no seguinte sentido: Seja µ ergódica em G/M0AN com suporte o i.c.s C.
Seja C1 outro i.c.s e seja m ∈ M/M0 tal que C1 = Cm, então dado que a
ação de m comuta com a de G, µm é invariante com suporte em C1, ou seja
é a medida ergódica com suporte C1.



4.3. UNICIDADE 43

Lema 4.36 Toda medida invariante num recobrimento R′ com suporte um
i.c.s é ergódica e é a única medida invariante com esse suporte.

Demonstração. Seja β uma medida invariante em R′ = G/M ′AN com
suporte um i.c.s C ′. Seja π : G/M0AN −→ G/M ′AN . Temos que β é
projeção de uma medida invariante em G/M0AN que chamaremos de α.

β = π∗α

Esta é soma de ergódicas αi.

α = Σaiαi

com αi ergódicas. Assim os suportes respectivos das αi são os i.c.s. Ci.
Notemos que π(Ci) = C ′ portanto posso supor que para cada Ci existe um
mi ∈ M ′ tal que Ci = C1mi. Assim também

α = Σaiα1mi

então juntando tudo

β = π∗(Σaiα1mi) = Σaiπ∗(α1mi)

mas π∗(α1mi) = π∗α1 pois mi ∈ M ′. Assim

β = Σaiπ∗(α1mi) = Σaiπ∗(α1) = π∗(α1)

mas notemos que, então, toda medida invariante com suporte C ′ é exata-
mente π∗(α1), Assim temos que β é única. E por 4.30 β é ergódica.

Até aqui podemos resumir todo no seguinte

Teorema 4.37 Toda medida ν-invariante ergódica num recobrimento R =
G/M ′AN do flag maximal B = G/MAN tem como suporte um i.c.s e, recip-
rocamente, todo i.c.s é o suporte de uma única medida ν-invariante ergódica.
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Caṕıtulo 5

Tipo Parabólico

Com ajuda dos conjuntos de controles associados ao semigrupo S, gerado pelo
suporte da ν, daremos uma primeira caracterização de Mν (ver Propocição
5.15). A partir de agora conideraremos a medida ν absolutamente cont́ınua
em relação à medida de Haar.

Depois será demonstrado que a partir do tipo parabólico do semigrupo
é posśıvel determinar exatamente Mν . De fato na Proposição 5.25 demon-
stramos que Mν = M ∩ P 0

Θ. Antes das carecterizações serão apresentados
diversos resultados estudando as medidas ergódicas e as relações entre me-
didas invariantes nos diferentes espaços de Poisson e os operadores que elas
definem (ver Definição 4.16).

5.1 Mais sobre medidas invariantes e ergódicas

Notar que do visto na subseção 4.1 podemos afirmar que as medidas invari-
antes num recobrimento R não necessariamente ergódicas tem como suporte
uma união de i.c.s. de R.

5.1.1 Medidas ergódicas em G/M0AN

Para o caso R = G/M0AN = G/P0 a ação de M/M0 sobre os conjuntos de
controle invariante se reproduz nas medidas ergódicas,

Lema 5.1 Seja µ uma medida invariante (ergódica) em G/P0 e m ∈ M/M0.
Então a nova medida definida por

µm(A) := µ(Am−1)

45
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é também invariante (ergódica).

Demonstração. Se µ é invariante o fato da ação de m comuta com a
ação de G garante que ν ∗ µm = (ν ∗ µ)m,

ν ∗ µm (f) =

∫

G

(

∫

R

f(gx) dµm(x))dν(g)

=

∫

G

(

∫

R

f(g(xm)) dµ(x))dν(g))

Como m comuta com a ação de g, se fm(·) := f(·m) temos que

=

∫

G

(

∫

R

fm(gx) dµ(x))dν(g))

=

∫

R

fm(x)d(ν ∗ µ)(x) =

∫

R

f(xm)d(ν ∗ µ)(x)

=

∫

R

f(x)d((ν ∗ µ)m)(x) = (ν ∗ µ)m (f)

Logo, usando o fato de µ ser invariante

ν ∗ (µm) = (ν ∗ µ)m = µm

e assim µm também é invariante.

Agora, se µ também é ergódica o suporte de µ é um i.c.s C, e o suporte
de µm será o Cm ( · m é difeomorfismo) que também é um i.c.s, assim, µm
é invariante e tem suporte um i.c.s, portanto é ergódica.

Finalmente notemos que se µ é uma medida ergódica em G/P0 com su-
porte C e m ∈ M(C) então µm = µ pois são duas medidas ergódicas com
o mesmo suporte. Assim, analogamente ao feito com as i.c.s., o conjunto
M(C)\(M/M0) também parametriza as medidas ergódicas em G/P0.

5.1.2 Simetrias das medidas ergódicas nos recobrimen-

tos

Existe uma grande simetria dentro das medidas ergódicas e entre elas. No
sentido que explicitaremos na sequência.
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Definição 5.2 Seja π′ : R′ −→ B. Chamaremos aberto distiguido de B a
todo conjunto conexo W tal que π′−1(W ) é a união disjunta ∪Vn e π′|Vn

:
Vn −→ W é um homeomorfismo. Chamaremos aberto distinguido de um
recobrimento R′ a todo conjunto aberto conexo V tal que sua projeção via
π′ : R′ −→ B seja um aberto distinguido de B. E chamaremos conjuntos
associados a todos os Vi.

Seja V0 um aberto conexo dentro de um conjunto de controle C0 ⊂ R′

tal que sua projeção W pelo recobrimento π′ : R′ −→ B seja um aberto
de distinguido de B ou seja, π′−1(W ) = ∪Vn disjuntos e π′|Vn

: Vn −→ W
é un homeomorfismo. Se tomamos dois V0 e V1 contidos ambos no C0, e
consideramos a medida ergódica µ0 com suporte C0, então µ0(V0) = µ0(V1).
Assim teremos uma simetria da própria medida. Mas geralmente, se V2 não
esta contido em C0, então está contido em outro i.c.s C2 associado com outra
medida ergódica µ2. Neste caso µ0(V0) = µ2(V2). Primeiro demonstraremos
isso para o recobrimento maximal.

Lema 5.3 Seja V0 aberto distinguido de G/M ′AN , C0 um i.c.s. e V0 ⊂ C0.
Seja V2 associado com V0 e C2 o i.c.s. que contem V2, (possivelmente o
proprio C0). Seja µ2 a medida ergódica associada com C2. Então µ0(V0) =
µ2(V2).

Demonstração. Demonstração para G/M0AN : Sabemos que existe
m ∈ M/M0 tal que V0m = V2. Isso é fácil de ver lembrando que se y ∈ V0,
{xm : m ∈ M/M0} percorre toda a fibra, portanto existe xm ∈ V2. Por
conexidade e continuidade da ação de m à direita e utilizando argumentos
de levantamento podemos concluir que esse m é o mesmo para todos os y
em V0. V2 está contido no i.c.s. C2 = C0m, e a medida ergódica associada é
µ2 = µ0m. Simplesmente notemos que

µ2(V2) = µ0(V2m
−1) = µ0(V0mm−1) = µ0(V0).

No caso mais geral num G/M ′AN toda a dificuldade reside em que não
existe necessariamente uma ação à direita de M/M0. Demonstremos um caso
particular um pouco mais simples para ilustrar.

Lema 5.4 Seja V0 e V2 aberto distinguido associados de G/M ′AN , C0 um
i.c.s. e V0,V2 ⊂ C0. Seja µ0 a medida ergódica associada com C0. Então,
µ0(V0) = µ0(V2).
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Demonstração. Sejam agora V0 e V2 abertos distinguidos de G/M ′AN .
A medida µ0 é projeção de alguma medida ω0 ergódica em G/M0AN . Por
simplicidade assumamos que x0 = M0AN está contido no D0 = sup(ω0).
Seja y0 ∈ M0AN a projeção π(x0). A imagem inversa de V0 é

π−1(V0) =
⋃

n∈M ′/M0

U0n

e eles também são abertos distinguidos associados. Onde U0 que contém o x0.
Seja y1 ∈ G/M ′AN . Para calcular a medida de V0 interessam os U0n ⊂ D0.
Suponhamos por simplicidade que são os k primeiros. Assim

µ0(V0) = ω0(π
−1(V0)) = ω0




⋃

n∈M ′/M0

U0n




=
⋃

n∈M ′/M0

ω0

(
U0n

)
=

⋃

n∈M ′/M0∩M(D0)

ω0

(
U0n

)

=
k⋃

l=1

ω0

(
U0ni

)
= kω0

(
U0

)

esta última igualdade pois os U0n são abertos distinguidos e posso aplicar o
lema 5.3 anterior.

E seja x2 um dos elementos que verifica π(x2) = y2 e x2 = x0m para
algum m ∈ M(D0). Notemos que então

π−1(V2) =
⋃

n∈M ′/M0

U0mn

Para isso basta notar que se n ∈ M ′/M0 então, como é obvio

π(gM ′ANn) = π(gn̄M ′AN) = π(gM ′AN).

Novamente o cálculo da medida µ0(V2) se reduze a

⋃

n∈M ′/M0

ω0

(
U0n

)
=

⋃

mn∈M ′/M0∩M(D0)

ω0

(
U0mn

)

= qω0

(
U0

)
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O ponto é se q igual que k. Ou seja a quantidade de elementos de
M ′/M0∩M(D0) é a mesma que (M ′/M0∩M(D0))m

−1, coisa que é claramente
verdadeira.

A demonstração para medidas diferentes num recobrimento qualquer é
análoga.

5.1.3 Ergodicidade da medida de Poisson µP

Notação 5.5 O recobrimento Pν que é o espaço de Poisson para a medida
ν será denotamo apenas por P e a medida de Poisson será denotada por µ

P
.

Proposição 5.6 A medida de Poisson µ
P

é ergódica.

Demonstração. µ
P

é invariante pois como foi visto é suficiente que i(µ
P
)

projete dentro do conjunto das funções Hν(G) para que seja invariante. Seu
suporte é da forma C1∪C2∪· · ·∪Cs com Ci conjuntos de controle invariantes
e, portanto, µ

P
= p1µ1 + p2µ2 + · · · + psµs onde sup(µi) = Ci e

∑
pi = 1.

Pelo lema 5.4. de Furstenberg [9] existe uma sequência gn ∈ S tal que gnµ
P

converge a uma medida pontual δx. Mas o suporte de gnµi é gnCi ⊂ Ci.
Portanto o suporte de gnµP

tem sempre uma parte em Ci. Mas isso implica
que x ∈ Ci para i = 1, 2, . . . , s, e isso é posśıvel só no caso s = 1. Assim µ

P

tem como suporte um único i.c.s, e assim µ
P

é ergódica.

5.2 Medidas invariantes e funções harmônicas

Agora vamos enunciar alguns resultados úteis envolvendo funções harmônicas.

Proposição 5.7 Seja f̂ uma função cont́ınua e µ uma medida, ambos num
recobrimento R, e seja π : R −→ R′ em algum outro recobrimento, então se
verificam os fatos

1. i(µ) f̂h = (i(µ) f̂)h, onde f̂h(·) = f̂(h·)

2. i(µ)(f̂ ◦ π) = i(π∗µ)f̂

3. Se µ é invariante então π∗µ é invariante. Ou seja: medidas invariantes
projetam em medidas invariantes.
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4. Se µ é ergódica π∗µ é ergódica. Ou seja: Ergódicas projetam em
ergódicas

5. Se ω é uma medida ergódica [respec. invariante] em R′ sempre é a
projeção de alguma η ergódica [respec. invariante] em R.

Demonstração.

1.

[i(µ)f̂h](g) =

∫

R

f̂h(gx) dµ(x) =

∫

R

f̂(hgx) dµ(x)

= [i(µ)f̂ ](hg) = [i(µ)f̂ ]h(g)

2.

[i(π∗µ)f̂ ](g) =

∫

R′

f̂(gx) d[π∗µ](x) =

∫

R

f̂(gπ(x)) dµ(x)

=

∫

R

f̂(π(gx)) dµ(x) = [i(µ)(f̂ ◦ π)](g)

3. Seja f̂ cont́ınua em R′. Pela proposição 4.18, para ver se π∗µ é in-
variante, é suficiente mostrar que i(π∗µ)f̂ é harmônica. Mas pelo item
anterior i(π∗µ)f̂ = i(µ)f̂ ◦ π, é f̂ ◦ π é cont́ınua é i(µ) transforma
cont́ınuas em harmônicas.

4. Conjuntos de controle invariante projetam em conjuntos de controle
invariante. Como sup(π∗µ) = π(sup µ) então a π∗µ será uma medida
invariante com suporte igual a um i.c.s, logo é ergódica.

5. O suporte de η, ergódica, será um i.c.s. C ′. Mas sabemos San Martin
e Tonelli [24] que existe um i.c.s. C ′ em R que projete nem C. A
medida ergódica associada com C é a medida procurada. A prova para
medidas invariantes segue do fato que π∗ é linear em M(R).
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5.2.1 Bijeção dos operadores i(µ)

Sabemos por Furstenberg que no recobrimento P temos a medida µ
P

que
tem a propriedade de que i(µ

P
) é bijetor, no entanto podemos afirmar que

em alguns casos µ
P

não é a única medida em P com essa propriedade. Por
exemplo, no caso especial em que P é G/M ′AN e M ′ e normal em M , então,
como já vimos temos definida uma ação à direita de M/M ′ em G/M ′AN .
Dependendo do grupo G isso pode acontecer sempre, por exemplo, para
G = Sl(n), M é abeliano. Nestes recobrimentos a ação de um m ∈ M/M ′

garante que as imagens de i(µ
P
) e de i(µ

P
m) sejam iguais. De fato

[i(µ
P
m)f̂ ](g) =

∫

G/M ′AN

f̂(gx) d[µ
P
m](x)

∫

G/M ′AN

f̂m(gx) dµ
P
(x) = [i(µ

P
)f̂m](g)

assim i(µ
P
)f̂m = i(µ

P
m)f̂ como a aplicação f̂ 7→ f̂m é bijetora dentro das

funções cont́ınuas então Im[i(µ
P
)] = Im[i(µ

P
m)]. Claramente µ

P
m também é

ergódica, pois m comuta com a ação de G. Se µ
P

é suficientemente “pequena”
que algum m verifique que µ

P
m 6= µ

P
então teŕıamos que duas medidas

ergódicas (ou mais) verificam que o operador que elas definem e bijetor.

Até aqui descrevemos o panorama para as medidas ergódicas no espaço
de Poisson. Veremos agora que acontece nos outros recobrimentos.

Lema 5.8 Se π : R −→ R′e µ é uma medida em R então Imi(π∗µ) ⊂
Imi(µ).

Demonstração. Seja f ∈ Im(i(π∗µ)), então f = i(π∗µ)f̂ para alguma
f̂ cont́ınua. Mas f = i(π∗µ)f̂ = i(µ)(π ◦ f̂ ), e assim, f ∈ Im[i(µ)].

Corolário 5.9 Seja µ
P
a medida de Poisson, e sejam µ e ω medidas ergódicas

tais que π∗µ = µ
P

e π∗µP
= ω. Então i(µ) é sobrejetora e i(ω) é injetora.

Coloquialmente falando podemos pensar que quando subimos preserva-
mos a sobrejetividade e quando descemos preservamos a injetividade.
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5.3 Caracterização de Mν

Nesta seção primeiro provaremos a validade da fórmula (5.4) que servirá
para demonstrar a proposição 5.13 que por último nos permitará caracterizar
Mν/M0 como M(C0).

Hipótese 5.10 A partir de agora vamos considerar a medida ν absoluta-
mente cont́ınua em relação à medida de Haar.

5.3.1 Limites de funções harmônicas

Agora provaremos a existência de limites para determinadas sequências em
R cujos valores são provenientes de funções harmônicas em G. Estes limites
serão úteis para estabelecer a não sobrejetividade dos operadores i(µ) para
medidas µ invariantes em G/M0AN .

Notação 5.11 A projeção canônica de G/M0AN sobre G/MAN será de-
notada por π.

Podemos supor sem perda de generalidade que a origem y0 de B está em
int(CB) pois para qualquer semigrupo S, tal que intS 6= ∅, existe sempre um
subgrupo parabólico minimal P ′ tal que P ′∩intS 6= ∅, e assim o flag maximal
pode ser pensado como G/P ′ (mudando a base da decomposição de Iwasawa
, ver San Martin [23], Teorema 3.4). Fixemos então B = G/P = G/MAN
com P adequado para que y0 ∈ int(CB). Seja x0 = M0AN e seja C0 o i.c.s.
em G/M0AN . Dado que π(x0) = y0, e π é aberta se verifica que x0 ∈ int(C0).

Seja µ0 uma a medida ergódica com suporte C0 no recobrimento maximal
G/M0AN . Sabemos que existe g0 ∈ int(S) tal que gn

0 y → y0 para todo y em
um conjunto aberto e denso O ⊂ B (ver San Martin [23]) . O fato de ν ser ab-
solutamente cont́ınua garante que toda medida invariante nos recobrimentos
também seja absolutamente cont́ınua, portanto se µ

B
é a medida invariante

em B então µ
B
(B\O) = 0. Isto implica que gn

0 µ
B
→ δy0

pois o semigrupo tem
interior não vazio. Dado que µ

B
é a projeção de µ0 (ver lema 5.7 ), o limite

de gn
0 µ0 converge à uma medida concentrada sobre a fibra π−1(y0). Mas,

como µ0 é invariante, seu suporte C0 é invariante pela ação de gn
0 , portanto

o limite de gn
0 µ0 deve estar concentrado apenas sobre os elementos contidos

na fibra e em C0.
Por tudo isso, se M(C0) = {1,m1,m2, . . . , mk−1} então
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lim gn
0 µ0 = p1δx0

+ p2δx0m1
+ · · · + pkδx0mk−1

com
∑

pi = 1.
Sabemos que µ0 é invariante pela ação de m ∈ M(C0) definida em 5.1.

Portanto
lim gn

0 µ0 = (lim gn
0 µ0)m

Desenvolvendo o segundo termo

(lim gn
0 µ0)m = (p1δx0

+ p2δx0m1
+ · · · + pkδx0mk−1

)m

= (p1δx0
m + p2δx0m1

m + · · · + pkδx0mk−1
m)

Notemos que δx0mi
m = δx0mim e que, como M(C0) é grupo mim = mj ∈

M(C0). Portanto a ação de m resulta ser uma permutação entre os elementos
de {δx0

, δx0m1
, . . . , δx0mk−1

}. Então

lim gn
0 µ0 = (lim gn

0 µ0)m

p1δx0
+ p2δx0m1

+ · · · + pkδx0mk−1
= p1δx0m + p2δx0m1m + · · · + pkδx0mk−1m

Tomando m 6= 1 a igualdade anterior exige que pi = pj para todo i e j.
Mas como é medida de probabilidade pi = 1

k
. Assim lim gn

0 µ0 é uma medida
homogênea, ou seja

lim gn
0 µ0 =

1

k
(δx0

+ δx0m1
+ · · · + δx0mk−1

) (5.1)

Para cada f̂ cont́ınua en G/M0AN já definimos a função harmônica f =
i(µ0)f̂ pois

f(g) =

∫
f̂(gx) dµ0(x).

Então utilizando a Equação (5.1) temos que

lim f(gn
0 ) = lim

∫
f̂(gn

0 x) dµ0(x)

= lim

∫
f̂(x) dgn

0 µ0(x)

=

∫
f̂(x) d[lim gn

0 µ0](x)

=

∫
f̂(x) d[

1

k
(δx0

+ · · · + δx0mk−1
)](x)

=
1

k
(f̂(x0) + f̂(x0m1) + · · · + f̂(x0mk−1)).
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Assim temos a fórmula

lim f(gn
0 ) =

1

k

k−1∑

j=0

f̂ m̄(x0mj) (5.2)

com f = i(µ0)f̂

Seja m̄ ∈ M um representante de m ∈ M/M0. Agora notemos que
f g = (i(µ0)f̂)g para qualquer g ∈ M (ver 5.7). Juntando isso com a fórmula
(5.2) temos:

lim f(m̄gn
0 ) = lim f m̄(gn

0 ) =
1

k

k−1∑

j=0

f̂ m̄(x0mj) =
1

k

k−1∑

j=0

f̂(m̄x0mj)

Mas m̄x0 = m̄M0AN = M0ANm = x0m. Então podemos escrever

lim f(m̄gn
0 ) =

1

k

k−1∑

j=0

f̂(x0mmj). (5.3)

Note que esta fórmula é independente do m̄ representante de m.
Estamos interessados numa equação mais geral que (5.3) considerando f

definida por uma medida apenas invariante e não ergôdica. Por exemplo,
seja

Q = M(C0)\(M/M0) = {q0 = 1, q1, q2, . . . qn−1}
qi ∈ Q. Este elemento representa a medida ergódica µi = µ0qi. Seja ni ∈
M/M0 um representante de qi. Temos que

lim gñ
0 µi = lim gñ

0 (µ0n) = (lim gñ
0 µ0)n

De forma análoga demonstramos que esse limite é uma medida homogênea
com a diferença que agora está concentrada sobre os pontos da fibra π−1(y0)
que estão contidos no suporte de µi, i.e.,

lim gñ
0 µi =

1

k
(δx0n + δx0m1n + · · · + δx0mk−1n).

É fácil ver que a fórmula é independente do representante n de qi. Assim
temos:

lim gn
0 µi =

1

k

k−1∑

j=0

δx0mjni
.
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De forma análoga definimos fi = i(µi)f̂ e provamos que , se m̄ ∈ M é um
representante de m ∈ M/M0, então

lim fi(m̄gn
0 ) =

1

k

k−1∑

j=0

f̂(x0mmjni).

Vamos generalizar mais um pouco. Se ω uma medida invariante qualquer
então é da forma

ω =
n−1∑

i=0

pi+1µ0qi

com
∑

pi = 1 e qi ∈ Q. Por último vamos enunciar a validade da fórmula
que estamos procurando, a demostração é análoga ao feito anteriormente.

Proposição 5.12 Definimos fω = i(ω)f̂ . Se m̄ ∈ M é um representante
de m ∈ M/M0 então

lim fω(m̄gñ
0 ) =

1

k

n−1∑

i=0

pi+1

k−1∑

j=0

f̂(x0mmjni). (5.4)

onde ni é um representante da classe lateral qi = M(C0)ni.

5.3.2 Uma medida que define um operador que não é

sobrejetor

Para a caracterização de Mυ necessitaremos provar que para uma determi-
nada medida invariante η em G/M0AN o operador i(η) que define η não é
sobrejetor. Nesta seção vamos provar um resultado que aponta nessa direção

Seja M̃ um subgrupo de M tal que M0 ⊂ M̃ ⊂ M . Então M̃/M0 é
um subgrupo de M/M0. Se M(C0) ⊂ M̃/M0 então M(C0)\(M̃/M0) é um
subconjunto de Q = M(C0)\(M/M0) (o conjunto de classes laterais à di-
reita de M(C0) em M/M0). Vamos denotar Q̃ = M(C0)\(M̃/M0). Se
Q = {1, q1, q2, . . . , qn−1} sem perda de generalidade podemos supor que
Q̃ = {1, q1, . . . , ql−1}.
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Proposição 5.13 Seja M̃ como acima, com M(C0) ⊂ M̃/M0 e

Q̃ = {1, q1, . . . , ql−1}
também como acima. Seja µ0 uma medida ergódica em G/M0AN e

η =
1

l
(µ0q0 + · · · + µ0ql−1)

Se M(C0) 6= M̃/M0, i.e., l ≥ 2, então i(η) não é sobrejetora.

Demonstração. Se l ≥ 2 então existe uma classe lateral q1 diferente de
10 = M(C0), ou seja, existe n1 ∈ M̃/M0 tal que M(C0)n1 6= M(C0). Note
também que n1M(C0) 6= M(C0).Seja n̄1 ∈ M um representante de n1. A
idéia é provar que

1. Para qualquer f ∈ Im(i(η)) os limites lim f(gn
0 ) e lim f(n̄1g

n
0 ) são iguais.

2. Mas em general existem funções ν-harmônicas em G tais que esses
limites acima são diferentes. Estas funções serão tomadas em Im(i(µ0)).
Isso prova que Im(i(η)) não são todas as funções ν-harmônicas .

Seja f̂ cont́ınua em G/M0AN e defino fη = i(η)f̂ , usando a fórmula (5.4)
temos que

lim fη(g
ñ
0 ) =

1

kl

n−1∑

i=0

k−1∑

j=0

f̂(x0mjni)
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e que

lim fη(n̄1g
ñ
0 ) =

1

kl

n−1∑

i=0

k−1∑

j=0

f̂(x0n1mjni).

Note que {mjni : 0 ≤ j ≤ k − 1, 0 ≤ i ≤ l − 1} é exatamente M̃/M0.
Mas, dado que n1 ∈ M̃/M0, {n1mjni : 0 ≤ j ≤ k − 1, 0 ≤ i ≤ l − 1} é uma
permutação do mesmo conjunto. Portanto

1

kl

∑∑
f̂(x0mjni) =

1

kl

∑∑
f̂(x0n1mjni)

e assim os limites são iguais.
Por outro lado, se f = i(µ0)f̂ então

lim f(gñ
0 ) =

1

k

k−1∑

j=0

f̂(x0mj)

e

lim f(n̄1g
ñ
0 ) =

1

k

k−1∑

j=0

f̂(x0n1mj).

Note que

{mj : 0 ≤ j ≤ k − 1} = M(C0)

{n1mj : 0 ≤ j ≤ k − 1} = n1M(C0)

e esses conjuntos são disjuntos porque são em diferentes classes laterais. Por-
tanto os conjuntos{x0mj}0≤j≤k−1 e {x0n1mj}0≤j≤k−1 em G/M0AN são dis-
juntos. Mas é muito fácil achar uma função cont́ınua que assuma valores
diferentes em conjuntos finitos de pontos disjuntos. Por exemplo, sejam z1e
z2 números diferentes em R, é posśıvel achar uma f̂ cont́ınua tal que veri-
fique

f̂(x0mj) =
z1

k

f̂(x0n1mj) =
z2

k
para 0 ≤ j ≤ k − 1

e assim
lim f(gn

0 ) = z1 6= z2 = lim f(n1g
n
0 ).
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5.3.3 O subgrupo Mν

Nesta seção vamos caracterizar Mν como a imagem inversa de M(C0) pela
projeção canônica M → M/M0, onde C0 é o S-i.c.s em G/M0AN tal que
sua projeção no espaço de Poisson Pν coincide com o suporte da medida
de Poisson. Veremos na sequência que M(C0) pode ser conhecido sabendo
apenas o tipo parabólico do semigrupo S.

Notação 5.14 Nesta seção π : G/M0AN −→ P , πP : P −→ B e πB :
G/M0AN −→ B

Proposição 5.15 Seja C0 o i.c.s en G/M0AN suporte de µ0 tal que π∗µ0 =
µ

P
Seja M1(C0) a imagem inversa M(C0) pela projeção canônica M →

M/M0. Então Mν = M1(C0).

Demonstração. Primeiro vamos demonstrar que M1(C0) ⊂ Mν , ou
equivalentemente, M(C0) ⊂ Mν/M0. Como sempre consideremos x0 =
M0AN no interior de C0. Seja CP = sup(µ

P
). Portanto π(C0) = CP. Pelo

absurdo suponhamos que existe n /∈ Mν/M0 e n ∈ M(C0). Claramente x0 e
x0n estão em intC0, então π(x0) e π(x0n) estão em CP. Mas π(x0) 6= π(x0n)
pois n /∈ Mν/M0. Com detalhes: Seja y0 = π(x0) = π(M0AN) = MνAN . E
seja n̄ representante de n Em particular n̄ /∈ Mν .

π(x0n) = π(n̄x0) = n̄π(x0) = n̄y0

= n̄MνAN 6= MνAN = π(x0).

Chamemos π(x0n) = y1. Notemos que y0 e y1 estão no intCP e na mesma
fibra considerando a prjeção πB. Veremos que isso é imposśıvel. Pelo lema
5.4. de Furstenberg [9] existe uma sequência gn ∈ S tal que gnµ

P
converge a

uma medida pontual δy. Basicamente isso implica que para qualquer entorno
de V de y existem um n tal que gnintC0 ⊂ V . Em particular tomemos
V suficientemente pequeno como para que não contenha dois elementos na
mesma fibra considerando πB, (isso é posśıvel porque é um recobrimento).
Então gny0 é gny1 estão em V . Mas πB(y0) = πB(y1), portanto πB(gny0) =
πB(gny1), então gny0 = gny1, e por último y0 = y1, contradizendo o fato de
que são diferentes. E assim abordamos a um absurdo.portanto M1(C0) ⊂ Mν .

Agora vamos demonstrar a outra inclusão. Para isso vamos usar a Proposição
5.13. Sabemos que M1(C0) ⊂ Mν , o equivalentemente, M(C0) = M1(S)/M0 ⊂
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Mν/M0. Com a mesma notação que na Proposição 5.13 temos Q = {1, q1, q2, . . . , qn−1}
e

M(C0)\Mυ/M0 = {1, q1, . . . , ql−1}.
Também definimos a medida

η =
1

l

l−1∑

k=0

µqk.

Primeiro notemos que π∗η = π∗µ = µ
P
. De fato, (π∗η) = 1

l

∑
(π∗µqk).

Mas como qk ∈ Q a única medida ergódica onde pode projetar é µP . If
f ∈ Im(i(µ

P
)) então temos que f = i(µ

P
)f̂ = i(π∗η)f̂ = i(η)f̂ ◦ π, portanto

f ∈ Im(i(η)). Mas i(µ
P
) é sobrejetora, portanto, i(η) é também sobrejetora.

Pela Proposiçaõ 5.13, isto implica que M(C0) 6= Mν/M0 é falso. Assim
M1(C0) = Mν .

Agora podemos demonstrar um pequeno corolário que conta a quantidade
de i.c.s.’s nos recobrimentos.

Notação 5.16 Denotemos #ics(R) a quantidade de i.cs no recobrimento R.
Chamemos #fibraP a quantidade de elementos da fibra do recobrimento de
P sobre B.

Corolário 5.17 #ics(G/M0AN) = #fibraP = #ics(P).

Demonstração. Na proposição 5.15, demonstramos que Mυ/M0 =
M(C0). Então note que

#fibraP =

∣∣∣∣
M

Mυ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
M/M0

Mυ/M0

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
M/M0

M(C0)

∣∣∣∣

e pela proposição 3.4
∣∣∣∣
M/M0

M(C0)

∣∣∣∣ = #ics(G/M0AN).

Por outro lado, dado que G/M0AN projeta em P, #ics(P) ≤ #ics(G/M0AN).
Suponhamos que a desigualdade é estrita. então existem dois i.c.s. em
G/M0AN que projetam sobre o mesmo i.c.s em P. Sem perda de generali-
dade suponhamos que esses são C0 e um outro C2, que projetam em C ⊂ P.
Então existem x0 ∈ C0 e x2 ∈ C2 tais que π(x0) = π(x2). Então existe



60 CAPÍTULO 5. TIPO PARABÓLICO

m ∈ Mυ/M0 tal que x0 = x2m. Mas m ∈ M(C0), então x0 e x2 estão no
mesmo i.c.s., então C0 = C2.

Para os recobrimentos maiores que P, claramente a quantidade de i.c.s.
tem que ser a mesma que em P porque essa quantidade é a mesma que em
G/M0AN . Para os recobrimentos menores que P, temos que tem tantos
i.c.s. como elementos tem sua fibra sobre B. É claro pois sempre #ics(R) ≯
#fibra(R) dado que é um recobrimento equivariante. Se #ics(R) < #fibra(R),
então existe um C i.c.s em R tal que ele contém dos elementos x0 e x1 na
mesma fibra. Considere a imagem inversa destes elementos via π̂ : P −→ R,
π̂−1(x1) tem que estar inclúıdo no mesmo i.c.s que π̂−1(x0) pois i.c.s projeta
em i.c.s. Mas todos estes elementos estão na mesma fibra e são diferentes, e
assim teŕıa em P menos de um i.c.s por elemento da fibra.

5.4 M(C0) e o tipo parabólico

Nesta seção provaremos que M(C0) pode ser determinado a partir do tipo
parabólico do semigrupo S, gerado pelo suporte da medida ν, e dessa forma
o espaço de Poisson correspondente a ν pode ser determinado a partir do
tipo parabólico de S. Mais especificamente demonstraremos que se Θ é o
tipo parabóloco de S, P 0

Θ é a componente da identidade do grupo parabólico
PΘ e M(Θ) = M ∩ P 0

Θ, então M(Θ) ⊂ M(C0) sendo que vale a igualdade se
os conjuntos de controle invariante para S são todos conexos. Esta hipótese
de conexidade se verifica, por exemplo, quando S é conexo.

Lema 5.18 Seja S semigrupo de G com intS 6= ∅. Se num G-espaço a
quantidade de i.c.s é finita e eles são todos conexos então cada componente
conexa da união dos i.c.s. é exatamente um i.c.s..

Demonstração. Seja U a união dos i.c.s. Primeiro cada componente
conexa de U contém um i.c.s pois eles são conexos. Mas se uma componente
conexa de U contém mas de um i.c.s então ela pode ser escrita como união
finita de i.c.s que são fechados, fato imposśıvel por ser uma componente
conexa.

Notação 5.19 Nesta seção vamos considerar o seguinte diagrama comuta-
tivo

G/P0
p−→ B

↓ π1 ↓ πΘ

G/P 0
Θ

p1−→ BΘ

(5.5)
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onde P0 = M0AN . Também definimos π = πΘ ◦ p = p1 ◦ π1.

Proposição 5.20 Seja Θ o tipo parabólico do semigrupo S, seja C0 o suporte
de uma medida ergódica em G/P0. Então M(Θ)/M0 ⊂ M(C0) onde M(Θ) =
M ∩ P 0

Θ.

Demonstração. Seja C um i.c.s em G/P0 y x ∈ C0. Estamos in-
teressados na fibra sobre π(x) ∈ BΘ. Seja a = p(x), assim x ∈ π−1

1 (a).
Como p(C0) = CB, p(x) ∈ CB. Por isso e pela comutatividade do diagrama
π−1

1 (a) ⊂ p−1(CB). Também p−1(CB) é a unão de conjuntos de controle
invariante em G/P0. Mas

π−1
1 (a) = x P 0

Θ/P0 = (x̄P0)(P
0
Θ/P0)

é conexo pois P 0
Θ é conexo. Pelo lema 5.18, temos que xP 0

Θ/P0 está totalmente
inclúıdo em C0. Ou seja x(P 0

Θ/P0) ⊂ C0. Assim x P 0
Θ/P0 ⊂ C0. Mas M(Θ) ⊂

P 0
Θ, portanto x M(Θ)/M0 ⊂ C0. E como x é um elemento arbitrário em C0,

C0 M(Θ)/M0 ⊂ C0. Assim C0 M(Θ)/M0 = C0 e portanto M(Θ)/M0 ⊂
M(C0).

Assumindo a hipótese que os i.c.s são conexos então então vamos poder
demonstrar a inclusão inversa.

Antes de isso vamos enunciar um lema útil.

Lema 5.21 Cada componente conexa de PΘ contem um elemento de M .

Demonstração. Ver [32]

Lema 5.22 PΘ/P 0
Θ e M/(M ∩ P 0

Θ) são isomorfos.

Demonstração. Considere o morfismo h : M/M0 −→ PΘ/P 0
Θ definida

por mM0 7→ mP 0
Θ que é uma restrição da mesma aplicação definida em

PΘ/M0 −→ PΘ/P 0
Θ (notar que M0 ⊂ P 0

Θ). Pelo lema 5.21 é sobrejetora já
que PΘ/P 0

Θ são as componentes conexas de PΘ. O núcleo da h é definido
como

{m ∈ M : h(mM0) = P 0
Θ}/M0

{m ∈ M : mP 0
Θ = P 0

Θ}/M0

(M ∩ P 0
Θ)/M0
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assim pelos teoremas do isomorfismo

PΘ/P 0
Θ =

M/M0

(M ∩ P 0
Θ)/M0

= M/(M ∩ P 0
Θ).

Antes vamos demonstrar um lema que caracteriza os i.c.s em G/P0.

Lema 5.23 Os i.c.s de G/P0 são exatamente as imagens inversas dos i.c.s
de G/P 0

Θ.

Demonstração. A situação é análoga com o que acontece com o i.c.s.
do flag maximal, que é exatamente a imagem inversa do i.c.s do flag do tipo
parabólico. Por isso vamos a analisar primeiro esse exemplo. Primeiro sem
perda de generalidade assumamos que int(S ∩ PΘ) 6= ∅. Isto significa que a
origem de G/PΘ está no interior de CΘ. A demonstração de que π−1

Θ (CΘ) é o
conjunto de controle invariante em B pode ser a seguinte: A invariância sai
da invariância de CΘ. A transitividade dentro do interior pode ser dividida
em duas partes.

• Transitividade horizontal: Podemos saltar de uma fibra em outra pois
πΘ é equivariante.

• Transitividade vertical: E equivalente a dizer que o semigrupo S ∩ PΘ

é transitivo em PΘ/P .

De forma análoga para demonstra que S é transitivo no interior de π−1
1 (C)

apenas é necessário provar que S∩P 0
Θ é transitivo na fibra P 0

Θ/P 0. Mas note
que P 0

Θ/P 0 é isomorfo com PΘ/P porque as componentes conexas de PΘ e P
são dadas por M ⊂ P .

A transitividade de S ∩ PΘ [respectivamente de S ∩ P 0
Θ] na fibra PΘ/P é

equivalente a afirmação seguinte: Par cada x ∈ PΘ/P existe g ∈ int(S ∩ PΘ)
[resp. int(S ∩ P 0

Θ)] tal que gx = x. Mas se g está em int(S ∩ PΘ) é fácil ver
que alguma potência de gn está em int(S ∩ P 0

Θ) porque PΘ tem um número
finito de componentes conexas. E assim gnx = x com gn ∈ int(S ∩ P 0

Θ).

Lema 5.24 p−1
1 (CΘ) é a união dos i.c.s’s em G/P 0

Θ.
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Demonstração. Dado que Θ é o tipo parabóloco π−1
Θ (CΘ) = CB. Então

p−1(π−1
Θ (CΘ)) é união dos i.c.s. em G/P0. Dado que o diagrama é comutativo

temos que

p−1(π−1
Θ (CΘ)) = π−1

1 (p−1
1 (CΘ)).

Assim p−1
1 (CΘ) é a imagem da união dos i.c.s pela projeção equivariante π1.

Mas isso implica que p−1
1 (CΘ) é a união dos i.c.s’s em G/P 0

Θ.

Proposição 5.25 Com as mesmas hipóteses que em 5.20 Se todos os i.c.s
em G/P 0

Θ são conexos (hipóteses de conexidade) então M(Θ)/M0 = M(C0).

Demonstração. Como M(Θ)/M0 ⊂ M(C0) e eles são conjuntos finitos,
vamos provar a igualdade contanto a quantidade de elementos em ambos. O
esquema da demonstração é o seguinte:

1. Pela proposição 3.4 notemos que #ics(G/P0) é |M(C0)\M/M0|.

2. Pelo lema 5.23 #ics(G/P0) é igual ao número de i.c.s. em G/P 0
Θ, que

chamaremos #ics(G/P 0
Θ).

3. Depois provaremos que #ics(G/P 0
Θ) é igual ao número de componentes

conexas de p−1(CΘ), que chamaremos #cc(p−1
1 (CΘ)). Neste ponto uti-

lizaremos a hipótese de conexidade.

4. Depois demonstraremos que #cc(p−1
1 (CΘ)) é igual ao número de fibras

do recobrimento p1, i.e. |P 0
Θ/P0|.

5. Pelo lema 5.22, então |PΘ/P 0
Θ| = |M/M∩P 0

Θ|. Mas o número de classes
laterais à esquerda é o mesmo que o numero de classes laterais à direita.
Assim |PΘ/P 0

Θ| = |M ∩P 0
Θ\M |. e portanto M ∩P 0

Θ = M(Θ), e por fim

|PΘ/P 0
Θ| = |M(Θ)\M | = |M(Θ)/M0\M/M0|

6. Finalmente juntando todas as igualdades,

|M(C0)\M/M0| = |M(Θ)/M0\M/M0|

E assim |M(Θ)/M0| = |M(C0)|.
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Para demonstrar o segundo ponto notemos que como i.c.s projeta em i.c.s
então temos #ics(G/P 0

Θ) ≤ #ics(G/P0). A outra desigualdade sai do lema
5.23.

Para provar o terceiro ponto notemos que p−1
1 (CΘ) e a união dos i.c.s em

G/P 0
Θ, mas pelo lema 5.18 cada componente conexa de p−1

1 (CΘ) é união de
alguns i.c.s , assim

#ics(G/P 0
Θ) ≥ #cc(p−1

1 (CΘ))

mas pela hipótese de conexidade temos a outra desigualdade.
Para demonstrar o quarto ponto notemos que p1 é um recobrimento e CΘ

é contrátil, pois está dentro da imagem de uma câmara de Bruaht aberta, e
é conexo, pois é imagem de qualquer dos i.c.s de G/P 0

Θ. A imagem inversa
p−1

1 (CΘ) será contrátil é assim terá uma componente conexa por fibra.



Caṕıtulo 6

Um exemplo em SL(n)

Nesta seção vamos desenvolver um exemplo dos vários conceitos que foram
tratados no caṕıtulo anterior. De fato será um caso particular de conceitos
que demonstraremos com mais generalidade posteriormente. No entanto,
algumas proposições serão provadas neste caṕıtulo, as quais logo serão gen-
eralizadas utilizando ferramentas e resultados mais poderosos.

Primeiramente nosso grupo de Lie G será Sl(n). Estaremos interessados
em conhecer as funções harmônicas para uma medida ν que construiremos
adiante. Como sempre o suporte dessa medida gerará um semigrupo S que
neste caso será um semigrupo gerado a partir de uma equação diferencial
estocástica como será explicado no Caṕıtulo 7. O tipo parabólico será uma
Grasmanniana Grk(n) = Sl(n)/PΘ.

O semigrupo S conterá o subgrupo SO0(p, q), (o par (Sl(n), SO(p, q)) será
um par simétrico, ver Caṕıtulo 9) é será posśıvel caracterizar o S-i.c.s em
Grk(n) como a órbita desse subgrupo, ou seja

SO0(p, q)b0 com b0 a identidade em Sl(n)/PΘ.

A relação entre SO0(p, q) e o semigrupo S será a seguinte: os campos in-
variantes à direita da parte simétrica de SO0(p, q) gerarão a parte estocástica
de uma equação diferencial que gerará S.

65
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6.1 Um subgrupo de SL(n)

6.1.1 O grupo de isometrias

Dados a e b números reais positivos, k e n inteiros com k < n a matriz

Ik :=

(
a 1k×k 0

0 −b 1(n−k)×(n−k)

)

gera uma forma bilinear simétrica em Rn e sua respectiva forma quadrática
Qk.

Definição 6.1 Definimos SOa,b(k, n−k), ou simplesmente SOa,b como grupo
de isometrias de Qk, isto é, g ∈ SOa,b(k, n − k) se, e somente se, g é uma
transformação linear inverśıvel de Rn tal que se V é um subespaço de di-
mensão k então as restrições de Qk aos subespaços V e gV geram métricas
equivalente.

Isto é equivalente a que as restrições da forma bilinear simétrica sejam
equivalentes, ou seja, para todo par de vetores x e y de Rn se verifique que

(gx)TIk(gy) = xTIky

ou simplesmente
gTIkg = Ik (6.1)

6.1.2 A álgebra de Lie

Para achar a álgebra de Lie deste grupo simplesmente derivamos a equação
(6.1). Seja gt uma curva no grupo tal que g0 = 1. Então derivando em t = 0
temos

d

dt
(gT

t Ikgt) = 0

d

dt
(gT

t Ik)g0 + (gT
0 Ik)

d

dt
gt = 0

d

dt
(gT

t )Ik + gT
0

d

dt
(Ik) + Ik

d

dt
(gt) = 0

d

dt
(gT

t )Ik + Ik
d

dt
(gt) = 0
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assim a álgebra de Lie de SOa,b(k, n − k) é dada pelo conjunto

soa,b(k, n − k) = {X ∈ gl(n, R) : XTIk + IkX = 0}.

Notação 6.2 Notaremos soa,b(k, n − k) apenas por soa,b.

Agora vamos exibir uma forma matricial em blocos para a álgebra de Lie
soa,b. Seja

X =

(
α β
γ δ

)

então de XTIk + IkX = 0 sai que

(
αT γT

βT δT

)(
a1 0
0 −b1

)
+

(
a1 0
0 −b1

)(
α β
γ δ

)
= 0

(
a(αT + α) −bγT + aβ
aβT − bγ −b(δT + δ)

)
= 0.

Deste modo podemos escrever

soa,b = {
(

α β
a
b
βT δ

)
: αT + α = δT + δ = 0}.

Dada esta descrição é fácil notar que soa,b ⊂ sl(n) = {X : tr(X) = 0}. Então
podemos afirmar que a componente conexa de SOa,b, que notaremos como
SOa,b

0 , está contido no grupo Sl(n). No entanto notemos que SOa,b não está
inclúıdo em Sl(n). De fato, qualquer matriz da forma diag{±1, . . . ,±1} com
uma quantidade ı́mpar de −1 pertence a SOa,b mas não pertence a Sl(n).

Notemos também que soa,b são álgebras de Lie isomorfas com so1,1 que é
a álgebra de Lie clássica so(k, n − k).

Lema 6.3 soa,b é isomorfa a so(k, n − k)

Demonstração. O isomorfismo e dado por

X =

(
α β
βT δ

)
7−→ f(X) =

(
α b

a
β

a
b
βT δ

)

De fato

[f(X), f(X1)] =

[(
α b

a
β

a
b
βT δ

)
,

(
α1

b
a
β1

a
b
βT

1 δ1

)]
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e desenvolvendo isso

=

(
α b

a
β

a
b
βT δ

)(
α1

b
a
β1

a
b
βT

1 δ1

)
−

(
α1

b
a
β1

a
b
βT

1 δ1

)(
α b

a
β

a
b
βT δ

)

=

(
ββT

1 − βTβ1 α b
a
β1 + b

a
βδ1 − α1

b
a
β − b

a
β1δ

a
b
βTα1 + δ a

b
βT

1 − a
b
βT

1 α − δ1
a
b
βT βTβ1 − ββT

1

)

= f

((
ββT

1 − βTβ1 αβ1 + βδ1 − α1β − β1δ
βTα1 + δβT

1 − βT
1 α − δ1β

T βTβ1 − ββT
1

))

= f

((
α β
βT δ

)(
α1 β1

βT
1 δ1

)
−

(
α1 β1

βT
1 δ1

)(
α β
βT δ

))

= f([X,X1])

6.2 O campo H0

Independente do grupo de isotropia vamos definir um campo invariante à
direita H0 a partir de uma matriz com o mesmo nome

H0 :=

(
α 1k×k 0

0 −β 1(n−k)×(n−k)

)

com H0 ∈ sl(n), ou seja kα − (n − k)β = 0. Com α e β reais positivos.

6.3 O semigrupo

Agora vamos a construir o semigrupo. Uma decomposição de Cartan de
so(k, n − k) é a seguinte

soa,b(k, n − k) = sa,b ⊕ k

onde

k = so(k) ⊕ so(n − k)=

{(
A 0
0 B

)
: AT + A = B + BT = 0

}
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é a parte antisimétrica e a parte simétrica é

sa,b =

{(
0 β

a
b
βT 0

)}
.

Como acontece com toda álgebra de Lie semi-simples a forma de Cartan-
Killing restrita à parte antisimétrica é negativa definida e restrita à parte
simétrica é positiva definida .

Definimos m = dim s = k(n − k). Seja {Y1, . . . Ym} uma base ortogonal
de sa,b em relação a forma de Cartan-Killing.

Agora vamos considerar a equação diferencial estocástica que gerará um
semigrupo de interior não vazio. Seja H0 e Yj os campos invariantes à di-
reita em Sl(n) gerados pelos elementos de sl(n), H0 e Yj respectivamente.
Consideramos a equação diferencial estocástica

dg = H0(g)dt +
m∑

j=1

Yj(g) ◦ dWj (6.2)

da mesma forma que será feito no Caṕıtulo 7, ponto 7.1.3. Notamos as
probabilidades de transição por Pt(1, ·). E assim definimos o semigrupo

S =
⋃

t>0
suppPt(1, ·). (6.3)

O fato de que este conjunto é um semigrupo segue de

Pt(1, ·) ∗ Ps(1, ·) = Pt+s(1, ·).

Para demonstrar que este semigrupo tem interior não vazio em Sl(n) é su-
ficiente ver que a álgebra de Lie gerada por H0 e Yj, j = 1, . . . , m, é toda
sl(n) (ver condição de posto 7.1.2). Este fato que será demonstrado com
mais generalidade no caṕıtulo 9.

Observação 6.4 Para ter uma idéia de como conseguir L(H0, Y1, . . . , Ym) =
sl(n) assumamos a = b = 1 e notemos que, como em toda decomposição de
Cartan, [s, s] ⊂ k, de fato

[(
0 ξ
ξT 0

)
,

(
0 η
ηT 0

)]
=

(
ξηT − ηξT 0

0 ξTη − ηTξ

)

onde claramente ξηT − ηξT e ξTη − ηTξ são anti-simétricas. Neste caso em
particular [s, s] = k.
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Para ver que [so(k, n − k), H0] = sl(n) notemos por exemplo que

[(
A ξ
ξT B

)
,

(
1 0
0 −1

)]
=

(
0 −2ξ

2ξT 0

)

e assim temos todas as matrizes anti-simétricas de sl(n). E tomando o
colchete

[(
0 η
ηT 0

)
,

(
0 ξ

−ξT 0

)]
=

(
−ηξT − ξηT 0

0 ηTξ + ξTη

)

que são as matrizes simétricas que faltavam para obter todas as matrizes
simétricas.

Demonstraremos a seguir que o tipo parabólico de S é a Grassmanni-
ana formada pelos subespaços de dimensão k denotada como é habitual por
Grk(n). Para isso primeiro daremos uma caracterização expĺıcita do conjunto
de controle invariante Grk(n) pela ação de S.

6.3.1 O i.c.s. em Grk(n)

Definição 6.5 Seja O+ o conjunto de subespaços em Grk(n) tal que a re-
strição da forma bilinear Qk é definida positiva, em śımbolos:

O+ = {V : dim V = k, Qk|V > 0}

Vamos provar que feO+ é o i.c.s. de Grk(n). Antes disso vejamos alguns
exemplos de O+para diferentes valores de n e k e a = b = 1.

Exemplos No caso n = 2 e k = 1 temos que

• Qk(x, y) = x2 − y2

• Grk(n) = RP 1 a reta projetiva.

• Se (x, y) ⊂ V ∈ O+ então |x| > |y|. A união destes elementos de R2 tem
a forma de um cone, justamente o cone de subespaços que interceptam
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a hirpérbole {(x, y) : x2 − y2 = 1}

• Podemos identificar cada subespaço de RP 1com o ponto onde o sube-
spaço intercepta o semićırculo

C := {eiθ : −π

2
< θ ≤ π

2
}

• É fácil ver que O+ se identifica com {eiθ : −π
4

< θ < π
4
} ⊂ C. Que é

justamente a interseção de C com o cone:

No caso n = 3 e k = 1 temos que

• Qk(x, y, z) = x2 − y2 − z2

• Grk(n) = RP 2.
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• Se 〈(x, y, z)〉 = V ∈ O+ então se verifica x2 − y2 − z2 > 0. A união de
todos estes elementos de R3 tem também a forma do cone de subespaços
que interceptam o hiperbolóide de duas folhas {(x, y, z) : x2−y2−z2 =
1}:

• Podemos identificar cada subespaço de RP 2 com um elemento que in-
tercepta uma semi-esfera.

• Para essa identificação O+ terá forma de um disco dentro da semi-esfera

No caso n = 3 e k = 2 temos que

• Qk(x, y, z) = x2 + y2 − z2



6.3. O SEMIGRUPO 73

• Grk(n) = Gr2(3), o conjunto dos planos em R3

• Se 〈(x, y, z)〉 está inclúıdo V ∈ O+ então se verifica x2 + y2 − z2 > 0. A
união dos pontos de todos os elementos de O+é o complemento do cone
que não intercepta o hiperbolóide de uma folha {(x, y, z) : x2+y2−z2 =
1}

A inclusão SO∗
0(k, n − k) ⊂ clS

Notação 6.6 Substituiremos o ı́ndice a,b por ∗.

É sabido da teoria de controle que o grupo conexo cuja álgebra de Lie é
gerada pelos campos da parte estocástica de equações como a equação (6.2),
ou seja, os campos Y1, . . . Ym, está contido no fecho do semigrupo gerado pela
equação (6.3). Neste caso {Y1, . . . Ym} é base de s∗ e não é dif́ıcil verificar
que [s∗, s∗] = k. Portanto a álgebra de Lie gerada é s∗ ⊕ k = so∗(k, n − k).
Podemos concluir então que

SO∗
0(k, n − k) ⊂ feS.

Logo demonstraremos que SO∗
0(k, n−k) age transitivamente em O+. Depois

disso fica claro que feS é transitivo em feO+. Ou seja

dado x ∈ O+ então (feS)x ⊃ feO+

E como fe(Sx) ⊃ (feS)x então

dado x ∈ O+ então fe(Sx) ⊃ feO+ (6.4)
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E essa é uma das inclusões que precisamos para demonstrar que feO+ é o
i.c.s..

6.3.2 SO∗
0(k, n − k) é transitivo em feO+

Lema 6.7 SO∗
0(k, n − k) é transitivo em feO+

Demonstração. Seja Ek = 〈e1, . . . , ek〉 o subespaço em Grk(n) gerado
pelos primeiros k vetores canônicos. É claro que Ek ∈ O+. Tomemos um
V ∈ O+qualquer. Queremos achar um g ∈ SO∗(k, n − k) tal que gEk = V .

Seja {v1, . . . , vk} um conjunto l.i. de vetores que geram V . Pela con-
strução de Gram-Schmidt é posśıvel achar um conjunto {w′

1, . . . , w
′
k} tal que

Qk(w
′
i, w

′
j) = 0 para i 6= j e também gere V . Ainda mais, dado que Qk

restrita a V é positiva definida sabemos que Qk(w
′
i, w

′
i) > 0. Se definimos

wi :=
2
√

aw′
i

2
√

Qk(w′
i, w

′
i)

(6.5)

o conjunto {w1, . . . , wk} verifica que Qk(wi, wj) = aδi,j. Consideremos a
transformação linear f : Ek −→ V tal que

f(ei) = wi para i = 1, . . . k

Como Qk(ei, ej) = aδi,j, f é uma isometria entre Ek e V . O Teorema de Witt
(ver [29] por exemplo) diz que num espaço vetorial com uma métrica não
singular toda isometria entre dos subspaços podem ser estendidos ao espaço
tudo. Note que Qk não é singular pois det Ik = akbn−k 6= 0 . Aplicando este
teorema podemos afirmar que existe g ∈ SO∗(k, n−k), tal que gEk = fEk =
V . Isto prova apenas que SO∗(k, n − k) é transitivo em O+ e nós queremos
demonstrar que a componente conexa deste grupo é transitiva.

Para provar que SO∗
0(k, n−k) é transitivo é suficiente provar que em cada

componente conexa de SO∗(k, n − k) existe um elemento h na isotropia de
Ek, i.e.,

h ∈ SO∗
Ek

:= {g′ ∈ SO∗(k, n − k) : g′Ek = Ek}
Se isso é verdade então, dados V ∈ O+, gEk = V , h ∈ SO∗

Ek
com g e h na

mesma componente conexa, então gh−1 está em SO∗
0(k, n − k) e gh−1Ek =

gEk = V . E assim V em O+ pode ser alcançado desde Ek com gh−1 em
SO∗

0(k, n − k).
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Lema 6.8

SO∗
Ek

=

(
O(k) 0

0 O(n − k)

)

Demonstração. Se A ∈ SO∗
Ek

então, verifica AEk = Ek e então

A =

(
g′

k×k p
0 h′

(n−k)×(n−k)

)
.

E também verifica ATIk + IKA = 0. Juntando ambas as coisas se consegue
facilmente g′ ∈ O(k) e h′ ∈ O(n − k).

Nota-se claramente que cada componente conexa de

(
O(k) 0

0 O(n − k)

)

está contida em cada componente conexa de SO∗(k, n − k).
Resumindo, dado V ∈ O+ sempre existe g tal que gEk = V e g−1V = Ek,

com g, g−1 ∈ SO∗
0(k, n − k) ⊂ feS. Por tudo podemos concluir o seguinte

Lema 6.9 feS age transitivamente em feO+

6.3.3 O+ é invariante por S

Agora, para concluir que feO+ é o conjunto de controle invariante necessita-
mos demonstrar que é S-invariante.

Para provar isso é suficiente mostrar que O+ é invariante pelo fluxo pos-
itivo gerado pelo campo H0 e pelos fluxos gerados pelos campos Y1, . . . , Ym.
Dado que Yj ∈ so∗(k, n − k), exp(tYj) ∈ SO∗(k, n − k). Portanto exp(tYj) é
uma isometria, em particular preserva a signatura de qualquer restrição de
Qk, o que demonstra a invariância pelos Y1, . . . , Ym.

Para demonstrar a invariância pelo fluxo positivo de H0 necessitaremos
uma caracterização dos elementos de O+ como matrizes.

Seja V um elemento de Grk(n) e B = {v1, . . . vk} uma base de V . Podemos
representar V por uma matriz p n×k onde cada coluna é um elemento de B.
Esta representação não é única. De fato, se x 6= Id é uma matriz inverśıvel
k × k então q = px é outra matrix que representa V . Note que a matriz
pTIkp é a matriz da restrição de Qk a V na base B.
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Notação 6.10 Quando uma matriz g é definida positiva notaremos g > 0.

Lema 6.11 V ∈ O+se e somente se pode ser representada por uma matriz
da forma (

1k×k

z(n−k)×k

)

com a Id − bzTz definida positiva.

Demonstração. V está em O+ então pTIkp > 0. Escrevemos

p =

(
xk×k

y(n−k)×k

)
.

Portanto axTx − byTy = pTIkp > 0. Note que a, b > 0, temos que se
axTx − byTy > 0 então x > 0 e, portanto, x é inverśıvel. Assim a matriz
px−1 representa V e sua forma é

(
1k×k

z(n−k)×k

)

com a1 − bzTz > 0. A inversa é análoga.

Lema 6.12 O+é invariante pela ação de S

Demonstração. Pelo já exposto note que é suficiente demonstrar que
dado V ∈ O+ então exp(tH0)V ∈ O+. Note que

exp(tH0) =

(
eαt 0
0 e−βt

)
.

Portanto se V ∈ O+ então, utilizando o lema anterior exp(tH0)V pode ser
representado assim

(
eαt 0
0 e−βt

)(
1
z

)
=

(
eαt1
e−βtz

)

com a1 − bzTz > 0. Esta matriz representa o mesmo subespaço que

(
1

e−(β+α)tz

)
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e, dado que quando t > 0 temos que e−(β+α)t > 1 , então temos que a1 −
be−(b+a)t2zTz é definida positiva também. E assim exp(tH0)V ∈ O+ também.

E assim

dado x ∈ O+ então Sx ⊂ O+

e portanto

dado x ∈ O+ então feSx ⊂ feO+ (6.6)

Um resultado que usaremos mais tarde é o seguinte

Corolário 6.13 O+ = SO∗
0(k, n − k)b0 com b0 a origem em Grk(n).

Demonstração. Primeiro O+ ⊂ SO∗
0(k, n−k)b0 pelo lema 6.7. SO∗

0(k, n−
k)b0 ⊂ O+ pelo lema 6.12.

Esta caracterização será muito útil no Caṕıtulo 8, onde permitirá escrever
O+ difeomorfo com SO∗

0(k, n−k)/SO(k)×SO(n−k), que é o espaço simétrico
de SO∗

0(k, n − k). Como tal, tém uma métrica que servirá para estabelecer
explicitamente a medida invariante no suporte feO+.

6.3.4 feO+ é o i.c.s

Do realizado em (6.4) e (6.6) conclúımos que

dado x ∈ O+ então feSx = feO+

o que significa que

Proposição 6.14 feO+ é o i.c.s em Grk(n).

6.3.5 O tipo parabólico

O tipo parabólico de S é Grk(n). Lembremos que um flag F é o tipo
parabólico de um semigrupo S se a imagem inversa de seu S-i.c.s é o S-i.c.s
no flag maximal e F é minimal com essa propriedade em relação à ordem
dada pelas projeções canônicas (ver Proposição 2.1). Como Grk(n) é um flag
minimal para essa ordem é suficiente ver que apenas π−1

Θ (feO+) é exatamente
o i.c.s no flag maximal B.
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Primeiro provaremos que π−1
Θ (O+) é o conjunto de transitividade do i.c.s.

em B, e portanto fe(π−1
Θ (O+)) será o i.c.s.. Mas, dado que πΘ é aberta, temos

que
fe(π−1

Θ (O+)) = π−1
Θ (feO+).

Agora vamos provar que π−1
Θ (O+) é transitivo pela ação de S. Definamos o

subespaço Ei := 〈e1, . . . , ei〉 e o elemento do flag maximal

E := {E1 ⊂ E2 ⊂ · · ·En−1 ⊂ En = Rn}.

Lema 6.15 Seja V um elemento no flag maximal da forma

V = {V1 ⊂ · · · ⊂ Ek ⊂ · · ·Vn = Rn}

então existe h em

SO(k) × SO(n − k) =

(
SO(k) 0

0 SO(n − k)

)

tal que hV = E.

Demonstração. Pelo método de Gram-Schmidt podemos achar uma
base ortonormal {v1, . . . vn} tal que 〈v1, . . . vi〉 = Vi para cada i = 1, . . . n.
Seja h′ a matriz tal que as colunas são os vetores da base. Pela construção
h′ tem a forma (

A 0
0 B

)

com A ∈ O(k) e B ∈ O(n − k) pois V1, V2, . . . Vk−1 ⊂ Ek. Sem perda de
generalidade podemos supor A ∈ SO(k) e B ∈ SO(n − k). Para conseguir
isso é suficiente trocar vk por −vk ou vn por −vn se for necessário. Note
que h′ei = vi portanto h′E = V . Assim h := h′−1 verifica hV = E e
h ∈ SO(k) × SO(n − k).

Note que h pertence a SO(k) ⊗ SO(n − k) = K ′ que é a parte compacta
de SO∗(k, n − k) que está contido em S.

Proposição 6.16 SO∗
0(k, n − k) age transitivamente em π−1

Θ (O+).

Demonstração. Tomemos W ∈ π−1
Θ (O+). Seja Wk := πΘ(W ) ∈ O+.

Já mostramos que existe g ∈ SO∗
0(k, n − k) tal que gWk = Ek (lema 6.7).

Assim
gW = {gW1 ⊂ · · · ⊂ Ek ⊂ · · · ⊂ gWn} =: V.
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Mas demonstrarmos acima que para um elemento V dessa forma h ∈ SO(k)×
SO(n − k) tal que hV = E. Assim gh

′

W = gV = E. Mas g ∈ SO∗
0(k, n − k)

e h ∈ SO(k) ⊗ SO(n − k). Em particular gh ∈ SO∗
0(k, n − k). Também

(gh
′

)−1E = V . Portanto SO∗
0(k, n − k) age transitivamente sobre π−1

Θ (O+).

Corolário 6.17 S age transitivamente em π−1
Θ (O+). E π−1

Θ (O+) é invari-
ante pela ação de S. Portanto feπ−1

Θ (O+) é i.c.s.

Demonstração. Para a primeira parte é só notar que SO∗
0(k, n−k) ⊂ S

e a proposição 6.16. Para a segunda notemos que S é invariante em O+ é πΘ

é equivariante. A terceira surge de aplicar as propriedades dos i.c.s é seus
conjuntos de transitividade.

Agora podemos concluir que π−1
Θ (feO+) é i.c.s em B e portanto Grk(n) é

o tipo parabólico de S.

O subgrupo parabólico PΘk

O correspondente grupo parabólico é

PΘk
=

(
Ak×k ∗

0 A′
(n−k)×(n−k)

)

onde (det A)(det A′) = 1. P 0
Θk

são as matrizes tais que det A > 0 (e portanto
det A′ > 0). Disso conclúımos facilmente que

M(Θk) = {diag(γ1, . . . , γk, εk+1, . . . εn)}

em Sl(n), onde γi = ±1, εj = ±1 ,
∏

i γi = 1 e
∏

j εj = 1 . Portanto a
fronteira de Poisson de qualquer medida cujo suporte seja gerado por S é

G/M(Θk)AN

que é um recobrimento duplo de B. Um exemplo de uma medida assim é

ν =

∫ 1

0

Pt(1, ·)dt.

como veremos no Caṕıtulo 7, fórmula (7.6).
Até aqui conseguimos achar o espaço de Poisson. Este mesmo exemplo

para algumas restrições dos valores de a e b será continuado no Caṕıtulo 8.
De fato será achada a única medida ν-invariante no feO+.
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Caṕıtulo 7

Equações diferenciais

estocásticas.

Como foi mencionado na introdução é interessante ter expressões expĺıcitas
de medidas invariantes. Em geral, as medidas invariantes não são fáceis
de calcular pois envolvem a solução de uma equação diferencial de segunda
ordem. Nossa atenção se restringirá, no caṕıtulo 9, às álgebras simples que
contêm álgebras semi-simples que verificam uma propriedade especial, esse
pares (g, l) são chamados simétricos regulares. Neste caṕıtulo necessitaremos
assumir apenas que l é uma sub-álgebra semi-simples. A medida ν sobre G,
um grupo de Lie com álgebra g, que consideraremos a partir de agora será
gerada a partir das probabilidades de transição que resultam de considerar
uma determinada equação diferencial estocástica do tipo

dg = H0 (g) dt +
m∑

j=1

Zj (g) ◦ dWj. (7.1)

com campos invariantes à direita, em tempo positivo inicializada no 1 ∈ G.
O Semigrupo S gerado pela medida conterá o subgrupo L0, conexo com
álgebra de Lie l, garantindo suficientes simetrias. Estaremos interessados em
achar uma medida invariante ergódica primeiro no flag G/PΘ com Θ o tipo
parabólico do semigrupo S para depois ascender até o espaço de Poisson.
Esta primeira medida invariante ergódica terá como sempre o suporte CΘ, o
i.c.s de G/PΘ. Acontece que o interior deste i.c.s pode ser identificado com
o espaço simétrico X de L0, i.e., X = L/K ′ com K ′ a parte compacta de
L0. A medida invariante µ com suporte CΘ será uma medida absolutamente

81
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cont́ınua com respeito a dx, a forma volume de X gerada pela forma de
Cartan-Killing. Mais especificamente, a derivada de Radon-Nykodym é dada
por

dµ

dx
= e−f

onde a função f verifica que seu gradiente gradf , em relação à métrica gerada
pela forma de Cartan-Killing, coincide com o campo derivado do fluxo que
gera exp(tH0) com t > 0 em G/PΘ. Ver Ikeda-Watanabe [14].

Neste caṕıtulo preparatório exporemos generalidades sobre as equações
diferencias estocásticas, os semigrupos que elas geram e definiremos o que é
uma medida invariante para o processo que a equação estocástica gera, am-
pliando o conceito de medidas invariantes para uma medida ν no grupo (que
foi a invariância estudada até aqui). O teorema 7.11 será a ferramenta que
possibilitará determinar explicitamente a medidas invariantes procuradas.

7.1 Equações diferencias estocásticas.

7.1.1 A equações diferencial estocástica com drift.

Consideremos uma equação diferencial estocástica de Stratônovich em um
grupo de Lie G com álgebra de Lie g.

dg = H0 (g) dt +
m∑

j=1

Zj (g) ◦ dWj (7.2)

onde H0, Zj são campos de vetores em G invariantes à direita considerando
sempre t > 0.

Se apenas consideramos a equação

dg = H0 (g) dt

temos uma equação determińıstica em um grupo de Lie, acrescentando a
condição inicial como g(0) = 1 ∈ G a solução é

g(t) = exp(tH0)

ou seja uma curva que parte de 1 e sempre caminha na direção indicada por
H0.
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Consideremos agora a outra parte da equação com a mesma condição
inicial

dg =
m∑

j=1

Zj (g) ◦ dWj. (7.3)

A solução é um processo estocástico onde podemos pensar que as posśıveis
trajetórias que partem de 1 ∈ G se geram caminhando aleatoriamente em
qualquer uma das direções Zj. Temos assim uma marcha aleatória. O con-
junto destas trajetórias {gω(t) : ω ∈ Ω} é chamado fluxo em G (sempre t > 0
e gω(0) = 1).

Ao juntar as duas partes, a parte determińıstica cria em nossa marcha
aleatória o que é conhecido como deriva (drift), uma espécie de vento que
empurra nossa marcha aleatória para uma certa direção preferencial. Então
as posśıveis trajetórias aleatórias de equação completa se modificam sensivel-
mente.

O fluxo sobre um G-espaço

O fluxo gerado pela equação (7.2) pode ser considerado agindo em qualquer
G-espaço N , assim, se m ∈ N , então {gω(t)m : ω ∈ Ω} é o conjunto de
trajetórias em N que partem de m.

Quando o G-espaço N é um quociente à direita de G, digamos G/H,
antes de considerar o conjunto de trajetórias é interessante considerar a
equação diferencial estocástica induzida pelos campos invariantes à direita
H0 e Zj em G. De fato os campos invariantes à direita em G projetam em
campos invariantes à direita HN

0 e ZN
j em G/H que geram uma equação

diferencial estocástica

dm = HN
0 (m) dt +

m∑

j=1

ZN
j (m) ◦ dWj (7.4)

da mesma forma que em G. De fato as trajetórias que gerará essa nova
equação diferencial coincidem com as trajetórias {gω(t)m : ω ∈ Ω} induzidas
pela equação diferencial em G.

Em caṕıtulos posteriores nosso interesse se centralizará nas equações difer-
encias induzidas numa variedade flag G/PΘ espećıfica. Veremos como as
trajetórias quando partem de um elemento em C, o conjunto de controle
invariante, ficam presas em C. O segundo passo será identificar C com um
espaço K ′\L, aqui já não considerarmos uma equação diferencial induzidas
mas trabalharemos com as trajetórias que ela produz.
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7.1.2 Sistemas de controle

A equação (7.2) tem uma relação importante com o sistema de controle

g′ = H0(g) +
m∑

j=1

uj Zj (g) . (7.5)

definido pelos mesmos campos que (7.2). Aqui, para cada função u(t) =
(u1(t), . . . , uj(t)) temos uma equação diferencial determińıstica e notaremos
sua solução para a condição inicial x0 por Xu

t (x0). A teoria de controle
considera uma famı́lia de funções {uα(t) = (uα

1 (t), . . . , uα
j (t))}α∈I e a cor-

respondente famı́lia de soluções {Xuα

t (x0) : α ∈ I, t ∈ R, x0 ∈ G}. É de
interesse na Teoria de Controle, por exemplo, determinar a órbita positiva
de um x0

SI(x0) = {Xu
t (x0) : α ∈ I e t > 0}

A relação entre este sistema de controle e a equação estocástica (7.2)
é dada pelo teorema do suporte de Stroock, Varadhan e Kunita. É assim
como muitos resultados de uma teoria tem seu correspondente na outra. Por
exemplo, o fato de que as trajetórias de (7.3) estão contidas no subgrupo de
Lie conexo com álgebra de Lie gerada pelos Zj com j = 1, . . . , m pode ser
demonstrado facilmente desde o ponto de vista da Teoria de Controle. Mais
geralmente: a conhecida condição de posto será utilizada mais tarde para
demonstrar que se L(H0, Z1, . . . , Zm) (a álgebra de Lie gerada pelos campos
H0, Z1, . . . , Zm) é g então o semigrupo gerado pelas soluções da equação (7.5)
tem interior não vazio, o que implica, pelo teorema do suporte que

⋃

t>0

sup Pt(1, ·)

é um semigrupo com interior não vazio.

7.1.3 Medidas e semigrupo gerados pela equação difer-

encial estocástica

Sempre existem probabilidades de transição associadas com uma equação
diferencial estocástica. A probabilidade Pt(x, ·) é uma probabilidade sobre
G (com a σ-álgebra dos borelianos) tal que Pt(x,A) é a probabilidade de,
partindo desde x, estar no conjunto A no tempo t, ou seja
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Pt(x,A) = P{ω ∈ Ω : gω(t)x ∈ A}
Analogamente pode ser definidas probabilidades de transição num G-espaço
N :

PN
t (m,A) = P{ω ∈ Ω : gω(t)m ∈ A}

Observação 7.1 Estas probabilidades de transição coincidem com as prob-
abilidades de transição que define a equação diferencial estocástica induzida
quando N = G/H.

Agora estamos em condições de definir a medida ν para a qual desejaremos
achar medidas invariantes nos flags e nos recobrimentos de Poisson:

Definição 7.2

ν(·) :=

∫ 1

0

Pt(1, ·)dt. (7.6)

O suporte dessa medida é claramente ∪0<t<1 sup(Pt(1, ·)) e também é fácil
ver que o semigrupo que esse suporte gera é

S =
⋃

t>0

sup Pt(1, ·)

Como já foi mencionado, uma condição suficiente para garantir que intS 6=
∅ é que a álgebra de Lie gerada pelos campos da equação diferencial es-
tocástica, i.e. , L(H0, Z1, . . . Zm) é todo g (ver [26]).

7.2 A invariância para o processo

Existe um conceito de invariância para o processo estocástico que de certa
maneira generaliza o conceito de invariância por convolução com o qual tra-
balhamos nos caṕıtulos anteriores.

Consideremos uma equação diferencial estocástica invariante à direita em
G. Consideremos apenas as trajetórias {gω(t) : ω ∈ Ω} (sempre partindo da
identidade, ou seja gω(0) = 1 ∈ G) e com probabilidades de transição Pt(1, ·)
(também partindo da identidade). Como já antecipamos se N é um G-espaço
onde G age à esquerda então o processo em G gera um processo em N onde
as trajetórias serão

{gω(t)m : ω ∈ Ω , m ∈ N}
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As probabilidade de transição PN
t (m, ·) poderão ser achadas a partir das

probabilidades Pt(1, ·) da seguinte manera:

PN
t (m, ·) = ψm ∗ Pt(1, ·) (7.7)

onde ψm : G −→ N definida por ψm(g) := gm. Esta igualdade surge natu-
ralmente de

ψm ∗ Pt(1, A) = Pt(1, ψ
−1
m (A)) = Pt(1, B)

onde B = {g : gm ∈ A} então

Pt(1, B) = P{ω ∈ Ω : gω(t) ∈ B}
= P{ω ∈ Ω : gω(t)m ∈ A}
= PN

t (m,A)

Agora vamos definir medida invariante pelo processo de Markov associado
ao processo de difusão.

Definição 7.3 Seja N um G-espaço com um processo como o definido acima
e seja f ∈ Cont(N). Definimos Ts como o operador

(Tsf) (m) :=

∫

N

f(·) dPN
s (m, ·)

Definição 7.4 Uma medida µ em N e dita invariante para o processo se

∫

N

(Tsf) (·) dµ(·) =

∫

N

f(·) dµ(·)

Quando N é um espaço homogêneo de um grupo de Lie G é sabido que
uma medida µ é invariante para o processo se e somente se é invariante no
sentido usual, ou seja, por convolução, para todas as medidas Pt(1, ·) em G.
Como a demonstração é simples inclúımos o lema a seguir.

Lema 7.5 Seja µ uma medida em N = G/H. µ é invariante para o processo
se e somente se µ é PG

t (1, ·)-invariante para todo t.

Demonstração. E suficiente notar que por um lado
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∫

N

(Tsf) (m) dµ(m) =

∫

N

(∫

N

f(·) dPN
s (m, ·)

)
dµ(m)

=

∫

N

(∫

N

f(·) d(ψm ∗ Ps(1, ·))
)

dµ(m)

=

∫

N

(∫

G

f(ψm(·)) dPs(1, ·)
)

dµ(m)

=

∫

N

(∫

G

f(ym) dPs(1, y)

)
dµ(m)

= (Ps(1, ·) ∗ µ)(f)

e por outro lado ∫

N

f(m) dµ(m) = µ(f)

Como veremos na continuação se µ é invariante para o processo também é
ν-invariante, (ν definida em (7.6)). Como em Ikeda-Watanabe [14], para cer-
tas variedades Riemannianas N , temos fórmulas para achar explicitamente
as medidas invariantes para processos de certo tipo, poderemos usar essas
fórmulas para achar medidas ν-invariantes. E essa é uma das razões para es-
tudar este conceito de invariância para o processo. No entanto achar medidas
invariantes para o processo é importante por si só. É por isso que a medida
ν perderá relevância a partir de agora. A medida ν perderá mais destaque
ainda sabendo que ela não é única, no sentido que poderemos definir muitas
νε com as seguintes propriedades:

• se uma medida µ é invariante para o processo então ela é νε-invariante.

• o semigrupo gerado por sup νε é
⋃

t>0 sup Pt(1, ·).

E estas duas propriedades serão as únicas necessárias para gerar as me-
didas invariantes em N .

Lema 7.6 Seja µ medida em N invariante pelo processo. E seja vε uma
medida em G definida por

vε =
1

ε

∫ ε

0

Pt(1, ·)dt.

Então µ é νε-invariante.
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Demonstração.

(vε ∗ µ)f =

∫

N

(∫

G

f(gm)d

[
1

ε

∫ ε

0

Pt(1, g)dt

])
dµ(m)

=
1

ε

∫ ε

0

∫

N

(∫

G

f(gm)d [Pt(1, g)]

)
dµ(m) dt

=
1

ε

∫ ε

0

∫

N

(∫

N

f(·)d
[
PN

t (m, ·)
])

dµ(m) dt ( por (7.7))

=
1

ε

∫ ε

0

∫

N

Ttf(·) dµ(·) dt

=
1

ε

∫ ε

0

∫

N

f(·) dµ(m) dt (por invariância)

=

(
1

ε

∫ ε

0

dt

)
µ(f)

= µ(f)

7.3 O operador Laplace-Beltrami

No caṕıtulo V de Ikeda-Watanabe [14] §4, teorema 4.6 achamos uma fórmula
explicita para uma medida invariante para um determinado processo. Nos
caṕıtulos seguintes vamos usar esse resultado para achar medidas invariantes
para nosso processo.

Em nosso caso N será o i.c.s em G/PΘ munido de uma métrica Rie-
manniana. Veremos mais tarde no Caṕıtulo 9 que essa métrica surge do
difeomorfismo entre o i.c.s e o fecho de um espaço simétrico L/K ′.

Primeiro o teorema 4.2 de Ikeda-Watanabe [14] diz

Teorema 7.7 Seja N uma variedade Riemanniana. Consideremos a conexão
de Levi-Cevita. Seja L̃1, L̃2, ...L̃d o sistema canônico horizontal de campos de
vetores. Considere em O(N) (o fibrado de bases ortogonais) a equação difer-
encial

dr(t) =
d∑

α=1

L̃α(r(t)) ◦ dwα(t)

r(0) = r
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onde w(t) = (wα(t)) é a realização canônica de um processo de Wiener d-
dimensional. Então a solução define um fluxo de difeomorfismos r(t) =
(r(t, r, w)) em O(N) e sua projeção sobre N , X(t) = π[r(t)] define um
processo de difusão em N correspondente com o operador diferencial A′ =
1
2
∆N .

Observação 7.8 No teorema original em Ikeda-Watanabe [14] A′ = 1
2
∆N +

c, onde c é um campo que depende da conexão Riemanniana. Como nós
estamos utilizando apenas a conexão de Levi-Cevita temos que c = 0.

O operador ∆N conhecido como operador de Laplace-Beltrami (ver definição
no Caṕıtulo V, equação (4.31), Ikeda-Watanabe [14]) e veremos que o processo
que ele define coincide com a processo estocástico sem drift (7.3) que definire-
mos com detalhe mais adiante.

Contudo estamos interessados num processo estocástico um pouco mais
geral que surge de um operador diferencial A definido por

A =
1

2
∆N + b (7.8)

onde ∆N é o operador de Laplace-Beltrami e b é um campo em N qualquer
(pág 290, fórmula 4.4 Ikeda-Watanabe [14])

Notação 7.9 Chamaremos o processo acima definido A-difusão.

Do teorema 4.6 de Ikeda-Watanabe [14] se desprende diretamente o seguinte
resultado

Teorema 7.10 Se b o campo em (7.8) é gradiente em relação á métrica de
N , isto é,

b = grad(F )

com F ∈ C∞(N). Então µ, a única medida invariante em N para a A-
difusão, terá uma derivada de Radom-Nikodym em relação à medida volume
definida pela métrica em N da forma

dµ

dx
= c̄e2F

onde c̄ é uma constante para que a medida seja de probabilidade.
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Esta teorema, que monstra a forma expĺıcita para uma medida invariante
será o que nos possibilitará achar a forma expĺıcita das medidas invariantes
para nosso processo. A dificuldade radicará apenas em demonstrar que o
campo b é um campo gradiente.

Vale a pena observar que quando b = 0 a A-difusão é um movimento
Browniano.

7.3.1 O processo em K ′ \ L

Veremos agora como os términos de (7.8) são encontrados a partir da dinâmica
que gera a equação (7.2) no espaço simétrico K ′\L. Como veremos com de-
talhe no Caṕıtulo 9 L será um subgrupo semi-simples do grupo G, a álgebra
de Lie l de L tem uma decomposição de Cartan em parte simétrica s é
anti-simétrica k. Definimos K ′ = exp(k). Assim como é sabido o espaço
homogêneo K ′\L chamado espaço simétrico tem uma estrutura de variedade
Riemanniana, herdada pela métrica de Cartan-Killing em s. Assim agora
podemos pensar N = K ′\L.

Veremos também como K ′\L se identifica com o S-i.c.s de uma variedade
flag FΘ espećıfica. Assim uma equação diferencial estocástica em G como
(7.2) ou, equivalentemente, uma equação diferencial estocástica em FΘ como
(7.4) gera um processo em K ′\L ⊂ FΘ.

Os campos da equação (7.2) surgem da seguinte forma.

• Veremos que H0 que é um elemento na álgebra g que surge a partir da
estrutura de par simétrico de (g, l) (ver 9.3). Independentemente de
isso H0 gera um campo

−→
H 0(x) =

d

dt
(exp tH0) x|t=0

em FΘ, consideraremos sua restrição à K ′\L ⊂ FΘ e denotaremos esse
campo em K ′\L com a letra b para seguir a notação de Ikeda-Watanabe
[14]. Vale a pena destacar que o fluxo gerado pelo campo tem a forma
de uma contração na origem de FΘ quando t > 0.

• Os campos Z1, . . . Zm são uma base ortogonal de s, e os campos invari-
antes à direita gerados por elementos em s são os campos standard do
espaço simétrico K ′\L (ver Maliavin e Maliavin [16]) (analogamente os
campos invariantes à esquerda são os campos standard de L/K ′). As-
sim podemos afirmar que a equação diferencial estocástica (7.3) gera
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um processo que coincide com o processo definido no teorema 7.10.
Vale apena mencionar que este processo é um movimento Browniano
(ver Ikeda-Watanabe [14]).

Podemos resumir o exposto até agora no seguinte

Teorema 7.11 Seja G um grupo de Lie, L um subgrupo de Lie semi-simples
com parte simétrica s e {Z1, . . . Zr} uma base ortonormal se s em relação com
a forma de Cartan-Killing e K ′ = exp(k ) o compacto maximal de L. Seja
H0 em G tal que a projeção do fluxo exp(tH0), t > 0 em K ′\L é da forma
gradF . Então a única medida µ, invariante para o processo definido por
(7.2), e portanto ν-invariante, tem derivada de Radom-Nycodin forma

dµ

dx
= c̄e2F

onde dx representa a medida volume definida pela métrica (proveniente da
forma de Cartan-Killing) em M ; e c̄ é tal que a medida seja de probabilidade.

Demonstraremos no caṕıtulo 9 que o campo b é gradiente de uma função;
e assim aplicando este resultado conseguiremos a forma expĺıcita da medida
ν-invariante. Aplicaremos imediatamente todo o exposto no Caṕıtulo 8.
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Caṕıtulo 8

Exemplo da Construção do

Campo

Neste caṕıtulo continuaremos desenvolvendo o exemplo do Caṕıtulo 6. Agora
estaremos interessados em achar uma forma expĺıcita da medida ν-invariante
na grasmanniana utilizando os resultados do caṕıtulo 7. Por isso será essen-
cial utilizar o fato de que o suporte da medida invariante procurada tem
uma estrutura de variedade Riemanniana como mostraremos mais adiante.
O contexto deste caṕıtulo será generalizado no Caṕıtulo 9 mas vale a pena
previamente ter um exemplo intuitivo que facilitará a compreensão.

8.1 A métrica em O+

Hipótese 8.1 Fixaremos os valores a = b = 1 para facilitar as contas (ver
Definição 6.1.

Notação 8.2 k = p e q = n − k. Lembremos que so (p, q) a álgebra de Lie
de SO0(p, q) que descompõem em

so (p, q) = k ⊕ s

Notaremos

• L := SO0(p, q)

• S ′ := exp s

93
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• K ′ := SO(p) ⊗ SO(q) = exp k

• A medida invariante em Grp(p + q) será denotada por µ.

Então é claro que L = K ′S ′ e que L/K ′ (o espaço simétrico de L) é
isomorfo com S ′.

Lembremos que o suporte de µ é feO+, e que O+ é a órbita de b0 pela
ação do grupo L (ver 6.13).

Vamos demonstrar agora que a isotropia de b0 é K ′ .

Lema 8.3 Seja b0 a identidade em Grp(p + q). A isotropia de b0 pela ação
do grupo SO0 (p, q) é SO(p) × SO(q).

Demonstração. Em Grp(p+q) a identidade é o subespaço de dimensão
p gerado pelos primeiros p vetores canônicos, i.e.,

b0 = Ep = 〈e1, . . . , ep〉

Assim se A é uma matriz inverśıvel que verifica AEp = Ep então pode ser
escrita em blocos

A =

(
gp×p rp×q

0 hq×q

)

com g e h inverśıveis e r qualquer. Mas como A ∈ SO (p, q) então verifica
ATIkA = Ik (ver fórmula (6.1)). Assim

(
gT 0
p hT

)(
1 0
0 − 1

)(
g r
0 h

)
=

(
gTg gTr
rg rTr − hTh

)
=

(
1 0
0 − 1

)

Isso implica g ∈ O (p) , p = 0, h ∈ O (q). Mas como A ∈ SO0 (p, q) conexo,
apenas posso considerar os A em

(
SO (p) 0

0 SO (q)

)

Esta é uma condição necessária e facilmente notamos que é suficiente.
Estão agora podemos enunciar que

Corolário 8.4 O+ ≈ L/K ′
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Notação 8.5 Notar que podemos identificar b0 = Ep a classe da identidade
em Grp(p + q) com b1 = K ′ a classe da identidade em L/K ′. Denotaremos
eles com diferentes śımbolos para saber em que espaço estamos trabalhando.
Também, quando g ∈ G age num elemento de x ∈ L/K ′ notaremos g ·x para
distinguir da mesma ação pensada em Grp(p + q) que notamos apenas por
gx.

Disso podemos concluir que O+possui uma métrica herdada de s : Em
L/K ′ existe uma métrica Riemanniana 〈·, ·〉 invariante por L, isto é, os ele-
mentos de L agem por isometrias de 〈·, ·〉 . Como a métrica 〈·, ·〉 é invariante,
basta especificá-la na origem b1 = K ′ ∈ L/K ′, o que é feito da seguinte forma:
o espaço tangente Tb1 (L/K ′) se identifica com s e o valor de 〈·, ·〉 em s é o
produto interno dado pela restrição da forma de Cartan-Killing a s (como
l = k ⊕ s é uma decomposição de Cartan, a restrição da forma de Cartan-
Killing a k é negativa definida e a s, positiva definida).

Assim O+ = L/K ′ e estamos nas condições do teorema 7.11 do Caṕıtulo
7. Apenas necessitamos demonstrar que a parte determińıstica da equação
diferencial produz um campo que é gradiente de uma função em relação a
métrica de L/K ′.

8.1.1 O abeliano maximal

Hipótese 8.6 Para simplificar os cálculos vamos assumir que p ≤ q.

A parte simétrica s pode ser escrita como

s =

{(
0 β

βT 0

)
: βq×q

}

Consideremos as matrizes p × q da forma

β =




a1 · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
...

0 · · · ap 0 · · · 0


 = (D : 0)

Não é dif́ıcil ver que o subconjunto a de s definida por

a =

{(
0 β

βT 0

)
: β = (D : 0)

}

é uma álgebra abeliana maximal de s, isomorfo com o espaço das matrizes
diagonais p × p.
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Notação 8.7 A := exp a

A aplicação exponencial

exp : s → S ′

é um difeomorfismo. Da mesma forma, é um difeomorfismo a aplicação ex-
ponencial restrita

exp : a → A.

E já vimos que a aplicação

π : S ′ 7→ L/K ′ definida por g 7→ g · b1

é um difeomorfismo sobre todo L/K ′. A restrição dessa aplicação a A ⊂ S ′,
i.e,

A 7→ A · b1

tem que ser um isomorfismo sobre a imagem A · b1. Assim temos os isomor-
fismos

s
exp→ S ′ π→ L/K ′

a
exp→ A

π→ A · b1

Resumindo, todas aplicações do digrama são homeomorfismos e o diagrama
comuta

(s, a)
↓ exp

(S ′, A)
π ւ ↓ π̄

(S ′ · b1, A · b1) ←→ (S ′b0, Ab0)

. (8.1)

A restrição da métrica (·, ·) a A · b1 é facilmente reconhećıvel: como exp :
a → A é um difeomorfismo, a → A → A · b1 é um difeomorfismo. Usando
esse difeomorfismo, pode-se definir uma métrica Riemanniana em a. Como
A é um grupo abeliano (isomorfo a Rn) esse difeomorfismo leva a restrição de
(·, ·) a uma métrica em a invariante por translações. Isso significa que essa
restrição é nada mais nada menos que um múltiplo da métrica euclidiana
definida pelo produto interno dado pela forma de Cartan-Killing.
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Exemplo 8.8 Para p = 2 e q = 2 temos que a está formado pelas matrizes

{x, y} :=




0 0 x 0
0 0 0 y
x 0 0 0
0 y 0 0




A forma quadrática definida pela forma de Cartan-Killing para X, Y ∈ a

verifica
Tr(ad(X)ad(Y )) = 2Tr(XY )

então

Tr(ad {x, y} ad {x, y}) = 2Tr({x, y} {x, y}) =

2Tr




x2 0 0 0
0 y2 0 0
0 0 x2 0
0 0 0 y2


 = 2 · 2(x2 + y2)

Notação 8.9 Existe uma constante de diferença entre a métrica de Cartan-
Killing com a métrica eucĺıdea x2

1 + x2
2 + · · · + x2

n onde x1, x2, . . . , xn são
as coordenadas da parte abeliana na representação matricial que usamos.
A partir de agora essa métrica será mencionada como métrica de Cartan-
Killing.

8.1.2 A conjugação

É importante destacar que todo elemento de s é conjugado a um elemento
de a por um elemento de K, isto é, dado X ∈ s, existe u ∈ K tal que
Ad (u) X ∈ a. Isso vale também ao ńıvel do grupo: dado s ∈ S ′ existe u ∈ K
tal que usu−1 ∈ A. Sabendo primeiro restringiremos nossa atenção ao fluxo
gerado em A · b1. Acharemos então uma função f cujo gradiente coincida
com o campo gerado pelo fluxo em A · b1 e estenderemos essa função por
conjugação.

8.1.3 A Grassmanniana

Recapitulando: a órbita O+ = Lb0 = SO0 (p, q) b0 é um aberto da Grassman-
niana Grp(p + q) e é dada, como espaço homogêneo, pelo espaço simétrico

L/K ′. É claro que também O+ = S ′ · b1
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A sub variedade totalmente geodésica Ab0 é descrita da seguinte maneira:
seja

d =

(
0 β

βT 0

)
∈ a

com β = (D : 0), D = diag{a1, . . . , ap}.
Então,

exp H =




cosh D senhD 0
senhD cosh D 0
0 0 1(q−p)


 .

Onde, por exemplo, cosh D deve entender como

Notação 8.10

cosh D = diag{cosh a1, . . . , cosh ap}

analogamente tanh e senh.

Por outro lado

(exp H) b0 =




cosh D
senhD
0




Mas dividindo a coluna i por cosh ai temos que na Grp(p + q) vale




cosh D
senhD
0


 =




1
tanh D
0


 (8.2)

Portanto, Ab0 são representados por matrizes (p + q) × p da seguinte
forma:

D 7→
(

0 D : 0
(D : 0)T 0

)
exp7→




cosh D senhD 0
senhD cosh D 0
0 0 1(q−p)


 (8.3)

π̄7→




1
tanh D
0
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Notação 8.11 As matrizes diagonais p × p e as matrizes diagonais p × p
com entradas entre (−1, 1) serão denotadas respectivamenteDp×p e D(−1,1)

p×p .

Assim temos uma cadeia de difeomorfismos

Dp×p −→ a −→ A −→ Ab0 −→ D(−1,1)
p×p

Esta composição será denotada Tanh. Como vimos em (8.3) a forma é

D
Tanh7→ tanh D (8.4)

D → H → exp (H) → exp (H) b0 → tanh exp (H) b0 = tanh D

8.1.4 O fluxo em Ab0

Demonstramos no Caṕıtulo 6 que fluxo exp(H0t) para t > 0 preserva S ′b0

pois S ′b0 ≈ O+. Veremos agora que também preserva a sub-variedade Ab0.
Para isso vamos descrever explicitamente o fluxo aplicado a um elemento de
Ab0. Lembremos que

H0 =

(
α1p 0
0 −β1q

)
,

Chamaremos H0 o elemento na álgebra de Lie (os campos invariantes à direita

de G = Sl(n)) gerado pela matriz Ik. E chamaremos
−→
H0 o campo induzido

por H0 em Grp (p + q), i.e,

−→
H 0(x) =

d

dt
(exp tH0) x|t=0

O fato de que os elementos da forma exp (tH0), para t > 0, deixam O+

invariante implica que o campo é completo em tempo positivo em O+. O
fluxo que H0 produz em G é dado por

exp (tH0) =

(
eαt

p×p 0

0 e−βt
q×q

)
.

Portanto, O fluxo de que H0 produz, aplicado num elemento (exp H) ∈ A, é
dado por

exp (tH0) (exp H) =




eαt cosh D eαtsenhD 0
e−βtsenhD e−βt cosh D 0
0 0 e−βt1(q−p)
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Portanto, exp (tH0) (exp H) b0 é equivalente a uma matriz da forma:




1
e−(β+α)t tanh D
0


 .

Como a forma é a mesma que em (8.2) demonstramos que o fluxo é
preservado em Ab0.

Se queremos ver todo em D(−1,1)
p×p

α(t) = e−(β+α)t tanh D

α′(t) =
−→
H ∗

0(α(t)) e α(0) = tanh D

com
−→
H 0 pensado em D(−1,1)

p×p .

Notação 8.12 c := β + α

Exemplo 8.13 Seja β = α = 1/2. Para p = 1 e q = 1 vimos que O+ é o
conjunto de retas em R2 que passam pela origem com inclinção entre −π/4
e π/4. É claro que quando aplicamos a matriz

exp t

(
1
2

0
0 −1

2

)
=

(
et/2 0
0 e−t/2

)

todas essa retas (exceto a horizontal) se “movimentam” em direcão à reta
horizontal (o eixo das x’s)

Esse é o fluxo gerado em O+ = Ab0.

Exemplo 8.14 Ainda para p = 1 e q = 1 para ilustrar podemos tentar ver
como é o fluxo em G = Sl(2). Mediante uma projeção podemos eliminar
uma dimenção e pensar que Sl(2) e todo R2\{(0, 0)} e que SO0 (1, 1) é o
subconjunto {(cosh(x), sinh(x)) : x ∈ R} . É claro que então a trajetória que
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gera o fluxo em um ponto (x, y) é (e
1

2
tx, e−

1

2
ty), que não convergem para

nenhum ponto em R2.

Como K ′ = {1} temos que O+ ≈ SO0 (1, 1), mas a ação de H0 tem que ser
procurada em O+ propriamente mediante a identificação; notemos que tra-
jetórias não estão inclúıdas dentro de SO0 (1, 1) (de fato são sempre transver-
sais).

O fluxo em a

Pelo difeomorfismo inverso a Tanh o fluxo α(t) determina um campo que

também notaremos por
−→
H 0 no espaço Dp×p (ou, o que é a mesma coisa, em

a ). O valor
−→
H 0 (D) é determinado da seguinte maneira: Seja D (t) a curva
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definida por

TanhD (t) = α(t)

D(0) = D

Então
−→
H 0 (D) = D′ (0). Mas

TanhD (t) = tanh D (t) = e−ct tanh D

D(t) = Tanh−1(e−ct tanh D) = tanh−1(e−ct tanh D)

assim

e−ct tanh D = tanh D (t) . (8.5)

Escreva D (t) = diag{D1 (t) , . . . , Dp (t)}.
Então, derivando (8.5) em relação a t e avaliando em 0, obtém-se

−c tanh Di =
D′

i (0)

cosh2 Di

i = 1, . . . , p.

Portanto,

D′
i (0) = −csenh (Di) cosh (Di) .

Dáı que

−→
H 0 (D) = −c diag{senh (D1) cosh (D1) , . . . , senh (Dp) cosh (Dp)}.

Em relação ao produto interno canônico no espaço Dp×p (que é um múltiplo

da forma de Cartan-Killing),
−→
H 0 é o campo gradiente de qualquer uma das

seguintes funções:

• − c
2

(
senh2 (D1) + · · · + senh2 (Dp)

)
.

• − c
2

(
cosh2 (D1) + · · · + cosh2 (Dp)

)
.

Definimos então provisoriamente

f(D) := − c

2

(
senh2 (D1) + · · · + senh2 (Dp)

)
(8.6)
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Exemplo 8.15 Para p = 1 e q = 1

a =

{(
0 d
d 0

)
: d ∈ R

}

assim fica Dp×p = {d : d ∈ R}. Assim, tomando c = 1, f fica

f(d) = −1

2
senh2 (d)

cujo gráfico é

Como a = s não é necessário extender a função. A forma da f mostra como
o fluxo gerado por seu gradiente converge a um ponto, exatamente o 0. Fato
que coincide com o visto no exemplo 8.13.

8.2 A função

Até agora conseguimos achar uma função cujo gradiente seja o campo gerado
por H0 apenas sobre a [respec. Ab0]. Mas queremos achar uma a função com
essa propriedade em todo s [respec. S ′b0[. Para isso vamos utilizar o fato de
que dado um elemento Y ∈ s [respec. y ∈ S ′b0] sempre existe u ∈ K ′ tal que
Ad(u)Y ∈ a [respec. uyu−1 = uy ∈ Ab0 ].

A partir disso poderemos estender a aplicação E em s que estenda f da
seguinte maneira:

para Y ∈ s E(Y ) := f(Ad(u)Y ) onde Ad(u)Y ∈ a (8.7)

Claro que primeiro devemos demonstrar que esta função está bem definida,
ou seja, não depende do u escolhido. Analogamente, a f̂ achada em Ab0 se
estenderá a uma função em toda S ′b0 mediante a fórmula

Ê(y) := f̂(Cuy) onde u verifica Cuy ∈ Ab0.
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8.2.1 A função estendida

Primeiro redefinamos a f e vejamos que esta definição coincide com a anterior
em a.

f(Y ) := − c

2
tr (senh(ad (X))2) para X ∈ a (8.8)

(ad (X) é transformação linear simétrica e, portanto, pode-se calcular o seu
senh).

Notemos que para X ∈ a a fórmula (8.8) coincide com (8.6) a menos
de uma constante. Para isso é suficiente notar que uma base adequada X
é diagonal e como a é abeliana maximal a representação adjunta ad(X) é
diagonal também onde os autovalores de ad(X) são os mesmo que os de X
e que a multiplicidade de todos os autovalores de ad(X) é a mesma.

Invariância pela adjunta

Definição 8.16 Pelo feito em (8.7) definimos a função E em s como

E(Y ) := − c

2
tr (senh(ad (Ad(u)Y ))2) para Y ∈ s e com Ad(u)Y ∈ a

Para ver que é independente de u notemos que

ad (Ad(u)Y ) =
(
Ad(u)adY Ad(u)−1

)

e que em geral (senh((KMK−1))2 = Ksenh(M)2K−1. E por último que
tr(KMK−1) = tr(M).

Assim podemos simplificar a definição 8.16 afirmando que

E(Y ) = − c

2
tr (senh(ad (Y ))2) para Y ∈ s

Assim E verifica ser uma função cujo gradiente coincide com o campo in-
duzido por H0 em s. Analogamente

Ê(π̄ exp Y ) = − c

2
tr (senh(ad (y))2) para y = π̄ exp Y ∈ S ′b0

onde aqui log é a aplicação que identifica que S ′b0 com s.

Exemplo 8.17 Para p = 1, q = 2 e c = 1 temos que s é formado pelas
matrizes do tipo

(x, z) :=




0 x z
x 0 0
z 0 0


 .
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Fazendo toda a conta conseguimos ver que

E((x, z)) = −1

4

(
−2 + e−2

√
x2+z2

+ e2
√

x2+z2

)
.

E novamente podemos verificar que todos os fluxos convergem a um ponto.

Observação 8.18 Esta última observação, que existe um atrator em L/K ′

que atraem todo o fluxo até ele, será generalizada mas tarde no lema 9.16.

8.2.2 A invariância em relação à métrica

Estamos interessados que o campo gerado seja gradiente de uma função,
nesta sub-seção demonstraremos que

∇Êy =
−→
H 0(y)

Lema 8.19 Se u ∈ K ′ então

u (exp tH0) = (exp tH0) u (8.9)

Demonstração. Não apresenta dificuldade olhando matrizes em blocos.

Notação 8.20 Cux = uxu−1.

Disso sai que o campo é preservado pela adjunta, ou seja

Lema 8.21 −→
H 0(Cuy) = Ad(u)

−→
H 0(y) para y ∈ S ′b0 (8.10)
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Demonstração.

−→
H 0(Cuy) =

d

dt
(exp tH0) Cuy|t=0

=
d

dt
Cu (exp tH0) y|t=0 por (8.9)

= dCu
d

dt
(exp tH0) y|t=0

= Ad(u)
−→
H 0(y)

Agora notemos que esta propriedade junto com a fato de que Ad(u)
preserva a forma de Cartan-Killing garante o que estamos procurando

Lema 8.22 Seja M variedade Riemanniana, h : M −→ M um difeomor-
fismo tal que dh é isotropia para a métrica M . Então para dada uma f :
M −→ R, e tomando gradiente para a métrica de M

dh(∇fa) = ∇(f ◦ h−1)ha (8.11)

Demonstração. Trivial usando a definição que ∇f é o vetor que verifica
〈∇f, v〉 = df(v)

Tomando v = u−1, h = Cv temos dh = Ad(v) então conseguimos
−→
H 0(y) =

−→
H 0(Cvx) = Ad(v)

−→
H 0(x) por (8.10)

= Ad(v)∇f̂x = dCv∇f̂x

= ∇(f̂ ◦ Cv−1)Cvx por (8.11)

= ∇Êy

Proposição 8.23
−→
H 0(y) = ∇Êy para todo y ∈ S ′b0

8.2.3 A função em K ′ \ L

Mas nós estamos interessados no processo estocástico gerado em L/K ′ senão
em K ′\L. A forma mais simple de descrever este fluxo é a partir de álgebra
de Lie s, para isso consideramos o diagrama comutativo de difeomorfismos

s −Id←→ s

↓ π◦exp ↓ πD◦exp

L/K ′ i←→ K ′\L
onde
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Notação 8.24 i(gK) := Kg−1, πD é a projeção de L em K ′\L.

Seja γt o fluxo de difeomorfismos em S ′b0 que via S ′b0 −→ S ′ · b1 = L/K ′

(ver diagrama (8.1)) gera o fluxo αt que como vimos verifica

d

dt
αt = ~H0

Subindo mais um pouco no digrama (8.1) temos um fluxo de difeomorfis-
mos que chamaremos ηt em s, que é o fluxo que chegou até s via as identi-
ficações

S ′ · b1 = L/K ′ −→ S −→ s

Aplicando πD◦ exp ◦ −Id obtemos o fluxo em K ′\L que chamaremos βt.
Como o diagrama comuta simplesmente posso obter o fluxo compondo i, i.e.,

i(αt) = βt

Continuando
d

dt
i(αt) = di(

d

dt
αt) = di( ~H0) = di(∇Ê)

mas não é dif́ıcil ver que i é isometria entre as respectivas métricas dos espaços
simétricos L/K ′ e K ′\L, de isso

di(∇Ê) = ∇(Ê ◦ i)

pelo lema 8.22. Assim

Proposição 8.25

∇(Ê ◦ i) =
d

dt
βt

Este fluxo βt é o gerado pela parte determińıstica da equação diferencial
(7.1). E conseguimos escrever o campo que gera como um gradiente de uma
função. Assim estamos nas condições do teorema 7.11. E assim podemos
achar explicitamente a medida invariante para o processo.

Observação 8.26 Não é dif́ıcil ver que a função correspondente em s é a
mesma. Para isso é suficiente notar que o fluxo é radial e que −Id deixa esse
fluxo invariante.



108 CAPÍTULO 8. EXEMPLO DA CONSTRUÇÃO DO CAMPO



Caṕıtulo 9

Medidas invariantes em

Espaços Simétricos.

Neste Caṕıtulo concentraremos nossa atenção nos grupos de Lie simples que
tem uma estrutura de espaço simétrico afim regular ( ou do tipo hermitiano).
Se G é um grupo de Lie simples de centro finito e L é um subgrupo, definire-
mos em 9.1 o par simétrico (G,L). Quando exista uma subálgebra c da
álgebra de G espećıfica o par será chamado de tipo hermitiano (ver Definição
9.3). Nesta sub-álgebra c tomaremos um elemento H0 que utilizaremos para a
parte determińıstica da equação diferencial estocástica definida no Caṕıtulo
7, equação (7.2). Acrescentando algumas hipóteses (ver [12]) os campos
da parte estocástica dessa equação surgirão da parte simétrica de uma sub-
álgebra de Lie de L. Com toda esta estrutura demonstraremos como estamos
nas condições do teorema 7.11. E assim teremos uma forma expĺıcita de uma
medida invariante no flag correspondente ao tipo parabólico. Na seção 9.6
veremos como estas medidas podem ser levantadas ao flag maximal e aos
revestimentos deste.

9.1 Espaço Simétrico Afim Regular

Definição 9.1 Seja G um grupo de Lie simples com álgebra de Lie g e τ :
G −→ G um automorfismo involutivo de ordem 2, i.e., τ 2 = 1 e τ 6= 1. Seja

Gτ = {x : τ(x) = x}
o conjunto de pontos fixos de τ . Chamaremos (G, τ) par simétrico. Chamare-
mos espaço simétrico afim a todo subgrupo L que verifique Gτ

0 ⊂ L ⊂ Gτ .

109
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Notação 9.2 Uma terna (G,L, τ) como acima será chamado simétrico também.

Claramente Gτ é um subgrupo fechado e portanto um grupo de Lie, deno-
taremos sua álgebra de Lie l. Notemos que todos os espaços simétricos afins
em relação com τ tem a mesma álgebra de Lie. O automorfismo τ define
no ńıvel da álgebra um automorfismo dτ que notaremos abusivamente por
τ , que também é involutivo de ordem 2. Toda automorfismo desse tipo gera
uma decomposição em dois autoespaços de autovalores 1 e −1. O autoespaço
de autovalor 1 coincide com l . Chamaremos g(−1, τ) o outro autoespaço,
assim

g = l ⊕ g(−1, τ).

O par (g, l) (ou (g,τ)) é chamado par simétrico também. No entanto esta-
mos interessados em pares simétricos de um tipo mais espećıfico, os pares
simétricos de tipo hermitiano ou regular que explicaremos mais adiante.

9.1.1 A hipótese

Assumiremos como hipótese que l é semi-simples. Com esta hipótese garan-
timos que a representação adjunta de l em g(−1, τ) é irredut́ıvel (ver Faraut
e Olafsson [8] teorema 2.2.).

9.1.2 As decomposições

A teoria dos espaços simétricos (ver por exemplo [17]) garante que existe
uma involução de Cartan θ : g −→ g que comuta com τ . Analogamente g

se decompõe em autoespaços k = g(+1, θ) e s = g(−1, θ). Assim temos a
decomposição de Cartan em parte antisimétrica e simétrica respectivamente

g = k ⊕ s

Esta decomposição induz em l também uma descomposição de Cartan

l = (l ∩ k) ⊕ (l ∩ s) = lk ⊕ ls

Por outro lado temos que

g(−1, τ) = (g(−1, τ) ∩ k) ⊕ (g(−1, τ) ∩ s) = g(−1, τ)k ⊕ g(−1, τ)s
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E assim a álgebra g se decompõe na soma direta

g = lk ⊕ ls ⊕ g(−1, τ)k ⊕ g(−1, τ)s

Como τ e θ são automorfismos de ordem 2, valem os colchetes:

• [l, l] ⊂ l,

• [l, g(−1, τ)] ⊂ g(−1, τ),

• [g(−1, τ), g(−1, τ)] ⊂ l,

• [k, k] ⊂ k,

• [k, s] ⊂ s,

• [s, s] ⊂ k.

Em particular, o subespaço la = lk ⊕ g(−1, τ)s é uma subálgebra. Denote
por z (la) seu centralizador em g. Agora estamos en condições de definir um
par regular

Definição 9.3 O par simétrico (g, τ) (ou (g, l)) é dito simétrico regular (ou
de tipo hermitiano) se z (la) ∩ g(−1, τ)s 6= {0}. Esta álgebra será denotada
por c. O espaço homogêneo G/L é chamado espaço simétrico afim regular ou
hermitiano.

Quando o par é regular é posśıvel demonstrar que c = z (la) ∩ g(−1, τ)s

tem dimensão 1 (ver Hilgert e Neeeb [12] teorema V.1). Assim c é uma
subálgebra abeliana contida em g(−1, τ)s. Seja ag(−1,τ)s

uma subalgebra
abeliana maximal de g(−1, τ)s que contem c . Considere a uma subalge-
bra abeliana maximal de s que contenha ag(−1,τ)s

. A partir de a , como é
usual, geramos um conjunto de ráızes Π onde, se α é uma raiz gα é seu espaço
associado.

É um resultado clássico na literatura que para H ∈ c não nulo, os auto-
valores de ad(H) são 0, +a, −a. Normalizemos um H0 tal que os autovalores
ad(H) sejam 0, 1, e −1.
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9.1.3 A classificação

Os espaços simétricos afins estão todos classificados. O fato de que z (la) ∩
g(−1, τ)s 6= {0} implica em particular que z (la) ∩ s 6= ∅, que significa que o
par é do tipo Causal Não Compacto (ver por exemplo Olafsson [19] teorema
2.2.). Como pode ser visto em Faraut e Olafsson [8] todas as sub-álgebras l

são simples exceto no caso g = so(p + 1, q + 1) e l = so(p, 1) ⊕ so(1, q). Em
todos os casos pode ser verificado que [ls, ls] = lk fato que será importante
mais adiante.

9.2 A equação estocástica

Agora estamos em condiçoes de apresentar exatamente a forma da equação
diferencial estocástica que consideraremos sobre G:

dg = H0 (g) dt +
m∑

j=1

Zj (g) ◦ dWj (9.1)

Por um lado H0 é precisamente o elemento de c normalizado tal que os
autovalores de ad(H0) sejam 0, 1, e −1.

Por outro lado a álgebra l semi-simples possui a decomposição de Cartan

l = lk ⊕ ls

e a forma de Cartan-Killing é definida positiva em ls e definida negativa en
lk. Os Zj com j = 1 . . .m serão tomados formando uma base ortogonal
(para a forma de Cartan-Killing) de ls. Esta equação estocástica gerará
um semigrupo com suficientes simetrias para conseguir calcular as medidas
invariantes em relação as medidas definidas no Caṕıtulo 7.

A partir das informaçoes que temos já é posśıvel anunciar algumas car-
acteŕısticas do semigrupo que esta equação gera, as quais serão provadas na
sequência.

S contem Gτ
0

Isso sai imediatamente do fato que a álgebra de Lie gerada pelos campos
Z1, . . . , Zm da parte estocástica é l, a álgebra de Lie Gτ

0. Para ver que
L(Z1, . . . , Zm) = l primeiro notemos que [ls, ls] = lk como foi visto em
9.1.3.
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intS 6= ∅

Para demonstra isso temos que provar que L(H0, Z1, . . . , Zm) = g.

Lema 9.4 H0 /∈ z (l).

Demonstração. Por absurdo suponhamos a hipótese falsa. Em particu-
lar H0 ∈ z (ls). Pela construção H0 ∈ z (la), em particular H0 ∈ z(g(−1, τ)s).
Assim H0 ∈ z(s). Mas H0 ∈ s. Mas isso é imposśıvel pois se escolhemos uma
subálgebra de Cartan a tal que H0 ∈ a então para toda ráız α da decom-
posição induzida por a e todo V ∈ g(α) temos α(H0)V = [H0, V ] = 0. Assim
α(H0) = 0 para toda α, que implica H0 = 0.

Proposição 9.5 L(H0, ls) = g.

Demonstração. Consideremos a decomposição

g = ls ⊕ lk ⊕ g(−1, τ).

Como [ls, ls] = lk então já temos que L(H0, ls) gera como mı́nimo ls ⊕ lk = l.
Resta demonstrar que também gera g(−1, τ). Para isso é suficiente demon-
strar que g(−1, τ) ⊂ L(H0, l).

Como [l, g(−1, τ)] ⊂ g(−1, τ) podemos considerar a representação ad-
junta de l em g(−1, τ), ou seja, para cada l ∈ l, temos

ad(l) : g(−1, τ) −→ g(−1, τ).

Notaremos ad(l) o conjunto de todas estas tranformações. Notemos que por
definição H0 ∈ g(−1, τ), assim que tem sentido considerar ad(l)H0. Como
vimos em 9.1.1 esta representação e redut́ıvel. Definimos

V :=
⋃

n≥0

ad(l)nH0.

V é todo g(−1, τ). Se não for assim V seria um espaço invariante, pela
representação, e assim V é {0} ou g(−1, τ). Mas não pode ser {0} pois nesse
caso ad(l)H0 = 0, ou seja H0 pertence ao centralizador de l, o que é absurdo
pelo lema 9.4. Portanto g(−1, τ) ⊂ L(H0, l)
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9.3 O tipo parabólico e os i.c.s para S

É de interesse geral e espećıfico conhecer o tipo parabólico do semigrupo
S. O interesse espećıfico vem do fato que, como S é conexo, estamos nas
condições do teorema 5.25 que encontra o espaço de Poisson a partir do tipo
parabólico. O cálculo dos i.c.s’s é de interesse também pois como já vimos,
eles são os suportes das medidas invariantes que queremos calcular.

Continuando calcularemos exatamente o tipo parabólico e daremos uma
caracterização dos i.c.s.. Antecipemos que o tipo parabólico de S é uma flag
minimal, ou seja, o tipo parabólico Θ ⊂ Σ é da forma Θ = Σ − {α}, com
α ∈ Σ.

Este cálculo está feito em [28]. O principal interesse deste artigo é demon-
strar que se um trio simétrico (G,L′, τ) verifica que existe um semigrupo
próprio S com interior não vazio tal que L′ ⊂ S, então o par simétrico (G, τ)
tem que ser do tipo hermitiano. Depois da demonstração de esse resultado,
[28], teorema 2.8 assumindo a partir desse momento todas as hipóteses ante-
riores e, por consequência, também assumindo que o par é regular; calcula o
tipo parabólico no lema 2.9 e caracteriza o i.c.s no flag maximal como uma
órbita aberta de L′.

Primeiramente notemos que nosso caso se ajusta às hipóteses, nosso par
é regular por hipótese, S tem interior não vazio como já demonstramos e o
subgrupo L′ será precisamente Gτ

0.
De fato, seja a+ ⊂ a uma câmara de Weyl tal que H0 está inclúıdo no

fecho de a+. Denote por Π+ o conjunto das ráızes positivas em relação a a+ e
por Σ o conjunto das ráızes simples correspondente. Então podemos afirmar
que

Notação 9.6 Denotaremos Gτ
0 simplesmente por L.

Proposição 9.7 Θ = {α ∈ Σ : α (H0) = 0} é o tipo parabólico de S. E se
CB é o S-i.c.s no flag maximal B então C = fe(O) onde O é a órbita aberta
de L.

Demonstração. Ver [28] lema 2.9 e teorema 2.10
Como corolário imediato podemos afirmar que

Corolário 9.8 O conjunto de controle invariante C ′ de qualquer flag B′

também é o fecho de uma órbita aberta pela ação de L.
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Demonstração. Sem perda de generalidade suponhamos que a identi-
dade d0 de B está no i.c.s CB. Então O = Ld0. Seja π : B −→ B′. Por um
lado

C ′ = π(CB) = π(feO) ⊂ feπ(O) = feπ(Ld0) = feLπ(d0)

Por outro lado

Lπ(d0) = π(Ld0) ⊂ π(CB) = C ′

pois L ⊂ S. Aplicando fecho

feLπ(d0) = feC ′ = C ′.

E assim temos que
C ′ = feLb0

com b0 = π(d0) a identidade em B′. O fato de que Lπ(d0) = πL(d0) é uma
órbita aberta sai de que π é aberta.

Proposição 9.9 O tipo parabólico Θ de S é maximal.

Demonstração. Ver [28] teorema 2.10. e Proposition 1.10.

9.4 O Espaço Simétrico X = L/K ′

Agora vamos demonstrar que se BΘ é o tipo parabólico de S e b0 a identidade
nesse espaço, então a órbita Lb0 é homeomorfa com X, o espaço simétrico de
L. Para isso faz falta algumas definições e resultados

Definição 9.10 Com as escolhas feitas acima

n+
c :=

∑

α,α(H0)=1

gα

n−
c :=

∑

α,α(H0)=−1

gα

Lema 9.11 1. g = n−
c ⊕ pΘ

2. dim n−
c = dim ls
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3. lk ⊂ pΘ

Demonstração.

1. Primeiro notemos que podemos decompor g em:

g = a ⊕
∑

α∈Π+

gα ⊕
∑

α∈Π−,α(H0)=0

gα ⊕ n−
c

e
a ⊕

∑

α∈Π+

gα = p

a álgebra parabólica minimal. Por outro lado
∑

α∈Π−,α(H0)=0

gα = n− (Θ) .

2. Ver Olafsson [20].

3. Notemos que

g = a ⊕
∑

α,α(H0)=0

gα ⊕ n+
c ⊕ n−

c

Assim é claro que z(H0) = a⊕∑
α,α(H0)=0 gα. Também la ⊂ z(H0) pois

H0 ⊂ z(la). Mas lk ⊂ la. Assim lk ⊂ a ⊕ ∑
α,α(H0)=0 gα ⊂ pΘ. Esta

última inclusão surge de
∑

α(H0)=0 gα ⊂ n− (Θ) e a ⊂ p.

Lema 9.12 Seja BΘ o tipo parabólico e b0 a identidade nesse espaço. Seja
K ′ := exp(lk). Então a órbita Lb0 em BΘ é homeomorfa com

X := L/K ′,

o espaço simétrico de L.

Demonstração. Naturalmente

Lb0 ≈ L/Lb0 (9.2)

onde Lb0 = {g ∈ L : gb0 = b0}. Por isso queremos demonstrar que

Lb0 = K ′
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Como lk ⊂ pΘ então K ′ ⊂ PΘ, e como K ′ ⊂ L então

K ′ ⊂ PΘ ∩ L = Lb0

Suponhamos que a outra inclusão não se verifica, ou seja

K ′ ( Lb0

Então
dim lk < dimT Lb0

Mas da equação (9.2) temos que

dimT Lb0 = dimT L − dimT Lb0

dimT Lb0 = − dimT Lb0 + dimT L

e assim teŕıamos que

dim lk + dimT Lb0 < dimT L (9.3)

Mas Lb0 é órbita aberta em em BΘ, então, como g = n−
c ⊕ pΘ

dimT Lb0 = dimT BΘ = dim n−
c

e pelo lema 9.11
dimT Lb0 = dim ls

Juntando isso com a equação (9.3) temos que

dim lk + dim ls < dimT L = dim l

o que é claramente absurdo pois lk ⊕ ls = l.
Juntando isso com o Corolário 9.8 temos que

Proposição 9.13 Com as notações anteriores

CΘ ≈ feX

O importante é ressaltar que

• CΘ é o suporte da única medida invariante em BΘ (a unicidade esta
demonstrada em Guivarc’h e Raugi [10])
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• Como CΘ = feLb0 e Lb0 ≈ X então podemos identificar CΘ ≈ feX.

• X possui uma estrutura de métrica Riemanniana, que provem do pro-
duto 〈, 〉 de Cartan-Killing de l = lk ⊕ ls. Em ls é definida positiva e
assim é herdada para L/K ′ = X e também para feX.

• Essa métrica Riemanniana criará o contexto adequado para achar uma
forma expĺıcita da medida invariante tal como é feito em Ikeda-Watanabe
[14].

9.5 O Gradiente

Estamos interessados em caracterizar o fluxo positivo que gera ação de H0

em BΘ no conjunto de controle invariante CΘ. Especificamente queremos
demonstrar que o campo gerado pelo fluxo é gradiente de uma função f que
exibiremos mais adiante (o gradiente tomado em relação a métrica em CΘ

induzida pelo espaço simétrico X), ou seja

d

dt
exp(H0t)b0 = gradexp(H0t)b0f

Para conseguir isso primeiro vamos demonstrar a equaçã para alguns elemen-
tos de CΘ = feLb0, especificamente os elementos exp(al)b0, onde al é uma
subálgebra de ls. Depois é posśıvel generalizar o resultado a partir do fato
que todo elemento em ls é conjugado de algum elemento de al.

9.5.1 Mais sobre o espaço simétrico

A órbita Lb0 é analisada via uma boa escolha de uma subálgebra abeliana
maximal na parte simétrica de l, isto é, em ls. Existe um conjunto de ráızes
{α1, . . . , αr} de (g, a) com as seguintes propriedades (veja Olafsson [19]):

1. Os espaços de ráızes gαi
⊂ n+

c . Isso implica que g−αi
⊂ n−

c .

2. As ráızes são ortogonais entre si. Isso implica que os espaços de ráızes
comutam, isto é, [g±αi

, g±αj
] = 0 se i 6= j. (Note que, de qualquer

maneira, [gαi
, gαj

] = 0, pois n+
c é álgebra abeliana.)

3. Existem Xi ∈ gαi
e Yi ∈ g−αi

tal que {Yi, Hαi
, Xi} gera uma álgebra

isomorfa a sl (2, R), onde Hαi
é definido por (〈αi, αi〉/2) αi (·) = 〈Hαi

, ·〉.
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4. Os elementos Xi, Yi do item anterior podem ser escolhidos de tal forma
que

[Hαi
, Xi] = 2Xi [Hαi

, Yi] = −2Yi [Xi, Yi] = Hαi

e Xi + Yi ∈ ls.

5. O subespaço al gerado por {X1 + Y1, . . . , Xr + Yr} é uma subálgebra
abeliana maximal em ls.

Denote por g (αi) a álgebra isomorfa a sl (2, R) gerada por {Yi, Hαi
, Xi} e

por Si = Xi +Yi ∈ al. Então, [g (αi) , g (αj)] = 0 e, em particular, [Si, Sj] = 0
se i 6= j.

Seja G (αi) o subgrupo de Lie conexo cuja álgebra de Lie é g (αi). Esse
subgrupo é localmente isomorfo a Sl (2, R). Segundo [19], página 258, linha
-5, G (αi) é isomorfo a Sl (2, R) ou PSl (2, R) = Sl (2, R) /{±1}. Contas em
Sl (2, R) mostram que

exp tSj = exp ((tanh t) Yi) (modPΘ) (9.4)

ver Olafsson [19], teorema .2.4. Mais geralmente podemos afirmar que

Corolário 9.14 Com a anotação acima, se b0 é a identidade em PΘ

exp (x1S1 + · · · + xrSr) b0 = exp (A (x1, . . . , xr)) b0 (9.5)

onde A (x1, . . . , xr) = tanh x1Y1 + · · · + tanh xrYr

Demonstração. Como os G (αi) são todos ortogonais, [Si, Sj] = 0 (para
i 6= j) temos que

exp (x1S1 + · · · + xrSr) = exp x1S1 · · · exp xrSr

Assim, usando a fómula (9.4) repetidas vezes e multiplicando tudo

exp x1S1 · · · exp xrSr = exp (tanh x1) Y1 · · · exp (tanh xr) Yr (modPΘ)

e novamente, como G (αi) são todos ortogonais [Yi, Yj] = 0 (para i 6= j)

exp (tanh x1) Y1 · · · exp (tanh xr) Yr

= exp[(tanh x1) Y1 + · · · + (tanh xr) Yr]

= exp A (x1, . . . , xr)
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Juntando tudo

exp (x1S1 + · · · + xrSr) = exp A (x1, . . . , xr) (modPΘ)

em particular

exp (x1S1 + · · · + xrSr) b0 = exp A (x1, . . . , xr) b0,

Notação 9.15 N−
c := exp n−

c

Notemos que como al, a subálgebra abeliana maximal de ls, é gerada por
{S1, . . . , Sr} então exp (x1S1 + · · · + xrSr) b0 são elementos de Lb0.

E como tanh x1Y1+· · ·+tanh xrYr ∈ n−
c , então a fórmula (9.5) nos fornece

os elementos de exp(al)b0 da órbita Lb0 como elementos de N−
c b0.

9.5.2 O fluxo

Imitaremos agora o feito no caṕıtulo 8 no ponto 8.1.4. Como g = n−
c ⊕ pΘ,

todo elemento em BΘ pode ser escrito como (exp Z) b0 com Z ∈ n−
c então, o

fluxo positivo gerado por H0 é

{(exp tH0) (exp Z) b0 : t > 0}

Lema 9.16 Seja Z ∈ n−
c e b0 a identidade em BΘ então

(exp tH0) (exp Z) b0 = exp(e−tZ)b0

Demonstração. Como b0 é ponto fixo para exp H0 temos que

(exp tH0) (exp Z) b0 = (exp tH0) (exp Z) (exp−tH0) b0

Notemos que

(exp tH0) (exp Z) (exp−tH0) = exp(Ad(exp(tH0))Z)

= exp ead(tH0)Z

Mas, como Z é um autovetor da trasformação ad(H0) com autovalor −1 (
pois Z ∈ n−

c ) então
ead(tH0)Z = e−1tZ
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E assim

exp ead(tH0)Z = exp e−tZ

Juntando tudo temos que

(exp tH0) (exp Z) b0 = exp(e−tZ)b0

Observação 9.17 Esta é uma descrição do fluxo: mostra como, para tempo
positivo de t, o fluxo contrai tudo para b0.

Mas estamos interessados num aspecto mais técnico do lema: Se escreve-
mos um elemento de BΘ essencialmente como a exponencial de um elemento
de Z ∈ n−

c , ou seja, (exp Z) b0 então quando aplicamos exp(tH0) nesse ele-
mento, o resultado pode ser escrito como a exponencial de um múltiplo do
Z original. Faremos uso disso no seguinte

Lema 9.18 Com as notações anteriores, para t > 0

exp (tH0) exp (x1S1 + · · · + xrSr) b0 = exp (τ 1(t)S1 + · · · + τ r(t)Sr) b0

onde
τ i(t) = tanh−1(e−t tanh(xi))

Demonstração. Pelo corolário 9.14

exp
(∑

xiSi

)
b0 = exp

(∑
tanh(xi)Yi

)
b0

logo

(exp tH0) exp
(∑

xiSi

)
b0 = (exp tH0) exp

(∑
tanh(xi)Yi

)
b0

e, como
∑

tanh(xi)Yi ∈ n−
c pelo lema 9.16

(exp tH0) exp
(∑

tanh(xi)Yi

)
b0 = exp

(
e−t

∑
tanh(xi)Yi

)
b0

= exp
(∑

e−t tanh(xi)Yi

)
b0
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Como t > 0, então |e−t tanh(xi)| < 1, e como a tanh é bijetora sobre o
intervalo (−1, 1), é posśıvel utilizar o 9.14 no outro sentido:

exp
(∑

e−t tanh(xi)Yi

)
b0 = exp

(∑
tanh−1(e−t tanh(xi))Si

)
b0

Para cada t temos um fluxo de difeomorfismos em Lb0:

(exp Z) b0 7−→ (exp tH0) (exp Z) b0 = exp(e−tZ)b0

Como corolário do 9.18 conseguimos demonstrar que esses difeomorfismos
aplicados em exp(al)b0 não sai de esse conjunto pois

exp
(∑

xiSi

)
b0 7−→ exp (tH0) exp

(∑
xiSi

)
b0 = exp

(∑
τ i(t)Si

)
b0

e al = 〈{S1, . . . , Sr}〉
Notemos que uma r-upla (x1, . . . xr) são as coordenadas de um elemento

em exp(al)b0 via a aplicação

(x1, . . . xr) 7−→ exp (x1S1 + · · · + xrSr) b0

Então para cada t, a função

(x1, . . . xr) 7−→ (τ 1(t), . . . , τ r(t))

é uma função em coordenadas.

Notação 9.19 Denote por
−→
H 0 o campo induzido por H0 no flag BΘ

Derivando em relação de t, em t = 0 tenho as coordenadas de
−→
H 0 em

(τ 1(0), . . . , τ r(0) = (x1, . . . xr).

τ ′
i(t) = − e−t tanh(xi)

1 − e−2t tanh2(xi)

então

τ ′
i(0) = − tanh(xi)

1 − tanh2(xi)
= −senh (xi) cosh (xi)

Ou seja o campo, em coordenadas, no ponto exp (x1S1 + · · · + xrSr) b0 é
exatamente

−→
H 0((x1, . . . xr)) = (−senh (x1) cosh (x1) , . . . ,−senh (xr) cosh (xr))
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Mas se identificamos o plano tangente com al, então podemos escrever

−→
H 0((x1, . . . xr)) = −senh (x1) cosh (x1) S1 + · · · + −senh (xr) cosh (xr) Sr

Recordemos que em al a forma de Cartan Killing é definida positiva, tomando
os Si de tal forma que sejam ortonormais em relação à forma de Cartan
Killing, i.e., 〈Si, Sj〉 = δij, então podemos trabalhar em coordenadas como se
estivéssemos em Rr. Assim, em coordenadas, o campo é gradiente da função

−
(
senh2 (x1) + · · · + senh2 (xr)

)

E esta função pode ser escrita explicitamente para qualquer S = x1S1 + · · ·+
xrSr ∈ al como

−〈sh (S) , sh (S)〉
onde

sh (S) = senh (x1) S1 + · · · + senh (xr) Sr

Analogamente ao feito no Caṕıtulo 8, seção 8.2 podemos estender esta função
a um a função em todo s. Porém, para X,Y ∈ g, 〈X, Y 〉 = tr (ad (X) ad (Y ))

e como S é auto-adjunto, existe senh (ad (S)). Segue que a restrição de
−→
H 0

à órbita Lb0 é dada por
−→
H 0 = gradf

onde f (exp S) = tr
(
senh2 (ad (S))

)
. O gradiente é tomado em relação à

métrica de espaço simétrico em Lb0, já que é essa métrica que é invariante
por L.

9.6 Levantando medidas invariantes

Como já mencionamos queremos exibir as medidas invariantes nos espaços
homogêneos trabalhados: Os flags e os recobrimentos do flag maximal. O
que conseguimos de fato é achar a medida invariante num flag minimal, o
problema reside agora em conseguir achar as medidas invariantes nos outros
espaços. Para isso procederemos da seguinte forma, primeiro levantaremos
essa medida até uma medida no flag maximal, e depois essa outra será lev-
antada até o recobrimento maximal. Todas as demais se podem achar por
projeções.
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9.6.1 Levantamento ao flag maximal

Este levantamento poderá ser feito facilmente no caso de (G,L) o par simétrico.
A idéia é a seguinte: o i.c.s CΘ no flag minimal BΘ e o fecho da órbita aberta
Lb0. Como tomar ou não tomar ou fecho não acrescenta nada na medida tra-
balharemos apenas com Lb0. A isotropia de b0 é K ′ um subgrupo compacto
maximal. Assim identificamos CΘ com L/K ′. Por outro lado o i.c.s C no
flag maximal B também é Ld0(com d0 a identidade B) mas a isotropia Isod0

é
um pouco mas dif́ıcil de identificar. Naturalmente Isod0

⊂ K ′. Definimos

L̄ : = L/Isod0

K̄ ′ : = K ′/Isod0

Pelo isomorfismo

L/K ′ =
L/Isod0

K/Isod0

= L̄/K̄ ′

Observação 9.20 Podemos trabalhar supondo que Isod0
= {1}. Desta forma

podemos pensar sempre C como L e CΘ como L/K ′.

Exemplo 9.21 Por exemplo, no caso do par simétrico (Sl(n), SO∗
0(k, n−k))

temos que

Isod0
=

(
Ak×k 0

0 A′
(n−k)×(n−k)

)

com A e A′ matrizes da forma diag(±1, . . . ,±1, ) com quantidade par de −1.

A medida em L/K ′ é da forma

e−f(·)dµ′(·)

onde µ′ é a medida volume gerada pela métrica de L/K ′ como espaço simétrico.
Queremos uma medida em L também invariante em relação ao processo. Essa
medida claramente terá que projetar em e−f(x)dµ′(x) pois medidas invariantes
projetam em medidas invariantes. Nosso candidato para essa medida é

e−f(π(·))dβ(·)

onde π : L → L/K ′ é a projeção canônica e β é a medida invariante à
direita em L que projeta em µ′. E fácil ver que e−f(π(·))dβ(·) projeta em
e−f(·)dµ′(·) via π. Mas o importante é ver que ela é invariante. Para isso é
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suficiente demonstrar que a imagem de toda função cont́ınua Â em L via o
operador i(e−f(π(·))dβ(·)) é uma função ν-harmônica. Para isso vamos con-
struir uma função cont́ınua B̂ em L/K ′ tal que a imagem dela via o operador
i(e−f(·)dµ′(·)) é a mesma. Como e−f(·)dµ′(·) é invariante i(e−f(·)dµ′(·))A é ν-
harmônica. Definimos

B̂(x) =

∫

K′

Â(hxk)dk

onde dk é a medida de Haar em K ′ e hx é qualquer elemento de L tal que
π(hx) = x. Esta integral está bem definida pois dk é bi-invariante, assim se
h′

x = hxk
′ então

∫

K′

Â(g′
xk)dk =

∫

K′

Â(gxk
′k)dk =

∫

K′

Â(gxk)dk

Definimos

A : = i(e−f(π(·))dβ(·))Â
B : = i(e−f(·)dµ′(·))B̂

vejamos que as duas são iguais

B(g) =

∫

L/K′

B̂(gx)e−f(x)dµ′(x) (9.6)

=

∫

L/K′

(∫

K′

Â(hgxk)dk

)
e−f(x)dµ′(x)

Por outro lado

A(g) =

∫

L

Â(ga)e−f(π(a))dβ(a)

usando a fórmula para decomposição de medidas (ver por exemplo Helgason
[11], Ch.1,§1, Th. 1.9)

∫

L

Â(ga)e−f(π(a))dβ(a) =

∫

L/K′

(∫

K′

Â(ghxk)e−f(π(hxk))dk

)
dµ′(x)

onde hx é qualquer elemento na fibra de x.

=

∫

L/K′

(∫

K′

Â(hgxk)e−f(x)dk

)
dµ′(x) (9.7)

Notemos que as fórmulas (9.6) e (9.7) são iguais.
Resumindo temos o seguinte
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Lema 9.22 Seja β a medida em L invariante à direita e seja f a função
cujo gradiente coincide com o fluxo gerado por H0 em L/K ′. Então

e−f(π(·))dβ(·)

é a medida invariante no flag maximal para o processo gerado pela equação
(9.1).

9.6.2 O levantamento ao recobrimento maximal

Para levantar uma medida ν-invariante desde o flag maximal até qualquer de
seus recobrimentos não precisamos de nenhuma estrutura adicional, apenas
é suficiente utilizar a medida definida no lema 4.19.



Caṕıtulo 10

Expoentes de Liapunov

Como aplicação do exposto no Caṕıtulo 9 faremos o cálculo dos expoentes
de Liapunov para uma equação diferencial estocástica em Rd gerado pela
equação em G definida no Caṕıtulo 7. Para realizar esse cálculo é necessário
conhecer a forma explićıta da medida invariante no flag maximal de G que
já temos calculado.

10.1 Expoentes de Liapunov

Como sempre, G é um grupo de Lie simples e (G,L) é um par simétrico
de tipo hermitiano. H0 e Z1, . . . , Zd são os campos definidos no Caṕıtulo
9. Uma representação ρ : G −→ Gl(d, R) de G em Rd também induz uma
representação em g que chamaremos também ρ. Ou seja, campos de vetores
invariante à direita de G são mapeados em campos de vetores em Rd . Dessa
forma a equação diferencial estocástica em G

dg = H0 (g) dt +
m∑

j=1

Zj (g) ◦ dWj. (10.1)

induz uma equação diferencial estocástica em Rd dada por

dx = ρ(H0)xdt +
m∑

j=1

ρ(Zj)x ◦ dWj. (10.2)

A relação entre estas duas equações é que uma solução da segunda que passa
por um x0 ∈ Rd é da forma

xt = ρ(gt)x0

127
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onde gt é uma solução da primeira equação que passa pela identidade de G.
Vamos assumir que ρ é uma representação fiel.

Estamos interessados em calcular os expoentes de Liapunov de (10.2)
utilizando a o teorema 5.2 em Ruffino e San Martin [22] que transcrevemos
a seguir:

Teorema 10.1 Assuma que (10.1) verifica a propriedade de acessibilidade.
Considere a equação diferencial (10.2) induzida por ρ. Então os expoentes
de Liapunov de (10.2) são as entradas de

ρ

(∫

B

Q(b)dV (b)

)
, (10.3)

que são λ
(∫

Q(b)dV (b)
)

com λ percorrendo os pesos da representação. E
onde V é a única medida de probabilidade invariante em B, e Q é

Q(b) = qH0
+

m∑

i=1

rZi
(b)

com
qH0

(b) = pra(Ad((u)H0) (10.4)

e
rZi

(b) = pra

[
Ad(u−1)Zi, prk(Ad(u−1)Zi)

]
(10.5)

com b = ub0 e u ∈ K, a parte compacta da decomposição de Iwasawa de G;
a é a álgebra abeliana maximal em s, a parte simétrica de l (a álgebra de
L); k a álgebra de Lei de K ′. Também pra e prk são as projeções sobre a e k

respectivamente.

A condição de acessibilidade significa que a álgebra de Lie gerada pelos
campos H0, Z1, . . . , Zd seja toda g como de fato acontece.

Notemos que em (10.3) a integral é tomada sobre o flag maximal em
relação à única medida V invariante que, como sabemos tem suporte no i.c.s.
CB. Como já vimos em 9.20 podemos identificar CB com L.

Assim podemos pensar a integral (10.3) como uma integral em L. Como
também foi mostrado no Caṕıtulo 9, lema 9.22, conhecemos a forma de V
pensada como medida em L. Se identificamos CΘ, o i.c.s em BΘ, como L/K ′

então essa medida é exatamente

e−E(π(·))dβ(·)
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onde E é a função cujo gradiente é o campo induzido pela parte determińıstica
da equação, π : L −→ L/K ′ é a projeção canônica e β é a única medida
invariante à direita em L. Analogamente, se identificam os CΘ com K ′\L
então a medida é

e−F (πD(·))dβ̂(·) (10.6)

onde F é a função cujo gradiente é o campo induzido pela parte determińıstica
da equação, πD : L −→ K ′\L a projeção canônica e β̂ é a medida invariante
à esquerda em L.

Notemos que como L é semi-simples é também unimodular (ver Helgason
[11], proposição 1.6) e assim as medidas invariantes à direita β e à esquerda
β̂ coincidem

β̂ = β (10.7)

e é chamada medida de Haar.
Vamos agora a partir da medida (10.6) determinar a integral (10.3).

10.1.1 O cálculo

Então, primeiro restringimos nossa integral

∫

B

Q(b) dV (b) =

∫

CB

Q(b) dV (b) =

∫

CB

Q(ud0) dV (ud0) (10.8)

com u ∈ K. Esta última igualdade é posśıvel pois K é transitivo em B (ver
San Martin e Tonelli [24]). Mas fe(L) ≈ CB. Assim pretendemos converter
esta integral numa integral em L.

Para fazer essa mudança na fórmulas expĺıcitas (10.4) e (10.5) temos que,
dado g ∈ L achar o elemento u ∈ K tal que gd0 = ud0. Chamaremos esse
elemento g⊥ que pode ser achado por ortogonalização

g = g⊥a n ∈ K A N

assim (10.8) fica ∫

L

Q(g⊥) dV ′(g)

onde V ′ é a mesma medida V pensada em L. Antes de continuar é conve-
niente fixar algumas notações:
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• i : L/K ′ −→ K ′\L definida por xK ′ 7−→ K ′x−1

• i a inversa de i

• iL : L −→ L definida por x 7−→ x−1

• Se θ é uma medida então

Γθ é a medida definida por

Γθ(f) =

∫
f(x)Γ(x) dθ(x)

• β será a medida de Haar em L.

• η′ será a medida invariante à direita em K ′\L (induzida pela métrica)

• µ′ será a medida invariante à esquerda em L/K ′ (induzida pela métrica)

• η será a medida invariante pelo processo em K ′\L

• dk será a medida invariante à esquerda em K ′ (Haar)

• π : L −→ L/K ′ a projeção canônica.

• πD : L −→ K ′\L a outra projeção canônica.

• π̃ : L −→ K ′\L que x 7−→ K ′x−1

• Se θ é uma medida em L/K ′ (respec. em K ′\L) (respec. em L), θ̂ será
a medida i∗θ (respec. i∗θ) (respec. iL∗θ).

É fácil ver que se θ é medida invariante à esquerda (respec. direita) em

L, então θ̂ é invariante à direita (respec. esquerda).
Também π∗β = µ′ e

πD∗β̂ = η′ (10.9)

Também η̂′ = µ′ e µ̂′ = η′

Agora enunciaremos alguma fórmulas triviais que serão de utilidade



10.1. EXPOENTES DE LIAPUNOV 131

Quatro fórmulas útieis

Sejam π : A −→ B, e Γ : B −→ R, e θ uma medida em A, então

π∗[(Γ ◦ π(·)) θ] = Γ(·)π∗θ (10.10)

Sejam δ : A −→ B inverśıvel, e Λ : A −→ R, e θ uma medida em A,
então

δ∗[Λ(·) θ] = Λ(δ−1(·))δ∗θ.

Em particular se δ = iL então

Λ̂(·) θ = Λ(·−1)θ̂ (10.11)

Como L é unimodular e então vale (ver Helgason [11] teorema 1.9.):

∫

L

W (g) d β(g) =

∫

L/K′

(∫

K′

W (x̄k) dk

)
dµ′(x) (10.12)

onde x̄ é qualquer elemento em L que projete em x, pela invariância de dk
esta definição não tem problema. Será esta a fórmula que nos permitirá
converter a integral em L ⊂ B em uma integral em L/K ′ ⊂ BΘ.

A conta

Agora vamos calcular
∫

L

Q(g⊥) dV ′(g)

neste contexto

V ′(·) = e−F (πD(·))dβ̂(·)
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Assim
∫

L

Q(g⊥)dV ′(g)

=

∫

L

Q(g⊥)d
(
e−F (πD(·))β̂

)
(g)

=

∫

L

Q(g⊥)e−F (πD(g))dβ̂(g)

=

∫

L

Q(g⊥)e−F (πD(g))dβ(g) por (10.7)

=

∫

L

Q((g−1⊥)e−F (πD(g−1))dβ(g) por (10.11)

=

∫

L/K′

(∫

K′

Q((x̄k)−1⊥) e−F (πD([x̄k]−1))dk

)
dµ′(x) por (10.12)

=

∫

L/K′

(∫

K′

Q((x̄k)−1⊥) e−F (πD(k−1x̄−1))dk

)
dµ′(x)

=

∫

L/K′

(∫

K′

Q((x̄k)−1⊥) e−F (πD(x̄−1))dk

)
dµ′(x)

=

∫

L/K′

(∫

K′

Q((x̄k)−1⊥) dk

)
e−F (πD(x̄−1))dµ′(x)

mas notemos que,

Q([(x̄k)−1]⊥) = Q([(gk)−1]⊥) = Q([k−1g−1]⊥) = Q(k−1[g−1]⊥) (10.13)

(por simplicidade trocamos x̄ por g). Por outro lado

Ad((k−1[g−1]⊥)−1)H0 = Ad([g−1]⊥−1k)H0

= Ad(([g−1]⊥)−1)Ad(k)H0

mas, como k ∈ K ′ então
Ad(k)H0 = H0 (10.14)

assim , o termo de Q definido na fórmula (10.4) fica

qH0
(b) = pra(Ad((u)H0)

= pra(Ad((gk−1⊥)H0)

= pra(Ad((k−1[g−1]⊥)H0) por (10.13)

= Ad(([g−1]⊥)−1)H0 por (10.14)
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e assim conseguimos eliminar k.

Por outro lado, novamente usando a fómula (10.13)

m∑

i=1

rZi
(k−1[g−1]⊥)

=
m∑

i=1

pra

[
Ad((k−1[g−1]⊥)−1)Zi, prk(Ad((k−1[g−1]⊥)−1)Zi)

]

=
m∑

i=1

pra

[
Ad(([g−1]⊥)−1)Ad(k)Zi, prk

(
Ad(([g−1]⊥)−1)Ad(k)Zi

)]

=
m∑

i=1

rYi
([g−1]⊥)

onde Yi = Ad(k)Zi. Como k ∈ K ′ {Ad(k)Zi : i = 1, . . .m} será uma base
ortogonal de s como {Zi : i = 1, . . .m}. Mas em [22] está demonstrado que
a integral

∫

B

(
m∑

i=1

rZi
(b)

)
dV (b)

independe da base {Zi : i = 1, . . .m} ortonormal utilizada. Assim também
eliminamos o k da outra parte da integral

∫
Q(b)dV (b).

Assim conseguimos eliminar k do outro termo de Q. E assim podemos
afirmar que

Q([(gk)−1]⊥) = Q̃(g)

onde

Q̃(g) := pra(Ad((g−1⊥−1)H0) + pra

[
Ad(g−1⊥−1)Zi, prk(Ad(g−1⊥−1)Zi)

]
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Voltando para o cálculo de
∫

L
Q(g⊥)dV ′(g).

∫

L/K′

(∫

K′

Q((x̄k)−1⊥) dk

)
e−F (πD(x̄−1))dµ′(x)

=

∫

L/K′

(∫

K′

Q̃(x̄) dk

)
e−F (πD(x̄−1))dµ′(x)

=

∫

L/K′

Q̃(x̄)

1︷ ︸︸ ︷(∫

K′

dk

)
e−F (πD(x̄−1))dµ′(x)

=

∫

L/K′

Q̃(x̄)e−F (πD(x̄−1))dµ′(x)

Ainda mais, considerando o diagrama comutativo

L
iL−→ L

π ↓ π̃
ց ↓ πD

L/K ′
i

⇄

i
K ′\L

ց E F ւ
R

notamos que

F (πD(x−1)) = F (πD ◦ iL(x)))

= F (i ◦ π(x))

= E ◦ i ◦ i ◦ π(x)

= E(π(x))

assim podemos escrever simplesmente
∫

L/K′

Q̃(x̄)e−F (πD(x̄−1))dµ′(x) =

∫

L/K′

Q̃(x)e−E(x)dµ′(x)

A decomposição polar

Agora temos que integrar a função que ficou dentro de L/K ′. Para isso
usamos uma fórmula de decomposição polar que podemos achar em Helgason
[11], Ch.I §5 Th. 5.8. (pág 186)
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∫

L/K′

f(x) dµ′(x) = c

∫

K′/M




∫

A+

f(ka · o) δ(a) da


 dkM (10.15)

onde

• o é a origem {K ′} em L/K ′,

• M e A, A+ correspondem com a decomposição de Iwasawa de L.

• c é uma constante conveniente.

• δ(exp H) =
∏

α∈Σ+

(sinh(α(H))mα

• dkM é a medida K ′ invariante sobre K ′/M

• da é a medida eucĺıdea em A+

• dx é a medida volume que proven da métrica Riemanniana induzida
pela forma de Carta-Killing

En nosso caso a função f para integrar é

Q̃(x)e−E(x)

Notemos que na integral (10.15) k é um representante de uma classe em
K ′/M mas como M é o centralizador de A em K ′ temos que kMa · o =
kaM · o = ka · o.

Invariância de e−E(x) pela adjunta Notemos que a função

H : L/K ′ −→ R

H(x · o) = e−c/2Tr(senh2(ad log(x·o)))

é invariante tabém pela ação à direita de K. Seja k ∈ K ′ então H(k x · o)
pode ser calculado assim H(kxk−1). Assim segue que

log(kxk−1) = Ad(k) log(x)
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Mas como foi feito em 8.16

Tr (senh(ad (Ad(k) log(x)))2) = Tr (senh(ad (log(x)))2)

Assim a integral

∫

K′/M




∫

A+

Q̃(ka · o)e−E(ka·o) δ(a) da


 dkM

=

∫

K′/M




∫

A+

Q̃(ka · o)e−E(a·o) δ(a) da


 dkM

Invertendo a ordem das integrais temos

∫

A+




∫

K/M

Q̃(ka · o) dkM


 e−E(a) δ(a)da

Ainda fica aberta a possibilidade de simplificar mais ainda a integral

∫

K′/M

Q̃(ka · o) dkM

usando o teorema Helgason [11], Th 10.12 ch IV § 10 .
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Cartan
descomposição de, 64
forma de Cartan-Killing, 65
subálgebra de, 109

condição de posto, 80
conjunto de controle invariante, 9, 16,

66
convolução, 8, 22

descoposição
de Cartan, 64

desintegrazação de medidas, 32
drift, 79

equação diferencial estocástica, 77
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