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Resumo

O modelo de medi¢cao de Barnett é frequentemente usado para comparar vérios in-
strumentos de medigao. E comum assumir que os termos aleatorios tém uma distribuicao
normal. Entretanto, tal suposicao faz a inferéncia vulneravel a observacoes atipicas por
outro lado distribuicoes de misturas de escala skew-normal tem sido uma interessante
alternativa para produzir estimativas robustas tendo a elegancia e simplicidade da teoria
da méaxima verossimilhanca. Nés usamos resultados de Lachos et al. (2008) para obter
a estimacao dos parametros via maxima verossimilhanca, baseada no algoritmo EM, o
qual rende expressoes de forma fechada para as equacoes no passo M. Em seguida desen-
volvemos o método de influéncia local de Zhu e Lee (2001) para avaliar os aspectos de
estimagao dos parametros sob alguns esquemas de perturbagao. Os resultados obtidos sao
aplicados a conjuntos de dados bastante estudados na literatura, ilustrando a utilidade

da metodologia proposta.

Palavras-Chave: Distribuicoes Misturas de Escala Skew-Normal; Algoritmo EM; Mod-

elo de Barnett; Distancia de Mahalanobis; Influéncia Local.
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Abstract

The Barnett measurement model is frequently used to comparing several measuring
devices. It is common to assume that the random terms have a normal distribution. How-
ever, such assumption makes the inference vulnerable to outlying observations whereas
scale mixtures of skew-normal distributions have been an interesting alternative to pro-
duce robust estimates keeping the elegancy and simplicity of the maximum likelihood
theory. We used results in Lachos et al. (2008) for obtaining parameter estimation via
maximum likelihood, based on the EM-algorithm, which yields closed form expressions
for the equations in the M-step. Then we developed the local influence method to assess-
ing the robustness aspects of these parameter estimates under some usual perturbation
schemes. Results obtained for one real data set are reported, illustrating the usefulness

of the proposed methodology.

Key-Words: Scale Mixtures of Skew-Normal Distribution; EM Algorithm; Barnett
Model; Mahalanobis Distance; Local Influence.
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1 Introducao

1.1 Modelos com Erros de Medicao na Variavel

A regressao linear é uma das ferramentas estatisticas mais amplamente utilizadas
e tem sido assunto para extensivas pesquisas na literatura por mais de um século. Em
vérias aplicagoes a variavel exploratéria () nao é observada diretamente, ou seja, observa-
se X =z + u, onde u é a medida de erro. Essa medicao com erros pode gerar um
ruido na estimacao dos parametros se o modelo nao levar em consideracao esse erro. O
modelo de erro de medi¢ao (MEM) é 1til em vérias dreas, incluindo modelos de regressao
com erros lineares e erros nao-lineares, modelos de andlise fatorial, modelo estrutural
latente, modelos de equacoes simultaneas e problemas de comparacao de instrumentos
(veja, Barnett, 1969, Theobald e Mallison, 1978, Shyr e Gleser, 1986, Bolfarine e Galea-
Rojas, 1995 e Chipkevitch et al., 1996). No Capitulo 5 apresentamos 2 casos de problemas

de comparacao de intrumentos.

Solano (2000) e Lachos (2002) estudam o problema de comparagao de instrumentos
sob o modelo de comparagao comparativa e o modelo de Grubbs respectivamente. A
comparacao de instrumentos é necessaria devido a variacao de preco, tempo gasto para
medic@o e outras caracteristicas, tal como eficiéncia. No modelo de Barnett (1969), fre-
quentemente usado para comparar instrumentos ou métodos de medicao é comumente
assumido que as observagoes seguem uma distribuicao normal. Porém é bem conhecido
que tal suposicao faz a inferéncia vulneravel na presenca de observacoes atipicas. Uma
alternativa é considerar distribuicoes com caudas mais pesadas que a distribui¢ao normal,
como por exemplo as distribuicoes t-student, normal contaminada, slash entre outras que

sao membros da familia misturas de escala normal (MEN). Para mais detalhes desta
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classe de distribuigao veja Lange e Sinsheimer (1993).

Embora os modelos com erros nas variaveis sob as distribuicoes MEN representem um
interessante extensao robusta, nem sempre ¢ a melhor alternativa quando a distribuicao

da variavel explicativa x tem distribuicao assimétrica.

Recentemente, Lachos et al. (2008) propos uma soluc¢ao para acomodar assimetria e
caudas pesadas simultaneamente usando a misturas de escala skew-normal (MESN). Essa
extensao resulta em uma classe flexivel para modelos multivariados robustos com erros de
medigao que contém como elementos préprios, a distribui¢ao skew-normal (SN), a skew-t
(ST), a skew-slash (SSL) e a distribui¢ao skew-normal contaminada (SCN), todas essas
distribuicoes tém caudas mais pesadas que a normal, e entao podem ser usadas para se

obter inferéncias robustas em varios tipos de modelos.

Esse trabalho é motivado pelo fato que alguns conjuntos de dados considerados na
literatura apresentam comportamento de nao normalidade, tal como assimetria e caudas

pesadas.

Segundo Branco e Dey (2001), um vetor aleatério p-dimensional Y tem distribuigao
MESN se
Y = p+ kY2(U)Z, (1.1)

em que p é o vetor de locagao, Z é um vetor aleatério normal assimétrico (Azzalini e Dalla-
Valle, 1996), com vetor locagdo 0, matriz escala 3 e vetor de parametros de assimetria
A. Considerando a notagao usual, nés escrevemos Z ~ SN, (0,3, A). k(-) é uma funcao
de peso e U é uma varidvel aleatéria mista positiva com funcao distribuicao acumulada
(fda) H(u|v) e funcdo densidade de probabilidade (fdp) h(u|v), independente de Z, onde
v é um escalar ou vetor de parametros indexando a distribuicao de U. Dado U, Y segue
a distribui¢ao skew-normal multivariada com vetor p de locagao, matriz escala k(u)X e
vetor de parametros de assimetria A, i.e., Y|U = u ~ SN, (p, k(u)3, X). Entao a fdp de
Y é dada por

fy) =2 / " a1 k() D) D (k2 () A)dH (), (1.2)

em que A = A'X7V23(y — ), op(-|pe, ) padrao para fdp da distribui¢do normal p-

variada com vetor de médias p e matriz de covariancia 3, ®(-) representa a fda da dis-
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tribuicao normal univariada padrao. Um caso particular dessa distribuicao é a distribuicao
skew-normal, para qual H é degenerada, com k(u) = 1, u > 0. Nés usamos a notagao
MESN, (@, X, A; H) para dizer que Y tem distribuicdo com fdp (1.2). Nés notamos que

quando k(u) = u?

em (1.1), a distribuicdo de Y se reduz a skew-normal/independente
(SNTI) discutida, por exemplo, em Ghosh et al.(2008). Nesse trabalho nds usaremos a classe
de distribuicoes MESN para desenvolver um modelo de medicao de Barnett mais flexivel.
Quando A = 0, a distribuicao MESN se reduz para distribuicao MEN a qual as pro-
priedades sao bem estudadas na literatura. Nés usaremos a notagdo Y ~ MEN,,(p, 3; H)
quando Y pertencer a uma distribuicao da classe misturas de escala normal MEN. Note
que quando A = 0 e k(u) = u~! em (1.1), a distribuicao de Y se reduz para a familia de

distribui¢oes normal/independente (NI) discutida, por exemplo, em Lange e Sinsheimer
(1993).

1.2 Diagndstico

Uma anélise de influéncia é um importante passo em analises de dados. Essa anédlise
pode ser realizada através de uma anélise de influéncia local, uma técnica estatistica geral
usada para avaliar a estabilidade da estimacao das “saidas” com relacao as “entradas” do
modelo. “Entrada” de modelos pode incluir dados, parametros ou outras informacoes em
relagdo ao modelo (exemplo, heterocedasticidade ou uma covariancia medida com erro).
“Saidas” de modelos pode incluir os parametros estimados, funcoes, valores, objetivo final,
estimagao de residuos, etc. Seguindo o trabalho pioneiro de Cook (1986) essa drea de
pesquisa tem recebido consideravel atencao na recente literatura estatistica: veja Lachos
et al. (2007b), De Castro et al. (2008), entre outros. Lachos et al. (2008) apresenta
um estudo de estimagao no modelo com erros nas variaveis sob a misturas de escala da
skew-normal. A aplicagdo da metodologia de Cook (1986) neste modelo envolve extensas
manipulacoes algébricas, pois esta depende das primeiras e segundas derivadas da log-
verossimilhanga sob a distribuicao MESN que em geral é muito complexa. Recentemente
Zhu e Lee (2001) desenvolveram um método para a andlise de influéncia local para modelos
de estatistica com dados perdidos (missings, do inglés) através da utilizacdo da fungao

(-afastamento fechada relacionada a esperancga condicional da log-verossimilhanca para
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dados completos no passo E do algoritmo EM. Inpirados por trabalhos anteriores de
Osdrio et al. (2009) e Montenegro et al. (2009b), que estudaram o método de influéncia
local no contexto de misturas de escala do modelo de Grubbs normal e modelo de Grubbs
skew-normal, respectivamente, estudaremos o método de influéncia local de Zhu e Lee
(2001) para a classe de modelos MESN-MEM.

1.3 Objetivo do Trabalho

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo de estimacao e diagnéstico de influéncia
em modelos de regressao com erros na variavel considerando que as observagoes seguem
uma distribuicao dentro da classe de distribuicoes de misturas de escala skew-normal. Para
o processo de estimagao de maxima verossimilhanca nés usamos o algoritmo-EM. Valendo-
se da esperanca condicional da funcao de verossimilhanca completa derivamos medidas
de diagnéstico baseadas no método de influéncia local proposto por Zhu e Lee (2001).
Vale a pena ressaltar que os resultados deste projeto visam contribuir positivamente para
o desenvolvimento nesta area de pesquisa, apontando novos resultados em modelos de
interesse pratico e estendendo resultados recentemente encontrados, por exemplo, em
Arellano-Valle et al. (2005b), Osorio (2006) e Lachos et al. (2007a). Assim os objetivos

especificos deste trabalho podem ser resumidos como segue:

1. Apresentar um estudo de estimacao e diagndstico, no modelo com erros nas variaveis

multivariado (Barnett, 1969).

2. Aplicar o método de influéncia local proposto por Zhu e Lee (2001) no modelo com

erros de medicao, considerando alguns esquemas de perturbacao.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho é composto por 6 capitulos e 5 apéndices. No Capitulo 2 apresentamos
uma breve revisao da classe de distribuicoes de misturas de escala skew-normal proposta

por Ghosh et al. (2008). Um destaque especial para as propriedades aqui apresentadas,
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que serao utéis em todo o estudo, além dos exemplos de distribuicoes pertencentes a essa

classe e da estimagao de maxima verossimilhanca via algoritmo EM.

No Capitulo 3 apresentamos o modelo com erros nas variaveis multivariado. Uma
revisao sobre variavel latente, estimacao dos parametros via algoritmo EM e obtencao da

matriz observada sao os assuntos tratados em detalhes nesse capitulo.

No Capitulo 4 tratamos da aplicacao do método de influéncia local proposto por Zhu
e Lee (2001). Consideramos 3 tip6s de perturbagao: ponderacdo de casos, perturbagao
aditiva na variavel resposta e perturbacao multiplicativa na variavel resposta. Uma revisao
com outros métodos de estudo de influéncia local, como o de Cook (1986), também sao

apresentados ao leitor.

O Capitulo 5 apresenta duas aplicacoes dos resultados obtidos com conjuntos de dados

reais encontrados na literatura.

O Capitulo 6 é dedicado a conclusoes e alguns direcionamentos para estudos subse-

quentes.

Finalmente, nos apéndices apresentamos alguns lemas utilizados nesse trabalho, deta-
lhes sobre a matriz de informagao observada, um programa de implementacao no software
Matlab R2007a utilizado para obter os estimadores de maxima verossimilhanca para os
parametros do modelo, os critérios de selecao de modelos, além dos conjuntos de dados

utilizados no capitulo 6.

Quando mencinarmos manipulacoes algébricas no decorrer da dissertagao, estamos
referindo a manipulagoes algébricas desenvolvidas “manualmente” e conferidas através do

software Matlab R2007a.



2 Distribuicoes Maisturas de
FEscala Skew-Normal

2.1 Introducao

Existe uma tendéncia geral na literatura estatistica de encontrar modelos flexiveis
que representem caracteristicas dos dados tao adequadas quanto possivel, reduzindo su-
posigoes nao realistas. A motivagao deve-se ao crescente poder computacional e, também,
a inumeros conjuntos de dados em distintos campos da ciéncia, que frequentemente nao
satisfazem algumas suposicoes, tais como independéncia e normalidade. Para modelar
desvios destas suposicoes e particularmente da suposi¢cao de normalidade, que desempenha
um papel importante na analise estatistica, diferentes enfoques podem ser encontrados
na literatura. Do ponto de vista pratico, o método mais comum adotado para alcancar
a normalidade (ou simetria) é a transformagao de varidaveis. Embora tal método possa
dar resultados empiricos razoaveis, este deve ser evitado se um modelo mais conveviente
possa ser encontrado. Azzalini e Capitanio (1999) apresentam algumas razoes para evitar

este procedimento:

a) A transformagao nao fornece informagao ttil para entender o mecanismo de geragoes

dos dados;

b) A transformagao de varidveis dificulta a interpretagao, especialmente quando cada

variavel é transformada usando diferentes funcoes;

c) A transformagao para um conjunto de dados pode frequentemente nao ser aplicavel

para outros conjuntos de dados;
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d) Quando a suposi¢cdo de homocedasticidade é necessiria, algumas vezes a trans-

formacao requerida difere da transformacao para alcancar a normalidade.

Um enfoque alternativo a transformacao de variaveis para modelagem de dados de
um ponto de vista paramétrico e apropriado para o tratamento de observacgoes continuas
multivariadas consiste em construir classes paramétricas flexiveis de distribui¢des multi-
variadas que exibam assimetria e curtose diferentes da distribuicao normal. A classe de
distribuicoes elipticas é provavelmente o exemplo mais conhecido deste enfoque, incluindo
um vasto conjunto de distribui¢oes, como por exemplo, normal, normal contaminada,
slash, t de Student, exponencial poténcia, entre outros, com a principal vantagem

de representar uma extensao natural do conceito de simetria no contexto multivariado.

A classe de distribui¢oes de misturas de escala skew-normal (MESN), proposta por
Ghosh et al. (2008), pode ser utilizada como uma alternativa para inferéncia robusta
em varios tipos de modelos. Esta classe é construida a partir da mistura de uma v.a.
skew-normal e uma v.a. positiva, esta iltima indexada por um parametro (ou vetor
de parametros) adicional v que regula o comportamento das caudas da distribuigdo. A
principal virtude das distribuicoes MESN ¢é que as mesmas possuem uma representacao
estocastica que permite uma facil implementacao do algoritmo EM quando aplicados a

modelos de interesse pratico (Lachos et al., 2007b).

Neste capitulo sera proposta uma revisao sobre algumas das propriedades e resultados
referéntes a distribuicao skew-normal multivariada. Essa distribuicao sera utilizada nos
demais capitulos para compor uma nova classe de distribuicoes de misturas de escala skew-
normal (MESN), classe essa menos sensivel a valores extremos. a Figura 1 apresenta o

comportamento da distribuicao skew-normal univariada de acordo com o paraametro .
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Figura 1: Fungao densidade de probabilidade e fungao distribui¢ao acumulada da skew-
normal padrao. (a) Funcao distribui¢ao de probabilidade da SN com A negativo (b) Funcao
distribui¢do de probabilidade da SN com A positivo (¢) Fungao distribui¢ao acumuladada
da SN com A negativo (d) Funcao distribui¢ao acumuladada da SN com A positivo.

2.2 A Distribuicao Skew-Normal Multivariada

Muitas defini¢oes da distribuigao skew-normal multivariada sao encontradas na
literatura, com diferentes parametrizacoes e interpretacoes. Nesta secao, sera consider-
ada uma defini¢do unificada das definigbes descritas em Arellano-Valle et al. (2005a). A
escolha dessa definicao para esse trabalho se deve ao fato de que muitas propriedades, car-
acterizacoes e manipulagoes algébricas sao obtidas facilmente a partir desta e, além disso,
com essa definicao o caso univariado pode ser visto como um caso particular derivado

da representagao multivariada, o que pode nao ocorrer com outras defini¢oes dessa dis-
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tribuicao, fazendo-se necessaria algumas reparametrizagoes. A seguir, sera introduzida
uma notagao que sera utilizada ao decorrer desse trabalho.

Sejam ¢, (x|p, X) e ®,(x|p, X) a funcao distribui¢do de probabilidade (fdp) e a funcao
distribuigao acumulada (fda), respectivamente, da distribuigdo N(u,¥) avaliada em x.

Quando g = 0 ¢ ¥ = I, (a matriz identidade p X p), denotaremos essas fungdes como

Pp(x) € Op(x).

2.2.1 Funcao Densidade de Probabilidade e Funcao de Distribuigao
Acumulada

Definicao 1. Um vetor aleatorio p-dimensional Y seque uma distribui¢ao skew-normal
com vetor de locagio p € RP, matriz escala X (p X p e definida positiva) e vetor de

assimetria X € RP, se sua fdp é dada por

Ar(y) =20,y |, )2 AZ V2 (y — p), yeR?, (2.1)

a qual nds podemos denotar por Y ~ SN,(pu, X, X). Quando p = 0 e ¥ = I,, nos
denotamos por Y ~ SNp(X). A representagio estocdstica para a distribui¢ao em (2.1) é

dada por

A
Y L p+ 228X + (I, — 667)2X,), com &= (2.2)

VIEATA

em que Xy ~ N;1(0,1) independente de X1 ~ N,(0,L,) e “L7 significa “distribuido como”.

Essa representacao é uma generalizagao da representagao univariada de Henze (1986).
Como no caso univariado, vérias propriedades da distribui¢ao multivariada em (2.2) po-
dem ser derivadas de sua representagao estocastica. Para uma leitura complementar sobre
o assunto, sugiro ao leitor que veja Arellano-Valle e Genton (2005) e Arellano-Valle et al.

(2005a).
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2.2.2 Propriedades

A seguir é apresentado ao leitor algumas propriedades da distribui¢ao skew-normal
multivariada que serao utéis no decorrer desse trabalho. A prova dos resultados pode ser

encontrada em Lachos (2004).

Proposigao 1. Seja Z ~ SN, () e considere a transformagao linear Y = p+ S22 em
que p € RP ¢ X € uma matriz p X p definida positiva. Entao

Y ~ SN, (1, =, ).

Demonstracio. A prova segue do fato que fy(y) = |S|"V2f4(S7Y2(y — ). O

No préximo resultado serd apresentada a fungao geratriz de momentos (fgm) da dis-
tribuicao skew-normal multivariada padronizada. Propriedades adicionais para essa dis-

tribuicao serao obtidas a partir dessa.

Proposigao 2. Seja Z ~ SN,(X). Entdo sua fgm é dada por

Mz(S) = QG%STS(I)l(éS), s € RP.

Demonstracao. Note que estqbp(z) = e%Squbp(z — 3), entao

Myls) = B(e®) =2 / 5756 (u— )8 (Au)du
= /(bp y+s)dy—262 //u<)\s y)o1(u + X y)dydu
= 2e2° /< Elp1(u+X"Y)]du, em que Y ~ N, (0,1,

o resultado segue usando o Lema 1 que se encontra no Apéndice A. [

Como consequéncia imediata da proposicao anterior, temos o seguinte Corolario

Corolario 1. Seja Y ~ SN,(p, X, X). Entdo sua fgm é dada por

My (s) = 2¢8 P+35" 25 (5T21/%), s € RP. (2.3)

Demonstragio. A prova segue de Y = p + XV?Z e Mu+21/2z(s) = s MM, (ZY3%s). O
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As proposicoes apresentadas a seguir sao resultados relacionados com os momentos
de um vetor aleatorio skew-normal, cujas demonstracoes podem ser obtidas a partir de

sua fgm.

Proposicao 3. Seja Y ~ SN,(p, 2, A). Entao

0) B[Y] = p+\/25/%,
b) EIYY'| =3+ puu',

c) Var(Y) =2 - 281266 212 = - 2AAT, em que A = £'/%6.

A seguir apresentamos a classe das distribui¢oes de misturas de escala skew-normal

(MESN).

2.3 A Classe de Distribuicoes de Misturas de Escala
Skew-Normal

A familia de distribuigdes norml assimétrica (Azzalini, 1985), que contém como
caso particular a distribui¢ao normal, tem particular importancia ja que pode se adaptar
a distribuicoes que estao em uma vizinhanca de uma normal, isto é, que nao tenham uma
assimetria bem definida. Mesmo sendo atrativa, a skew-normal ainda nao parece ser a
mais adequada para andlise de dados com a valores extremos, ja que pode ser mostrado

que a estimagao dos parametros pode estar comprometida em virtude disso.

Ainda no contexto de modelos simétricos, a distribuicao t-student torna-se uma al-
ternativa a distribuicao normal para lidar com valores extremos, ja que apresenta caudas
mais pesadas que a normal, podendo proporcionar ajustes mais robustos. Isso por que a
t-student apresenta um atrativo adicional: um parametro extra que pode ser entendido

como o responsavel pela acomodagao de valores extremos.

Neste sentido, a classe de distribuigoes de misturas de escala normal (MEN) pode ser
vista como mais abrangente que o modelo t-student, propondo uma nova classe de dis-

tribui¢oes mais robusta quanto a valores extremos. Portanto, assim como a classe MEN
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procura tratar dados com valores extremos no contexto simétrico, a classe de distribuicoes
propostas neste capitulo procura tratar dados com valores extremos no caso assimétrico.
Sob essa motivacao é que serd apresentada a classe de modelos de misturas de escala
skew-normal (MESN).

Neste capitulo sera proposta a classe de distribuicoes MESN multivariada, sua repre-
sentacao estocastica e algumas de suas propriedades. Em seguida, serao apresentados
alguns exemplos de distribuicoes pertencentes a essa classe. Ao final do capitulo serd
apresentado o algoritmo EM para estimagao de maxima verossimilhanca dos parametros

em modelos pertencentes a essa classe.

2.4 A Distribuicao MESN Multivariada

Nessa secao, nés definimos a distribuicao de misturas de escala skew-normal e
estudamos algumas de suas importantes propriedades, transformagoes lineares, momentos

e distribui¢oes marginais e condicionais.

Definicao 2. Um vetor aleatorio p-dimensional Y € dito ter distribuicao na classe MESN
com parametro de locagao p € RP, matriz de escala X,, (positiva definida) e pardametro

de assimetria A € RP se sua fdp € dada por
fly) = 2/ Sp(y 1, 1 (w)Z) @1 (5712 (u) A)dH (u), (2.4)
0

em que A = N'X7Y2(y — ), U uma varidvel aleatéria positiva com fda H(-|v) e
fdp h(:|lv), e k() uma fungao peso positiva bem definida. Usamos a notagio Y ~
MESN,(p, 3, X; H) para representar uwm vetor aleatorio com fdp dada em (2.4). Quando
p=0eX =1, temos a distribuicio MESN padrao denotada por MESN,(A; H).

Aqui, v é um parametro escalar ou vetorial indexando a distribuicao do fator de
escala U. Esse parametro adicional pode ser entendido por um fator de acomodagao de
valores extremos. Se a func@o de distribuigdo acumulada H(u|v) converge fracamente
para a distribuicao de massa pontual em 1, entao pode-se afirmar que a densidade em

(2.4) converge para a densidade de um vetor aleatério com distribui¢ao skew-normal. A
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prova desse resultado é similar aquela encontrada em Lange e Sinsheimer (1993). Quando
A = 0, obtém-se a classe de distribuigoes de misturas de escala normal MEN representada

[e.9]

pela fungao de distribucao de probabilidade fo(y) = / Op(¥| e, £(u)X)dH (u|lv). Além

0
! obtemos a distribuigdo normal/independente (NI) e quando

disso, quando k(u) = u~
k(u) = u~! em (2.4), nés obtemos uma extensao da distribuigao proposta por Lange e
Sinsheimer (1993) que nés chamamos de skew-normal /independente (SNI). As Figuras 2,

3, 4 e 5 apresentam graficos tridimensionais e graficos de contorno das distribui¢oes SN,
ST, SSL e SCN bivariadas.

_—

Figura 2: Graficos da funcao densidade de probabilidade da skew-normal bivariada
padrao, SNy(A), em que A = (2,1)"
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N\
2\

/
S

Figura 3: Graficos da funcao densidade de probabilidade da skew-t bivariada padrao,
ST5(X,2), em que A = (2,1)7

Figura 4: Gréficos da funcao densidade de probabilidade da skew-slash bivariada padrao,
SSLy(A, 1), em que XA = (2,1)7
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Figura 5: Graficos da funcao densidade de probabilidade da skew-normal contaminada
bivariada padrao, SCNy(A,0.5,0.5), em que XA = (2,1)"

2.4.1 Representacao Estocastica

A representacao estocastica dada abaixo pode ser utilizada para gerar nimeros
pseudo aleatérios de um vetor aleatério Y ~ MESN,,(p, 3, A; H) e também para estudar

muitas de suas propriedades.

Proposicao 4. Um vetor aleatorio’Y ~ MESN,(p, 2, X; H) tem representagio estocdstica
dada por
Y L p+ k(U)V?2Z, (2.5)

em que Z ~ SN,(0,3,X) e U € uma varidvel aleatoria positiva (com fda H ) independente
de 7.

Demonstragao. A prova segue do fato que Y|U = u ~ SN, (p, k(u)X, X). O

A seguinte proposicao mostra outra forma de se representar estocasticamente um vetor
aleatério com distribuicao na classe MESN. Esse resultado sera utilizado posteriormente
para representar o modelo de misturas de escala skew-normal hierarquicamente. Tal rep-
resentacao é de extrema importancia para a implementacao do algoritmo EM de forma

bastante geral.
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Proposigao 5. Seja Y ~ MESN,(p, X, A\; H). Entao sua representacao estocdstica pode

ser dada por

Y £ p+ AT + £2(W)TVTy, (2.6)
em que T = k'2(u)|Ty|, Ty ~ N(0,1), independente de T, ~ N,(0,I,), A = 23§,
r=-AA"

Demonstracao. A prova segue da Proposicao 4 e da representagao estocastica de um

vetor aleatério com distribuicao skew-normal. [J

2.4.2 Propriedades

A préxima proposicao apresenta a fungdo geradora de momentos (fgm) de um

vetor aleatério com distribuicao MESN.

Proposigao 6. Seja Y ~ MESN,(p, 3, X\; H). Entao sua fgm € dada por

(s) = E[e" Y] = /O 9esT I ins Bs g (12§ TV2S)dH (u), s € R, (2.7)

Demonstragao. Da prova da Proposicao 4 tem-se Y|U = u ~ SN, (p, k(u)X, A). Agora,
de propriedades conhecidas de esperanca condicional, segue que My(s) = Ey[Ele® Y|U]]

e conclui-se a prova utilizando o Corolario 1. [

Na proposi¢ao seguinte, seré derivado o vetor de médias e a matriz escala de um vetor

aleatério com distribuicaio MESN. A prova segue da representacao estocastica (2.6).

Proposigao 7. Seja Y ~ MESN,(p, X, X\; H). Entdo

com ky, = E[s™2(U)], m = 1, 2 e A como em (2.6).

Na Secao 2.6 apresentamos o algoritmo EM para modelos MESN, tendo isto em vista,
a seguir, apresentamos o calculo de alguns momentos condicionais importantes para a

implementagao desse algoritmo para a classe de distribuigoes MESN.
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Proposicao 8. Seja Y ~ MESN,(u, X, X\;H) e U ~ H o fator de mistura de escala.
Entao

o — 2/o(y) T 12 o 7 o— 2fo(y) joT/2 172
P = Ty PETO)SETEU)A)] e = = SR BT (U)oU) A (28)

em que k, = B[k (U)|y] e, = E[~"2(U)We(k~2(U)A)|y], com We(z) = ¢1(z)/®(x),
z€R ecomy a fdp de Yo ~ MEN,(u,%;H) e U, £ UlYp.

Demonstragao. Veja Proposigdo 1 em Lachos et al (2009). O

2.4.3 Distribuicao Marginal

A proposicao a seguir mostra que qualquer vetor aleatorio com distribuicao na
classe MESN ¢ invariante sob transformacoes lineares. Em particular, a distribuicao

marginal desse vetor permanece na classe MESN.

Proposigao 9. Seja Y ~ MESN,(p, X, X; H). Entao para qualquer vetor fixado b € R™

e uma matriz A € R™*P de posto completo,
Z =b+ AY ~ MESN,(b+ Au, AXAT X\ H), (2.9)

com X' =68"/(1—8"T8)12, 8 = (AZAT)"12AXY2S.

Além disso, se m = p a matriz A é nao-singular, entdao A* = A. Também, para
qualquer a € RP,
a'Y ~ MESN,(a'p,a’'a, \*; H),

com M =a/(1—a®)"? a={a'Za(l+ATA)}2a’ =12

Demonstracao. A prova desse resultado é obtida diretamente da Proposicao 6, ja que
My, ay(s) = e8 PMy(ATs). Quando A é uma matriz nio singular, ¢ facil ver que 8* = 4.
O

Pela Proposicao 9, com A = [I,,,,0,,], p1 + p2 = p, tem-se o seguinte resultado para um

vetor aleatério MESN, relacionado com sua distribuicao marginal.
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Corolério 2. Seja Y ~ MESN,(u, 2, X\; H) e Y particionado como Y' = (Y{,Y,)"

de dimensoes py e pa, respectivamente. Além disso, sejam

1231 Y X
M= e M= ;
o o1 Mo
as correspondentes particoes de p e 3, a distribuicao marginal de Y, € dada por

f(yil0) = 2/000 bp(Yil by, () B11) @1 (k% (u;) Ag)d H (uy), (2.10)

em que A; = (Ei{Qﬁ)TEil/Q(yi — ), U uma varidvel aleatdria positiva com fda H(-|v) e
fdp h(-|v), e k(-) uma funcao peso bem definida, isto é, Y1 ~ MESN,, (p;, 311, Ei{gﬁ; H), i

1,2, com
~ v + 21_112121)2

v = )
V14 vg Xog 109
Y91 = dgg — E2121_11212, v=3"12\= ('U1Ta ’U;)T'

A seguir apresentamos uma proposicao e um corolario para a obtencao da distribuicao

condicional e em seguida da esperanca condicinal de Y5 dado Y.

Proposigao 10. Sob a notacio do Coroldrio 2 e tomando k(u) =u™t, se Y ~
MESN,(p, 2, X; H) entao a distribui¢io de Yo dado Y1 =y1 e U = u, tem densidade

dada por
@y (u'Pv' (y — p))

-1
yU) = U Moo, — , 2.11
f(yalyr, u) = ép, (yaltta, 2 1)(1)1(u1/2vT(y1 Y (2.11)
COM o = Moy + X X7 (y1 — py). Além disso
1/2T
EYalys ] = pry, + a2 0 D)) B (2.12)

(131(u1/2§—r(y1 — [,111)) \/1 + U;—EQ2.1U2 .

Demonstracao. De fato, a densidade de f(yaly1,u) = f(y|u)/f(y1|u), e (2.11) e seguem
observando que Y|U =u ~ SN,(p, u '3, A) e Yi|U = u ~ SN(py, u"1311, B1°T). O
resultado (2.12) segue do Lema 2 dado no Apéndice A, com A, = v{ (y1 — ;) — vq o,

B =wvy, p=py, e ¥ =391, 0 que conclui a demonstracao. [

Note que dado u, quando X9 = 0 e Ay = 0, é possivel obter independéncia das
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componentes Y; e Yo de um vetor aleatério Y com distribuicao MESN. O seguinte

Corolério é um produto da Proposi¢ao 10, desde que E[Y2|y1] = Ey[E[Y2|y1, U]lyi).

Proposigao 11. Considere a notagio do Coroldrio 2 e tomando k(u) = u™!. Se Y ~

MESN,(p, 2, X; H) entdo o primeiro momento de Yo dado Y1 =y, € dada por

—-1/2 b1 (UI/Q'BT(Yl — )
O (u!/?0 " (y1 — )

99U
+ 22—.|—1 2
\/1 + U,y 22211)2

EYs|y1] = g, E[U |y, (2.13)

COm oy = Mo + E2121_11 (Y1 - H1)-

A grande contribuicao desse estudo é com certeza a utilizacdo das técnicas mais re-
centes de influéncia local, mais precisamente as técnicas de Zhu e Lee (2001), e para nos
ajudar com a utilizacao dessas técnicas segue a Proposicao 12 e a partir dessa o Cordlario
3.

Proposicao 12. Seja Y ~ MESN,(u, X, X; H), entdo para qualquer funcao g, a dis-
tribuicao de g(Y — p) nao depende de X e tem a mesma distribuicao que g(X — ), em
que X ~ MEN,(p,3; H). Um caso particular, se W € uma matriz p X p simétrica, entio

(Y =) "W(Y — ) e (X — p)"W(X — p) sio identicamente distribuidas.

Demonstracdo. A prova segue do uso da Proposicao 6 e um similar procedimento pode

ser encontrado em Wang et al. (2004). O

Como um produto da Proposicao 12, nés temos o interessante resultado que segue:

Corolario 3. Seja Y ~ MESN,(p, X, \; H). Entdo a forma quadrdtica
d= (Y —p) T7H(Y —p)
tem a mesma distribuicio que dy = (X — p) TS (X — p), em que X ~ MEN,(u, %; H).
O resultado do Coroldrio 3 é interessante porque nos permite checar modelos na

pratica. Por outro lado, o Corolario 3 junto com o resultado encontrado em Lange e

Sinsheimer (1993) nos permite obter o m-ésimo momento de d.
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Corolario 4. Seja Y ~ MESN,(p,3,X; H). Entdo para qualquer m > 0 e tomando
k(u) =u™! temos que
2™T'(m + p/2)

B =107

E[U™™).

Esses resultados serao de grande utilidade para o desenvolvimento e melhor entendi-
mento do trabalho. A seguir apresentamos alguns exemplos de distribuicoes da classe
MESN e alguns de seus momentos com alguns calculos tediosos porém nao muito compli-

cados.

2.5 Exemplos

Nas subsecoes que seguem serao apresentados trés exemplos de distribuicoes classe
de misturas de escala skew-normal (MESN), a skew-t (ST), a skew-slash (SSL) e a skew-
normal contaminada (SCN). Nessas se¢oes, ap6s alguns resultados conhecidos nés definire-
mos as esperancas condicionais dessas distribuicoes e tomaremos a notacao de k, para a
esperanca condicional E[U"|y] e 7, para a esperanca condicional E[U"Wy, (UY2A)ly]. Os
resultados obtidos nessas secoes serao de fundamental importancia na implementacao do

algoritmo EM.

2.5.1 Distribuigao skew-t Multivariada

A Distribuigao skew-t multivariada (Branco e Dey, 2001; Azzalini e Capitanio,
2003) com v graus de liberdade, ST, (u, X, A, v) digamos, pode ser obtida do modelo de
misturas de escalas skew-normal (2.4), tomando U distribuido como Gamma(v/2,v/2),

v>0e k(u) =1/u. A fungao densidade de probabilidade de Y é

V+Dp
+d

fly) =2t,(y|p, 2, v)T ( Al0,1,v +p) . YER? (2.14)

em que A = ATX V2 (y — ), tp(-|pe, 2, v) e T(-|v) denotam, respectivamente, a fdp e
a fda da distribuicdo t-Student p-variada, e d = (y — u)"'E " (y — p) a distancia de

Mahalanobis, que no capitulo 3 sera explicada com mais detalhes. Um caso particular da
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distribuicao skew-t é a distribuicao Cauchy assimétrica, quando v = 1. Também, quando
v T oo, tem-se a distribuicao skew-normal no limite.

Aplicagoes da distribuicao skew-t em estimacoes robustas podem ser encontradas em
Lin et al. (2007) e Azzalini e Genton (2008). Neste caso, da Proposigao 7, a média e a

matriz de covariancias de Y sao dadas por,

EY]=pn+ \/gréﬁ)A, v>1,

2
(=L
Var[Y] = v E—K< (2>) AAT, v > 2

v—2 T\ T(3)

em que A = 125 A seguir, nés temos um importante resultado que sera utilizado na
implementacao do algoritmo EM e para encontrarmos expressoes de forma fechada do

primeiro momento condicional dado na Proposicao 11.

Proposigao 13. Seja Y ~ ST,(p, 2, A, v). Entao,

- orly /2D (B2 (g 4 V)LB"”TT p+,/_|_27~A
Ry = 1 ‘O,l,p—i—y—i—Qr 3
FYT(5)vmr|]H/2 d+v

B 2(7’+1)/2V1//21"([)-"VT+2"’)(61+ v + AQ)_P+V2+2T (V + d)(u+p)/2
T fy)L(4) VD] X|1/2 (v 4 d+ A2)w+pn)/2

em que A= XN"S7V2(y —p) e We, (2) = ¢1(x)/®1(x), = € R,

Demonstragao. A prova segue do Lema 1 de Azzalini e Capitanio (2003), desde que
f(uly) = f(y,u)/f(y), entdo

o % - /OOO W (y |t ™ )y (u2A)G (12, v/2)du,

€
L2 / 6y (s 0 )y (w2 AV G (v 12, v /2) du
" fy) 0 g ’ 7 7

em que G(v/2,v/2) denota a fungao densidade de probabilidade da distribuigdo Gamma(v/2,
v/2). O

Para um vetor aleatétio Y, particionado como Y ~ ST, (1, 211, 21{2,5, v). Deste
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modo, pela Proposicao 11 nds temos o seguinte resultado:

Corolério 5. Sob a notagao da Proposicao 11, se Y ~ ST,(p, X, A\, v). Entao,

Y921V
E[Ys|y:] Moy + ' X
\/]_ + U;—EQQJUQ
I G iz

(vt dp + (@ (y1— py)?) " 2

f(y1) F(%\/m|211|1/2)

em que dy1 = (y1 — ,u'l)TEil(Y1 — ).

2.5.2 Distribuicao Skew-Slash Multivariada

Outra distribuicao da classe MESN, chamada como skew-slash multivariada e de-
notada por SSL,(u, 3, A, v), é obtida quando a distribui¢ao de U é Beta(v,1), v > 0 e
k(u) = 1/u. Sua fdp ¢é dada por

1
fly) = 2V/ u”_l%(y]u,u_lﬁ)él(ul/QA)du, y € RP. (2.15)
0

em que A=A"2"Y23(y — p).

A distribuicad skew-slash se reduz a skew-normal quando v T co. Da Proposicao 7,

pode-se mostrar que

2 2
ElY] = [J,+\/j v A v>1/2, e
T

2v—1
2/ 2w \°
Var[Y] = yilz_;(Zyil) AAT v>1

em que A = X/2§. Como no caso skew-t nds temos os seguintes resultados:

Proposicao 14. Seja Y ~ SSL,(p, X, A, v). Entio,

2u+r+1yr(p+2u+2r) s o
For = p+H2v+2r d _2_P+2V+2T f(y)\/ﬁ’z” / E[(I)(S / A)]7
P (P, 5)d
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em que S; ~ Gamma(w, Do), €

2U+p+2r d+ A?
2 2

— 2

Ty
fy)Vm@r| [tz

em que P.(a,b) denota a fda da distribui¢ao Gamma(a,b) avaliada em x.

_ 2v+p+2r
2

2V+T+1/2VF(IM)
(

A?) Pi( )

Corolario 6. Sob a notagao da Proposicao 11, se Y ~ SSL,(pm, X, A, v). Entao,

32221V
EYslyl] = poq+
[Yol|yi] 2 T ol S
v— ~ _pt2v—l
2y D)y, + (B (v = p)) 5
Fly1) N S
pit+2v—1 dy, + (O (y1 — py))?
Pl( 92 ) 92 )7

em que dy, = (y1 — ) "5 (y1 — o).

Aplicagoes da distribuicao skew-slash podem ser encontradas em Wang e Genton

(2006).

2.5.3 Distribuicao Skew-Normal Contaminada Multivariada

A distribuicao skew-normal contaminada é obtida quando o fator de mistura de
escala U é uma varidvel aleatdria discreta tomando um de dois estados. A funcao de

probabilidade de U, dado o vetor de parametros v = (v1,1)", é denotada por
h(u‘l/) = V1H(UZV2) + (1 — I/l)]l(uZI)a 0< v < 1, 0< Vo < 1. (216)

Para k(u) = u™!, segue que

1) = 2{mi6, (vl v E)0(15 > A) + (1 = 1) y(y I, B)D(A) }
em que A=A"2"Y2(y — p).

Essa distribuigao é denotada por SCN,(p, X, A). O parametro v; pode ser interpre-

tado como a proporcao de valores extremos ou valores aberrantes (outliers, do inglés),
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enquanto v, pode ser interpretado como um fator de escala. Da Proposicao 7, pode-se

2 1241
E[Y] = l’b—i_\/;(W—i_l_Vl)A? (&

2

2
2
VarlY] = <ﬂ+1—yl)2—;(%+l—yl) AAT

mostrar que

Vg Vs

em que A = £Y2§5. A distribuicdo skew-normal contaminada se reduz a distribuicio

skew-normal quando v, = 1y = 1.

Da Proposicao 8 seguem os seguintes resultados:

Proposigao 15. Seja Y ~ SCN,(p, X, X, v1,15). Entao,

2 r -1 1/2
Kr = m {V1V2¢p(3’|#a Vy Z)CD(V2/ A+ (11— Vl)gbp(ym’ E)(I)(A)} ’
2 r/2 -1 1/2
Ty s op(y I, v 2)61 (152 4) + (1= )yl D)o (4)}

e da mesma forma que para a skew-t e para a skew-slash nos temos o sequinte Coroldrio:

Corolario 7. Sob a notagao da Proposicao 11, seja’Y ~ SCN,(p, 3, X, 11, 15). Entao,

2399 1V9
EYslyi] = poy; + X
f(}’1)\/1 +vg X9 1V2
vy 20, (il v E0) 61 (1528 (y1 — )

(1= v1)p, (1|1, Z11) o1 (B (y1 — )]

em que dy, = (y1 — M1)T21_11<y1 — ).

A Figura 6 nos apresenta uma sobreposic¢ao das distribui¢ées SN, ST, SSL e SCN tanto
no caso de A\ positivo quanto negativo, fica evidente que as distribuicoes ST, SSL e SCN
possuem caudas mais pesadas do que a SN. No Capitulo 5, para as nossas aplicagoes, al-
guns conjuntos de dados serao ajustados as distribuicoes skew-normal, skew-t, skew-slash
e skew-normal contaminada. Nas se¢oes a seguir apresentamos o método de inferéncia

pela maxima verossimilhanca e a seguir apresentaremos o algoritmo EM.
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(a) (b)

0.8
1

Density
Density

Figura 6: Funcao densidade de probabilidade de algumas distribui¢oes da famila MESN
univariada padrao. (a) SN(3),ST(3,2),SCN(3,0.1,0.1) e SSL(3, 1) (b) SN(—-3), ST(-3,2),
SCN(—3,0.1,0.1) e SSL(-3,1).

2.6 Estimacgao de Maxima Verossimilhanca (EMYV)

Encontrar os EMV de 6 por métodos convencionais é complicado, dado que as
equagoes resultantes nao tem forma fechada. Embora existam muitas metodologias para
encontrar os EMV, aqui mostraremos como obter os EMV de @ usando o algoritmo EM,

o qual é facil de implementar e computacionalmente conveniente.

A seguir sera apresentada a representagao hierarquica dos modelos na classe MESN,
e a partir desta pode-se tratar o problema de estimacao dos parametros via o algortitmo
EM, considerando a abordagem por dados completos.

Utilizando a representagao estocéstica (2.6) e tomando 7; Y H N1(0,1) (T; distribuido
com uma half-normal padrao univariada, média zero e variancia um) o modelo MESN pode

ser apresentado sob um ponto de vista com dados incompletos.

Proposigao 16. Considere a amostraY; ~ MESN,(p, 3, X\, H) comi=1,...,n. Entdo
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(a) (b)
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(c) (d)
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Figura 7: Contornos de algumas distribui¢oes da classe MESN bivariada padrao. (a)
SN3(A) (b) ST2(A,2) (¢) SCNy(X,0.5,0.5) (d) SSLa(A, 1), em que A = (2,1)".

o modelo hierdrquico para cada vetor aleatorio MESN dessa amostra € dado por

YT, = t, Ui =i < Ny(p+ Aty 5(u;)T), (2.17)
T|Ui =w; “ HNy(0,5(w)), (2.18)
U % H(wlv), (2.19)

em que A = £Y25 ¢ T = X — AAT. Além disso, considerando y = (yi - y))7,
u = (u,...,un)", t = (t1,...,t,)", a funcio de log-verossimilhanca completa de 6 =

(m, a, A, v), com a denotando o vetor com os elementos da matriz triangular superior X,
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¢ dada por
n e _ _
l(8) = C—§IOg|F|—§Z’f Hu)(yi — = AL) Ty — p— AL)
=1

—l—Zlog (u;v))

= 0= Dlog D - 2 3 [k )y~ ) D (- )

=1

—2/(1( DEATT  (y; — p) +5 () ;AT A]

+Zlog (us|v)), (2.20)
com C' que € uma constante que nao dependente do vetor de parametros 6.

A estimacao dos parametros do modelo para distribuicoes MESN pelo método da
méxima verossimilhanca, pode ser realizada via algoritmo EM (Dempester et al., 1977).
O algoritmo ¢é aplicado ao problema de estimacao a partir de dados incompletos, aumen-
tando o vetor de dados observados com a inclusao de varidveis latentes, nao observaveis
diretamente, de modo que a verossimilhanca do vetor de dados completos simplifique
as analises a serem envolvidas. O algoritmo procede iterativamente em duas etapas, E
(do inglés, FExpectation) e M (do inglés, Mazimization). A inclusdo desses dados néo
observaveis ao problema é tratada na etapa E, a qual consiste em tomar a esperanca
da log-verossimilhanca completa condicional ao vetor de dados observados. Em seguida,
no passo M, é realizada a maximizacao do resultado obtido no passo E com relacao aos
parametros do modelo, e em seguida igualamos a zero e isolamos o parametro de interesse.
Muitas vezes nao conseguimos obter formas fechadas e temos que recorrer a extensoes do

algoritmo EM que serao abordadas na préxima secao.

Para a estimacao dos parametros na classe de distribuigoes MESN, pode-se obter a
abordagem de dados incompletos através da representagao hierarquica do modelo dado
na Proposicao 16. O vetor de dados observados ¢ dado pory = (y{,...,y,)", e os dados
aumentados por u = (uy,...,u,)" , t = (t1,...,t,)". Portanto, na etapa E do algoritmo,

toma-se o valor esperado da log-verossimilhanga completa condicional a y e a @ no seu
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estado corrente, dada em (2.20). Note que as seguintes quantidades deve ser obtidas

ut; = E{x ' (U)T|0 = 0.y}, (2.22)
ut?, = E{x {(U)T?0 =0,y}. (2.23)

A primeira dessas quantidades pode ser obtida utilizando a Proposicao 8. Para as demais
quantidades, deve ser obter a distribuigao condicional T;|Y; = y;, U; = u;. Das equagoes
(2.17) e (2.18) da representagao hierdrquica do modelo MESN mais o Lema 3 dado no
Apéndice A tem-se que

20, (yilpe + Aty, £(u)T) X ¢1 (8]0, w(wi)) = 26, (y|p, (w;) (T + AAT))
X o (tilpr, w(us) ME,)
Portanto, T}|Y; = y;,U; = w; ~ HNy(ug, k(u;)M3) com M3 = 1/(1+ ATT'A) e
pr, = MFA Ty — p).

Utilizando o resultado de (2.21) e algumas propriedades de esperanca condicional,

obtém-se as seguintes expressoes

~

ut; = B{x ' (U)Ti|0 = 6.y}
= EUi‘y'L{ETi‘uivy/i[K/_I(Ui)ﬂ]}

k12U
= By (5 () iz, + W (ﬂ

) )

K71/2 Uz _ B
— o, (7O} + M, (W () k)

= Uy, + M7, 1=1,...,n,

em que a tultima igualdade utiliza o Lema 3 dado no Apéndice A para momentos de uma

distribuicao half-normal. Analogamente, tem-se que

1, Wa,(2) = ¢1(2)/®1(2), M}, = 1/(1+ A T A)

12—
em que 7; = [U1/2W (U “T)
T

k3
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~ Tl
efi, =M;A T (y;—p), i=1,...,n

Assim, o valor esperado condicional da log-verossimilhanca completa é

o~ -~ n ]. -~ _ o~

Q(6016) = E[t.(0)]y.0] = C—log|l|—5 > {lyi —w) T Ny — p)ii;
i=1

=1

A etapa M do algoritmo envolve a maximizacao em 6 da esperanca condicional da
log-verossimilhanga completa acima. Assim como serda mostrado posteriormente, obter as
quantidades na etapa E para as distribuicoes skew-t e skew-normal contaminada nao é
uma tarefa drdua, ja que as fungoes de distribuicao de probabilidade definidas em (2.14)
e (2.16) tém expressoes fechadas, matematicamente atrativas e faceis de serem implemen-
tadas. Entretanto esse nao é o caso para a distribuicao skew-slash. Neste caso, a ex-
pressao a ser maximizada envolve integrais complexas, sendo assim necessaria a utilizagao
de métodos alternativos para se obter uma resolugao. A seguir estudaremos extensoes
do algoritmo EM que serao utilizadas como uma resoluc¢ao do problema mencionado no

paragrafo anterior.

2.6.1 O Algoritmo EM e suas Extensoes

Na secao anterior apés alguns célculos chegamos ao valor esperado da log-verossimilhanca
completa, o que representa o passo E do algoritmo EM, e comentamos que quando se tem
expressoes intrataveis na etapa M do algoritmo, ¢ comum recorrer a extensoes do algo-
ritmo EM. Essas extensoes sao os chamados algoritmos GEM (generalized expectation
mazximization), que em cada passo M aumenta a Q-fun¢ao ao invés de maximiza-la. O
algoritmo ECM (Meng e Rubin, 1993) é uma subclasse dos algoritmos GEM e em geral é
mais utilizado do que o préprio algoritmo EM. Esse algoritmo substitui o passo M do algo-
ritmo EM por uma sequéncia de passos de maximizagoes condicionais (CM - conditional
maximization), ou passos CM. Por exemplo, vamos supor que temos uma distribui¢ao
qualquer com dois parametros a serem estimados, « e (3 por exemplo. Dado o passo E

(k+1

do algoritmo nés supomos conhecer 3% entdo estimamos a**Y dado que conhecemos
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B*) e em seguida fazemos o inverso, isto é, estimamos 1) dado que a®) é conhecido e

ficamos com um a®**Y em funcido de 5 e vice-versa, assim em sucessivos passos.

O algoritmo ECME (Liu e Rubin, 1994) é uma extensao dos algoritmos EM e ECM.
Esse novo algoritmo é computacionalmente mais rapido do que os anteriores. A sua
diferenga para o algoritmo ECM basicamente ¢é a substituicao de alguns dos passos CM’s
por passos de maxizacao condicional diretamente na atual funcao log-verossimilhanca de

dados observados.

Tanto o algoritmo EMC quanto o EMCE trazem o beneficio de se trabalhar com
funcoes de baixas dimensoes sujeitos a restricoes ou condigoes. Qualquer problema que
pode ser resolvido com o algoritmo EM ou com o algoritmo ECM também pode ser
resolvido pelo ECME. A grande vantagem do uso do algoritmo ECME sobre os demais

algoritmos citados é a sua velocidade computacional.

O algoritmo EM aplicado na fungao de log-verossimilhanga dada em (2.20) é dado

por
Passo E: Dado 6 = 5, obter U;, ut; e ?It\Ql parai=1,...,n.

Passo M: Atualizar  maximizando Q(9|§) = E{éc(0)|y,/9\} sobre 8, que resulta nas
seguintes expressoes com formas fechadas:

n

o= (y—ut:A)/() ), (2.24)

i=1 i=1

~ 1 e N _
I = - [wly,—w)yi—p)' —20Ay; — p)'1+ut?;,AAT],

A = Z{[lﬁz(}’z—ﬂ)/ziﬁ\zz
' i=1

A seguir aplicamos o algoritmo ECM para a fungao de log-verossmilhanga dada em
(2.20):

~(k - —
Passo E: Dado 0 = 0( ), obter u;, ut; e ut?; parai=1,...,n.

Passo CM: Atualizar 8 maximizando Q(0|5(k)) = E{(.(0)]y, 6(’“)} sobre 6, que resulta

nas seguintes formas fechadas para os parametros transformados u, I' e A, respectiva-
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mente:

n

At = S @y -3 AT) /O wY), (2.25)

21 (]
i=1 i=1

S (k1) 1 [k ~ - NG -
P S R - ) - )T - sWA - )T

=1
v ~T(k BT
— 0y — A £ AYAY } ,

~ (k+1) k
A = Z 827, yi — )/ /\2(31)’

=1

E finalmente para a implementagao do algoritmo ECME na log-verossimilhanga dada
em (2.20) é necessdrio apenas o acréscimo de mais um passo aos descritos no algoritmo

ECM. O passo ¢ descrito abaixo:

Passo CML: Atualizar v*+1) maximizando a funcéo de verossimilhanca marginal, ob-
tendo

v* ) = argmazy, Z log (1 (y | p* Y DEED XEFD 3y, (2.26)

=1

com f(y|@) dado em (2.4).

As iteracoes sao repetidas até que alguma regra de convergéncia adequada seja satis-

(k+1) (k)H for suficientemente pequeno ou alguma distancia

feita, por exemplo, se ||®
envolvendo a log-verossimilhanca, como |[¢((@%* D) — ¢(@™)||. Veja Dias e Wedel (2004)

no contexto de mistura de normais univariadas.

Os valores iniciais para o algoritmo podem ser obtidos utilizando o seguinte esquema:
Para o caso skew-normal, utiliza-se como valores iniciais para o vetor de médias e matriz
de covariancias, o vetor de média amostral e matriz de covariancias amostral, respec-
tivamente. Para a j-ésima cordenada do vetor de assimetria, considere p; a assimetria
amostral para a variavel j. Entao, )\g-o) = 3 x sign(p;). As estimativas EM encontradas
para esse caso sao entao passadas como valores inicias para o algoritmo considerando os

outros elementos da classe MESN. Na pratica, recomenda-se a utilizacao de diferentes
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valores iniciais para o algoritmo EM. Isto por que se existir mais de um méximo, pode-se
determinar o global comparando seus valores de verossimilhanca e comprovar a estabili-
dade da estimativa obtida. Detalhes sobre as vantagens e desvantagens da utilizagao dos

algoritmos EM, ECM e ECME podem ser encontrados em Liu e Rubin, 1994.

No proximo capitulo apresentamos o modelo com erros nas varidveis multivariado,

sua descricao, estrutura e aplicabilidades.
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3 Modelo com Erros nas
Variavers Multivariado

3.1 Introducao

O problema de erro de medida esta presente em diversas areas, como por exemplo,
geologia, quimica, fisica, biologia, entre outras. Em geral, estd presente em laboratorios
que necessitam quantificar substancias (em especial, sua concentragao) e para isso fazem
uso de algum instrumento de medigao (veja, Barnett, 1969, Theobald e Mallison, 1978,
Shyr e Gleser, 1986, Bolfarine e Galea-Rojas, 1995 e Chapkevitch et al., 1996).

A cada ano que passa a comparacao de instrumentos de medicao tem se mostrado mais
relevante. Como exemplo podemos citar um dos primeiros estudos nesta drea, Grubbs
(1948, 1973) apresenta uma classe particular de modelos utilizados para comparar in-
strumentos de medicao conhecido como regressao linear com erros de medicao. Barnett
(1969) apresenta um exemplo onde quatro combinagoes instrumento-operador conhecidos
para medir a capacidade vital num grupo de pacientes sao avaliados. Leurgans (1980)
compara dois métodos para medir a concentracao da glicose no sangue e Jaech (1985) ap-
resenta varios exemplos na area industrial. Christensen e Blackwood (1993), comparam
cinco termopares, Galea-Rojas (1995) apresenta um estudo de inferéncia no modelo t de
Student e Bedrick (2001) compara trés métodos para medir sedimentos encontrados no

solo.

Frequentemente a avaliacao dos instrumentos é feita baseada em dados obtidos uti-
lizando cada instrumento para medir uma caracteristica comum em varias unidades ex-

perimentais. O modelo de calibracao comparativa provavelmente é o caso particular mais
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utilizado de modelos com erro de medigao. Este modelo especifica os x;’s (varidves la-
tentes) nao sao diretamente observéveis e no seu lugar observamos os X;’s.

Como uma introdugao ao que veremos na proxima segao segue o modelo conhecido na

literatura como modelo de regressao simples com erros na variavel é definido pela seguinte

relagao
Yi :a—l—ﬁxi—l—ei, (31)
e
XZ:ZEZ+U1, 121,,71, (32)
em quey; = (y1,...,Y,) € aresposta para a i-ésima unidade experimental, e; = (eq, ..., ¢e,),

é o erro de medicao para a i-ésima unidade experimental, o e 3 sao os parametros e em

que é frequente considerar os erros e a variavel latente com distribuicao

€\ i 0 o 0 i
r\gl N2 ) 9 , Ly r\l} Nl (Nmy 0-33)7 (33)
(' 0 0 oL

ambas independentes.

Sabemos que na pratica existem varias situagoes onde a varidvel explanatéria nao
pode ser observada diretamente, mas sim com erros. Entre outras situacoes, a inexatidao
da medida pode ser resultado de uma opiniao subjetiva, ou do uso de instrumentos de
precisao limitada. Em estudos nutricionais, covaridveis relacionadas ao consumo de gor-
dura saturada envolvem erros de medida consideraveis, em parte devido a uma tendéncia
de algumas pessoas em omitir a descri¢ao precisa de suas refeigdes (Carroll e Stefanski,
1995). Outra situacao ocorre com o interesse em relacionar a producao de certo cereal
com o nivel de nitrogéneo disponivel no solo (Fuller, 1987). Para termos o conhecimento
do nivel de nitrogéneo disponivel no solo, é necessério amostrarmos o solo da unidade
experimental e fazer andlises laboratoriais na amostra selecionada. Como resultado da
amostragem e da analise laboratorial, nao temos os verdadeiros valores da covaridavel mas

sim estimativas destas.

Os modelos com erros de medigao podem ser estudados sob duas especificacoes difer-

entes:
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1. As x;’s sao constantes desconhecidas, chamadas de parametros incidentais.

2. As x;’s sao variaveis aleatorias nao-correlacionadas com média p, e variancia ¢, e

sao nao correlacionadas com o erro.

O modelo descrito no item 1 acima é denominado modelo funcional, neste caso o
nimero de parametros cresce com o nimero de observacoes. O modelo descrito no item
2 acima é denominado modelo estrutural, neste modelo nao é possivel encontrar uma
solugao de méaxima verossimilhanca para os parametros do modelo, pois 0 mesmo nao é
identificavel, no sentido que dois vetores de parametros diferentes podem dar origem a
uma mesma distribuicao. Do ponto de vista de aplicacao, o modelo funcional é adequado
quando temos interesse apenas nos individuos participantes do estudo, enquanto que o
estrutural é adequado quando o interesse é generalizar os resultados do estudo para a

populagao de onde vem os individuos envolvidos no estudo.

O objetivo principal desse capitulo ¢ apresentar um estudo de inferéncia estatistica sob
o modelo com erros nas variaveis multivariado (MEM), onde é de interesse comparar varios
instrumentos de medicao da mesma quantidade desconhecida x em um grupo comum de
n unidades experimentais, supondo que as observagoes obtidas seguem uma distribuigao

da familia MESN e a caracteristica de interesse z é medida na mesma escala.

3.2 Descricao do Modelo

Seja n o tamanho da amostra; X;, o valor observado da covaridavel na unidade 7;
Yij, O j-ésima resposta observada na unidade ¢ e z;, o valor (verdadeiro) nao observado da
covariavel na unidade 7,7 =1,...,ne 7 = 1, ...,r. Relatando essas variaveis nés postulamos

os seguintes modelos de equagdes (veja, Barnett, 1969 e Shyr e Gleser, 1986),
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em que Y; = (Yi1,...,¥ir) € o vetor de respostas para a i-ésima unidade experimen-
tal, e; = (€;1,...,e;) ", é um vetor aleatério de erros de medicao de dimensdo r, a =
(ar,...,a)" e B = (B1,...,53)" sdo vetores de parametros de dimensao r. Seja €; =

(ui,e;" )" e Z; = (X;,Y;")". Entao o modelo definido pelas equacdes (3.4)-(3.5) pode ser

escrito na forma matricial a seguir
Z,=a+bzxr;,+¢ =a+ Br, (3.6)

emquea= (0,a’)T eb=(1,8")" sdo vetores px 1, comp=r+1, e B = [b|L,] uma
T

matriz p x (p+1) er; = (z;,€] )", i =1,...,n. Assim utilizando (3.6), a distribuigao de

Z; pode ser especificada uma vez sendo especificada a distribuicao de r;, 1 =1,..., n.

Como em Lachos et al. (2008), o modelo estrutural com erros nas variaveis sob a

classe das distribui¢oes MESN é definida considerando que

_ L iid Mo Ao ]
ri_(@) MESNP—H(( O >7D(¢xa¢>v< O >7H>7 (37>

i = 1,...,n, em que D(¢,, ) = diag(¢dp, ¢1,...,6,)", com ¢ = (¢1,...,¢,). Esse
modelo esta considerando que a populagao nao é simetricamente distribuida. Por outro
lado, os erros €; estao relacionados aos erros de medicao, de modo que é esperado que
sejam simétricamente distribuidos. O parametro de assimetria A, incorpora assimetria
na variavel latente z; e consequentemente nas quantidades observadas Z;, ¢ =1,...,n, o
qual serd mostrado ter uma distribuicao marginal MESN multivariada.

Tomando T; * HN;(0,1), de (2.5) e da representacao estocastica marginal de um

vetor aleatério SN dado em Arellano-Valle et al. (2005a) e em (2.2), o modelo definido

em (3.6) e (3.7) podem ser escritos hierarquicamente como

Zilxi, U = u; ' Ny(a+ by, k(u;) D(e)), (3.8)
2Ty = t, U = wi ™ Ny (e + 7oty k(us)v?), (3.9)
Ti|U; = w; % HN, (0, k(u;)), (3.10)

U, % H(u;,v), (3.11)
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i =1,...n, todas independentes, em que v? = ¢,(1 — §2) e 7, = o268, com 8, = A,/ (1 +
A)1/2. Se A\, = 0, entdo o modelo assimétrico se reduz ao MEM simétrico considerando
misturas de escala da distribuigdo normal (MEN-MEM). A densidade marginal de Z; é
dada por

[(zi]0) =2 /OOO 6p (2l 11, K (1)) D1 (k2 (w) Ny SV (2; — pa))dH (u;). (3.12)

Isto é, Z; w MESN, (1, 2, A,; H), em que
D W D
:a+b 3;72: xbbT+D eAm: )
p ft ¢ (#) o T A

com A, = ¢,/cec=1+¢,b' D Pp)b,i=1,...n.
Daf a funcao log-verossimilhanga para @ dado a amostra observada z = (z/,...,z,) )"

é dado por

06) = En: 0.(0), (3.13)

1
em que ¢;(0) = log2 — glogQW - ilog\E] + log(K;), com
o 1
K; = K;(0) = / k_p/Q(u)exp{—ﬁkr_l(u)dz@l(k_1/2(u)Ai)dH(u),
0

em que g, 2, A, sdo como em (3.12), d; = (z;—p) ' " H(z;—p) e A; = X;E_l/g(zi—u) =

Aga;, com

A
A, =—E2 e a;=(z;,—p)' D7 (p)b.
= o =) D)

Devemos dar um destaque especial a estatistica d;, conhecida como a distancia de Ma-
halanobis. Introduzida pelo matematico indiano Prasanta Chandra Mahalanobis em 1936,
essa distancia é baseada nas correlacoes entre variaveis com as quais distintos padroes po-
dem ser identificados e analisados. Distingue-se da distancia euclidiana ja que tem em

conta as correlagoes do conjunto de dados e é invariante a escala, ou seja, nao depende

da escala das medigoes.
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Na pratica, a distancia de Mahalanobis, fornece uma estatistica de diagndstico til
para identificar unidades de amostras com observacoes aberrantes, especialmente no desen-
volvimento de modelos baseados em regressao linear. Um ponto que tenha uma distancia
de Mahalanobis maior do que o resto da populacao amostral de pontos é dito ter maior
alavancagem ja que tem uma maior influéncia no declive ou nos coeficientes do modelo
de regressao. A significancia estatistica da distancia de Mahalanobis na deteccao de val-
ores atipicos multivariados pode ser avaliada por um teste chi-quadrado com k graus de
liberdade. Para maiores detalhes, esse assunto é discutido em Pinheiro et al. (2001) e
Osorio et al. (2009) para o caso simétrico e em Azzalini e Capitanio (1999) para o caso

assimétrico.

Na secao a seguir nos discutimos o processo iterativo para estimacao de parametros,

baseado no algoritmo EM.

3.3 O Algoritmo de Estimacao EM

O algoritmo EM para estimacao de maxima verossimilhanca do modelo MESN-MEM
foi desenvolvido por Lachos et al. (2008) e nessa se¢ao nés demonstramos como implementa-
lo. A caracteristica chave desse modelo é que ele pode ser formulado a partir de uma
representagao hierarquica flexivel, dado em (3.8)-(3.11), o que ajuda nas derivagdes mais
tedricas. Sejaz = (z;',..2," ), x = (21, ..0,) ", u= (us,...,u,) et =(ts,...,t,)" e
seja %) = (a(k)T,B(k)T, ¢(k)T,p§ck), ;k), ;(,;k))T, denotam as estimativas de @ na k-ésima
iteracdo. Segue de (3.8)-(3.11), com 12 = ¢, (1 — 62), 7o = s/ >0, € 6, = Ay /(1 + A2)1/2

que a fungao log-verossimilhanga completa associada com z. = (z,x, t,u) é da forma
0.(0]z,) = ——log |D(¢)]) — = Z k~ (u;)(z; —a—ba;) DY (@) (z; — a — ba)

2
—Elog Zk’ (u;)( — Tt;)* + C. (3.14)
em que C' é uma constante que é independente do vetor de parametros 8 = (OlT, 02T)T,
em que 0, = (&",8",¢)7 € 0y = (g, bz, As) . Seja 8 a estimativa de @ na k-ésima

iteracio. Dada a corrente estimativa de 8, o passo E calcula Q(0 | 0%) = E[(.(6 | z.) |
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=> Qi(6]6™), em que Q;(0 | 0%) = Qui(6 | 6™)) + Q:(6 | 8*)), com

1 1
Qu(0]0Y) = —Zlog(ID(9)]) = 5[ (z: —2) D™} () (2 — a)
2™ (2, — 2) D ()b + u?. BT D} ($)b)] (3.15)
e
1 1 —®) ~ — (k)
Qu(060%) = —§ZOQ<V ) — ﬁ[uxzz + 2@ + Tt
—ZQIfi(k)ux — Qut:ci(k)m + Q/LxTz?;t\i(k)] (3.16)
e esses calculos requerem as expressoes de 4;F) = E[ _1( i) | 0 Zi|, u A(k) = B[k~ (U;)t; |
~(k — (k) ~(k e — (k
0 al, w2 = B | 0% ), @ = B e | 80, i =
~(k —_—
Elk~Y(U)x? | 0' ),zi] e utxi(k) = E[k~Y(U)tz; | 0" z;|, 0s quais podem ser facilmente
avaliados por
Uti( = &®Pa%) + Pt )> ut? = Ui(k)#QT( M+ )N(k)msz),
utxz(k) = ?Z(k) ut,-( ) + 5 ut-2 uxi(k) = ﬁk) u,(k) + 5% 4 Z(k),
_ ok _ oy —(B)
ur? = T, ( )+ri( Vo™ 4 2A(k)A< ) ut,;(k) + 320 2
(k) —-1/2 71/2(U)A .
emque; " = Els (Uz)W<1>1(T)|9 zi], with We (y) = ¢1(7)/®(2), 7 €
T

R, Mr = [1 +7°D7(D(@) + %°Db) 1B, fir, = AMEDT(D(B) + 7D ") (y: -
a-bm), To = 021+ 52b DY), 7 = fis + T, b'D () (y; — 4 — b)) e
S=T7.(1— ﬁQBTD_ (cﬁ)b), com todas essas quantidades avaliadas em 6 = 0" Em cada
passo, as esperancas condicionais u; e 7;; podem ser facilmente derivadas do resultado
dado na Proposigao 8. Para as distribuicoes skew-t e skew-normal contaminada da classe
MESN nés temos expressoes computacionalmente atrativas e essas podem ser facilmente
implementadas. Entretanto, para o caso da skew-slash, pode ser empregada a integracao

de Monte Carlo, a qual equivale ao algoritmo conhecido como EM com integracao de
Monte Carlo.
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~(k
Os passos CM, como em (2.25), entdo maximizam condicionalmente Q(0|0( )) com

. . . ~(k+1) . .
respeito a @, obtendo uma nova estimativa de 6 , como descrito abaixo:

a*th = gk _z® ﬁ (k+1) = ’
Z ux;? nuk) k)
=1
= 1 zn:(ﬁ(“X? 2@ X, v
1 n - 7 7 7 7 )
—~ —(k
ey 1 Z 0,2 4 309,20 4 5]?(’“)%»2( ) _ 2P0 z; — 2y, 8P aE®

+2a§’“)ﬁ‘ Jaz ™, j=1,...r

TR N RPN Cr ORI OIS w i A M OF I ONSIPN OR errmiC
1 T Uy, nZ(ux, Ly T ) — Ty Zu T; e

x - u [T

n

S Gt — 2

7/_\(k+1) _ i=1
LN O I ’
S —iPa)
=1
A = 7Dy (641) ¢, U+ — 204 |, 20+1).

Z 7k), iﬁi(k) iﬁt\(k) i
_ =1

em que, ZF) = f&k) — k) =1 1 =% 1

Z@‘(k) zn:@xk) e ZA(k ”Z;
=1 i=1

As iteracoes do algoritmo acima sao repetidas até a convergéncia apropriada que sat-
isfaca a regra, por exemplo, de [|@%F1) —0®)|| seja pequena suficiente. Uma critica ao pro-
cedimento do tipo EM ¢ que ele tende a ficar preso em modas locais. Um modo conveniente
de se esquivar de tal limitacao ¢é tentar varias iteracoes EM com varios valores iniciais que
representativos ao espaco parametrico. Se existirem varias modas, é possivel encontrar a
moda global comparando suas massas relativas e os valores da log-verossimilhanca. Note

que quando k(U;) = 1,1 =1,...,n, (uma varidvel aleatéria degenerada) o passo M se re-
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duz as equagoes obtidas em Lachos, et al. (2005) sob a distribui¢ao skew-normal e quando
Az = 0 (ou 7, = 0) o passo M se reduz as equagoes obtidas por Bolfarine e Galea-Rojas
(1995). Entretanto, quando x(U;) = U%_, U; ~ Gamma(v/2,v/2) e A\, = 0, o passo M se
reduz as equagoes obtidas por Bolfarine e Galea-Rojas (1996).

A seguir apresentamos um estudo sobre a utilizacao de varidveis latentes e da es-

timagao das quantidades x; via uma inferéncia Bayesiana empirica.

3.4 Estimacao da Variavel Latente

Um dos pontos iniciais de qualquer pesquisa cientifica é a definicao das varidveis
de interesse. A definicao do que medir e como medir esta intrinsicamente relacionada
aos objetivos de uma pesquisa. Em alguns casos, o como medir é um problema menor.
Por exemplo, se um cientista deseja avaliar o efeito de um medicamento do controle de
diabetes, ele pode medir a taxa de glicemia no sangue antes e depois do tratamento com
o medicamento e, a partir dai tirar suas conclusoes. No entanto, ha situagoes em que o
interesse da pesquisa nao esta ligado a variaveis tao concretas. Quando nos encontramos

nesse tipo de situacao é comum a utilizacao do que chamamos de variaveis latentes.

O modelo de variaveis latentes mede o relacionamento entre as variaveis latentes (ou
fatores), e os indicadores. A forma funcional das equagoes estruturais é freqiientemente

suposta como aditiva.

A implementacao do modelo de variaveis latentes envolve quatro etapas. Na primeira,
deve-se escolher quantas e quais variaveis latentes serao empregadas, sendo que essa es-
colha é baseada, principalmente, na experiéncia do pesquisador e na compreensao do
problema em estudo (técnica amplamente utilizada para obtengao de prioris em inferéncia
bayesiana). A segunda etapa é dedicada a identifica¢ao dos indicadores, para cada varidvel
latente, sendo que essa escolha também é baseada na experiéncia dos pesquisadores em
relacao ao problema em estudo. A terceira etapa envolve a determinacao das equagoes es-
truturais e das equacoes de medicao para o modelo de varidveis latentes. Na quarta etapa,
o desenvolvimento da func¢ao da maxima verossimilhanca e a estimagao dos parametros

do modelo sao realizados, conforme explicado anteriormente.
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Para a obtengao de prioris em inferéncia Bayesiana em geral sao utilizadas informagoes
dadas por um especialista ou por um pesquisador experiente no assunto. Outro método
utilizado é o de inferéncia bayesina empirica que consiste em obter uma priori a partir do

proprio conjunto de dados.

Nessa segao, nds consideramos uma inferéncia bayesiana empirica para a variavel
latente, isto é utilizaremos prioris a partir dos proprios dados coletados, que é ttil para

estimar as quantidades x;.

De Lachos et al. (2008), o estimador de x; que minimiza o erro quadratico médio
(EQM) é obtido através da média condicional de z; dado z; é dado por
Az g

NES T n )\%Azn—n, v

em que 1_1; = E[kY2(U;))We(k'/?(U;)A;)|z]. Expressoes explicitas de n_y; para as dis-

tribuigoes skew-t, skew-slash e skew-normal contaminada podem ser obtidas com o auxilio
da Proposicao 8. Na prética, o estimador de Bayes de z;, denotado por ;, pode ser obtido

pela substituicao do estimador de maxima verossimilhanca 6 em (3.17).

A MESN-MEM dada em (3.4)-(3.6) consideradas duas fontes de variagao, que podem
gerar valores aberrantes em componentes de erro assim como na componente da variavel
latente (veja, por exemplo, Pinheiro et al., 2001 e Osorio et al., 2009). Deste modo,
substituindo 8 em x;(0) com nossos estimadores atuais, nés obtemos a decomposicao a

seguir para a distancia de Mahalanobis

4;0) = (zi—)'E (2 —h)
~ ~ 1
= eiTDfl(ﬁb)ei + =p2; = dei + das, (3.18)

em que € = z; — 1 — bjiy; sao os residuos estimados, com fi,; = A,a;. A equagao
(3.18) prové um modo simples para computar a distancia de Mahalanobis. As distancias
estimadas d;, d,; e d.; provém estatisticas dignosticas utéis para identificar observacoes

com valores aberrantes.

Este resultado é interessante, pois permite avaliar os modelos estatisticos na pratica.
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Substituindo as estatisticas de méxima verossimilhanga em p e > na distancia de Ma-
halanobis d;, podemos avaliar os ajustes dos modelos através da construgao de envelopes
(Montenegro et al., 2009a). Além disso através de gréaficos da distancia de Mahalanobis e
considerando como benchmark o quantil v da distribuicao da forma quadratica d;, pode-
mos identificar valores aberrantes. Sob nossa aproximacao, temos que d; ~ an para ao
caso SN. Deste modo, nés podemos usar como pontos de corte o quantil v = Xf)(f), onde
0 < & < 1 <, para identificar valores aberrantes. De Lachos et al. (2008) as propriedades
relatadas para a distancia de Mahalanobis e com o auxilio do Corolario 4 temos que

d; ~ pF(p,v) para STy, Pr(d; <wv) = Pr(xg <w)-— %Pr()@uﬂ, < w) para a SSIL;

e Pr(d; <v) =vPr(x; <)+ (1 —v)Pr(x; < v) para a SCN.

No préximo capitulo aplicaremos os resultados aqui apresentados onde nés deriva-
mos as medidas de influéncia local, dado o estimador de maxima verossimilhanca @ para

obtermos a matriz Hessiana que sera de grande utilidade para prosseguirmos nosso estudo.

3.5 A Matriz de Informacao Observada

De (3.13) e a notagao usada em (3.12), e depois de algumas manipulagoes algébricas

nés encontramos que a funcao de log-verossimilhanga pode ser escrita como:

- i@-(e), (3.19)

em que /;(0) = log2 — Llog2m — —log]E| +log(K;),i=1,...,n. Desta forma, as segundas
derivadas de ¢(6) com respeito a 6 é dada por
Z *L(0)  ndlogly| 1 9K, OK; Z": 1 K,
0000T 2 0000 — K? 00 96" — K, 0606’

ae_li( 2 >80 211( 2 )ae

em que
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e
00007 4 2 ‘90007 2 2 00007
5 —I° A;
2 i 2 )(ae aeT aaaeT) i 2 ) 100 007
6,0+ 1 0%A;
+1 ,
Z( 2 )8080T
com,
I?(w) = / kw(ui)exp{—%k1(ui)di}®(kUQ(u,-)Ai)dH(ui),
0
e
I?(w) = \/%/ Y (u; emp{——k: Yug)(d; + A7) YdH (uy).

Note que nés também podemos escrever K;

= I?(). Da substitui¢ao direta de H (u;)

nas integrais acima, imediatamente obtemos os seguintes resultados para as respectivas

distribuicoes consideradas:

o skew-t.
20V (w + v/2)
I? = T V2 1,2
i ('l,U) F(V/2)<V+di>y/2+w 1 ((d T )1/2 w‘i‘V’O) ) 'LU_"V) [§
Qwyv/2 1 vizw V4 2w
1? = r .
o (w) V2rD(v/2) di + A} v ( 2 )

o skew-slash.

2wty d;
) = 2 g S mm(sa))
2D (w + v) d; + A?
19 (w Y Pi(w+ v, ——1),
o) V27 (d; + AZ)wt 1 7 )

em que S; ~ Gamma(w + v, %)H(0,1)~
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o skew-normal contaminada.

1Pw) = M{ww1/2¢1<di|o,%>@<vl/%4¢>+<1—u>¢1<di|o,1><b<Ai>} e
1

IP(w) = vy 2 (d; + A0, ;) + (1 —v)pu(di + A7).

As derivadas de log |X|, d; e A; envolvem manipulagoes algébricas tediosas mas nao
complicadas e o resultado final pode ser encontrado no Apéndice B. Intervalos de con-
fianca assintéticos e testes de estimacao de maxima verossimilhaca podem ser obtidos
usando essa matriz, isto é, se J = —L denota a matriz de informacao observada da log-
verossimilhanga marginal £(0) da MESN-MEM, entao intervalos de confianga assintéticos
e testes de hipdteses para os parémetros de 6 sao obtidos assumindo que o estimador
de mdxima verossimilhanga tem aproximadamente uma distribuigao N3,,1(60,J71). Na
pratica, J é usualmente desconhecida e tem que ser substituida pelo estimador de maxima
verossimilhanca j, que é, a matriz J avaliada nos estimadores de maxima verossimilhanca
6. Falando de uma forma mais geral, para modelos como os da Proposicao 10, a matriz

de informacao pode ser derivada dos resultados aqui apresentados.
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4 Influéncia Local

4.1 Introducao

Modelos estatisticos que sao aplicados para analisar as caracteristicas essenciais
de um conjunto de dados sao quase sempre descri¢oes aproximadas dos mais complicados
processos. Numa andlise estatistica é importante levar em consideracao a estabilidade
dos resultados obtidos e das inferéncias de um modo geral, com relagao a possiveis per-

turbacoes nos dados ou no modelo estatistico.

Enquanto as andlises de residuos sao feitas para investigar problemas com o modelo
ajustado, uma analise diagndstico é feita assumindo o modelo como correto, e investigando

a robustez das conclusoes com pequenas perturbagoes nos dados.

Em situagoes praticas é de interesse fazer a analise dos dados com o intuito de veri-
ficar se alguma observagao em particular controla propriedades importantes na estimagao
dos parametros de interesse. Assim, é importante fazer um estudo de deteccao de ob-
servagoes atipicas e avaliacao da exclusao de algumas dessas observacoes na estimacao
dos parametros do modelo. Esse problema tem sido estudado no contexto de modelo

de regressao linear por muitos autores, dentre os quais citamos Cook e Weisberg (1982),

Cook (1986) e Chatterjje e Hadi (1988).

Um método mais geral para avaliar a influéncia de determinadas observagoes sob
certo esquema de perturbagao é proposto por Cook (1986), conhecido na literatura como
meétodo de influéncia local, o qual permite avaliar a influéncia que pequenas perturbagoes
podem exercer sobre as componentes do modelo, tais como estimativa dos parametros, e

outros resultados da andlise. Apesar da abrangente aplicabilidade do método proposto
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por Cook (1986), em alguns casos torna-se dificil ou as vezes intratavel aplicd-lo direta-
mente em modelos de interesse pratico, sendo necessario o uso de métodos alternativos.
Poon e Poon (1999) propde um método de influéncia local baseado na curvatura normal
conforme, que é uma medida padronizada da curvatura normal utilizada por Cook (1986).
Ja Loynes (2001) propde uma nova medida de influéncia local que chama de “propagagao
de curvatura” (sendo essa uma tradugao para spreed of curvature) baseado num estudo

probabilistico da curvatura normal.

Na literatura, alguns trabalhos percursores em influéncia e diagnodstico sao dados
para modelos com erros na variavel e foram desenvolvidos por Kelly (1984) que propoe
um procedimento de diagnéstico baseado em uma func¢ao de influéncia. Outro método
foi proposto por Tanakaet et al. (1991) que usam a funcao de influéncia de Hampel para
desenvolver métodos de analise de influéncia de uma observacao individual em estruturas
de covariancia. Abdullah (1995) apresenta varios métodos para detectar observagoes
influentes no modelo de regressao funcional com erros nas variaveis. Entretanto essas
medidas de diagnéstico avaliam o efeito dos parametros de regressao estimados depois de

excluir uma tunica observagao do conjunto de dados.

Inspirados pelo poder e pela amplitude da aplicabilidade do algoritmo EM, Zhu e
Lee (2001) desenvolveram uma alternativa interessante a proposta de Cook (1986) e as
demais metodologias até o momento, baseada na funcao de verossimilhanca completa
resultante da implementagao do algoritmo-EM (funcao @Q-afastamento) e permite uma

rapida aplicacao do método, especialmente em modelos complicados.

Antes de nos aprofundarmos no estudo de influéncia local seguimos com uma breve de-
scricao sobre as diferencas entre robustez com relacao a valores aberrantes e diagnésticos,

que desempenham papel fundamental para a melhor compreensao do leitor nesse trabalho.
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4.2 Robustez com Relacao Valores Aberrantes
e Diagnodsticos

Um problema comum em andlises de dados é a presenca de pontos aberrantes.
Entende-se por ponto aberrante (ou atipico) por uma observa¢ao que apresenta um com-

portamento atipico em relacao ao restante dos dados.

Quando se tem uma tnica variavel, o valor aberrante caracteriza-se por assumir um

valor muito mais alto ou muito mais baixo que os demais.

H4 varias causas possiveis para a ocorréncia de valores aberrantes:

a) Erros de medida;
b) Erros de transcrigao ou digitacao;

¢) Erro ao considerar uma unidade amostral que nao pertence a populacao de inter-
esse, por exemplo, num estudo com portadores de uma determinada doenca, ob-
servacoes de pacientes nao portadores, erroneamente incluidos no estudo por erro

de diagnostico, podem resultar em valores aberrantes;

d) Variabilidade normal dos dados.

Com exce¢ao do item (d), todas as demais causas estao relacionadas a erros e, conse-
quentemente, a identificacoes de valores aberrantes nessas situagoes exige a sua retirada

da amostra final.

A escola de robustez com relagao a valores aberrantes e a escola de diagnésticos (veja,
por exemplo, Besley e Welsch (1980), Cook e Weisberg (1982), e Cook (1986)) consideram
o problema de valores aberrantes de duas perspectivas diferentes. Talvez seja por isso que,
até recentemente, temos poucas interacoes entre ambos os campos de pesquisa. A escola
de diagnosticos tenta desenvolver procedimentos para identificar observacoes influentes ou
atipicas. Depois dessas observacoes serem detectadas é possivel que a corregao seja feita
através da atribuicao de pesos menores a essas observagoes ou até mesmo as descartando

por completo. A utilizagdo desses métodos resultam em resultados finais mais robustos.
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O objetivo principal da escola de diagnosticos, contudo, é detectar, isto é, identificar
observagoes aberrantes e influentes. Numerosas dificuldades podem surgir na etapa de
identificacao de valores aberrantes. A mais notéria é o “masking effect” (veja, por exem-
plo, Rousseeuw e Van Zomeren (1990)), em uma possivel traducao livre para o portugués
seria o efeito de mascarar. Se existem varios valores aberrantes agrupados em uma regiao
do espaco amostral longe dos demais dados, a maior parte dos métodos de deteccao de
valores aberrantes nao robustos falha em identificar essas observacoes como valores aber-
rantes. Em outras palavras, os valores aberrantes mascaram uns aos outros. A escola de
estatisticas robustas, em contraste, tenta desenvolver procedimentos que sao insensiveis
a observagoes anomalas. Seu objetivo principal é “proteger” (veja Huber (1991)). Pro-
cedimentos de estatisticas robustas automaticamente incluem a identificacao de valores
aberrantes na etapa de estimacao. As observacoes discordantes podem, freqiientemente,
ser identificadas em uma segunda etapa como um subproduto das primeiras andlises. Isso
facilita a tarefa para o pesquisador. Além disso, Procedimentos de estatisticas robustas
sao concebidos de tal forma que eles podem lidar com o “masking effect” descrito acima.
Comumente é dito que as aproximacoes mencionadas acima nao precisam ser mutuamente

exclusivas, porém Fieller(1993) contesta essa afirmacao.

Assim concluimos que em primeiro lugar, métodos robustos para valores aberrantes
podem fornecer ferramentas excelentes para a identifica¢ao de observagoes aberrantes e/ou
influentes (veja Rousseeuw e Van Zomeren (1990) e Fung (1993)). Em segundo lugar,
cada estatistico, incluindo os da escola de estatisticas robustas, pode estar interessado
em saber se existem quaisquer observagoes que nao se ajustam dentro de um modelo e se
existe alguma razao particular para isso ocorrer no ajuste. Isso, em geral, leva para um
melhor entendimento do fenomeno que é estudado. Isto é, nao notamos que alguma das
escolas tenha se sobreposto a outra. As duas abordagens podem ser consideradas como

complementares (veja, por exemplo, Huber (1991) e Davies e Gather (1993)).

Na Secao 4.3 é apresentado uma breve introducao do método de influéncia local pro-

posto por Cook(1986) e na Segao 4.4 a aproximacao proposta por Zhu e Lee (2001).
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4.3 A Influéncia Local de Cook

Dentre os métodos mais utilizadas, na pratica, para medir influéncia em modelos
de regressao, a andlise da influéncia local sugerida por Cook (1986) é com certeza uma
das mais destacadas. Nessa secao veremos uma breve introducao dessa metodologia que
na se¢ao seguinte sera de grande utilidade para um melhor entendimento do método de
Zhu e Lee (2001).

Sabemos que a deteccao de observacoes influentes é um passo importante na andlise
de dados. Existem vérias alternativas para avaliar a influéncia dos dados e/ou modelo
pertubado sobre estimadores dos parametros. Por exemplo, ver Cook e Weisberg (1982)

e Chatterjje e Hadi (1988).

Eliminacao de observacgoes é comum quando pretendemos avaliar o efeito de uma
observacao sob o processo e estimacao. A analise de influéncia global a partir do efeito de
observagoes ¢ avaliado por eliminar esta observacao do conjunto de dados. Num método
mais geral, a influéncia local proposta por Cook (1986) é baseada em avaliar a mudanga nos
resultados da andlise quando incorporamos “pequenas pertubagoes” ao modelo. Dentro
desse contexto, podemos perturbar a varidvel resposta, a variavel explicativa, a matriz de
covariancia, etc. A abordagem inicial é baseada na andalise do likehood displacement, que
¢ usualmente traduzido como “afastamento da verossimilhanga” (ver Cook e Weisberg,
1982 e Cook, 1986).

LD(w) = 2{((8) — ((Bw)},

em que £(0) é a funcdo de de log-verossimilhanca do modelo postulado, ® C RF ve-
tor de parametros desconhecidos e k = 3p + 1 ntimero de parametros, ¢(0|w) é a log-
verossimilhanca do modelo pertubado, w é um vetor de perturbacoes de dimensoes g x 1
em um subconjunto aberto 2 C R?, com ¢ < k. Quando avaliamos w em wq para wy C €
entao temos os dados nao perturbados. 0e §w denotam respectivamente, os estimadores
de maxima verossimilhanga (EMV) baseados em £(0) e {(8|w). A ideia de influéncia local
(Cook, 1986) consiste em caracterizar o comportamento de LD(w) em wy. O proced-
imento consiste em selecionar uma diregdo unitdria d, ||d|| = 1, e entdo, considerar o

grafico de LD(wq + ad) contra a € R. Este gréfico é chamado de linha projetada. Note
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que LD(wp) = 0, ou seja, LD(wp+ ad) tem um minimo local em a = 0. Cada linha ajus-
tada pode ser caracterizada pela curvatura normal Cy(0) em torno de a = 0. A sugestao é
considerar a diregao d,,,, correspodente a maior curvatura Cy..(0). O grafico de indice
de d,,.. pode mostrar aquelas observacoes que sob pequenas perturbagoes exercem uma
notavel influéncia sobre LD(w). Cook (1986) mostrou que a curvatura normal na dire¢ao

de d toma a forma

C1(0) =2|d"ATL'Ad], (4.1)
9%0(0) : : < .
em que —L = 2090 ¢ a matriz de informacao de Fisher observada para o modelo
(w=wp) e A é a matriz de dimensao k x ¢ com elementos
0*0(0|w)
Ay = —7—, 4.2
00, 0w (4.2)

avaliados em 0 = 0 e w = wo, 7 =1,....kes=1,..., ¢ Portanto, a maximizacao de (4.1)
é equivalente a encontrar o maior autovalor absoluto Cyg,,q, da matriz B = —A'L A e

d, ... é o autovalor normalizado correspondente.

Desta forma, d,,., pode ser utilizado como uma ferramenta 1til na analise de disgnéstico.
O gréfico de elementos de |d;u.:| pode mostrar qual o tipo de perturbagdo tem a maior
influéncia em LD(w) em torno de wy. Cook (1986) propoe examinar as componentes de
d, ..., independente do valor de Cy,,.., uma vez que pode indicar observagoes que sao

conjuntamente influentes.

Em algumas situagoes é de interesse avaliar a influéncia sobre um subconjunto 6, de

T

0 = (0],0,)". Por exemplo, podemos ter interesse em @y = (i, B')" ou em 6; = \,.

Em tais situagoes, a curvatura na direcao d é dada por

C1(8)) =2|d"AT(L™' — Byy)Ad|,

0 O
B22 - 1 )
0 L,

e Ly, é obtido na particao de L, segundo a particao de 8. O autovetor d,,,, corresponde

em que

a0 maior autovalor absoluto da matriz B = AT(L™! — Byy)A.
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Escobar e Meeker (1992) (ver também Verbeke e Molenberghs, 2000) consideram que
uma outra direcao ¢ dada por d = e;,, um vetor de dimensao n x 1 de zeros com um
na i-ésima posicao. Neste caso a curvatura normal, chamada de influéncia local total do
individuo i, é dada por C; = 2|e; Be;,| = 2|bi;| em que b;; é o i-ésimo elemento diagonal
de B,i=1,...,n.

Com finalidade de comparar a influéncia local e global, utilizamos uma das medidas

mais utilizadas para avaliar a influéncia de uma observacao, via eliminacao, é a distancia
de Cook (D;) (Cook e Weisberg, 1982) e o afastamento da verossimilhanca (LD;) (Cook,

1977), definidas, respectivamente, por

p, = 9- 9(1‘))T(;L)(9 —0w) (4.3)

LD; = 2[((8) — ()], (4.4)

em que e 6@ denotam, respectivamente, a estimativa deo vetor 8 com todos os dados
da amostra e com a eliminacao da observagao i, i = 1,...,n. Veja Zhao e Lee (1998) para

mais detalhes.

Como ja comentamos nas secoes anteriores muitas vezes se torna impossivel a uti-
lizagdo do método e nesse sentido Zhu e Lee (2001) apresentam uma metodologia para
resolver essa “falha” encontrada na influéncia local. Essa nova metodologia é apresentada

na préxima secao.

4.4 Método de Influéncia Local

Existem basicamente duas abordagens para detectar observacoes que influenciam
seriamente nos resultados de uma analise estatistica. A primeira abordagem consiste
na eliminagao de casos em que o impacto na estimacao devido a eliminacao de uma
observacao é diretamente disponivel por algumas medidas, tais como, o afastamento pela
verossimilhanga e a distancia de Cook (1977). A segunda abordagem é a de influéncia
local (Cook, 1986) em que esse impacto é estudado através de diferentes esquemas de

perturbagoes. Uma alternativa interessante a proposta de Cook (1986) e 1til nos casos
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em que torna-se dificil ou impossivel aplicar diretamente os métodos apresentados por

Cook (1977, 1986), foi proposto por Zhu e Lee (2001) e detalhamos a seguir.

Considerando o vetor de perturbagao w = (wy, ..., wg)T variando em uma regiao aberta
Q e RY. Sejal.(0,w|Y,.), 0 € R" afuncao de log-verossimilhanca dos dados completos
do modelo perturbado. Assumimos que existe um vetor de nao perturbacao wq tal que
0.(0,wo | Y.) =L.(0]Y,), para todo 8. Denotemos g(w) como a fungdo que maximiza
Q0w | 5) = E[l.(0,w | Y.) | y,@]. O gréfico de influéncia é definido como a(w) =
(w', fo(w))T, onde fo(w) ¢ a fungao Q-afastamento definida como

~

folw) =2[Q(0 | 6) — Q(B(w) | 6)].

E facil observar que valores mais préximos de zero indicam que os dados sao robustos
a perturbacao aplicada, quanto mais distante de zero maior o influéncia da perturbacao

aplicada.

Segundo a ideia de Cook (1986) e Zhu e Lee (2001), a curvatura normal Cf, 4 de a(w)
em wy na direcao de algum vetor unitario d pode ser resumida pelo comportamento local

da fungao Q-afastamento. Pode ser mostrado que (Zhu e Lee, 2001)

Cloa = —2dTQu,d e —Qu, = AL {~Qs(0)} " Aw,,

- 220(000) P*Q(8,w0)
em ave Q(0) = 0557196 © A0 = HgaT 10-0wr

Como em Cook (1986), a expressao —Qwo ¢ importante para detectar observacoes

localmente influentes. Uma descri¢ao de —Qw,, ¢ dada por sua decomposigao espectral
p
. ,
—QQwo = E Amemema
m=1

em que (A1, e1),...,(\1,e,) sdo os pares de autovalores e autovetores da matriz —Qu,
com A > ... > A, 4 = ... = A, = 0 eeq..., e, sa0 elementos associados a base

ortonormal. Assim, podemos expressar

p
_ 2
CfQ,ul - Z Amemb
m=1
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em que e,,; ¢ o [-ésimo componente de e,, € R? e u; é um vetor coluna em R? com o

[-ésimo componente igual a um, e todos os outros iguais a zero.

A estimativa dos casos influentes pode ser baseada na inspecao visual de {M(0);,] =

1,..., g} plotado contra o indice . Pode-se obter M (0), via

g
= —2u; Qu,
Q’ul — m —
tT[—QQwO}
em que w; é um vetor coluna como definido anteriormente. Duas importantes propriedades

de B fa.u, SA0 dadas pelo seguinte teorema.

Teorema 4.1

a) Invariancia sob reparametrizacao de 0: se 1: © — W é diferencidvel com uma
Jacobiana nao singular, entao Cy, , e By, sao invariantes com respeito a qualquer
’ Q,u; Q,u;

reparametrizagao 1 = 1(6).

b) Invariancia sob reparametrizagao conformal de w: seja ¢ = ¢(w) uma reparametrizagao

conformal de w. Entao By, o € qualquer direcao de uma unidade em w® é invari-

ante com respeito a reparametrizacao conformal ¢ = ¢(w).

O Teorema acima nos apresenta duas importantes propriedades que C’nyuZ e Byy.,
sao invariantes com respeito a qualquer reparametrizacao de #. Dai, os resultados obtidos

da reparametrizagao conformal de w, By, w continuam invariantes.

Lee e Xu (2004) propoem usar 1/g+ ¢ SM(0) como um benchmark para estabelecer
o [-ésimo caso como influente, onde cx é uma constante selecionada. Dependendo da
aplicagao real, cx pode ser selecionada arbitrariamente e SM(0) é o desvio padrao de

{M(0);,l =1,...,g}. Veja Montenegro et al. (2009a) para mais detalhes.

Na proxima secao € apresentado o método para a obtencao da matriz hessiana, matriz

essa vital para o estudo da influéncia local pelo método de Zhu e Lee.
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4.5 A Matriz Hessiana Qg(a)

Para obter a medida diagndstico para a influéncia local de um esquema de per-

turbagao local, é necessério computar Qe(a) — 29018) 409 = (0],0,)7 é o vetor

0000’

de parametros. Dai, a matriz Hessiana é dada por QQ(O) =", Qi(6) com

Qz(e) - -

0*Qi(018) _ ( Qu(6) 0
0000" 0 O0x(6:) )’

em que Qp(61) = —92Q1;(01]0)/06,00] e Oai(02) = —02Q1:(6,]0)/96,06)] . Portanto a

matriz hessiana tem elementos dados por (veja Magnus e Neudecker, 1988)

82Q1:(01,wo|0)

—Uillpy D™ (@)L,

dada™
9%Q1;(01,wo|0) . 1T
2003 —uzillp) D™ (D)),
9%Q1,(61, wol) 5 1 T
9308 —uz?l,) D™ (D)L,
9%Q1;(01,wo|0) ~ — —2 1T
DT (—u;D(z; — a) + uz;D(b)) D™ (¢)I ),
0%Q1;(01,w0|0) - _— 2 T
ey (@i D(z; - a) + uz?;D(b)) DX,

20). . 0 —
0 Q;;i;q;‘;’o“g) [%D(qb) Dz — a) + 2@ D(z; — a)D(b) — uz?D(b)| D (),
82Q2i(027w0|0) ia

OpaOpta vi "
92Qa: (82, wo|0) /\w(1+)‘§)1/2@. (1+)\92c)B ‘
Oz 0y 262/ ' g2 "
0%Q2(03, wo0) 2%, (142X o
OprzONg P o2 a2z
82Q2: (62, wo|0) 1 BN 1+ M)
06,004 202 wgt? e T
02Q2i(02,w0|5) (1 + 2)\2) >\x
“—— Bo; + —5 Bs;,
N0y 2672(1 4+ 2)1/2 e
92Q2i(62, wol) 1-x2) 1 —~  AL(B+202)
— —Bsi —ut?; — —5————"——DBy;,
OO, (1+X2)2 ¢, oy (14 A2)3/2
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em que I,y = [04,1,], tal que 0, = (0, .. .,0)T é um vetor ¢ x 1 com ¢ = 1 — p e I, é matriz

identidade q Xq, Bli = ﬁlux — I/LEZ’, BQZ' = i/L\tiux — @Z (§ Bgi = U.%’Qi + ﬂlui - Qﬁzﬂx

De posse desses resultados podemos seguir para a préxima secao que é dedicada a

dois esquemas de pertubagao, ponderacao de casos e perturbagao na variavel resposta.

4.6 Esquemas de Perturbacao

Nessa secao sao considerados dois diferentes esquemas de perturbagao para o mod-
elo bésico definido em (3.6)-(3.7): ponderac¢ao de casos para detectar observacoes com
contribuicao marcante na log-verossimilhanga e que pode exercer alta influéncia nas esti-
mativas de maxima verossimilhanca e medida de perturbac¢dao para um instrumento feito
nos valores observados dos instrumentos usados no estudo, o qual seus préprios valores

preditos podem indicar observacoes com larga influéncia.

4.6.1 Perturbacao de Ponderacao de Casos

Primeiro considere a seguinte atribuicao arbitraria de pesos para o valor esperado
dos dados da funcao log-verossimilhanca completa (fungao @Q-afastamento perturbada),
os quais podem capturar saidas em direcoes gerais. Note que, para w; = 0 e w; =
1,7 # i a i-ésima unidade experimental é excluida da funcao log-verossimilhanca de
dados completos. Além disso, é possivel mostrar que a influéncia local para esse esquema
de perturbagao é equivalente para o método de supressao (Osorio, 2006). A funcao Q-

afastamento perturbada é representada pela forma
Q(6,w|0) = E[(.(0,w|z,)] sz (0]z;)]
= i@u(ebwz"/e\)+ZQ21(92,CU¢|5),
=1 i=1
em que w = (wy,...,w,)" um vetor n x 1 com wy = 1,, Qh(el,wl ) = wiQ1:(0; \9)

e in(eg,u)l/\) = le22(02|¢9) com Q1;(01,w;0 ) e Qm(@g,w,@) sao como apresentados em

(3.15) e (3.16), respectivamente. Note que essa perturbagao geral pode ser decomposta em
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duas outras sub-perturbagoes definidas por i) Q(6, w|§) =Y Qu(6, w2|§) + QQZ-(HQ\E)
e i) Q(6,w|0) = Yoy Q1:(016) + Q2i(02,w;|0). Sob esse esquema de perturbacio a

matriz Ay, tem elementos que sao apresentados a seguir:

82Q1:(01,wo|0)

= ﬂzﬂ(p)D_l(@(zz - a) - @lﬂ(p)D_1(¢)b,

8a8wi
82 i 0 , W b\ o _ - > _
Qla(galw- 0f) _ uZ il D~ (p)(z; — a) — ua?l,) D~ (¢)b,
20, ) —
? Qlé((fal:f’("”) _ % [~ D(¢) + @Dz — a) — 2 D(z — a)D(b) + uz®:D*(b)| D2($)1,,
20)... ) ~
0 Q281£9287:0|0) = _%(ai,ux —uz; + UtiTx)a
3%M%Mﬁ)___L+Mﬂ+@mBHJ+ﬁBA
O 0w; 20 203/ 2T gz T
0%Q2(03, wo0) _ Ao ﬁB& N R 2)2)
Oy Ow; L+X2) ¢ 7 T el g2y
em que I, = [04,1,], tal que 0, = (0,...,0)" é um vetor ¢ x 1 e I, é matriz identidade

—

q x q com q=1—p, By = Uty — Ui, Bay = utsjt, — utw; e By = ua?; + ips2 — 20T ijt,.

4.6.2 Perturbacao na Variavel Resposta

Nesse caso as medigoes sao obtidas quando um instrumento é modificado con-
siderando esquemas de perturbagoes aditivas e multiplicativas. Supondo que as medidas
do instrumento m(= 1, ..., p) s@o escolhidas para serem perturbadas, entdo o modelo per-
turbado é dado por

Z,;(w)=a+bz; + €,

com w = (wy,...,w,)" e

(1) Perturbagao aditiva: Z,,;(w;) = Z; + w;e,,, onde e, é um vetor nulo p-dimensional
com um na m-ésima posi¢ao. Nesse caso wg = 0, e

(2) Perturbagao multiplicativa: Z,;(w;) = Z; ® 1,,(w;), onde 1,,(w;) p-dimensional de-
notando um vetor tendo uns na m-ésima componente substituida por w; e ® denota o
produto de Hadamard que diz que se duas matrizes do mesmo tipo, A, ,, Byxp, entao a

matriz C,,x, cujo elemento genérico ¢ dado pelo produto dos correspondentes elementos
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de A e B: Cn><p = An><p ® Bn><p <~ Qj - sz Aqu1 wo = 1.

Para ambos os casos, a funcao log-verossimilhanca perturbada para dados completos
é dada por
Q(6,w[0) = > Qui(01,wil0) + Q:(62]0),
i=1

em que (Q1;(01,w;|0) é dado como na equagao (14), substituindo z,,;(w;) por z;. Sob esse

esquema de perturbacao segue a matriz Ay,

32Q1i(91, wWo | 5)

= @l D™ (@) Prmis

P*Qui(61,wy | 6) 1
: — @@L, D" »
86811}1 Ux; (») (¢)pmz’
92Q1;(6 6 __
@ ég ¢1é;;:° 19) _ (@;D(z; — a) — @z; D(b))D%() P,
em que I, = [04,1,], tal que 0, = (0,...,0)" é um vetor ¢ x 1 e I, é uma matriz

identidade ¢ X ¢ com ¢ = 1 — p, Py = €, s0b 0 caso aditivo e p,; = 0,,(2mi) sob o caso
multiplicativo, com 0,,(z,,;) um vetor p-dimensional nulo com z,,; na m-ésima posigao,
m=1,...,pet=1,...,n. Para ilustrar, vamos supor que temos 2 instrumentos onde

obtemos 4 medidas de cada um, desta forma temos a matriz que segue:

93 20
94 29
Zoalw) = 97 25 |

19 17

inicialmente vamos perturbar o instrumento 1, desta forma temos sob o caso aditivo
P11 =(10), p12=(10), p1s=(10)eprs=(10), enquanto sob o caso multiplicativo
temos p11 = (23 0), p12 = (24 0), p13 = (27 0) e p1a = (19 0). De forma similar
perturbando o instrumento 2 sob o caso aditivo temos pa; = (0 1), pa2 = (0 1), p2s =
(01) e posa = (0 1), enquanto sob o caso multiplicativo temos ps; = (0 20), p22 = (0 22),
P23 = (0 25) e pog = (0 17).

O préximo capitulo é dedicado a ilustrar os resultados de influéncia local para dois

conjuntos de dados conhecidos na literatura.
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5 Aplicacao

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos duas aplicagoes com dados reais ja utilizados ante-
riormente na literatura. O que diferencia esse estudo dos outros ja realizados na area é
a utilizagdo do método de influéncia local proposto por Zhu e Lee (2001) para anélise
de diagndstico. Serao aplicados os métodos de perturbagao desenvolvidos no capitulo

anterior.

5.2 Conjunto de Dados de Chipkevitch et al. (1996)

A estimacao do tamanho testicular em adolescentes é importante para a avaliacao do
desenvolvimento normal da puberdade, para diagnodstico de distirbios e para a avaliacao
de efeitos de doencas relacionadas. A medicao clinica, do tamanho testicular na puber-
dade, é um método mais efetivo e avaliavel para a estimacao da funcao testicular do
que outros métodos existentes, tais como espermogramas ou biopsia, os quais podem ser

agressivos especialmente em adolescentes.

O estudo foi realizado com todos os pacientes vistos na divisao da medicina de adoles-
centes do Hospital da Crianca Darcy Vargas, onde uma consulta de satide com ultra-som

foi feita para investigar a suspeita de patologia escrotal durante o ano de 1993.

Os pacientes com uma grande hidrocele (derrame liquido entre as ttinicas da vaginal do
testiculo) ou outras condigoes que poderiam prejudicar as medigdes clinicas dos testiculos

foram excluidos do estudo. Acredita-se que varicocele (tumor produzido pela dilatacao
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Figura 8: Histograma e Q-Q plots normal das estimativas empiricas de Bayes na variavel
latente.

Tabela 1: EMV dos quatro modelos ajustados no conjunto de dados de Chipkevitch.
Erros quadrados (SE) sao estimados assintoticamente baseados no erro padrao da matriz
de informacao observada.

SN ST SSL SCN
Parametro Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE
as 0,1022 0,5655 0,0431 0,4944 0,1203 0,5326 0,1559 0,5018
as -0,0097 0,6216 -0,2467 0,5265 -0,1746 0,5788 -0,1527 0,5229
Qg 0,0482 0,6277 0,1119 0,5679 0,1032 0,6005 0,1464 0,5644
as 1,5390 0,6337 1,5453 0,5612 1,5800 0,5986 1,6404 0,5730
B2 0,8838 0,0509 0,8990 0,0514 0,8889 0,0518 0,8911 0,0511
B3 0,9495 0,0559 0,9866 0,0566 0,9755 0,0579 0,9782 0,0547
B4 1,1419 0,0565 1,1536 0,0587 1,1466 0,0583 1,1540 0,0574
Bs 1,0826 0,0570 1,0956 0,0579 1,0862 0,0579 1,0885 0,0584
b1 1,3385 0,3714 0,9291 0,2890 0,8363 0,2512 0,7467 0,2245
b2 1,3284 0,3480 0,9539 0,2836 0,8427 0,2384 0,7972 0,2230
b3 1,6736 0,4322 0,9028 0,2961 0,8952 0,2868 0,7294 0,2106
ont 1,1578 0,3710 0,9482 0,3160 0,8003 0,2586 0,7845 0,2539
b5 1,4105 0,3994 1,0198 0,3378 0,9109 0,2810 0,9119 0,2762
L 3,9957 1,3959 4,1696 1,0965 4,2065 1,3518 4,2778 1,3815
b 59,2790 21,5489 38,1464 14,3678 34,9551 13,6922 30,9967 13,5730
Az 4,7826 4,7895 3,4308 2,4547 3,7395 3,2961 3,2417 2,8696
v - - 6,0000 . 3,0000 - 0,3000 .
107 - - - - - - 0,3000 -
log-likelihood -422 5881 -416,7961 -419,3554 -415,9791
AIC 877,1762 867,5922 872,7108 867,9582
BIC 904,9789 897,1326 902,2512 899,2363
HQ 866,2716 856,0061 861,1247 855,6905

varicosa das veias do cordao espérmético) nao prejudica a medigao com o paciente deitado

de costas.
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Figura 9: Conjunto de dados de Chipkevitch - Envelopes simulados.

Tabela 2: Conjunto de dados de Chipkevitch. Medida Cyq de Zhu e Lee.

Distribuigdo ~ Ponderagéo de Pesos ~ Aditivo (Instrumento I)  Multiplicativo (Instrumento IV)

SN 6,1869 2,5646 758,8755
ST 2,9470 3,1364 564,2995
SSL 3,7971 2,7113 626,0928
SCN 3,1219 3,0951 563,8815

A amostra inclui 42 adolescentes ente 11 e 17 anos de idade (a idade média foi de 13,

9 e o desvio padrao 1,3).

A seguir ajustamos esses dados as distribuiugoes SN, ST, SSL e SCN multivariadas.
Cinco diferentes técnicas foram utilizadas: ultrassom(US), método grafico proposto pelos
autores (I), medida dimensional (II), orquidometro prader (III), e orquidometro anel (IV)

com o ultrassom (US) assumido ser o instrumento de referéncia. Esse conjunto de dados foi
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Figura 10: Gréfico de dispersao para o Indice e a distancia de Mahalanobis para os quatro
modelos ajustados.

estudado em Lachos et al. (2008) sob MESN-MEM. Nossa intengao nesse trabalho é uti-

lizar novamente esse conjunto de dados para os modelos da classe MESN-MEM mas agora

com a abordagem da aproximacao de influéncia local de Zhu e Lee (2001). Ordenando

os dados para verificar a existéncia de assimetria na resposta latente (x;), primeiramente

ajustamos os dados ao modelo normal MEM. Figura 8 mostra o histograma correspon-

dente e o Q-Q plot das estimativas de Bayes empirica de x; em que a varidvel latente

¢ positivamente assimétrica e dessa forma um modelo Gaussiano pode nao prover um

bom ajuste. Desta forma pareceria apropriado ajustar uma distribuicao MESN para z; e

distribuigao MEN para €;, tal como definido em (3.6) e (3.7). Os valores iniciais para o al-
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Figura 11: u; estimado vs. distancia de Mahalanobis para os modelos ST, SSL e SCN.

goritmo EM s@o os obtidos para a distribui¢do SN em Lachos et al. (2008), os parametros
v e v sao obtidos segundo maximizacao da log-verossimilhanga e inspecao visual dos
graficos obtidos (log-verossimilhanga x parametros). Estimativas de méxima verossimil-
hanca e erro padrao todos calculados e a matriz de informacao para a MESN-MEM sao
dadas na Tabela 1. O critério AIC indica que a distribuicado MESN com caudas pesadas
apresenta um melhor ajuste que o modelo SN-MEM, sugerindo uma nao normalidade
dos dados. Substituindo as estimativas de maxima verossimilhanga de 0 na distancia de
Mahalanobis d;, na Figura 9, nés apresentamos envelopes simulados (linhas representam
o quinto percentil, a média e o nonagésimo-quinto percentil de 100 pontos simulados para
cada observagao). Esses grificos cruzados demonstram uma forte evidéncia que as dis-
tribuicoes assimétricas com caudas pesadas, em particular a distribuicao ST, resultam um

melhor ajuste para o conjunto de dados que a distribuicao skew-normal.
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Figura 12: d?, (Erro) e d?, (Latente) estimados no ajuste skew—normal do conjunto de
dados de Chipkevitch.

Ordenamos os dados para detectar observagoes aberrantes e para isso consideramos
a distancia de Mahalanobis. A Figura 10 mostra tais distancias para os quatro modelos
ajustados. As linhas de ponto de corte correspondem ao quantil & = 0,95. No6s podemos
ver nessas figuras que as observagoes 11, 22, 31 e 32 sao detectadas como possiveis valores
aberrantes nés casos ST e SCN, essas mais as observacoes 10, 13 e 36 sao detectados como
possiveis valores aberrantes nos casos SN e SSL. Do algoritmo EM, os pesos estimados
(u;,7 = 1,...,42)) para essas observagoes sao as menores para todos modelos MESN com
caudas pesadas (as 4 ultimas observagoes de todas as distribui¢oes na Figura 11, sendo
11, 32, 22 e 31 para a ST e a SSL e 32, 11, 22 e 31 para a SCN), confirmando os aspectos
de robustez das estimativas de maxima verossimilhanga versus observacoes aberrantes

dos modelos SMSN com caudas pesadas. Para o caso skew-normal, @; é inversamente
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Figura 13: Conjunto de dados de Chipkevitch - Graficos de Indice de M(0) sob a per-
turbagao da ponderacao de casos para os quatro modelos ajustados. As linhas horizontais
delimitam o benchmark de Lee e Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

proporcional a distancia de Mahalanobis. Deste modo, d; maior implica em menor ;, o
estimador de 0 tende dar menor peso para observacoes atipicas no senso da distancia de

Mahalanobis. Para mais detalhes, veja Ghosh et al. (2008).

A distancia estimada de;(Erro) e d,;(Latente), definidas em (3.18), leva a tteis es-
tatisticas diagnésticos para identificar observacoes aberrantes. A Figura 12 apresenta
estatisticas diagnodstico para SN-MEM. Observacoes 10, 11, 13, 22, 31, 32 e 36 apre-
sentam grande valor de de; sugerindo valores aberrantes com relagao ao erro (e-outlier).

Entretanto, observagoes 13, 31 e 32 apresentam grandes valores de d,; sugerindo ob-
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Figura 14: Conjunto de dados de Chipkevitch - Graficos de Indice de M(0) sob o caso de
perturbacao aditiva para a medicao do instrumento I para os quatro modelos ajustados.
As linhas horizontais delimitam o benchmark de Lee e Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

servacoes aberrantes. O grafico d,; da alguma indicacao de que as observacoes 16, 15 e
38 sao possivelmente valores aberrantes com relagao a varidvel latente (z-outlier), o qual

nao pode ser concluido da Figura 10.

Nés identificamos observagoes influentes para o conjunto de dados de Chipkevitch us-
ando M (0) de uma curvatura padrao B; obtida considerando o esquema de perturbagao
do caso de pesos e medida de perturbagao de um instrumento: casos aditivo e multiplica-
tivo. A analise de influéncia desenvolvida aqui é baseada no algoritmo EM apresentada

em Lachos et al. (2008). Aqui nés conduzimos um estudo de influéncia local de Zhu e
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Figura 15: Conjunto de dados de Chipkevitch - Gréficos de Indice de M(0) sob o caso
de perturbacao multiplicativa para a medi¢ao do instrumento IV para os quatro modelos
ajustados. As linhas horizontais delimitam o benchmark Lee e Xu (20040 para M(0) com
cx = 3.5.

Lee (2001) com enfoque de interesse em 0. As Figuras 13, 14 e 15 apresentam os graficos
indice de M (0) para os modelos sob a distribuigao MESN. Da Figura 13 é notado que
sob SN-MEM as observacoes 31 e 32, que apareceram como possiveis valores aberrantes

na Figura 10, sao identificadas como influentes.

Nés examinamos agora o efeito das medidas de perturbagao utilizando os instrumentos
I e IV, definimos que o instrumento I foi utilizado no método I, o II no método I, III
no étodo III, o IV no método IV e o US no método US. Os instrumentos I e IV sao

escolhidos porque eles apresentam maiores valores de Ctg dmax. Os valores de Crg dmax
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para perturbagoes aditivas das medidas obtidas pelo instrumento I e as perturbacoes
multiplicativas para as medidas obtidas pelo instrumento IV bem como C'tg dmax pPara o
caso de ponderacao de pesos sao encontradas na Tabela 2. As Figuras 14 e 15 ilustram o
grafico indice para perturbagao de medidas de um instrumento. Usando esse esquema de
perturbacao, nés podemos examinar a influéncia nas medidas obtidas pelos instrumentos

I e IV, sob os casos aditivos e multiplicativos, respectivamente.

Na Figura 14 é observado alguma influéncia da medida da observagao 36 quando o

instrumento I é perturbado sob uma SN-MEM.

Na Figura 15 é observado alguma influéncia da medida da observagao 32 quando o
instrumento IV é perturbado sob uma SN-MEM e sob uma SSL-MEM. Como esperado, a
influéncia de tais observagoes é reduzida quando nés consideramos distribuicoes com cau-
das mais pesadas que a distribuicao skew-normal. Entretanto, nesse caso de perturbacao,
a observacao 16 é eminente sob SCN-MEM. Para esse conjunto de dados a ST-MEM

acomoda um pouco melhor as observagoes influentes.

Como sugerido por Lu e Song, nés usamos os quantis TRC e MRC, para mostrar
o impacto das observacoes influentes detectadas as quais sao definidas, respectivamente,

por

np A - -~ -
TRC = Z |wl e MRC = maxj:17_,,7np]w|,

j=1 0 0
onde n, é a dimensao de 0 e o subscrito [¢] significa o estimador de maxima verossimilhanca
de 6 com a i-ésima observacao, y;, excluida. A comparacao dessas medidas, baseado
em diferentes modelos, com as observacoes 31 e 32 mais influentes excluidas, sao dadas
na Tabela 3. Note que as maiores mudangas sao obtidas sob a distribuicao SN. Como
esperado, os resultados indicam que os estimadores de maxima verossimilhanc¢a sao menos
sensiveis a presenca de observacoes influentes quando nés usamos distribui¢oes com caudas

mais pesadas que a SN.



5.3 Conjunto de Dados de Barnett (1969) 73

Tabela 3: Conjunto de dados de Chipkevitch. Comparacao das mudancas relativas nos

estimadores de maxima verossimilhanca em termos de TRC e MRC para os quatro modelos
MESN selecionados.

Observagao  Distribui¢ao TRC MRC

31 e 32 SN 53,2386 49,3093
ST 25758  1,2128

SSL 3,0932  2,0785

SCN 2,4882  1,8232

5.3 Conjunto de Dados de Barnett (1969)

A seguir desenvolvemos um estudo idéntico ao anterior com o conjunto de dados de
Barnett (1969), relativos a um estudo médico para avaliar a qualidade de dois instrumentos
para medir a capacidade vital pulmonar de um grupo de pacientes. Um instrumento é
de tipo padrao e outro novo, portatil e mais facil de operar. Além disso, é comparado o
uso por um operador especializado e por um nao especializado. Os instrumentos foram
comparados em um grupo comum de 72 pacientes, quando operados por um operador
especializado e por um nao especializado. Assim temos as seguintes combinagoes, (I)
instrumento padrao e operador especializado, (II) instrumento padrao e operador nao
especializado, (III) instrumento novo e operador especializado, (IV) instrumento novo
e operador nao especializado. Assumimos a combinacao (I) como a de referéncia nesse

estudo.

Como na secao anterior ajustamos os dados as distribuiugoes SN, ST, SSL e SCN
multivariadas. Os valores iniciais para o algoritmo EM com relagao a distribuicao SN
sdo os obtidos para a distribuigdo Normal em Lachos et al. (2009), e para as demais
distribuicoes é utilizado os valores obtidos pelo algoritmo para a distribuicao skew-normal.
Os parametros v e 7y sao obtidos segundo maximizacao da log-verossimilhanca e inspecgao
visual dos graficos obtidos (log-verossimilhanga x parametros). Ordenando os dados para
verificar a existéncia de assimetria na resposta latente (x;), primeiramente ajustamos
os dados ao modelo normal MEM. A Figura 16 mostra o histograma correspondente
e o Q-Q plot das estimativas de Bayes empirica de x; em que a variavel latente é um

pouco assimétrica e dessa forma um modelo Gaussiano pode nao prover um bom ajuste.
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Figura 16: Histograma e Q-Q plots normal das estimativas empiricas de Bayes na variavel
latente.

Tabela 4: EMV dos quatro modelos ajustados no conjunto de dados de Barnett. Erros
quadrados (SE) s@o estimados assintoticamente baseados no erro padrao da matriz de
informagao observada.

SN ST SSL SCN
Parametro Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE Estimativa SE
as -2,0730 1,0474 -1,6757 0,9646 -1,7860 0,9931 1,771 0,9792
as -5,2700 1,2353 -4,8412 1,1936 -5,0060 1,2118 -4,8388 1,1938
agy -4,3682 1,2449 -3,9940 1,2122 -4,1231 1,2316 -4,0077 1,2037
B2 1,0609 0,0444 1,0455 0,0422 1,0489 0,0429 1,0511 0,0429
B3 1,1912 0,0524 1,1755 0,0523 1,1800 0,0526 1,1781 0,0522
Ba 1,1304 0,0528 1,1207 0,0529 1,1226 0,0533 1,1233 0,0524
b1 5,0400 0,9962 4,0142 0,8922 3,2863 0,7239 2,3749 0,4915
b2 1,7957 0,5800 1,3477 0,4973 1,1131 0,4065 0,8192 0,2802
b3 3,0426 0,8102 2,7485 0,7544 2,2091 0,5958 1,5073 0,4165
ont 3,9340 0,8959 3,4681 0,8660 2,8079 0,6820 1,9253 0,4624
L 13,0568 1,2591 12,9233 1,4427 12,9850 1,3658 12,9299 1,4284
b 141,8255 34,0546 126,3277 35,1883 100,2414 26,4007 71,9769 19,8276
Az 5,1778 2,9387 4,9102 3,2819 4,9742 3,0917 4,9439 3,2947
v - - 12,0000 - 3,0000 - 0,7000 -
o' - - - - - - 0,4000 -
log-likelihood -733,5978 -732,3871 -733,2834 -731,2196

AIC 1493,2 1492,8 1494,6 1492,4

BIC 1522,8 1524,6 1526,4 1526,6

HQ 1486,1 1485,1 1486,9 1484,2

Analisando o histograma para as medidas observadas dos instrumentos de referéncia vemos
na Figura 16, que os dados suportam o uso de uma distribui¢ao assimétrica com caudas
pesadas. Sendo assim, deve acreditamos ser apropriado ajustar uma distribuicago MESN

para x; e uma distribuigaio MEN para €;, tal como definido em (3.6) ¢ (3.7). Podemos
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Figura 17: Conjunto de dados de Barnett - Envelopes simulados (distribui¢oes simétricas

A=0).

Tabela 5: Conjunto de dados de Barnett. Log-verossimilhanca e critérios AIC, BIC e HQ
para distribuigoes simétricas (A, = 0).

Normal T-Student Slash Normal Contaminada
log-likelihood  -738,1865  -736,9632  -738,0118 -735,4502
AIC 1500,4 1499,9 1502,0 1498.,9
BIC 1527,7 1529,5 1531,6 1530,8
HQ 1493,8 1492.8 14949 1491,2

ver na Tabela 4 as estimativas de maxima verossimilhanca e o erro padrao para cada
uma claculada através da matriz de informacao para a MESN-MEM. Substituindo as
estimativas de maxima verossimilhanca de @ na distancia de Mahalanobis d;, nas Figuras

17 e 18, nés apresentamos envelopes simulados (linhas representam o quinto percentil, a
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Figura 18: Conjunto de dados de Barnett - Envelopes simulados.
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Tabela 6: Conjunto de dados de Barnett. Resultados da estatistica da razao de verossim-
ilhancas para testar a hipdtese de interesse Hj.

Modelo Valor P-Valor
Normal/SN-MEM 9,1774 0,0024
t-Student/ST-MEM 9,1522 0,0025
Slash/SSL-MEM 9,4568 0,0021
Normal Contaminada/SCN-MEM  8,4612 0,0036

média e o nonagésimo-quinto percentil de 100 pontos simulados para cada observagao).

Esses gréficos cruzados demonstram alguma evidéncia de que as distribuigoes assimétricas

com caudas mais pesadas podem resultar num melhor ajuste para o conjunto de dados

do que a distribuicao skew-normal. Para validar nossa hipétese apresentamos a Tabela

5 que nos mostra que todas as distribuicoes simétricas obtém resultados inferiores nos
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critérios AIC, BIC e HQ do que nos casos assimétricos, que podem ser observados na
Tabela 4. Em vias gerais estamos buscando uma forma de validar a relevancia do uso
de modelos assimétricos para esse conjunto de dados. Uma forma simples de buscar
evideéncias a favor de nossa hipdtese é através de um teste de hipdéteses, onde nossa hipotese
nula (Hy) é que A\, = 0, isto é, um modelo assimétrico se adequa melhor do que um
simétrico. Segundo Montenegro et al. (2009b) a estatistica razao de verossimilhanga
LR = 2{6((/9\) —{0)} < X?o.95,1)' No nosso caso especifico f(@) ¢ o modelo irrestrito
(assimétrico), isto é, com A, # 0 enquanto ¢(€) é o modelo restrito (simétrico), A, = 0.
Na tabela 6 observamos que existem evidéncias que nos levam a acreditar que o uso de

modelos assimétricos para esse conjunto de dados seja realmente o mais adequado.
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Figura 19: Gréfico de dispersao para o Indice e a distancia de Mahalanobis para os quatro
modelos ajustados.

Ordenamos os dados para detectar observacoes atipicas e para isso consideramos a
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Figura 20: u; estimado vs. distancia de Mahalanobis para os modelos ST, SSL e SCN.

Tabela 7: Conjunto de dados de Barnett. Medida Cq de Zhu e Lee.

Distribuigdo ~ Ponderagao de Pesos  Aditivo (Instrumento II)  Multiplicativo (Instrumento IIT)

SN 41,5761 1,4144 770,1751
ST 3,3740 1,6471 674,5077
SSL 3,7279 1,4886 698,6358
SCN 3,5861 1,6321 690,6927

distancia de Mahalanobis. A Figura 19 mostra tais distancias para os quatro modelos
ajustados. As linhas de ponto de corte correspondem ao quantil & = 0,95. Nés podemos
ver nessas figuras que as observagoes 4, 23, 25 e 67 sao detectadas como possiveis valores
aberrantes nos casos ST, SSL e SCN, essas e mais as observagoes 30, 58 e 72 sao detectados
como possiveis valores aberrantes no caso SN. Do algoritmo EM, os pesos estimados
(w;,1 = 1,...,42,) para essas observagoes sao as menores para todos modelos MESN com
caudas pesadas (estao entre as 7 dltimas observagoes de todas as distribui¢oes na Figura

20, sendo 58, 72, 30, 23, 4, 25 e 67 para a ST e a SCN e 58, 72, 30, 23, 25, 4 e 67 para
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estimados no ajuste skew—normal do conjunto de

a SSL), confirmando os aspectos de robustez das estimativas de maxima verossimilhanga

versus observagoes aberrantes dos modelos SMSN com caudas pesadas. Para o caso skew-

normal, &; é inversamente proporcional a distancia de Mahalanobis. Deste modo, d; maior

implica em menor «;, o estimador de @ tende dar menor peso para observacoes atipicas

no senso da distancia de Mahalanobis.

A distancia estimada de;(Erro) e d,;(Latente), definidas em (3.18), leva a teis es-

tatisticas diagnésticos para identificar observacoes aberrantes. A Figura 21 apresenta

estatisticas diagnéstico para SN-MEM. Observacoes 4, 24, 25, 41, 46, 62, 67 e 72 apre-

sentam grande valor de de; sugerindo valores aberrantes com relagao ao erro (e-outlier).

O gréfico d,; da alguma indicagdo de que as observacoes 1, 3, 14, 23, 30, 54 e 58 sao

possivelmente valores aberrantes com relagao a variavel latente (z-outlier). A Figura 22
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Figura 22: d?, (Erro) e d?, (Latente) estimados no ajuste skew—slash do conjunto de dados
de Barnett.

apresenta estatisticas diagnodstico para SSL-MEM. Observacoes 4, 25 e 67 apresentam
grande valor de dg; sugerindo valores aberrantes com relagao ao erro (e-outlier). O gréfico
d,; da alguma indicacao de que as observacoes 1, 3, 14, 23, 30, 54 e 58 sao possivelmente
valores aberrantes, idem ao caso sob a distribuicago SN-MEM, com relagao a variavel

latente (z-outlier).

Nés identificamos observagoes influentes para o conjunto de dados de Barnett de forma
similar a descrita na secao anterior. As Figuras 23, 24 e 25 apresentam os graficos indice
de M(0) para o modelo selecionado MESN. Observamos na Figura 23 que a observagao
23, que apareceram como possiveis valores aberrantes na Figura 19, é identificada como
influente para todos os modelos, mas aparentemente os dados se comportam melhor sob
uma distribuicao ST-MEM ou SSL-MEM.
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Figura 23: Conjunto de dados de Barnett - Graficos de Indice de M(0) sob a perturbagao
da ponderacao de casos para os quatro modelos ajustados. As linhas horizontais delimitam
o benchmark de Lee e Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

A seguir vamos examinar o efeito das medidas de perturbagao utilizando os instrumen-
tos II e II1. Os instrumentos II e III sao escolhidos porque eles apresentam maiores valores
de Ctg.dmax- Os valores de Cg amax Para perturbacoes aditivas das medidas obtidas pelo
instrumento II e as perturbacoes multiplicativas para as medidas obtidas pelo instrumento
IIT bem como Cfg amax para o caso de ponderacao de pesos sao encontradas na Tabela
7. As Figuras 24 e 25 ilustram o gréafico indice para perturbagao de medidas de um
instrumento. Usando esse esquema de perturbagao, nés podemos examinar a influéncia
nas medidas obtidas pelos instrumentos II e III, sob os casos aditivos e multiplicativos,

respectivamente, de forma andloga a feita na secao anterior.

Na Figura 24 é observado alguma influéncia da observagao 23 quando o instrumento
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Figura 24: Conjunto de dados de Barnett - Gréficos de Indice de M(0) sob o caso de
perturbacao aditiva para a medi¢ao do instrumento II para os quatro modelos ajustados.
As linhas horizontais delimitam o benchmark de Lee e Xu (2004) para M(0) com cx = 3.

IT é perturbado sob uma SCN-MEM e das observagoes 23 e 30 sob uma SN-MEM.

Na Figura 25 é observado alguma influéncia das observacoes 1 e 3 quando o instru-
mento III é perturbado sob uma ST-MEM e SSL-MEM. Exceto esse caso da perturbagao
multiplicativa onde os modelos sob a ST-MEM e SSL-MEM apresentam pontos influentes
e a SN-MEM nao, os outros resultados foram dentro do esperado que a influéncia de
observacoes atipicas sejam reduzidas quando nés consideramos distribuicoes com caudas
mais pesadas que a distribuigao skew-normal. Para esse conjunto de dados a SCN-MEM

acomoda um pouco melhor as observagoes influentes.

As medidas TRC e MRC foram calculadas com as observagoes 23 e 30 excluidas e
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Figura 25: Conjunto de dados de Barnett - Gréficos de Indice de M(0) sob o caso de
perturbagao multiplicativa para a medicao do instrumento II para os quatro modelos
ajustados. As linhas horizontais delimitam o benchmark Lee e Xu (20040 para M(0) com

cx = 3.5.

Tabela 8: Conjunto de dados de Barnett. Comparacao das mudancas relativas nos esti-
madores de maxima verossimilhanca em termos de TRC e MRC para os quatro modelos

MESN selecionados.

Observacao  Distribuicao
23 e 30 SN
ST
SSL
SCN

TRC

0,9777
0,8648
0,9005
0,9431

MRC
0,1807
0,1691
0,1800
0,1656

os resultados sao apresentados na Tabela 8. Note que apesar de pequenas as maiores

mudancgas sao obtidas sob a distribuicao SN. Como esperado, os resultados indicam que

os estimadores de maxima verossimilhanca sao menos sensiveis a presenca de observagoes
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influentes quando nés usamos distribuicoes com caudas mais pesadas que a SN, apesar de

nesse caso ganho ser muito pequeno quando comparado com o da se¢ao anterior.
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6 Consideracoes Finais

6.1 Conclusoes

Nessa dissertacao discutimos a utilizacao de distribuicoes assimétricas como uma al-
ternativa quando os modelos simétricos se mostram pouco eficientes na acomodacao de
observacgoes atipicas. Foi apresentado no Capitulo 2 a classe de distribuigoes de misturas

de escala skew-normal proposta por Branco e Dey (2001) e mais recentemente discutida

por Ghosh et al. (2008).

No Capitulo 3, foi apresentado uma generalizagao do modelo de calibragao compara-
tiva conhecida como modelos de erros de medigao e em seguida apresentamos o modelo
estrutural com erros nas variaveis sob a classe das distribuicbes MESN, como definido
em Lachos et al. (2008). Além disso, uma breve introducdo a varidveis latentes e uma

extensao do algoritmo EM para a classe MESN-MEM foram apresentadas.

A metodologia desenvolvida por Zhu e Lee (2001) tem um enfoque especial no Capitulo
4 onde é apresentada com detalhes. Outras metodologias como a de Cook (1986) e a de
Poon e Poon (1999) foram descritas para um melhor entendimento de influéncia local.

Também foram descritos alguns esquemas de perturbacao.

Na aplicacao podemos validar a utilidade de modelos assimétricos com cauda mais
pesadas quando um modelo simétrico nao é satisfatorio. Podemos avaliar através de en-
velopes simulados e de critérios de selecao de modelos, AIC, BIC, HQ, a adequacao ou
nao de um determinado modelo. Para cada esquema de perturbagao podemos analisar
através de uma visualizagao grafica que em geral modelos com caudas mais pesadas aco-

modam melhor as observacoes atipicas, isso porque uma das caracteristicas da classe de
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distribuicao MESN é que elas podem atribuir naturalmente pesos diferentes para cada os-

ervacgao e consequentemente controlar a influéncia da observagao no processo de estimagao,

Zeller (2009).

Em resumo, o estudo de diagnostico de influéncia local é uma das ferramentas para
avaliar o impacto da estimacao na presenca de pequenas perturbacoes nos dados ou no
modelo. Permitindo, dessa forma, detectar observagoes influentes que possam causar
mudancas significativas nas conclusoes estatisticas. Com a utilizagdo de modelos que
acomodem bem as observagoes mais extremas e a utilizacao de métodos confiaveis, é
de se esperar que se consiga identificar os dados que realmente possam influenciar na

estimacao dos parametros.

Nesse trabalho utilizamos o pacote estatistico R 2.9.0 e o Matlab R2007a.

6.2 Perspectivas Futuras

Algumas linhas de pesquisa podem ser levadas em consideracao:

1. Apresentar um estudo de estimacgao e diagndstico para outros membros da familia
MESN.

2. Estudar com mais detalhes o caso mais simples (para dois instrumentos de medigao),
que corresponde ao modelo de regressao linear simples com erros nas variaveis es-

trutural sob a classe das distribuicoes MESN.
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Apéndice A - Lemas

Neste apéndice apresentamos os lemas citados nas Secoes 2.2.2, 2.4.3 e 2.6, que sao
utéis para um melhor entendimento do texto. A seguir o lema utilizado na Seg¢ao 2.2.2

para demonstracao da Proposicao 8.

Lema 1. Seja Y ~ N,(u,X). Entdo, para algum vetor fixo a de dimensao k e alguma

matriz fita Brxy, temos

E[®.(a+BY|n, Q)] = &u(ajn —Bu,Q+BIB") (A1)
Elpr(a+BY[n, Q)] = éw(aln —Bu,Q+BXB') (A.2)

O proximo lema é citado na Secao 2.4.3 para obtermos a demonstracao da Proposicao
10.

Lema 2. Seja Y € R? um vetor aleatorio com a sequinte func¢ao distribuicao de probabil-

dade
flylw) = k7 ()¢, (y |, u ™ E) 0y (u'/?A, + u'/*BTy),

oem que u € uma constante positiva, A, € R, B qualquer vetor p-dimensional fixado e

k(u) = @y (u'/2—2LBE ) ¢ uma constante padronizada. Entdo,

\V1+BTXB

B (w2 A+BT
Ji+B' B 'Y Ji+B xB

EY|u =y +u'/?

)

Demonstragao. Primeiro observe, pelo uso do Lema 2 de Arellano-Valle et al. (2005),

que

E[Y|u = kl// you (tlu? A, + 4By, 1)o(y|p, u™ ' X)dtdy
R JO

— / 1(tlu'?A, +u'’BTy, 1+ BTSB) Eyy[Y]dt,
0
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em que Y|t ~ N,(u — AB(A+BTp) +u /2ABt,u™'A), com A = (X '+BB") ™ ea
demonstracao segue pelo uso das propriedades conhecidas da distribui¢ao normal truncada
(Veja Johnson et al., 1994).

Os lemas a seguir sao utilizados na Secao 2.6 com o intuito de auxiliar o leitor em

pontos especificos da estimagao de maxima verossimilhanca.

Lema 3. Seja Y ~ N,(p,X) e X ~ N,(n, Q). Entdo

¢p(Y|p' + Ax, E)¢q(x|nv Q) = ¢p(“ +An, X+ AQAT)
X Gg(x|n+AATS T (y —p— An), A)

em que A = (Q7' + ATETA)

Demonstracao. Fazendoz =y — u — An e w = x — 1 a prova segue do fato que

(z—AwW)'2'(z—Aw)+w' Q'w = z(X+AQAT) !z
+ (W—AATES'2)T AN (w - AATE 17)
a prova segue também por notar que |X + AQAT||A| = |Z||€|.

O seguinte lema é uma propriedade da distribuigdo half-normal (veja Johnson et al.
1994, Secao 10.1).

Lema 4. Seja X ~ N(n,72). Entdo, para qualquer constante real a seque que

EIX|X >a = n+1f1q()j£)r
EX?X >a = > +72+ () (n+a)T
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Apéndice B - A Matriz de

Informacao Observada

Neste apéndice apresentamos a matriz de informacao observada da Segao 3.5.
Considere as seguintes notagoes:

A= (Y, —a—2¢8)"D (), M= D"(¢)bb"' D (¢),

M, = D_1(¢)5,3TD_1(¢)> ¥ = (¢, ---¢p)T> G = pa + ¢ Ppai,

Wy =Y, —a— B, L) = [0,I;_1)] de dimensao (p — 1) x p e Di(B) = [0, D(3)]

de dimensao p x 7.

Considerando as notagoes acima, derivando em forma vetorial e apés algumas man-

pulagoes algébricas, temos que

oA,
De A; = A,a; segue que aai: = mg—:ﬁ + aiaa—{l;} e assim
0% A, 04, Ou; 0% a; Oa; 0A, 0% A,

gvorT oy o7 T A GarT T oy ort T “omarT

X; =%Z;—a—Dbu, c=1+¢b" D Yp)b, i =1,...,n. Usando os resultados de Nel
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(1980) relacionados para derivacao de vetores segue que,

0A, B B 0A, B (2¢ + /\3) 31 0A; Oz 3
04, _ (2c+A3) , 3 -2 0As _ (2c+A2—-¢%) , 5
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.di

Para d; = X;' 7 'X;, com diny = g—fl)i, e di’)”YT = disto segue que

9%d;
ayoT "’
diy, = —2b" 27X, diae = 2L, =X,
diﬁ = —2¢; D (Y)Wo; + 2¢ 1 dpa;q; D~ () B, diy, = —c%a;, di», =0,

digp = —D () D(X)X; + 2¢ 7 d,a; D2 (¢) D(b)X; — ¢ ¢2a,>D~*(¢) D(b)b,

digs = 20T27D, dyqr = 2bTR ) ' d g = —2c71A,,
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Apéndice C - Implementacao do
Algoritmo EM

Nesse apéndice mostramos o programa escrito em Matlab R2007a, para calcular os
estimadores de maxima verossimilhanca do vetor de parametros @ usando o algoritmo

EM, conforme descrito na Secao 3.3, para qualquer conjunto de dados

function y=EMVcalSNI(dados,nu,Ind,alfa,beta,phi,mux,phix,lambdax)
%dados é o conjunto de dados

%#Ind é uma indicados da distribuigfo, em que 1:SN, 2:ST, 3:SSL e 4:SCN
%nu, alfa, beta phi, mux, phix e lambdax s&o os pardmetros a serem estimados
%encontra os EMV no modelo com erros nas varidveis multivariado
n=size(dados,1); %nimero de observagdes

p=size(dados,2); ’numero de instrumentos

u=[alfa’ beta’ phi’ mux phix lambdax nu’]’; %valores iniciais
criterio=norm(u);

k=0;

uj=zeros(n,1);

utj=zeros(n,1);

ut2j=zeros(n,1);

uxj=zeros(n,1);

ux2j=zeros(n,1);

uxtj=zeros(n,1);

xj=zeros(n,1);

while criterio> 0.0001
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k=k+1

deltax=lambdax/sqrt (1+lambdax " 2);

w=sqrt (phix)*deltax;v=phix/(1+lambdax " 2);
a=[0 alfa’]’; b=[1 beta’]’;

Dphi=diag(phi);

Sigma=Dphi+phix*b*b’;

med=a+b*mux;

Mt=(1+w = 2%b’*(Dphi+v*b*b’) " (-1)*b) ~ (-1);
Tx=(v " (-1)+b’*Dphi "~ (-1)*b) "~ (-1);

s=w* (1-Tx*b’*inv (Dphi) *b) ;
c=1+phix*b’*inv(Dphi) *b;

Lambdax=phix/c;

for j=1:n

z=(dados(j,:))’;

d(j)=(z-med) ’*inv(Sigma) * (z-med) ;

met j=Mt*w*b’* (Dphi+v*b*b’) ~ (-1)*(z-a-b*mux) ;
Ajj=metj/sqrt (Mt);

ai=b’*inv(Dphi) * (z-med) ;

muxi=Lambdax*ai;

%Etapa E - Calculando o Estimador de Bayes

if Ind==

uj(j,1)=1;

esper=normpdf (Ajj,0,1) /normcdf (Ajj,0,1);
xi(j,1)=mux+muxi+esper*Lambdax+*lambdax/sqrt(phix+lambdax ~ 2*Lambdax) ;

end

if Ind==2
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esper=2*(nu/2) ~ (nu/2)*gamma ((p+nu+1)/2)/(gamma(nu/2)*sqrt (2*pi) "~ (p+1)
*det (Sigma) ~ (1/2)*((d(j)+nu+Ajj "~ 2)/2) = ((p+i+nu)/2)
*veroST1(z,med,Sigma,Ajj,nu));

uj(j,1)=2x(nu/2) "~ (nu/2)*gamma ( (p+nu+2) /2) *tcdf (sqrt ((p+nu+2)/(d(j)+nu))
*Ajj,p+nu+2) / (gamma (nu/2) *sqrt (2+pi) ~ pxdet(Sigma) ~ (1/2)
*veroST1(z,med,Sigma,Ajj,nu)*((d(j)+nu)/2) ~ ((p+2+nu)/2));

esper2=(nu) ~ (nu/2)*gamma((p+nu-1)/2)/(gamma (nu/2) *sqrt (pi) ~ (p+1)

*det (Sigma) (1/2)*((d(j)+nu+Ajj " 2)) ~ ((p-1+nu)/2)
veroST1(z,med,Sigma,Ajj,nu));

xi(j,1)=mux+muxi+esper2+Lambdax*lambdax/sqrt (phix+lambdax2*Lambdax) ;

end

if Ind==3

faux1=0(x)exp(-0.5%d(j)*x) .*x. ~ (p/2+nu) .*normcdf (sqrt(x) .*4jj,0,1);
faux2=0(x)exp(-0.5*%d(j)*x) .*x. ~ (p/2+nu-1) .*normcdf (sqrt(x) .*Ajj,0,1);
faux3=0(x)exp(-0.5%(d(j)+Ajj ~ 2)*x).*x. ~ (p/2+nu-1/2);
faux4=0(x)exp(-0.5%(d(j)+Ajj ~ 2)*x) .*x. ~ (p/2+nu-3/2);
uj(j,1)=quad(faux1,0,1)/quad(faux2,0,1);
esper=(1/sqrt(2*pi))*(quad(faux3,0,1)/quad(faux2,0,1));
esper2=(1/sqrt(2*pi))*(quad(faux4,0,1)/quad(faux2,0,1));

xi(j,1)=mux+muxi+esper2+Lambdax*lambdax/sqrt(phix+lambdax ~ 2*Lambdax) ;

end

if Ind==

95

fy=2*(nu (1) *mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma/nu(2))*normcdf (nu(2) ~ (1/2)*Ajj,0,1)+(1-nu(1))

*mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma)*normcdf (Ajj,0,1));
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uj(j,1)=2*(nu(1)*nu(2)*mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma/nu(2))*normcdf (nu(2) ~ (1/2)*Ajj,0,1)
+(1-nu(1))*mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma) *normcdf (Ajj,0,1)) /fy;

esper=2*(nu(1)*nu(2) ~ (1/2)*mvnpdf (z’ ,med’,Sigma/nu(2)) *normpdf (nu(2) "~ (1/2)
*433,0,1)+(1-nu(1) ) *mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma) *normpdf (Ajj,0,1))/fy;
esper2=2*(nu(1)*nu(2) ~ (-1/2)*mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma/nu(2))*normpdf (nu(2) ~ (1/2)
*Ajj,0,1)+(1-nu(1))*mvnpdf (z’ ,med’ ,Sigma)*normpdf (Ajj,0,1))/fy;

xi(j,1)=mux+muxi+esper2*Lambdax*lambdax/sqrt(phix+lambdax ~ 2*Lambdax) ;

end

utj(j,1)=uj(j,1)*metj+sqrt (Mt) *esper;
ut2j(j,1)=Mt+uj(j,1)*metj ~ 2+sqrt (Mt) *met j*esper;
r=mux+Tx*b’*inv (Dphi) * (z-a-b*mux) ;
uxj(j,1)=r*uj(j,1)+s*utj(j,1);

ux2j(j,1)=Tx+r ~ 2*xuj(j,1)+2*xr*s*xutj(j,1)+s ~ 2*ut2j(j,1);
uxtj(j,1)=r*utj(j,1)+s*xut2j(j,1);

end

sumal=0;
suma2=0;
suma4=0;
sumab5=0;

suma6=0;

for j=1:n

sumal=sumal+uj (j)*dados(j,2:p)’-beta*uxj(j,1);

suma2=suma2+(dados(j,2:p) ’-alfa)*uxj(j,1);

sumad4=sumas4+uj (j)*(dados(j,:) ’-a) .*(dados(j,:)’-a)-2*x(dados(j,:)’-a) .*b*uxj(j,1)+ux2j(j, 1) *b.*]
sumab=sumab+ux2j (j,1)+uj(j)*mux ~ 2+w ~ 2*ut2j(j,1)-2*uxj(j,1) *mux-2*wruxtj(j,1)

+2*xmux*wrutj(j,1);



Apéndice C - Implementacao do Algoritmo EM

suma6=suma6+uxtj(j,1) -mux*utj(j,1);

end

alfa=sumal/sum(uj);
beta=suma2/sum(ux2j) ;

phi=suma4/n;

v=sumab/n;

w=suma6/sum(ut2j) ;

% w=0; % caso normal
mux=(sum(uxj)-wxsum(utj))/sum(uj);
lambdax=w/sqrt (v);

phix=v+w " 2;

u=[alfa’ beta’ phi’ mux phix lambdax nu’]’;

param(k,:)=u’;

if k>2
criterio=norm(param(k, :)-param(k-1,:));

end

end

y.theta=u;
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Apéndice D - Critérios de Selecao
de Modelos

Na analise de regressao geralmente nao se consegue identificar um 1inico modelo can-
didato a representar a relagao existente entre variavel resposta e variaveis independentes.
Pra se decidir qual é o modelo mais apropriado dentre um conjunto de modelos candidatos
sao utilizados os modelos de selecao. A ideia bésica dos critérios de selecao de modelos
consiste em incluir um termo penalizador para a inclusao de novos regressores, pois cada
regressor a mais significa um grau de liberdade a menos. dentre os critérios mais conheci-
dos e utilizados estao o AIC e BIC. Neste apéndice apresentamos o calculo dos critérios
AIC, BIC e HQ utilizados nas Secoes 5.3 e 5.2 para aplicacao aos conjunos de dados de

Chipkevitch e Barnett respectivamente.

1. Critério de Informagao de Akaike (AIC)

~

AIC = —=2((0) +2p

2. Critério de Informacao Bayesiano (BIC)

~

BIC = —2((0) + p log(n)

3. Critério de Hannan-Quinn (HQ)

-~

BIC = —2{(0) + p log(log(n))

~

em que £(0) = verossimilhanga obtida via algoritmo EM, n = nimero de observagoes

e p = numero de parametros.
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Apéndice F - Conjuntos de Dados e

v otimo

Neste apéndice apresentamos os conjuntos de dados utilizados nas Segdes 5.2 (Tabela
9) e 5.3 (Tabela 10). Além disso a Figura 26 nos mostra um grafico da log-verossimilhanca
versus v e 7y 6timos para o conjunto de dados de Chipkevitch e a Figura 27 nos mostra

um grafico semelhante para o conjunto de dados de Barnett.

Tabela 9: Conjunto de Dados de Chipkevitch.

Instrumentos
Observacao US I II 111 v
1 5,0 7,5 5,9 8,0 9,0
2 5,7 5,0 4.8 6,0 10,0
3 7,4 5,0 6,8 9,0 12,0
4 2,6 3,5 3,1 4.0 4,0
5 5,7 5,0 5,0 6,0 7,0
6 6,1 5,0 4.4 7,0 8,0
7 6,2 5,0 6,0 8,0 9,0
8 10,4 10,0 8,8 10,0 10,0
9 9,1 7,5 7,9 10,0 11,0
10 14,8 10,0 13,0 12,0 15,0
11 16,4 12,5 10,3 17,5 17,56
12 9,6 7,5 8,2 10,0 11,0
13 15,7 150 19,8 20,0 20,0
14 3,0 2,0 2,0 3,0 4,0
15 16,4 15,0 17,3 20,0 20,0
16 176 150 17,3 20,0 2255
17 10,0 7,5 7,9 12,0 12,0
18 4,1 3,5 4.4 4,0 6,0
19 12,7 10,0 114 12,0 12,0

20 27 35 41 25 6,0
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Instrumentos
Observacao US I II 111 v
21 10,2 10,0 11,1 12,0 13,5
22 16,5 10,0 15,3 15,0 15,0
23 4.5 3,5 3,9 6,0 7,0
24 5,6 50 45 4.5 6,0
25 11,0 7,5 9,7 9,0 11,0
26 9,2 10,0 11,3 12,0 13,5
27 8,5 7,5 8,8 12,0 12,0
28 5,4 5,0 6,1 8,0 8,0
29 6,7 7,5 7,2 10,0 8,0
30 5,3 5,0 5,9 8,0 10,0
31 20,0 20,0 16,3 250 22,5
32 18,8 15,0 16,3 20,0 25,0
33 13,9 12,5 12,2 15,0 17,5
34 9,4 10,0 10,3 12,0 13,5
35 9,1 7,5 10,8 12,0 12,0
36 14,1 15,0 13,0 13,5 15,0
37 9,3 10,0 8,4 10,0 10,0
38 20,9 20,0 22,1 250 25,0
39 11,5 10,0 10,6 15,0 13,5
40 9,7 10,0 9,7 11,0 12,0
41 13,7 12,5 11,6 17,5 15,0
42 8,9 10,0 8,1 12,0 12,0

Tabela 10: Conjunto de Dados de Barnett.

Instrumentos
Observagao I I 111
1 34,5 353 40,3 37,20
2 131 13,2 16,1 16,00
3 38,2 37,2 41,5 37,00
4 21,1 28,8 27,4 25,20
5 186 14,2 154 16,90
6 194 17,8 20,2 18,00
7 23,6 22,6 24,3 23,50
8 28,8 29,2 26,5 28,60
9 19,8 17,2 18,0 16,60
10 31,2 31,8 32,5 30,40
11 17,6 16,3 13,9 12,00
12 14,8 17,6 17,0 16,40
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Instrumentos
Observagao I II 111 v
13 18,4 16,6 14,0 16,50
14 358 348 36,8 39,60
15 18,8 20,0 20,9 20,70
16 24,0 23,2 255 24,80
17 22,2 21,2 229 2270
18 254 250 26,2 19,60
19 9,2 12,0 6,4 10,30
20 22,4 21,6 23,0 23,00
21 22,4 21,3 20,3 21,40
22 22,6 25,1 24,0 24,50
23 38,6 41,8 39,8 36,80
24 27,8 21,0 18,9 20,00
25 22,2 14,0 18,4 13,60
26 18,8 18,2 19,0 18,40
27 94 9,6 10,6 10,00
28 24,8 222 21,5 21,50
29 16,6 17,8 17,6 18,00
30 40,4 41,8 40,0 37,70
31 254 256 20,8 22,50
32 17,8 17,0 13,9 12,00
33 12,8 13,0 8,0 11,30
34 19,4 20,6 20,3 18,80
35 17,6 20,0 18,6 18,60
36 20,4 16,6 14,7 11,60
37 10,6 10,0 8,5 6,00
38 20,0 18,0 12,7 17,00
39 22,8 228 23,8 23,50
40 19,4 18,0 16,7 15,80
41 25,8 27,0 28,5 21,10
42 14,0 14,4 16,8 14,80
43 12,6 11,0 10,0 10,30
44 23,2 242 23,6 23,60
45 20,0 194 19,8 19,80
46 24,0 19,0 14,7 17,40
47 28,8 298 32,4 31,40
48 34,2 31,5 32,0 32,00
49 10,0 11,3 6,5 8,40
50 14,0 14,0 13,5 13,80
51 18,8 17,1 16,0 13,50
52 12,8 12,6 11,6 13,30
53 31,2 30,0 31,1 32,50
54 37,7 334 39,0 37,00
55 34,2 32,2 31,2 32,90
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log.likehood

—421 -420 419 418

—422

SSL

Instrumentos
Observagao I 11 11T v
56 27,4 288 28,5 28,80
57 28,4 29,2 27,1 27,50
58 38,0 374 34,4 34,00
59 21,0 16,8 16,5 19,30
60 18,2 14,0 10,6 10,50
61 14,0 13,2 13,5 11,00
62 22,0 16,8 16,4 11,10
63 19,4 19,0 18,2 12,70
64 32,6 32,0 32,5 32,70
65 196 19,4 18,9 19,20
66 13,2 12,6 11,4 10,00
67 28,4 30,6 36,5 35,10
68 20,6 184 17,2 17,80
69 22,0 19,7 19,0 22,70
70 12,6 11,5 8,6 11,50
71 30,4 284 28,5 26,70
72 21,4 21,8 256 27,20
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Figura 26: Conjunto de dados de Chipkevitch - Grafico da log-verossimilhanca versus v

e v 6timos.
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