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PREFACIO

- . ’ - ¥ .
For camocdicacds, o coreo de escalares em todo ssts trabalhe ¢ o dos  comp lexos

[1E

. . . L . I
y o EHbDars muito o que s fara seld walido sem tal restrican, Alem disso,

codos gs ideals considerados eerao bilateraisi,

a | i . - F ar
0 ohjetao =m cdestaque nests trabalho o a8 mals simples cas  alawbeas e

R .. (1> . s )
ac-Moody atins, denotacs por ﬁj {of, capttule 117,
N . o AR A i o L ] L N s .
Construiremas duis A, - moddu los graduados ievecdutiveiss um e bt ido
1
I wwut l' . . I.. . r'd .
traves da representayao ode uma s luebra e Weyl sm uma algebra siasstrice, 8 0
7 - o ’- v = l".
wtro  ge obtem wvia o representagac de uma alaebra de Clifford em uma algebra
wteprdior,

Q(i)

) E) N F. .

Frouvaremos gus oS i - modylos a0 jsomortos 9 que gmbwas podem

. . ’ ’ . i ’,
dar o bebides a  partie de wwa  gube-alaebhra potawel e ﬁi s oa aluwwira de

i . . PR - )
lwisenberg principel.. B nesltes dois fatos qus regids 0 sigrnificado gue esiamos
- » ~r A . - . . " " . . . ’ & .
lando a expressan "correspondensis Hoson-FPermion®™, Tal {erminoloegias g proapria
’ i _ . £ .
fg Ficgica & a =etamos utilizando dewido ag rapsl desseppeanhacddo por tals nodulos
. A A ’ . R
ca wEcanica gusntica & westatistice (of LFFI1Y,
. . M . -
3 roteirg para Lanto & bDagsicatvents @ seguints?
4 o Lid . L

Mo «apirtulo 1 trataremos das nogoes fundamentals aceros odas algwbras

fesoiativas que permedam  Lodos o trabalklor Cliffard » exterioe, Weyl
x
pimetrica, Daremcoe  cdestagque para as  prowvas dos tedremas oe sstrutura Jdas
rlawbras de Clifford & de Merl sobre um espago welorial de base  dndexads  por
im cornijunto  ftotalmente orcenacdo, Taie prouvas sao  adasptagoes  feilas da
o . . r . b . N
fermonsteragao & teorema de Foincare-Rivrkhoff-Witt (FEY Y para 0 Caso presenta,
¥

1




-r Fi
“inalizamos estudando certas representagoesl o uma algebra e Qlifford ¢ en

I . LN 4 . I .
mma  algebra esxterdior A v o= uma algebra de Weyl W oem uma alygebra simetrice 8,
P A s g [ o P ¢l
wasas represenlegosg obteremnos, nos capltulos seauvintes, Al .
! - s s . e . : ’
0 capitulo IT inicia com consideragoss gerais sobre as  alaebras  ds

(1)

| + R ) . -
tac~Moody, das  gquais ﬁl #  um  caso particular, Entretanto, o principal

Sy

s . o .
intereses neste capartulo e apresentar uma realizagao concreta particular  de

1)
1

PII-1)0.

N
al t-:l

. . . . £, - nr
Cof, LY (wssa refersncia foi O suports bhasico do capitulo 11 & da B AC

- ’ | - .01 ~ , N

Studaremos  a  estrutura de colohetss  de ﬁl Na sua graduagac princlpa

" ¥ . ’ . ’ - 4 . A . 5 -

Fazendo use das proprigdacdes basicas sobre geries formedse wem  uvaedsvels  qus
I ) ot

somutam, Alias, taig seriss  eerao utilizadas em parts significative dests
I | . .
Lratalho, sem comentarios teoricos, Betles poden ser sncontrados por exenplo e

. . - e I’
TPl ouw ELWLL, Terminamos com o estudo de uma representagac da subv-algebra o

leisenterg principal H o des ﬁil) rna élgehra aimétrica 8.

! - | . - - i ’ . Sy
Mo wmapitulo I1YI, introduziremos og "operadores wvertice” gque terao po

- - r .
Fungaao obder ﬂil? a partir g2 H em certas algsbras oe  endomorfiemos, YVamo

e r . I . . o -
spfovar que B g A czo Hemoduloes irpedutiueis, lowo (wia aperadorss uverltic

1]

d ’ ’ s . . -
;;1) ~ modulos dirredutiveds, 0 capitule finalize com a prova oo que  asse

F ) -
mil) ~ modulos sao  isomorfos e gque  ambos  poden e obtar a partir de H
- - A . # - -
IwgeErUamds  um apendice para  al9uns  Comentarios  acerca dos importante

. ’ i
aperacores vertioe,

. . N Ead
Finalmente, uma observagaoe com respeito & organizagad o

- FaS L, o R c 1 e
textor as referencias do tipo "of, proposigac  I-3.8"  dizem repsito a3
o~ s . . Lo .
3PDPD$1§3D da  swgao 3 do capatuleo I, e as do tipo "of, proposigac 32" dize

. voa . ~ ¢ ' P
rwapeito a 2° PPDPQE&;EG da segyao 3 do capitulo em que s¢ fez a peferencia,

i




CAPITHLD T

ALGEBRAS DE CLIFFGRD E ALGEBRAS DE MEYL

LA . H nr r i .
fe glashras consideradas nests  Capitule serac  algwbraes associatives  com

& el o f
che algebras gerao unitarios)

Iniclade & o homomord LEnos
’ .
i. Algebra tensecrial

our I. £ IS
IEFIRISAD 1.1 — Seja MV oum espago vetorial, Uma alasbes T e chamads uma alaebra

wreonrial sobere UV s ela satisfizer as seaguintes proprisdadesi

’ : . ’
ATL-3 T contem V como sub-espajo weteorial & T & gerads por

F
Voo ocomg fealaebral

o ¥
ATE-) Fara cada aplicagac linear A de Vo owm uma B-alowbirs

&, existe um bhomomorfismo a7 ey A quee estends A,

T

Fi
canforme o diggrams comutative seguinte {(onde 1 & a

inclugan )




4 - 1 . g
Denotamos uma algebra tensorial scbras U opor TIV)
Og resuliados seguinltes serao enunciados gen demonstragcac, Lstas paden

] LA ) y . - e
ser wnocontradas por exenplo nas referenias LCLT, CC21 ou K&

*

PROFGSIQﬁU 1.1 = As aundigawa cAaTL ) & (ATE)Y da definig?m 1.b eauvivalemn a
3&9Uinte:
AT~)  Fara cada aplicagga linear A e V oem uma  ©-algebra A,existe um  unico

Gwemamerfismn PT — 3 A que torna conutativo

@ cdiadrama

U -

bl

r

) nr . r . Fa Fa i
a  proposigae  acims, & obwio que uma tal alasbra = unica a menos oa

Leomord ionas

Fa
Consigderencns aguaora a p~@sima potencia tensorial ode UV
]D

@Y = V&G, ,.. @ Y,

fedinida para p & Gy
archy : @V =B e @V o,

’ » £l " - .
0 ocaloulo tensorial, temos que a soma divete $ (& V) pode ser ounida de umae
px0

g ltiplicagas associstiva do seguinte modol

]
Zu comu £ @Y
o P P

2z

411

=
i




“
] oD owo o comuw £ @V
q 9 q

BNt a o pw = I u @ ou o,
. . ) o]
EF|

p 4
Peesa multiplicegao faz e & (@ V) uma algebras associativae oojo  slenento
0oy

unidacis é (1,0.0,...72.

) Fl p r Fl
TEOQRENA 1.2 - Qado um espago vetordial V , a alastia & (8 V) & ume alasbsa
. pxi

bensorial sobes U,

A £ u . -
Teside & undicidads da slgebera tensorial, escreueiniog

aeyele : T =&y,

xindan T .T_ < T , .

[} {1

Ao, se atrdbuirmos grau poaos e lementos de T, tersmos que TOV) uma

Elgebraz ~graduacs (positivaments ),




Exemplo - S¢ VU tem Lhase X = (xi} iﬁl’_

r LT B
2 lsomorfa a alogebras livre gerada por X,

. 4 . f .
onds I & um coniunto de indices, entao T

o . r f_ " .
Em particular, se U tem bagse (¥, entao T ¢ a alaelra liure gerada por {x2,

x LY r . - -
qu= @ fsoamorfa a algebrs polinomial CLx 1,

2. ﬁ!gebras de Cliffard e éfgebras Exteriores

e Fd
DEFIRICAN 2.1 — Seja V um espapo wetorial, Ume. forma quadratica ®  seobre Y

uma aplicagao @8 V s L, tal qued

"

1~ Biox) = a BxJ), Voeift, vz £ U

G0 B(x,y ) = @ {x+y) - Rdx) ~ Qiy3 é tri linear,

ascooiada

4

BV x V3 B chama-se formas bilinear

& simetrica (R ,y) = Aly,x 1) & Bix,x) = BEIx),

. f
Usar=mos & para definier uma algebra, Jdo seqguinte modos

DEFINIGHO 2.2 ~ Seja U um espago wvelorial e

Jn par ($,8)y onde § é uma élgébﬁa e & L e Y G

- r .
Boume forme guaderatice sohre |

4

Buiddentemnsnts

1
L4

uma ap licggaes lingar tal

4  q g .
chamacds vma glaekra de Clitdford sobee Y gssaodgda

a2 . _ ’
pug SEx y7m Mxd.1l, wx €V, @
- a o A - - .
Y W ome gsatisdfizer a seguinte proprisdachs: universals

4 . "~ . £ i ) o
e f e uma aplicegao linear oe Vo ooem ums alagshras & tal que FOx)

o - . ..
oV, entas existe um unico Bomomorfismo oe

algehras

;;]:

a

Glox .1,

+ f-tal

v

EHE

X

G




lagrama seguinte selas comutative:

a

L

hﬂ“fl ,
7

F 4
potamoe uma tal alasbhra por GV, HDY,
L ” " . - ’
BOREMA 2.1 ~ Dados V e 6 como scima, sxiste sempre uma  alasira oe (lifford
!
HULRY, unica & menos de ieomorfilesnos,
~ L . . ' . o

Demonstragac: Sedilam TV} a alastiras tensorial sobre UV, ¢ K o ddeal en

V) gerado pelos slementos da forma
¥ W ox - RQix il wx € U,

- - a ’. .
consicderemos aindda & alaebrs guUocients

TCYI K & TV —3 T{WIAK

o M .
3 projecac Canonlca,

dostrarencs que o par (TCVUYK, m o i),
e

LoV e T{VD
o r ¥ . .
# oa inclusao, = uma alasbrag de lifford scobve Vo associada & O, Jenotamcs

TCVIK por €, Obserwemos g primelro lusgar qus

(Crr o X x0) = Mxo.l, ¥ x €V,

E




Beia agora
fr Y e—s A linsar, tal yue
FOx ¥ oz Bixald,
Fela propriedade universal ode T(V) (of ) prop, 1,13, § acdmite extensso Jniaa a
ut homomorF Lemno
Fr8 TAV Y ey A,

conforme © diagrama

¢
r T

TCU) 5o
J 1\ \

5 as_h

Aaora, @
x €0, f{x @ x — Qx2, 1) = F£4x)y £Cx) - RQix)F’C12

ZoFCx )™~ QOx). 1 o= 0,

Ty
i

=

=
[
=

(x @ x - @(x).1) E Ker f7,v x E Y,
0 que acarrete K © Kep £° & entan
Frr T{V) s

- L . R -
ipduy & um homonoef ismo

tal que

gtrlw)) = FCwi, v w g T(VI,




o particular, se ¥ £ Y, temos

gl o 1x¥) = almix)) = £7(x) = fix),

que expressa a conetatividacle do diagrama,

pme ¥ ogera TOVD), (oo 2XV) gera O, de onde decorre a unioidade oe g,

LY R i . }‘_
Huanto a unicidache de §, supanhamas (8,8), (C7,8° ) duas alashras de

-~r r
Lifford sobre V associadas a Q. Entae exigtem dois homomorfismon ce algebrag

Wi G e O U ey O
310 : 8= uf v 8 = uB’,

ontorme o diadrama

. u u

81 c;

s60  implica & = wuf e F7z uud’, D unicidade da fatoragao das aprlicagoes &

* . r
g7, Id, = wou = Id,, = uou de modo gue U @ dsomorfismo,




?ES‘ERVHQ?EU dal =~ SBwjam V, & & A <Como na -:I--:--H.n'j.n;.'é'cx 2.1, Denotemos  por KQ a

- - . 1 ‘ L} | B

tdeal agerado  por x ® x ~ H{x), 1, para todo x € V (que & o ideal conzideradn
10 tearema acima ), & por I‘:ﬁ 0 ideal gerado por x @y + ¥y @ x ~ HA(x,¥).l, para

’ nr

todos X,y em V. B simples verificar, da relagac entrs & = B, que K{'sl a K,B
. - g - £ - . ¥ B L *

cefEI3. Alem disso, dada uma  forma bilinsar simetrics sobre V, podemos

. ' - ! . " ’ - |
ssocia-la uma unica forma quadratica de modo que elas se prelacionem como @B &
- . hind . 1} “ * l". - - .
3 da definigao Z.1, Assim, podenos nos referir & alasbra de Cliftford sobre V

. I I} . £ -
issoniada 4 uma forma bilinesr simeltrica dada B2

BCVLA) = T(U)/Kﬁ (x ogimibolize dsomorfismol),

. P ) . - . . . f .
JEFIRIGAC 2.3 - Quando a forma quadratice Q {ou o ferme  kdlingsr  simetrica
r

r
sesociada B)Y e ddenticamente pula, @ alashbrase de Clifford CUV,00 # chamada

I . i - s
yigebra exterior og alaebra Jde Gragseswman scobye Ve sera denotada por ACVY, A

nultipli-:a:;ga wm ACY) -5- denotada por x Ay (ag ihs.,u;f-; oa usual jua:;:l:apc}gin;:gw Xy
2ode x,¥y 2. Em ALV), temos

¥ A X = 0w, portanta, X AY o=y A%, x,¥y € U,
Ja  geradores  de KQ‘P@dUZEmTEG g x @ %, x € V¥V, de modo gue AV é.ngraduada
om0 quosients ode TOUW) por um ideal i-uamc:-;;gnio_
’ROPGSfQﬁO 2.8 - f prang36 cangnica 7 TAY) ey ALV injwtora em UV, de

=

aodg que Vo opode gepr ddentificado com sua lmagem (W) em ACY Y,

Remanstragae: 0% elementos e K. = KO sa0 Domkinaroes
lingares de elementos da forma
U @ (x @ x) & v, onds xgy

e A
» U,k sao homogensos em TOUV DY,




T

P
Ogu € & UV, Cgu € & V,
hind o
nktao W@ (x & x) @ w g
! £,
dal seu grag s=r Do mindimo 2,
. A ™ A .
geim, av componenies Momogensas nso nulas de um elemento de KO tem  #rau, n#o
L. 1
INiImd, o,
. . ' A ' s ' .
Cameo 08 elementos ode V tem grauv 1, concluimos qgue KO oMo {03,

Fd
woonde 7oe un Lsombrfisns sm V.,

J . . - ’ . -, -
O provimg teorema fornece a8 estruturas da  algebra cle Clitforg
sbre um wspagyo velorial ode baee indexads por um condunto totslments ordesnads,

+ " Jl. - wpe - » s .- oA
be & analogo, para alasbras de Clifford, do Teorems de Faincars - Birkhoff -

ug;}PBH), Eage Jltimu caracteriza a Lage da élg@bra o ivernts universal e
na élgahra_ de Liw g partir de ase oda élgehra e Lie original cof, THT ou
J1v, HMa 5eg§0 3 duetes capftulc eetudaremos outro teorema tamhém anélmgm an
W para él-;«;;&t:-rae; de Heyl, As prouss r.'j-t':-‘.EE-EE"_’:- dois teoremas a0 longas o
wrecidas com a do FEW, For BESEE rAIOPE PESETUACENOS & secso 4 para ambas  as

smonstrayoss,

POREMA £.% (PEW -~ CASH CLIFFORD)Y - Sejam Y um easpaco waetorial, fxi, LEXY uUma
yee  de V, onde J & um conjuntag totalwente ordensdo, e B uma forwas bilinear
imetrice sobre Y, Entio

giv, Ay (= T(v)/Kﬁ)
cem hase 1 o todos os produtos da forma

rr(xil) . rr(xiﬁ), sx1, 11<.,_<15, i €X,

T




“ , . - ’ . . ~
amoparticulae, i T{Y) ey (UL B B@ouma inisgao em V (o que generaliza 8
WOopOsinao W@, 5)

0 teorems acima permite, 8 pertir de aaora, denotar um e lemento

r{xi) € (V,A) gimp lesments poar xi.

" . u ¥ + - .
Obhwdiamente o teorema 2.3 # walido psra o caso varticular das

. .
ploebras extericres sobre U,
3. Algebras de Veyl e 4 :

. gebras de eyl e algebras simetricas

?EFIHIQED F. - Seja V oum gspago welorial =
An YaV ey @
ima forms bilinear alternmda sQlirs WY

"

iwto &, Blx,r) = —ACyyx )y ¥ x5y € Vi, Un par (W.vdy,

P

: LA £ N nr . .
wyede W uma & lashra e Y8V ———s W & uma aplicagac linear Lal gue

TR I¥FCy ) = 40y ¥l x )y o BCr.y)_ 1.

rara tLodos x,y em V., é chamando uma élg@hra e Weyl sobre U ageociacdas a A swe
satisdizer a Saguinte prupri@déd@ universall
beda A uma élgebra g fe V o—— A Limgar wom
FOx IFCy ) =~ FCOydF0x ) = BOx,y 1.1, %,y €V,
ntao existe um Unico homomorfismo de élg@brae

T R —




tal que o0 diagdrams seguinte seja conutativol

‘:‘ . -

+
Inotawos uma tal algebea por _Q-I(U,,B},

' . + f
"EOREMA 3,1 - Ttados V& 8 como acima, exiselse ssmpre uma alasbra de Weyl

’ . - -
WV, B), univca & menos oe ieomorfisemos,

ﬂemonstraggo: Swja TCWY) a élgehra tensorial sobre V., Seja L o ddeal
ailateral =m TOV) gerado pelos elementos oa forma
X @y -~y @ x - Blx,y).1l, ¥ x,y € U,

, .
jonsiderenos ainds & algebra gquosients TV AL

s FLV ) ey TLY )AL
3 aplic:ag;gt:n quacisnte, Mostiraremos gque o par
CT{Y YL, m e 1), onde iP5 YV e T(V) & & inclusac,

F uma él.gelzlr‘a de Weyl sobre V associada a B,
mwnotenos TOVIL por B, Claramenie, lemos: |
(i oo AiXx X o iXy) ~ {3 o 1iXydirg o idx)
= Ble.¥y Y1, x.v € UV,
ja aguora iV oy linear satisfazenda

Fx My ) — fCwfix ) = BCa,yd.l, ¥ x,y € ¥,

13

™




wla  propriedade universal de TV (of, ppopggiggm 1.1), £ admite ey tensaon

nica a um homdmordisme

Fr1 VY — A,

pnforme o diazrama comutativo

HUE Sy Parda Xpy € U temos s
Fr0s @ ¥y - ¥y & x ~ Bla,yir.i)
moF TR Ty ) = Ty Ty o~ Blx.w)FTCL

= F{e My - fOp)in) — B,y 0 = O,

F A P - - £ T 3 e :
Ly acariteta L C Ker F . Comessqguentensnte, f7 mdusz wm howmomarfismo

(I J——— }_&,f tal gue Giplw 2y = P lw) vouw & Ty,

noparticular, se x £ U, tencs

Gl o i3 x3) = oalmixid = F70x) = f4x),

quer expresss a comutatividade oo disarama

me Vogera TOV), (oo i)V gera W, do que decorrs a unicidade de g

F

A prova da  undgicdade  Jde Mo oe oa usdyal para obletos uniuvercais

ame e teorems 2,10,
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L

HEFIH!QﬁO 3.2 =~ Quando & forms ilinear B ¢ ddenticaments nula, a élgebra P ]

;2 2%

- - ¥ s 3 s .
Weyl W(U,0) chamacda aluekrs simetrica sobre U o sera denotada poar 50U},
Os aeradores de L, neste caso, reduzen-ce g
x @y -~y & x, x,yr &,

de modo gque owm WOVL,O ), Xy omoyx, Vo x,y € U, ou seja, S(\U) e comutativa, Alem

Fii 3

. . . . i n
dissn, S(V) 7 -dradoada como gquocisnte e TOV) por um ideal homogenwo,

~

5RGPDSIQ§0 3,2 - A prmjw;gm canonica s TLU)

rd
—3 SV B oum dsomartismo

am W, de omodo gue VO pode ser ddentifdcadds com sua dmagem W),

e ik

oo ! b Y
fewmonstragaos: Analoga a da proposigao 2.8

"ECGRENA O F.3 O (PAW -~ CHAEG  WEYL) — Sejam ¢ um gepaco wetorial, I um conjunio
‘otalmente ordenada, {xi, 1E€TF uma bhase de ¥ e A uma forma bhilinear alternada
inbhire U, Entac WOV, B (aT(V)/) tem hase 1 ltodos s produtos Jda forma

L O N T S s i =g y
i 4 i 4y I 1’ J‘].-:lllil.."l‘ " 4 = J“

1 1 i b

r r
am particular, e TOW — + WOV, AY e uma injecac em M (o que generaliza a
: hivd L L)
waposicas 3,20,

0 teorema acimwa permite denotar, a partir de agoras n(xi) £ WY, 80

iimp lesmente por xj_

a r ' 1} . - ., .
GEtewiaments o tegrema 3.3 & valida para  Case particuiar iias

.

r r
i bgebeas simetricas sabre U,




N
|
|

. Hemonstraggo dos tearemas de estrutura das élgebras de Clifford e de Wey] ‘

Antes de demonstrarmes ssgses  teoremas (2,3 e 3,30, precisamos

tracduzier alaumas teeminologia,

* +
Geiam V um espago vetorial de hase {xi, i & T3, onde J e um conjunto

walmenta ordenado,

B Ux¥ ey € e I UxV y

¥l
wmae bilineares simetrica ¢ aliernada, respectivaments, sobre V., Sejan ainda

+ . . .
V1 a alaehrs tensarial sobre V., Lo o ddeal em TOV) gerado pelos slementos da

A

rma

% @ wdy @ x - Bix,y).l.
;éra todos X &y aom Vow Ly a dddeal em TOV) gsrado par
X @y o~y @My o~ ¥x,y)ly W ox,y £V,
MBILeremes 88 élg@brag
C o= CLV,B) o T(U)/L.ﬁ,
W WOV, Yy = TOV Lﬂwv,

sghbertivanente de Dlifford & ode Weyl sobere U {of, secoes 0 @ g,

LAN . i ¥
Foro wm monamio i TLV) srtenderenas m tensor que & o 1 oou & da forma

. A ~r ¢ ’
i @,..q xl » Bl 11, - xu ¥ ij € J, Um monomio padrac & um tensor ogus g 0 3 o
- P ] E
+ . A 1 s -
a forma xi H, . & X. oy orl, 115"""E1p' i monomiao padran wetrito & um

i P
A . o r . . .
onomin paderso que & o 1 ou da forms xi @,,.®x1 s 21, 11 <“"(lp'
1 p

14




sfininos, para Qgidk=p,

G .4
: { Or s& 3,8y
Pk T
) : e ! ] .
1y s Jlka

A —~ ’ , , ’ )
sfinimos sntao o indice Jde £ por ing{t) = I .o .
Laidlkgn T

1SERVAGHD 4,1 - Beja t = Boa @ x, . Temos:
P

poo ¢ . L
YO dvadivce e e o numers o pares (k) l4i,k4p para os

X .
71

. , ) , . 7 , )
lais i<k nas Ji}JP, U sela, o dndice de T omeds ¢ quanto t deixa de gap
Fa R Y . .
momio padean,

x . & x. ®,..® x. , entao
T4 i Jp

Jerifica-ge facdlmentse que {nd(t) P {nd(t’)+1.

e He L4om B, ,.®

) Ge Jk>3k+l le

F Fat . u
VoInoddt =m0 == 1 é um moanomioc padrao,

- Fal
Fara p,d:0, seia Tﬁ 0 sub-espayo gerado pelos monomioce  de grau p
adice o, Claro qus TO:T , TO:T e T = & Td_ Eaorausmas tamhém: Td: 2 '1":i
4] G 1 1 I+ A0 P el

Fii)

. . 00 : A e ,
Finalimente, denotemos por T 0 wepago dos nonomios padross esiritos

P
. » Q0 . . AT A e s —
Fograg p o por T = & T o #sparpe doe anonomios padroeg woatritos,

pz0
- Lt A -
Mag proposigoss  dJdesta  segao,  as letpras § o W fazem referencia ans

geos Dlifford = Weyl,

M r o
EMA 4.1 — W ~ Toda elemento de TOUV) é congerug modula Lv a uma comblinageo

N . e
inwar de monomnios padeose.,

17




£ LA . ~r
Hewangliragao: Basta prowvar para monomios, © que farsmos por indugan

Q

. ’ . . ) .. e
erddadeira, portanto o e sm TO & Tl' Figxemos p:l @ suponhamos a afirmagao

'J' . . . o r
b o grau e o indice, Fara T, = T1 a atirmagao do  lsma &  claramente

’ I:’ “"1
ylide para @7
k=l
Swja b= x. @,,.% x, € T, Q¢ L for Padrgw, ada hé & mostrar, Seijae  d:l
R |

F o A -
suponhamsos walida a afirmagao para teddo monamid o em &

aur

T;u Suponhanos  entan
ey Td. fAseim, sxiste KWECL, . .,p~13 tal que 3§ 3j .. Temoss
P kO el
x . & x, - X, @ x ., ~ ¥ix. ,X, dol = & ¢ | ==
TS B T S M o Tk !
x, @ x; = x,. @x. + ¥(x, ,x
e Tk Teer In e K
o= ox, @,..® ¥, omoL L L8 X @ x. & ...
11 ’p ki1 Tk
/\

¥, @&
T

)..1 '{ -@; pe—riss =

@, .. @ xj + &7, andde

+ ¥lx . ,x%. yox. @, ,.8 xj .
| N 8 . )

ookt

€ L. (o simbolo x, @ X ., significa que o termo x. @& x. RAD QUOPre
¥ 1 ke ko4 3 i" 2 bk

) _ ‘ ‘ ek
X, L .® o x. ). Como o primeiro somando acimas wsta wm T & o seaurndo e
11 . 3 =4
[
7 o lema segue por indugao sobre poe ol E%

. o e . ., ’ 7 ' . ) ~

rErg 4.1 = ¢ = Todo elemsnto odee TOUDY & 2ongrog modu lo LF a Uma caniinagan
.....‘

[A w» i
linear oe monomios pacdroes sstritos,

. r ) ) ) M B LY
Demonstragaas Frimeiramente provanos, de modo quase identicoe a provea do
’ . ) r i ’ . e
lewa 4, 1-8, que todo elemento de TCV) & congeruo nodulo LB a4 ums  combindggao

. A ' ~ ) . - .
linwar de 1 e de monomioce padross, Desss forma, Lesta demonstrar & atirmacao

) A ~ ' o wr
Jo lema para monomios padross, o que faremos por indugso soirs O grad.,

18




& T?" Fixemos pzl

E17]

r F
wiamente a afirmagao e verdadeira para o gsub-espago Tg
, . p-1
ponhbamos o lema wvalido para o sube-espago & 07
k=i

ja  tEx, @...@ x. €T, Sa t nao é wetrito, existe Kk, likip-1 tal que

.0
K

X @ x f % @ 2z - B{x,x 3.1 = £6Lﬁ premh

¥ @ x = 1/78 Blx.x),1 + & B )

J fa)

tom L/8 Blx,x) xj @,..@‘ffgh; B o,..® x, o+ &, com ATEL
. 1 R

' a : . 0 , ~
we a 1 parcela gsla em Tp”mr'ﬂ lema sedus por indugao, i

WOREHA 4,2 - W, (PHYW -~ TEQORERYd 3.2) ~ Com a ﬁmta;gm aolma,  temas  gque  Q
F
miunte €1, x. ,..x . & 3 €Y, d.o4...83 , nELY e ums base de WY,y
iy Jh I 1 n

emonstragacs Sejam B o supaye wetorial de base (x| % R 5
i Iy . 1= T
sLla, Hm = 0w R oo & Bn“ TEUPSHPANGE Construls uma-apliuaggm T

of TAY) ey [

i M

tisfarendo as seguintes sondigoss!

i3 ol ly=ls

P} Cil3 glx ., @, % xX. ) = X, .ae %, ¢ W J,3,..21
3y 3 3y i 1

Cidid) ol,,. & x. & x. @0 = gl . @ % @ x, @,
Js J9+1 J5+1 =)

-."""“‘"""‘-_ﬂ
+ ¥(x, ;5. Yol . @ % @xj Bw.)
Js Jﬁ+1 & s+l
T r . Fa¥ .
ssag condigowss, teriamos, de (12 e (i), que & images por o doz  monomios

droes  sap uetgres  linesrmente independentes de B &, de (iii), gque o anuls

. Consequentements, L?ﬂTO = (0). Mas pelo Jema 4,31-H temos que

TCyy = 19 4 L,
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wtanto

TeyisL @ T | (1)

A
meiderando agors & sequencia exata de sgpajgos wveloriais

0 ey Lv-wwm-+ TV ) ¥ W » Qy

mos, TOV) 2 L, & W ' I,

: ds ok . . o A
Salmente, concluiridamos de (I) e (IT) qus Tozw, Via Projegacg canoanica, O gue

monstraria o teorema,

. ra -or . . Lo o
Tudo o que temos a fazer =, entac, construir uma tal aplicagece o,

Finimos ol ld=1, G(xj)zxj, v €T, Supanbamnos pr3 e que o esteja definids em
-1 A
¥ Tq satiefazendo (¥) para todo monomio de grau sp-1.

) D
g t&Tp,pwmog

gl ) = R S

¥
J 1 - I
. r . .
pontamnos Incd(t) = d:dl & aque 7 tenbha sido definide de modo & satisfazes (#)

~ -1 "
ira todos os monomios de N

k=l
tiste _ b€ {1l,00ey B33 tal gue JH}JE+1,

Ow oz,

wfinimos
ottty = ol ,,.@ x. @ x. &,..2
H 41,

e

+ovix. . x. Yol ... @ %, & x. @, ...
Yo ke an et

a ’ . ) ' =1 A
1l parcels desta soma, o esta caloulada swm oum & lemernto oe TP B, na & o, o
Fi ’ o
sta caloulada e um e lemsnto e Tpmﬂ « Lowmo, pelg hipéteg@ e dndugao,

4 E . b . -
sriamos  cohstruidcdo o gsaticsfazendo {(#)., S0 precisamos entao verificar que o

sta bean definida, isto é, que indepencs da escolla do par jP>jP+1’ Gwja wntao

. . N ot
um gutro inteiro nas cmndagoes-de [




LEC L, vy ri=1) com NRANIPRE

Qnemads

wom ool L@ %, @-x N B B A T ol L. B x| @x i  ) 6
i1 Tk e et T Tk

vomoo(,, .8 xj & xj e *{(x_i 1 X Jol oL, ®x . & x ., B, ww )
- L+1 L R T Y L Tt

nr'eimplificaggu i nutaggm y Y, = xj "

: 1

pGE GJOlES TAHOS

I

casmos k—-Lzd:
i

U o= oel,, @ Y &Y e Y Y, @...)

k+1@ I
@ v &, ,,.® YP@ Y

Bl @ Yk@"')

L1 ®
ol L. L.8 Y

L

t® Ty )

LERASLIPER S

NURSEE

= ol...@ Y, @Y a..d Y

e

+ Y(YL,YL+1)G{__,@ YL@ ¥L+1®_,.® Y, @...)

\k+1® [

e

& YL®...@“Y @Y, L @0

+ ?(YkrY b Kl

+1

ERCATETL ]

FOYCY LY OVEY L Y00 @Y @Y e, 8 Y,

por outro lado

9y ):

1

b Foes

oz gf ... @ YL+1 @ YL@,,.@ Yk @y B.o..?

k41

e —

)G(...@YL @ YL+1®.n..Yk @ Yk+1®"“)

& Yk@,,,)

RARIRA I

s G(..uu@ YL+1 @ YLW nnucﬁ Y}I;+1

e —

+ ‘;(YI':’Y ’:,.u..@ YL+1 Q@ YL@--_.@ YI”: i Yl’:'{'].@-.“.)

k1
T

VY LY 0000 @Y 0. @Y, @Y E)

+ V(YL,YL+1)?(Y . al . ..@ YL & YL

7 k4 i k+1®"">

+1

g, umy,
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' asod kmbads

BNO%

auaiteryte, sy

ROREMA 4.2 - &

anjunta 1., xj

u

1

[

i~ a(,..@YL @ YL+E @ YL+]®...)
+ ‘!(YL"}']' L{M -uu@: YL @ YL_{.l YL+£@"'.)
P G( u:u@ T‘L_iz@ ?L@ \fL'{i uun)
FCY Y o008 YL @ Y gp @ YLy @)
+ "f( YL'{".I.,YIL'{'I.: )G{ " ."& YL @YL+L@YL+,~1 LI )
BBV g B gy )
+ V(TL,YL+1)G(...@ YL+¢ @YL@YL+1 S |
'i' "i(YL ,YL 4:;:> o oa ‘.@YL@YL %‘E @ YL _*‘1@a non )
T
LARTS TIPS PP LI UL I A TR PR R
5ot @Y L BY B e )
d"'—.m_-\— .
FOUCY LY L 000 L BY e @ Y8
= ol 0 Y BY L @Y 8
-}“{(YL,’YL'{'E)O‘(“"@ YL‘{} @Y @{L{n ulu)
£ Y LY 00 (...8T @YLH @ Y @)
5ol @ Y @Y, @Y.

. {
P TLege

I

Cooa®Y 8V 0 B Y 8,00

. O
+ J(YL,YL+E)a(.,.@ YL+1 @YL@YL+E@“‘)
+ V(YL'YL+1 "‘@YL@YL+1 & \L+E@"'>
o tearefa @até-d@munatradm;
( PEW-~TEOREMA 2.3) ~ Com a hutaggo anterior, temos
...xjn: Ik & Ty 31(,..(jn, nrld & uma basge de (V8.

L

O




ﬂemanstraqﬁa: HSedam Cn um  espayce wetorial de base
Canald vy nelldy Cowll & C2 &
: n v
nz0

! . " ~ "
ipenbareos construica umma ap licagao linear

T(VY v € satisfazendo as sequinties condicoes:

(i) (1) = 1
(ii) (X, @, ..¥% 2, ) & X, L..X, ¢ se . {.,,{i ¥
) 3y Iy iy U i p
Ciid) wl...® X @ x. @Bowad = 70 00X, N S
& Yeti Yet Ly
toBtx, .x )1(....@§i @x: & )
g s41 ’ © a1

F ra
Nessas condigoes, leriamosg, de (i) & (130, aquse &  imagen

A e . o~ . ,
momlos  padroes  estritos sag welores linsarmenis indepencentes

ii), #wue 7 anula L

ﬁu
. .- o0 ) \ .
Consequentemnente, LﬁhT =0y, Mas o lems 4,1 ~ O iz gue
tho TCU) = Lg @ 700 (13,
nelcderando d90ra a 5@qhgncia exalta de wgpagos uvetorials
O m——— LB s S QLYY 3 y O, tenmos
Y = Lﬁ B ¢ (11
e el ) v e 7Y
nalmente, concluodiriemos de (1) e (I1) que T 2 ¢,

g demonstraria o Lteoremas.

{x .
3

-nnx- :

1

por 1 dos

Lo, e

o 0

. o0
TV =T "4l .
B

B . et e’ .
L& |:?i""(jJF.i'|;:EjC:l carncanlidia, O

o £ L
Tucde o aue temos a fazer entao @ construlr uma tal aplicagao 7,
finimos
(i) = 1, ‘I‘(Xj} P xj, v i €T,
=3




p-1

ponhamos  p 3 & @ qUe 7 ssteis bww definida em @ Tq
' q=1 .
N ] .
do mopomio de arauv £ op=l.
i oz ox, @, X, . ST = TQO s POMOS
e i, * i B
1 i3
L) = X Laek o
44 Jp

wponhamos

por X.

=g a0t asmos X =X
I*' Jt.'*’ln [F«H i JL JL+1
sfinimes
-F"'JJH""—'-_ X
() = (Blx,x WEI (x, @, .8 & &, , @ ),
Ji . J
.
JEETVARDE que X @,.;@; @ @...@x. €T .,
' Ji Jp P

( " .- - - " -
e ja temos v definida, Regla mostrar qgue & definigac acilma

at o
seplbhies oo "termo o oen repetigaa“. Suponhamos entae em € gdois termos X

nr &
spetigan, isto =, que U swia do tipo

X, @, L@y &y @& .8y &y &, .. @ %, .
5 ' e

Hhas, por oum lado que

L

TOL) 5 Bla.x7(. ... 8x @x B, % y @y &,
¥

w BUR.x) CRCY,¥) 70 .. . 8Bx @X @...8y @y @...))

——— T,

2 e

(hipotegs ds induggm sobre pl

: T s .
= Blx,x) Ayyy ) T(,., . %x @ @,,,. 9y G &, ..
4 .

por ocutro lado,

i
— T

Bly ) a(,.,., 8 x @ x @, ..0 G @, . .)

Wit

T{ L)

=T, .

s,

— W’-’-.d-—"‘ﬂ_
= Bly,y ) BLx,x) 70 ,.,..8x @ &, .. 8 G, ,...)

: e =T
_Bly,y )y BOw,x ) o, @x ®x &, .. .89y @ &...0.
= o

r . ! . . = - .‘.
entao t € T? nao ewtrito, isto e, sxiste LE {1, awsp
i [

tal

1ol seehs

=

y

saltisfazrendo (#) para

e

33
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- ! P .
g  iousidade dos  doig resultados  encontrados, egta  Drem  definida  em

Pl
Co T e 1Y,
gml P
Seia adgora tom xj @, ..% x. tal que CAnd(tY = 4 1 e suponfamnos que
i 3]
tenha side definida de modo a satisfazer as condicGes (K) para todus os
A d-1
atomios e @ T;, Te ol 2 L, wxigte k € (1,...+p3
k=l -
Al que
I 7 gy
=Finimas
it = 2(,..® x . @ox ., ®,..7
ki1 7k
+OBCx; xy )‘r(.,_@!;i @lxz ®, ..,
R k41 "k 41,
‘J.a parcela desta soma esté = | Tgwl I Sa i Jfy pr@, onde T jé st a edafinida

F; . . f L
#la fipotesse dnduotiva. Assim, se 1 estiver tambem bewm definida neste casa,

- 4 . o .
sriamos construido a aplicagao desejada,

Ll

r . " A .
proaves deste fato & quase identica A oda parte carrespondente do tearems 4,5

. . _
e sera omitida aqui,

. Representagac de uma algebra de CIifford em uwa afgebra exterior

Seja Zo wspago ustorial de base
{z. .5 1 €23 C B 7% F ——n
2 i€z B Ix 7
forma Lhilinear Eimétrica lefinida por
= BE ; S R E
g(zi,zj) b1+3,0 s ¥V i,3 [A

o

a4yl




F

\ razan para tomarmos uma base indexada por Z @ a forma A Como  acima ® Con
’ _ ¢ . ’

.etas  an que e fara no Caprtuleo II11), Denotemos por COZ) & alaebra de

3 I ) - . 0 - . , AT

Lifford C(Z2,8), Pelg teorema 2,3, CCZ) tew kase 1 & todns 05 monomios do

Lo

z‘ unuz' : j{xnl:(j ¥ J ez-
H n !

¥
ING élgebra, LCZ) & gepada por
C'zj: i €33,

3

1 El - \ il xl
G os r, s sujeitos as relavoes z 2. b z.oz. = & 6., ..l
' J 1 J i iti,0

Congideremos aa0rad o sUD-e&PagQO uetorial oe 2, 7, de Dase

z .8 jrid
€z_3 Jeld,

Yl Fi ‘.' _:
laraments, & restrigao ods B a L xZ e a forma nula, de moclo gque COZ_,8) =
Z.). Obtemos uma Z-gradusgac de ACZ_ ) atrilbuindo~se zrau (~3) av  elemento

it e dgraug (1) = ¢,
1GEiMmy,
ALZ ) = & A onds "10 = [L,1
nxd n

fal
» para cads n:l, o subrespagco homoaeneo A“n 1en copo base oz produtoas,

.
N S PRE ST O I R S

P
- . # r
g I [ §
ar s L .
Wsepruenos  finalmente que g dimensag e A-"n oo numero de partigoss de noem

Veiros positiuvos sem repetican, por exenplol

B = CuCz_ )8 GCz_ Az ) @ BCz_gAZ_p)

—

IORENA  5.f -~ Sweja Fh 002 ) e + EndCACL ) honomoefisno de dlasbiras
3l t:}u»-:*

‘f’(zj}(l} = Q0

#lz_ 0w @ oz AU, 1::-&:';{.4 Y0 e w & ALZ)

‘P(ZO)KI} e | |

PCLNW) = w, para w € ALZ ),

26




-

& uma

ntio ¥
p e ador ?(zj) ety amray j, ¥ I € Z.

Utilizaremos & notagao de modulo, isto @, para x€MZ) e wEA(

;u an inuéﬁ e POX WMw)i.

-
ol

Aewonstragaa ! Considerancdo as relacaoss z_. 2. +
Y i 1

P
d 11

et S . . . F ot
N peg elch-3 definidas no esnunciado, proava-se por induscag sobive @
Qe g

1 "y

i) Fara 121, zj(z_
n

el 28
=1

856,

i ..{_.‘: Au LI Af. .

ﬁ+l(z

2 o

0 (=1

CE , Auaa
. il‘l

. R r . -
{(Fara ilustrar o metodo wtilizado na prouas s

Azwk )
I't
i) & (i1

asvaeo da indugao de (1L)0 quersmnos a sxpressso de z

g

EL . 0“1“ Fazencdo awir em 1 & A(Z ), obiemos:

7. =
ol CO
Far]
L

ek, 0t

bj“k,O”l

Fac Y 4y
26, . el

(zjz“é + oz zj).l = (ab ]

ke
2.1+« 2Ty .1

o &

(1.2 A7 )
5%

-k

zj(z __,1) 4z I A

-t (2::j

.

“k‘O b

&

-2z 10 ke ik, on

ety H O F By ot

& 1 € ACZ_))

'....I-“
'\

2.2 = L=

b

il . k] -
stendendo  as  agoes por lingaridede, oblemos  em ACZ )
- # .
(Zywodulo, Obsgervemos gus, @nquanto 2 =0, v jr»W, 0o 1l ge=ra
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A ALGEBRA DE LIE AFIN A,
. é!gebras de Kac-Moody

- . . ¥ . T
0 objeto central degte trakalha, a algebra oe Lie afim
219
'. r
F 4
saria wgeral de  tadis alegsbras, uma wez gque estaremnods preocupados com certas

- e . . 1) . r
s lizagoss concretas particularss de ﬁl . Mo mntanto, alguns ocomentarios

+ I - r . . 1 . " . .
e g teorila  gerasl gse  farem necessarios com o intuito de localizar mails

-

F . T
g uma oas chamadas alaebras e Kac-Moody ., Mae pretendemos  abordar  a

. { ' ' - : e :
cecicamente & como uma alosbra de Kac-Moocly . és consideracoes ogue  faremos

1
to aprofundadas For exemplo nas r&fer@ncias fMad ou LPFMI,

Hagicaments, & itsorig das élgahrag Jde Kao-fMoody é umea
tensac da tepria das élgwbras e Lie simp les (Oﬁ semi-simg les) e dimensao
nita sobrwe ﬁ, desenvoluida por Killing = Cartan ha mais ou menos 100 anos,

| =1 .uada élﬂebra e Liw semi-simples de dimensan finita o'
tare € podenos aseociar canondicamente  uma matriz. duaddrada A o= (aij) e
|téir05, conbEcids pela nonse de matriz de Cartan, Bssas matrizes determinam g
menas o dlesomorfismos ¢ e raracierizam pelas seguintes proprisdacss’
:).aii = 23 aij L 0 s fgj aij = 0 = aij = D
) todo menor principal de A @ positive,

Reciprocamente, gqualguer matriz .d@ inteirocs satistazendo
Y e () é matriz de Cartan <de alguma élgebra de Lie swmi-simples g, abhtida

nr . R F
a geradores e relagoes  gue  envolvem  apenas os inteliros ajjy atrawes Jdo

carema de Serre (of, ESJ).
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Mo final oda decasda dle 60, V, Kaz & R, Moody simultanses =
14 . . . .
wlependentements, Zonstrulram alasbras de Lie 8 partir des matrizes ode Cartan
\ R ’ . . . - . F.') F.
sroeralizadas, dsto e, matrizes ques satisfazem a condigan (o) acima mas nao
. . * o . r '
rzesgariansnte (pl, Tais algebras sao hoje chamadas & lasbeas oe Kao-Moody
. R, Vinberg clasgifica as matrizes = Cartan
. A L . . . ..
sppepalizadas  encontrando tres familias: as de tipo findto, as oe tipo atim e

) _
e Lipo dindefinido, &travwses do teorsema ode Serre, as oe tipo finito fornecem

,. N - . N - - k] '] + - .
5 atwehras de Lie semi-simpeles de odimenssa findtar as de Lipo atim Fornscen

'v - + T N a +
3 dlgebiras Jde Lis afins {ou cle Kac-Moody atins?, das quais ﬁil) B0 B0

: 2 g o-B, : , Ca
wticular que corvesponds & matriz [“h ﬂ]; eoag de tTipo indefinido fornsaosmnm

r . £ . .
5o lasbras de Kao-Moody hiperbolicas, ainda pouco conhecidas,
» ! c . . B : ’ .
A teoris Jdas aloebras de Kac—Moody includ a teorie classica
. . ’. LY S . ,
wo caso especial, Juntaments com os analogos as  nogoss  fundamentais  desta
. 4 e L !
Mima, tais comeo sistema de raizes, grupo de Weyl, represspntagoss , eto, Alem
. FiY . . nr F ..
tasm, tem sido crescentes as aplicagoss das algehiras de Kao—Moody afing em
i . Fi K . I . 7 o
irias arwag tante da watematics come da fisica , Alias, as consirugoweg
~oL A A s . A
eonicas ¢ fermioniceas  que  farenos no capitule seguinte Llenm seds nomes
. £ . o nr
lasdos - a conceitose fisicos, conforme menciopamos na  dintroducao st e

raba o,

A é!gebra de Lie Afiw HEI}
Seje g a algebra de Lie simples 3-dimensional sl o,6) Gue
meistle das 2x2 ~ matrizes complexas de trago O, O colchete de Lie em g .
wmutador e matrizes, S lomarmos a base b o= [é —? ] v [g gl o= [? g}
a3, teremoss

Ehy“ﬁ':l - .':"lFE'y Ehr'F] = "E'F:r t*:‘rF:] i hn
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Considersmos tambem a alaebra asssociativae comvtativae de
e . .. AT . - -1. . .
mepnsao  infinita  dos polinomiog de Laurent CLE,t 71 na dndeterminacda L, que

W A - o ) g
mesists <os polinomios wmw t & L 1 a mosticientes complexos T oa. 1 4 )
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A -1
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Eﬁr%j = G, Ly @& tl, y @ +7 3 143

= I - £ % I R AL 3 Pog
L.yl & ¢ 4161+Jy0(tr\ryr 1y
ra todo x,y€g, i,i6E, onde trixy) £ 0 trago.do produto das Sx2-matrizes x o

1 el . . hinl - - . ’ . . '
A8 2.1 - op multiplicagao acime definida & alternada, @ satisfazr s Ldentidade

A ’
e

)
Jacobhi., Consequentements, 9 algebea de Lie,

r . r _ . LA s i ) o 1.
E&munstraggdﬂ Bue @la v alternaca {isto e, La,al=0, v a€a) ¢ imedisto do

4} . !
do de ger o central em g9 & do fato do colohete de g ser alternad,

Para demonstrar a identidacde de Jacobhi, obssrwemas  guE Um

m

Fa F . s Wy B = 5 .
eento qus laguer d€g & soma e elementos G0 tipo w @ 17 4+ A, WS mEE @ AR,

Sejam entao

b

P4 oo, bzy @ 17 4 B ow czmz &t 4 v

a=x & t
[t OUEMOYS Gy

Ca,lb,cll + Lk, Le,add 4+ [o,la,0I3 = 0,
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La,f,cd] = Ox & t7 4+ S, by @ L7 4 Bo, 2 & L7+ woll

= Cx & 7+ oy Eyyzl & t3+k + 6 (tr{ryz)). =3

. itk Q
. - Citithk - " v ] .
= Lx,Cy,z]13 & € + 1bi+j+kr0(Lr(xE/,5J)?u_
ra Logamente, obtemoss
. e p o - Liditk e N . o
ChyLmeall = Ly, Cz. 213 & L + Jbi+j+k,0(Lr(yLz’xj))”’
CeoyLabhdl = L2,Ex,y11 & t1+3+k + kb Ctrizlx,» 1)

_ 1+J'§!"sy0
Fal . r )
w4 eiprsastoes obtideas, resultas

itithk

manclo as tr

(Ex;Cya2d 4+ Ly, lz,xd0 & Lz, 0,13 & 1

ifitk,0

+ & (1 tedx,Uy,eddy 4 3 tedy, L2, xd) + Kk triz,Dx,y1)

.4 . . : ) . v . - .
A 17 parcela acima & nuls, deuvido a identicdads ce Javobi em

bl

& .
A 2, por sua uez, o igual a

4 r = . . . — . . . . s . -
bi+j+k.0‘i trixyz) i ir(xzr? + i trl{yex?

g tr(}xz) + lu tedzey } - B trdzryx )

{13 (23

= ai+j+k,0 Caditk X tri{zyz) - trixzy))Y = (O
1) se deuve go fato ode que Ltedmn) = teCnp) & (2) & obtids analisando os Casos
K = 0 ow ditjtlk g O,
’ o~ ” ar A rs
itagao? A algebra e Lie de dimensao infinite 9. (= gl(ﬂ,ﬁ?i é toa e m

(i1

’ -, .
motada na teoris Ieral dag alaehras e Kaco-Moody por A1 . Ela ® a mals

£ . . .
e Jes das algshras ode Kao-Moody aftinsg e, certamente, & mais importantie,

ASERVAGAD 2,1 - Utilizando a base dada, wverifica-se facilmenle que a

Al ’ r }
strutura de g pode ser descorita atraves das r@la;gea seduintesd

(1) Lol @ €97 = Ce,e ® 93 = Loy f @ t77 = 03

& x 1 " j N - B .
(2) Lh @ th, b ®t73 = Bib, . gef
(B hetl, eat!lz e ottty
4y Ch @+, + @ t73 = -2¢ @ +73;
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(S) Fe @ t%, o @ 1771 =Cf @ t*, + @ t71 = 0

it

(erre aty, f@tt1=n oottty g

. . [t
iti,0”
ara todos 1i,Ji&Z
Legas relagoes podem ser reformuladas com a utiliza;ga 0 g
L4 . - - r . " - »
eries formais, que passamos a9tra a Jdescreusr (A teoris de series formais que

r
tilizarenos aquil Sem malores conentarios pode ser sncontracda por exenplo nas

. A R - N . . L
eferencias [Fil ouw LLALID, conforme ja mencionado no prefacio),

i3]

" . L . ) .
EFIRIGHT 2.1 —  Ssjam §, C1 + . wardawweis formaie que comutam » considersnos

r

, -y ' . e A
g seguintes  sercdes de Laurent formais em §, com costicientes em gl

FOEY = L (h @ tior?,

jeL

wC0Y = L (e @ ¢,
SeZ

ey = & (F @ e,
jEf

sfinimas tambem a Eéri@ E(¢ty = X CJ & o operador diferencial formal
' jef
= gld/dg s, de modo que (DEXEY = & C‘J .

FEE

ROPGSIGAD 2.2 -  ps relagoss de colchete (1) 8 (&) da  ohservagan 2.1 podem
gy dwecritas reaspectivamente pelas rela;5@$ (170 a (67) seguintes:

(317 ta,h(tikj = Ec,e(gi)B = Ec,F(CI)j = OF

CET) Lh(g, ) heE, 00 = & (BB XY, /0,003,

A S I A TEL :'g@<¢0>5<¢1/¢¢>:

(47 [heg, ), Fig,00 = wzf<c¢)5(c1/c¢>:'

C57) (g 2,w(g,0T = EFE, ), (8,0 = 0F

(67) [T, ), 700,07 = RCEECE /8,0 + CIE T, /400
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Em  outras palavras, a6 relagoss  acima  determinam comp letamente a-

) A ) } ) }
satruture de colohwetes de o, 1o seguinte septidos caloulando & compacands  os

L=

- i3 . . ) - ~
coeficlientes e Clc e dyJEZ,  nos  dols lados de cada wHuagaw, obtenos ag

=4

al

£

formblas correspondentes da obseruvacao a.l,

e
Dewmonsivragaer B (170, tenoss

3

1 o O

Lo (g, 0] = 0 = [u, Ez (heo@ Lo
o i€
Lemminnd }: L r"g'LJ )JCi Y
BT -
ey Ly (e @ £33 2 0, v jeZ,

- r ; .
e san s formulas dee (1),
. " . ’ s . . . . . I I
ligssas forms, (17) expressa numa uUnilce daualdade as dnfinitas foroulas
. oo - . . - o o .
sontidas e (13, Eewna ubﬁevwagaa naturalmente g aplicae para as formdlas dse

(20 & (60 =m orelagao as de (2) a (6)),

ET + . r .
lag demals werificagyoes, & ulltima & a4 mence trivial ¢ 8 Faremes a deguied
_ o 2 F @ thpda
ieZ JEE
L JE R |
=z Le ® i ,f @ tl30rey
i, €8 -

CeCy, 2, fC5, 00 = [ £ (= @ T

(]

?0? pultro lado,
'h(Cﬁ}ﬁicl/Cm} + (ﬂ5)(C1/C¢)G

2C (k@ tYg0 I (clxcﬁyJ) +
ic? = ez = k&L
(ho® t7) gLey/bn + 2k ci/cﬁ e (Llmieg)
= " REE =
yedzett b1k ehsel e
= KEE &

iy b

=ifjer

_ 5 g+L
...J_{:LEZ( %ot

r r
ara wata some oy series, {emos a serie

_ _ ann
m?nEZ dm,ncic:f.:i

nal que




Chy @ to) boomes,  BE mImeen
‘m,n . { :

m+n .
Cheos 1 ’ GEBX

P . o . . . . . . '
ITnualando os coeficientes das series obtidas nos doils desenvoluinentos

efbzontera MOE &

Cmtn

e @ t"F 2t s k@ + md

it -0 o

r Fr
gue & & wxpreassso de (S,

3. H;J) na graduaggb principal

. A
Sejam h o sub-egpajyo velorisl de g de bhase
2 j Bitl '

tho® =7, e @ AT,

femos:

+ . F r i . A
LENA 3.1 - b ow sube-alyebra ode Lie proprie de g odsomorfa g @,

denonstragaca Vaerifigquenos primnsiramsents  gue 5% @ sule-abgebeas,

L8860, baste werificar que o ceichele de dois elsmenios ds Dage

Rene ol

o AN AR R
RN tuj4ij - 0p @ tu14w311 +

— i

Ch & %
ZitEitl

S0 4g541,0
+ owi6,, O e o= ome g tSRPEITE g

= Be @t Si+23i+1,0

15 demais wverificagoses gao igualmenie siomples,

. - A '
Considersmnos agora a aplicagaoe linesr ¥ 2 —— b
lefinids pari
: 37
[ i s 3 1

AL

R

YV omeNEh,

CLpd b 3oy

auima,
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Verifiguemos que ¥ o isomorfisme Jde Lise (que & bijegso, & cbuiod, Temos, por

exenp 1o que

ele @ td, F @iz mn o v s . ey ethe Ty 4 is 0 el
iti,0 i4],0
Si48i

Iy Lok Deis cobowm SR L0 ¥ niy 8l

=hat iti,0 iti,0 ' iFi,0

T

Ay Prasiacr sk,

gi-1

itlg gy g

LPce @ £2), wif @ 1700 = e @ ¢

[ I R L
= hog tSHED

+ {51+ 13 E).‘;-::l“}g_'j ,.Gl [ "

artanto,
eLe @ LT, F @ T3 oe Dpte @ tT), WF @ 7o,
e wodo Lguaimente sinples, mnostranos fue

Pha,bd = [PCad,fih)l, para quarsquer & < b na bhase ode 5

Lot € e dsomorfismo de Lie, ‘ B

- ’
Fassaramss aaorad s  weludar . dma oulira ass dw B o, atraves g qual

o Ll ] . 5
abcbwremos & graduagao phincipal de hj

SerJaml

o etfy w toitE

[ IR
(eatbis @ podtL

s
i

. Para tode €€ .-

<

)
H
pea
&
.

r
Toeiaments o conjunto CB@j+1, i s JELY & uma base de b,

a+
-

:ﬁ

I i
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FEOREMA 3.2 - A corvespondente estrutura de colchetes de b é:

(11} EE,BiJ s [C’Xh] ol § B

(E) LB BT = “16x+j,0 | :
: o . ' : I
k! T e B o

o -q PR

{(3) LE, X
i

, |
By s k+l € ET41 , _

i

(43 LX X 1 y _ | |
21 kbk+L,0 oo, se kilo€ GZ _ ]

’ . ’ ' . . p .
Yiew Jdisso, B oe ume algebras de Lie E-graduada, isto =, Ho= &% %, , omde
' JEE
L2} r .
j%i,%jic %j%j B 0% subegparos homoleneds sao os eedguintes (oancde (al,.,.,a }
. : I

lenola o sub-esparo gsrado pelo condunto Ca

1!’ LI LY !dn:}):

. o= (ﬂ,XO),

(Bj,xj), g o ow impar,

=}
¥

¥

B o {xj>’ @ o par Ao nulo

‘ - : r . : ;oo o
OGlvgervemos que ¢ grav de cada =lemento basico Bj, xj @oigual an sed dndice ),

r e r )
Hewmonstragac: VFara as relagoes de colochets tewos nevaments temos varios
L . . ' . ~
ragos & depidficar de o wenelira  ssamelbdnte,  Escolbemos  aquelss  due conlten  a
r .- -r R - . .
acniea de demonstragaec o ser aplicads nos demaics,

' ~
12 Iwedisto, desds que o & cantral em 3y

(4] ’
3 1 wasogs Kk oimpar:

LB ,X, 0 = [iatf) @ £, (matf) @ £%

: "
k i

+ F & 17
i

Lo @ 7 + f @ t*,-¢ @ ¢
= Cw @ ¢, 50 & t37 4+ e @ t5,f ® th1

trf e tt,ee @1t or @ it e ks
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N , iFK - 14k
= h Bt AELIURINIE @ % + »5 Y

R Citks = ooh e U (idk pars

Bho@ H.,O

1!

F R ke

Mostremos agors guw- L%i,%jjc%i+j "

?.caﬁoz E%,,hoj<%0

Im elemsntso tipica u %0 e ol & 1 4+ Ao, a,B & O, Entgu;

Lo .l@i +ﬁi...,d-.,||(§iil +‘B,.,|J--LKQ,..,LI¢@1 @ 1l

j .I. i

i}

= oaL o, 5 oo =t
- Qiﬂ,muuuo.do‘}.o,o.f ¥ &- .I.\O.

Il
casol Lh,. b, 3Ch,, 1 dmpars
—— ORI T I
£, . r ’
e lemento tipico de %i, i lmpar @

ale + £ @ t5 b gl + ) @t (o,B € €

s oas @t b oof @ tt - R B TR A2 @ t

s Ca — Ble ® Yo+ (a b A3 @it
ssim, um tal elemente pods ger escrite como

ve @ t1 4+ Af @ LY,

ara abh @ 1 + Booww BO, Lemos
Labh @ 4 + fo,ve @ t7 ¢ AF @ 171 = B¥[h @ 1, & & 73
' i

$oorlh @ 1,f @ t70 = Boy e @ tY - arlf @ 4t € m,

L

~ . 4 £ .
verdflcagan para. 0s denals casos tambem ¢ sinples,

Dogoreusremds - ag0ra A egtprutura e colocheies de B usanddao
7] .

ormais, conforms a proposigac seguintel

- ’ -
Wt i alidls

|
-
|
|
I
!
{
I
[
!
!
!
t
!
|
.
|
{
|
!
!
l
]
{




PROFOSIGHD 3.3 - Bajam B(Y) = L B.oo?, Xty = I xpck.
- jengel ? keZ :

Entao, as r@laggea de colchete (1) a (43 do teorema 3.8 podem  ser  descritas
rpapechivaments pelas Peléggwﬁ (17) a (47) seguintes?
170 Eu,B(ql)B = Ec,X(ci)B = 0 3 |
Q'J"Lﬁtci),mtcﬁ>3 = ((ﬂ&)(lecz) SR RIS SV SR PTR

(37 LECE, ) XUGo00 5 KOG WELG /b = 608, /000

(47) [XCE, 0, %08, E wzﬁcqpngzwaxcgd S USSP PR

o ' A . : R
Pemanstragas: Veritiquenos apenas & equivalencis (47 ) Eomnosd DO

Sar um lado,

“ti:c1>yX(c3>3 KPELFZ Exk,ijcicé o ' - (1,

Ao aoutrol lasdo,
“EB(CQFS{_C1/C¢3 + E(DE)(~¢1/CW)G

= (-8 L B.glX E '_(ﬂclfcé)l) + a2 ki—clfcﬁikc
jesg+t 10 ieg S8 VET &

4

= —B qg”1(~111¢; + 2 Skal-1
jeazyr 1 E kEE
iEE :

- SRR
iyhgg o TR kEZ

i €88+

ok R
L A Cimd=ls )
173
oy I l'\’ I"; - I"\-
P s S qun .
- B . - ‘ -
Para a come dessas duas ultimas serisg, tersgmosi

rpeficients d@'titgk = Skt -1)

k, v kKEE

~2(-1)"B, . v b, i€ com itk € 2E41

. - ih
(11 coeficients de §7¢,
' i m, 1t e . : .
costiciente o C;Cm w0, se m,n Nac satisfazen nenhuma Jdas condijoes

L a ) :

acima,

B
o
)




Comparando (L) ¢

o ]
o' h

Fi
Favsas ullinag o

K

[, 3

I
Al g des gt aman te

4. A éfgebra de

Lo e g

& &

Helam H v H_

{E, .
J

Zendo wderadss por elementos ROBGgEneos loow M ozaa, come b, Eegbadusdas,
- rJ «F 4 . ' o, . - . . . . B
Moo W alaebers de Medessnlhera oe Glmensao infinita (dsin =, oenteoCH

mo LM HEY e M

Olrba s s

QN I A

A Hh(“lJLh ; |
- i DR
SO TR B I

]

[ IR E

lag?@ﬁ AT A SN I R TR TFM

rm—,
L] pt]
-—r

i
L=
Fay

e

—

-

e isenberg principal e ama sul-

£ I

da witima RECAG YU Ung Dase

R, Mooy oW
e o i’

# .
wlib—a lawiras e lde dde B

oor dERESLY e (B

’ . LA , .
g Gula Lbeebra alowd

Parna e M,

.t Fi
GQHEERVALAD 4.1 - Geja L uma alasbra de  Lie,

tensorial solirse

o eespago wstorial L, Seja I o

{x &y -y & x =~ [z,v1 =

44

F
algeBira agbeliana

R 5 T
R LR TS I

Consideremne 4L 7 &

cle L gerado par

icteal

1ayal .

!
g

?ﬁ

T

L )

, :
& bgedar,




- ’ . . ¥
Sabemos que a  algwbra enuoluente uniwverssl de L, Ut ), w, a8 menocs oo

iﬁumurfismoﬁ,_T{L)fI,
S L for abeliasna, o ideal I passa & sepr Qeﬂado por
{x @ f -y & % L x,r€Ll},

Izso signiftice que UCL)D é isomnorfa é'élgebra gimétrima BlLy (of, d@finiggo
I-3. &7, A lém dissn, e :aunﬁidwrarmoﬁ uma  base BOode L, tewmos que B0L) -
isomorfa a élg@hra pqlinmmial aobhere BOcf  LCED).,
Nessa furma, s tomarmos loH_, teremosd

UCH_ ) = Q(H_) o] E[E;l;ﬁmg,ﬁmﬁ,u,,] = E[xlfxg;xg'"-']

Hemonstrarenos agora g fato importants na tworia gerall

PROFOSIGHD 4,1 ~ ELx ,

[FgrXgre.ad €3 UCH D & un Hewddulo irredutivel,

ﬂemansfraggo: ﬁdmtemﬁﬁ &  seqguinte 'ﬁutagga: se A e i élg@bra
associativa, ﬁL d@qwta a élgéhr& e Lie cudin qalch@t@ v u  conutador
Larind o alb “.ba,_v a8y lefr,
Coneiderenos a aplicaggw linwar
w:H-m_m+<mw<mH_;i_ﬁ(ﬂwﬁmmiﬂg,”,Jii
chefdpida por
i ey LB operadar Jdwe multiplicaggo s tae iy,

.Bj ——} j(Bfaxj) (aperador e d@airuiggm},

B_j e xj {pperadar e criacaal,

sara todo i € 2N+1.

-

fastiremos primelraments que ¢ homomortisme de Lie,

sedam 1,3 € ZR1, Temos alogune Casos 8 consgiderard

-




] casol WK, N - O - = oih . = = el S
lo casg PLE BT = PORIG o pm) 5 86,0 0= 0 € (End(SIH)),

o outro lado,

CPR.,PR.D = Lid/Bx. , i9/9x .1
i i i J

= i8/8x . 1878, « id/8x ..18/8x%.
1 3 . J 1
= ij,@!&xi.afﬁxj - ij,@/ﬁxj_a/ﬁxi ZoQ E (End{S(H_)))i,
Lo wcasan PEB . E LD = LR GPE T &nélogm atr 1o case,

0 casp: OB B .1 = $(Fi6, . ) = ib6. . € C(End(&Ch 3
jo caspr  YLE,B 3 = (26, cc) = 46, o o € (End(SCH_))) .

*or outro lado, para $E5CH_) auaslquer, temosi

LR, ,PR__HF) = Ligrsox ,x HF) = (18/8x%, .%,
i -17 173 it
S S N V- PR T D B W P S P I I S W s VAL O
i i. A 3 i

= odx WOF/Ox, 4 1F0x F8x, ~ ix . Bf/0x,

] i j i 3t i

13,0

= if.@xj/ﬁxj =R RN O

= DFE PR = 06, g o € (End(SUH D)) .

i e ! R ! - . -
{(Lm gersl, usarswmos & nhotagsoe de  moduelo, teta e, para weH, fEH_,

r
rarrademnos Ww.f ao dinwves de POwd(F 3,2

. . . ’ p)
g demonstracac da  dresdutibidlidede & praticamsnte g sieswa daguels

iy

. . £ . . )
‘wita para o ukll)wmudulu BOZ7 0 no tworems 16,1,

?RSPOSICﬁS 4.2 - A r@preﬁentaggu e w(Zl) = S(Zi} eatudada no teorems I-&.1 &
al que a familia de operadorss {1, Zgr Zﬁj: i & BRNELY geram en (End(ﬁ(Zi}))L

F) . . . .
tma & igedra e Meeisenbseg isomorfa a M,

44




Hemonstbaqaa: Basts nolar que s elementos 1, 2., § € ET+1 satisfazen

J
gt (End(S(Ei}))

~ . - ’ ) \ 1
L raolagoes chy colohelts  analogas respectivamentie as g

e Lo T ) g % ¥ '{ ¥ 3 = :?: il " ’ - . H
a;.m ntos 1 IJ J € BEA41 | | ksl

: ~r A . o 5, . . . . |
BSERVAGAD 4.2 -~ A dmportancia do corolaric acime reside no fato seguintel a
1)
I

S b R TR e ek e e CiyoL
conforme clemonstraremnos no capliuvle seguintes. Lom disso, obter#Fmnos ﬁj SO0
i

ﬁub“élg@bra i lde e (Hnad{@(Z27 3D B LERr G, portanio, € &(Zi) P umn
(1)

1

4 - .\ |
partir da algebiea de  Hedgenbery HoO o pode-se  pecuperar b (0w sedia, A Y,

L!’

I ) ]
# ~mucld la dreedutioe]
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CAPITULOD Il

A CORRESPONDENCIA BOSON-FERMION

(I
I

I, Ccnﬁtrug;b Bosonica de A

Ly

- . : ,1- - . s ) -
Consideremos o WIZ" d~madulo irredutivel S(Z7) estudacdo ne  teorsna

P R s .. :
el 1 Vimos ne  proposisgas TI-4.8 que a famidiis Jde operadores il,'zj, ij:
o ,

oMLY geram am (End(%(Zi})}L vma o lagebra oo Helsenbers isomorfe a H, HMais
specificansnte, temos, &m (Hnd(@(Zi}))l:

i o= 8o

z. = Bj(8/6z_ ) = B, e
J ) =2 1

z . = B ., para 1€ZHtIL.

- -3
qui o cenjunto (o, Hj o JESRHT D @ a hase de H oem (Endd 8¢ 2
i

Y (2 Bi%, ;Xor¥ew.ad) (of, proposisac 114,10,
- . 1 w a

1))) dads pelo

~modu la H ) = B(Z

-ar r
Bueremos descrewsr a ayac dos demaie elemsntos da bese de b, ieto ey

) o oy . -~ L
& Xj, J€E (ct, tworsma [I-2.2) como operadores de grau 3 osobese 80270,

’ . ' ’ . . r . ' I A
ara isso, introduziremos og operadores vertice, conforms: £LT (Uns reforoncia

' ¥
ara um wstuwdo aprofundade desses operadores =, por exenplo, LLMST:,
@3ams
i + . . ' % j H
LJ<¢> = owxp{ I S o _33/3),
) CJESN+1

Ej¢8) = exp( 2 2077 8 /-0 )
FEOMEL

X8y = —-1,2 EI(WC} EI(—C) ,ondé exp  ddenota & G

tponencial formal,
48




SEAVHQHO 1.1 -~ RQuando L (t), B, (C) oy X{{) se expands LCOme uma ﬁériw o

urent formal em ¢, 0O u0w¥1-aniw i) CJ, J€E, & um Qp@rador formal b

fFinido de  grau  J em End(S(Z_)). Nag provaremos =sse falo agui  was

A . - ’ ) - B § .‘ . ’
sepuaremos  Um apendice neste capitulo para, atrawves de alguns caloulos, nos

. ) . ) \ ’ . .. A
ercebernes de sua validade, Entretanto, adiantemos o que, e BaeEneLa, o
| . L -
orre: cada cosficiente de {7 em X080, que passamos a denoler por X[ Cde g
- : P ’ L ! \ : P .
do  que  X(%) = I X LC Y, & ums soma infipita de operadores de arau L do
- LeE
PO
?’B"i ..”B“i BJ -unBj r )\Gﬁ:? ii’l‘!l’i!_i, jlt.;-!jm el 3?"1'*1; ey
i f 1 m - : .
e DT | +j R U :.L,
1 1 ] :
rwm, apenas um RUmEr o fJnlto Je tals somandos deixa ode  sndlar cads elsmento b
mando arbitrariaments om 8(1 ). Basijcamante, iggn se  dews an ftato dos
3
. . . . . . . .
@radqngs e deatru&gau prorrerem a dirsite nos somandeos {como conzequensia
L oo ~ , '
El(wc) estar a direita na expressao de X085,
antes de abordarmes o principal tsorema  desta  sefao, demncnstraremnos |

ie lemas,

Mg or,1 - EX’(Cl),X’(Cn)J
[

o BT (ep YR ST I e I (T I
SR TAR PR R R IR A (Cmer-¢,7800) .

-
Pewonsliragacs Temosi

4 XTCE X))

- _‘ B - .“ 4 B
= B (=%, OF ( "Gy OB O Cg dE (78,0
: S . R, ' o, B
= El(“t;'l l;‘n )I"i( —t;i ‘i (=T ). @xp [ - 7 ECi i ECOP‘ k :I
- JEENT1 3 kESKEL ¢ k-

r (a) ahaixo
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O N S i,
= Ll( Cl)Ll( CQ)EI( Ci)ﬁl( CE).EXP { A 4(C1/CE) Fi)

€8N+ 1
C eTer E" T ‘1 g 1 ,-2
= EJCmg, DETCmg OB (g OB (g, ) expl Log(l ~ ¥ (1 4 )"
or (&) abaixo o g Y-
- - ¥ 4 ‘12 1 -8
= B A0, M (b IR A0 IR (3 0 - DI O B y
10Ty R g R TR IR Ty ; e

ye propriedades que justificem certas passanens acims sao as saeguint e
ad) exp A exp R = exp B expd exp LA,RI, sempre que & o B comutam com CALBI

, . L ' .
By log dentela o serie logaritimica formal gue satisfaz

logti-¢) = - L ! Cly logti4+d) = - £ 1'(nC)i =3
irxe i 120 i :

Emtr.log.f(CJ.: (¢

nuertendo a ormdem de C} g4y Oblxtemosd

' - - : Co  _m
4 X’(C‘E)X’(("l} o Ei(--);ﬁ)l-:l(mcl )E;—(_cﬁ)[:i{mci Yy (1 - cf.; y "
L _ :

0Omo 08 pares E“(Mcl),ﬂntncﬁ) = E+(*C1),E{(mcm) comdtam, obtemos, +Finelmentse,

ye
“%y

ALXTCE, KT8, = Kz(ﬁcl)HZ(mCG)Eiiwcl)ﬂi(“¢¢>(4(ﬂﬁ}( 5y,
" - - PR

E
oo dueriamos
3 i ~ : 1 .j . . ! " ] P A T :
B I.2 — beia f(Ci,tn) g & Uiici¢* uma sarde de Lauvrenl formal en Cj, L.
[ j_ s j EE o wr . i )
om coeficientes uij num 2Epano vetorial tal que existe nEE com Vi T D sempre
. * L .

L F * . - . _
ue iy oou I {wesa condiface e necessaris para  estarem . bem definidas  as

APressoss qu

& Se GEguRm ),
a3 1, f - = Caf . .,. v ara i=1,8:*
wia (Eif){tl,cgb Ci 6{/5Cl)(§1 CE) p|r1.3
wia a€EN(0D. Entap:

1]




(1) BCat 75 (8,180 = Blag, /a0 .80 3

CLi) (DB al /78 08,8, =

~'¢<ac1/¢33nicf)ic1,cg>_

Demonetragac: (i) temos, por um lado, que?

G(&cifCQ) f<¢]’¢ﬂ)
k i.d
Cab, /8,0 I owe 8005
1 & j,,J‘:"Z 1) 1 B
! L Ci(%

i

w n

el
r ékCEc;k
kEL =

1

i,1¢Z
pX ak vi‘ f1+k v
Kod, j€R '

-k

r
©

]

: [
o autro lado, o ssaundo nembeo de (0) el

gmparando

ii)

tilizando

Aplicanco

Eat, /t,) fla g, v,
J’_':- -
- I (acl/co}” N UHH: mpmhn
LaZ = My 68 '
R aLfifgL L ”@né—mcgcg
LeZ " My, BEE o
. P aLwn”

: oy “fnn
Lom,ned .

Cic$+n“L

formades (1) e (IX), wemnos que

F
as series

@y anbos o memslros e (1) o

regras e derivagec!

d6¢ag, /5,
‘, 7

F{Cj,cﬁ) + Siaclfcg) C]
a5 T '

délag, /5,0 1
ey S Fla Ton,%,) 4 Blat st

48,

(ﬂ&)tacj/cﬁnfta_ltﬁrcg?

(I3

K119

il . Ll .
=las gag identicas,

aperador ?iﬁdfdﬁl) ohrtenos,

df(ﬁj,fm}
qtl
df(amlqﬁ,gmj

'dci

!

fm=mp (DG AL, /8 00T b0 ) + BLat /L I F O, Tp)

ormemmd

nﬁcacl/cﬂ>¥<a”1cq,cﬁa + 0
OB X ag, /5, HCT, 0, )

D&(acl/cm)f(aﬂlco,c?) -

. '
de v a igualdade desejada,

51
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TEGRENMA 1.3 -~ (s aperadores o, Bj CJEREYL)Y & X O AT (Ehd(ﬁ(Zi}))L
satisfazem as rela;a@a de oolchete do teoremas II-3.

) (1) Ce,B. 0 = Fe,%X/3 = 0 3
i k

Zib

[}

(*}_Lﬁi’Bjj i4i, 0" :.

r r,'. I4 o
o 7 BRIk 7
k4L

3 o gl TR
a( 1) -Bk+Lr St L*L&uz%i

13 LR X
, i

g

(4 X7 X[ "
- =117k oy 8% RYLERE

il
e —,

_ k+L,0
. |- ' ' eyt 7L ! :
onsequentenentd, @sses  operadorss geram en (Endb(i_)))L Uma alasbra de Lie

somarta & ﬁ;l).

Dewongiragaci As relagows Lc,Bi] = 0w Lhiyij = albi+j’o- ; Fazem

[

varte do teorems [1-3.8,

- r . . : . . | - F
poorelagan Do X3 = 0 eeque do fato de o agir come operador die moeltiplicagao

mnalar,

aras demonstrar (33, fazemos como sesues para 1CENTL,

CE,EJC-000 = LB, wxp I ar? B /33
: CjEaNt ]

= LR, T BC#J_Bn./jJ Eyfmq) fwiche (al abaixu,apé%.a d@mmngﬁwaggm)_
JERRE o
= 8¢ M Eicsi) E¢-¢) = ECM1EIQHC) (o=,

wra logaments podemnos mostrar que
. A+ -1
rE Li(wC)J = By

1,
Ll( T,
. -t - A e -
EBi, hi(_¢)4 = LBwi, El( il o= o0,
1nt30,

: . - ot
’ o o v M. a -
Bi,X (¢l = 1/MLBi, El( £ LI( C?]
+
1

+

= ~1/E0F,, E[(-¢31 Ej<-¢) = 1/8 ;1<~¢>Lhi, Ll{~q>4

(uide (i) abaixo)

[y

wd e




- B T R BTN P

= (=1/850 .Lii C)_Ll( ! 1/8 Ei( £, 0

= 2e Tt (%)
dimilarmente,

CR . X700 = B8 x (Al C¥% )
e putre lado,
BLLKOCEOT = r LB LXIICT = 20T (par (B

i o k
I EE _ _
= ot"t oz X, S ”xé-c““l = L eX .. ¥
KEL : KEE keE :

" - # RN A . R

o) Eﬁi,xkj = ”XL+1 v kEed,
1o mesme mode, usando (%)Y, obtemnos

LR .,X 1 = EX’ ., v KkeZ,
-17 7k k-1
Y iy eﬁ&é provada & relaggu {3,
Ty inués de provarmos 40, demonstrarenos sua equivalents (477 de prupmgiggu
3.3, Temos:
EX’(Ci),X‘(Cﬁ)J
= EJ(-¢,) EJC=g0) Bl ) Eft-g,) D8¢-¢ /%,) (pelo lema 1.1
= B (cﬁ)a gﬁ>ﬁ (3. F -j'meq)iwa)(wclxcqz

-6(“Cif§ﬁ)c (affa¢1>(¢1,§n)

(pzlﬁ lems 1.%.04i) aplicado a

a”(4g1>zi

kin) E

f(Cl,Cﬁ) el
+

) E. <mqﬂ) L |

sy
B Cdg

- (((cld/dcz}ﬂ

gn)L { cl}L

§1>) £1<~cﬁ) 51

gf“n

<mcﬁ)(na>(»g /0,0

£l

J{

=4, Elﬁ"c3>

. —_ .-" — | '+ an
+ B, ) ETC-0 (g, Ardy ) E (-8

(duuldm a rearas de derivagac)

SRS

I<mc1)EI<ncﬁ>
+

—claﬁﬁ<w

A

- (e, d/dc JE“(wc )) Eﬂ(~cw)E
+ B~ =P B (48 g d/dg, IE
igualdade

1
(esla ultima

A .
LI JELCEL ) BT )

Fod) BC-T, /75,0 (K1)

s dewe a phessrvaegao (o) ahaixo)




B a,

(o e/l ) BT~ ) = ¢, dzde, wexp(- I 20-¢, ) B /1)
1 17 #3187 % 1 1 seaht 1 i
= (=10 g exp(- E 25,0 B_ /i X~ 2 -iac-¢ 7 T e /i)
FERNTL . JESNEL ’
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