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' PRI!.FRCW 

Por comodidade, o COl'Po de ' escQlares em todo este trabalho e o ~os 

o:•mt:oc.<r a muito dç) quo;;-
, ' .... , 

se fara seja valido sem tal r·estriçao. Alen. d.Lsso, 

O objeto e1n destaque neste trabalho e a mais simples das ~lgeL•ras de 

' afins, o:l·:~notadi:l por• (cf. çap:l.tulo 11) .. 

' ' ' 
du:i.~;. modu .lc1s ·:F·aduado~:; irr·edutivel~i= um e obtido 

I "" I I I 

traves da rerrese11taçao de urr1a algebra de Weyl em uma algebra siinetrica, e o 

I ""' I I 

utro se obtem via a representaçao de uma algebra de Clifford eg, uma algebra 

' Provaremos que esses 1nodu lo~> sao 

' -:.;ub·-a lg.:;.br·d 
I ( 1 ) I 

notauel de A
1 

• a algeDra de 

' leisenberg principal .. E nestes dois fatos que reside o significaGo que estamos 

' t~::·r-ITI:tnolo•JlJ e ' F'l'DPr' ia 

' ' !d Física <::• a .;;.~;;tauros utilizando ch:•(.Jido ao pap•::-1 do.:·~::•::·lTIF";:·nhado por· \:ai~; 11rodulos 

. A A ~ 

,a wecanica quantica e estatística (cf [f'f'J). 

' O roteiro para tanto e basica1ne11te c seguinte: 

' l-lo capitulo - ' I tratareffios das noçoes fundamentais acerca das alg~br·as 

tssociativas que permeiam todo o trabalho~ q,,,,)' 1 "'' 

' ;ilr"::·tr:ica. as provas dos t~oremas de 2strut~1ra das 

' ,!gebras de Clifford e de Werl sobre um espaço vetorial de l•ase 

1m conjunto totalmente ordenado. Tais pr•ou.,.)s sao feitas da 

par•a o ca;;c:o 

1 

, 



' ~inalizamos estudando certas r ·.-~p"'.::.c,~~nt , .... O-~""" • _, ... __ .. ,-:::- .. algebra de Clifford 

I • I I I 

;ma algebrQ exter1cr A e de uma algebra d~ Weyl W em uma algebra simetrica S, 

O carftulo li inicia com consideraç;es g~rais sot•re as ' a l•:JI:O•bra~> d~ 

quais A( l.) 
1 

' ' (:•lPitulo e 

' 
"' urro caso particular, Entretanto 7 o principa: 

concreta par·ticular· 

'ri 11 <cf. 
[IJ:-1)). 

[L.J 
A I 1 .v 

referencia foi o suporte basico do capitulo li e da seça{ 

::s tu da T' •::'li! os • cl E' ':;.!i-i:lClLI<OIÇ:::() pr-incipa: 

' ., 
propriedades basicas sobre series forma:i.s ' l.J<:l e :i. ~1 V•O:· i~; 

' A lias. tais utilizadas em parte significativa dest~ 

' ' trabalho, sem comentarias teoricos, Estes podem ser encontrados por e~emrlo e1 

:Fi) ou [LWlJ. Terminamos 

i&isenberg principal H de 

rio ' .;:,:,pitu lo I I I , 

' com o €-studo d•:? uma repr~sentaçio d.:r t::.ub····<.ll•.:J.::·br•a 

' n<:l C;l l'3•A)rC;l ' sim~:t;'ic..:r SM 

' introduziremos os ''oper•adores uertice'' 

' <ll'J>.õ•bras E-n dorr.or·f :l ~;;no-:,. 

' ' 

POi 

- ' A s.ao 1-1-"ITiOdu los i r r· ~1·•ju ti u.;•:i. s ~ (via operadores vertice 

"1 ) 
l 

~ ( 1 ) 
1 

' ' ' modules irredutiveis. O capitulo finaliza com 

' modulas sao isomorfos e que ambos podem 

A ' 

a partir· 

~~seruamds um apendice para alguns comentarias importante 

' l.J.;·r·tic.,;•, 

' -com respeito a organizaçao d 

A 
texto: as referencias du tipo ''cf .. I-3.2" ' dizem r0peito a 2 

. -
:)ropo~>l.Çclo da ' . -seçao 3 do capitulo I, e as do tipo ''~f. proros1çau 3.2'' dize 

do 
' A capitulo em que se fez a refer•ncia, 



CRPÍTULO I 

áLGEBRas llE cLIFFORa E áLGEBRas aE nEYL 

' ' ' As algebras consideradas r1este capitulo serao algebr·as ass(1c:iativas com 

' - ' 1nidade e os homomorfismos de algebras serao unitarios) 

' 1. Rlgebra tensarial 

1EFINIÇ~O 1.1 -Seja V um espaçq vetorial. Uma ' ' alsebra T e chama•Ja UIT!ü 
' 
al~:Jc'•bra 

:ensorial sobre U se ela satisfizer as seguintes propriedades: 

' AT1-) T contem V como sub-espaço vetor·ial e ' T e 9"''ada por' 

' V como ~-algebra; 

' em uma ~-algebra 

A, oxisto um homomorfismo B:T f.1 qu·~· est•::·nd•::· >-., 

' conforme o diagrama comutativo seguinte Conde i e a 

i f~ 
v----- A 

3 



' Donotamos uma algobra tonoorlal sobro V por TIVI 

A 
s0r encontradas por exeffiplo rras refE•rencias [ClJY [C2J ou [GJ. 

PR.OPosrçRo 1 .1 As • :l. :1. <;;··~JU ;i.• . .J,;l}<~·ITI d 

~T-1 Poro cada apllcoçic linoar h do V om uma ' te-a l·::~•::·br<'~ um ' un :i.ç:o 

que torna comutativo 

i t~ 
v-----..A 

Da proposi~ao acima. 
I I I I I 

e ot:r(.Jio quo:_, urrra tal al·.~.l<?l:•r'a ·~· un:i.•:<:r a rn>::·nD~> d>? 

' ,, 
Consideremos agora a ~~-esima potencia tensorial de V~ 

p 
®V:::V® •••• tXIV, 

jefinida para p ~ O, 

o l 
• v = [ •• v = v. 

F' 
' )o calculo tensorial, temos que a soma direta 4 ( 0 V) PO•:k• !;,ot:•r' 111Un J.da >:k• Ufild 

p~O 

~ultiplicaç~o associativa do se9uinte modo: 

p 

"""' 
u -· E u com u E ~I v 

p p 
p 

4 



·=~ 
<) "" E ... com <) E 

q 'I 

uv -· E 
r~tt 

p 

'1 

u ®: \} ft 

p q 

' 

q 
® v 

Essa lnul·tirlicaçio faz de ~C® V) uma 
p~O 

a 1'3·~·br a 

unidack~ ~=· ( 1,.0,0,. ••• ). 

T'EOREl'lfl .l H 2 Dado UI!! espaço vetorial V , a 

tensorial sobre V. 

' ' 

p 
<!>(® 

P10 
v) •·.' 

Devido a unicidade da algebra tensorial, escrevemos 

T( v ) "" (fr T 
p;;:O 

p 

p 
)ndo:;. r "" 

p "' v . 

~1ind~l :: T T C T p- q p+q" 

_ego, se atribuirmos grau p aos elementos de T 
p ' 

tli:•T'~:•ITiOS qu,;:• 

' :~ l·;:;•::·bra '1. -·;:;r·~oduada ( pos:.i t :i,\.Janr•.:·nte). 

UITid 

T( V) e uma 



Ex•::ompJ.o- S.::· V t•::·ll'• b.ase X:::-. Cx.) __ 
1

, 
l 1 E: . 

' ' ' 

ondo;:o 

e isomorfa a algebra livre gerada po~ X. 

• j 

' l ,. um cem junto oj '"' lf l'l ,j .,· ,-- ~:><:; - ..•.. - -- f 

' ' Em E· a a l•_;;Jo:;.L•r'a livre g0rada por Cx), 

' ' ' que e isomorfa a algebra polinoffiial [l:xJ. 

' ' 2. 8Igeb~a5 de Clifforã e Rlgehras Exteriores 

DEFllilÇ~O 2.1 -Seja V um espaço vetorial. ' Uma.forma ~uadr~tica Q v 

---~!C, tal -gu-=·~ 

';· 
l-) (~(ax) =o:·-· Q(x), '7 o: E 11, 'v'~~ E V~-

' {3< x ,y > -- Q < x+>·) -· Q( x) - Q( r) <? b:i.lin•:?t:lr. 

' ' ·~ sinP::·tri.ca <!3<x,y) = j3(y,x)) 1=? j3(x,x) ·.::: ~-:(J(x). 

' Usaremos Q para definir uma algebra, do seguinte modo: 

DEFIK!Ç~O 2.2 - Seja V um espaço vetorial e Q uma form~ ' '-'IUddi"at.;.•:<J sobr·e l~'. 

I I f ,.-

.Jifl par• <C,B), ond·~· C t? um.-:1 al9ebr·a ~-=· 8 :v -------t C >;• ur11a aplt•::açE~'::. .lin<::,<:lr· ta.l 

r.> ~ ~ -
:tUE• 8(x )'"':~: Q(x ).1. '<tX E V, ~ ... ch<:nii,:"Jdo Ulr,,~ cll•J•ii·br<~ .j,~. Cli-FfDr'd s:t')b,~•::· \) as-."E!-ü(.:i.ada 

' L-..9_ s•::- satisfiz·~·r <:i SC:i"J\.Iint•::- propr·i·::·d,:Jd.;:• unl.l.J•::·rsal~ 

' ' v, existe Uffi unico homomorfismo de algebras 

6 



iagrama s~guint~ seja comutativo: 

e 

' 1enotamos uma tal algebra por C<V.Ql. 

"EORINR 2.1 - Dados V e Q como acima; existe sempre Uij•e ' ?.l:J•:=·bra 

;(U,Q) 1 unica a me110s de isomorfismos. 

' S•::• :i a1n TCV) a algebra tensorial sobre V, e K o ideal em 

f(Vl gerado pelos elem~ntos da forma 

X ® X -· Q( X ) .1~" VX E V. 

' :or1si~Jer·emos ainda a algebra quociente 

T< V )/K E• n·: T< V) ---t T< V )/1< 

A . 
çanonJ.c"1. 

1ostraremos que o par 

' a l•;,t•:;·br' a 

(T(V)/K, rr o i), 

i:V --~ HVJ 

sobrr:· v c1'!'.:.sociada 

Q 
( ( TT o i )(X ) )'-' ::: Q( X ) • 1, 'V X E V. 

7 

a D•::·nota1nos 



um homomorfisiiiO 

conforme o diagrama 

f : v _ ______, A line.:~r r ta 1 C[ UI? 

-F()()
2 :::Q(x.).1. 

f': T(V) ---; A, 

c 
rr j 

l( v ) -------- f ' 
j t . ----....... 

V A 
f 

X E V r f 1 (X 0 X -· Q( X ) .1 ) ::: f 1 
( X ) f 1 

( X ) - Q( X )f 1 
( 1 ) 

' isto •?, 

' a um hon1omorfis«10 

2 :: f<x) - Q(x).1 :::O, 

f': T<V) -----•- A 

A, 

g( n·( liJ ) ) = f' ( 111 ) r V LI! ,; T( V ) • 

8 



o;J( ( 1T O i )( X ) ) ::: g( IT( X ) ) -· f 1 (X ) f ( X ) ~ 

que expressa a comutatividade do diagramak 

te--------- "' 
rroi ~ 

V A 
f 

' ' quanto a uni.::idad•:::· d>i' c. suponhamos (C,IJ>~ <C',(:)') duds <"JI:::J~:·br·d!:; d._., 

lifford sobre V associadas a Q. Entio existem dois homomorfismos ' d•;:• a ].g,::•br'<:ls 

u ~ c ------~· c ' c 

om e~:-:: ue ~=' e :::: \)e~, 

onforme o diagrama 

sso implic~, 8 ... ~.Ju8 e 8'= uv8' .. D.:l unicid<:tdt? da f atorar;'i.'ío das i:lP li•:a•;Õc,:.•::; 8 

8'' ld c - \,!OU e Ide, uov d·=· modo qu•::· u ' 
'"' i S0!'11nr f i ~;mo. e 

9 



7BSERV IIÇHO 2.1 [1,;:-n ot ~·mo~~ por o 

' (que e o ideal considerado 

10 teorema acima), e ror K~ o ideal gerado por x ® Y + y ® x- /J(X~>'),.1y para 

todo~=~ x ,y •::·111 v. ' -E simples verificar, da relaçao .:•ntr··~· Q tJ, q u ·~· r .... K . ll ... ll 
' ' :cf[JJ). Alem disso, dada u1na f o r ll~<:1 bi l:lnear simetrica sot.re V, podemos 

' ' ' associa-la uma unica forma quadratica de modo que elas se relac1onem como Q e 

' ' g . da Assim, podemos nos referir a algebra de Clifford sobre V 

' 3SSOCiada a uma forma bilinear simetrica dada a: 

' - Quando a forma Q (ou s :i. m •:?t r :i. r: <Í 

)SSOC:i.ada f3) identicamente nulay ' ' a algebra de Clifford CCV,O) e chamada 

' ' ' algebra exterior ou algebra de Grassman sobr·e V e sera denotada f:-'I:H' fi(V) .. A 

fiUltiplio:ação •:O•!TI /l( V) :. do;mot.ad.a por x ' -A y (ao inves da usual justaposiçao XY 

JU de x.y). Em ACVl, temos 

X A X -· 0 e, X A Y ::: ···y A X r X , Y E V. 

) ,. 
-> 

' I<Q. r'o::•duzo::·tn-·s•::· a x ® x, x E v. de 1nodo CJLI<? /1( V J ·~· Z -·•;:wadui:!da 

A 
:omo quociente de TCVl por um ideal homogenio. 

' 'RGPOSIÇÊiO o ., 
,(. .. ~ - A . ·•· t-1 pr<J.j~:·•;;:Qo •:anç)n:l.ca T< v ) ---t ,\( v ) ,,, 

nodo que V pode ser identificado com sua imagem "CVl em ll(V). 

lineares de elementos da forma 

U ® (X ® X) ® 1.1, ond~· XEV 

A 
~ u,v ~ao homo9eneos em T<Vl. 

10 

v, 



p 
O;>:!u E ® V, 

'1 
O;>:!l.' E ® V, 

u®(x®x)®I.IE T p+qt2 
' ' dai seu grau ser no minimo 2. 

A A 
ssim, as componentes homogelleas nao nulas de um elemento de K

0 
t0m grau~ no 

A ' Como os elementos de V tem grau 1, concluimos que KO n V - CO), 

' 0 onde n e um isomorfismo e1n V. 

' O proximo teore1na fornece a estrutura da ' aJ·Jebra d<;:. CJ:i.fford 

r ' , r 
le e analogo, para algebras de Clifford. do TeorE•ma de Poincare- Birkhoff -

' ' ~( PBW). Esso:· u lt i1t1D (;.ar•act•::•l"i za a bas•::• da iillg•:·bra ~"·fli.JO lt.Jt;:-nt•:~ un :i.t.lo:.:-r·~sa 1 <.':l•ô' 

' T1a al•.:.l•'·bra ' de Lie a partir da base da algebra de Lie orjginal 

' ct:~pitulo •::-.st udart::•mos outro to;;•oreoma ' t a m t:":' 111 

(cfu [HJ OU 

' analc:<"JO 

As provas desses dois teoremas s;o longas e 

~recidas com a do PBW. Por essas raz~es reservar~mos ~ s~~~c 4 p~r·a ambas as 

~OREffR 2.3 (PBU- CRSO CLIFFORD)- Sejam V um espa•,-o uetorialy Cx ., iEJ} uma 

" ' onde J e um conjunto totalmente ordenador e ~ uma for1na bilinear 

lm~trica sobre V. Entio 

C(V,f3) (," T<V)/K/3) 

:em base 1 e todos os produtos da forma 

rr< x . ) 
'1 

•••• rr<xi ) 1 s~1, 

s 

11 

17 



:m p a r• t. i. cu LH'. rr: T< V) __ _, C(\J,{J) ~uma injeç~o em V (o que general1za a 

>r<> 1:1 .. , ,. ,. , ... "'::o '.:- t:.' ) 
~ _, • l'" ~· '··' " '··' 

O teor~ma acima permiter a partir de agoraT denotar um E·l·:~m·::·nto 

' ' 8.3 e valido para o caso particular das 

' llgebras exteriores sobre V. 

' 
3. Rlgebras de Ueyl e ~lgebras ' simetricas 

lEI'IIUÇRO 3. I -Seja V um espaço vetorial e 

/3 ~ Vx V -----t U: 

11T1<:l for• ma bi lill•~·.ar· a lt•:rnada S·Obr·•.:· V 

' li fflc1 "!~ V ----t W e uma tal qU.::• 

'f( X)'{( Y) - 'f(}')'{( X) :-~ {J( X,)'). :f., 

' ' ·ara todos x,y em V, e chamado uma algebra de Weyl sot•re V associ~da 

' iatisfizer a seguinte propriedade universal: 

f~ V----tA 

+<xH<y) -- f(yH(x)::: j3(x,r>.1., x,)' E V. 

:ntâ'o ~:x :i.st.;;. um ' uni co ' homomorfismo de algebras 

12 



tal qu• o diagrama segui11t~ seja comutativo: 

f~ v----- (; 

f 

, 
lenotamos uma tal algebra por wcv,p>. 

."EOREUI'i v exist& sempre uma 
, 
a l•.;:.l•O•bí"i:l d·~· !.-!o;:-y 1 

HV,,B), 
, . 
un1ca a menos de isomorfismos. 

Demanstraçia: Seja T(V) a ~lgebra tensorial sobr~ V. Seja 1... o ido:;-al 

lilateral em TCV> gerado pelos elementos da forma 

X ® y •• y 00 X - {3( X ~ y ) • 1 , 'V' X , Y E l). 

:onsideremos ainda a ~lgebra quociente T( V )/L e 

rr: HV) T< V )/L 

aplica~ao quociente. Mostr·aremos que o par 

(T<V>IL, rr o il, onde i~ v 
, 

T<V/ ~-"a inç:lusãoy 

, 
uma algebra de Weyl sobre V associada a P. 

lenotemos TCV)/L por W. Clar•amente. temos: 

( rr o i )( x )( rr o i )( y ) - ( n o i )( y )( rr o .i )( x ) 

/l<x,y).!, X.)' E V. 

f: v (; 

f c x H< y ) - f< y H< x ) ::: /3< x , r >. 1. , v x ~r E v. 

13 
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univ~:·rsa l T< V ) ( c f, -pr'Oi=>osi•;:.ao 1.1 >~ f adnd.t~.:· 

nica a um homómorfismo 

f': TCV) ---tA, 

A 

f 

gora. para x,y E V ·temos: 

f'(x ~)I''--· y ®X-· f_·H;~,f).1) 

f~ ( Y )f~ ( X ) ·- j3( X ,)' )f~ ( :J. 

-- f(x}f(y) ·-· f_(y)f(x) -- f3Cx,l).J. O, 

f " • f ' indu;,~ U !T1 !';UHJOiliCJ(' f i ~>1110 

·~ ~ W ---------~- t; r 'j<ri(W)) ~:: f'(i.JJ) v\,) E T( 1J) .. 

•J( ( Ir o i )( .>: ) ) ... •;J( uO: ;:-; ) ) :;:; f' ( X ) :::: -f( X ) , 

que expressa a comutatividade do diagrama 

rro:i. 

v------- A 

mo V g~ra TCV), (IT o i)(V) gera W, do quo decorr~ a unicidade de~. 

' A pro•;a da unicidade de W e a usual para objetos universais 

ema no teorema 2.1J. 

14 



lJE.Fnuçã.o 3.2 -Quando a fo~·mc1 l:<ilin>:'CH' ' f3 e identicamente nula. a ' d lg·~·tcr- a 

' Weyl W(V,O) e chamada ' ' algebra simetrica ' 
s~:·ra d.:?notad.~ Ptw S<V>. 

Os geradores de L, neste caso, reduzem-se a 

modo XY ' SC V ) E• ' Al<'?ITr 

' A 
:Hsso, S( V) •:" 2 -·.:.F'ddU<:lda •::omo quo•:i.::•nt.;;. do:· T< V) por um idea.l homo..:wn~:·o. 

'ROPOSIÇÍÍO - A pr·oj..:•ç:ao 
A . 

canonJ.ca T( V) ---} ~;(V ) Ulfl 

de modo que V pode ser identificadd com sua imagem rr<V>. 

Demonstragio: An~loga ' a da 

:'E.ORElCfl CElSO WEYL)- Sejam V um espa~o vetorial, J um conjunto 

:ot~lllfl.•?nt~.:· or·denado, Cx., iEJ} uma bas~~ d~~ V~.;· f~ uma foi"!T!a bil:ln.::•êH' 
l 

~obre V" Ent~o W<V,a) (~TCV)/L) tem base 1 e todos os produtos da forma 

1T( X -

. -)('(".IPOSl•;:.ao 3.~~ ). 

l 
1 

~ ••• rr(xi ), ,, n > J i1.·::; ••• ;~i 11 • j (' J . k - " 

O t•::•or'E•1T1a acima permite denotar, a partir de agora rr( x 
' 

E W( V,~ ) 

X . " l. 

' ' Ot•uiamente o teorema 3.3 e valido para 

' simetricas sobre v. 

15 
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llernonstração dos teoremas de estruturq das ~lgebras de Clittord e de JJeyl 

Pr•::·ci~>amos 

.traduzir alguma t~.:·rminologia~ 

' Sejam V um espaço vetorial de bas& Cxi, i E J), onde J e um conjunto 

.lt.alm•;;•nt•:;· ord•?nac!o, 

fJ: Vx V ------1- (C •.:- ~t: Vx V --> 11 

' lr·mas bili11ear•es simetrica ~· alter11ada, respectivamente, sobre V. Seja1n ainda 

' Vl a algebra tensorial sobre V. l.P o id0al em TCV) gerado pelos elementos da 

'ara todos x e y em V e LY o ideal ·em T(V) gerado por 

' Jnsideren.os as algebras 

C~ C(V,{J> ~ TCV>/Lp 1 

Y-i ~:: W( V,"!) :;; T( V )/L , 
y 

-,spectivamente de Clifford e de Werl sobre V (cf. se~oes 2 e 3). 

A ' ' Por· um monomio em T<Vl entenderefuos um tensor que e o 1 ou e da forma 

... " A - ' i E J. Um monomio padrao ~ um tensor c1ue e o 1 ou 
p 

A • -
i 1 :5. •• ~i P. l~J~<r~, ~·~··~o~r~· o~<~l<~:t~c~>--"p~a~d~. r~·~a~o'--''"~·e~-~l:.~r·~i~t=o llll! 

on8mio padrio que ~ o 1 ou da forma 

X . ®. • •-® 
'1 

X • ' 
Jp 

16 



?finimos. para Osi<k~p, 

' ~tinimos entao a índice ind(t) -· 11 . i· • 
l ' -, 

1~i<k~p 

d•!:• t por 

lSERVRÇ~O 4.1 - Soja t -

' ' ' ) O :Lndicf.• d•e· t e o numero de pares (i,k), 

' ()li o indice de t 1nede o quanto t deixa de ser 

A -)nond.o P~ldr·ao. 

' . 
'r 

I I .Jer·ifica·-j;:,•::· fa~::ilH11::-nte qu·~· lnd(t)::: J.nd(t' H<l.. 

... , 1\ "' 
) lnd( t )::::0 ~ t li:• um monomio padr·.ao. 

1dice ·d, Claro que 

A 
gerado reles 1nonoffiios 

' Escrevemos tambem~ Td:::: 4 

p~O 

Td 
p • 

• 

Finalmente, denotemos ror 
A 

o espaço dos monomios padr~es estritos 

A -
=· gr•au p E' por o espaço dos monomios padroes estritos. 

Nas proposi~oes desta -sE,; ao. 
A 

letras C e W fazem referencia aos 

ssos Clifford e Werl. 

' A ' E/lEi 4,1 - W ·· Todo elemento de T<Vl e congruo modulo L, a uma 

A -inear de munomios padroes. 

17 



llemans t r·aqão: 
, 

Jbre o grau e o indic0. 

, 
~I ida para 

port.anto o 

p --1 
<li T 

···-! h. r,·-

Basta prova~ para 

Pa~a T· o a 

A . 
!I!QrlOITilOS, por· 

do lema 

, 
padr·ãcJ r nada h.:l a mostrar·. S•õ>ja d21 

, 
suponhamos valida a 

E 

ld 
p. Ass.im, 

X . ~~ 

J I•; 

xj ® 
k 

, 

X 
1Jdl 

L.Y <o símbolo 

X. ® 
1htl 

- X. ® 
1H1 

_ __...-------
® X ... 1 .. , 

r~ 1 J. 

A . 
para todo monom1o 

d··l 
<l) 

i=l 
Suponh<:~mo~~ 

.e, E L,
1 

==* 

+ Y(x. ,xk ).1 +R. 
J k ·~; + :1. 

==} 

si911ifica que o ter·mo X . 
J '·· .. L j h I . 

!)i:l o 

, 

E·ntão 

o..::cwr~· 

X • ) .. Como o somando ac:i.ma ~~~;; t C) e 111 
Td-.. 1 e 

p 
() s•::•..:tundo 

'r 

·-·.2 r 
O l•E'llla SE••JU~.:· püi" induçio sobre p e d. 

~ r. ' 
LEnR 4.1 -C -Todo ~lement(J de TCV) e con8ruo modulo LR a ,. ,, -
linear de monomios padroes ~stritos. 

,, ' 
F'rimeiramente pr•ouamos, de mo•jo guase identico a p~oua do 

' A ' lema 4.1-W, que todo elemento de T<V> e congruo modulo •:c)mb in,·~ •;:â o 

A - -de 1 e de mcnomios padroes. Dessa forma, basta demonstrar a afirffi3~ao 

A - -jo lema Para monomios padroes. o que faren1os por induçao sobre o grau. 

18 



' l>.:•ma ua lido para 

E.T.o 
X • • 

Jp p 

p-1 
o sub-~spa~o e T~ 

h"l 
t na o 

X® X··· 1/2 {3(x~x),.l + RJ 

t -· 1/2 /J( X r X 

p>l 

===i 

:OR.El1R 4~2- t.J.<PB'IJ -· TEORE.ff.EI. 3.3) Com a notaçao ac1ma, ten1os que o 

' nJ·unto {1, x x " j • . • . j " i 
1
. EJ- r jl::; ••• ::;jn, n;:;l) e uma base de W<V,vl. 

; ) 

t l'l 
'• 

So:;.jatll B 
n vetorial de b~s0 Cx x 

j " " " j 

B 
() 

····lf.e•B:::@ 
n~O 

(i) a(1)::::1; 

( :i. i ) 

( i i i ) u( ••• <1J X • <1J 

's 

· ~3uponhdti'to:::. 

a ~ T ( V ) ···-·----t [{ 

X . ) 
Jp 

xj ® ••• )::a< ••• ® 
s+l _____ .........._ __ _ 

+ Hx. ,x. >a< ••• ® x. ® x. ® ••• > 
3s Js+l Js Js+l . 

uma 

1 n 

X j ® • • " ) 
s 

- ' A •SSEIEi. .:.:ondiç:o•?S, t.::•riamo~;, d~::' (i) ~.i' (i i), <-lLI•~· d imclg•::•nr por' a do::.>~~- nn::mn1nio~:; 

drÕ.;;·s '·..!•;;otorE•s 

L nr 0 - (0). Mas f)elc lema 4.1-H temos que y 

T( v) 
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( I ) 

A 
1nsiderandc agora a s~qu~ncia exata de espa~os vetoriais 

O--} L •r l'( v ) 

·mcnstraria o teorema. 

o, 

( II ) • 

A . 
rroJE'ÇiO canorllCa, O quo:• 

construir U1na tal aplicaçio a. 

•+inimos o(i):::lr 

A 
T 

q 
satisfazendo C*) para todo ruonomio de 9rau sp-1. 

t--X.® ••• ® 
Jl 

X • 
Jp 

ponhi?.ri!D!:> {nd(t) -·· d 1 '"' q llt~· O" tenha sido de·Finida d•::• lnüdO ~f 

r. 
1r·a todos os monomios de 

d-·1 
•» 

h~l 

:iste k E {1"•••• p-1} ta1 que jk}\:+l" 

~f in i mos 

a( t ) -·· a( • • • ® 

...------..... 
tY<x.,x. 

'f; 'k+l 
a( " • "® X . ® X @, • , ) " 

1 k 'f;+l 

• 1 parco::-la ' desta soma. a esta c a lcLJ la da 

' ;ta c: a l(:u ladó.1 em um elemento de T p-·2 • 

d-1 
d·::· T p 

;t~ bem definida, isto~. que independe da escolha do par jk)jktl" Seja ent~o 

-um out~o inteiro nas cor1diçoes de k: 

20 



LE(l~.~-·p-·1) COITI jl)jl+i" 

') •.. o( . ~I X 

\,+1. 
® X 

j k 
® ~ •• ) + v ( >: 

jk 
'X 

jk-H 
)a( 

<) -· a( " •• ® X 
i L+! 

(jl X 
i L 

@" •• ) + "/( X . • X .. la( 
"L 'L+i 

Pinos deis cases: 

u --a< ••• ® YL® YL+l.® ... ® yktl® yk ® ••• J 

---------

. •• ® X 
jk 

• ~ • (/l.lx 

i L 
® 

+ 'I(Yk,Yk+1 Ja( ... ® YL® YU·l~J ••• ó) Yk® YJ.;tl<il ••• J 

... a( ••• ® \+1 ® YL® ••• ® YU1 ® \,® .•. J 

-----~---

®x 

--------- --------·-·--

por outr·o lado , 

----------
+ Y<YL'\+tla( ••• ®YL ® \+i® .... Yk ® yk+l® ••• J 

.. a< ••• ® \tl ® YL® •••• ® yldl ® Yk® ••• 1 

----~----

+ V<Yk,Yk+l )a( ••• ® \ti ® yl ® ••• ® Yy, ® yk+l® ••• ) 

\1,1 • " ) ~:· . 
'k+:l 

X 
:i L+l 

w ••• ) >.? • 



---------
+ v<Yl+l.'\+:c:Ja< ••• ® \ ® \+1 ® \t2® ••• ) 

~ai ••• ® yl+8° Yl® yl+l® ••• J 

---------
-----------

+ v<YltJ.'Yl+:c 1" 1 ••.• ® \ ®Yl+:l®Yl+2"'··· 1 

-ai .•• ® yl+2 ® 'ltl ® Yl® ••• ) 

---------
____ ---........__ 

t y(ylt1'ylt2)a( ••. ® yl ®Ylti 0YL+2® •.• >; 

v:: a(· •• ® yl+l. ® yl ® YL+2°···) 

--------+ VI\ ,Yl+l )a( • ._.®\ ®\+1 ® \t2® .•• ) 

-· " 1 ••• ® yl+l ® ylté! ® \"'···) 

-----------

---------
+ VIYl,Yl+l )a( ••• ®\ "'\+1 ® ylt2®""" 

·· a< " " "® \ +2 ® y l + 1 ® \ ® • " • ) 

------------

' ovaffiente, u=\1 e o teorema esta demonstra,jo.· 

"EORENR 4.2- C <PBU-TEOREITR 2.3>- Com a notaç~o anterior, temos que o 

onjunto c 1 r 
' jl< E Jr j

1
< ••• <jn, n2;1) .;:- LIIT1a ba5•~· dE• C<V~/3). 
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lle rna ns t· r·aç ã o: um espaço vetorial de bas~ Cx .••• x. : 

< ••• < j , 
n 

c 
11 

rponha1~os construÍda umma aplic~~Zo linear 

T< V) -·----t C sat:i.sf.r.lzo::·ndo as ~.~quJ.ntE•s o:ondio,··õ~."s~ .. 

' ) 

(i) '"[(1):::1 

( :i. i ) 

( :i. :i. i ) 

'r(xj
1

® ••• ® xjp ::: xj
1 

••• xjpr s>2 j 1 ~ ••• <jp~ 

T< ••• ®x.® 
\::. 

X.® ••• ):::-·'[( 
1 st1 

----------... 
+ ~(X l ,x. h:( ••• ®x.®x. ® 

1
s+1 1 s 

1
s+1 ,, 

' 

) 

J 1 J n 

No:;.ss:,a~;. o:ondio;:oo:;.s. to?r•iarf!OS~ do~· (i) e (i i) .. qut::· a ima•.êJ("lTI por 'f do"!:; 

..... . ..... ..... 
•ODIIIlDS padroo::·s o:.;•stritos sao v~.?tor-es linear'm~~nte i.nde!-Jo:·nd•::•nt·~'S do::~ C o:·, d•::· 

i i), quo:• 'Z" anula Lfl" 

- C o:liz qu>2 

( I J • 

. ~ . 
a s•::·o:.n.ro::>no::::t a exata de espa~os vetor-iais 

O ---+ L ,B -·----t T< V ) ·----. C ---t O • tE•IhOS 

T< V i ;:1 L. i! <» c (li) 

' -o:onc:luii"iaLTIOS do::• ( I ) e (li ) quo::• To o ::: c , v :i. a projo:.:•o;:ao 

P demonstr·aria o teorema. 

finirnos 

'r( 1 ) -- 1 r T( X . ) -· 
J 
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ponhamos 

p-1 
bem definida em @ Tq 

q=l 

satisfaz~ndo <*>para 

" 
do mon8mio de grau ~ p-1. 

t = 

isto 

Denotamos x. - x. por x. 
JL JL+l. 

' 

E TOO 
p 

1:?, E•Xi!i',tE• 

,..............----__ 

L 

T(t)- ({3(x~x)/8)T (xj ®.OA0x ®x ®~ •• ®xj ). 
1 p 

-----------
:·~-,.,.r(.lêlino~; qu·~· X j ® ••• @X ®X ® ••• @ 

1 
E T n~ p-.::. 

tal qu>.:• 

1de j~ temos T definida. Resta mostrar que a d0finiç~o acima ir1depende da 

:>colha do "to::•r'!YIO em r•.,;.pe::.•tj_,;ãoli. Suponhamc,s ~~ntão lii'!l1 t dois t,:_;.rmns. x ·~· y •Oo!fl 

~ ' ?PetifaO, isto e, que t seja do tipo 

X . • 
Jp 

?mos. por um lado que 

T( U C' §(X ,X )7( •••• ~---.;;;-® ... ® )' ® Y ® .. ") 
g 

----------- -----------
•.. /3( x , x ( {J( y , r ) T ( ••• ®x ®x ® ••• ®>' ®t ® ••• ) ) 

------------- -----------· 
::: {3(x,x ).(y,y) T( .u®x ®x ® ••• 0}' ®y ®.n ): 

4 

por outro la do. 

------------
'l"(t)- {J(y,y) T( ... ® X® X ®u,®Y ®.y ®u• 

~~ 

_...--------- ----------
-- /3( Y r Y ) {3( X >X ) 'l" ( , • • ®X @x @ • " • ®y ®y • • • " ) 

8 2 

-------- ~-...----........-
_{3(y,y) f3<x,x> T( ••• ®x ®x ® ••• ®r ®y ® ••• >. 
- 4 
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' 
' igualdade dos dois resultados encontradosr esta bem definid6 

d-1 
@ 

k= 1 

p-·1 
( @ 

"~F~:1 

Índ(t) = d ~ 1 e suponhamos que 

de modo a satisfazer ~s condiç~es <•> para todos os 

f; E Cl.,,,,,p} 

:•finiiT!OS 

1 8 
parc~la desta soma 

'!(t,)_ .. '2'( ••• ® 

.d-1 
•?Til 1 

p 

---------
••• ®x .. ®x_. ® ••• ), 

.l.k ~ld·l 

' ' ja ·~·sta 

' ' ~la hipotese indutiva. Assimy se T estiver tambem bem definida n0ste casor 

' ' -2riamos construido a aplicaçao desejada. 

Rrova deste fato ~ quase id~ntica ~ da parte carrespondente do teorema 4.2 -

' e sera omitida aqui. 

Representação de uma !ttgebra de Cliffard em uma !Jlgebra exterior 

' forma bilinear simetrica definida por 

V i.j E Z: 



' razao para tomarmos uma base indexada ror 2 e a forma ~ como 8Clma 

' ' ,stas quo;:. f ara no ur J. Denoteffios por CCZ> a algebra de 
,, 

lifford C<Z.a>. Pelo teqrema 2.3, C(Z) tem base 1 e todos os monomios do 

lpo 

' ' )IDO algebra, C(Z) P gerada por 

]l'fl os 

(z.: i E:Z}, 
J 

L . Z . 
J l 

Consideremos agora o sub-espaço vetorial dez. z_~ de bas~ 

' restri~io de p a Z xz e a forma nula, de modo que C<Z_,p> = 

. , ·~· •Jr,'lu ( 1) :::: O. -, 

i\(Z_):::: @ 

nt:O 
o 

para cada n~l. o sub-espa~o homogeneo t\ --n tem como base os produtos. 

Jbso::•ri..J>.'i'ITIC)S 

5.1 

r· 
z. A ••• 1\l. r -jj ( .<·-·j ~-~E j ... n. 

J J . • • t· ___ r 
-1 -r· ~ .... 1 

' ' finalmNlte dilltE<nsclo d·~· A 
-n 

e o numero de partiçoes de r1 em 

"OI:l,::.tl·, .. .';O 
• - - ~·'" r 

~') :: C ( Z ) ---.. -----.... ·--+ E n d < /\ ( Z ) ) 

'f( z . )( 1 ) '" o 
J 

homomOt'f :i !:">1110 

'-fi(z .)(w) ::.: z. AwT pa:·a j)O E• '•' E /l.CZ 
-· J - J 

'f'( z o )( 1 ) "' ---1 , 

Cf'( 1 )( ~~) :::: 1..1, par· a w .:: Jl.( z_ ). 

26 

' d•:i· a l·Jo:•l::or·as 



:ntâ'o ' .:· 

' 

uma ' irredutiuel de C(Z) em A<Z_), S09tJn•jo a qual o 

' ' modulo, istc) ·~·~ 

•"-' clO :Lnt)e~; de lfl(x)(w))R 

D&mons t r•açâo: 

z ... k que~ 

n 

Con~;id~~r·ando as r•el.:li,-Õ•?s z 1.z,. + :r.
1
.z 1.:::: ::::&.+ .. 1 o::•m <?(7.) e 

l J ;·)" 

i) f-'ar-a j >1. 

ii) z0 <z ~.. A.n.Az ---,,1 --f; 
n 

CF'ar•.a :i.lustrar· o método util:i.zado na protJa dv.:o (i)<:." Cii),. 

<xjz-~; + z_.kzj ) .. 1::: <:Z:ôj-k,O"J.).l 

(zjz-·k) .. J. ~ <z_kzj).i::: ôj-·k,.0"1 E A<Z 

',. ( z -'·-· • 1 ) + z ' ( 1. .• 1 ) ::: 26 . ' o. l 
t ···I"": J J-r: r 

- z/ z_k.l + z __ k.o :: tíj-~~y 0 .1 

'j"'-k tO= &j-k,O"l 

zj.z-k::: 6j-k"l E ACZ __ )) 

-stendendo as a~oes por linearidadey obtemos em ACZ un1~ estru·tura de 

' ' (Z)-modulo. Observemos queT enquanto zj.l:::O, V j )0,. o 1 gera o C<Z)-modulo 

<Z ) pois= 

·" z_
1
.A1 -· z .• '<.i' j>O === :i z .z . ::: ·-] -k ··J :,~ 1 .Az :• V j,k>O. 

-r, ··- J 



' 
Analoga1~ente, obtemos qualque ~lemento basico z-·j A.~ .Az __ J 

1_ r· 

sucessiva de operadores do tipo j )0 1 E'-!1! 1. • 

Para mostrar a irredutibilidade. verificaremos que se V- e um 

- ' 3eja wEV. w~O. Entao w e soma de elementos do tipo 

Z .. ..7 ,..,~_,1-
·-1·· "• ••"'"'-.L- 1 ' • '1 ~'•r 

J menos de escalares. 

• :1\ 

' sub-·tno(iU .lo 

entre as componentes t·romogeneas de W7 Llfh ITr\JilOitllü U do:.;· 

' :omrrin,ento maximo: 

i.l -·· zk A ••. Az_+ 
· 1 'r· 

o::·m t.Jl.. . 

'k ••• :r.kl_.u ••• (zk .(:z ___ k A .... Ai.:_-1-' 

' l · 1 'r 

)), .. )) 
r· 

1 ) 

{jj7•••Yj 1 __ ) 
" 

rnula '-.1. 

:n, c:onc:J.us.';;c), z
1
, .••• z

1
,.. .. w 

'r . :l 

' :onc lu imo~; qu~~- V ::: /H Z ~. 

A . 
monom~o 

( i ) 

-afir'IJJCi•;:du 

Z. A ••• Az. 
- J . -·· J 

1 r 
d~.l 

r 
EJ.:::n). 

i=1. l 
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Z .• (z . A ••• AZ . ) •• 
""J. -·] -J 1 ,. 

A -n 

E li . , 
n·-J. 

k+l 
('"··l)'.·z ___ j Az_j A •• "Al. ___ j 

• :1. k . r' 

( ··1)1d1 '· A AA .... :.:.A ••• Az r -J "") -·J 
t k r 

S ~=· ,- "'' , . - . ·- ,, para 

k E C1,2,,.,,r·} 

Em amGos os casos. o elem~nto encontrado pertence a 

S. - Representação de uma ~igebra de lJeyl era uma ~Igebra sim:trica 

.. 1 
L. um espaço vetorial de 

i forma bilinear alternada definida por• 

'f( Ziy7.j);;;; 2j,[íitj.O' p;:n·a i,j E 2Z+1 

J. , ... , .. I•'·X .,,---~n 
··--~,. ...... p OI' 2Z+1 e a considera~io da ferina Y comu acima e com vista ao 

' ' :ttH;• se.:· fCJr·a no ç:apttulo· III ). 

'),;;.not<::•tTJO~; por• !.<l(Zt) a ~l•J<::"(:•ra do::· W•::·yl ~!(/ 1 ,'1). 

,. r· n r· 
1 " n 

'-
j :1. ' i • • . z ' 

2 'n 
i.l(j..,(ooo(j T 

.. .:. n 

os 
A 

rll o no 1t1 .:. ":, ~::-

E f\1\{0). 
k 

tiro 

• ' z1 ~OITIO a lg•::·br·a ' W( ) t:· p OI' Cz .: j E 8Zt1}, con1 os Zc. 
J 

~; sujE<:i.tos a'!:; 

-•z "jf 1 •,· ·.·L-·· .:: .. >.1 ..... • ].•. J • v 

Consid~r~mos agora o sub-espa~o vetorial de z1 , 
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1 1 I de Y a Z_ X Z_ e a forffi3 nula, de modo que WCZ~,Y) = 

· z:.) (isto .~, ' ' 1 a algebra sin1etrica sobre Z_>. 

Obtemos uma Z-graduaç;o de S<Z~) atribuindo-se 

- j , 

S( z!: > 

A 

" <J) s -n n;::O 

sub-eSjJa•,~o homoneneo ~ tem como base os produtos "' o_n 
,, 

gr'au 

r 
i::.::l. 

j 1,· :::: n • 
i ' i 

finalm>.mte qui? 

1teiros positivos ' J.mpar.,.s, 

s -n 
' ' t? o num•?ro d·~· 

~ 
O:.(z __ 1>. 

-j ao 

' homomorfismo de algellras tal 

li:·. 

'f'Czj )(1) ::.: 0..- 'f'(z_j )(f)::. z_jf" par'a jE2N+l,. 

1 '/'( 1. )(f) :~ f, para todo f ESC Z __ >. 
' - ' tao ~ e uma representa~ao irr•edutiuel 

' lT!odulo. isto 

' f ao in~.1es d•:· 'f( x )(f)>. 
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considerando as 

' 1 a ,- ~CII"' .:; ' - - z z z z - "i6 1 ~m wcz.1 __ ) e as a·,-oes ·i j- 'j i-~· itj,o· ~ definidas no enunciado, 

H" o-> 

1 ' Z )-·modulo. 

-d•;.Or?S 

n r n n ..... 1 n 
r ) .. E r> ·~, 1 1 r z .... •-,· .... . .:...n

1
. Ju ._,_. 0< z __ , .••• z_.~.. • •• z_~,. > 

"r• J.::-:1 J "1 7 ~"•1 "'i r.r' 

P01' lin~:aridado;o,. obtE-IYIOS r::•m S<z.:.) a •:;o-=,trutur•a 

como no caso Clifford, 

1 ' 1 Z )-modulo S<Z_). 

, , - 1 - 1 1e se V e um sub-modulo nao 11Ulo d~ S<Z_>. entao V= S<Z_). 

A 
n n 

f n o1o nu lo "'" V. Então f ,{. soma d.;:o monorrrios do t . 1 r 
J.Ptl Z·-k""nz .... p;' a m•::·nos 

1 ,. 
A A . 

• €•se a lar··::·s. Con~,J.der .. ::·mos, •::·ntre as compono::•nt.:.:•s homo·;~.;;o-neclS do::· f, um monom:to ·J. 

9 = 

' A . 
lnsideramos em seguida a faiDilia de todos os monom1os que comroern f 

) ll.r::ancio 
n. 

J 
zk . r 

J 

' 

A 
um polinomio fl obtido de f a nu lando····so::· 

ldos os rnembr•os fora da família acima considerada, e os membros da familiar 

1"). 

·ansformaram-s9, pela a~ao de z_~, em 
'j 

n 
j ( n . 

n j "1 
2 I ) • j z 

-f; 1 J 
... 
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A 
·,;:·p.:·t:i.ndo f 

1 
o f, o r·•::-su lt.ado um nronomio f f) corrr. no 

'"' 
I ' 1\ I 
ax1mo, tantos monomios quanto os de f

1
, mas comy no mínimo, uma ' uar· ia I.! I? 1 a 

A 

~nos que as dos monomios de f
1

• 

' ' ross~guindo esse processoy apos um num~ro finito de passos, chega-se a um 

Jlin8mio constante f = ktO em V. ConseqUentelllente, 1EV. Como 
n 

::;.nclu:Cflr\.!5 ctU•? V::: S(Z.:). 

Para mostrarmos que \.! ope~ador 

1 

A . 
um 1flonom1o S (:isto -·n 

' ,, 
" , -'· < ,, :l 

J f· -r' J. 'i - ~. 

Jjo grau e obviamente -11-jy e 

n 
2j n z t 

j ··k j_ 

O, 

" 
n.-1 
' 

-k. 
1 

"r· 
' ---k 

1' 

"r z .,.,,., j::-~k'. 
-k l 

r• 

) l.c) caso, A ' esse monomio resultante esta no 

r· 
m ... < l.' kLnL> 

Lccl 
L ti 

+ ki (r\ - 1 
r· 

i ( ~- kLnL 
) 

L .. ! 

l 2° caso, claro que o resultado tamb~m &st~ 

3 " ~ 

... 

r· 

A 

honrD•!:i•;·n ·~·o 

k "" E klnl - j - n 
). 

L=! 

•.:•rrr S + • -·n J 

2~ 1 
-·1u 

;. 

8( L 1 ) -· ' 
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l 

' 

CRI' fTULO Il 

' R RLGEBRR DE LIE RFI~ R[!} 
1 

8lgebras de Kao-noady 

' O objeto central deste trabalhar a algebra de Lie afim 

' ' e uma das chamadas algebras de Kac-Moo•jr. 

' geral de tais algebras, uma vez que estaremos preocupados com certas 

' 

' :onr•::•n ta r· i O"!:> 

90:·r'al so:• fazo;•m n~,;oc>:·'!:;sario!;; •:O!ir o intuito de .lo;:icrli:.~.:H' ril;c,:i.'!:; 

' como uma algebra qu,;_~ far•::•mos 

A 
~o aprofundadas Por exemplo nas referencias CMaJ ou CPFMJ. 

' ' a t12oria das algebras de Kac-·Moody e uma 

.tensio da teoria ' das algebras de Lie simrles (ou semi-simples) 

' .nita sobre OC, desenvolvida por Killing e Cartan ha mais ou menos 100 anos. 

A •:.ada 

)bre OC podemos associar canonicamente uma matriz quadrada A ( .a -
1] 

do::• 

1teirosr conhecida pelo nome de matriz de Cartan. Essas matrizes determinam ~ 

menos de isoffiorfismos e se caracterizam pelas seguintes propriedades: 

:) a .. ·- 2" .:1 .,. O'"''"' ll .... , •. j,j-' ... i.;d~a .. :::O --->a,.,. 
1 J 

' ,) todo menor principal de A e positivo. 

matriz de inteiros satisfazendo 

' ' :) e (p) e matriz de Cartan de alguma algebra de Lie semi-simples a, obtida 

' q1..1e int.:•iros a 
i j ' 

atrcl\.1•2·'!:; do 
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Ho final clêl ' dE••::ada 

' ' 

de 60, V~ Kac ~ R. Moody 
A 

siiiiU ltan•;;•a 

construiram algebras de Lie a partir das matrizes de Cartan 

isto .matrizes que sati~faz~m a condiç~o (c) acima mas nao 

' ' Tais algebras sao hoje chamadas algebras de K~c-Moodr. 

E .. B. classifica as 

A ' 
~neralizadas encontrando tres familias: as de tipo finito. as de tipo afim e 

' i de tipo indefinido. Atraves do teorema 

' . -
,.. 
".> d·=· ti~1o fin:i.to 

; algebras de Lie semi-simples de dirnensao finita; as de tipo afim fornece111 

' a lg•::•bra<.:; 1 ... 1 1:? afins (ou de Kac-Moody a·f:i.ns ), ' e O CElSO 

' lrticular que corr•esponde a mat~iz 

' ' s algebras de Kac-Moodr hiperbolicasr ainda pouco conhecidas. 

' ' A teoria das algebras de Kac-Moody inclui a teoria classica 

' ' 1mo caso especial, juntamente com os analogos as noçoes fundamer1tais desta 

' - ' ltimar tais como sistema de raizesr gr•upo de Weyl, representa~oes , etc. Alem 

A - ' lsso, tem sido crescer1tes as aplicaçaes das algebras de Kac-Moo(ly afins em 

I . I I 

1r1as areas tanto da matematica ' fisü~a ' Ali~lS, '<_c_ ,-·c,nc::•····u··c-:-l'~'" a-.=>!.''..-'--
A . A 1 A 

)SDnlcas e fermionicas que faremos no capitulo seguinte t0n1 seus 11omes 

' conceitos fisiccs, conforme mencionamos ne 

•ab<o1lho. 

' R Rlgebra de Lie Rfim 

' ' , .. ) <.;fU<ô:' a al9ebra de Lie simples 3-di~ensional sl(~.~ 

Insiste das 2x2- matrizes complexas de traço O. 

1mutador de matrizes. Se tomarmos a base h = [~ 

o 
o 

-1 

C h,e J 2e, Ch,fJ - -2f, [e.fJ 
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' ' tamt.u:.:·m a a l'3t:::·bra ClSSO•:iatil.ICl Ç()lfltl t <'~ t j, t,!d 

-nt•::·nsao :in f in i ta 

A ~.1 

dos polinomios e~ t e t 

' 

E .a, .. t 
jEZ 

=O a menos de um numero finito de 
A 

agora g o espaço vetorial complexo de 

·Finita 

J 
.0) , (H; r 

J 

dillt<:~ns:Ío 

de OC.c denota o espaço vetorial com1~lexo unidimensional de base (c). To1nemos 

A 
2. a bc1 so;. 

{h @ t j y E• ® t j ~ f ® t j • ·:::; j El) 

definamos em i uma multiplicaçio dada pelas condiç;es: 

l i+j"." (t' ... --rlu._1 • 
0 

·r~x,y 

J. T J v 
) k r 

' ra todo x,yE~. i,jEZF onde tr(xy) e o traço.do produto das 2x8-matrizes x e 

:nR 2. 1 -- A 1 l . 1' 1 ,. ·- ~ mu .· J.: . -'--d•j::ao d·~·finida 
' e a )."b?t'n<Old.a, "-'' satisfaz a identidade 

A ' ' Jacobi. Consequentemente, ~e algebra de Lie. 

-lJ<i.'l'lla nst· r•2 çwa : ' '"' alter·nada ( is.to ' '"'• Ca,aJ=O,. 
A 

v aEg_) •.;· .i.ITI<:i'•.:li<:•tC'! do 

:to de se~ c central em i e do fato do colchete de 2 ser alterna•JLJ 

Para demonstrar a identidade de Jacobi, observemos que um 

t 1 IE A , j .. 1 tos jo t. o w ~ +m -•· ., ...... '·JF_·.•.•.t , ... ,,·,E.Z •2 hf::II:. emen· o qua quer c g e soma 'e~ emen· • ·1p w _ ~ n~. ~-

a::::x 0 ti + o: o::: y b::y ® tj + /3<: 
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C.<:l,[b,c:JJ 

,alogamenter obtemos: 

"' i+i+k + [b,Cc,aJJ- (y,tz.xJJ ~ t j$i+j·H·;,.O( tr( y[z,.x J) k; 

kÔ i+ j ·H; ,. o ( t r ( z r: X r)' ] ) )c 

nn.a n do A . -
as tres expressoes obtidas 1 resulta: 

([ [ .. , ' r· I. Jl +r· r· JJ> M ti+i+k X r )',.Z. T ,y, .l,.X .'1. 1 .XrY- 'ti' . 

' ' <a•:.ima e nula, devido a id•ntidade de Jacobi em 

' e i•JU.:J 1 a 

Ô i+ j +k • O ( i t r ( X)" 7. ) -· i t r' ( X Z )" ) + j Ü' ( )' Z X ) -

-· j tr( yx Z) t k Ü'( ZXY) - k tr'( ZYX) )c 

( 1 ) 
ô (i+j+k)( tr'(xyz)- tr<xzy)) 

i+J+k.O 
' 

o 

11 s~ deve ao fato de que tr<rnn> = trCnm> e <21 e ot•tida analisando os casos 

·jtk =o ou i+Jtk ~ 0). 

A di1nensão in f in :L ta ~. \ ·::. 

•notada na teoria geral das ~lgebras de Kac-Moody por A< 1 > 
l 

' t'" m!::o•?m 

' El<:l '"' a m.ais 

.mples das ~lgebras de Kac-Moody afins e,. certamente, a mais importante. 

E8ER\UlÇÃO 2.1 -· Utilizando a base dada, verifica-se facil~1ente que a 

A ' -;trutur'a de ~ rode ser d~scrita atra,,es das reld~oes segt1intes: 

(1) [c,.h ® tjJ- [..:,.;;· ® tj):::: lc.f !XI tjJ:::: o; 

( 2 ) C h ® 
i 

h ® t j J 2:i.ô i+ j r o':;:; t ' ·-· 

( 3) [h ® ti~ (• ® ti ] ·-· 2..:• ® ti+ j ; 

( 4 ) [ f"l ti, f t j J -2f 
ifj 

® ® = ® t . 
' 
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( 5 ) [e ® ti, o;;• ® ti J ·- [f ® ti , f ® ti J -· o; 

( 6 ) [o? ® ti, f ® tjJ = h ® t 
itj + iôitj,Oc, 

aca todos .i., j EZ 

Essas r•e1aç5es podem ser refurmuladas com a utiliza~;o de . . . 
er'l8S formais, que passamos agora a descrever (A teoria de series fc~mais que 

• tilizaremos aqui sem maiores comentarias pode ser encontrada por exemplo nas 

A ' ' eferencias CFiJ ou CLW1Jr conforme ja mencionado no Prefacio). 

2 • 1 Sejam ~r t 1 e Ç~ 

"' 

. . . 
!.làf'ld\,!"215 formais que comutam e 

• • s seguintes series de Laurent formais em ~, com coeficientes em g: 

h( ç) - ( t"l ® t.j)\jr 

,.( ç ) - ( ,, ® tiH;i, 

f ( ç ) = (f ® ti )Ç j • 

. . . 
efinimos tamt•em a serie b( I;) = E o operador· dif~rencial f~rmal 

j EZ 

= t<d/d\), de modo que ( [16 )( I; ) o i 
J I; • 

ROPOS'lÇRD As de colch.;;-tF.- ( 1) a ( 6) da 2. :1. pbd•õ•llt 

( 1 ' ) t: ·=.h< t; 1 ) J .... Lc,e<t;
1

)J = l:•o,f<l; 1 
) :1 -· o~ 

( Q, 

"' 
) [h( ç l. ),h( I;~ )J 

~ 

.. 2 ( D6 )( ~ 1/~2 >c; 

( 3 ~ ) C h(<; l ),~(\o)] ... 2 E>( ç2 )$( ç 1/1;'~! )~ 

"' 
( 4' ) [h(';l ),..f({72)J .. -2 f ( <; Q )Ô ( <; 1/ <; '·' ) ; 

~ ~ 

( 5 ~ ) [E•(/;1 }~'='< Çn )J = Cf(<;l ),f( \'r1 )J ... o; 
~ ~ 

( 6, ) [ •< ç 1 ),f(\o)J = h( '2 )Ô( '1 1 '2) t <D6><~1 1 \'z>c 
~ 
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Em outras palavras. -as relaçoes acima 
A 

estrutura de colchetes d~"' a .. no seguint.;;· s•::•ntido:: •:.:aJ.•:ulando E• 

i , j EZ. 

for·mulas correspondentes da observaçio 2.1. 

' :tu.::• ~-,ao as fm'li!Ulds~ d•.:· ( 1 ). 

C •: ~ E 
jEZ 

(h 0 tj )\'i] 

{'..:..-:::;:,::;,~ E [ (~ , ( j- I 

jEl 

o 

- o 

(==.=·~ [.::-,c h @ t j ) J ::: o. V' j EZ T 

comparando 

' ' 

os 

:Dessa for·ma, (1 1
) expressa r1uma un1ca igualdade as infinitds formulas 

::.ontidas .;• In (1). Essa ot•ser·va~io naturalmente se aplica para ' 
<':1~::. fOf'!YILI1as d~! 

- ' :2"') a (6~) ~·!TJ r··~·liP;do a~; d•::• (2) a (6)). 

- ' ' Das demais verificaçoes, a ultima e a menos trivial e a faremos a segui~~ 

[o:;>(t.; 1 ).f(~"=')] ~~ 1: E 
iEl 

l.o."""' ·ti)J-<j_ )' 
·'~ 'G' "1' ' (f®-t:j)~·~J 

'" 

' 

- E r.e 
i, j E~ 

' ~ara esta soma de series, temos a serie 

jEl ~ 

·'· j Jt j_ I"' j 
L ' ., '> ,._, . ~ 

k 
k(~ ,._, ) , .. 
• 1,- I,~:: -



(h®tm+n, 50::' III;I':''''J'l 

' so::-r·i·~·s obtid<:lS nos dois d~senvolvim0ntos 

3. B~l) na graduação principal 

A 
sub-espa~o vetorial de :2_ dE· bas•::• 

{h®t 2 j, 
('\ .".11 

•• /Qj ·t.:;,J-r ' '"' ~ , .,: ® t2j·H, ,_. j EZ:} ft 

' ' 
~"· ~-,ub-·a l·.iJ•::•L•r'a pr'opoia 

r; · r· ·.I •! ri · 1 ,.., · ' 1 
[., ~ t,;;,;l ;.:. ·"'·' ·[0:::]-rJ,_I -· t::o-~ "'' ·[.::.J.T.:;.JT 
.1·1...,. T-~ -·-•~'"-'l>' 

- t2it2jtl + '·''6 o ,._. ·--- ·.• .. -•.. -
<e,! •• :t ~;it2jtl,O - ""' 

A 

:ii_ iS,Or:JCH'·fa ~~ 

+ r;•[; 
"~

1 
2i+2jtl~O 

••• ..l ...... +1 ·t..::.l-r.::.) .. c 'h. 

Consideremos agora a aplicaçio linear ~~ 
A 
~~-----~'h 

l·;o-finj.da por·: 

:1!/' 
[~ __ ij li'!: \1 ,; : __ . i\"i -:·:-·J 

tr·( hoe :J )c 

F'ura 



ti 
C> ' 

h ® -----~ h ® t'"o] + 5 , .. " 

' 
r O- T 

'"' 
® ti -----l· 

·==· 
I)) t2j·H 

" ' 

f ® ti -------·7 f I)) t ::;:j-.1 
' 

' ' ' Verifiqueffios que~ e isomorf_ismo de Lie (que ·~· ob>.lio), 

•:~X •õ•IIIP lo ti.U•;;> 

f ® t j J = 'f( h C ) ::; ~O( h @ 
i+j 

t > + i6. 0 ~P< c 
l"i' J " 

+ ( 1 

' ,. <;>i+l •:-,·--·1 
[!f'( •':• ® t ) r 'f{ f «J 't ) ] ::;: [ '"" ® "l ""' r f @ t ._, J 

o.+~·.· 
·-· 1- I'>~ ·t.::.l ·.::.] 
-· I I ~· + ( ~;j_ + 1 ) 6 :;~i+2j .o .;:: • 

!f'[ r;:>- ® ti r -f @ 'l j J ::: [ 1,0( e 0 ti ) r !f( f ® t j ) ] ,. 

o~ lh0do igualmente simples, l~ostramos que 

' F'assaremus agora a estudar uma outra bdse Je ~ , atrdues da quaf 

i 
( 1 ) 

' J. 

'J '+ 1 
-(-···::·+f)® t''··J • 

Jbuiam0nte o conjunto CBn'+i' X., c .::. J . J 
' jEll e uma Gase de ~. 
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rEOREI!R S.2 - A ccrr~spondent~ ~strutura 

< 1 > c,. n J ··· c - x J ·· o • -r-i ·- '-• !-;-- • 

( 3 ) L H . , X, J ··· 
l r; 

nx . 
.:. itk • 

' ~" -. 

':-'' ·-·t )1·;+1 
'--·~ . Bk+L' S€· k+L E 2Z+1 

0
( 1 >'' I ,. ·-· . .::. - ü.~ktl,O 

' ' ' )lem disso, ~ e uma algel•ra de Lie Z-g,·aduada, 

' 
'bi+J e os sub-espaços homogeneos 

Jenota o sub-espaço 3erado pelo conjunto Ca
1

, 

' ' 'b 
j - (B ,xJ ) ' s•::· j E• :t.mpar' ' J 

' -'b 
j -· <X 

j ) ' ~;·:.~ i "'' par . n .-~o nu 

' 
·~v a u de cada elemento basico 

lo 

' isto ·~·. 

r a } ) ; 
11 

' 

'h :;;:~f!.'b. 

jEZ: J 

~.;· i•,;;,ual ao !:;>.:•u ' indico::• ). 

" t.ldr··ios 

A 

Escolhemos aquel~s qu~· contem a 

' . -.ecn1ca de demonstra~ao a ser aplicadd nos demais. 

' A 
1 ): liiP~·diato·, d•;;.sd.;;o gu~:· c E• Cf:i·ntral em :I; 

' I•; :u11par_: 

C B i, Xk J .. [( df ) ® ti ' ( -12·H ) ® t ,, l 

c li? 
i + f ti 7 -··o:· tk + f + k "j - O! t O! .. .. 

c""' ti i + [.:;· ti 
'f 

tk - " 7 ... ,. " t ] " " ] 
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= ~ <• t iH + . ' t I AA •• iH; + 6 •• ~ .. lúi+k~Oc . 1 ~ ' k kti,Oc 

- 2h í,!,i titk + <iH;)6 .. 
1
·
1
_ 

0
c :: 2h ® ti+k (l+k pdr·) 

l'. '• 7 

Mos·tremos agora que L~. , l>. Jcl>. + . 
l J J. J 

o ... ,.,.,,. [" 'h ]''b " 
:.. '-<>·"" • •\)' o·'- 'o" 

' Jm ·~·l~~ITPõ•nto tipi•:o dE• ' e ah ® 1 + pc, a,p E [. 

' ' ' im ~·h·mE•nto tipico d~.:· 'b., i ilnpar •=• 
l 

oc( •= t f) G ti. + W ... ,,. + f ) ® ti (o.,~ E 11: i 

i i 
- ae ® t + af ® t - fie 0 ti + tl+ ® t l 

ssim. um tal elemento pode ser escrito como 

ara ah ® 1 + pc em ~O' temos: 

[ah 0 1 t ac,Y& ® ti t Af ® t
1

J - 2Y[h ® 1, e ® t
1

J 

i 
t aACh ® i.f ® t J = 2o:Y ·==· ® ti 

l 
a/-.2-F ® t E 'J:Ii 

- ' ' verifica~ao para os d~mais casos ta111beru e s1mples. 

Descreveremos agora a estrutura de colchetes de ~ usan~o 

ormais, conforme a proposi~~o seguinte: 

i 
I 

! 
I 

I 
I 
I 

I 
I 
I 

I 
I 
I 

I 
I 
I 
: 
I 

I 
I 
I 
! 

I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 
I 

I 
cl 

I 
I 
I 

u--,.,- ;\J~'·l·,.l 
. d "' . - "" I 

I 
I 



PROPOS'TÇÊÍO 3.3- Sejam BC~)~ X B. 
. -···~tl J J if.::,::,ot,·. 

-

X< ~ ) = E 
~;EZ 

r••::-'!:;p.::•.:tiuam~.:·nt•::• p•::•lCls r•::·l-ol•;:o~·s < 1') a (4') s•::".:Juint•::·s: 

< 3') LB( ~:I. ),X( ~ 8 )J 

(4') LX<i;
1

J,X<i;
2

ll 

- A 

X ,h ,, ' 

Dcmons t r<Jç~aa: Vo:.•rifiqu•.?"mos ap·~·Jl<:lS.a ;;·.:=tui• . .l.alel:l•~:iGJ (4') {==::} (4';~ 

,:•o r- Ulll lado r 

EX: I; 1 ),X( 1;2 )J "' E 
f;,LEZ 

··x x J"'',L 
~- 1,;• L "1"2 

F'<H'a a soma 

( ll ) [ 

-2BC~ 2 )6C-t 1 1t 2 ) + 

- ( -2 E H.\',~ )( E 
... . J .::. .· -z J E.::.Z·t-1 ~i.:.: 

-· E -'.':·B 
jE~:Z+! ..... j 

H!Z 

= L' 
i, hf..:Z 
htiE2Z+1 

2.( I)f_i )( -?; 1/\2 k 

( -('1/<;2 )i) + é: E 
. k t.Z: 

+ E 
k (l. 

+ E. 
kEl 

'''!····' 1 ,ktkt,-··~; 
.::,-_,_.l-· } '1"':.• .. 
•. , ( ' .h,h, -·h 
;.~.r\C: -·,L; 'l"~:: • 

' ' . dessas duas ultimas ser1es, 

(j-:i.::h) 

,l.,h 
"1"2 -

-2C-1> 1B . ~ h,iEZ com i+h E 2Z+1 
htl.' 

O , se m,n nio satisfaz~m nenhuma das 

( I ) • 

,···ondt ... ·7',es •• . T , -

,. 



ColnPdr·ando (I) .::· C II ), obt•::•n,os:: 

LX 1.,X_.1,J oc 
' ' 

,..,, ·--] ):i.+1ü 
'··' ·, l + 1"1 • 

i+h ,;:: :::::!+:L 

C X , X J 
lfl 11 

k + ., "' j ) ' b L + ' ,. .::r ' :1. I 
,,:, ~ " 

~-- '"' c ,_ .,. 
k + ' L " J ' 

"'k ' 
,, 

L - ( k ::::( ' í k & ' L E ::::t:: '"' ·' l I"' 1'-. ' I; ' o ' ' 
·::· ;~ 

···' o '"' " 

' ' 4. R algebra de Heisenberg princjpal e ;:ma Hub·--algebra abel ian.a 

1.1\).'_Lj' ,-,.;,, (, 
'"'_I I .. j 

j ·:-::"2 .J. 

' 2)(•jülil 1--1 ;;o• H d~-' ~.:-ub--dlSI•:'.•b;·a~:; d::• l ... i;_:. ,j,_:. 'h •:Oii• bciS•~·S 

CP ..... 
'j ·" 1... .. 

A 
~:;~;·ndo """'::-; <ild•:.l<::i- pC1' •::·l•::·nr,;:·nlo~::- l·rutr,o•"J"'·~'•"''o-,;;,. H •o· 1--J 

' -H 0 U1.1~ al90·br•a d~ H0ise.1b0r9 do din•~·nsao infinit~ ( istu .,_, ·- ,- ç~:·ntr c( H J 

' ... [HrH..i)•::-H ·~· ~:,ub·-·dlb·:~bi'i:l dL••::·J.i<~n": d•::· H. 

' ' UHSERVflÇRD 4.1 - Seja L uma a lg•"•br•a d•C< LJt::•. Cur1 si d<::•J- etno ~; T< L / ,, d l~J>:·L·r·, 

tensorial sobre o espaço vetorial L. Seja I 

{x (>-) y-- y (:\1 x -· [x,y:J 



' Sab.;:.mos •::•n\.IOl.,.JE·nte d·::· L, U( Ll, e r a lli>~·no~; d·::· 

isomorfismos, T(L)/I. 

s~ L for ab~liana, w ideal I passa a ser gerado por 

(X ® Y •·• Y ® X : X , Y E L. } • 

' ' ' Isso significa que UCL) e isomorfa a algebra ' siiTIE•tr'ica S( L ) ( c f .. d·::·f in :l ç:â'o 

' I-·;3.~~ ). Al<::·n1 disso, 

' ' isomorfa a algebra polinomial sobre B(cf~[C2J). 

Demonstraremos agora um fato impor·tdllt~ na teoria gerdl: 

PROPOSIÇ~O 4.1 - ECx 1 ,xpl,x~, •.• J (~ U<H - _, 
' ' ' )) e um H-madulo irredutiuel. 

s~guinte notaçio: ' s•::· t1 e ' ~~ l._::.l,::·br a 

' asso;;iati\.ldr ' <:~lo.;;J•::•br'a de Lie cujo colcl··~ete e 0 comutador 

Ctinsideremos a aplica~~o linear 

p~ H-----}' (End(S(H_))L::: (l:ndClHx 1 Tx 3 , ••• J))L 

d>?fird.d~l por 

•::. 

Jar'a todo j E 2N+1. 

x. (operador de criacao), 
J 

' 1ostremos primeiramente que ~ e homomorfismo de Lie. 

4 o::· 
•,,] 



'"[' . 'B . J - "'( o 1. c ... l TJo: rO::.U • ..l.
0

,_ 
1 J l!'], 

?Oi" outro lado, 

Clf!B. ,!fB. J -·· L ii:l/Dx. , jiJ/8x . J 
1 J ). J 

= i&/Bxi.Jà/Bxj - j8/8xj.iB)bxi 

= ij.B/Bxi.õ/8xj - ii.BI8xj.B/Dxi -O E (End(S(H_)))L" 

1l'CB ,B .J :::: 'f'(2i6 .. 
0
c);: iô .. O E (E;nd<SCH_)))L. 

l -·J ),-J T 1-J y 

3o Celso: 

:•or outr'C) lado~ ~;.ara fEB<H) qualquo::·r·, t~?nH.?s: 

CYJB. ,!fB . ](f) :;;: Ciàlàx. ,x. J( f) ~:: < ià/Dx .• x 
1 -J J. J .l j 

-- x .• i8/iJx. H f) ~; iQ/àx .< x _{:) 
J l . 1 J 

xj i.àf/axi 

- ixj.ôf/àx 1 + if".àxj/ax 1 - i-xj.~f/àxi 

- if.Dxj/Bxi- i6 1 _
3

, 0 Cf) 

- i6 .. O E <End(S(H )))L. 
1"'' J... - -

' ITIOdU lo~ wEH, fEH_. 

' o•scr•?(.Jo:qno~;. t..t.f ao irn.J•~·s do:· 'f'( UI)( f).) 

' 
ir·r~dutlbilidade e f•r·atica~~~~te a ~~0St11d daquela 

' :al qur::· a fa111ilia d_<::· or;•::orador·•1"S"• Cl, 

' 1ma algebra de Heisenberg isomor·fa a H. 

4{, 



Basta 1 ' z. 
J 

j E 2l+l satisfazem 

-r··::· Li•;:o•?S co lcho;;•t '"' ' <:'I na log~1s ' as 

~lernentos 1. Bj •. J E 2Z+1. 

~ ' 
OB5'BRVEIÇRO '·· ~· -· " .. A irnportancia do corolario acima r9side no fat~ ~9guinte: a 

' par•t.ir da al•:J•::·br·a d•? t·b~•i-:=f·~·ni::"?I':!.:J H pod•::·-.. s·~" r'•?•:::upr:.•r'ar· 'b ( ou ' ( 1 ) ) 
1"11 1 

, ( 1 ) 
confor·m~ demonstt·ar•emos r1o capitulo seguir•te. Com isso, obterenio~ A

1 
como 

sub-.. ~ l·J•O:•bi"d d·::· Li·=- d·:? ( En.j( f)( z:_)) )L r "-" 'bE·r·~·riiO'.:>r port<:HI''tüy CjU•? S( z1
) r:. li!TJ 

( 1 ) ' I 

A
1 

-modulo irredutiuel. 
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, 
CllPITULO III 

A 
ll CDRRESPDNDENCill BDSDN-FER~ION 

·.-6.1. \,!i IT!OS na 

f~2N+1) 9•::·r·<:iii• .::·u• (End(SCl:_)))L uma ~~lg~·bra d•::• f-!~dso:•nb•?t'•J isomor•fa õl H. ~íais 

•SPf?O::lf :i.cam.::•nto:• y ·t.:.:•mo<;;, 0::'111 ( End( 3( ?..:..) ) )L: 

1 .. 2c 

z ... ~~j(à/éh: .) .... t.:•[-1 '"' J -·j - .... j 

z . - B ., para jE2N+l. 
-· J -· J 

qui o conju11to Cc. B. 
J 

-~~~~du lo U< H ) •-:! CU, Z l ) ( ., ~~- < X X J ) ' ._. ·"' "'""!T .-,, '•-o • o 
. ~· .) 

( c f. ll--4.l ), 

, 
Queremos descrever a açao dos demais elementos da base de ~. i ~:;t D e_, 

ar· a isso, ihtrcduziremos ' '· os operadores tlertice. conforme CLJ <Un1a ~eferen•:i~ 

' ara um estudo aprofundado desses operadores e. per exemplo, [LMSJ). 

= E•xp( E 2Ç···j .B_./--j ), 
j E21H·1 J 

X'< Ç l = -l/2 E
1

< --·Ç l Ei< -(' l ~ando? ' o? X p ~.;o;;. r i e 



' s.;•r' :i. .;:• d•·'· 

ur.;-nt o ' jEl, e um üp~rador 
~~ 

A ' ' um apendic.;- neste capitulo para, atraues de alguns 

d~ s~a validade. Entretanto, adiantemos o que, 

coeficiente de tl em X'(Ç), que pa~:>samos a d•::·notar 

' c a leu los, 

A 

111<:1 'S i 
nos I 

e•m f•SS•::·ncia, 

pcw X[ 

,j 0 qu•::· X'( t) = E X'L~L_), :, ur11a soma infinita d<::· op•?T'i:idOi''o,?!?, d•::· •;1r~1u L do 
LEZ 

po 

~B .••• B . B .••• Bl. , hEE, 
-·;L ••;J. J 

1 n 1 m 

-1
1

- ••• -i +J
1
+ ••. +J =.L. n m 

' ' rem, apenas um numero finito de tais somandos deixa de anular cada elerr.ento 

mando arbitrariamente em ''< zl ' ~) ·- . isso ao f .ato dos 

d·~· 
' a dire·i ta nos 

,A 

somandos (como consequencia 

nn 1.1 _: cx~<ç 1 >,X'(\'
2

>J 

= E;r-c 1 >E;c-c 2 >E~I-C 1 )E1c-ç 1 l(CD6l<-C 11C2 l) 

Demonstrayi:o: Temos: 

4 X'<\.l)X'<\' 2 > 

- .+ - + - E
1
c-c

1 
lL

1
C··c

1 
lE

1
<-c 2 >E 1 <-·C 2 l 

.. - + + . 
.. E 1 c-c 1 >E 1 c-c 2 >E 1 <-c 1 >E 1 c-c 2 >.~xp 

r (a) abaixo 

[ - E 
j E2N+1 

C· c-~, 
B -+; 

r: ] ~ n 

f; E::n.J+ 1 ~ f; 

49 
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(-E '+(<;1/<;2);/j) 
j E8N+ 1 

= c;_·<-·~ 1 n:~(··ç;,;;n:j.·<····çln:i·<-··ç 2 !> • .;;·xp(1o•.;.J<.1 (,' 1 ,2 <l + 
.)or (b) abaixo Ç'z 

<;1)2(1+ 

--ç 
"·' 

\'1 -2 
) 

<;1 -~ 
) '" ) 

~s propriedades que justificam certas passagens acima sao as seguintes: 

a) exp A exp B = exp B expA ex~ CA,BJ, sempre que A e B comutarr1 com [A,BJ 

' ' b) log denota a serie logaritimica formal que·satisfaz 

1 i 
<; ' lo'J( 1+<;) "' - E _

1 _< -<; J
1 

i )0 :i. i >O. :1. 

E•XP lO') f(?;;):::: f(\) 

n0ertendo a ordem ··1·· ,... -,'" oi·t·,,·o..:·• 1.0::' ')j_ •" '> 2 Y •• 1 1::' I •• >u 

•? 

comutam, obtemos, 

4[X'( <;
1 

l,X'< <;~l] 
"' 

' omo qu>õ·riaiT•OS 

' 1.2 -· s~.da 5,, .... J. >? de Laurent for1nal 

i >n ou j )n ' ' . 
~· n·~~cessar'J.a 

o:ja 

aEIC\(0} .. Então~ 

~-'!0 

dS 



<i> 6<a('l/~2)f<~l'~8) = 6<a~1/i;8H<a-li;~,:·'sl; 

(iil ([l$)(ai;l/('2H(Çl,Ç2l = <D&l<ai;l/i;~l)f(a-lç2,Ç2) 

- /i(a('l/\'2)[1i(f)(Çl,Ç2). 

llemanstraq;a: (i) temosr por um lado, que: 

E 
kEZ 

E 
kEZ 

E 
k,i,jEZ 

\,1 •• 
lJ 

irjEZ 
k :i.+!-; -j···k 

a IJ .• t;'1 ~·n 
l J .::. 

• 

. , 
or outro lado, o S15"JUndo ITI•::•mbr•o d•::· (i) o::•: 

-· 

-

omp.ar·ando 

E 
lEl 

E 
lEZ 

E 
L,m,nEZ 

. -ur/"'ITJ},n 
I,! d ~ 1., '> ,., 

fllfl c:. ,,~ 

<I l ·''' < II l, '·"''"''"' qu'' ~las 

( I l 

o 
id•o:-nt:t(:,~~;. 

i i) Aplic.ando •:-m arrd:JOS os l1!•2•1l•brns d•::• (i) o CJP•~·r·ador- r, 1 <d/d~ 1 ) C•bt•c·~·(<OS, 

tilizando regras de derivi~;o: 

d&< •\' 1/\'':) 

di;l 

d6(aÇ1/Ç2) 1 
---:;-;,-----f(a-··-72,\;'2) + S(.:lÇi/\'2) Ç'l 

di; 1 

- (Dôl<al;l/Ç2H<Çl,çé:l + &lai;l/i;2HD1f ><çl,Ç2) 

' -·1 = D6<aç
1
;ç

2
>fla ç 2 .~ 2 ) +O 

jl' ' , 1 

<'--==1 1 DS l< ai; 11 \"2 )f(<; 1' \'2) 

-1 
::: D6(a(;'1/Ç2H(a (;2,~2)- Ô(a(;'l/(;'2HD1f)(1;'1.~2), 

, 
Je e a igualdade desejada. 
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"EDREICR Os operadores c, B. 
J 

( j C2~Z:+1) 

-
X~ 

J 
( i El) < End< S( z.:_,) \. 

, 
:.atisf az•::-m as relaçoes de colchete do isto ·~·= 

se k+LE2Z+:l 

o:: , s.;:· k+LE2Z: 

Demorurtraqão: As "o I_., ,-·""'o,::.c > H "' T .. _, [l~ .•. r:.J 
1 J 

, 
Uffia aJ.gebra de Lie 

r>. & 
.::.1 i-t·j ,O 

r·elaç~o [c~X~J = O segue do fato de c agir como operador de n1ultiplicaçio 

[B.,E~<-t>J =·rB., exp E 2tj.B ./jJ 
1 . 1 jE2Nt1 · -J 

l"B .. , E 2~-i.B_ .. /iJ E;·(-·\') (vio:k· (a) 
1 j E2N+ 1 J . 

, 
abaixo,.:.pt.~s. a 

... 2Ç··i(2i•:/1.) E~C-Ç) -· 2(;'-iE~(-··Ç) <2c:::1)~ 

[ B . ' -· ], f '+(-·\')] - Q" -i .
1 

HH .... ~ 

Cl'i, E·~(-~ )J .. 

:nt ão ~ 

B. ,X'(~)J- -1/~lB, J. • i q -~ ) E;(-~ ) J 

,- + 
El<-ÇJJ E1<-<;J 

(vidE· (b) ab.õiixo) 

.+ 
!.1(--~ ), 

CB ., E 1 <-~)J ... O. 
-1 

- 1/2 E
1

< -ÇJCB., 
1 

d·~·mons.tt·cl·]~Zo ). 



- ( ·-1/2 )2\' -i El<-\') r:;·( -ç) 

•.. 2t"-.' 1X'\ \' ) 

)imi larm.;;ont.;:·, 

[B .,Xt(\' 
-l 

)J -- 2~'iX~(Ç') 

:•o r' outr·o L'\ do, 

:B. ,X'( ' ) ] = E CB.,x;Jç1'' -- ::;~\'-··iX'< Çl 
l kEZ 

l ; 

= r'\'-·i ,, X' ,., 
E "'";(' 

" " -- ,:: .. f,-; 
HZ k 

I:EZ 

==9 CD 1 ,XkJ;;:: 2X(~ti' v kEZ. 

)o mesmo modo, usando <e*>, ot<t~mos 

··- 1/2 E l ( .... , ) • o 

( POI" ( li< ) ) 

,., .. , - E r:>X' -· 
kEl 

.:.. kti 

[B X'J nX' v '-,·E7. -··i' ~; ··· ..,·, k-··i • r. '"' 

\ssim, es·t~ provada a rela~io (3). 

(-11<11<) 

\'k 

'o ini.J~~s do::· p.rot.hH'mos (4), demonstr'ar,::•ITJO!:> ~~ua E·qui(Jalen~.;:· (4') ela pr·oposi']:ão 

CX'( ~ 
1 

>,X'< ('
2 

)J 

::r<-·'"' ) E-·<····Í""' 'r+c---ç· 'I-~+(-1"' > DS<-·" ;r- > (p,,;:·lo J._.,.,,,,~ 1.1) 
'':!. "l ''l. ~:::: '1 1 "1 "2 "l "2 

=-E~<\'~~ lE~( --~-~-~ lE:c <; 2 JE;c -·('c:)( Dó)(---<; 11<; 2 l 

-·b < -- \' 1 li' 2 '\' 1 c a f /a\' 1 l< \' 1 ' \' 2 ' 

- - ,+ .,+ 
fC\'1''2' ''- E1<-<;1 lE1<-·\'2lE1<-<;1 )!,1(-\'s'' 

-- C~\'2) E~C-<;2) E~C\'2) E:<-<;2lCD8lC--<;1/<;2l 

- -· + + . 
-· ((<\'1d/d<;1 lE1(-·\'1 l) E1<-·>,,l E!<-·<;1) E1<-<;8l 

,·· - .+ .+ ' + E1<-<;1) E1(-·\'~:l(<~1d/d('1) El_<--<;l.l)L!(-Çz)) b<·--Çl/<;2) 

Cdeuido a regras de deriua~~o) 

-· ( D6 l( -·Ç' l. I Ç 
2

) 

.. -· + t 
-· ((cÇld/dÇ1 )[;1(-Ç1 l) E!<--Ç,:lEl(-\'1 )E1<--Ç2l 

-· - + + + El<-Ç!lE,<-Ç2l (<<;ld/dÇ1)El(-Ç1l)E1<-\'2)) S<-Çl/Ç2) (*!) 

' ' -<esta ultima igualdade se deve a observaçao (c) abaixo> 

"' 



E ( -·(' l E 
1 1 j ~:::;2t.J+ 1 

,.., l'- j 'C( 

.::. " 1 • . • .. , 
Anal OS.le11!rent E•, 

( " j/l" ) "'·
1
1.( -·"1) '1'. "'J. • ' -· Ej( > ) '' n"j[< .... - ·,1 --..,1 " .::..,1·. 

·-n<hj J J t.::.::.n1--r·. 

' Substituindo ess0s dois ulti~os resulta1jos em <*1>. obtemos: 

(D&l<· .. \"1/1;2) + &<-·<;1/\'2) 9 <<;1,('2) + &<-·Ç1/Ç~:;)h(Çl.,Ç2l 

- (DÔ)(·-<;
1
_/('n, .. ' + 5<-<;

1
/('

0
)'3(· .. <;,_,.<;,_,) + 5<-<;

1
1<;,_,,)h(-Ç,_,,,<;c..) 

M "" "" W 1..1 0.0 C., 

+ (( E 
j e::N:t1 

n< " ,-iB ) E-·(" ) E < --" ) E\" ) 1:+
1

< -·"~-·) 
& -,? -· 'L •o 1 '? 1 '? '·· "" J . .... - -

' ' ~U•t:• t? E•xat~11ll•:;onto? o 2o 1Yt8•nobr-o d•? ( 4' }, conto gu·:~rlamos. 

~!-4 



1ssinaladas na demonstraçio ·acima, s~o as seguinte~: 

b) Se CA,BJ representa c comtttador de dois elementos A e B numa ' 
éll·.:.t·~·bi' a 

associativa, entio [A,BCJ = [A,BJC t BEA,CJ; 

c) Se AB = BA, ent~o exr<A+B> ~ ~xpA exrB. 

?BSERVRÇÊÜJ 1.2 -· O f ato d,:_:. 8( z:.) s~:;.;·"" ' um H-tllodu lo ' ir•r·edut·tvel <c f .. 

• A 
o 1.3 pçH' consequencia ser 

1EFI!!IÇÊÍ.6 1.1 Cc,. B,..,._,
1

,. X~ 
O::.]T J 

i ElJ ( End( S( Z~)) )L S•O:•i"aO 

operadores bosons e a 

A 
b()SDn :i.(~,?! 

A 

Cansti'uçãa Fenaianica ele 

' ' ' 

A~l) •::·rn S<Z 1 > de 

Consideremos o C<Zl-modulo irredutível ACZ_) estudado 

·-5 .1. 

interessados em construir uma representaç~o ' irr·~:;·duti\.Jt::-1 da 

/\( z _). da 1!•0S!Tia 

:ntr"?tanto, no presente caso, para obtermos os gerador·es de H, precisamos de 

1ma pr~par·a~ao, que passamos agora a descrever. 

1;;-l:r 
-.),.! 

I 
' 



' Z.( n =E 
1 '"'"Z'. 

par·a i::0,1, series formai§, onde 
J ..::..::. 1"1 

os z{ da base deZ sao vistos como elementos de End(ACZ )) Cc+. 

[)e f in i mos F' ITJ r 
para mE8Z+1~ como sendo o coeficiente de ~m no produto acima, 

' i.sto •?, 

.ENB 2.1 -Para cada mE2Z+1, 

F'élll ITI. 

p 

"' 

' 

F' ,..m 
m" . 

P • um operador bem definido em 
'" 

mE2Z+1. 

) ) ' 

p • w 
"' 

Podemos, naturalmente, supor w 
A 

.ITI· monomio da bas·~· d•::- A(Z ): 

ara ' k ) fiii:lX(j
1

, ••• yjp}p 

p k+1 /'o., 
z

11
,-'·,··( E 2 fi,_ . O( --1) z . A ••• Az . A ••• Az . zm-kzk.w r r;'-·J • -.. Jj --J. --J 

i=:!. ' i l p 

:::z ,.0::::0. 
m-r< 

' 

'l ~_z,_.~J:::z 
1

.<z,. 
m-~ ~ m-< ~ 

Al.A ••• Az.):::O. 
-Jl. -Jp 

forma, arenas um n~mero finito de somandos de f' 
m 

na o 

)lrrQ !:'">OITiclrldo 

'a LI 111. 



'JES'ERVFIÇÊID 2.1 - O nosso obj.:·ti\.JO .;. do:;omonstrar quE• a ' familia 

CL H' : 

"' 
!l!ESZ+l, i::;: satisfaz as rela~;es de colchete 

OP('l'CidDr'E•S 

' ' 
~•na lDSh':lS as 

t' t'~f- ... '!:' :'!~· ! '- H • rnE2Z-H) da ' ' _,a .l- o.:ltd .. , !·.la fam1l1.::~ Cc,. B
10

• algebra de Heisenberg ~1, isto e, 

CiP ,iP J = 2m6 + 0 .1~ m,nE2Z+1~ m n lTI n r 

JU, equivalent01~ente (cf. proposi~~o 11-3.3), 

[ E 
ll!E2Z+l 

:Ju ainda, 

iF' !;
1
", E iF' 1;~

1
,J "' (<D6)<1; 1 /1;~)- ([IÔ)(-·!;

1
1!; 0 )) 1, 

m 1 nE2Zt1 n ~ - -

[E F'""', E F' t
11

J ~ (<V&l<-1; /" ) -· ([IÔ)("
1

/t;_,·. l) 1, n,l n'Z flZ , :...: 
m~:;a:tl I . nf:.m~:t:l. 

~u finalmente, pela definiçio 8.1, 

' ' Sssa ultima igualdade e a versao que provaremos. 

:•recisamos, ainda, de alguns lemas. 

' :denotaremos por CA,BJ o anti-comutador de dois elementos A e B d=~ uma algebra 

' ' 3S5ociativa, isto e, CA,Bl = AB + BA. Definimos tambem: 

cz .. ( ç·l ),7.,.,( 1.:,~ )) -·· 
l .;;. 4 

E 
l·;,jE2Z+i 

~ENA 2.2 -Valem as seguintes igualdad~s: 

I·· j (z,_,z_.)ç
1
'çç. >. 

... , J .... 

(i) {7..i<ç
1

>1Zj_<ç
2

)} ~..: Ô(~ 1 ;ç:;;~) + (·~1) 1 5(-~· 1 ;ç 2 >r para 1::::0,1 ~ 

(ii) [21(\l)Zo<\'1 l,Z1(('2l('0(('2)J 

- (6<\'1/ç<~'- 6<-·\'/\'~,,>) Zo<\'glzo<çl> 

-· Zl<Ç1lZ1(\'g>(ô<t;1/('2l + ó<-('1/('2>). 



' 3nde 1 e- o homomorfisffic identidade em End(A(Z )) (que foi omitido 110 enunciado 

' Jeste lema e o sera no que segue>. 

( i i ) 

= (CZ!CÇ1),Z1(\.2llZOCÇ:i~) ... Z1CÇ2lCZ1CÇ1),ZOCZ2)}) Zo(('l) 

+ Zl(Ç1l(CZOCÇ1l'Z1•.\'2l)ZOCÇ~ll Z1CÇ2lCZO<Ç1),ZOCÇ2l}) 

-· (&cçl;ç·s> -· &c_--çl;ts>) zo<t2>Zo<t,_ l 

.... z 1cç 1 Jz 1cç2 >(6cç 1/Ç2) + &c-ç 1;ç2 l) 

(pcw <i)·~· por (.;).abaixo). 

As justificativas para as passagens assinaladas nessa d0monstraçio sao as 

A, B,·c e D ele·mentos duma ' a l".:J•::·br·<.l associatiuar temos: 

(a l CAB,C:Dl = lA,CDJB + AI:B,CDJ <· 

O, po:ls C:z
1 

,z.):::: Oy 
' J 



A 

"' 
~ntão: 

A 

"' 

lSSÍii"l, 

A 
"' 

Ao 

na o (h::· f in idos. 

Demonstraçia: Verificaremos apenas pa~a o 1° caso. Temos: 

= E 
~;E2Z 

-· a 

"' 
-- • ,, 

+ 

+ 

z z 
k 111"·-k 

E z z 
~( /'"' 1-~· ; In ,;;, 

E ' 

( E ) r111 • z,.z,,,.... ; 
~;E:-;;;z r., r, 

' 
_ ( z m/~::";

1 m/2 -

0, SE.• IT! não ~ 

' 6 o~se m m, E.• multiplo d•: 4 

m--k 

z 

a 

"' 

+ 

+ 

' mu1tip1o 

E zl-; z m--1--; 
k >m/2 

i "E zrz ~ 
j >n,/2 

m-J I , 
1

,., ; m-; < 1111 .::, . 

(faz•::•ndo j :::m-·k • ) na 1 soma 

-- • + E ( <1 r ' z I ) = a + E 26 
"' k )n,/2 11!-; •; m 

k >m/~::": 
ll"lrÚ 

-- O, 5"1' m;-!0 "'' 
' -- 1 + E 2 ' .C[ u >i• na o •::-sta d•:-finida., 

!--: )m/2 

' Devido ao ultimo lema. precisamos introduzir agora a no~ao de produto 

- " 100 ""' termal ord0nado. Na proposiçao 2.6 ficara clara a razao d0ssa noua definiçao. 

IEFIIfTÇÃO 2 • .'-! -· F'ara z .,z'- E C<Z ), 
J r: 

d~:?finimos o produto normal or-denado por~ 

( 

zjzk~ s.;:. j::;k 

-zr;zj; se j}h 

ts pr-opr'ied.:ld.::·s abaixo ~-::Ío dr:• v•::•rifica•;ão i.JTJ<:: .. diata~ 
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( f'ljlJ3 ) ~zjzk~ = -:zkzj:, par·a todos j,kEZ 

n;o simultan~amente nulos. 

' ~ssim, o produto normal ordenado :zjzk: so difere do produto us-ua] z.z
1 

<:tU.:l11do 
J -; 

)( i ~-1·;. 

' )efinimos tambem: 

,, 
"' 

t> - I 

:z 1 <~JZ 1 <çl: "E 
mE:::;z 

(1 . • ,. " 
-~ ... ,_.z_,_.~ 

1,. -~:-'Z·I·l ,-, !!1 t. • !;:: ••• 

<i J :z
0

< pz
0

< p: - 1, 

<ii) :z 1 <~)Zl(~): --O. 

( E 
f; E2Z 

• • z " ) ~" •""k m-·-k" • 

' sem e multiplo de 4 

m \ - ' ' O, se m nao e multiplo de 4 

ntão: 

1:, -· b 
"' m 



~1. .Z~_ ~ .•. 
J r; 

t~mos B =0, ~ ffi E 2Z, m~O 

'" 
Ccf.rrova do lema 2.3). 

Bo "" bo + E :zkz-1·;: + E • .. z • 
I« O k>O 

. • k -k. 

"" 1 + E + E ( -·2) 
HO 

z~,z-+~ 
k )0 

zk :.r. J· 
' ·- '• 

= E 
!11E2Z 

' ' 

... 1 + E 
I< >O 

= 1 + o -
B ~III = 1. 

"' 

( ( z -k 1 z ~; 

1 • 

~ Pi"'O\.J"l ck· (ti)""' analo•J<<~. 

LEffR 2.5 - Val~m as iderltidades: 

r: ,.f;,.j ::: :z 1.z·= ., 1 ,n 
'·· .. Er;.'ff r; J .::. 

~-; j 
:::;; zV.z .. \'

1
\'ç. 

~;,jE2Z 'J .... 

k+j;-.!0 

r, r J .:..L 

" k -~; 
+ E ''•'-1•"\1\'n kE2Z r, ' .... 
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E 
1- j + E 

k -1-; + E ( 
f --k -- zkz .-\ j_t:~.• zkz-k\'1\'o z 1. •• f'))\ '1' 

1-''-k.:.. 1~':-' 
k,jE2Z- ' J "' kE2Z ' ' .:.. ~; E~~z; 

' ... 
k+ i ,o k<O - f; >O 

E k i + E ç''l,--f; + " E oç''ç--k -- Zk1. .. \;11;'r;. z~.z-k 1 '.) ~ z z -
' J .:.. h -k ... 1 2 

~;,jE2Z ~;E2Z ' ' .... kE2Z kE2Z 
H j >0 k'O k >O k )() 

A ~ - ' Js tres Primeiros SOinandos sao a expressao d• z 0 c~ 1 >Z 0 <Ç' 2 ), enquanto o ultimo 
, ,.. , .I 

? a expr•ssao da serie geometrica forffial 

-~ )0 

=E 8[1('1/('2>2Ji -
j EZ . 
j >O 

Q 
1-IÇ I'' )'" 

1 'o C• 

Q 

se l'e/ç 1 >-. 
+ ) 

l--(('2/çl/' 

Demonstraqão: 

= (&cç:l;ç,>- 1><-\'11\'z>) zocç,~>Zo<\'1> 

- Zl<\'1 >Zl<\'2) (&IÇl/\'2) + SC--Çl/\'2>) 

) 



o 
2((;'~/\i)'-' 

6::! 

o 
2 ( \'2/\ l >""' 

~~ 

1-<t;2/,l.)" 

2<\sl\1 >2 

c.> 
1-·(~ /~ )~ 

2 1 

,-_, 

1-(.\' o;ç·.,J'" ... . .. 



1-<t; 1\' )~l 
~2 1 

) 

1.2.<1-> s~ foi possivel porque estamos lidarldO com produto normal or·Jenado. 

' 
IJ<=llid.:~i!.:. as identidades seguintes: 

( i ) -·· ô ( t; ) E' 

( :i. i ) &< t; ) = 
-1 

1 t; + 
1-t; 

-·1 
1---t; 

-1 
1 -t; + 

l+Ç -1 Ht; 

( iiil ( [16 )( n= ( d/dt; )/j( t;) -· &< t;) e 

< DS )( -t; l = < --d/dt; >ô< -·t; l -- 6< -·t; l; 

< -d/dt; l&< -t;) = 
---;;-0 
( !+t; )<' 

1 
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Demonstração: É 

' geometricas .forruais. 

PROPOSIÇÊW 2.8 

-- ( D& )( -I; ) -·· ( D& )( I; ) • 

utiliza regras de ,-l.,, •• ,· ua,···7,o .J -I • . T < •• 

) - ( ):6(1;) + 5(--Ç)) 

) - ( ) ( 6< I;) + 5( -I;)) 

1-(;"-2 1-(;"2 

(pE·lo lE·ITia 2.-/(i)) 

= Ô( I;) - Ô( -I;) + ( Ô( I;) + Ô( -·I;) l( 
~ç··l 
<· :;;',t' ) 

-0 
1-Ç " 1-1;2 

- Ô( I;) - Ô( -I;) +( _ 1_ + + l. I; -1 
) 

1-1; 1-Ç-l J.+l; !ti; 1 

( 1 1 1 + 1 ). 
1--<; 1+<; 

Jistribuindo o produto acima • aplicando o l•ma anterior obtemos 

( [16 )( -·<; ) - [I( 5 )( I; ) 

"EORElfR 2.9- [Zl.<ç
1

JZ
0

<ç
1

J,Z
1

<1;
8

JZ 0<\' 8 JJ 

= ( D& )( --1; 1/1;2) - ( D& )(I; 11 \'2 ). 

6~.'i 

' . 
~.:· S•::·rJ.>:·s 



-
" " .·.: ~ ... 

-( 

b~::-t:•;'t.la•;ao :,::.1., 

.:.;•ntão 

' quo:." a fari•ilia 

~ 

!;;~(\~/t.'t)'"' 

) 

.::1n •::' •:: i amu~:- 1"1<-1 

lu(·:~~l+1, :i_:~:vCT ( I[) 

' atisfaz as rela~oes de colchete da familia de operadot·es {c, B c 
'" 

lrr~:::::Z+:I. J da 

' ' 
tJtra<.r~=·~:; l..l(:·r· t. J. c.;;· 

' 1 
01110 sub-al·;~":·b~·a d•::· ( End( A( Z_)) )L. 

'll : J (1•;:11"' <"' ~" Q ••• "'.! .:> 

' 

1., oi .. :~_<;;•ITIO'S ' ( 1 ) 
"'1 

~la realidade, para utilizar os mesmos 01~erador'0S vertice d~ seç~o 1, 

A 
asta ot<ser~1ar• que a corresronde!1Cia 

B -~----t 
m 

"li:i!iib•;.lli LIIT1Cl r'•C•pr'•O:•S•~·nt.:,ry:ão do::• H r::OITI /\( Z_). ' t·1a:i.~; pr•o:J·•:i~:-drr, .. ,,nt•"'• t.t qu:,· ,_:..::or•r-·•o· •::· o 

as mesmas relaç5es de colchete ' da farrd.li.a { •: ,. 

:nd( /1( z_)) )
1 

.. ' Al·~·rll di'f.;soT se considerarmos tal f.':'lll'•ilia .:10 int.!•{·s d,:· {1, 

~2lt1J e os mesmos ' operadores vertice 1 ' 

:ndCACZ_>>lL exatament~ como no teor•effia 1.3. 

pr·ot.Jd do de:i.xad.:-1 -1~ iH' a a s·~··r.:-1 o 

"3uint~-" ( •:f. 



UEFUIÇÍÍO - O• Qj)~r,·J•J<•r·~•e (r I' 
~ - . - .. ;;, -· '2j+1' 

::hamado..:; 

A 

f '"'r m :i. on :i ·::~i. 

A 
) • R carre5pandenc ia Basan--Ferm ion 

'· 

X~ 
J 

. . 
'
.,.,, ... ,,,,-,,.,.,.,-.,--"::'o - ' __ ,_ Cl1'd 

.< End( li.( Z_J) )L. 

rj,;~ A
1 

r::•m ti.( Z 

' O significado d~sta cor· r •::· ~;p on d.;;·n c i a no Presente contexto s0 da l?l'i1 dois 

' ' ' O primeiro (cf. CFJ) e o conteudo do pr·oxiiTIO teorema. 

"EDRE!tR 3. 1 Os 
( 1 ) ./ 

A
1 

--modu lCls ~waclu~:t•.:IDE ( E'ITI ' H-n.odu los 

I I ) , ·(·~1. "'Z Jr'i:l(U~I(OS .;;J i.. ) r;;• .n\. ~><i1Cl Í.S(!iliUi"fO<.:>. 

li'I.?/HOnS'/:i"'c.qão ::_ F' o :I. :i ntr·odu····(;',:: . .,_ • - " ;r .. - ... 

' ' -qu•;:· dim( /1. )(::::a ) o:.~ o nu mel' C:• d·:;· part il··:c:••ó·~o----n n n int.::·:i.r··os 

"' ,_,, j:l "'' t i ,-· ~. o ·~· ' ' -
I " •• l" o numero de partiço~s de n em 

' inteiros positivos imparares. 

~um fclto •:onh•::-cido (,:f. CA"J) qLI•'-' ta:i_,,. ' numeres coinc1dem. :i.~-::.to <::-. 

~odo n~l. 

disso 
A 

r'~::-ferer1c::L.a .?Jcim<1) tE·mus.,. ' 
~;•::•&' i •O•S 

E o:nqn ::: 11. 
n20 n2:1 

---:Jc:. ,.;-- ::~ JJ. ( l + q n ) :::: z; j3 q n 

( l-·qn-1) nCl n.?:O n 

a ::-.: ;.S • 
n n 

' 
Poin·::~li"•''' 

para 

dos 

' ' ' ~sta igualdade1 aliada ao fato de serem ambos modules basicos de nil•el 1 

cf.[FLMJ), implica no isomorfismo entre eles. 
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.A 
u !TI i:) •:on ~~-~~q u •::·nc i a c1 0::: illld ,,. da 

.rredutibilidade do H-m~dulc SCZ 1 ) contida 11···4.1: 

o::·~::-tudar• o segundo aspecto que que00~10s da~ ao 

A 
::i'3nifi•:ado da •::or,•··<i."spon•:IG•ncia Eioson-·F'r;;•,"'mion. 

·rata-se de. a partir da H~isenberg rrin•:ipal H, pod~rmos 1'2CLIP~rar seLIS dois 

' 'i] .. ( .. 1, /\('') 
HJ"(IJ .o::>:: b L J •::• L_ • Ubto;:·r· (~{7:l) 

,,) -. 1:.. ;:1 par·t:i.r- • .. •:i .::1 l·:J•::•br•a 

' -,•n(_)CJ .l.t.l•:;·nt '"' uni •,L(·r· sa 1 da sub·-·al·J•;:·bra .ab•:-lidn::l •:k· H, H-' :on·fot-mo::· obso::·r·•-.id•;:ao 

:I·-A.L 

a partir de ti, precisamos introduzir os seguintes orer~dores 

' ,,,;·r·tic•::•: 

E (t;):::: t·xp 

z' ( ~ ) 

E 
j E2N-+ 1 

·• r; 
j E2hl+ :L 

t;' ... I-i . /-· j 
-· J 

) ,::. 

.. -· .+ .... E ( ·--Ç') L (·--I;' )1 ond•::• 

-

E< . ' 
J 

' lo mesmo modo que na ot)seruaçao l.:L. quando cada uma das s~ri0~ acio1a se 

' 1Xpande COIDO serie de l.aurer1t ~ r(-P·(··,~~0nt~· r(P hj ~~;--~ J·ç~ ,_, ... J .. --·•·-''--- ... "r - .. fo<., _t..,. •O• ' 

'''O"Errn"' .,.,_, .. ,,-- 7 ~(") :~ 1; ··'~"-j 
~r. .• fi-'.-~ 0~- <:1 ·- '> - •·.·'> • 

i EZ ' 
' z j , jEZ, 

•ela~io de anti-comutaçio s0guinte~ 

' :m par-ti.cul~lr, os ' ' i ' i < o ' geram uma algebra •xterior iscmtH'fa ~1 A( Z_l. 

""' 



Demonstração: Utilizamos inicialmente a regra formal exp A exp B 

: exp B exp A exp CA,Blr sempre que A e B comutam com [ArBJ (cf. propriedade 

( ;:; 
k r j E~:~~>J+ 1 kj 

k .... "i 
Í'"' 'F• - "'1. .., t.., ~:; j 

,-·· .. -· . + .+ 
.... !, ( ---~ 

1 
)L ( -~ 2 >E ( --q lL < -\-~,:) 

( I l 

Analogamente. obtemos: 

E--< -·<;
0 

;r:'1< -<;
0 

iE-( ---(·
1 

n:+c -\-
1 

i - "' 

+ + _ E c --ç·,: lr. c -·t; 1 n: < --t;" n: < --·t; 1 

( I I l. 

.. 



(2'(~1 ),Z'( ~2)} 

j 1--(~1/\'2) 1-·<Ç,_,/Çj) 
)E ( -ç·2 !( ---- + "' ) 

14-t<;/<;1) 

! ,-( -ç· ,,.--. _, )!'+r--, )!'+( --" '(''·'''( -··· I" ) ) 
,., 1 1 "'-• (. ~ 2 ·• ' ç 1 ' 1' 8 ' ,:,,<.> 1, 1 \.. ;;:; 

(p.;,:•J.D l€•1T1<:1 ~;.7(i) S• (ii)) 

- - + + 
... 8hC-·ç

1
;ç

8
)E <+\::.~H: •,···Ç<

2
>r. (tÇ'~-:H: (-·\;':::;) (p•::-lo l<'.:'ITià i.:::\ i)) 

+ + - --
:;;: .85(----~· /\'..,) (p(JiS [ (-tÇ 0 )"f,' (···\',~.) -·· :lr 

l :::. ,,, "·' 

' pela propriedade (c) apos a prova do teorema 1.3>. 

' Se ig~alarffios os coeficientes d~ . ;-,·i" 1 ,,.s; 

formais qu0 acabamos de pr·ovar 

"'' :;:;(-···1)j6 .. f[· oa:I.Y 
.J . ' ', y-

\J' j;kCZ: • 
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" ' ~pendice ao Capitulo III 

' )obre os Coeficientes das Operadores Vertice 

- ' Confor'fllô.i• ob.s•:õ•{'l.Ja•;au :1..1. farl?lrro~; i.lqu:i. crl•Juns r:..,:l1•:u:Los no ·::-·~·nt:i.do .J,~, 

:1 ( 
_, 

) -

-· 

<:O X p( 

[ 1 J + 

r:i .;;: L' 
j E2tJ+ 1 

E 
J E:':N+1 

'"' J :7::( -··t;) e .1···j) :: _, 

1
.. -·1 
:::.B J I; + I - 3 

,. r -·3 
j'{ ; . -··3 

•:• :~ p 1'1 ::: E 
n;::O 

" A /n! 

~: 

7 
' 

+ _:;;-;1. -
-~~! 

B p ,.-4 T 28 p p ~-6 i· 
·--:l··---3~ -- ···--1'· ---~5' 

<:· ~;; 
+ ( ·=·· f.l ,..,B t--J!.+ 

-- .,. .., ·•1 I 

3 "" 

;; ' 

! f:;. r-·'"' ,, '/ ····.:;. 

+ 

... J~ 
+ (_'_"_ B ... :'iEi··-1<····6 + 

:; -
n 

+ 
r>'::' 
~ "f· 6 B B ,-~·- + 

--:;) ···2k-·1 

+ 

+ 

7< . ·•· 

;j 

+ " •• ) 

) 



+ 

+ l 

3! 

+ 

'"' r, 9 
·!· 0 ~ ~ l' I' !~ ~- +· ..... 1 ~,- '~~ -::r- ~ - - ~? -- ·-' 

~~ + 2. 

+ 

~=: 
+ 2 " ;;::-;:.,

;;~n+ 1 

') •:.> ~-' •.. <.:; + ( '··' ;~:···r: ' I:."l ••• t; ·- + --,--- .... 3 ... 1 
,j 

r.· 
'"' 

+ r::- v-_. -<:ik -· 5 +· 
:;::...,E~E-:~'. t; 

- "t·· J,•/ -··3 ---j --·2k····1 
~~ ,;;, " ·'· 

... ) + ••. ] 

" " . ) 

) + " •• 

_, 7 
n __ ~~B ___ .

1
n ,.,.t; + 

~' .. ··.) 

•• " } + 

Q " t ···2n --':'i ;·;:: 
+ ( "·' ,::., :;:: B •. 

1
B ,., B + -.: ""-'"ll ... J. 1 ' 

2 R B P t;-2n-7 
~~~ -- ·--'3 ___ '-..,rt··-·! ···---:) -- " 

~) ::::n + J. 3 2n+1 3 - - - ~ 

+ 

+ 
3 

+ ( 

•'.·', n __ I) l'l -· Çl i--' ~ \·;; 
" I I I .. Ç- -·" + =-.,-,- =.,-,- .i-- 3 ·l •·· 2 n ··- J ·l ·-:::: k -- 1 

~::n+ l ~~I<+ l 
. . . ) + ••• 

n 2 D B B t-2n-5 
--;:-:c;- ''~ -- - '."-' n -- j -· ·1 · -·'i ' 2n + 1 3 ·~ · .. "' 

,, 
" + ( =-;.-

:;:~n+i 

8 

3 

·-"n--~ 2 R B B ~ ~ ~ + 
·--2n-·1 -3 -·1 

2n+:L 

B B B t-2n-2k-5 
=u- --·2n-1 -3 ·-·2k·<l. 
:;:;~; + 1 

2 + ••• >+ ••• + 

7~) . ,. 

••• 

+ .•• 



+ ( 2 

2nt1 

+ 2 

::':~n+ l 

+ 2 

:;::n+1 

+ 1 

4 I 

2~ 

::::k+1 
2 

2k+J 

2 B ~ B _ B ~-2rl-2k-3 + 
····.:::n-·-:1. ·--~:~k-1 ·--3 

'odemos resumir as expressoes encontra(jas acima en1: 

+ [ 

i 
1 

c:::f-..J+i 

_, 
21:\.t' 1+ 

--I J -
l. 

+ l. 

8! 

E " ( " . 1 

)t:( 2:N+1 )n 

o !·'•···oduto 

E " 
< i 1 ~io? )E(2N+l ).::. 

" 

n 2 f,{ 
'.i.-~---,,,-. - :i.l 

~ ~ " " n 

n ' 
:t:•Pia~::-

B . 
-J. 

n 

d.::· 

+ •.• ) + 

+ • ~ . 

... ' ···n 

2N+l ,, 

l 

) . 

n=O se define como 1 ('.-... ,,,, •·,,,._.,,,",C(ZllJ ,. Jlfl ... , )) ;;., ' - OU IÕ:'Jli ":,i"l(', ~L 7 

onfor-m·~· o caEu J. 

•Jl' aw ( B . 
J 

= j, vj E 2lt1, IJ01hOS gu0 o coeflciente ' 
. ... lf! 

lt iiTid 
' . ' ser1e ~cima e u1n IJperador de grau -m, a saber: uma som~ de 0peradores 

::_; -[:i. p o ond•::· p.;:•r'cor·:'•·'' 
n! 

,A ' 
2quencias finitas possi~'eis ' de i1npares positivos com r .. ~-~·f) '"' ·t .,· ,-- -;::,., - . .. .. T"' . 

' Cé.i _, -:. ';:';OIT:.i'1 0::• !rJ" 

' isa so1oa de operadores tem um num~ro finito d~ somandos. 

lP ~x~mplo: o coefici0nte de 

l 
...,2 
<. B li 1 ' ' ·- -;.;J 

2! 1. 3 
+ 

-4 
t 

1 
--

2! 

2:2 

--
3.1 

1 r_,4 
B4 B B + "' 

··-3 -J -1 
4 ! 1 

" 1 " 1 • 1 

.,., 



' ' Coffi calcules analogos aos f•itos acima~ IJ8rificamos qu~ 

E 
l 

E B. 
i.l+ ••• +i 

~ .. n ) 

n >--O n I_ < i
1

,.. ~ •• in )E( !:::N+'l )n 

" ' L '~ Quanto aos operaoores XL' ~L, t•õ:"IItDS :: 

-· ( -·· jJ;.;: )( E 
n ~: () 

( 
1 

n! ( :i.l""n"'in )(.(~:J4+:l )n 

, ... ,n 
,,;, 

.ü 
~-l""":i.n 

····J. 'I 

l 
n 

.... n . 
"''1 

\" 
n 

( E ( 
m~O 

1 ( "') ij+ •• ,+j 
E _ .. -.,:. B. n \ . rtf>;· 

!Ti J • • • . J 

·- t 
LE:.:z. 

m! (j
1

, •••• j )f::<:;J'>J-t·J.) j
1

, .• j ·j_ m m . m 

E ( ---1;;,::) 
( . . )C( Ofd+•J )I) 

(
, ~ l. • ••• ,·J_-n )·~r ;:;"~J! 1. >"' 

J .
1 

r " u u,. J . f:.:'~~~--·· 
•• 11! 

-i -· -i i·J' + +J' 
1""" n :1.""" 

.... L . 

"' 

1 1 '·"n ( .... '.) >'" .... "'' 
--,---~-~~ 

n ! 111 1_ i 
1 

••• i j 
1 

.... j 
n 111 

·.B_, .••. B . B ..... D .)"l -- l ., J -, 
1 n ~ 1 lfl 

Dessa forma. obt~mos 

v• 
À L -- J: 

( i. , . ,. . r :i. )~~( ::;·:t-J+ l )n 
• n 

1 1 ··.:-n, .... •:.- I"' .... ·-· -- ,---,,---,-
n! ll1! i.

1 
••• i .. j., ••• J 

.. 11 .1. m 
r . -· )r:::' ···'N" 1 >"' ''l""""yJ ·-''·' t . li! 

--).1·- ••• ---intjl+ ••• +jm L 

.B .••• B.B. r:, 
-·J.l ---1 n Jl···'-'jm 

Jbseruamos, da f~rmula acima, o se0uinte: 

···},1. ......... J.n 
l I 

.. 



( i ) ' X[ e sorna ir1finita C!U f:n d( /\.( Z_)) r 

conforme o caso)~ 

bem definido pois, dado qualque~ 
A . 

po.i.:LnOI!•lO f (por· 

' um nulw_~ro f:i.·n:i.to .:k· s;on • .:~ndos; (:1u·~· CC!I'IIpÕ>"·n: X[ a•.:;~o;; 

,;,fir·n,d•rão. 

A 

Os. d·~· X' 
L <:jU<'~· (;:Cirlt.o::•HI 

.;,1 nu .l~-~ 111 1 •::•111 b I' o;~ ffr O~;; CJ U•;;• 

" Os somandos que conte1n 

os 

A 
·~~on ~> J. d·:·r· •::•mc)W um motlOITI :i. o 

anuJ.~1rn P. 

m,..+l 
B "' r., 

< 

:i o 

l 

' " . 

Então os somanJos que nao a11Ulam r sao CIS do tipo (a m0r1os de es• .... lares) 

•::· tai.s qu•::• 

L 
11 1 
-s 

l 

L 
B k 
"-~;k 

n 
B l 

r· 
1 

" .. 

.... , .. L -· __ , .. I +r· ,, +., •• '·r·· , .. , ·- L ( W: 
~1 1 .•. ~k-k 1 1 ~ t t --

' s !?S',-tâo fixadc1s,. o~:. n . 
. 1 

c:. sao •<:•i!• num•::·ro fi~·-_,_·to. 
1 

' conjunto de ualor·es PllSSlueis para 

fi.n:i.to. um 

' s~tisfazendo <*> sao em num~r·o 

r· n t 
l l 

finito .. 

+r· n 
t t 

1-.!â lDI'9\S, 

L 

Dessa forma os somandos de XL que nio anulam 
A • 

O ITIOI"lDITI:!.O P nu;n•::•ro f].n:i.toy 
,, 

portanto o mesmo uale para o polinomio f. 

r=; 
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