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Resumo

Algoritmos robustos e numericamente viaveis para resolver problemas de otimizacao
tém sido cada vez mais solicitados em problemas praticos que aparecem em engenharia,
quimica, fisica, entre outras areas.

Com isso em mente, este trabalho apresenta um novo método globalmente convergente
baseado em regiao de confianga para resolver sistemas nao-lineares indeterminados (mais
incégnitas do que equagoes) com restrigdes de caixa, podendo, portanto, ser aproveitado
para a fase de viabilidade nos algoritmos baseados em restauracao periddica. E mostrado
que esse método apresenta, sob certas hipdteses, convergéncia localmente quadratica.

Em uma outra parte deste trabalho ¢é apresentado um novo algoritmo globalmente
convergente, o qual se baseia em regiao de confianca, para resolver problemas de otimizacao
do tipo

min f(x), s.a.z € D,

onde f: R™ — R é assumida para ser continuamente diferenciavel e D C R™, um subcon-
junto fechado arbitrario. Em vez de considerar a regiao de confianca explicitamente nos
subproblemas, esse método introduz um parametro de regularizagao que busca imitar a
regiao de confianga. Com essa caracterizacao, os subproblemas consistem em minimizar
um modelo quadratico de f sujeito ao subconjunto D.

Uma importante aplicacao desse novo algoritmo aparece em quimica quantica e resul-
tard em um novo algoritmo globalmente convergente, robusto e numericamente viavel para
calcular estruturas eletronicas de atomos e moléculas.
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Abstract

Robust and numerically feasible algorithms for solving optimization problems have
been demanded for solving practice problems that appear in Engineering, Chemistry, Phy-
sics and others.

This work present a new globally convergent method based on trust regions for sol-
ving box-constrained underdetermined nonlinear systems (more unknowns than equati-
ons), that can be used on the feasibility fase of algorithms based on periodic restoration.
Under some assumptions, it will be proved locally quadratic convergence.

In other part of this work, a new globally convergent algorithm is introduced, based
on trust regions, for solving the optimization problem

min f(z), st.z €D,

where f : R” — R is continuously differentiable and D C R" is an arbitrary closed subset.
Instead of considering explicitly the trust region on the subproblems, the method introdu-
ces a regularization parameter that mimics the trust region. With this characterization,
the subproblems consist on minimizing a quadratic model of f subject to D.

An important application of this new algorithm is on Chemistry, where a robust and
numerically feasible globally convergent algorithm for electronic structure calculations is
obtained.
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Introducao

Com o avanco dos computadores, principalmente em relacao a velocidade de proces-
samento e a capacidade de armazenamento, muitos problemas de engenharia, quimica,
economia, entre outros, passaram a ser resolvidos de maneira satisfatéria. Entretanto,
somente os avancos tecnolégicos nao bastam para que se consiga tal facanha. A escolha
do método para resolver um determinado problema é fundamental para que se obtenham
solugoes satisfatorias.

Como a maioria desses problemas praticos envolve de alguma maneira técnicas de
otimizacao, desenvolver novos algoritmos para problemas particulares de otimizacao tem
se tornado uma atividade cada vez mais freqiiente. Com isso, muitos problemas tém sido
resolvidos de maneira eficaz e confidvel.

O objetivo deste trabalho se enquadra nesse contexto.

Na primeira parte é introduzido um novo algoritmo de pontos interiores para resolver
sistemas nao-lineares indeterminados com restri¢ao de caixa. Isto porque o conjunto viavel
de problemas de programagao nao-linear é geralmente representado por um conjunto de
equacoes sujeito a variaveis canalizadas.

Muitos métodos tradicionais [1, 5, 17, 54] e modernos [38, 39] de otimizacao exploram
essa estrutura e requerem algoritmos especificos para restaurar a viabilidade em toda a
iteracao. Geralmente, a regiao vidvel nao é vazia e existem pontos que sao interiores
com relacao as variaveis canalizadas. Portanto, é importante desenvolver procedimentos
que resolvam sistemas nao-lineares indeterminados sujeitos a restrigoes de caixa de uma
maneira mais eficiente do que os tradicionais métodos para programacao nao-linear fazem.

Com a finalidade de resolver sistemas nao-lineares quadrados com restri¢oes de caixa,
Bellavia, Macconi e Morini [6, 7] desenvolveram um algoritmo que adapta para sistemas
de equacoes as idéias do método de otimizacao com restricoes de caixa de Coleman e Li
[15].

Neste trabalho é modificado e estendido o algoritmo de Bellavia, Macconi e Morini
para o caso indeterminado. Assim, o problema é resolver F'(z) = 0, com z € 2, sendo
F:R*"—=R™ (m <n)e CR" o conjunto vidvel gerado pelas restrigdes canalizadas.

A resolucao de sistemas nao-lineares indeterminados tem sido enderecada aos métodos



que usam abordagens quasi-Newton [36, 62] e Levenberg-Marquardt [18]. Algumas dessas
idéias sao incorporadas no presente trabalho. Em particular, a diregao de norma minima de
Newton (Newton-pseudoinversa) é tomada como um ponto candidato sempre que possivel.
Diregoes de norma minima quasi-Newton tém sido usadas em outros trabalhos [36, 62].

Métodos para resolver sistemas baseados na pseudoinversa podem ser globalizados
usando-se procedimento de regiao de confianca usual ou de busca linear. Entretanto,
quando restrigoes canalizadas estao presentes, regioes de confianca euclidianas nao sao
adequadas. Na pratica, as regioes de confianca afim-escala introduzidas por Coleman e Li
[15] s@o capazes de manipular a caixa de uma maneira mais eficiente. Quando o ponto atual
estd proximo da fronteira, mas nao da solucao, a estratégia de Coleman e Li geralmente
forca um passo maior, uma caracteristica fundamental para um eficiente e pratico método
de otimizacao.

O método proposto neste trabalho é comparado com o recente método introduzido por
Fukushima, Kanzow e Yamashita [32].

E provada para o método convergéncia global a pontos estaciondrios da norma ao
quadrado do sistema. Também, como a filosofia é usar a direcao newtoniana sempre que
possivel, é provado sob hipoteses usuais para esse tipo de problema que a convergéncia é
localmente quadratica sempre que o ponto-limite se encontrar no interior da caixa.

Em outra parte deste trabalho é introduzido um novo método globalmente convergente
para minimizar uma funcao diferenciavel f restrita a um conjunto arbitrario fechado D.

O algoritmo proposto esta baseado, até certo ponto, em métodos de regioes de con-
fianca [40] e nas idéias do método de Levenberg-Marquardt [45], resolvendo o problema de
programagao nao-linear por meio de uma seqiiéncia de subproblemas quadraticos restritos
ao conjunto viavel D. Entretanto, o ponto-chave do método é a troca da regiao de con-
fianca por um parametro de regularizacao que penaliza a restricao associada a regiao de
confianca no modelo quadratico dos subproblemas envolvidos. Essa mudanca simplifica,
na maioria dos casos, os subproblemas envolvidos, pois, geralmente, resolver o modelo
quadratico na interseccao de D com a regiao de confianca é uma tarefa dificil.

As iteragoes principais usam um modelo quadratico da funcao objetivo f em torno do
iterando atual e minimizam este modelo sujeito ao conjunto D, obtendo um ponto candi-
dato. Entao, se este ponto reduzir a funcao objetivo suficientemente, ou seja, a reducao
em f é pelo menos uma fracao da reducao no modelo, este ponto candidato é aceito, mas,
se esse decréscimo nao for suficiente, o parametro de regularizagao é aumentado, obtendo-
se um novo ponto candidato. Felizmente, aumentar o parametro de regularizagao tem
o mesmo efeito que reduzir a regiao de confianga. Esse processo é repetido até que um
decréscimo suficiente seja obtido em f.

Sob hipéteses razoavelmente fracas, sera provado que todo ponto de acumulagao da



seqiiéncia gerada pelo método é um ponto estacionario do problema de programagcao nao-
linear em questao.

A principal aplicacao desse algoritmo esta no célculo de estruturas eletronicas, onde,
neste caso, f representa a funcao energia e D um conjunto de restri¢coes de ortonormali-
dade, o que resulta em um algoritmo globalmente convergente para esse tipo de problema.

Calculos eletronicos estao sendo cada vez mais usados em atividades de pesquisa.
Vérios pacotes computacionais estao disponiveis, os quais fornecem uma grande variedade
de algoritmos e ferramentas analiticas, de maneira que nao é necessario um entendimento
completo dos métodos para se obterem resultados significativos. Para isso acontecer, é
necessario que os algoritmos envolvidos se tornem mais rapidos, independentes do usuéario
e confiaveis.

O primeiro método designado para resolver o problema do cédlculo de estruturas ele-
tronicas foi baseado em uma simples iteracao de ponto fixo, que consiste na construcao de
uma matriz, conhecida como Matriz de Fock, a partir de uma aproximagao inicial seguida
pela sua diagonalizacao, obtendo-se um novo iterado. Por se tratar de uma iteracao de
ponto fixo, esse método tem convergencia lenta e instavel. Por isso, nao é muito utilizado
para fins praticos. Entretanto, varios métodos praticos ainda confiam na iteracao de ponto
fixo de alguma maneira.

Uma caracteristica importante do algoritmo proposto neste trabalho para calcular es-
truturas eletronicas é que os subproblemas consistem na resolucao de problemas de auto-
valores.

Como o método incorpora a iteracao de ponto fixo na primeira iteracao, ele pode ser
interpretado como uma globalizagao deste, embora outros algoritmos sem convergéncia
global pudessem também ser incorporados, de modo a globaliza-los.

O ponto-chave desse algoritmo é que, depois de cada iteragao principal, um procedimen-
to de aceleracao é admissivel, com a tinica condicao de que nao aumente a funcao objetivo.
No caso do célculo de estruturas eletronicas, foi usada nos experimentos a aceleracao DIIS,
bem conhecida pela comunidade de quimicos tedricos, mas qualquer outro procedimento de
aceleracao ¢ admitido. Nesse sentido, o algoritmo proposto para o calculo eletronico pode
também ser interpretado como uma maneira simples e confidvel de fornecer convergéncia
global para métodos que sao conhecidos por serem eficientes em muitos casos.

Este trabalho estd organizado como se segue. No primeiro capitulo sao colocados alguns
conceitos e as principais idéias dos algoritmos que envolvem processos de restauracao. No
Capitulo 2 é introduzido o novo algoritmo para sistemas nao-lineares indeterminados com
restricoes de caixa, o qual pode ser aplicado na fase de viabilidade dos algoritmos que
envolvem estratégias de restauragao. No mesmo capitulo sao provadas as propriedades

tedricas do método e sao mostrados alguns experimentos. No Capitulo 3 é introduzido



um novo algoritmo para problemas de programacao nao-linear, sendo o conjunto viavel
um conjunto fechado arbitrario. A analise de convergéncia é também colocada nesse
capitulo. Considerando a aplicacao do método do Capitulo 3, sao colocadas no Capitulo 4
as idéias principais do problema do calculo eletronico, sendo mostrada matematicamente
toda a teoria envolvida e, portanto, facilitando-se o entendimento para a comunidade
matematica. No Capitulo 5 sdo colocadas, também com rigor matematico, as idéias dos
principais e mais usados métodos para calcular estruturas eletronicas. No Capitulo 6
¢ introduzido o novo algoritmo para o calculo eletronico, sendo mostrados também os
resultados numéricos. Nestes experimentos o método proposto foi confrontado com outros
algoritmos bem conhecidos para resolver o problema. Para finalizar, sao apresentadas no

Capitulo 7 as principais conclusoes deste trabalho.



Capitulo 1

A Restauracao em Programacao

Nao-Linear

Um problema classico em otimizagao numérica é a minimizagao de uma fungao continua

sujeita a restrigoes dadas por equagoes e inequacoes, em geral, nao-lineares, ou seja,

min f(x)
s.a. hi(x) =0 (1.1)
he(z) <0,

onde f : R" - R, hy : R” — R™ e hy : R” — R™2 sdo0, geralmente, fungoes continuamente
diferenciaveis. Esse tipo de problema é conhecido como problema de programacao
nao-linear (PNL).

Introduzindo variaveis de folga no problema (1.1), este fica equivalente a:

min  f(z)
s.a. h(x)=0 (1.2)
x € ),

onde h : R" — R™ e (2 é um conjunto fechado e convexo.

Umas das idéias mais naturais para resolver problemas dessa natureza é gerar uma
seqiiéncia {7*}ren que satisfaz as restrigoes de modo que a fungio objetivo f é progres-
sivamente decrescente. Dessa maneira, é esperado que, no limite, uma solucao para o
problema seja obtida.

Métodos viaveis para resolver problemas de programacao nao-linear tém consideravel
interesse em problemas praticos devido ao fato de que, freqiientemente, as restrigoes en-
volvem definigoes ou leis fisicas que nao podem ser violadas, e a funcao objetivo esta rela-

cionada a algum custo, para o qual se desejam pequenos valores, mas nao necessariamente



o menor possivel. Portanto, muitas vezes, as solugoes viaveis nao 6timas sao bem-vindas
nas aplicagoes, ao contrario das solucoes nao viaveis, que nao tém aplicabilidade pratica.

Entretanto, manter a viabilidade dos iterados quando as restrigoes sao muito nao-
lineares é uma tarefa dificil. Portanto, quando esse tipo de restricoes estd presente, é
necessario considerar a perda de viabilidade e sua restauracao constante. Esse processo
de recuperar a viabilidade a partir de um ponto inviavel é conhecido como restauragao.

Geralmente, o processo de restauracao envolve a resolucao de um sistema nao-linear
indeterminado sujeito a algum conjunto €2 fechado e convexo, muitas vezes dado por

restricoes canalizadas. Assim, na restauragao, é preciso encontrar x tal que
h(z) =0 e z €. (1.3)

Entre os métodos de restauragao mais tradicionais, pode-se citar o método de gradiente
projetado [54], o de gradiente reduzido generalizado (GRG) [1] e o algoritmo do gradiente
com restauragao seqiiencial (SGRA) [5, 17] com suas variagoes. A principal diferenca entre
esses métodos é a maneira com que a restauracao € realizada, seguindo roteiros especificos;
por exemplo, caminhos ortogonais ou caminhos que consideram apenas as variaveis basicas.

A idéia dos métodos de restauracao é decompor a iteracao em duas fases, uma relaci-
onada a otimalidade no subespago tangente e a outra relacionada a viabilidade.

Em resumo, esses métodos consistem em, a partir de um ponto vidvel x*, obter um
ponto candidato y satisfazendo uma aproximacao linear das restrigoes tal que a funcao
objetivo, o Lagrangeano, avaliada em y seja suficientemente menor do que o correspondente

valor em z*

. Como, em geral, y nao é viavel, um processo de restauracao ¢ necessario
para obter um ponto (quase) vidvel z. Se z satisfaz determinada condi¢ao de decréscimo
suficiente, entao o préximo iterado é definido para ser z; caso contrario, a distancia entre

z* e y deve ser reduzida. A Figura 1.1 ilustra um passo dos algoritmos de restauracao.

5y /

z!': cre

2%

Grad. Projetado

Q

Figura 1.1: A idéia dos algoritmos de restauracao para o caso de restricao de igualdade

Uma desvantagem bem conhecida dos métodos viaveis e, conseqiientemente, dos de



restauracao é a deficiéncia para resolver problemas em que as restri¢coes sao fortemente
nao-lineares, o que deve causar passos muito pequenos no algoritmo longe da solucao,
prejudicando a convergencia.

A metodologia de restauracao inexata procura contornar esse inconveniente rela-
xando as restricoes quando o iterando estiver longe da solucao e, entao, gradualmente
diminui a inviabilidade & medida que o método avanca. Dessa maneira, passos suficiente-

mente grandes sao permitidos no comego do processo.

1.1 As idéias da restauracao inexata

Os métodos de restauragao inexata foram recentemente introduzidos [38, 39] para re-
solver problemas de otimizacao restrita.

Enquanto nos algoritmos tradicionais de restauracdo os pontos correntes sao (quase)
viaveis e os pontos intermediarios sao os obtidos no processo de minimizac¢ao no sub-
espaco tangente, nos algoritmos de restauracao inexata os pontos inviaveis restaurados
inexatamente (y) sao intermedidrios, e os pontos correntes (z), quase sempre inviaveis,
sao os iterados gerados num processo de minimizacao de uma fungao, geralmente a funcao
lagrangeana, nas aproximacoes tangentes das restricoes. A Figura 1.2 ilustra a idéia da
restauracao inexata. Uma abordagem automatica garante que o peso da inviabilidade
aumenta a medida que o método se aproxima de uma solucao, e, portanto, nas tultimas

iteragoes, o algoritmo preserva viabilidade.

h(x)=0

Figura 1.2: A idéia da restauracao inexata para o caso de restricao de igualdade

Dessa maneira, para problemas como em (1.2), a fase de viabilidade dos algoritmos
de restauracao inexata envolve a escolha de um método para resolver problemas como em
(1.3). Ja a fase de otimalidade envolve a escolha de um método para minimizar a fungao

lagrangeana sujeita a restri¢oes lineares (subespago tangente das restrigoes) e a = € ).



O efeito positivo de usar o Lagrangeano na fase de otimalidade vem do fato de que,
quando restrigoes nao-lineares estao presentes, o seu comportamento no subespaco tan-
gente imita o comportamento da fungao objetivo na regiao viavel.

Uma grande vantagem dos métodos de restauracao e restauragao inexata é a liber-
dade de escolher o algoritmo em ambas as fases do método, principalmente para a fase
de restauracao. Assim, caracteristicas especificas do problema podem ser exploradas e
grandes problemas podem ser resolvidos usando-se subalgoritmos apropriados, o que nao
seria possivel para a maioria dos algoritmos de programagao nao-linear.

Entre as aplicagoes reais em que mecanismos especificos de restauragao podem ser

usados estao:

e problemas de dois niveis: as restricoes sao um problema de minimizacao, portanto

a forma natural de restaurar é resolver (parcialmente) tais problemas;

e problemas com restrigoes de equilibrio: quando as restrigoes sao do tipo equilibrio
de Nash, o natural é restaurar resolvendo ciclica ou paralelamente os subproblemas

de minimizacoes envolvidos nas restrigoes;

e problemas em que a restricao é a resolucao de um sistema de equacoes diferenciais,

geralmente uma equagao diferencial parcial; e

e problemas de empacotamento de moléculas e outros problemas de quimica em que
buscam recuperar certa localizacao de atomos, ligados por uma estrutura molecular
fixa. Esse problema pode ser generalizado a outros problemas de empacotamento

nao-linear, nao ligados com a quimica.

Por permitir uma liberdade bastante ampla na escolha do método de restauragao é que
os algoritmos de restauracao inexata podem ser direcionados para esses problemas, em
que existe uma maneira natural de restauracao, além de fornecer teorias de convergéncia
abrangentes para métodos nelas baseados.

No capitulo que se segue é introduzido um novo método globalmente convergente
para resolver sistemas nao-lineares indeterminados como em (1.3), podendo, portanto,
ser aproveitado para recuperar a viabilidade nos algoritmos que envolvam algum tipo de

restauragao, em especial os algoritmos de restauragao inexata.



Capitulo 2

Algoritmo Newtoniano com Regiao

de Confianca para Restauracao

Neste capitulo ¢ introduzido um novo algoritmo de pontos interiores para resolucao de
sistemas nao-lineares indeterminados (SNLI) com restri¢oes de caixa, também conhecidas
como restricoes canalizadas. Esse algoritmo, globalmente convergente, apresenta, sob
certas condicoes, taxa de convergéncia localmente quadratica.

O objetivo é investigar o caso em que o sistema nao-linear apresenta mais incognitas
(n) do que equagoes (m). Neste caso, o problema consiste em encontrar pontos na in-
tersecgdo do conjunto vidvel (caixa) com uma variedade nao-linear de R". Problemas
desse tipo chegam de numerosas aplicagoes da vida real, embora o método proposto tenha
sido desenvolvido para restaurar a viabilidade nos tradicionais [5, 17] e modernos métodos
préticos de otimizagao, em especial os algoritmos de restauragao inexata [38, 39].

Nas segoes que se seguem sao apresentadas as principais caracteristicas do método.
Uma secao foi reservada exclusivamente para expor as propriedades de convergéncia. Ao
final, alguns experimentos computacionais sao expostos para mostrar o desempenho do
método. Esses experimentos foram realizados tomando conjuntos viaveis de alguns pro-

blemas de programagao nao-linear encontrados na literatura [28, 18].

2.1 Consideracoes gerais

Nesta secao sao colocadas algumas consideragoes e defini¢coes usadas ao longo deste
capitulo. O problema geral é definido e alguns comentérios relevantes sao feitos.

Para comegar, considere o conjunto vidvel €2 (caixa) dado por

Q={zeR" |l <z <u}, (2.1)



onde [ < u sao os vetores contendo, respectivamente, os limitantes inferiores e superiores
satisfazendo [; € RU{—o00} e u; € RU {o0} parai=1,...,n.
Sendo assim, o problema considerado neste capitulo consiste em encontrar x € 2 tal
que
F(zx)=0, (2.2)

onde F': Q2 — R™ (m < n) é uma aplicacdo continuamente diferencidavel em um conjunto
aberto de R" contendo 2. O caso m = n é investigado em vérios trabalhos [6, 32, 33, 37].
Na maioria deles, os principais resultados supoem a nao-singularidade do Jacobiano de F'.

Uma maneira simples de resolver um problema do tipo (2.2) seria transformé-lo em um
problema de programagao nao-linear (PNL) tomando como fungao objetivo o quadrado
da norma euclidiana de F, ou seja, ||F]|?>. Assim, uma infinidade de métodos poderia ser
usada [20, 45], porém tais abordagens nao levariam em conta diferengas e particularidades
estruturais entre o problema (2.2) e PNL de maneira geral.

Sistemas nao-lineares indeterminados sem restricoes podem ser resolvidos por métodos
de Newton baseados na pseudo-inversa do Jacobiano, métodos quasi-Newton [36, 62] ou
por Levenberg-Marquardt [18]. Porém, a existéncia de limitantes (caixa) implica que
nem todas as solucoes serao completamente admissiveis. Mais ainda, em alguns casos,
as fungoes envolvidas estao definidas somente para pontos vidveis. Portanto, cuidados
adicionais devem ser considerados para que todos os iterandos se mantenham estritamente
viaveis.

O algoritmo introduzido neste capitulo esta baseado nos recentes artigos de Bellavia,
Macconi e Morini [6, 7] e de Coleman e Li [14, 15]. O algoritmo incorpora o método
de Newton de norma minima, com abordagem de regiao de confianca baseada no recente
método de pontos interiores afim-escala para problemas de otimizacao restrita [15]. A
estratégia de Coleman e Li deriva em subproblemas de regiao de confianca elipticos cuja
geometria depende dos limitantes [ e u. A finalidade dessa estratégia é permitir passos
maiores dentro da regiao viavel 2. Em cada iteracao do método proposto é requerida
uma solucao aproximada de um subproblema de minimizacao quadratica com restricoes
elipticas, como nas abordagens usuais de regiao de confianca para problemas irrestritos.
Um fato relevante é que esse subproblema nao leva explicitamente em consideracao as
restricoes de caixa, mas apenas restricoes de norma euclidiana.

Em resumo, o método introduzido por Coleman e Li [15] consiste em usar uma abor-
dagem de regiao de confianga eliptica para minimizar uma funcao nao-linear sujeita a
restrigoes de caixa, gerando iterandos estritamente vidveis. Os subproblemas de regiao
de confianca nao requerem explicitamente as restricoes de caixa na sua formulacao. As

regioes elipticas sao definidas por uma matriz afim-escala, que também sera usada neste
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trabalho e apresentada mais & frente. Coleman e Li [15] introduziram dois algoritmos.
Em um deles é necessario resolver exatamente os subproblemas de regiao de confianga.
Sob algumas hipéteses, entre elas a nao-singularidade da Hessiana da fungao objetivo, é
estabelecida convergéncia global com taxa localmente quadratica, desde que o ponto-limite
esteja no interior da caixa.

O algoritmo introduzido por Bellavia, Macconi e Morini [6] pode ser visto como uma,
adaptagao do primeiro algoritmo de Coleman e Li [15] para sistemas ndo-lineares quadra-
dos (m = n) com restrigdes de caixa, aproveitando, portanto, a estrutura do problema.
Sendo assim, o método combina a abordagem de regiao de confianga para sistemas nao-
lineares com as idéias de Coleman e Li; com isso, as regioes de confianca sao elipticas e
suas geometrias sdo definidas pela mesma matriz afim-escala citada anteriormente [15].
Embora o método sugira obter a solucao exata do subproblema de regiao de confianga,
os experimentos numéricos mostraram um bom desempenho usando o método Dog-Leg
[45] para encontrar uma solugao aproximada. Da mesma maneira que o caso anterior, o
algoritmo apresenta sob certas hipoteses, entre elas a de nao-singularidade do Jacobiano
de F' e viabilidade estrita da solucao, convergéncia global e taxa localmente quadratica.

Como mencionado, diferentemente de outras abordagens [6, 15], o método proposto
neste capitulo se destina a resolver sistemas nao-lineares indeterminados, problemas do
tipo (2.2) com m < n, podendo, portanto, ser visto como uma extensao do método de
Bellavia, Macconi e Morini [6]. A abordagem estd baseada nas idéias colocadas acima,
porém algumas diferengas devem ser evidenciadas. No algoritmo aqui introduzido é usada
a estratégia de um raio de confianga minimo e sao exigidas apenas aproximacoes para 0s
subproblemas de regiao de confianca. Uma dificuldade natural do problema é a degene-
rescéncia do Jacobiano. Aqui é exigido que este apresente posto completo m. Isso implica
outras argumentagoes para obter os resultados de convergéncia desejados.

Em uma secao de resultados numéricos, o método proposto por este capitulo é con-
frontado com a versao globalizada do método introduzido por Kanzow, Yamashita e Fu-
kushima [32, Algoritmo 3.12], embora este tenha sido desenvolvido com o objetivo de
resolver problemas mais gerais do que o considerado neste capitulo. O algoritmo de Kan-
zow, Yamashita e Fukushima incorpora o método Levenberg-Marquardt projetado com
o método de gradiente projetado, sendo este ultimo utilizado para a sua globalizacao.
Assim, primeiro, um passo Levenberg-Marquardt projetado é tentado e, se este nao apre-
sentar uma decréscimo suficiente em ||F||, o passo do gradiente projetado é desempenhado
de forma que o decréscimo seja alcangado. Sob certas condigoes, entre elas a de “error
bound’, é obtida taxa de convergéncia localmente quadratica.

Sao colocadas a seguir algumas notagoes usadas ao longo deste capitulo e, quando

necessario, algumas notagoes podem ser introduzidas no decorrer do texto.
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Para qualquer matriz A, a notacao A’ denota sua pseudo-inversa.
Dada uma aplicacdo G, a notacao G serd usada para denotar G(z*).
Para qualquer x € R”, a norma euclidiana sera denotada por ||z| e a p-norma por

||x||p'

O k-ésimo termo de uma seqiiéncia serd representado por z*

, € para representar o i-
ésimo componente de um vetor x serd usado [z];. Algumas vezes, quando claro no contexto,
sera usado x; para esse propdésito.

Seguindo a notacao do Matlab [46], para qualquer v € R", diag(v) representard a
matriz diagonal n X n com o vetor v definindo as entradas da diagonal em sua ordem
natural.

A bola aberta de raio p e centro em y serd denotada por B(y, p) = {z | ||z — y|| < p}.

Dada uma caixa = {x € R" | [ <z < u}, int(Q2) indicard o interior de 2.

2.2 Descricao do método

Nesta secao ¢é apresentado o método proposto. Como sera visto, o método ird gerar
iterandos estritamente viaveis, o que torna o método atrativo para problemas em que a
aplicagao F' é definida somente em (2.

E definida uma funcao de mérito, a qual medird a otimalidade do iterando atual,
dizendo se este serd aceito ou rejeitado. Problemas do tipo (2.2) sugerem uma funcao de

mérito natural, f : R™ — R, dada por

1
f(@) = SIIE@)IP. (2.3)
Ao longo deste capitulo, J(z) ird denotar o Jacobiano de F avaliado em z. Assim,
Vf(z) = J(x) F(z).

Usando a abordagem usual para sistemas nao-lineares, o subproblema de regiao de

confianca em torno de um iterado z* sera definido usando o modelo quadratico

mi(p) = 517+ P (2.4

= LIRS+ F I+ o )T
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Portanto, na k-ésima iteragao, o subproblema de regiao de confianca sera

min  mg(p)

(2.5)
s.a. ||Dpp|| < A,

onde A > 0 é o raio de confianca e Dy = D(2*) é a matriz afim-escala [14, 15], a qual
serd colocada na seqiiéncia. Existem vérias abordagens para resolver o subproblema (2.5)
[24, 43, 45, 59]. No método aqui introduzido, o subproblema de regiao de confianca serd
resolvido apenas aproximadamente.
Dado z € int(£2), a matriz afim-escala D(z) é definida por
o1 ()| 71/

D(z) = (2.6)

[on ()| 712

= diag(joi()| V2, oa (@) 7V?),

onde

vi(r) = (2.7)

-1, se Vf
1, se Vf(z

o
S
I
|
8

E importante perceber que D(z) nio estd definida na fronteira de €, mas D(z) ™! pode
ser continuamente estendida para pontos dessa fronteira, sendo esta extensao também
denotada por D(z)™?,

o1 ()]
D(z)™t =

[on ()|

sendo a funcao v;(x) dada por (2.7).
Uma observagao importante é que, como D(z)~! e Vf(z) sdo aplicagoes continuas,
segue que D(z) 'V f(z) também é uma aplicagao continua.

Considerando o problema de otimizagao

min f(z)

2.8
s.a. x €€, (28)
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suas condicoes necessarias de primeira ordem sao

Vfz);=0 se Li<z <uy
Vix); <0 se z;=u (2.9)
Vix); >0 se x;=1I.

Pontos que satisfazem essas condicgoes serao também chamados de pontos estacionarios.

Com essas consideragoes, o seguinte lema (retirado de [15, Lema 2.3]), pode ser provado.

Lema 2.1. Seja x € Q. Entdo, D(x)"'Vf(z) = 0 se e somente se a condi¢io (2.9) é

satisfeita.

Prova. Pela defini¢ao (2.6) da matriz D, resulta que

o1 ()2 [V f(2)]y
D(x) 'V f(z) = :
v (2)[V2[V f (2)]n

Assim, D(z)"'Vf(z) = 0 se e somente se |v;(2)|"2[Vf(x)]; = 0 parai = 1,...,n. Se
[Vf(z)]; = 0, entdao x; satisfaz a condi¢ao (2.9). Portanto, basta analisar o caso quando
lvi(z)| = 0. Se |l;], |u;| = +o0 tem-se que |v;(x)| = 1, entdo esta situa¢do nao precisa ser
analisada. Assim, serd assumido que |l;], |u;| < +oo.

Se um ponto z € {2 satisfaz a condigao (2.9), imediatamente, pela defini¢ao (2.7) de v,
segue que |v;(z)| = 0 ou [V f(z)]; = 0 e, portanto, D(z) "'V f(z) = 0.

Reciprocamente, suponha que D(z) 'V f(z) = 0. Assim, pela observagao feita acima,
basta considerar |v;(z)] = 0. Pela definicao de v segue que z; = [; ou z; = w;. Se
x; = l;, entdo [V f(z)]; > 0 e, portanto, x; satisfaz a condi¢ao (2.9). Se x; = u;, segue que
[Vf(x)]; <0 e z; também satisfaz a condi¢ao (2.9). Logo, x é um ponto estacionario de
(2.8), e o lema esta provado. |

Dados um iterando x* € int(Q2) e uma direcio p, é preciso encontrar zF*1, dependendo
de 2% e p, de modo que seja estritamente vidvel. Na seqiiéncia, o procedimento que torna
isso possivel é estabelecido.

Sera definido

Ap) = argmax{t > 0 | 2 +tp € Q}. (2.10)

Se A(p) < 1, tem-se que z* + p ¢ int(92), e uma reducio no passo ao longo da direcio p é

necessaria para ficar no interior de €. Em caso contrério, z* +p € int(Q). Para 6 € (0, 1),
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uma constante fixa, sera definido

1, se Ap) >1,
¢(p) = ) . (2.11)
max {0,1 — ||p||} A(p), caso contrério.

Dessa maneira, considerando

a(p) =<&(p)p (2.12)

e definindo o préximo iterado por z¥t1 = z¥ 4+ a(p), segue que este é estritamente vidvel,
ou seja, ¥ € int(Q).

Até o momento, foi assumida a existéncia de uma direcao p de modo que a iteracao
seguinte pudesse ser definida. Resta, portanto, propor um procedimento que na k-ésima
iteracdo encontre uma direcdo, a qual serd chamada de p*, de modo que reduza suficien-
temente o modelo quadrético (2.4) e a fun¢ao de mérito f definida em (2.3).

Sera definida como direcao de maxima descida afim-escala o vetor
d* = —D; >V f(z"), (2.13)

pelo fato de consistir da multiplicagao da matriz Dk_2 pela direcao de maxima descida, a
saber, —V f.

A diregdo de Cauchy sera definida como o vetor p% que minimiza o modelo my, (2.4)
ao longo da direcdo de maxima descida afim-escala d¥ de modo que satisfaca a restricao

de regiao de confianca. Assim,
Pt =1Fd" = —7*D_?V i, (2.14)

com
k i k I <
7" = argmin {mk(Td )| I7Ded®|| < A},

para algum raio de confianca A > 0. Essa diregao de Cauchy serd usada para medir o
decréscimo suficiente no modelo quadrético mj;. Vale a pena notar que z* + 7%d* pode
nao estar em 2, ja que as restricoes de caixa nao sao consideradas nos subproblemas de
regiao de confianca, como ilustra a Figura 2.1.

A seguir é colocado um resultado conhecido (ver [45, p. 70]) que mostra explicitamente

o parametro 7% de (2.14).

Proposicao 2.2. Seja pt, a direcio de Cauchy (2.14). Entao,

1Tk D2V fill2 | DV fe|
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—> [Dp <A

()

Figura 2.1: A regiao de confianca e as restrigoes de caixa nos subproblemas

Prova. Pela definicao de 7% tem-se que
k_ : k k|| <
7" = argmin {my(rd") | |rDyd"|| < A},
onde o modelo my é dado por (2.4) e a direcio d* por (2.13). Note que existem duas

possibilidades para o problema acima. A primeira é quando ||7*Dd*|| = A, assim

LA A
1Dk | | DV fill

T

k& o minimizador

A outra possibilidade ocorre quando ||[7*Dyd*|| < A. Neste caso, T
irrestrito do problema

: k
mig i (7d"),

onde, pela defini¢ao (2.4),

2
my(rd¥) = fk+Tkadk+%d’fJ,Z’ Jdt
2
.
= Je =TI Vi S WD "V Je]]”
f 1DV fil? + 5 17: D72V fi|?

Portanto, para este caso,
o _ D'V
16DV fil[*
e o resultado esta provado. |
Definida a direcao de Cauchy, algumas novas definigbes podem ser introduzidas. Essas
defini¢oes, usuais nas teorias de regiao de confianca, serao de extrema importancia quanto
a aceitagao ou rejeicao de um direcao candidata.

Dada uma direcao p € R", serao definidas a reducao efetiva e a reducao prevista
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respectivamente por

ared(p) = f(z") — f(z" + a(p))

pred(p) = mg(0) — mg(a(p)).

Para efeito de convergéncia global, uma direcao candidata p é submetida a condicao
de decréscimo suficiente do modelo my com relagao ao decréscimo atingido pela dire¢ao

de Cauchy. Portanto, a condicao

pred(p) _ mx(0) — mu(a(p))

Pell) = Lred(ph) — ma(0) — mulalp

> (2.15)

Q=
~—
~—

deve ser testada para uma constante 3; € (0,1) devidamente fixada. Note que p&(p) > 3,
quando p = pk.

A condigao do decréscimo suficiente com relagao ao ponto de Cauchy (2.15) nao neces-
sariamente garante que o modelo quadratico my seja uma boa representacao da funcao f

ao longo da direcao p, portanto a condigao

woared(p)  f(aF) = f(2* + a(p))
o5 = edn) = a0 = () 2 (2.16)

também deve ser testada para uma constante G5 € (0,1) devidamente escolhida para ser
fixa.
Na k-ésima iteracdo, a escolha da direcao p* deve ser explicada com um pouco mais

de detalhes. Para isso, sera considerada a direcao newtoniana de norma minima,
Pk = —J (") F (o). (2.17)

Algoritmos para problemas irrestritos que se baseiam no procedimento iterativo z**! =
ok +pk. apresentam, sob certas hipéteses, taxa de convergéncia localmente quadratica [62].
Esta é, portanto, a razao pela qual o algoritmo proposto considera a direcao p% antes de
qualquer outra. Assim, se esta diregao satisfaz ||Dpp% | < A e ainda as condigdes (2.15)

ML = 2% + a(ph). Caso a diregao

e (2.16), ela ¢ aceita, e o novo iterado é definido por =
newtoniana de norma minima seja rejeitada, o algoritmo procede com a abordagem de
regiao de confianga, encontrando uma solug¢ao aproximada para o subproblema (2.5) que
satisfaca as condigoes (2.15) e (2.16). Sob certas hipéteses, serd provado mais adiante que,

a partir de uma certa iteracao, todas as direcoes p* serdo direcoes newtonianas de norma
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minima e a(p%;) = p%;, o que garantird convergéncia localmente quadrética.
Como é bem sabido [45], o subproblema (2.5) pode ser transformado num subproblema,

de regiao de confianca usual:
min  mg(p)

~ (2.18)
s.a. |p|| <A,

com p = Dip e mg(p) = mk(DI;lp). Aqui,
- 1 1
my(w) = §HF(ZL’k)||2 + B e D w + §wTD,;1JkTJkD,;1w.

Como pode ser observado, (2.18) é um subproblema de regido de confianga padrao, tipico
de problemas irrestritos, nao tendo a necessidade de lidar explicitamente com as restrigoes
de caixa.

Com as consideragoes feitas anteriormente, o algoritmo proposto pode ser estabelecido.

Algoritmo 2.1 (Algoritmo para SNLI com restrigao de caixa). Seja 2° € int(QQ).
Escolha Apin > 0, A > Apin € 0, 51, B2, 0o, 01 € (0,1) tal que 6y < 6.
Faca k — 0.

Passo 1. Calcule Jy,, F}, e Dy.
Passo 2. Se |V fi|]| =0, pare! z* é ponto estaciondrio de min,cq f(x).

Passo 3. Clulcule a direcao newtoniana de norma minima,
.I.
pﬂ“v =—J (mk) F (mk) .
Passo 4. Se

| Dip|| < A e pe (0k) = B, (2.19)

defina p* = pk,.
Sendo, encontre p* tal que | Dpp®|| < A e pi(pF) > B1, com pk dado pela Equacao

(2.14).

Passo 5. Se
Pi (") = B, (2.20)

faca ¥+ = 2% + a(p*) e vd para o Passo 6.
Senao, escolha Apoppo € [00A, 014, faca A = Ao € volte para o Passo 4.

Passo 6. Faca Ay, = A, k«— k+1, escolha A > A,,;, e volte para o Passo 1.
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Na seqiiéncia, sao colocados os principais resultados de convergéncia do algoritmo,
onde, sob certas hipdteses, sao mostradas sua boa definicao, convergéncia a pontos esta-
ciondrios do problema (2.8) e convergéncia localmente quadratica, desde que, para este

ultimo caso, o ponto-limite esteja no interior de 2.

2.3 Analise de convergéncia

Antes de qualquer resultado, algumas hipéteses sobre o problema sao colocadas. Estas
hipéteses, usuais para esse tipo de problema, sao necessarias para obter os resultados de
convergencia.

Considere o conjunto de nivel

L={reQ] f(z) < f(a")}
e assuma que L é limitado. Suponha também que:

H1 - J é Lipschitz-continuo em €2 com constante 27y. Assim, para todo x,y € €2,
17 (z) = J(W)Il < 2llz = yll;

H2 - J(x) tem posto completo m para todo x € L.

Pelo fato de F' ser uma aplicacao diferenciavel em €2, tem-se que existe y; > 0 tal que,

para todo z, y € €0,
1F(z) = Fy)ll < nllz -yl (2.21)

Também, pela continuidade de J e compacidade de L, resulta que ||J(x)|| é limitada para

todo x € L. Assim, como conseqiiéncia da hipdtese H2, tem-se que
17 ()" = ([T ()" (T (@) T (2)") 7] < n (2.22)

para todo z € L e alguma constante p > 0. Ja, como conseqiiéncia da hipotese H1, segue

que, para todo x, y € L,

1F(x) = Fly) = J)(z -yl = H/O[J(y+t(fv—y))—J(y)](x—y)dtll

1
< 29 / tdt) e — g2
0

Yollz =yl (2.23)
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Os resultados que se seguem fornecem propriedades tedricas do algoritmo. Estas serao
importantes para os resultados subseqiientes, em que resultados de convergéncia serao
provados. A demonstracao do lema que vem a seguir segue préxima a de um resultado
dado por Bellavia et al. [6, Lema 3.1].

Lema 2.3. Suponha que a hipdtese H1 € satisfeita e considere p tal que
1 (z")a(p) + F ()| < [|F ()]

Entao,
|ared (p) — pred (p) | < &*(p) [la (p) ||,

onde .
e () = | FE)| + 5% la @)

Prova. Pelo teorema de Taylor, segue que

F(e* + a(p) = F(a*) + / J(2* + €a(p))a(p)de

para algum & € (0,1). Defina

50 = / (J(a* + €a(p)) — J(*))a(p)de

e note que [[sy|| < yolla(p)l*. Assim,

2lared(p) — pred(p)| = 2lmu(a(p)) — f(z* + a(p))|

= [IF(*) + J@")a@)* = 1F ") + J(@")alp) + sl
2| F (%) + J(@*) () sill + llsl?
< 2%[ F@M)lla®)* + 5l )"

IA

Portanto,

|ared(p) — pred(p)| < &*(p)[la(p)?,

e a tese segue. ]
A seguir, é colocado um lema técnico cujo procedimento usado para demonstra-lo é
praticamente o mesmo que os colocados em [6, Lema 3.3] e [15, Lema 3.1], sendo necessarias

apenas leves modificagoes.
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Lema 2.4. Se p* satisfaz pf.(p*) > 31, entio

-1 —1
pred) = 51D ¥l lmin { ||D!?;kTZﬁ)H,§1II AR e
onde 0 é a constante usada na defini¢ao de (p*) em (2.11).
Prova. Primeiro sera provado que
AdF) > ! : (2.25)
IV fiolloo

onde d* é dado por (2.13). Para isso, note que a Equacdo (2.10) pode ser reescrita como

A(p) = min {max{l" — [ i [xk]"} 11<i< n} .

Di Di

Como A(d*) > 0 e as componentes de d* tém o mesmo sinal de —V fy, resulta que

Ad) = |[ve; |[vel; | 1

11 T IV AT TV ]

para algum j, de onde (2.25) segue.
Para provar (2.24), basta encontrar um limitante inferior para pred(pf,), j4 que, por
hipétese, vale que pf(p*) > ;.

Pela Proposicao 2.2, segue que

— IDSVA A 3
RN PRI

Suponha que £(pk) = 1, onde £(pf) é dado por (2.11), entao a(ph) = pk. Assim,

pred(pkc) = pred(dek) =mg(0) — mk(dek)

1
= TID VAN = 5DV el (2.26)

Entdo, se 7F = || D'V f||2/|| /D3 2V fx||?, tem-se que

1D Vfllt 1 DV el
I kDY fill? 217k DV il
LDV Al
2| kD PV fil*

pred(pf)

(2.27)
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Como
1DV fill? = VAEDZPTEID2V fi

< |\DV el D IEJD |,

segue, pela Equagao (2.27), que

1 |ID VAP
2| Dt I I D |

pred(pf,) > (2.28)

Se 78 = A/||Dy'V fi||, entdo, como na demonstracio da Proposicio 2.2, tem-se que
T8 <DV P/ TRD PV fill?, e assim

_ 1 _
pred(pe) = 7DV = 5T DV fil?)

1 _ 1 _
> S IDV P = SAID VAL (2.29)

Suponha que £(pk) # 1, entdao a(ph) = a(d*) = &(d*)d*. Note que £(d¥) < 7F <
| DMV fill? /1| Tk Dy 2V fi]|2. Assim, pelas equagdes (2.11) e (2.25), tem-se que

pred(ph) = my(0) — me(a(d)
= G ID VA~ SE@) DY fl)

1 _ 1 _
> L@ IDF VA = S0A@) DV A
01DV full?
S 0 _ 2.30
= 2 Vi (230
Portanto, por (2.28), (2.29) e (2.30), o resultado segue. [

O proximo lema confirma a boa definicao do algoritmo proposto. Sua prova é seme-
lhante a do Lema 3.4, de [6].

Lema 2.5. Suponha que a hipdtese H1 € satisfeita. Se na k-ésima iteragao ||V fi| # 0,
entdao o Algoritmo (2.1) estd bem definido.

Prova. Para provar que estda bem definido, basta mostrar que, apés um numero finito
de passos, o algoritmo encontra uma direcio p* de modo que a condicao pfc(pk) > [y €

satisfeita para algum A suficientemente pequeno. Com efeito, suponha que

2 < 1D, i eHDkIkau}

HD;;leTJkTD;;lH "IVl

Portanto, pelo Lema 2.4,
A < Gypred(p),
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onde Cj, = 2/(B1]| Dy 'V fill)- Usando o fato que || Dyp*|| < A, segue que
la@™) < 19" < IDM1A < 1D [[Crpred(p®). (2.31)

Como my(a(p*)) < my(0), segue pelo Lema 2.3, por (2.31) e o fato de que |a(p®)|| <
1D 1A, que

lared(p") — pred(p")| < "(p")|a(p")|
< M IDMPCrApPred(p”).
Entao,
105 (P") = 1] < (") D IPCrA.
Mas como

1 _
(") < WllFull + 575 1Dx 1A,

resulta que
lim |p%(p*) — 1] = 0.
Tim [p(p") =1[ =0

Portanto, existe A* tal que p’}(pk) > 3y para todo A < A*. Tomando

A < min {A* IDSV AL 01D A }
- SRR M A
a condicao p’}(pk) > (5 vale, e a prova esta completa. -

O resultado a seguir mostra que || D(z*)~t|| é limitada, onde {z*} é a seqiiéncia gerada

pelo Algoritmo 2.1.

Lema 2.6. Considere a seqiiéncia de iterados {x*} do Algoritmo 2.1. Entdo, existe xp > 0

tal que
ID@E*) M < xp-

Prova. Como a seqiiéncia {z*} C L, resulta que {2*} ¢ limitada. Entdo, pela definicao
(2.7), segue que a seqiiéncia {|v;(2*)|} é limitada para todo i = 1,...,n. Assim, pela
defini¢ao (2.6), a matriz D(z*)~! é também limitada, ou seja, existe xp > 0 tal que
IDE*) ) < xo. .

O primeiro resultado de convergéncia é dado a seguir, o qual esta relacionado a con-
vergencia global do algoritmo. Note que, pela suposigao H1, tem-se que o gradiente da

funcao mérito f é limitado e Lipschitz-continuo em L.
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Teorema 2.7. Suponha que H1 € satisfeita e assuma que a seqiéncia {x*} € infinita.
Entado, todos os pontos de acumulagdo de {z*} sdo pontos estaciondrios de

min f ().

€N

Prova. Seja z* um ponto de acumulacao de {z*}. Assim, existe A, um subconjunto
infinito de N, tal que

lim z* = 2*.
keM

Primeiro, serda mostrado que
lim ||D;! = 0. 2.32
Jim (| DV i =0 (2.32)
A prova de (2.32) é por contradi¢ao. Pela hipdtese de contradi¢do, segue que existe € > 0

tal que || D, 'V fi|| > € para um conjunto infinito de fndices Ny C M.
Pelo Lema 2.4 e a Equagao (2.16), segue que, para todo k € N,

ared(p*) = f(a*) — f(z"*!) > Bypred(p*) (2.33)
- : 1DV fill OIlD "V fill :
Z %5lﬁ2”Dk IkaHmln{Ak, ”Dk—IJkkTJkka—1”7 ||kak”0j } .

Como ||J(z)|| é limitada em L, existe x, tal que ()" J(2)| < Xg € [IVF(@)|loo < Xg
para todo € L. Também | D(z)"!| é limitada em L, entdo existe x; > 0 tal que
| D I T D || < x para todo k € N. Assim, pela Equagao (2.33),

) = 1) = hrsenin { a1, =, 20 (2.34)
g

para todo k € Ns.

Como {f(2*)}ren é uma seqiiéncia nao crescente e limitada inferiormente,

lim (f(2*) — f(z*1)) = 0.

k—oo

Assim, pela Equacao (2.34), resulta que

keN,

Como em cada iteragao o primeiro raio de regiao de confianca testado A é maior que

Apin, segue que, para todo k € Ny suficientemente grande, existem Ay e p* = p(Ay) tal

24



que limgep, Ay = 0, pg(p*) > Bu, | Dip"|| < Ax e p5(5F) < fo.
Pelo Lema 2.6, tem-se que || D, '|| < xp para todo k € N. Assim, para todo k € N5,

la@")IF < 15"l < xpl Dip" || < xDAw.

Pelo Lema 2.3,
lared(p*) — pred(p*)| < e*(P)IXBAL = 1" Ay

para todo k € Ny, onde n* = £¥(p*)x2 Ay. Pelo Lema 2.4 e hipétese de contradicao, para

k € N, suficientemente grande, segue que

1 _
pred(p") > LAY

e assim
_k _k 2 k —k
lared(p") — pred(p”)| < 5" pred(p"),

ou seja,

2
k(=k k
’/Cf(p ) |— /61617

para k € N, suficientemente grande.
Como {&*(p*)}1 é uma seqiiéncia limitada, tem-se que
lim 7" =0
keN- g

e assim

lim [p}(p") — 1] =
Jim |p3(p") — 1] =0,

o que contradiz o fato de pf; (p*) < By para k € N, suficientemente grande. Logo,
lim ||D; 'V fill = 0.
S [|DV fie

Portanto, pelo Lema 2.1, que diz que um ponto z € Q é estacionério de (2.8) se e somente
se ||[D(z)"'V f(2)]| = 0, o resultado segue. [ |

O teorema anterior nao resolve completamente o problema central deste capitulo, a
saber, o problema (2.2), j& que nem todo ponto estacionario do PNL (2.8), min,cq f(x),
anula a aplicacao F. O resultado que se segue mostra condigdes as quais o ponto-limite

anula a aplicagao F'.
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Corolario 2.8. Assuma que as hipoteses H1 e H2 sao satisfeitas. Suponha que a seqiéncia
{x*} gerada pelo Algoritmo 2.1 é infinita. Seja x* € int(Q) um ponto-limite de {z*}, entao
F(z*) =0.

Prova. Pelo Teorema 2.7, z* é um ponto estaciondrio do problema (2.8) com z* € int(€2).
Entao,

J(x*)'F(z*) = 0.

Portanto, pela suposicao H2, segue que F'(z*) = 0, e o corolario esta provado. |
A seguir, sao colocados alguns resultados intermedidrios que serdao importantes na

demonstracao da convergeéncia localmente quadratica do algoritmo.

Lema 2.9. Seja z € int(Q2). Entdo, existe r > 0 e D > 0 tal que |D(x)|| < D para todo
x € B(z,r) C int(Q).

Prova. Como z € int(Q2), existe r € (0,1] tal que B(z,2r) C int(Q2). Seja D = /1/r,

assim, para todo = € B(z,r),
\li — x|, |u; —a;| >r para i=1,...,n.

Portanto, pela defini¢ao de D(z) (Equagao (2.6)), segue que | D(z)|| < /1/r =D. [

Lema 2.10. Assuma que as hipdteses H1 e H2 sao satisfeitas. Seja K C N um subconjunto
infinito de indices tal que

lim 2% = 2* € int(Q)
keK

F(z*)=0.

Entao, existe ko € N tal que, para k > ko e k € K, o passo de Newton pY dado por (2.17)
satisfaz (2.19) e (2.20).

Prova. Pela continuidade de F',
lin | By = | F (")) = 0. (2:35)

Como a seqiiéncia {z¥}rcx ¢ limitada e x* € int(Q), segue pelo Lema 2.9 que existe
D > 0 tal que ||D|| < D para todo k € K. Assim,

| Dkl < 1Del || =7 (=)' | < w1 B

e, entao,

lim || Dyp% || = 0.
lim [| Dypiy || = 0

26



Assim, existe k; € N tal que, para todo k > ki e k € K,
Por (2.35) e (2.22), resulta que
. k < . — )
lim [[p || < g lim [y = 0

Pelas definigdes (2.10) e (2.11), respectivamente de A(p) e £(p), mais o fato de que
r* € int(Q), segue que existe ky € N tal que A(p%) > 1 para todo k > ko e k € K.
Conseqiientemente, £(p%) = 1 e, portanto, a(pk) = pk para k > ky e k € K. Serd
provado que p%; satisfaz as condigoes pf(p%) > B e p’} (p%) > Bo, dadas respectivamente
por (2.19) e (2.20), para k suficientemente grande. Seja k= max{ki, k2 }. Note que, para
todo k£ > E,

pred(pé“v) = mk<0) - mk(p?\/)
1 1
= QHFkHZ— §’|Jk(_JIIFk)+Fk”2

1
- Lmpe (2:30
¢ 1
pred(rh) < me(0) = £ 1ALl
Assim, pf(p%) > Bi. Como limyek || Fy|| = limpeg |p%]] = 0, segue, pela definicio de

ef(p) no Lema 2.3, que

: ki kY __
lim &% (py) = 0.

Portanto, como ||Jyp% + Fi|| = 0 < || Fi||, segue, por este mesmo lema, que
|ared(p};) — pred(piy)| < " (ph) Ik ]I
Entao, dividindo-se a equacao acima por pred(p%;) e usando a Equagao (2.36), resulta que

[l
1£%1?

ared(ph;)
pred(pk;)

- 1‘ < 2eF(pk)

para todo k > %, ke K.
Pela definicao de pk,, tem-se que ||p% || < p||Fy||. Assim, para todo k >k, k € K,

105 (0) — 1] < 20" (py).
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Como limge ¥ (p%;) = 0, resulta que

lim p%(p%) = 1.

lim g (py)

Portanto, existe ko > k tal que P (pk) > 2 para todo k > ko, k € K, completando a
prova. |

Lema 2.11. Suponha que valem HI e H2, e que

onde x* € nt(Q). Entdo, existe € > 0 tal que, sempre que ||z* — 2*|| < €, o passo de
Newton p% satisfaz (2.19) e (2.20).

Prova. Assuma que a tese nao é verdadeira. Entao, para todo € > 0, existe um iterado
2% (k dependendo de €) tal que ||z* — 2*|| < € e pelo menos uma das condigoes (2.19) ou
(2.20) nao ¢ satisfeita por p%. Isso implica que existe uma quantidade infinita de z* com
essa propriedade. Com isso em mente, é construida uma subseqiiéncia de {z*} como se
segue.

Tome /™M tal que |27 — 2*|| < 1 e que pelo menos uma das condicdes, (2.19) ou (2.20),
nao seja satisfeita para p%l). Para k > 1, 27® ¢ tal que ||27®®) — 2*|| < 1/k, onde pelo
menos uma das condigoes, (2.19) ou (2.20), nao é satisfeita para p%k) e j(k) > j(k—1).
O fato de que existem infinitos iterados cuja distancia a x* é menor que 1/k e que nao
satisfazem (2.19) ou (2.20) garante que é possivel escolher j(k) > j(k —1).

Por construcdo, a seqiiéncia {27} ¢ uma subseqiiéncia de {z*}, converge para z* e
cada um de seus elementos nao satisfaz pelo menos uma das condigbes (2.19) ou (2.20),
contradizendo o Lema 2.10. |

O lema que se segue afirma que, para o € do Lema anterior e x* € int(2) tal que
F(z*) = 0, existe § = 6. > 0 tal que, se 2" € B(x*,0), a seqiiéncia {z*} gerada pelo
Algoritmo 2.1 é do tipo newtoniana e estd inteiramente contida na bola B(x*,€) a partir

do indice kq.

Lema 2.12. Suponha que as hipdteses H1 e H2 valem e considere x* € int(S2) tal que
F(z*) = 0. Tome ¢ > 0 como dado pela tese do Lema 2.11. Entao, eziste § > 0 (0 <€),
dependendo de ¢, tal que, se x* € B(x*,8) para algum indice ko da segiiéncia {x*} gerada

pelo Algoritmo 2.1, esta seqiiéncia satisfaz

z* € B(z*, )
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P = gk ph
para todo k > k.
Prova. Defina
C1 = YoM,
§ = mi { ‘ ! } (2.37)
= min , , .
2(1 4 2um) " 2c1m

onde 7 é definido em (2.21).

Tome z*0 € B(z*,§). Serd provado, por indugdo, que para todo k > kg

z% € B(z*, e).
Note que
5 < c < £
T 2(142um) T 2
entao z*0 € B(x*,e).
Pela hipdtese indutiva, tem-se que
2/ € B(x*,¢)

para todo j € {ko, ko + 1,...,k}. O objetivo é provar que x**! € B(z*,€).

Pelo Lema 2.11 e hipétese indutiva,
P = 4l (2.38)
para todo j € {ko, ko +1,...,k}, onde p), = —J(27)1 F(27). Assim, por (2.22),
Il < wllF(a)] (2.39)

para todo j € {ko, ko + 1,...,k}.
Como J(x*)J(2*)1 = I,xm, por (2.23) segue que

IF@ I = |F@*) = F(a?) = J(2)py

< lpnl?
para todo j € {ko, ko + 1,...,k}. Assim, por (2.39),
lonll < voullpy ' IIP = ellpy (1P (2.40)
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para todo j € {ko +1,...,k}.
Agora, da hipdtese de indugao e (2.38),

R [ e (R P I 11

= [=" +p " =27l + Pyl
et R I e

IA

Iz

k
lz*e — "I + > [l (2.41)

Jj=ko

IN

Por (2.40),

| g -
vl < alloy ' I? < adlipy?

< ad.d 0 Ik
ko
= clzi:()o kel (2.42)
para todo j € {ko+ 1,...,k}.
Mas, por (2.21) e (2.22),
IRl = [T F*)|| < pllF )

= pllF (") = F(a)] < pyla® — 2.
Assim, como Y7} o~loi — 9i~ko _ 1 resulta de (2.41) e (2.42) que

k
I A N S G e
Jj=ko

k
< et — a0 T ()l — 2P
Jj=ko

k
< SHmmd Yy (apnd) (2.43)

Jj=ko
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Entéao, por (2.37) e (2.43),

k
15—k
k+1 * 27—ko —1
Je =t < S pmd Y ()

Jj=ko
Pl
Z\i—k
< 0(1+pm 2(2) °) < o(1+2um)
Jj=ko
€
< -,
- 2
Portanto, zFt1 € B(x*,¢) e 2! = 2% + pk para todo k > kg, completando a prova. W

O resultado a seguir, introduzido por Walker e Watson [62, Teorema 2.1], aqui dei-
xado sem prova, serd fundamental para o resultado que mostra a convergéncia localmente

quadratica, a saber, Teorema 2.14. Para isso, dado n > 0, serd definido
Q={yeQ|llz—yl|l<n=2ecQ}. (2.44)

Teorema 2.13. Seja F' : R" — R™ (m < n) uma aplica¢io satisfazendo H1 e H2 e
suponha que Q, é dado por (2.44) para algum n > 0. Entao, existe ¢ > 0 dependendo de
Yo, € n tal que se 2° € Q, e ||[F(2°)| < e, os iterandos determinados pelo método de

k+1

norma minima de Newton, a saber, x = 2% + pk;, estdo bem definidos e convergem a

um ponto x* € ) tal que F(z*) = 0. Além disso, existe uma constante M > 0 tal que

Iz — 2™ < MJ2" — 27|,

O resultado que mostra a convergéncia localmente quadratica do Algoritmo 2.1 é apre-

sentado a seguir.

Teorema 2.14. Suponha que as hipdteses H1 e H2 valem e seja x* € int(€)) um ponto de
acumulagdo da seqiiéncia {x*} gerada pelo Algoritmo 2.1. Entdo, F(x*) =0, e a taxa de

convergéncia € localmente quadrdtica.

Prova. O fato de F(z*) = 0 segue do Coroldrio 2.8.
Pelo Lema 2.12, existe § > 0 tal que, se ||z% — 2*|| < 6, entdao 2% = z* + pk para

ML = gk + pk para k

todo k > ko. Como z* é um ponto-limite de {z*}, segue que z
suficientemente grande. Assim, pelo Teorema 2.13, a seqiiéncia converge quadraticamente
para alguma solucao. Como z* é um ponto-limite, ela converge para x*, o que completa a

prova. |
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Na seqiiéncia, sao descritos alguns resultados numéricos realizados com o Algoritmo
2.1. Esses resultados serao importantes para avaliar o comportamento do método para

diversos tipos de problema.

2.4 Resultados numeéricos

Nesta segao, sao apresentados os experimentos numéricos realizados com o método. O
algoritmo proposto é comparado com o método globalizado recentemente introduzido por
Kanzow, Yamashita e Fukushima [32], chamado aqui de Algoritmo KYF. Esse método,
proposto para resolver sistemas nao-lineares quadrados e indeterminados sujeitos a res-
tricoes mais gerais do que caixa, apresenta sob certas hipoteses, entre elas a hipotese de
“error bound’, taxa de convergéncia localmente quadratica. O algoritmo esta baseado no
método de Levenberg-Marquardt com gradiente projetado. Esse algoritmo, extraido de

[32, Algoritmo 3.12], é colocado a seguir.

Algoritmo 2.2 (KYF). Seja 2° € Q. Escolha >0, p>1, 3,0,7 € (0,1).
Faca k — 0.

Passo 1. Se F(x*) =0, pare.

Passo 2. Faca py, = || Fy||* e calcule df; solugdo de

(JE T + uDdy = — T Fy. (2.45)

Passo 3. Se ||F(Po(x*+d¥)|| < Y| Fxll (Pa € a proje¢io em Q), faca 2%t = Po(a®+d¥,),

k «— k+1 e volte para o Passo 1. Senao, vd para o Passo 4.

Passo 4. Defina sk, = Po(a* + df) — 2%, Se Vf(2*) sk, < —pllsk /1P, calcule t* =

max{3" | i =0,1,...} tal que
Fa® +1"sp) < f@@h) + oV (") s

defina oFt1 = aF + tksk,  faca k — k + 1 e volte para o Passo 1. Caso contrdrio,

va para o Passo 5.

Passo 5. Calcule t* = max{f’ | i =0,1,...} tal que
Fa"(#5) < f(a) + oV (") (@M (") — o),

onde z*(t) = Po(z* =tV f(a")). Faga 2"t = 2*(tF), k — k+1 e volte para o Passo
1.
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Para a realizacao dos testes do Algoritmo KYF, foram tomados os valores de p iguais
a 1071, 107° e 1077, Seguindo a sugestao de Kanzow, Yamashita e Fukushima [32], uma
outra féormula de atualizagao de ug, chamada neste trabalho de [, foi também testada.

Iniciando-se com o = 21078|| F(2°)]], a férmula é dada por

p = min{py 1, | F (2]},

0 que nao altera as propriedades tedricas do algoritmo. Os demais parametros foram
declarados como em [32] (3 = 0.9, p = 1078, p = 2.1, v = 0.99995 e ¢ = 107%). O
objetivo é confrontar o desempenho do método proposto com o Algoritmo KYF, mas
antes é preciso esclarecer alguns detalhes da implementacao, a qual foi realizada com o
software Matlab 5.3.

Para os testes foram considerados alguns problemas sugeridos por Dan, Fukushima e
Yamashita [18] e também um conjunto de problemas definidos por conjuntos vidveis de
problemas de programagao nao-linear do livro de Hock e Schittkowski [28], sendo estes
problemas da forma

F(z) =0, x €,

onde 2 é uma caixa e F' : R® — R™. A Tabela 2.1 mostra os dados dos problemas.
Na primeira coluna é colocada a numeracao dos problemas que serda usada nas tabelas
seguintes; na segunda coluna, de onde o problema foi retirado. A terceira e a quarta colunas
apresentam a dimensao de cada problema, respectivamente m e n. Os Problemas 1, 3, 6
e 7 sao originalmente irrestritos, ou seja, {2 = R". Assim, foram introduzidas as restrigoes
artificiais 0 < x; < 2.5 para todo 7. Assim, apenas os Problemas 5, 13 e 14 sao mantidos
irrestritos. Nos Problemas 10 e 11 as variaveis z; e x5 sao ilimitadas superiormente, ja no
Problema 4 todas as variaveis sao ilimitadas superiormente. O Problema 13 corresponde
a um sistema linear; e o 14, a um sistema quadratico. Foram também testados ambos os

métodos para o problema definido por

1
F(x1,$2>:$2—ﬁ371, com —oo<z <00 e 19 >0,

o qual foi chamado de Problema 15.
A seguir, sao colocados os detalhes e parametros fundamentais da implementacao.
Para ambos os métodos, o Jacobiano da aplicacao F' foi aproximadamente calculado
usando-se o método de diferencas finitas, ou seja,

[‘](x)]lj ~ [F(:B + he;L) — F({L’)]Z’
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Tabela 2.1: Tabela com os dados dos problemas testados

Prob. Fonte m n
1 Problema 46 de [28] 2 5
2 Problema 53 de [28] 3 5
3 Problema 56 de [28] 4 7
4 Problema 63 de [28] 2 3
5 Problema 75 de [28] 3 4
6 Problema 77 de [28] 2 5
7 Problema 79 de [28] 3 5
8 Problema 81 de [28] 3 5
9 Problema 87 de [28] 4 6
10 | Problema 107 de [28] 6 9
11 | Problema 109 de [28] 6 9
12 | Problema 111 de [28] 3 10
13 Problema 2 de [18] 150 300
14 Problema 4 de [18] 150 300
15 - 1 2

para algum h devidamente escolhido para ser o passo da diferenca finita. A precisao para
aceitar z¥ como solucio é |F(z¥)|| < 1075, O nimero mdximo de iteragoes admitidas
e avaliagdes da aplicagdo F' (nao levando em consideragao as avaliagdes do cdlculo do
Jacobiano numérico) é, respectivamente, 5000 iteragoes e 10000 avaliagoes. Além disso,
a implementacdo do método proposto (Algoritmo 2.1) pode ser encerrada por algum dos

seguintes motivos:

e quando o raio de confianca A é menor 107%;

e quando
1DV f (@)l < 107,

o que acusa que a seqiiéncia de iterados {z*} estd se aproximando de um ponto

estacionério do problema min,cq f(x); ou

e quando || D; ']|ee < 7.45 x 1071%%. Neste caso é dito que D;' é numericamente

singular, chamado nos experimentos de SINGUL.

Os valores dos parametros para inicializar o Algoritmo 2.1 sdo: A = ||[D(z°) "'V f(2Y)]],
Apin = 5 x 107 0 = 0.99995 (parametro para deixar o iterado estritamente vidvel,
definido na Equagao (2.11)), #; = 0.1, B2 = 0.25 e §; = 0.25.

Sendo assim, a escolha do A,,,., no Passo 5 do Algoritmo 2.1 é feita como se segue:
. 1
Anovo = I’Illl’l{(SlA, §||Dka(pk)”}
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J& no Passo 6, se pf(p*) > 0.75, entao
A = max{Ain, A, 2|| Dra(p®)||}.

Caso contrario,

A = max{Ain, A}.

No Passo 4 do algoritmo é preciso encontrar uma direcao p* que satisfaca as condicoes
P& (p¥) > By e ||[DFp¥|| < A. Para isso foi utilizado primeiro o método Dog-Leg. Uma vez
tendo em maos as diregoes de Cauchy e Newton, a direcio Dog-Leg, chamada aqui de p¥,

pode ser facilmente calculada [45]:

—AD;Qka
pi=9 1DVl
pE o+ (u—1)(p% — pk), caso contrério ,

se || Dipg|| = A

sendo v a solugao positiva da equacao

| De(pls + (1= D)k — pE))|1* = A

Caso essa diregao pf nao satisfaga a condigao pk(p%) > 1, a direcio de Cauchy ¢
aceita, ou seja, p* = pf,, e prontamente a condicio ¢ satisfeita.

Para encontrar a diregdo de norma minima de Newton (2.17) foi usada a fatoragao QR.

A aproximacao inicial estritamente vidvel foi escolhida para ser z° = (I + u)/2, exceto

nas seguintes situacoes:

e nos Problemas 2 e 8 foi usado z° = [ + i(u — 1), pelo fato de a aproximagao inicial

acima ser um ponto estacionario de mingeq f(z);

e nos Problemas 13 e 14 foi tomado z° = 150(1, ..., 1), que é uma das aproximacoes

iniciais sugeridas em [32]; e
).

Apos as consideracoes colocadas anteriormente, os resultados numéricos podem ser

N[ =

e 1o Problema 15 foi considerado zy = (—%,

apresentados.

A Tabela 2.2 apresenta os resultados para o Algoritmo 2.1. A dimensdao m e n do
problema é colocada na segunda coluna, seguida pelo nimero de iteragoes (It). Para se ter
uma idéia de quanto o algoritmo recuperou a solucao, sao mostrados na quarta e quinta
colunas, respectivamente, o valor da norma euclidiana da aplicacao F' na aproximacao

inicial (||F(z%)]]) e o valor da norma euclidiana na solugao aproximada (||F(z*)|]). A
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sexta coluna mostra o numero de avaliagoes da aplicagdo F (F-aval), desprezando as
avaliagoes feitas no cédlculo do Jacobiano numérico. Esses valores sao interessantes para
que se possa fazer uma analise do custo computacional do método. A tultima coluna
apresenta a quantidade de diregoes aceitas dos diferentes tipos, a saber, direcao de Cauchy
(pf), Dog-Leg (p%) e Newton (p%). A notagao MAXIT indica que foi atingido o méaximo
de iteragoes. MAXFUN indica que foi atingido o maximo de avaliagoes permitidas, e

SINGUL, para declarar que Dk_1 é numericamente singular.

Tabela 2.2: Tabela com resultados numéricos do Algoritmo 2.1 para os problemas da
Tabela 2.1

Prob | (m,n) It IFEO F@)I F-aval (pg)/ (p5)/(Px)
1] (2,5 5 3.2 5.3 x10710 6 0/0/5
21 (3,5) 1 1.0 x10 3.2 x107%° 2 0/0/1
31 (4,7) 5 4.4 1.1 x107'2 6 0/0/5
41 (2,3) 5 6.4 x10  2.0x107° 6 0/0/5
50 (3,4) 7 2.7x 103  99x 1071 10 0/2/5
6| (2,5) 4 4.4 4.3 x 1077 5 0/0/4
71 (3,5) 3 1.6 1.4 x 1077 4 0/0/3
8| (3,5 308 1L.1x10 99x107" 315 290 /5 / 13
9| (4,6) SINGUL 4.6x10%> 4.4 x 103 6 4 /0 /1

10| (6,9) 229 5.8 9.9x 1077 230 225 / 1/ 3
11| (6,9) MAXIT 5.2 x10* 2.9 x 103 5001 4997 / 0 /3
12| (3,10) 16 9.5 8.8 x 1077 17 0/0/16
13 | (150,300) 2 6.5 x 10% 0.0 3 0/0/2

14 | (150,300) 11 2.7x10° 83 x1072 12 0/0/11
15 (1,2 53 51x 1071 58 x 1071 54 51/0/2

A Tabela 2.3 apresenta o desempenho do Algoritmo KYF. Os dados apresentados sao
praticamente os mesmos da Tabela 2.2, sendo nesta omitida a dimensao do problema (m
e n) e o valor de ||[F(z°)]], j4 que sdo os mesmos da Tabela 2.2. Na segunda coluna estao
os diferentes valores de u usados no KYF, a saber, 107%, 107, 1077, incluindo também a
férmula de atualizagao de uy sugerida por Kanzow, Yamashita e Fukushima [32], chamada
aqui de fi. A quantidade de diregoes aceitas no algoritmo para cada problema, que sao
dire¢oes Levenberg-Marquardt (LM), diregoes de busca linear (LS) e gradiente projetado
(GP), é mostrada na sexta coluna. Finalmente, para efeito de comparacao, nas trés ultimas
colunas sao repetidos alguns valores da Tabela 2.2: nimero de iteragoes, valor de ||F|| na
solugao aproximada e nimero total de avaliagoes de F'.

A partir da Tabela 2.2 podem ser feitos alguns comentérios a respeito do desempenho
do Algoritmo 2.1. De modo geral, 0 método mostrou um bom desempenho, apresentando

problemas de convergéncia somente nos Problemas 9 e 11. Pode ser observado um baixo
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nimero de avaliagoes da aplicacao F', praticamente uma avaliacao por iteracao. Foi ob-
servada em quase todos os problemas convergéncia localmente quadratica, confirmando a
teoria apresentada. Para o Problema 12, apesar de o método ter apresentado um bom de-
sempenho, a convergéncia foi prejudicada pelo fato de o Jacobiano possuir posto (quase)
deficiente na solugao aproximada, encontrando-se o menor valor singular do Jacobiano
na ordem de 10~7. J4 o mal desempenho no Problema 8 se deve ao fato de a solucao
aproximada se encontrar praticamente na fronteira de §2.

Comparando os resultados das Tabelas 2.2 e 2.3, pode-se perceber que ambos os
métodos apresentaram o mesmo comportamento na maioria dos problemas testados para
os valores de = 107°, = 10~" e ji. Porém, o Algoritmo KYF de Kanzow, Yamashita
e Fukushima nao conseguiu resolver os Problemas 5, 9, 11, 13 e 14 para p = 107!, nem
o Problema 15 para nenhum valor de p, atingindo o nimero maximo de iteracoes. No
Problema 11 o Algoritmo KYF excedeu o niimero méximo de avaliacoes para u = 107" e
it. No Problema 8 podem-se notar muitas avaliagoes de F' quando comparado com o Algo-
ritmo 2.1. Este algoritmo resolveu o problema em nimero maior de iteragoes, mas com um
nimero menor de avaliacoes de F'. Para os Problemas 13 e 14, que sao respectivamente um
sistema linear e um sistema quadratico, o algoritmo também teve um desempenho inferior
ao método proposto neste capitulo. Pode-se notar que, quanto menor o parametro p, o
desempenho do KYF tende a melhorar, porém, para estes casos, o sistema linear (2.45)
pode se tornar mal condicionado. Entretanto, uma abordagem que busca contornar o mal
condicionamento, adotada neste trabalho, pode ser encontrada em [45, p. 264]. Neste

caso, o sistema linear (2.45) é transformado num problema de quadrados minimos linear,

2
F,

0

min

[
Vil

o qual pode ser resolvido de varias maneiras. Neste trabalho foi usado o comando “\” do
Matlab.

De maneira geral, o Algoritmo 2.1 se comportou muito bem, sempre apresentando um
numero de avaliacoes da aplicacao F' préximo ao ntumero de iteragoes, mostrando poucas
reducoes da regiao de confianca para se obter uma direcao de decréscimo suficiente, o que
é bastante satisfatorio. Os experimentos mostraram rapida convergéncia local se a solucao
se encontra no interior de €) e se o menor valor singular do Jacobiano, avaliado na solucao,

nao estiver préoximo de zero, como mostrado nos resultados teéricos.
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Tabela 2.3: Tabela de resultados numéricos realizados com o Algoritmo 2.2 para os pro-
blemas da Tabela 2.1 (u=10"", p =107, p=10"" e 1)

Algoritmo KYF Algoritmo 2.1
Prob o It [[F(z*)]| F-aval LM/LS/GP It | (z*)]| F-aval
10T 5 6.3 x 1010 6 5/0/0
1| 10°° 5 5.3 x 10710 6 5/0/0 5 5.3 x10~10 6
1077 5 5.3 x 10710 6 5/0/0
i 5 5.3 x 10710 6 5/0/0
107 7 T5x 10 12 8 7/0/0
2| 107® 2 6.5 x 10711 3 2/0/0 1 3.2 x10~15 2
10~7 2 1.2 x 10712 3 2/0/0
i 2 1.9 x 1014 3 2/0/0
107 4 3Ix10 T 5 47070
3| 1075 5 1.1 x 10712 6 5/0/0 5 1.1 x10~12 6
107 5 1.1 x 10712 6 5/0/0
I 5 1.1 x 10712 6 5/0/0
10717 6 I8 x 1077 7 6/0/0
4| 107° 5 2.8 x 1078 6 5/0/0 5 2.0 x 10~° 6
10~7 5 3.0x 1078 6 5/0/0
i 5 3.0 x 10~8 6 5/0/0
10-T MAXIT 21x10° 9996 5 /4995 /0
5| 107° 31 5.8 x 1010 33 30/1/0 7 9.9 x 1010 10
10-7 13 5.6 x 1011 86 7/6/0
iL 20 1.0 x 10~11 152 8/12/0
107 4 33x10 7 5 470/0
6 | 1075 4 4.3 x 1077 5 4/0/0 4 4.3 x 1077 5
10~7 4 4.3 x 1077 5 4/0/0
i 4 4.3 x 1077 5 4/0/0
1017 3 TIx10~ 7 1 3/0/0
7| 107° 3 1.4 x 10~ 7 4 3/0/0 3 1.4 x 1077 4
10~7 3 1.4 x 10~7 4 3/0/0
i 3 1.4 x 1077 4 3/0/0
107 27 T6x10 482 9/10/8
8 | 107° 21 1.6 x 10~7 472 5/9/7 308 9.9 x 1077 315
10~7 25 2.0 x 10711 618 5/11/9
I 21 3.1x 1078 489 5/9/7
10-T MAXIT 44 x10° 9999 27499870
9| 1075 237 8.4 x 1077 238 237 /0/0 | SINGUL 4.4 x 103 6
10~7 93 8.8 x 1077 94 93/0/0
I 92 9.1x10~7 93 92/0/0
107 310 T.0Xx10°© 313 300/1/0
10 | 1075 255 9.9 x 1077 258 254 /1/0 229 9.9 x 1077 230
10-7 245 9.6 x 10~7 249 244 /1 /0
I 245 9.7 x 1077 249 244 /1/0
10-T MAXIT 4.7 x 10* 9999 274998 /0
11 | 1075 565 9.9 x 107 566 565 /0/0 | MAXIT 2.9 x 103 5001
1077 49 1.3x10* MAXFUN 1/4/44
i 49 1.3x10* MAXFUN 1/4/44
1017 25 6.1x 107 26 25/0/0
12 | 1075 16 8.8 x 1077 17 16/0/0 16 8.8 x 1077 17
10~7 16 8.8 x 1077 17 16/0/0
i 50 9.8 x 1077 51 50/0/0
10-T MAXIT 59x10° 5001 0/5000/0
13 | 1075 13 0.0 14 13/0/0 2 0.0 3
10~7 4 3.0 x 10715 5 4/0/0
i 6 1.7x 1078 7 6/0/0
10-T MAXIT 25x10° 5001 0/5000/0
14 | 1075 20 4.9 x 1078 21 20 /0/ 0 11 8.3 x 10712 12
10~7 11 9.6 x 107! 12 11 /0/ 0
i 29 6.2 x 108 30 29 /0/ 0
10-T MAXIT 30x10° 5001 5000 /0/0
15 | 1075 MAXIT 3.0x 1073 5001 5000 /0 /0 53 5.8 x 10714 54
10-7  MAXIT 3.0x1073 5001 5000 /0/0
I MAXIT 3.0 x 1073 5001 5000 /0 /0
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Capitulo 3

Algoritmo do Tipo
Levenberg-Marquardt para

Programacao Nao-Linear

No capitulo anterior foi introduzido um algoritmo para resolver sistemas nao-lineares
indeterminados com restrigoes de caixa, visando a resolver a fase de viabilidade dos al-
goritmos de restauracao para programacao nao-linear. Neste capitulo é apresentado um
novo método para o problema de programacao nao-linear com funcao objetivo f dife-
renciavel e conjunto viavel arbitrario fechado I'. Embora seja um método novo, pode ser
enquadrado nos métodos do tipo Levenberg-Marquardt, estando as argumentacoes dos
resultados tedricos inspiradas nas do algoritmo introduzido por Martinez e Santos [40].
Assim, a andlise de convergéncia do método proposto é uma modificacao da apresen-
tada nesse artigo. O método gera uma seqiiéncia de iterandos viaveis {2*} satisfazendo
f(x*1) < f(z¥). Em um dos principais resultados teéricos deste capitulo é provado
que todo ponto de acumulacao da seqiiéncia gerada pelo método satisfaz as condig¢oes ne-
cessarias de primeira ordem, ou seja, ¢ um ponto estaciondrio do problema de programacao
nao-linear.

Uma aplicacao direta do algoritmo proposto é um método globalizado numericamente
viavel e eficiente para o calculo de estruturas eletronicas, o qual serd introduzido no
Capitulo 6. Neste caso, a funcao objetivo é o funcional energia, e o conjunto viavel é
formado por restricoes de ortonormalidade, teoria a qual é apresentada no Capitulo 4.
Esta aplicacao pode ser interpretada como uma abordagem de globalizacao do bem co-
nhecido algoritmo de ponto fixo SCF, que sera visto mais a frente. Sendo assim, sera
garantida convergéncia a pontos estacionarios do funcional energia para qualquer que seja

a aproximacao inicial vidavel considerada.
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3.1 Consideracoes gerais

Como colocado, o objetivo deste capitulo é resolver o problema de programagcao nao-

linear
min  f(x)

3.1
s.a. xel, (3-1)

onde f: R™ — R é uma funcao continuamente diferenciavel sobre algum conjunto aberto
contendo I' C R", sendo este um conjunto fechado arbitrario.

Vérios métodos, baseados em abordagens de regiao de confianga [20, 43, 45, 59], tém
sido sugeridos para resolver problemas desse tipo [12, 40, 41, 47, 61]. O método introduzido
neste capitulo pode ser visto como uma variagao do método introduzido por Martinez e
Santos [40]. A idéia-chave do método é considerar um parametro de regularizacao para
penalizar a restricao de regiao de confianca, podendo, portanto, ser enquadrado como um
método do tipo Levenberg-Marquardt. Diferentemente dos outros métodos [12, 47, 61],
este nao faz aproximacao linear de I'.

A principal diferenca entre o método aqui sugerido e o método de Martinez e Santos é
que, neste tultimo, resolvem-se subproblemas em que o conjunto viavel é a interseccao de
uma bola euclidiana (regiao de confianga) com I', enquanto no método introduzido neste
capitulo resolvem-se subproblemas restritos somente ao conjunto I', o que muitas vezes é
mais atrativo, como no caso do calculo de estruturas eletronicas, em que a resolucao desses
subproblemas se resume a decomposi¢ao em valores singulares de uma matriz [25].

A seguir, sao colocadas algumas notagoes usadas ao longo deste capitulo e, quando
necessario, outras serao introduzidas ao longo do texto.

Para representar o gradiente de f avaliado em z, é usado g(x), ou seja, g(z) = V f(x).

Para o k-ésimo termo de uma seqiiéncia serd reservada a notacao x*; ji o i-ésimo
componente de um vetor, digamos z, sera representado por [x];. Quando claro no contexto,
os colchetes serao omitidos.

Dada uma aplicacdo G, G representa G(z*).

Dada uma matriz simétrica definida positiva A € R"*"_ || -||4 denota a norma definida
por A. Assim, dado x € R, ||z||4 = V2T Az. Para a norma euclidiana serd reservada a
notacao || - ||.

Um calculo facil mostra que, dada uma matriz B € R™*™ simétrica,
—[Bllllzl* < Amin(B)||z[* < 2" B < A (B)[l2]|* < || B][[|]|? (3.2)

para todo € R"™, onde Ayin(B) € Apax(B) denotam, respectivamente, o menor e o maior

autovalor da matriz B.
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A seguir, sao colocadas algumas definicoes usuais em teoria de otimizacao, as quais

serao uteis mais adiante.

Definicao 3.1. Dado x € T', serd chamada de curva em I' partindo de = uma funcao

continua o : [0,0] — T tal que b >0 e (0) = z.

Definicao 3.2. Dado z € T, serd chamada de curva em I' de classe C* partindo de

x uma fungdo continua o : [0,b] — T tal que b >0, a(0) =z e a € C*([0, b]).

Com essas definicoes, o bem conhecido resultado de condicao necessaria de primeira

ordem para problemas do tipo (3.1) pode ser colocado.

Teorema 3.3. Seja x* um minimizador local de (3.1) e a uma curva qualquer em I' de

classe C1 partindo de x*. Entdo,

Prova. Defina ¢ : [0,b] — R por ¢(t) = f(«a(t)). Como z* é um minimizador local, existe
by € (0,b) tal que

para todo t € [0, by]. Assim,

para todo t € [0,b,]. Entdo, tomando o limite, tem-se que ¢’'(0) > 0, mas pela regra da

cadeia
¢'(t) = Vf(a(t) ¢'(t) = gla(t) ¢ (t).
Portanto, g(z*)7a/(0) = ¢'(0) > 0. |
Um ponto z* € I' é chamado de ponto estaciondrio de (3.1) se, para toda curva «
em I' de classe C! partindo de z*, tem-se que g(z*)Ta/(0) > 0.

3.2 Descricao do método

Nesta secao os principais passos do método sao apresentados e o algoritmo é colocado.

Sejam M, v > 0 constantes fixas, defina

B={BeR"™ | B=B"e|B| <M} (3.3)
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By ={B € B | v Bv > 7|v||* para todo v € R"}. (3.4)
Note que B e B, sao conjuntos fechados.

Lema 3.4. Seja A € B,. Entao, A é simétrica definida positiva e
Yal? < flelly < Mllz|?

para todo x € R™.

I

Prova. Como A € By, A é simétrica e vT Av > ~||v||*> para todo v € R"™. Assim,

considerando v; um autovetor unitério (|lv;|| = 1) qualquer de A associado ao autovalor

i, tem-se que
i = vi Av; > yllui||* = v > 0.

Portanto, todos os autovalores de A sao positivos e, entao, A é simétrica definida positiva.

Para a segunda parte da demonstracao, note, pela definicao de B, que
Ylzl* < 2" Az = |||
para todo = € R. Por outro lado, como A é simétrica definida positiva,
o' Az = ||l=[% < [JAfl[l2]* < M]l=]?,

concluindo a demonstracao do lema. |

Dado um iterando ¥ € R™ e p > 0, considere o modelo quadrético em torno de x*,
1
Q(2.p) = g(a*)"(w = 2%) + 5 (2 — 2T (B + pAb)(a — %), (3.5)

onde Bg €eBe A’; € B,. Note que B”’pC e A'; dependem de z* e de p, que serve como um
parametro de regularizacao.

O modelo (3.5) busca aproximar f(z) — f(z¥) em torno de z*, j4 que apresenta o
mesmo gradiente que f(z) quando avaliado em z = z*.

Dado x € R", sera definido

ared(z", z) = f(z") — f(2)

pred(ack,a:) = Qk(xk’o) - Qk(ZE,O) = _Qk(xv())'
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Sendo assim, a partir de um iterando x*, o préximo iterado é construido como se segue.
Sejam [y € (0, %] el < (4 < {5 < oo constantes fixas. Comece com p = 0. Sendo
assim, o algoritmo proposto consiste, primeiro, em encontrar uma solucao global, chamada
de a:’;, do subproblema
min Q*(z, p) 56
sa. x el

¥ nao é solucao de

onde Q*(z,p) ¢ o modelo quadratico dado por (3.5). Note que, se z
(3.6), necessariamente tem-se que pred(z*, %) > 0. Se a condigao de decréscimo suficiente
é satisfeita, ou seja,

ared(z", z%)

> 3.7
pred(z*, xk) b (37)

escolha 2% € T de modo que f(zF*1) < f(a:’;) e faca p* = p. Sendo, se p = 0, escolha
Prove > 0. Caso contrario, escolha ppovo € [C10, C2p]- Faga p = ppovo, €scolha novas matrizes
B’; €eBe A'; € B, e resolva novamente (3.6) com esse novo p, continuando esse processo
até encontrar p e zfj que satisfagam a condicao de decréscimo suficiente (3.7). Por fim,
escolha zFt! € T' de modo que f(z**') < f(zh) e faca p* = p.

O fato de o modelo quadratico (3.5) ser uma aproximacao de primeira ordem de f
garante a boa definicao do algoritmo, ou seja, necessariamente a iteracao acima termina,
como sera mostrado mais adiante. Com esse mesmo argumento, em um outro resultado
serda mostrado que todo ponto de acumulagao da seqiiéncia gerada por esse algoritmo é
um ponto estaciondrio de (3.1).

Apo6s essas consideragoes o algoritmo pode ser estabelecido.

Algoritmo 3.1 (Algoritmo Modelo). Tome z° € T e considere M e v definidos em
(5.3) € (3.4). Escolha py >0 €R, (1, G ER com1 < < <+ooefhe (03]
Faga k — 0.

Passo 1. Calcule fi, g e faca p = 0.
Passo 2. Fscolha B’; €eBe A’; €B,.

Passo 3. Considere Q"(x, p) definida em (3.5) e encontre x solugio global de

min  Q*(z, p)
s.a. xel.

Se Qk(x’;,p) =0, pare! x’; ¢ um ponto estacionario de (3.1).
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Passo 4. Se
ared(a®, x)  f(2*) — f(})
pred(z*, zk)) N —Q*(x%,0)
defina p* = p, escolha 2**1 € T tal que f(2x*1) < f(x’;), faca k — k+1 e volte

para o Passo 1.

2 /617

Senao, se p = 0, escolha ppove € (0,p]. Se p > 0, escolha ppovo € [C1p, C2p).

Faca p = ppove € volte para o Passo 2.

3.3 Analise de convergéncia

Nesta sec@o sdo estabelecidos os resultados tedricos do Algoritmo (3.1). Entre eles
encontra-se o que confirma a boa definicao do algoritmo, ou seja, apés um nidmero finito
de passos o algoritmo encontra, no Passo 3, p e x'; de modo que a condicao de decréscimo
suficiente seja satisfeita. J4 um outro resultado, o mais importante desta secao, diz res-
peito a convergéncia do algoritmo, garantindo que, sob certas hipdteses, todo ponto de
acumulac@o ¢ um ponto estacionario de (3.1).

Daqui em diante, neste capitulo, considere o conjunto de nivel

L={zel| f(x) < f(z")}

e suponha que L ¢ limitado.
O primeiro resultado mostra que, se Qk(x’;, p) = 0, entdao z* é um ponto estaciondrio
do problema (3.1), justificando o Passo 3 do Algoritmo 3.1.

Lema 3.5. Se o Algoritmo 3.1 pdra no Passo 3, ou seja, Qk(x’;,p) = 0, entdo =¥ € um

ponto estaciondrio do problema (3.1),

Prova. Se Q"(xF, p) = 0, entdo z* é solugao de

min  Q*(z, p)
s.a. xzel.

Assim, para toda curva a em I' de classe C' partindo de z¥, tem-se, pelo Teorema 3.3,
que
V.Q*(a", p)Ta(0) = g(z")"a/(0) > 0.
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Portanto, ¥ é um ponto estaciondrio de (3.1). [ ]
A definicdo que se segue sera indispensavel nos principais resultados tedricos desta
secao, principalmente nos que dizem respeito a boa definicao e convergéncia a pontos

estaciondrios.

Definigao 3.6. Dados A € B, e a : [0,b] — R"™, com a € C*([0,b]) e o/(0) # 0, serd
definido, para 6 > 0,

T(a,A,8) = min{t € [0,5] | /(a(t) — a(0))TA(a(t) — a(0)) = 5}
min{t € [0,0] | [la(t) — a(0)[[4 = 6}

O seguinte lema técnico é uma variacdo do Lema 2.1, apresentado em [40]. Este

resultado coloca algumas propriedades de 7(«, A, J), as quais serdo usadas mais adiante.

Lema 3.7. Suponha b > 0 e, para cada k € N, considere o : [0,b] — R, a: [0,b] — R”,
a* o€ CY([0,b]) para todo k € N com o/(0) #0 e

Jim (@) = o/[lc = 0, (3.8)

onde ||B|loe = maz{||3(t)|| | t € [0,b]}. Entdo, existem cy,co,6 > 0 e ko € N tais que
(o, A, 6) e 7(a, A,d) estao bem definidos e

025

< koA
{ a0 < 7(a" A, 0) (3.9)
S 025

T(a, A, 0)

IA A

para toda matriz A € By, § €[0,0] e todo k > k.

Prova. Como o/(0) # 0, existe ¢ € {1,...,n} tal que [@']; # 0. Assuma, sem perda de
generalidade, que [o/]; > 0. Tome b, € [0,b] tal que

[@']; > 2¢ >0

para todo t € [0,b;]. Pela hipétese (3.8), (a*)" converge uniformemente para o’ em [0, by],
entao existe ky € N tal que
[(@)]i(t) = e >0

para todo t € [0,b1] e k > k.
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Agora, se A € B, et € [0,b], tem-se, para algum ¢ > 0, que

() — a*O)la 2 VAlla*(t) — a*(0)]
> VAl ~ o0 = el [ 1@ widul
. /0[<ak>']i<w>dwzﬁcet, (3.10)

onde v é a constante da defini¢do (3.4) de B,.

Da mesma maneira, segue que

la(t) = a(O)la = VAlla(t) = «(0)]
= ﬁc/o [&]i(w)dw > \/vcet. (3.11)

Pela convergéncia uniforme de (o), existe e > 0 tal que

1™ @) < e

lo/ (@) < e

para todo t € [0,b1] e k > k.
Assim, pelo Lema 3.4, dada uma matriz A € By, t € [0,b1] e k > ky,

lah(t) — a*(O)la < VATllak(t) — a*(0)]
— Vi / w)du|
< \/_/ () (w)||dw < vV Met, (3.12)

onde M é a constante usada para definir o subconjunto B em (3.3).

Da mesma maneira,

la(t) = a(0)la < VM]la(t) — a(0)]]
< m/ o (w)]|dw < v/ Met. (3.13)

Defina 6 = V/ycebr. Assim, por (3.10) e (3.11), tem-se, para todo A € B, que

[ (b1) — *(0)[|a > 6
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lac(br) — a(0)]|a > 4.

Assim, para todo & € [0, 4], toda matriz A € B e k > ko, existem e fe [0, b1] tais que

lo*(#) — a*(0) |4 = &

() — a(0)[|4 = 6.

Por continuidade, segue que 7(af, A,0),7(a, A, ) € [0,b1] estao bem definidos para
todo d € [0, 6] e toda matriz A € B,. Por (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13), tem-se, para toda
Ae By, te|0,b] ek >k, que

Vacet < |la(t) — oF(0)]|a < VMet

e
VAcet < [la(t) — a(0)]|a < VMet.

Entao,

\/%6 < 7(a*, A,6) < che
e

T Sl A8 <
para todo § € [0,6], A € B, e k > k. Portanto, (3.9) segue com ¢; = ﬁ ey = ﬁ
|

Lema 3.8. Tome 2* €T, p>0, B = B'; eBeA= A’; € B.. Seja x’; solugao global do
subproblema (3.6),

min - Q*(z, p)

s.a. xel,

onde Q*(x, p) = gi (x — a¥) + 5(x — 2*)T (B + pA)(x — 2*). Considere y € T tal que
ly — 2[4 = llap — 2" a- (3.14)
Entao,

Q(ah,0) < Q(y,0). (3.15)

47



Prova. Por hipotese, x’; ¢ o minimizador global, entao

Q (%, p) < Q"(y, p),

ou seja,
1
of (e — %) + (e — M) (B o+ pa)(ah — o) <
1
gk (y = 2%) + 5y = ") (B + pA)(y — 2*). (3.16)
Mas, por (3.14),
(z —a")TA(zy —a*) = (y—a")TA(y — o).

Entdo, subtraindo 3pllzf — 2*||% de ambos os lados de (3.16), segue que

1 1
gr (ah — 2*) + 5(1",‘5 — "Bk —2") < glly—a")+ 5 - ) B(y — a*),

ou seja,

Q" (2%, 0) < Q*(y,0),

completando a prova. |

O préximo lema é fundamental para provar a boa defini¢ao do algoritmo.

Lema 3.9. Seja z* € T' um ponto nao estaciondrio de (5.1). Considere, para cada p > 0

fixo, B)’j € B, A’; € B, e chame x’; uma solugao global do problema

min  Q*(z, p)
s.a. x el

sendo Q*(x, p) dada por (3.5). Entdo,
lim [|2f — 2| = 0. (3.17)
p—00

k

Prova. Como z" nao é um ponto estaciondrio de (3.1), para todo p > 0 fixo, resulta que

Q*(xk, p) < 0.
Suponha que a tese (3.17) ndo é valida, entao existe uma seqiiéncia {p;}iey € R com
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lim; o p; =00, € >0e iy € N tal que
Hx’; — | > € (3.18)

para todo 7 > 1.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e compacidade de L, existe M; > 0 tal que
llgr|| < M. Entao, para todo = € T',

—Milr — 2| < —[lgelllle — "Il < gi' (x — 2*) < lgelllle — 2*]| < Myl — 2*]].

Também, por (3.2),

—M|lx —2"|? < (x — xk)TBZ_(x — )

para todo z € I' e BY € B, onde a constante M > 0 é definida em (3.3).
Entao, definindo My = M, /e+ M /2 > 0, por (3.18) e defini¢ao de B, para todo i > i,

segue que

1

Q" (wgpi) = gi(wy, — ") + 5wy, — 2 (By, + piAy) (@, — )
> M|t — ¥ - %Hwi —*|* + %mHl‘Z ks
- (—ﬁ - % + %m) lzp, — =*|1”
> (— <% + %) + %pw) lh, — a*|?
— (-3 o) ek - PP (3.19)

4M>

Mas como lim; ., p; = oo, existe iy € N (i; > ip) tal que p; > =* para todo i > iy, e

entao, por (3.19),

0o > Qk(x’;i,pi)
> (= My 4 20k, — o

> M2€2 >0

para todo i > i1, o que é um absurdo. Portanto, a tese (3.17) segue. |

O préximo teorema mostra que o Algoritmo 3.1 esta bem definido, ou seja, apdés um
numero finito de iteragoes, o algoritmo encontra p e m’; de modo que a condicao de
decréscimo suficiente (3.7) seja satisfeita. Sua demonstracdo estd baseada na demons-
tracao do Teorema 2.3 de [40].
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Teorema 3.10. Se z* ndo é um ponto estaciondrio do problema (5.1),

entao %1 estd bem definido no Algoritmo 3.1.

k

Prova. Como z* ndo é ponto estacionério de (3.1), existe uma curva « em I de classe C'!

partindo de z* com «/(0) # 0 tal que

(f o) (0) = gla'(0) <O0.

Pelo Lema 3.7, existe & tal que 7(c, A,J) estd bem definido e existem c; e c; > 0 tal
que
10 < 7(a, A, 6) < c90

para todo § € [0,8] e A € B
Serd denotado 0% = /(xk — 2F)TAk(zk — 2*), onde A é escolhida no Passo 2 do

Algoritmo 3.1 e x’; definido no Passo 3. Assim, pelo Lema 3.4,

Yl —2*1? < (6,)* < My — 2|, (3.20)
jé que AF € B,. Pelo Lema 3.9 tem-se que lim, ., [|z5 — 2¥|| = 0, e entéo, por (3.20),

lim 0% = 0. (3.21)

pP—00

k— k sk : S k 5
Defina 7, = 7(a, Ay, d;). Assim, por (3.21), existe p > 0 tal que 6, € [0,] para todo

p > p, e entao Tf estd bem definido e
c1d, <7, < el (3.22)

para todo p > p.
Pela Definigao (3.6),

\/(Oé(Tp’“)—Oé(O))TA'Z(Oé(Tf)—04(0)) = oy
= \/(x’;—:v"?)TA’;(x’;—xk).
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Entao, pelos Lemas 3.4 e 3.8, para todo p > p, tem-se que

Q"(zk,0) < Q% (7)), 0)

= g (a(r)) — a(0)) + 5 (a(ry) — a(0))" By(a(7;) — a(0))

2
< glla(sh) — af0) + 5 Mla(rE) — a(0)|,

onde B/’; é escolhida no Passo 2 do Algoritmo 3.1. Também, pelo Lema 3.4,

o — 2] < %5';.
Assim, por (3.22), (3.23) e o fato de que Q*(z%,0) <0,
' kp k
< o 00) = a) +3Mlla(r}) — aO)IP

para todo p > p.

Como lim, 5’; =0, por (3.22) segue que lim,_, 7'5 = 0. Assim,

k
—a(0
hm a(Tp) - O{( ) — Oél(())
p—00 T,

lim Hoz(Tf) —a(0)]] = 0.

p—00

Entao, por (3.24), (3.25) e (3.26),

k l’k, 0
lim sup ka)” < e1v/791a/(0) < 0.
x

g

Portanto, existe p; > p tal que

Qk(xl,ﬁao) C1\/’7T/
< 0)=c3<0
of - < 2 =

para todo p > p;.

51

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)



Entao, se p > p1, por (3.27) segue que

ared(xk, l’];) 1] = f(x];) - f(xk) - Qk(l’];a O)
pred(z*, %) Q*(x},0)
@) = (") — g (g — 2%) — 5(ay — 2") By (ay — a)]
o M) = @) =gy — 2] Ml — 2t
- sl — 2] 2es| 7
Portanto, como f ¢ diferencidvel e lim, . ||z — 2¥|| = 0,

ared(z", 2%)

im Lo — 1 =0.
p—oo | pred(z*, zk)

Assim, depois de um ntimero finito de aumentos de p, existe x’; tal que a condicao de
decréscimo suficiente (3.7) é verificada. Entao, z%*! estd bem definido. |

A definigdo que se segue foi retirada de [40]. Essa definigdo coloca um conceito mais
fraco de regularidade do que o de independéncia linear (LICQ) [45], usual da teoria de

otimizacao.

Definicao 3.11. Um ponto x € T' sera chamado de fracamente reqular se, para toda
curva « : [0,b] — T de classe Ct partindo de x e para toda seqiiéncia {x*}rcx, C T
convergindo para z, onde K1 C N é um subconjunto infinito de indices, existe by € (0,b) e
a® :[0,b)] = T (k € K1), uma seqiiéncia de curvas de classe C* partindo de x* tal que

: LAV —
lim [(0*) — o/l =0,

onde

18]loe = max{||B@)] | ¢ € [0, 0]}

A hipétese de regularidade fraca definida acima é mais fraca do que a hipétese de regu-
laridade usual de programagao nao-linear [45], como mostra o resultado a seguir, retirado
de [40, p. 36].

Proposigao 3.12. Assuma que I' = {x € R" | h(xz) =0 e ¢(z) < 0}, onde h : R* — R™,

c:R*" - RP e f,h € CYR"™). Sez éum ponto reqular de T', entdo T é fracamente regular.
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Prova. Ver o apéndice em [40, p. 36].
A reciproca da Proposi¢ao 3.12 nao é valida. De fato, considerando I'" = {(x1,25) €
R? | 22 — 29 > 0 e x5 > 0}, 0 ponto (0,0) é fracamente regular, mas nao ¢ regular.

De agora em diante serd assumido que existe ¢4 tal que

[f(2) = f(z) = g(2)"(z — 2)| < callz — || (3.28)

para todo z,x € I.
O resultado que se segue é semelhante ao Lema 3.9. Suas conseqiiéncias serao funda-

mentais para o Teorema 3.14.

Lema 3.13. Seja K1 € N um subconjunto infinito de indices e considere {x*}rex, C
I' uma segqiiéncia de pontos ndo estaciondrios do problema (3.1), {p*}rex, C R uma

seqiiéncia ndo negativa com limye, p* = 0o, {ng}keKl CBe {A’pfk}ke;(l C By seqiiéncias

k

de matrizes. Para cada k € Ky, considere 2% uma solugao global de

min Q*(z, )
s.a. xel,

onde Q% (x, p) é dada por (3.5). Entdio,
lim ||7* — || = 0. (3.29)

keK,

Prova. Por hipétese, {2%}rcx, ndo sao pontos estacionarios de (3.1). Entao, para todo pF
fixo (k € K),

Q (&, ") <.

Suponha que a tese (3.29) nao é véalida. Entao, existe € > 0, Ky C K; um subconjunto

infinito de indices e ky € K, tal que
2% — 2| > € (3.30)

para todo k € K3 ={k € Ky | k > ko}.
Pela continuidade de g e compacidade de L, existe M; > 0 tal que

lg()|l < M,

para todo x € L. Entado, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz e por (3.2), para todo
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releke Ks,

—Myllz — 2| < —llgelllle — 2*|| < gi' (v — 2") < Ngulllz — 2% < Myflw — 2"

— M|z —2*||? < (x — xk)Tng(x — 2,

onde M > 0 é constante definida em B.

Defina My = (M;/e+M/2) > 0. Entao, por (3.30) e defini¢do de B, para todo k € K3

tem-se

Q) = g —ah) + S — (Bl + AR — a¥)

M 1
— M3 — o) - 2nk P+ 5

M1 M 1~k ~k k112

> ( <€+2>+2p7)|\x ||
1~k ~k k|2
= —M2—|—§p o0 I | Fr v |

Como limgeg, p* = oo, existe k; € K3 tal que pf > 4];42 para todo k € K4
ki1}, e entao, por (3.31),

v

0 > Q" ")
> My||z" — oF|?
> M2€2 >0
para todo k € K, o que é um absurdo. Portanto,
lim [|% — 2% =0
kEK1

e o resultado segue.

Pt —x

k||2
(3.31)
= {k’ S Kg | k Z
|

A seguir, o principal resultado desta secao é colocado. Neste resultado sera provado

que todo ponto de acumulagao fracamente regular do Algoritmo 3.1 é ponto estacionério

de (3.1). A demonstragao estd inspirada na do Teorema 3.2 de [40].

Teorema 3.14. Seja {z*} uma seqiiéncia infinita gerada pelo Algoritmo 3.1 e considere

x* € T fracamente regular um ponto de acumulagdo de {z*}. Entdo, x* é um ponto
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estaciondrio do problema (3.1),

Prova. Por hipétese, x* é um ponto de acumulacio de {z*}, entdo existe K; C N, um
subconjunto infinito de indices, tal que
lim z* = 2*.
keK,
A prova estd dividida em duas partes. Primeiro, serd considerado o caso em que a

seqiiéncia {p*} apresenta uma subseqiiéncia que tende ao infinito e depois o caso em que

{p*} ¢ limitado superiormente, ou seja,

sup pf = o0 (3.32)
ke K,
e
sup p¥ < oo0. (3.33)
keK,
Suponha que vale (3.32). Entao, existe Ky C K;, um subconjunto infinito de indices,
tal que
lim p" = oo. 34
Jlim p" = co (3.34)

Assim, existe ko € N tal que p* > p, para todo k € K3 = {k € Ky | k > ko}. Mas para

cada k € K3 é tentado p € [0, py], entdo, para todo k € K3, existem p* € [Z—I;, Z—I:] com

lim 5 = oo

keK3
e 7F = :E’;k, solugao (global) de
min Q(x, 7)
s.a. xel,
tal que

f@Y) > f@@") + BiQNE", 0).

Para k € K3 e Algk € B, seré definido 6% = \/(f"f - :E’“)TA’pfk(ik — x¥), entao, pelo

Lema 3.4, segue que

IZ* = 2*))? < (8%)F < M|F* — 2*|)? (3.35)
para todo k € K3.
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Também, pelo Lema 3.13,

lim [|2% — 2% =0
keKs

e, entao,

lim 6% = 0. (3.36)

keKs

Suponha que z* ndo é um ponto estaciondrio. Entao, existe « : [0,0] — I', uma curva

de classe C! partindo de z*, tal que
g(x*)Ta/(0) < 0.

Como z* é fracamente regular e limycg, 2% = 2%, existe by € [0,0], oF : [0,0,] — T
(k € K,) curvas em I' de classe C! partindo de z* tal que

lim ||(®) —o/|| = 0. (3.37)

ke K,

Assim, pelo Lema 3.7, existe 0 e k3 € K, tal que 7(a, A,0) e 7(a*, A,0) estdo bem
definidos para todo k € K; = {k € K3 | k > k3}, § € [0,9] e toda matriz A € By e, além

disso, valem as desigualdades (3.9), ou seja, existem c1, ¢y > 0 tais que

10 < 71(a, A, 0) < a0

c10 < 1(a, A, 6) < a6

para todo k € K4, 6§ €[0,0] e A € B.
Por (3.36), existe ks € Ks tal que 6* € [0,0] para todo k € K5 = {k € K, | k > ky}.
Para cada k € K5, defina 7% = 7(a*, A’gk, o%). Assim, 7 estd bem definido para todo
k € K5 e também
c10F < 7F < eyt (3.38)

Pela Definigao (3.6),

(a¥(74) — a¥(0))7 A% (a5(7) — a*(0)) = () = (3% — 2T b (2" — o*)

p
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para todo k € K5. Entao, pelo Lema 3.8,

Q"(E*,0) < Q*(*(7),0)
= G (M) — aH(0)) + 5 (0 () — 0 (0)7 Bl (0" () — a(0))

p

< gi(@f(7F) = a™(0)) + %Mlla’“(%’“) — a0, (3.39)

onde a matriz ng ¢ definida no Passo 2 do Algoritmo 3.1.
Por (3.35),

1 -~
125 — ¥ > —=o",

val
entdo, por (3.38), (3.39) e o fato de que Q*(z*,0) < 0,

QF(z*,0) Q*(z*,0)
G I
< ﬁle(;:k,O)
¢ o B KO | 1y ok o),
(3.40)
para todo k € K.
Por (3.37), tem-se que
Ak (7F) — ok 7+
Do) = | % [ @ - oo
- %] 1w -
1 g k\/ /
< & ey - o] +
- OT (1) — o' (0)}du

IN
\M’_‘
—
o\:‘
|
Q
|
E
S
+
\
Q.
=
1

IA
Q
=
|
Q\
g
+
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para todo k € K;. Mas por (3.36) e (3.38), tem-se que

lim 7% =0
keKs

e, entao, pela diferenciabilidade de «a, segue que

k(zky _ Ak
lim ||< 4 >~k a(0) —o/(O)H =0.
keKs T
Como conseqiiéncia imediata,
k(=k k
r(@(7) —a™(0) 1

lim |o®(7%) — a*(0)|| = 0.

keKs
Portanto, por (3.40) e o de fato que g(z*)Ta/(0) < 0,

Q(“;)H_cl\fg( 970 (0) < 0.

lim sup +—
keKs |x

Logo, existe ks € K5 tal que, para todo k € K¢ ={k € K5 | k > ks},

Q" 0) < YT TR (0) = ¢ < 0

[ 7% =2kl = 2

‘f(fi’“) — f(*) — Q*(@",0)

pred( ) Q*(a*,0)
@) = f@h) = gl (@ = at) = (@ - 2T BR (3N - o))
B —QF@*,0)
o @) = fEh) = gp (@ — 2t +M||$ — a*|?
- —Q*(*,0) 2 —Q*(z%,0)
[f(@*) = f@") —gi @ =) M
: alle = el )
Portanto, por (3.28) e o fato de que
lim ||#* — 2| = 0,
ke Kg
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segue que

. |ared(a*, 7%)
lim | —————=
keKe | pred(xk, TF)

e

o que contradiz o fato de
F@*) > f(z") + BQ" (", 0),

e, portanto, £* é um ponto estacionario neste caso.
Serd analisado agora o caso quando vale (3.33), ou seja, {p*} é uma seqiiéncia limitada.
Como

lim 2% = z*
keK,

e {f(2%)} é uma seqiiéncia monétona decrescente e limitada inferiormente, segue que

lin f(z*) = f(z¥) = 0.

Pelo Passo 4 do Algoritmo 3.1,

F@h) < flape) < fa*) + B1Q% (2, 0)

e, entao,
. ki k _
(2 9 0 =0
e como
tem-se que
. k(o k  k\ _
klg}(ll Q" (x5, p") = 0. (3.41)

Como HA’;kH, HBﬁkﬂ < M para todo k € K, existe B* € B, A* € By e K; C K;, um

subconjunto infinito de indices, tal que

lim B*, = B*
keKry P

(§]
lim AF, = A*.
keKry P

Seja p = sUpPe, p* e tome Z solucao de

1
min  g(z*)"(z —2*) + gl = ) (B + pA")(x — x*)
s.a. rel.

(3.42)
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Entao, por (3.41),

o) (2~ a%) + 5 — ) (B + AT — o) =

: _ L, _ _ _
i [g()T (2 — 24) + (5 — ) (Bl + Al )@ — %) >
: _ L, _ _
im [g(*)7 (2 — ) 4 (& — a5 (BY + 7 A5 (5 — )] =
lim Q*(z, p*) > lim Qk(a:’;k,pk) = 0.

keKr7 T kEKy

Portanto, zero é minimizador global de (3.42) e, assim, pelo Lema 3.5, z* é um ponto
estacionario também neste caso, completando a prova. [ |

Uma das principais aplicagoes do algoritmo introduzido neste capitulo aparece em
quimica computacional, que é o problema do calculo de estruturas eletronicas, o qual sera

abordado daqui em diante por este trabalho.
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Capitulo 4

Calculo de Estruturas Eletronicas
como um Problema de Programacao

Nao-Linear

Neste capitulo sao apresentados as principais teorias relacionadas com o céalculo de
estruturas. O objetivo é mostrar uma surpreendente ligacao deste problema com um
problema de programacao nao-linear. Os resultados apresentados neste capitulo podem
facilmente serem encontrados na literatura correspondente [26, 58], entretanto, essas abor-
dagens exige do leitor uma intuicao quimica para se convencer de sua veracidade. Com
efeito, neste trabalho foi necessario desenvolver, com um rigor matematico, todas as de-

monstracoes envolvidas.

4.1 Consideracoes gerais

Uma maneira de calcular estruturas eletronicas de atomos e moléculas para um sistema
com N elétrons consiste em encontrar N autofuncoes associadas a N autovalores de uma
equacao em dimensao infinita,

FXa = €aXas (4.1)

conhecida como Equagao de Hartree-Fock. O operador F é hermitiano e nao-linear,
chamado de operador de Fock (ver [60] para mais detalhes). As autofungoes y, sdo co-
nhecidas como orbitais spins, e os autovalores €, representam os niveis de energia. O
interesse em encontrar o estado fundamental do sistema quimico, ou seja, o estado onde
o sistema apresenta menor energia, leva a necessidade de encontrar as N autofungoes x,
associadas aos N menores autovalores €,. Muitas propriedades tedricas do problema (4.1)

tém sido desenvolvidas, algumas destas diretamente relacionadas a existéncia de solucoes,
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como feito por P. L. Lions [35].

Daqui em diante serd considerado o caso “Closed-Shell” restrito [53, 60], significando
que o sistema eletronico apresenta uma quantidade par de elétrons, podendo cada elétron
assumir dois valores de spins possiveis, a saber, a e 3. Com efeito, pela simetria do
sistema com relacao aos spins, basta considerar somente N elétrons nas equagoes. Para
tanto, sera considerado o problema em dimensao finita, também conhecido como equagcoes
de Hartree-Fock-Roothaan [53, 58, 60]. A partir dessas consideragoes se chegard a um
problema de programagcao nao-linear com propriedades bastante interessantes.

A seguir, sao colocadas as defini¢oes e consideragoes usadas ao longo do texto, o que
ajudara a entender melhor o problema.

Como foi colocado, este trabalho considera o caso “Closed Shell”restrito. Portanto,
daqui em diante, 2N representa o nimero total de elétrons, e M, o de niicleos do sistema
eletronico.

Considere {g;}X, (K > 2N) um conjunto linearmente independente (LI) de fungoes

reais em Lo(R?) N CZ(R3) tais que as integrais

1
//gu(rl)gu(rl)—90(7"2)9/\(7"2)d7"1d7’2
R3 JR3 12

[ antr)trla)lar

existam, sendo h o operador (4.2) definido a frente e 15 a distancia entre os elétrons.
Assim, para cada i, g; : R® — R. Aqui Ly(R?) N CZ(R?) denota o conjunto de fungoes
duas vezes continuamente diferencidveis de quadrado integravel em R? que se anulam no
infinito. Um exemplo de um conjunto de fungoes {g;} com essa propriedade seriam as
funcoes gaussianas dadas por

bl|lz—z|?

Gap(x) = ae” ,

com a e b constantes e z € R3. Essas funcoes sao bastante conhecidas no célculo de
estruturas eletronicas (para mais detalhes sobre fungoes de base, ver [22, 26, 29, 30]).
Para cada nicleo j (j =1,..., M), sua carga serd representada por Z;.
Seja h o operador tal que, para todo r € R3 e para toda funcio 1 no espaco de funcoes

considerado,
h(9)(r) = ——v%sl Z (4.2)
HT - 73 ||

onde 7; sdo as coordenadas do niicleo j e V? denota o Laplaciano. Um fato que deve ser
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observado é que h(9)(r) nao estd definida se r assume as coordenadas de algum nicleo.
A importancia disso estd relacionada apenas com a boa defini¢ao das integrais (4.5). Do
ponto de vista quimico, a primeira parcela do operador h corresponde a energia cinética,
e a segunda, a energia potencial de atracao entre elétrons e nucleos.

Para cada elétron 4, sua posi¢ao no espago sera chamada de r;, ou seja, r; = (x4, y;, 2;),
sendo (x;,v;,2;) as coordenadas do elétron i em R3. Para denotar sua distancia a um

elétron j, sera usado ;. Assim,

Tij = \/(xi —x)* + (i —y)? + (2 — 7).
Para facilitar a notagao, defina

(/LV‘O—A) = /R3 /IR3 gu(rl)gu(7’1)%1290(7”2)9,\(?"2)657"1617"2, (43)

onde dr; = dx;dy;dz;, i = 1,2. Note que as integrais acima nem sempre existem, entao,
serao assumidas suas existéncias para pu,v,0, A = 1,..., K, como mencionado anterior-
mente, na definicao do conjunto {g;}X£,.

Como usual, (-,-) denota o produto interno. Assim, sao colocadas a seguir algumas
notagoes usadas ao longo do texto que simplificarao as equagoes subseqiientes.

Para cada X ¢ RE*N ¢ v =1..., K, sejam

G = 3D XaXul2(wloX) — (uAov)], (4.4
b=1 o,)\=1

Ho = {auha) = [ on)lhe.))dr (4.5

BR = Rlawiod) — (uov)) (4.6

Su = (99 = [ a0 (@)

entdao, G : REXN - REXK B ¢ REXEXEXK o [ G ¢ REXK,
Na seqiiéncia sao apresentados alguns resultados bem conhecidos na literatura [26, 58,
60], mostrando a positividade da matriz S e a simetria da matriz G (ver [25] para mais

detalhes sobre matrizes definidas positivas).

Lema 4.1. Considere a definicao (4.3). Entao,

(uvlod) = (vplod) = (eAlvp).

Prova. A demonstracao segue diretamente da definicao. [
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Proposigao 4.2. B}, = B!}.

Prova. Pelo lema anterior e por (4.6), segue que

B2 = [2(uv]oN) — (uAow)] = [2oAuw) — (ov|uN)] = BES.

Proposicao 4.3. A matriz S definida em (4.7) € simétrica definida positiva (SDP).

Prova. A simetria de S segue diretamente da definigao (4.7). Basta provar, portanto, a
positividade. Seja v; € RE (com |v;]| = 1) um autovetor de S com autovalor );, entao

SUZ' = )\zvz ASSiIIl7
K

S Sulods = Aol

j=1
Multiplicando ambos os lados dessa equagao por [v;], e somando com relagao a i, resulta

que
K

K K
ZZS’”U’ UZ _)\ZZUZ —>‘||U1||2
1

7j=1

=
Mas, pela definicao (4.7),

S Sl = 33 [ ansryinied o)

p=1 j=1 u=1 j=1
K

K
= /3(2 ;] ugu Z vil g5 (r
B = Jj=1
= / wi(r)pi(r)dr > 0,
R3
onde ¢; = ZJK:l[vz] ;9;- Entao, A\; > 0 e, como \; é um autovalor qualquer, segue que S é
simétrica definida positiva. |
Proposigao 4.4. Seja X € REXN . Entao, a matriz G(X) é simétrica.

Prova. Pela defini¢ao (4.4),

N K
1
G(X)w = QZ Z Xob X /}R3 /R3 gu(ﬁ)gu(h)r—mga(ﬁ)gx(m)dhdrz

b=1 o,A=1

N K 1
= Y K [ [ adrdosn); a2l ra)drdra
R3 JR3 12

b=1 o, =1
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Se a primeira parcela dessa equacdo for chamada de G1(X),, e a segunda de G2(X),.,
segue que G(X) = G1(X) — Ga(X). De imediato, segue que G(X) é simétrica, portanto,

para provar a simetria de G(X), basta provar que Go(X) é simétrica. Mas

1
Go(X)w = Z Z XcrbXAb/ /R3 9u(r1)9n 7‘1)—90(7”2)9u(7"2)d7“1d7"2

b=1 o, =1
N K

= Z//g,u(rl)(ZX)\bg)\(rl ZXUbga r2)) g (r2)dridrs
b=1 =1

- Z//gy 1) ep(r1) —QOb(Tz)gy(m)drler
- Z [ [smat e = 65,

onde v, = .8 | Xig:. Portanto, Go(X) é simétrica e, conseqiientemente, G(X) também.
|

Dado X € RE*N ser4 definida a aplicacao F : REXN — REXK por
F(X)=H+G(X). (4.8)

A matriz F(X) é chamada de Matriz de Fock.
Algumas propriedades de F' devem ser evidenciadas. Essas propriedades serao fun-
damentais ao longo do texto, principalmente nas demonstracoes dos resultados tedricos

subsequientes.

4.2 Propriedades da Matriz de Fock

Nesta secao sao colocadas algumas propriedades importantes da matriz F'. De ime-
diato, segue um resultado bem conhecido, usado freqiientemente em muitos textos de

quimica quantica [26, 58, 60].

Proposigao 4.5. Seja X € REXN ¢ considere a Matriz de Fock F(X) como definida em
(4.8). Entao, F(X) € simétrica.

Prova. Pela Proposigao 4.4 segue que G(X) é simétrica. Portanto, para a demonstracao
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estar completa, basta provar que a matriz H é simétrica. Note que

o = [ alhe) )
- /RS gu(r)v2gy(r)d7“ — Z/R?) Hrfijfjugu(r)gy(r)cﬁ

Como para o operador Laplaciano V? vale que

|t a)r = [ a9,

(ver [44, exemplo 6, p. 497]), segue que H é simétrica, provando a proposi¢ao. |
No decorrer do trabalho serd necessario conhecer as derivadas de cada elemento da

aplicacao matricial F'. O resultado a seguir trata essencialmente disso.

Lema 4.6. Seja F(X) dada por (4.8), entdo

ZXU] (B, + Bi9).

Prova. Note que

N K
F(X)w = Hu+Y Y XaXuB)

b=1 o, =1
— Hyu + Z Z Xop X B> + Z X0 Xy B,
b 1 U)\ 1 o, =1

Também, os dois primeiros termos nao dependem de X;; e

K
DRIV 3 JLINEREI PRI
o=1

o, =1 A#£i o=1
= ) > X, X\Bo+
AF£i oFi
Xij Y XoiBl+ Xy Y XaBh, + X[ Bl
oF#i AFi
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Entao,

8F<X)LW 1) o1 i
X, 2Xij By, + ZXUJB/W + ZX/\JBW
t o#i A£i
K
= Y X,;(BiS +B3).
o=1

|

Na seqiiéncia, uma propriedade de invariancia por matrizes unitarias é apresentada.

Essa propriedade sera fundamental ao longo deste capitulo. Antes de colocar o resultado,
serd necessario fazer algumas consideragoes e defini¢oes.

Seja U € RV*N tal que UTU = UUT = I, onde I € RM*Y representa a matriz

identidade. Uma matriz U com essa propriedade é chamada de matriz unitaria [25]. Dado

X € REXN  considere a transformacao unitéria pela direita X’ = XU, ou seja,

N
ob = ZXinib- (4.9)
i=1
Defina
J(X)={Y e R®*Y | Y = XU para alguma matriz unitéria U?}.

A seguir serd provado que F é invariante em J(X) para qualquer X € REXV,

Proposigao 4.7. Seja X € RE*N ¢ considere F(X) dada por (4.8). Tome X' € J(X),
ou seja, X' = XU para alguma matriz unitdiria U. Entao, F(X') = F(X).

Prova. Pela definicao de F,

N K
F(X/);w = (Gu, hgy) + Z Z X;\bX(;bBZIi\

. b=1 o‘],\;\:l N
= H, + Z Z(Z Xm'Uib)(Z X»Uj)BY,
b=1 o\ i=1 Jj=1

N N N
= Hu+) > > (D UaUp)XeiXp; By, (4.10)

i=1 o\ j=1 b=1
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Como UUT = I, segue que Zévzl UpUj, = 6;;. Entao, pela Equacao (4.10), segue que

N K
FXw = Hu+ Z Z X/\iXaiBZ‘i\
i=1 o,A=1

— F(X)

iz
0 que prova o resultado. |
Com essas consideracoes, o funcional energia E : R5*Y — R pode ser definido:

E(X)=> X[(F(X)+H)X, (4.11)

sendo a matriz H definida em (4.5) e

| |
X=X, Xy -+ Xy | e REWN

a matriz formada pelos vetores coluna X; € R¥.
A importancia desse funcional E e do resultado que vem a seguir ficara evidente mais

adiante. Esse resultado ird mostrar a invariancia de £ em J(X).

Lema 4.8. Seja X € RE*N ¢ considere E(X) como em (4.11). Seja X' € J(X), ou seja,
X' = XU para alguma matriz unitdria U. Entio E(X') = E(X).

Prova. Pela definigao (4.11),
N
E(X') =) X]"(F(X') + H)X].
i=1
Como X' = XU, segue que X, = Zé\le XpUy; e assim, pela Proposicao 4.7,
N N N
BX) = Z(Z Xy Upi)(F(X) + H)(Z XaUai)

i=1 b=1 a=1

= D X (F(X)+ H)Xa(z UsiUss).
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Como UUT = I, segue que
N
E(X') =Y XI(F(X)+H)X, = B(X),
a=1

e o lema esta provado. |
Até o momento, os principais resultados estao relacionados a aplicacao matricial F'.
Suas implicagoes, principalmente a da Proposicao 4.7, serao indispensaveis para muitos
resultados deste capitulo apresentado mais a frente.
A definigao que sera introduzida na seqiiéncia estd intimamente ligada ao objetivo
principal deste capitulo.

Uma matriz C' € RE*Y formada por vetores colunas C;,

C= Cl C1N )
| |
é chamada de ponto fixo Fock se, para cada C; € R¥, i = 1,..., N, existe um escalar
A; tal que
(©) . (1.12)
CZTSC] = 5@‘, Z,jzl,...,N,
onde

1, set1=3
0ij = o
0, sei#j

F ¢é a aplicagao matricial (4.8) e S a matriz SDP definida em (4.7).

Os vetores C; sao chamados de autovetores, e os escalares \;, de autovalores. Isso por-
que, uma vez conhecida a matriz C' que satisfaga (4.12), o problema pode ser reformulado
como um problema de autovalores generalizado, a saber AC; = \;SC;, onde A = F(C)
(para mais detalhes de problemas de autovalores generalizados, ver [25]). A matriz di-
agonal A € RY*Y gerada pelos \; na diagonal é chamada de matriz de autovalores. E
interessante notar que, pela Proposigdo 4.7, a matriz F(C) é invariante para qualquer
permutacao das colunas de C'. Assim, a disposicao dos autovalores na diagonal de A pode
e serd assumida para ser em ordem crescente, ou seja, A\; < \j se ¢ < j.

Um ponto fixo Fock C' € RE*N ¢ dito para satisfazer o principio de “Aufbau” [26,
58] se C' é a matriz formada pelos autovetores associados aos N menores autovalores
generalizados de F(C).

Se todos os autovalores forem distintos, isto é, A\; # A; se i # j, o ponto fixo Fock

C' serd chamado de nao-degenerado. Se todos pontos que satisfazem (4.12) sdo nao-

69



degenerados, o problema serd chamado também de nao-degenerado.

Em teorias de quimica quantica, freqiientemente uma matriz C' com a propriedade
(4.12) é chamada de solugao autoconsistente [26, 53, 60].

Note que, pela natureza da matriz F', o problema (4.12) é nao-linear, sendo, portanto,
necessario um processo iterativo para resolveé-lo.

Existem atualmente vérios procedimentos para encontrar pontos fixos Fock [3, 4, 9,
13, 16, 31, 48, 49], sendo o mais conhecido o procedimento de ponto fixo, algumas vezes
chamado como método SCF (“Self-Consistent Field”) [53]. Em resumo, o método consiste
em introduzir uma aproximacao inicial para a matriz C, atualizar a matriz ' a partir
desta matriz inicial, depois diagonalizar F(C'), obtendo uma nova matriz de coeficientes,
atualizar novamente I’ e assim sucessivamente, até obter uma solucao autoconsistente.
Claramente, este método é uma tipica iteragdo de ponto fixo [34, cap. 5]. Alguns dos
métodos tradicionais para o cédlculo de estruturas eletronicas, inclusive o de ponto fixo,
serao colocados com mais detalhes no Capitulo 5.

Daqui em diante, o principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma teoria ro-
busta que possibilite a criagao de novos algoritmos eficientes baseados em técnicas de
programagao nao-linear [20, 45] para obter matrizes C' que satisfacam (4.12). Com esse
tipo de abordagem, uma grande variedade de métodos de otimizacao pode ser utilizada,
em especial o método introduzido no Capitulo 3, podendo, inclusive, contornar o caso da
possivel nao-convergéncia do algoritmo de ponto fixo. Uma outra motivacao para usar
esse tipo de abordagem se deve ao fato do elevado custo computacional na construcao da
Matriz de Fock F (ordem NK*%), o que permitiria langar mao de teorias sofisticadas de

otimizacao, de modo que esse custo fosse reduzido.

4.3 O problema de programacao nao-linear

L ~ X
Dada uma aplicacao w : REXY¥ — R, a notacao %X) : REXN

vada vetorial de w com relacao a varidvel vetorial X;, sendo X; € R¥ a i-ésima coluna da

— R¥ denotaré a deri-

matriz X. Assim,

Ow(X)

dw(X) | M
aXZ aw&X)
0X ki

A seguir, é definido o principal problema de programagcao nao-linear (PNL) deste
capitulo. Algumas de suas principais propriedades estarao diretamente relacionadas a

pontos fixos Fock.
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Considere o problema de otimizacao

min F(X)
s.a. XZTSX]:&], i,jzl,...,N,

onde

| !
X=1|X, Xy - Xy | e RE¥N

e £ :REXN - R ¢ a fungao dada por (4.11), a saber,
N
E(X)=Y X[(F(X)+H)X,.
i=1

O conjunto viavel desse problema sera denotado por 2. Assim,
Q={X e RN | XISX; =0dy, i,j=1,...,N}, (4.13)
também chamado de conjunto S-ortonormal. Entao, o PNL pode ser reescrito como

min F(X)

(4.14)
s.a. X €.

De imediato, segue que € é fechado e limitado, portanto compacto. Entao, com o fato de
o funcional E' ser continuo, decorre que o PNL (4.14) admite um minimizador global [55].

Note que o problema (4.14) apresenta N? restrigoes, mas como X! SX; = X]-TSXi,
segue que algumas dessas restrigoes sao redundantes. A quantidade de restri¢coes pode,
portanto, ser reduzida para (N +1)N/2. Para fins puramente tedricos, serao consideradas
as N2 restricoes em todos os resultados deste capitulo, exceto no Teorema 4.10, em que
sao desprezadas as restri¢coes redundantes.

Se C* € REXN ¢ solucdo do problema de otimizagao (4.14), E(C*) é chamada de
Energia Hartree-Fock.

A seguir, é colocado um resultado que mostra a invariancia de €2 por transformacoes

unitarias pela direita.

Lema 4.9. Seja X € Q e tome X' € J(X), ou seja, X' = XU para alguma matriz
unitaria U. Entao, X' € €.
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Prova. Por (4.9), segue que

N N
X'Sx, = (X7 U)SO - XIU,)
b=1 a=1

= ZUbanijSX@
b,a

= Z UpiUqj0ba = Z UpiUp; = ;.
b,a b

|
Sao apresentadas na sequiéncia algumas consideragoes fundamentais para os principais
resultados deste capitulo, principalmente para o Teorema 4.10, que se refere a condicoes

de regularidade de pontos de 2 (para mais detalhes sobre regularidade, ver [45]).
Paracadai=1,...,N ecada j =14,...,N defina R;; : RF*N — R por

Rij(X) = X]SX;,

e note que €2, o conjunto vidvel do problema (4.14), pode ser reescrito sem as restrigoes

redundantes, ou seja,
Q={XeR"N | R;(X)=0d;,i=1,....,Nej=i,...,N}

Mais adiante, as condigoes classicas de Lagrange do problema de programagao nao-
linear serao usadas com freqiiéncia. Para que essas condi¢oes sejam condi¢oes necessarias
de otimalidade do problema (4.14), serd necessario que se cumpra regularidade [45]. Nesse

sentido, é colocado o teorema que se segue.

Teorema 4.10. Para todo Y € Q, os gradientes VR;;(Y), i =1,...,.Nej=1i,...,N,

sao linearmente independentes.

Prova. Seja Y €  a matriz formada pelos vetores coluna {Y;}Y,. Organizando as
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varidveis na forma vetorial, ou seja, (Y/I,..., VL) € REYN segue que, para i < j,

0
[ oR; (V) ]
oY1 : . .
: Sy — posicao (i — 1)K + 1 até i
: J
ORi;(Y)
Y, 0
VR;(Y) = : = :
ORi;(Y)
— s SY; L .
oY; 0 — posicao (j — 1)K + 1 até jK,
8R¢;(Y)
| Tovn
= 0 —
se i =7, i i
0
0
VR#(Y) = | 25Y; | « posicao (i — 1)K + 1 até iK.
0
e O —

Note que VR;; € RVK,
Pela Proposicao 4.3, a matriz S é simétrica e definida positiva, entao o mesmo vale
para S—1. Defina a matriz diagonal por blocos S € RNEXNK pop
Sfl
S = diag(S~',..., 87 =
—_——

N wvezes S 1

que também é SDP (todos autovalores positivos). Considere o produto interno definido
pela matriz S. Assim, dados V e W € RVX definimos o produto interno (V, W) g =
VTSW.

Sejam 4, 7, p, ¢ tais que i < j e p < g. Note que VR;;(Y) e §Vqu(Y) sao dados,
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respectivamente, por

0 0
-, . ' ' < posicao
osicao (1 — 1)K +1 aiK — SY; Y, >
posigao ( ) 'J 'q (p— DK +1apk
: € : .
posicio (j — 1)K +1ajK — | SY, Y, -
«— posicao
(g—1)K+1agK

Serd provado que, se i # p e/ou j # ¢, (VR;j(Y), VR, (Y))s = 0, ou seja, os gradientes
sao ortogonais com esse produto interno.

Note que as possibilidades de (VR;;(Y), VR (Y)) g sdo
(i) Osei#pej#q
(ii) Y;.TSY:] se e somente se i = p e j # q;
(iii) Y}TSY;, se e somente se i = q e j # p;
(iv) Y;"SY, se e somente se j =pei#q;e
(v) Y;TSY, se e somente se j = q e i # p.

Como as colunas de Y satisfazem Y;7 SY; = 0 se i # j, segue que os itens (ii), (iii), (iv) e
(v) sao nulos, ou melhor, os gradientes sdo ortogonais com o produto interno (-,-)z e, por
conseqjiiéncia, linearmente independentes. |

De acordo com [45, p. 341], o resultado que segue pode ser demonstrado.

Teorema 4.11. Suponha que x* € R™ é um minimizador local do problema

min  w(x)

s.a. zi(x)=0 i=1,...,m,

e que o congunto {Vz;(x*)}i, € linearmente independente. Entdo, existe um vetor de
multiplicadores de Lagrange A\* € R™ tal que as sequintes condigoes, conhecidas como

condi¢oes de Lagrange, sao satisfeitas em (x*, \*):

{ Vo l(z*, \) =

zi(x*) = 0, i=1,...,m,
onde ((x,\) = w(x) + > it A zi(z) € a fungdo lagrangeana.
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Um ponto que satisfaz as condigoes de Lagrange é também chamado de ponto esta-
cionario.
Dado X € RE*V | defina

OF(X) y. ]
XlT er X;
OF(X)
OF(X) X! 5 X
Xiy —v—Xi) = "‘ , 4.15
(X, T3 X0 | (415)
OF(X)
| X x|
d
onde OF(X)nn .. OFXhik
8F(X) B 8)%'173' a)f—pj
X PP . PPk
0Xp; 0Xp;
Assim, para j = 1,..., N, segue que
OE(X) N OF(X)
=2(F(X)+ H)X; X, X). 4.16
o = 2P 00+ )X, + 30, S5 (416)

i=1
A fungao lagrangeana para o problema (4.14) (ver [45]) sera definida por
N N
0(X,0) )= D)) 60X SX; —5y),
=1 j5=1

onde 6 ¢ a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange 0;;, que ¢ simétrica pelo fato
de S ser simétrica e £(X,0) ser real. Assim, pelo Teorema 4.11, as condigoes de Lagrange

para o problema (4.14) sao

IE(X) .
~N70,5% =0 ~1...,N,
0X, 2 J baraJ (4.17)
X e,

sendo 22 dada por (4.16). As condigoes de Lagrange sdo também conhecidas como
condlgoes de Karush-Kuhn-Tucker ou simplesmente condicoes KKT.

Daqui em diante as notagoes BZ» e BZ> denotam, respectivamente, o vetor [BZ}]; € RE
e a matriz [B];; € RFK.

A seguir sao colocados alguns resultados tedricos que simplificarao as condicoes de
Lagrange anteriores, comegando por um dos principais lemas deste capitulo, que apresenta

as derivadas de primeira ordem do funcional energia.
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Lema 4.12. Tome X € RE*N ¢ sejam F(X) como em (4.8) e E(X) como em (4.11).

Entao,
N
OF (X
2HX; + > (X, ( )Xi> = 2F(X)X;
— 0X;
‘ DE(X)
=4F(X)X;.
Prova. Note que
XTaF( )
X P T
< PTHX. - : J
J OF ()
X] %

Usando o Lema 4.6, segue que a Equagao (4.18) é

K
XY X,;(Bl + BY)

J
o=1

K

X[y Xo;(BE” + B
| =1
B K

> X0 Xoi(BA] + BSY)

o,A=1

K
> XoiXog(BY + BY)

o, =1

A0,p

| A\o,p

Note que, pela Proposicao 4.2, para todo i =1,...

Y XX, X,(BY, + B

A\,0,p

Xpi (B + B5p)

Y xyux

X (B + B3p)

Z X\, X,

K
X7 Xoi(BY + Bl)

o=1

K
X7 X,;(BE + BI)

K« _
> Xoi X (BAk + BSk)

o, A=1

K
> Ko X (B + BYK)

o, =1

, K, segue que

= X3;Xo;X,;(BS) + BY).

A\,0,p
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Assim, a Equagao (4.19) torna-se

- X -
> XX (BT + BT > XX (Bl + BR)
o,A=1 o,A=1
. X,
Z X, Xy (B3 + By . Z X, X»j(B%x + BZx)
L o,A=1 o, =1 _
(G(X) + G(X)") X~

b=1 g =1
b#j

510)\1

(G(X) +GX)NX; -

Chamando a tltima parcela desta equagao de T'(X) e usando o fato de que G(

simétrica, segue que

[ N K
D> X Xn(B7 + B

Z Z XovXo(BE: + Big)

N K
> > X Xu(Bix + BR)

b=1 g A\=1
b#j

N K
> X Xa(BRk + Bi)

b=1 g A=1
b#j

DD XX Xoy (BT + BIY)
l;;é; o,\,a

Z > Xon X Xai (B, + BIR)

b=1 g\ a

b#j

(x, X x) = 200x)x, - 1(x).
0X;
Por outro lado, )
79
Z L
N 1#1
Z(XiaaF(X)Xi>: _

i)

ZX?

L 17&3

aXKj X

77

X) é



STXTS X (B + BIOX; |
i#] o

ZXz‘TZXaj&Bff“‘BﬁU)Xi

i#j o,\a

Z Z Xoj XxiXai(BSY + BYY)

[ 3 X XuXu(BL 4+ BY) |

i#] o.\a

| iA] o
Usando a Proposicao 4.2 e renomeando os indices i <+ b e a < 0, a equagao anterior fica

[ >N XX Xa(Bs + Bl ]

b#j o,\a

DD X XuXon(Bia + B

| b#£j o, )\a

SN XX Xon(BY +BY) |
b#j o,\a

SN X XuXoo( B + B

| b#j o,

Entao,

N
2HX; + Y (X,

=1

OF(X)

X

2HX; +2G(X)X; — T(X) + T(X)
2H + G(X))X;

Portanto, por (4.16), segue que

AF(X)X

B
0 que prova o resultado.

Teorema 4.13. O sistema KKT do PNL (4.14) é dado por

F(X)X; =N ey8X, = 0
X e,

ou na forma matricial

= 0

{ F(X)X — §Xe (420

X eqQ,

sendo € a matriz formada pelos multiplicadores de Lagrange €;;.
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Prova. Por (4.16) e pelo Lema 4.12, segue que as condigbes KKT de (4.14) sdao X € Qe

para j = 1,..., N. Portanto, o resultado segue com ¢;; = i@ij. [

Corolério 4.14. Todo ponto fizo Fock satisfaz as condi¢oes KKT do PNL (4.14).

Prova. Seja C' € RE*N um ponto fixo Fock. Entao, por (4.12),

C e .

Pelo Teorema 4.13, segue que C satisfaz as condi¢goes KKT do PNL (4.12) com multipli-

{)\i set =]
51’]’:

cadores de Lagrange

0 sei#y,

ou seja, os multiplicadores de Lagrange associados as restricoes de ortogonalidade sao
nulos. [

Um fato que deve ser observado é que, se um ponto estacionario do PNL (4.14) possui
os multiplicadores de Lagrange associados a restrigoes de ortogonalidade nulos, ou seja, a
matriz € em (4.20) é diagonal, entao pelo Teorema 4.13 este ponto é um ponto fixo Fock.

O objetivo agora é desenvolver uma metodologia para, a partir de um ponto esta-
cionario em que os multiplicadores associados as restricoes de ortogonalidade nao sao
nulos, obter um outro ponto estacionario com mesmo valor da funcao objetivo E que
seja um ponto fixo Fock. Para isso sera preciso mostrar mais algumas invariancias por
transformacoes unitarias.

Dada uma matriz X € R¥*Y serd provado que o conjunto de pontos estacionérios do
problema (4.14) é invariante em J(X). Assim, se X é um ponto estacionario e X’ € J(X),

serd mostrado que X’ também é um ponto estaciondrio.

Teorema 4.15. Seja C' um ponto estaciondrio de (4.14) com matriz de multiplicadores de
Lagrange ¢ € RN ¢ tome C' € J(C), ou seja, C' = CU para alguma matriz unitdria U.

Entao, C" € estaciondrio do problema (4.14) como matriz de multiplicadores de Lagrange

e =U"eU e, ainda mais, E(C') = E(C").

Prova. Por hipotese,
F(C)C — SCe =0.
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Pelo Lema 4.9, C' é vidvel. Considerando ¢’ = UT<U, pela Proposicao 4.7, segue que

F(CC' - SC'e = F(C)OU - SCUUTeU
= (F(C)C - SCe)U = 0.

Assim, C" é um ponto estacionario. Note que nem € nem &’ precisam ser matrizes diagonais.
Pelo Lema 4.8, segue que E(C") = E(C). [

Até o momento varios resultados foram introduzidos, estando a maioria deles direta
ou indiretamente relacionados ao resultado que vem a seguir. Este resultado pode ser
considerado um dos principais deste capitulo. Nele é colocado de maneira implicita um
procedimento em que, a partir de um ponto estacionario do PNL, digamos C, é obtido
um ponto fixo Fock C" € J(C') com mesmo valor do funcional energia E. Portanto, esse
resultado introduz um procedimento em que o ponto fixo Fock C’ pode ser construido a
partir do ponto estacionario C. Assim, nao se trata somente de um resultado de existéncia,

mas também de um resultado construtivo.

Teorema 4.16. Seja C um ponto estaciondrio do problema (4.14) com a matriz de mul-

tiplicadores de Lagrange A, ndao necessariamente diagonal. Entao, existe um ponto fixo
Fock C" € J(C) com E(C) = E(C") para alguma matriz diagonal A'.

Prova. Primeiramente, sera analisado o comportamento dos multiplicadores de Lagrange
quando o ponto estaciondrio C' é submetido a transformacoes unitarias pela direita.

Pela hipétese de C' e A, segue, pelo Teorema 4.13, que

F(C)C; =YX ASC; = 0, i=1,....N,
C e

Note que

Assim, se C=CU para alguma matriz unitédria U, le- = 6’]TF(5)6’1, onde a = Z{,V:l CyUsi,

como em (4.9). Usando a Proposigao 4.7, segue que

N N
Nio = (D GU) F(C)(Y_ Callas)
b=1 a=1
= Z UbjUangF(C)Oa = Z UbjUai)\ba

b,a b,a
T
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Entao, chamando A a matriz com coeficientes in, segue que A =UTAU.

Note que A é real simétrica. Assim, pela decomposicao espectral, existe uma matriz
unitdria V€ RMY ¢ uma matriz diagonal A’ (com autovalores dispostos em ordem
crescente) tal que A’ = VIAV. Tome C' = CV, ou seja, C} = Z;VZI C;Vj;, entao, pelo

Teorema 4.15, segue que

F(CHCI = N.SC! = 0 i=1,...,N
C' e,

com E(C") = E(C), ou na forma matricial

F(CHhe = SC'N = 0
C' e,

ou seja, C' é um ponto fixo Fock. [ |

Portanto, fica estabelecido um procedimento para obter uma solug¢ao autoconsistente
a partir de um ponto estaciondrio do problema (4.14). Em resumo, esse procedimento
consiste em diagonalizar a matriz de multiplicadores de Lagrange A associada ao ponto
estacionario C', obtendo-se, entao, uma matriz unitaria V' contendo os autovetores de A,
e assim, como foi provado, C’ = C'V é um ponto fixo Fock.

Uma vez conhecido um ponto fixo Fock, serd possivel construir uma aproximagcao para
a fungdo de onda [60], como serd apresentado na segao a seguir. Com essa fun¢ao em

maos, muitas propriedades fisicas e quimicas do sistema eletronico podem ser obtidas.

4.4 Invariancia da funcao de onda por matrizes
unitarias

Nesta se¢ao é mostrado que dados C’, um ponto fixo Fock, e C' € J(C"), entdo, a
menos de um sinal, a aproximacao para a funcao de onda obtida por C’ é a mesma que a
obtida por C. Portanto, pelo Teorema 4.16, um ponto estaciondrio do PNL (4.14) gera a
mesma aproximagao para a funcao de onda que o ponto fixo Fock construido a partir desse
ponto estaciondrio, ou seja, o procedimento colocado no Teorema 4.16 para obter pontos
fixos Fock a partir de pontos estacionarios pode ser dispensado se o objetivo é obter uma
aproximacao para a funcao de onda.

Seja C' € REXN_ Para cada a = 1,..., N, considere as funcoes espaciais ¢, : R® — R
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dadas pela combinagao linear
K
¢a = Z Ciagi- (421)
i=1

Quando C' for um ponto estacionario de (4.14), as fungoes {¢;}¥, serdo chamadas de
orbitais espaciais, e, a partir dessas fungoes, uma aproximagao da funcao de onda, a
saber 1, é construida, como serd visto a frente.

A seguir, sera colocado um resultado que descreve o comportamento das fungoes espa-

ciais (4.21) quando C' é submetido a transformagoes unitédrias pela direita.

Teorema 4.17. Seja C € RE*N ¢ considere C' € J(C), ou seja, C' = CU para alguma
matriz unitaria U. Se ¢!, = Zf; C!.gi, entao ¢, = Zé\f:l OpUpq, onde ¢y = Zf; Civg;.

Prova.
K K N
¢ = > Clgi=> O Cilla)g
i=1 i=1 b=1

N

K N
= Z(Z Civgi)Upa = Z PUba.-
b=1 i=1 b=1
[ |
Uma vez conhecidos os orbitais espaciais {¢;}Y,, os orbitais spins {x;}?Y, poderao ser
calculados por x.(zj, w) = ¢;(z;)a(w), onde a(w) é a funcdo spin associada ao elétron i.
Neste trabalho é considerada a existéncia de duas funcoes spins, a saber, a e 3. O orbital
spin X, como fungao das coordenadas do elétron j sera denotado por x,(7). Note que para
cada funcao ¢; estao associadas duas fungoes y,, uma associada ao spin « e a outra ao
spin (3, pelo fato de ser considerado um nimero par de elétrons. Por isso sao calculadas
N funcoes ¢; e depois construidas 2N funcoes y,.
2N

Tendo em maos a fungoes {x;}?%,, a aproximagao para a fungio de onda v, : R¥N — R

pode ser construida por (ver [26, 53, 60] para mais detalhes):

i = (2N1) et (A),

onde
xi(h)  oxe(l) ..o xen(1)
Ao Xl.(Q) X2F2) & Xan(2)

Vale a pena observar que o dominio de 1, ¢ R®V pelo fato de serem considerados 2N
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elétrons, apresentando cada elétron trés coordenadas espaciais e uma coordenada spin, o
que resulta em 8N variaveis.

Se na Equacdao (4.21) as fungoes {¢; } ., sao geradas por um minimizador global do PNL
(4.14), digamos, C* € REXN "entao v, busca aproximar a fungao de onda que descreve o
estado fundamental do sistema.

Seguindo a idéia em [60, p. 120], serd investigado o comportamento da func¢ao de onda
1y quando os orbitais spins {x;} 2, sdo submetidos a transformacoes unitarias pela direita.

Para cada a = 1,...,2N, seja ¥, = Zifl 5Via, onde V € REVX2N gatisfaz VVT =
VTV = 1. Seja A’ = AV, entdo

xi(1) ... xen(1) Viin ... Vi
A= P P
i Xl(QN) e XQN(QN) i ‘/QNl e %NQN
xi(h) o xan(1)
| Xi(2N) o xan(2N)
Assim, segue que
Y, = (2NN V2det(A) = (2N)"V2det(V)det(A) = (£)1by. (4.22)

Dos pontos de vista fisico e quimico, ¢, e 1; sdo as mesmas, ja que para obter a grande
maioria das propriedades fisicas e quimicas é necessario o quadrado da funcao de onda.

A seguir, serd estabelecido um teorema que mostra que a fungao 1; permanece inalte-
rada, a menos de um sinal, quando a matriz de coeficientes C, que gera as fungoes espaciais
{¢: 1Y, é submetida a transformagoes unitérias pela direita. Com esse resultado segue que
o ponto estacionario do PNL e o ponto fixo Fock obtido através do procedimento discutido
no Teorema 4.16 geram, a menos de um sinal, a mesma aproximacao para a funcao de

onda.

Teorema 4.18. Tome C € REXN ¢ seja C' € J(C), ou seja, C' = CU para alguma matriz
unitdaria U € RYN. Para a = 1,..., N, considere ¢, = Zfil Ciagi € ¢, = Zfil Cl.gi
e sejam os orbitais {x;}2, e {Xi}2| gerados pelas fungoes {¢; Y, e {¢} I, respectiva-
mente. Entao, a menos de um sinal, as funcoes de onda 1, e Y, geradas, respectivamente,

por {x: }22, e {xX}}?2] sdo as mesmas.

N : .
Prova. Pelo Teorema 4.17, segue que ¢}, = > ;" ¢pUp,. Como consideramos o caso restrito,
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note que

(Do on(l)a g(1)F - on(1)8
A= : : : :
»(2N)a -+ on(2N)a ¢:1(2N)B --- on(2N)B
(Do - dy(Ma (DE - (1)
A = : : : : =

$(2N)a -+ gN@2N)a H(2N)3 -+ ¢y(2N)f

U 0

onde V € R*N*2N gatisfaz VIV = VVT = [. Portanto, como observado em (4.22), o
resultado segue. ]

Uma técnica que busca simplificar as equagoes vistas anteriormente, utilizada em alguns
métodos para calcular estruturas eletronicas [10, 16], consiste em usar a matriz densidade
nas formulacoes, que nada mais é que uma mudanca de varidveis. Uma introducao dessa

abordagem é colocada na secao que se segue.

4.5 O calculo de estruturas eletronicas em funcao da

matriz densidade

Dada uma matriz C' € RE*¥ | ser4 definida de matriz densidade a matriz
D =D(C)=0CT ¢ RF*K,

Assim,

N
DJ/\ = Z CcrbC)\b
b=1

e, portanto, por (4.8), a Matriz de Fock F' pode ser reescrita em fungao da matriz densidade
D,

K
F(D)uw = Hu + Y DBy, (4.23)
o, =1
Note que, para evitar a introducao de outra notacao, esta sendo usada F' para representar

a mesma Matriz de Fock quando escrita em funcao da matriz densidade D € RE*E ¢
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também da matriz X € RE*N,

Com essas consideracgoes, o seguinte resultado pode ser colocado.

Proposigao 4.19. Para cada i € {1,...,q}, considere a matriz densidade D' € RE*K ¢

um escalar o € R tal que

Entao,

Prova. Por (4.23), tem-se que

q K g
FQoo' D = Hu+ 35 3 a(DInB
i=1 o =1 i=1
q 9 K
= Q_aVHu+Y a() [DInaBR)
i=1 =1 o, =1
q K
= D a'(Hu+ Y [DnB)
i=1 o, =1
q .
= ) o'F(DY),
i=1
provando o resultado. |

O teorema que se segue coloca uma condicao necessaria e suficiente para que uma dada
matriz C € RE*N com CTSC =1 e D = CCT, seja um ponto fixo Fock. Um resultado

semelhante pode ser encontrado em [42, p. 129].
Teorema 4.20. Seja C € REXN tal que CTSC = I e considere D = CCT. Entao,
F(D)DS — SDF(D) =0

se e somente se
F(C')C’ = SC'A

para alguma matriz diagonal A e alguma matriz C' € J(C).
Prova. Suponha primeiro que C" € J(C') é um ponto fixo Fock, ou seja,
F(C"C" = SC'A.

85



Seja U € RY*N unitdria tal que C' = CU. Note que F(D) = F(C) e, pela Proposicio

4.7, que diz que F' é invariante em J(C'), segue que F(C") = F(C). Entao, pelo fato de

F(C"), A e S serem matrizes simétricas, segue que

F(D)DS — SDF(D) = F(C)CCTS —SCCTF(0)
= F(C)cuutc’ts — SCUUTCTF(C)
— F(C)C'CTS — SC'CTF(C)
= SC'ACTS — SC'ACTS = 0.

Suponha agora que CTSC = I e também que D = CC7T satisfaz
F(D)DS — SDF(D) = 0.
Entao,

F(D)CC'S — SCCTF(D)=0 =
F(D)C —SCCTF(D)C =0 =
N———

A
F(D)C — SCA = 0. (4.24)

Seja U € RY*N ynitdria tal que
UTAU = A
¢ a decomposicao espectral de A. Assim, de (4.24) e pela Proposigao 4.7, segue que

F(D)C = SCUANUT =
F(C)CU = SCUA =
F(CU)CU = SCUA.

Entao, chamando C" = CU, segue que
F(CC' = SC'A,

e pelo Lema 4.9 tem-se que C'7 SC’ = I. Portanto, C' é um ponto fixo Fock, o que prova

o resultado. [ |
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Na tentativa de simplificar o problema do célculo de estruturas eletronicas, alguns
métodos consideram o problema em fungao da matriz densidade [10, 16]. A vantagem
dessa abordagem é que o funcional energia (4.11) é quadrético quando reescrito em fungao

dessa matriz, como é mostrado abaixo:

K K K
E(D) = 2 HiDj+Y» > DiDnBY
ij=1 ij=1 o =1
= tr(2HD + G(D)D)
= tr(HD + F(D)D), (4.25)
onde tr(A) denota o trago da matriz A.
Com isso em mente, o problema do calculo de estruturas eletronicas pode ser reformu-

lado de uma maneira diferente, como mostra o teorema que se segue, mas antes considere

o seguinte subconjunto de matrizes:
Mg ={DeR"**" | DSD=D, D" =D e tr(SD)= N}. (4.26)

Teorema 4.21. Uma matriz D € My se e somente se existe uma matriz C € REXN tq]

que D =CCT ¢ CTSC = 1.

Prova. Suponha primeiro que existe C' € R¥*Y tal que D = CCT e CTSC = I. Entao,

D é simétrica e
DSD =cctscc” =’ =

Além disso,

K
Z SZ]D Z Sz] Z Clbcjb

2,7=1 2,7=1
N K

Z Z bSZ]Cjb
b=1 i,5=1

N

Z cf scb =N.

=1

Reciprocamente, considere D € M. Do fato de que D = DSD, tem-se que SD =
(SD)?, ou seja, SD é uma projecao. Portanto, os autovalores de SD sao iguais a um (1)

ou zero (0). Mas como tr(SD) = N, existem exatamente N autovalores iguais a um (1) e
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(K — N) iguais a zero (0). Assim, existem {v1,...,vn,Un41,...,Vk } tais que

SDv; = wv; para i=1,..., N,

SDv; = 0 para i=N+1,..., K.
Entao, como S é simétrica definida positiva,

SY2pgt2e=12y, = §7Y2%y, para i=1,...,N,

SY2pSt2s=l2y, = 0 para i=N+1,..., K.
Portanto, chamando p; = S~'/?v;, segue que

SY2pDSY2p, = p; para i=1,...,N,

SY2pSt2p, = 0 para i=N+1,..., K.

Mas S'/2DS'/? é uma matriz simétrica e, portanto, plp; =6, parai,j=1,.
P ¢ REXN a matriz dada por
| |
pr =+ PN |

entdo PTP =1 € RV*N ¢, pela decomposicio espectral de S/2DSY?2,
D =S7V2PPTST2 = (8712 p)(STH2P)T.
Assim, chamando C' = S~Y2P € REXN segue que

D =ccT

CTSC = PTS1258712p = pTp = |,

provando o teorema.

.., K. Seja

Portanto, por esse teorema, o problema de programagcao nao-linear (4.14) para calcular

estruturas eletronicas pode ser reescrito em funcao da matriz densidade, resultando no
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seguinte PNL:
min tr(HD + F (D)D)

(4.27)
s.a. De Mg.

Uma outra conseqiiéncia do Teorema 4.21 é que o problema de encontrar os N autove-
tores associados aos N menores autovalores generalizados de uma dada matriz A € RE*K

simétrica pode ser encarado mediante o seguinte problema de programacgao nao-linear:

min tr(AD)

(4.28)
s.a. De Mg,

sendo a funcao tr(AD) linear com relagao a D.
O capitulo que se segue apresenta alguns dos mais reconhecidos métodos para calcular
estruturas eletronicas de atomos e moléculas. Esses métodos estao, de alguma forma,

baseados na teoria que foi desenvolvida neste capitulo.
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Capitulo 5

Alguns Métodos Tradicionais para

Calcular Estruturas Eletronicas

O objetivo deste capitulo é fornecer um breve historico dos tradicionais métodos para
o céalculo de estruturas eletronicas. Esses métodos estao comumente implementados nos
principais pacotes de quimica computacional disponiveis.

Para comecar o capitulo, é abordado o método de ponto fixo SCF (“Self Consistent
Field”) [53], talvez o mais conhecido. Na seqiiéncia é colocado o método QC-SCF [3, 4],
o qual lanca mao de técnicas de parametrizacao exponencial do conjunto das matrizes
unitarias, o que resulta, como conseqiiéncia, em um problema de otimizagao irrestrita.
Este ¢ o mais conhecido entre os métodos de convergéncia localmente quadratica para
resolver estruturas eletronicas. Outro método considerado é o recente ODA (“Optimal
Damping Algorithm”) [10], que usa a abordagem de matrizes densidades e técnicas de
relaxagao do conjunto viavel para conseguir, sob certas hipoteses, convergéncia global a
pontos estacionarios. Como sera usada mais a frente, a bem conhecida e eficiente técnica
de extrapolagao DIIS (“Direct Inversion on the Iterative Subspace”) é colocada, a qual,
em muitos casos, melhora significativamente a taxa de convergéncia do célculo eletronico.
Para finalizar, o recente método TRRH [52] é abordado. Este método langa mao de
técnicas de regiao de confianca para conseguir um método estavel no célculo de estruturas

eletronicas.

5.1 O método de ponto fixo

Um dos métodos mais tradicionais e ainda bastante usado no cédlculo de estruturas
eletronicas é o método de ponto fixo de campo autoconsistente, também conhecido como
algoritmo de ponto fixo SCF ou método de Roothaan [53].

Alguns resultados tedricos deste método foram recentemente relatados [11], porém, por
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se tratar de um algoritmo de ponto fixo [34], nenhuma propriedade de convergéncia pode
ser garantida, sendo bastante freqiientes os casos em que este método diverge. Conside-
rando esse fato, é introduzido no Capitulo 6 um novo algoritmo globalmente convergente
para calcular estruturas eletronicas, o qual pode ser interpretado como uma globalizacao
do método de ponto fixo.

A idéia é avaliar a matriz de Fock no iterando atual e construir o préximo iterado a
partir dos autovetores associados aos menores autovalores desta matriz.

O algoritmo de ponto fixo é colocado a seguir.

Algoritmo 5.1 (Ponto fixo). Tome C° € RE*N tal que C°T'SCO = I. Faga D = C°C°"

et 0.
Passo 1. Calcule F(D") como em (4.23).

Passo 2. Encontre C' € RE¥*N | q matriz cujas colunas sio os N autovetores associados

aos N menores autovalores generalizados de F(D"), ou seja,

F(D"C = SCA. (5.1)
Passo 2. Faca D' = CC7, i < i+ 1, e volte para o Passo 1.

Uma caracteristica interessante do método de ponto fixo é que ele pode ser interpretado
como uma seqiiéncia de problemas de programagao nao-linear, dados por (4.28). Assim,

a 1-ésima iteragao é equivalente a resolver

min tr(F(D")D)
s.a. De Mg,

em que M é o conjunto dado por (4.26). Isso se deve ao fato de que resolver esse pro-
blema ¢é equivalente a encontrar os N autovetores associados aos N menores autovalores
generalizados de F'(D?), como observado anteriormente, no Capitulo 4.
H& um pouco mais de trés décadas, foi proposta a abordagem level-shift SCF [27],
a qual procura contornar as dificuldades de convergéncia do método de ponto fixo. Esse
método introduz um parametro p suficientemente grande no problema de autovalores (5.1)
de modo que, na i-ésima iteracao, a matriz densidade D! nao esteja muito longe de D°.
Assim, os subproblemas do método level-shift sao dados por problemas de autovalores do
tipo
(F(D") — uSD'S)C = SCA. (5.2)
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Note que, quanto maior for o parametro p, mais o problema (5.2) se parece com o

problema de autovalores
(SD'S)C = SCA,

cuja solucdo é O, sendo D = CiC" . Entretanto, no algoritmo level-shift, o parametro u
¢ mantido constante em todas as iteracoes.

No Capitulo 6, é visto que um passo do algoritmo de ponto fixo SCF corresponde
a minimizar certa aproximacao quadratica do funcional energia sujeito as restrigoes de

S-ortonormalidade.

5.2 O método QC-SCF

O QC-SCF (“Quadratically Convergent SCF”), introduzido por Bacskay [3, 4], é
um método para calcular estruturas eletronicas com taxa de convergéncia localmente
quadratica. Neste método nao é necessario calcular autovalores. Entretanto, o método
apresenta algumas desvantagens, entre elas o elevado custo computacional para calcular
o gradiente e, principalmente, a Hessiana. Mais ainda, trata-se de um método de con-
vergencia local geralmente com pequeno raio de convergéncia. Para atingir convergéncia
quadratica, é necesséaria a aproximagcao inicial estar suficientemente préoxima da solucao.

Usando um resultado conhecido [21, 26], a parametrizacao exponencial do conjunto
das matrizes unitdarias, juntamente com o método de Newton, o método QC-SCF aborda
o problema do cédlculo de estruturas eletronicas como um problema irrestrito.

O resultado colocado a seguir, cuja prova estd baseada em [26, p. 81|, apresenta o

principal resultado em que este método esta fundamentado.

Teorema 5.1. Considere o subconjunto de matrizes unitarias
U={UecRY | UTU =00 =1}.
Entao, uma matriz U € U se e somente se
U = exp(A)

para alguma matriz anti-simétrica A.

Prova. Seja U € U. Entao,
U =0U0" =1.

Assim, pela decomposicao espectral, existe V € CE*E com VAV = VVH =1 3 ¢

RE*K uma matriz diagonal, onde, para cada j € {1,... K}, ¥;; = exp(if;) com 0; € R,
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tal que
U=VIV# =Vexp(i®)V¥,

onde O ¢ a matriz diagonal formada pelos 0; na diagonal, e 1 é o parametro imagindrio tal
que (1)2 = —1. A notagdao V¥ significa a hermitiana de V.

Entao, usando propriedades da fungao exponencial para matrizes [25], segue que
U= Vexp(iO)V¥ = exp(ivVev?),

onde A = (iVOV ) satisfaz A¥ = — A, ou seja, uma matriz anti-simétrica.

Reciprocamente, suponha que existe uma matriz real anti-simétrica A tal que
U = exp(A) € RFE*E,
Assim, como ATA = —AA = AAT,

UTU = exp(A)T exp(A)
— exp(AT) exp(4)
= exp(AT + A) = exp(0) =1,

de onde o resultado segue. ]
Por esse teorema, note que o funcional energia E pode ser reescrito em funcao da
parametrizacao exponencial e, portando, o célculo de estruturas eletronicas se torna um
problema irrestrito.
Baseado nessa idéia é que Bacskay introduziu o QC-SCF, que é o algoritmo colocado
a seguir. Antes é preciso fazer algumas consideragoes.

Dada uma matriz Z € RN*E=N) considere a matriz anti-simétrica

0 Z

AD =\

€ REXE, (5.3)

Portanto, o funcional energia pode ser considerado em funcao da matriz Z, ou seja,
E(Z) = E(C°exp(A(2))),

onde E ¢ dado por (4.11) e C° € RE*K ¢ tal que €' SC = I
Como observado por Bacskay [4] e também por Douady et al. [21], a escolha da matriz

anti-simétrica A = A(Z) dada por (5.3) remove singularidades na matriz Hessiana de
E(Z).
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Algoritmo 5.2 (QC-SCF). Seja C° € REXE gl que CO"SC0 = e 720 € RVX(E-N),
Faca v < 0.

Passo 1. Cualcule g; e B;, que sao, respectivamente, a Hessiana e o gradiente de E avaliado
em Z°.

Passo 2. Resolva o sistema linear

Passo 3. Faca Z'™' = 7' + A,

0 Zi+1

Ai+1 — 4
_(Zz-i-l)T 0

Ci+1 — Cz exp(AiH),

1 < 1+ 1, e volte para o Passo 1.

Como mencionado anteriormente, o esforco computacional para construir B; é extre-
mamente alto. Uma outra desvantagem é o calculo da funcao exponencial no Passo 3, que
sO pode ser feito aproximadamente. Na maioria dos casos, é feita uma aproximacao de

primeira ordem, ou seja,
exp(A’) ~ [ + A,

seguida de uma ortogonalizagao das colunas de (I + A?), usando, por exemplo, Gram-
Schmidt [25].

Na tentativa de contornar a dificuldade de construir a matriz Hessiana, alguns tra-
balhos tém-se direcionado para os métodos do tipo quasi-Newton, como é observado em
[2, 13], sendo usada a correcao secante BFGS [45] para atualizar B;,. Esse tipo de abor-
dagem diminui significativamente o custo computacional, porém perde a propriedade de

convergéncia quadratica.

5.3 0O método ODA

O recente algoritmo ODA (“Optimal Damping Algorithm”) [10] é o mais simples re-
presentante dos algoritmos de restri¢oes relaxadas, também chamados de RCA (“Relaxed
Constraints Algorithms”), que nada mais sao do que algoritmos que buscam encontrar o
estado de minima energia de uma estrutura eletronica resolvendo o PNL (4.27), porém com

as restricoes de idempoténcia relaxadas, o que deixa o conjunto viavel convexo. Entao,
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definindo,
My ={D e R¥*¥ | DSD < D, traco(SD) = N e D = D"},
os algoritmos RCA buscam resolver o PNL

min trago(HD + F(D)D) (5.4)
s.a. D e MVK |

A tnica diferenca entre o conjunto M Kk € 0 Mg, definido em (4.26), é que a restri¢ao
DSD = D é substituida por DSD < D.

Um resultado que justifica usar o PNL relaxado (5.4), cuja prova pode ser encontrada,
em [19], diz que a restrigao DSD = D é automaticamente satisfeita para todos os pontos
estaciondrios de (5.4).

Para comecgar a descricao do ODA, considere D e MgeD € M. Entao, usando a

proposigao (4.19), que diz que F' é linear em D, tem-se que

E(D+AD' —D)) = tr(H(D—MD' = D))+ F(D+ D' — D)) (D + \D' — D)))
— E(D)+ \tr(HD' + F(D)(D' — D) + F(D')D) — E(D)) +
+Xt((F(D') = F(D))(D' = D))

— E(D)+ 2\(tx(F(D)(D' — D))) +
+N’tr((F(D') — F(D))(D' - D))

e, entdo, a derivada do funcional energia E(D) na direcdo D’ pode ser calculada:

d  ~ -
Spop = ED+AD - D))

= 2t:(F(D)(D' — D)).

A=0

Assim, a direcao de maxima descida, ou seja, a matriz densidade D para a qual S5 _

atinge o minimo, ¢ dada pela solu¢ao do problema de otimizagao

min tr(F(D)D’)

(5.5)
s.a. D' € Mk.

Portanto, como visto em (4.28), a solugao do PNL (5.5) é D = CCT, onde as colunas

de C € REXYN 530 0s N autovetores associados aos N menores autovalores generalizados

de F(D).
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Com essas consideragoes, o algoritmo ODA pode ser colocado.
Algoritmo 5.3 (ODA). Tome D° € My. Faga i« 0.
Passo 1. Calcule F(D").

Passo 2. Encontre C € RE*N | q matriz cujas colunas sdo os N autovetores associados

aos N menores autovalores generalizados {\:}1L, de F(DY).
Passo 3. Faca D' = CCT € M.

Passo 4. Encontre D'*! € My solucdo de

min E(D' + t(D! — DY)
s.a. te0,1].

Passo 5. Faca i < i+ 1 e volte para o Passo 1.

Note que como o funcional energia E(D) é quadratico com relagao a matriz densidade
D, entao, no Passo 4 do algoritmo, Di+l pode ser calculado analiticamente.

Uma importante propriedade tedrica do ODA é que a seqiiéncia {E (151)}Z ¢ monotona
decrescente e, portanto, sob a hipétese de “Uniform Well-Posedness” [10] ou UWP,
que supde Ny,, > Xy + 7 para alguma constante v > 0, é possivel provar que, para
qualquer aproximagao inicial lN)O, o método converge para um ponto estacionario de (5.4)
(ver [19, p. 35] para mais detalhes). Entretanto, a hiptese UWP é uma condigao sobre a
seqiiéncia gerada pelo algoritmo, o que nao é aconselhavel quando se pretende obter um
rigoroso resultado de convergéncia.

Uma técnica de extrapolacao que busca melhorar o desempenho do método ODA,
chamada de EDIIS, é introduzida em [9]. Essa técnica, a qual estd baseada na extrapolagao

DIIS, consiste em, a partir de certa iteracao, resolver subproblemas do tipo

min E(D)
= t—1
s.a. D:Zapr, apb >0 e Zozpzl,
p=0 p=0

onde as matrizes {DP}Z_IO sao os t iterados mais recentes do algoritmo. Porém, esses sub-
problemas sao mais dificeis de resolver do que os subproblemas que aparecem na aceleracao

DIIS, a qual é colocada na seqiiéncia.

96



5.4 A extrapolacao DIIS

Como visto anteriormente, o método de ponto fixo SCF pode nao convergir. Pensando
nisso, Pulay [48, 49] introduziu um método, o qual chamou de DIIS (“Direct Inversion in
the Iterative Subspace”), com o objetivo de melhorar a taxa de convergéncia do método
e, inclusive, conseguir convergéncia para os casos onde o ponto fixo falha.

Por se tratar de uma técnica de extrapolacao, nenhuma propriedade teérica de con-
vergéncia pode ser garantida. Mesmo assim, esse método é talvez o mais usado hoje em
dia no célculo de estruturas eletronicas, mostrado-se bastante eficiente, sendo que com-
paracoes indicam que, na maioria dos casos, o0 método apresenta desempenho superior ao
QC-SCF. Uma abordagem hibrida entre o método QC-SCF e o DIIS é considerada por
Rendell [51].

Para comecar a descrever o procedimento, considere {D*}{_, ¢ iterandos do algoritmo
de ponto fixo (Algoritmo 5.1).

Pelo Teorema 4.20, uma condicdo necessaria e suficiente para uma matriz C € RE*N

ser um ponto fixo Fock é que
F(D)DS — SDF(D) =0,
onde D = CCT. Com base nisso, para cada i = {1,...,q}, defina as matrizes residuos
R'= F(D")D'S — SD'F(D") € RE*K, (5.6)

Matrizes residuos balanceadas podem ser obtidas transformado cada R’ para a base

ortonormal. Neste caso, é equivalente a trocar Ri por R = S~V2RiS~1/2 o entio,
Ez’ _ ]Ezf)z i l’\jzﬁz’
onde Fi = §Y2F(D1)S~12 ¢ Di = §Y2Digh/2,

Uma iteragao do método DIIS consiste, portanto, em resolver, apés as ¢ iteragoes do

método de ponto fixo, o PNL

q
min || Z o R
i=1

q
s.Q. E a; =1,
i=1

onde || - || denota a norma de Frobenius [25]. Facilmente, as condi¢oes de primeira ordem
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deste problema podem ser obtidas, as quais sao dadas pelo sistema linear

Liy Lip --- qu -1 651
Loy Loy --- L2q -1 6%)]
S S =, (5.7)
qu ng s qu -1 Qg 0
-1 -1 --- =1 0 A —1

em que A € R é o multiplicador de Lagrange e L;; = (R', R7) = tr(RiRjT). Sendo assim,

¢ considerada a seguinte matriz densidade:

q
D'=) ;D'
i=1
Note que a restricao
q
Sa=t
i=1

¢é colocada para que se possa usar a Proposicao 4.19 e, entao,
q .
F'=FD') =) «F(D",
i=1

nao havendo, portanto, a necessidade de avaliar F' na nova matriz densidade, desde que
se conheca F'(D') parai=1,...q.

Apoés esses comentarios, o algoritmo DIIS pode ser colocado.

Algoritmo 5.4 (DIIS). Considere {D'}!_, q iterados do ponto fizo SCF e {F(D")}L,

suas respectivas matrizes de Fock.

Passo 1. Construa, para cadai=1,...,q, as matrizes residuos R* dadas por (5.6).
Passo 2. Calcule os elementos L;; e resolva o sistema linear (5.7) obtendo {o;}i,.

Passo 3. Atualize a Matriz de Fock por
q .
F'=> oF (D).
i=1

Passo 4. Encontre C € REXN a4 matriz cujas colunas sio os N autovetores associados
)
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aos N menores autovalores generalizados de F', ou seja,

F'C = SCA.
Passo 5. Faca D' = CCT e calcule (D). Faca q «+ q+ 1 e volte para o Passo 1.

Note que neste algoritmo é necessario conhecer ¢ iterados do algoritmo de ponto fixo
SCF, sendo que, na pratica, o algoritmo DIIS comeca a ser desempenhado quando, no
algoritmo de ponto fixo, a matriz residuo (5.6) apresente o médulo de seu maior elemento
(| R?||c) menor que dada tolerancia. Esse mesmo valor, ||R'|«, pode ser usado para
declarar que o algoritmo atingiu a precisao desejada. Nas implementacoes, o parametro ¢

é geralmente mantido fixo, assim sao consideradas as tltimas ¢ matrizes D* calculadas.

5.5 O algoritmo TRRH

Recentemente, Thergensen et al. [52] introduziram um método baseado em teorias
de regiao de confianga para resolver o problema central deste capitulo. Esse método,
por se apoiar também nas teorias e no algoritmo de Roothaan, foi chamado de TRRH
(“Trust-Region Roothaan-Hall”).

Para comecar, considere X € R5*N conhecida e X € RF*N qualquer. Assim, considere
as matrizes densidades D = XX e D = X X7, e defina E#H : REXN R por

E"™(D) = 2tz(F(D)D) =2 X/ F(D)X.

Entdo, como F(D) é simétrica,
VxE™ (D) =4F(D)X

e, portanto, em X = X, tem-se que o gradiente de E¥ ¢ igual ao da funcio energia E
dada em (4.25),

E(X) = Y X/ (F(X)+H)X,

_ w(2HD + G(D)D),

onde D = X X7,
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Dessa forma, a funcao E®¥ em funciao de X € RE*N pode ser interpretada como
um modelo quadratico para a verdadeira funcao energia E, sendo a matriz Hessiana de
ERH diferente da Hessiana de E em X = X. Assim, como observado anteriormente, uma

iteracao do algoritmo de ponto fixo SCF consiste na resolu¢ao do PNL,

min EfH(D)

(5.8)
s.a. D e Mg,

podendo, entao, fornecer uma solucao que nao diminua suficientemente a funcao energia.
Pensando nisso é que o algoritmo TRRH foi introduzido, sendo adaptada a estratégia de
regiao de confianga para o PNL (5.8), buscando atingir o decréscimo suficiente na fungao
energia. Vale a pena lembrar que resolver o problema (5.8) é equivalente a resolvé-lo em
funcao de X € RE*YN onde D = X X7, considerando o conjunto vidvel as restricoes de
S-ortonormalidade.

Em vez de considerar a restrigao usual de regido de confianga no problema (5.8), a idéia,
do algoritmo TRRH ¢ incorporar a restricao linear que se segue, definida pelo produto

interno dado pela matriz S no espaco da matriz RE*X:

(D,D)s = tr(DSDS) = a\/ Ntr(DSDS), (5.9)

onde a € [0, 1] é uma constante a qual deve ser ajustada em cada iteracao e tr(DSDS) =
N, desde que D seja idempotente. Note que, se D = D (idempotente), entdo a = 1.
Também, para a = 1, existe uma tinica matriz D que satisfaz a restricdo (5.9), a saber, D.

No método TRRH, o parametro a busca imitar o raio de confianca, e quando proximo
da unidade este procura fazer o papel do raio de confianca préximo de zero. Sendo as-
sim, para uma matriz densidade D ser considerada uma candidata no método TRRH, é
necessario que

. tr(DSDS) (5.10)

V/Ntr(DSDS)
seja maior ou igual que um determinado valor a,,;,. No artigo original é considerado
Qpmin = 0.975.

Note que o parametro a pode ser interpretado como o ajuste para a igualdade na
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desigualdade de Cauchy-Schwartz, pois, por esta mesma desigualdade,

S
S
nn

[

tr(DSDS)
< \/(D.D)s(D.D)s

— \/u(DSDS)w(DSDS)

— \/u(DS)(DSDS) = \/Nt(DSDS),

Considerando a restrigao (5.9) no PNL (5.8) e introduzindo o multiplicador de Lagrange

1t associado a essa nova restrigao, a nova funcao lagrangeana pode ser obtida:

L(X,A, p) = EM(D) = 2u(tr(DSDS) — ay/ Ntr(DSDS)) — 2tr(A(XTSX — 1)),

onde D = XX7T. Entao, impondo as condicoes de primeira ordem, ou seja, diferenciando

L com relacao a X e igualando a zero, é obtido o seguinte problema de autovalores:
(F(D) — nSDS)X = SXA,

onde A nao necessariamente é diagonal. Assim, usando as invariancias por matrizes

unitarias pela direita, como no Capitulo 4, esse problema pode ser reescrito como
(F(D) — uSDS)X (1) = SX () A(p), (5.11)

sendo A(u) diagonal. Note que esse problema de autovalores é o mesmo que o (5.2),
considerado no algoritmo level-shift SCF.
Entretanto, a diferenca entre o TRRH e o level-shift estd na escolha do parametro pu.
Dado um iterando D € RE*K do algoritmo TRRH, serd definido

Ared(D) = E(D) — E(D) e Pred(D)= E" (D) - E* (D).

Para cada valor de p é gerada uma matriz D = D(u) = C(u)C(u)? e, conseqiiente-
mente, a = a(p), conforme a Equacao (5.10).
Como sempre, serd considerado que os autovalores estao dispostos em ordem crescente

na diagonal de A(u). Assim, serd definido

M) = M) nranven, AT () = AMp) v
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e a funcao AN : Rt — R por

AN(p) = N () = A ().

Para p suficientemente grande, AA(p) é aproximadamente linear em pu. Isso segue da
Equacao (5.11), pois, para pu suficientemente grande, a dependéncia de A(y) é praticamente
linear em p [52]. Sendo assim, o parametro p para o problema (5.11) é escolhido no dominio
em que A\ tem um comportamento linear e, portanto, p& € [min, 00).

Para obter pi,,;,, considere os parametros 0 < pu; < o suficientemente grandes e
encontre AX(u1) e AX(uz). Portanto, o intervalo em que AX tem um comportamento
linear pode ser obtido interpolando esses dois valores. Com isso, o parametro (i, €
obtido calculando a raiz dessa interpolacao linear.

Para determinar o parametro u ideal para (5.11), testa-se primeiro se a(fimin) > Gmin-

Se isso for constatado, a matriz D () serd aceita se satisfaz a condicao
Ared(D(min)) > 0.
Se isso nao valer, o parametro p ¢ aumentado gradativamente até que as condigoes
a(p) > amin, © Ared(D(p)) > 0 (5.12)

sejam satisfeitas.
Para o algoritmo estar bem definido, é preciso mostrar que existe u suficientemente
grande, de modo que as condigoes (5.12) sejam cumpridas.
Definindo
A=D(p)—D

e usando a identidade tr(AG(B)) = tr(BG(A)), vélida para matrizes simétricas A e B,

segue que

Ared(D(p)) = tr(2H(D — D(u
= tr(2H(D — D(n
= Pred(D(n)) — tr(G(A)A).

Portanto, como Pred(D(p)) = O(A), tr(G(A)A) = O(A?), A — 0 quando p — 00 e
ainda Pred(D(u)) > 0 para todo p suficientemente grande, resulta que as condigoes (5.12)
valem para pu suficientemente grande.

Uma alternativa para evitar o célculo de Ared(D(u)) ¢é sugerida por Thgrgensen et
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al. [52]. Com essa sugestao, uma aproximagao para Ared pode ser obtida em funcao dos
iterandos anteriores, evitando, portanto, novas avaliacoes da funcao energia. Entretanto,
essa aproximacgao apenas € uma boa representacao quando um consideravel nimero de
iteragoes ja esta disponivel.

Embora se trate de um método de regiao de confianca, nenhuma propriedade de con-
vergéencia é garantida pelo método TRRH.

Buscando melhorar a convergéncia, é sugerida por Thgrgensen et al. [52] uma estratégia
para acelerar a convergéncia do TRRH, a qual foi chamada de TRDSM (“Trust-Region
Density-Subspace Minimization”). Essa abordagem estd também baseada em regiao de

confianca e na aceleracao EDIIS [9].
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Capitulo 6

Um Algoritmo Globalmente
Convergente para o Calculo

Eletronico

Neste capitulo é introduzido um novo algoritmo globalizado numericamente viavel para
o célculo de estruturas eletronicas de dtomos e moléculas [23]. Como comentado anterior-
mente, este método apresentara uma surpreendente ligagao com o bem conhecido método
SCF, podendo ser visto como uma globalizacao deste.

O algoritmo é um caso particular do Algoritmo 3.1, introduzido no Capitulo 3, o que
garantird boa definicao e convergéncia global a pontos estacionarios. Uma caracteristica
fundamental para a viabilidade da implementacao é que, pelo fato de usar o parametro
de regularizacao para penalizar a regiao de confiancga, a resolucao dos subproblemas serao
equivalentes a encontrar uma decomposicao espectral, deixando o algoritmo atrativo do

ponto de vista numeérico.

6.1 Consideracoes gerais

Algoritmos globalmente convergentes eficientes para calcular estruturas eletronicas nao
sao muito freqiientes, sendo do conhecimento do autor desta tese somente a existéncia do
método ODA [10], o qual supoe condigoes sobre a sequéncia de iterados para conseguir a
prova de convergéncia, como apresentado no Capitulo 5.

Para facilitar o entendimento, sera introduzido antes um algoritmo intermediario, o

qual serd um caso particular do Algoritmo 3.1. Para isso, considere o problema (3.1),

(6.1)



onde f : R — R é uma fungao diferencidvel sobre algum conjunto aberto contendo
I' € R", sendo este um conjunto fechado arbitrario.

Daqui em diante, o gradiente de f serd denotado por g. Assim, Vf(x) = g(x).

Com as consiedragoes acima, o algoritmo que segue pode ser estabelecido. Sua seme-
lhanga com o Algoritmo Modelo (Algoritmo 3.1) pode facilmente ser constatada, em que
Bi = Hye A =0 para p=0e, Bf =0 e A% = 0" A para os demais valores de p, sendo

A € R™"™ uma matriz simétrica e definida positiva arbitraria.

Algoritmo 6.1 (Algoritmo intermedidrio). Tome z° € T'. Escolha p, > 0 € R, (i,
GERcom1 < <G <400, Omin, Omaz € R com 0 < 0pin < Opaz < +00, [y € (0, %] e
A € R™™ simétrica e definida positiva.

Faga k — 0.

Passo 1. Calcule fi, gr = g(z*) e escolha H), € R™" simétrica.

Passo 2. Defina
1
R*(x) = gf (x — a*) + 5(:16 — M Hy(z — 2)

e encontre z% solucdo global de

min  R*(z)

s.a. rel.

Se R*(z%) =0, pare! x% é um ponto estaciondrio de (3.1).

Passo 3. Defina aredg = f(2¥) — f(2%) e pred, = —RF(2,).

Se
aredp

>
predp — B,

escolha zFt1 € T tal que f(z*1) < f(2k), p* =0, k « k + 1 e volte para o

Passo 1.

Sendo, escolha p € (0, py), 0% € [Tmin; Omaz] € vd para o Passo 4.

Passo 4. Defina
1
Q(x) = gj, (x — 2%) + Spot(z — 2*)T Az — 2*)

2
e encontre a:’gg solucao global de
min  QF(x) (6.3)
s.a. rel.
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Se Q*(xy) = 0, pare! xf, € um ponto estaciondrio de (3.1).

Passo 5. Defina aredg = f(z*) — f(xg) e
predy = —gp (xf) — %) — =o*(zf) — )T A2, — 2¥).

Se

escolha 2" € T tal que f(z*) < f(x5), p* = p, k — k+ 1 e volte para o
Passo 1.

Senao, escolha ppovo € [C1p, C2p], faca p = ppove € volte para o Passo 4.

Claramente, esse algoritmo é um caso particular do Algoritmo 3.1. Com efeito, sob
as mesmas hipoteses, ele estd bem definido e todo ponto de acumulagao é um ponto
estaciondrio de (6.1).

Nos Passos 3 e 5 do Algoritmo 6.1, a escolha de z*™! poderia ser z¥, ou x’(f?, dependendo
de qual satisfaz a condicao de decréscimo suficiente, no entanto escolher z**!, de modo
que o valor da funcao objetivo f seja menor do que no ponto que satisfaz a condicao
de decréscimo suficiente, prepara o algoritmo para incorporar esquemas de aceleragao em
implementagoes praticas, como, por exemplo, o método DIIS.

Na seqiiéncia, comecarda a ser introduzido o algoritmo para o calculo de estruturas
eletronicas. Para isso, serd necessario fazer algumas observagoes.

De agora em diante, neste capitulo, toda matriz serd denotada em letras maitsculas,
como, por exemplo, X € RX¥*N  Quando esta for vista como um vetor de RVX, serd
denotada por letra minuscula, por exemplo x, sendo que X; € R¥, algumas vezes também

RNK

denotada por [X];, denotara o i-ésimo componente vetorial de = € e a i-ésima coluna

de X. Assim, a matriz

| |
X=1| X, -+ Xy | € REXVN

quando vista como um vetor, serd denotada por

X1
RNVK,

XN
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Note que, com esta consideracao, os resultados tedricos obtidos nas segoes anteriores, prin-
cipalmente os referentes ao Capitulo 4, permanecem inalterados, ja que todos resultados
estao associados as componentes vetoriais X;.

As notacoes zF € RVE ¢ X* serao reservadas para denotar o k-ésimo termo de uma
seqiiéncia, respectivamente, para vetor e matriz.

RKN

De agora em diante, a funcao F : — R denotara o funcional energia como em

(4.11), no Capitulo 4. Entéo,

E(z) =) X[ (F(X)+ H)X,,

=1

onde as matrizes H e F'(X), esta tltima a Matriz de Fock, sao definidas, respectivamente,
em (4.5) e (4.8).

Como conseqiiéncia, para cada i =1..., N, segue pelo Lema 4.12 que
0E(X)
=4F(X)X;,
X, (X)

ou seja, o gradiente da F, denotado daqui em diante por g, é dado por

e F(X)X,
g(x) =VE(x) = : =4 :

of(z

e F(X)Xy

Entao, definido-se H; : RVE — RNEXNK 15p

F(X)
Hi(X) :diag(F(X),...,F(X)) = , (6.4)
N :;gzes F(X)
segue que
g(x) = 4H(X)x. (6.5)

Como visto no Capitulo 4, o calculo de estruturas eletronicas consiste em resolver o
problema (4.14),
min  E(x)

6.6
s.a. x €S, (6.6)

onde, como sempre, ) é o conjunto compacto dado por

Q={z e R* | XTSX,; =6, i,j=1,...,N},

107



ou, na forma matricial,

Q={X e RN | XTSX =13},

sendo S definida em (4.7) e I € R¥*Y a matriz identidade.

O objetivo deste capitulo é usar o Algoritmo 6.1 para resolver o PNL (6.6) e, entdo,
daqui em diante, [ = Qe f = E.

A seguir é mostrado que o algoritmo de ponto fixo SCF pode ser interpretado como

uma seqiiéncia de subproblemas do tipo (6.2) para uma matriz Hy devidamente escolhida.

6.2 Um passo do ponto fixo SCF como um problema
de programacao nao-linear

Dado um iterando % € RV¥X o0 método proposto consiste em encontrar z**! por meio

do Algoritmo 6.1. Portanto, é necessario resolver o subproblema (6.2),

min  R*(z)

s.a. x €,
onde .
R (z) = (v — ") g(«") + (o — 2") Hi(w — ")

é assumida para ser uma representacao quadratica de E em torno de z¥, e a matriz

H;, € RNEXNE “gimétrica, representando uma aproximacao para a matriz Hessiana de F

avaliada em z*.

Para cada k € N no Passo 1 do Algoritmo 6.1, escolha Hy = 4H;(X*), onde H;(X) é
definida em (6.4).
Sendo assim, tem-se, pela Equagao (6.5) e definicao de H; (Equagao (6.4)), que

R{@) = (o)) + 5(0 — o) Hilx — o)
= 4w — 2" H(XF) 2" + 2(2 — 2F)TH(XF) (2 — 2F)
= daTH (XF)2b — 4kaH1(Xk)xk -

2T H (XM x — 22T H (XF)2® + kaHl(Xk)xk]
= 227 H (XF)z — ZkaHl(Xk)xk

N
= 2) X/F(X"X; - c,

i=1

onde ¢, = 22" H,(X*)2* ¢ uma constante. Portanto, resolver o subproblema (6.2) com
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Hj, = 4H,(2*) é equivalente a resolver

N

1
i —§ XTF(XMX,
min 21.:1 S F(X")

s.a. X €9,

cujo minimizador global deste problema, como é conhecido da Algebra Linear [56], sao os
N autovetores associados aos N menores autovalores de F(X*) (para uma demonstracao
detalhada deste fato, ver o Apéndice A).

Dessa maneira, resolver (6.2) com Hj, = 4H;(X") consiste em desempenhar uma ite-
racio de ponto fixo SCF a partir de um iterado z*.

E interessante observar que, ao definir-se

OF (X & P
PO )= 3 XX (B + B,

i=1 j=1

sendo B a matriz [ng Jpg € REXE tem-se que a matriz Hessiana de F, denotada por H,

é dada por
H(X) = 4H1(X) + Hao(X),

onde H;(X) é definida em (6.4) e

OF (X OF (X
<%1)7X1> <%N)7X1>
OF(X) OF(X)
Ho(X) = e 0 Rk € RNEXNE
o} o}
(L Xn) - (G X

ou seja, a matriz H; é uma parcela da verdadeira Hessiana de FE.

Com essas consideracoes, para implementar o algoritmo, é necessario resolver o sub-
problema (6.3), chamado aqui de subproblema facil. A seguir é mostrado que, para uma
matriz A simétrica definida positiva (SDP) devidamente escolhida, esse subproblema se
resume em encontrar a decomposicao em valores singulares de uma determinada matriz,
que, por sua vez, pode ser encarado novamente como um problema de autovalores. Por-
tanto, o método que sera proposto, tema central desta se¢ao, consistira de uma seqiiéncia

de decomposigao espectral.
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6.3 O subproblema facil como um problema de valo-

res singulares

O objetivo desta secao é mostrar que, para uma determinada matriz A simétrica e
definida positiva, resolver o subproblema (6.3) é equivalente a encontrar a decomposigao
em valores singulares de uma dada matriz.

Para isso, considere
A = diag(S,...,S) = € RVEXNE, (6.7)
——
N wvezes S

onde S é a matriz definida em (4.7).

Dado um iterando x*, note que o subproblema (6.3) pode ser reescrito como

. 2 T T
min ng(xk) (x — $k> + (v — xk) Al — xk) (6.8)
s.a. x €€,
onde
F(XF)[XF];
g = g(z*) =4 :
F(X®M[X*y

Considere a seguinte troca de varidvel em RV:
Yy = A%z,
Conseqiientemente,
= ATV f = AR e gb = ATV R
Além disso, escrevendo
Y; = SY2X; e [Y*); = SY?[X*); para todoi=1,...,N,
tem-se que
Y3 [Y*],

y=1| : [ .= : e RVK
Y YHy
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ou, na forma matricial,

| | | |
Y = YT, - Yy ’Yk: [Yk]l [Yk]N ERKXN.

Com essas mudancas de varidveis, o problema (6.8) torna-se
n 2 T A=Y/2(0 — ofF _ k)2
min g Ay =) +lly =yl
s.a. yly; =0, 4,j=1,...,N.

Chamando

este subproblema é equivalente a

min 257 (y —y*) + ly — v"|?
s.a. yly; =04y, 1,j=1,...,N,
que, por sua vez, é equivalente a
min |ly — (y* — gx)[]?
s.a. yly; =0, 4,j=1,...,N.

Portanto, denotando

[Z*],
F=yt g = E e RVK
[Z¥] n
ou, na forma matricial,
| |
zZk VAR (ZF|n | € RN,

o problema (6.3) se resume em resolver,

min ||Y — Z¥|%

sa. YIY =1,

em que, como sempre, || - || denota a norma de Frobenius [25].

111



Considere a decomposiciao SVD de Z*,
Zk — UkEkva

onde U¥ € REXE ¢ VF ¢ RV*N s30 matrizes unitérias e ¥¥ € REXY & diagonal. Um fato
conhecido da algebra linear [25] é que ||QC||r = ||CQ|lr = ||C||F sempre que @ é uma

matriz unitaria, assim o problema (6.9) é equivalente a

min ||U*YVF = $F|12

6.10
sa. Y'Y =1. ( )

Defina W = UK Yk, Entao, através de um célculo rdpido, mostra-se que WTW = I

se e somente se YTY = I, e portanto a solugao do problema (6.10) é
Y = UAWvET,
onde W resolve
min ||[W — Xk
s.a. WITW =1.

RKXN

Claramente, a solugao deste problema ¢é a matriz diagonal em , que tem os elementos

da diagonal todos iguais a um (1). De agora em diante, esta matriz serd chamada de I« -.

Entao, a solugao Y de (6.9) é dada por
Y = UrLicn V.

Portanto, escrevendo

segue que

Finalmente, a solu¢ao do subproblema (6.3) é
X =81

Note que os vetores singulares a direita [v*];, ..., [v*]y formam uma base dos auto-

s T , . .
vetores unitarios de Z*° Z*, onde, como sempre, é assumido que os autovalores estao em
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ordem decrescente. Para cada autovalor nao-nulo desta matriz com autovetor [v¥];, o

correspondente vetor singular & esquerda [u*]; pode ser calculado como

k] Zk[vk]i
Z [Z* V¥
= (6.11)

[u

. T .
onde y; é o autovalor de Z*" Z* associado ao autovetor [v*];.

Se necessdrio, o conjunto {[u*]y, ..., [u*]x} deve ser completado por algum processo de

ortogonalizacao.

6.4 Um algoritmo globalmente convergente para cal-

cular estruturas eletronicas

Com todas as consideragoes feitas nas segoes anteriores, o algoritmo globalmente con-
vergente para calcular estruturas eletronicas de atomos e moléculas, chamado por este
trabalho de TR, pode ser apresentado.

k

O parametro o” é o parametro espectral adotado em [8, 50], a saber,

(2" — 2" )T (gy, — gk—l)) }}’

xk — {Ek_l)TA(Ik — k-1

o¥ = max {crmm, min {O'm,w, (

o qual busca representar a Hessiana na direcdo (z¥ — 2F71). O objetivo desta escolha é

deixar a iteracao com aspecto newtoniano.

Na sequéencia, o Algoritmo TR ¢é estabelecido.

Algoritmo 6.2 (Algoritmo TR). Tome 2 € Q. FEscolha py, > 0, (1, (o € R com
1 <G <o <400, Omin, Omaz € R com 0 < 0pin < Omae < +00, B1 € (0
A € RNEXNE dada por (6.7).

Facak — 0 eo® =1.

Calcule, para p,v,a,b={1,..., K},

,3] € considere

ab __
Bul/ - 2(,&1/’&()) - (Ub|a> y)‘

Calcule H,S € REXEK definidos, respectivamente, em (4.5) e (4.7).

Calcule a decomposicao espectral de S,

S =QsDsQ%,
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onde Qg € REXE ¢ unitdria e Dg € RE*E diagonal.

Defina

gl/2 _ QSD;/ZQ?; e §1/2 _ QSD?/QQ%:.

Passo 1. Ponto fito SCF: encontre X* € RE*N (ou 2F € RNK ) a matriz (vetor) cujas

colunas sao os N autovetores associados aos N menores autovalores generalizados

de F(XF*) com relagio a matriz S, ou seja, encontre X¥ € REXN ¢ Ak ¢ RNVXN

diagonal tal que
F(X*)XF = SXEAF,
Se X*¥ = X* entio X* é um ponto fizo Fock.
Defina
onde Hy € dada por (6.4).
Se k> 1, defina
k_ o k=INT(, _
ot = max{amm,min {Umm, ((m v ) 9k = 9k }}

ok — b DT A(zk — gh1)

FEscolha p € (0, py).

Passo 2. Defina ared = f(x*) — f(aF) e

c

C_

1
pred = —gj (g — ") = 5 (we — )" Hy(wg — 2%),

Se ared > Bipred, escolha z*t1 € T tal que f(z*+1) < f(2¥), k «— k+1 e volte para

o Passo 1.

Senao, escolha ppovo € [C1p, C2p), faca p = ppovo € va para o Passo 3.

Passo 3. Resolver o problema fdcil.

Calcule
Zk‘ _ Sl/QXk; _ %S_l/QF(Xk)Xk c RKXN
orp
e encontre [v*]q, ..., [v¥]xy € RY uma base de autovetores ortonormais de AANS
RNXN'
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Para todo [v*]; correspondendo a um autovalor ndo nulo de ZKC 7k caleule [u¥];
como em (6.11),

Z[¥);
[uk]l = [Uk] .

1 Z[v*]i]

Se necessdrio, complete o conjunto [u¥]1, ..., [uF]y de modo que todos estes vetores

sejam unitarios e ortogonais entre si.

Passo 4. Defina
| | | |
Ur=1| Wy - WMy | eRENeVi=| P, -0 My | € RN

Calcule X = SRR @ REXN ¢ seja zF € RNE o matriz XF vista como um
vetor de RNE
Passo 5. Defina

Hk — O'kA c RNKXNK

e volte para o Passo 2.

Portanto, como este algoritmo é um caso particular do Algoritmo 6.1, segue como
conseqiiéncia imediata que esta bem definido, ou seja, apds um nimero finito de aumentos
de p, é encontrado X* de modo que ared > Bipred. Também, todo ponto de acumulacao

¢ um ponto estacionario do problema

min  E(X)
s.aa. X €9,

ou seja, ¢ um ponto fixo Fock.

1

Como no Algoritmo 6.1, a escolha de x**' no Passo 2 do algoritmo acima poderia

ser 2% mno entanto, escolher zF*! de modo que f(z*™!) < f(a*) prepara o Algoritmo
TR para incorporar esquemas de aceleracao em implementacoes praticas. Um destes
esquemas considerados neste trabalho, talvez o mais natural para este algoritmo, é a bem
conhecida extrapolacao DIIS [48, 49], colocada com detalhes no Capitulo 5. O Algoritmo
TR incorporando a aceleracao DIIS sera chamado de TR+DIIS.

A diferenga essencial entre o TR e o TR+DIIS é que, neste tltimo, em vez de usar
somente iteragoes SCF no Passo 1, usa-se o esquema DIIS como colocado no Algoritmo 5.4.

Portanto, se o funcional energia (E), quando avaliado no ponto candidato fornecido pelo
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esquema DIIS (z%,4), for menor do que quando avaliado em z* e, além disso, satisfizer a

condi¢ao de decréscimo suficiente,

ared > [(ypred,

1 ¢ escolhido para ser a%;,4, caso contrdrio o algoritmo segue normal-

o novo iterado z**
mente como no TR. Com isso o método TR+DIIS apresenta as mesmas propriedades
tedricas do TR.

Vale a pena observar que, em ambos os algoritmos, pontos estacionarios nao necessa-
riamente sao pontos “Aufbau”, embora a tendéncia é que os métodos convirjam a pontos
com essa caracteristica, ja que o primeiro passo em cada iteracao ¢ o passo dado pelo
classico ponto fixo SCF.

Alguns experimentos computacionais sao colocados a seguir.

6.5 Resultados numeéricos

Para mostrar a eficiéncia dos algoritmos introduzidos neste capitulo, a saber, TR e
TR+DIIS, sao colocados nesta segao alguns resultados numéricos. Ambos os métodos
serao confrontados com o algoritmo de ponto fixo SCF (FP) e o DIIS (respectivamente,
Algoritmos 5.1 e 5.4) em moléculas que apresentam significativas dificuldades de resolugao.

Os resultados colocados nesta secao foram obtidos em Fortran, em um computador
Pentium 1.5 Ghz, com 256 Mbytes de memédria RAM, sendo que a maioria das rotinas en-
volvidas foram fornecidas por alguns bolsistas do programa de pés-graduacao do Instituto
de Quimica da Unicamp.

Para a implementacio do Algoritmo TR, no Passo 2 foi escolhido z**! = z*. Na versao
TR+ DIIS, foi aproveitada a vantagem de liberdade da escolha de z*+!, que foi escolhido

como um passo acelerado do método DIIS (z%;;4), usando os iterados anteriores para
k

o, sempre que este apresentar o decréscimo suficiente na fungao energia.

melhorar x

No TR+DIIS a aceleragao é usada a partir da segunda iteracao. Portanto, a ex-
trapolacao usa dois residuos. Nas iteragoes subseqiientes, o niimero de residuos usados
na interpolacao é aumentado até alcancar o maximo de dez. Dai em diante, os dez mais
recentes residuos, gerados pelas dez mais recentes iteracoes bem-sucedidas, sao usados. Os
residuos correspondentes a pontos onde a energia aumenta sao descartados por motivos
de extrapolagao.

Para os experimentos,

e foram tomados 3; = 10™%, opin = 1072 € 0ppes = 10%;
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e foi assumida a convergéncia para qualquer método testado quando

|E(a*) — E(a™)]
|E(z)]

<107%;

e 0 numero maximo de iteragoes permitidas foi de 5001; e

e foram usados diferentes tipos de pontos iniciais: os autovetores da matriz H definida
em (4.5); o ponto inicial de Huckel fornecido pelo pacote GAMESS [57], o qual é
destinado para o mesmo problema; e, para alguns casos, foi tomada a aproximacao
inicial induzida pela matriz identidade. A escolha destas aproximacoes se deve ao

fato de elas poderem ser facilmente obtidas.

Para os testes, foram usadas moléculas com geometrias conforme a Tabela 6.1. As
moléculas CrC e Cry sao conhecidas por apresentarem propriedades de convergéncia instaveis
[9, 10]. Duas geometrias para a molécula de CO foram escolhidas como exemplos, ja que
geometrias distorcidas causam dificuldades de convergéncia [26]. Finalmente, moléculas
de dgua (HyO) e amonia (NHj) foram usadas nos exemplos para ilustrar como os al-
goritmos TR e TR4DIIS se comportam em situagoes onde os algoritmos classicos sao

bem-sucedidos.

Tabela 6.1: Parametros geométricos das moléculas usadas nos experimentos

Geometria
Molécula  “Bond length”/ A Angulo Dihedral
CrC 2.00
Cry 2.00
CO 1.40
CO(Dist) 2.80
H>,O 0.95(OH) 109°(HOH)
NH; 1.008(NH) 109°(HNH) 120°(HNHH)

A Tabela 6.2 mostra o nimero de iteracoes necessarias pelos métodos FP, DIIS, TR e
TRA+DIIS para atingir a convergéncia para dois tipos de bases, a saber, STO-3G e 6-31G.
Para as moléculas de 4gua e amonia, os experimentos mostraram que o niimero de iteracoes
tomadas pelos métodos FP e TR, por um lado, e DIIS e TR+DIIS, por outro, é o mesmo.
Isso se deve ao fato de que o ponto fixo SCF e o algoritmo DIIS sao sempre bem-sucedidos
em fornecer um novo ponto candidato com uma reducao suficiente na funcao energia.
Neste caso, nunca é necessario aumentar o parametro de regularizacao e, portanto, o TR

e o TR4DIIS se reduzem, respectivamente, ao métodos FP e DIIS.
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Para a molécula de CO, usando a base STO-3@G, a convergéncia do classico método
FP sempre falha. A energia oscila até atingir o nimero maximo de iteragoes (5001).
Para este exemplo, o DIIS é bastante eficiente, convergindo para qualquer ponto inicial
em, no maximo, 11 iteragoes. O método TR sempre converge em todos os casos, como
era esperado, porém quase dobrou o nimero de iteragoes em relagao ao DIIS e converge
para uma solucao que viola o principio de “Aufbau” quando a aproximacao inicial foi
derivada da matriz identidade. Finalmente, o TR+DIIS apresenta convergeéncia rapida,
com um pouco menos iteracoes do que o DIIS, para um ponto que satisfaz o principio de
“Aufbau”. Na molécula CO com geometria distorcida, a eficiéncia e a confiabilidade dos
algoritmos TR e TR+DIIS se tornam aparentes: o método FP falha em todos os casos.
O DIIS converge em 117 iteracoes para um ponto com energia maior do que a solugao
encontrada em 12 e 10 iteragoes, respectivamente, pelos métodos TR e TR+DIIS quando
a base STO-3G é usada, tomando a aproximacao inicial dada pela matriz H. Usando a
aproximacao de Huckel, o DIIS converge para uma solucao com energia menor, entretanto
sao necessarias 85 iteragoes contra 13 e 15 iteracoes, respectivamente, dos métodos TR e
TR+DIIS. Finalmente, quando é usada a base 6-31G, o DIIS converge mais rapido, mas
para um ponto com energia maior do que as obtidas pelos algoritmos TR e TR+DIIS. Foi
observado que o TR convergiu em 384 iteracoes a partir da aproximacao inicial Huckel
porque seu primeiro ponto candidato é dado pelo algoritmo de ponto fixo, o qual falha
sistematicamente para este problema.

Para a molécula Cry, 0 método DIIS teve um melhor desempenho do que os métodos
propostos por este trabalho. Foi obtida convergéncia para todos os métodos, porém o
método FP convergiu a um ponto com 9.3 u.a. maior do que a solugao encontrada pelo
método DIIS. A diferenca em energia para as outras solucoes ¢ na ordem de 5 x 107% w.a.
Nestes casos, o DIIS convergiu em, no maximo, 37 iteragoes, sendo 384 e 134 iteracoes ne-
cessarias para alcangar a convergéncia para os métodos TR e TR+DIIS, respectivamente,
a partir da aproximacao Huckel.

Finalmente, um experimento bastante interessante foi fornecido pela molécula CrC.
Para a base 6-31G, todos, exceto o FP, convergiram. No DIIS foi necessario menos iteracoes
quando foi tomada a aproximacao inicial fornecida pela matriz H, porém mais iteracoes
do que o TR+DIIS, quando comecando da aproximacao inicial Huckel. O método TR
realizou mais iteracoes do que ambos os métodos em todos os casos e convergiu para uma
solugao com energia levemente maior.

Quando é usada a base STO-3G, os testes foram mais interessantes, como ¢ ilustrado
na Figura 6.1. Comecando com a aproximagao inicial dada pela matriz H, os métodos
FP e DIIS nao conseguem convergencia em 5001 iteragoes, como pode ser visto na Figura

6.1(a). O método TR convergiu em 71 iteragoes para uma solu¢do com energia maior, que
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nao satisfaz o principio de “Aufbau”, enquanto o TR+DIIS convergiu em 29 iteracoes para
uma solugao “Aufbau” com menor energia. A partir da aproximagao inicial Huckel, o DIIS
convergiu, porém com mais iteragoes do que o TR+DIIS, e o TR convergiu em um niimero
significativamente maior, como mostrado na Figura 6.1(b). Finalmente, da aproximagao
fornecida pela identidade, o DIIS oscilou no comego e parou de oscilar provavelmente
gragas a erros de arredondamentos numéricos, convergindo finalmente em 180 iteragoes,
como pode ser visto na Figura 6.1(c). O método TR converge em 40 iteragdes para uma
solucao com energia maior, e o TR+DIIS converge para um ponto com a menor energia
em 36 iteragoes. Este é um interessante exemplo em que o método DIIS falha para um
ponto inicial, enquanto o TR é bem-sucedido.

A Tabela 6.2 mostra que o método FP falha na convergéncia em 12 dos 19 testes
realizados, tendo o método TR convergido em todos os casos, apesar do fato de o primeiro

ponto candidato ser calculado como no método de ponto fixo (FP).

Tabela 6.2: Numero de iteragoes desempenhadas para cada algoritmo em cada problema.
FP: Algoritmo ponto fixo SCF; DIIS: A extrapolagao DIIS; TR: A versao simples do
algoritmo proposto neste trabalho; TR+DIIS: A versao acelerada do algoritmo TR

Algoritmo
Molécula Base Ponto inicial FP DIIS TR  TR-+DIIS
H,O STO-3G Here 7 5 7 5
6-31G Heore 18 8 18 8
NH; STO-3G  H<"* 8 7 8 7
6-31G Heere 14 7 14 7
CO STO-3G Here Xe 11 22 10
Huckel Xe 7 16 7
Identity Xe 11 17be 9
CO(Dist) STO-3G He"e X% 117t 12 10
Huckel X 85 13 15
6-31G Heore X*  27¢ 158 115
Huckel X  36° 384 59
Cray STO-3G Her* 52¢ 13 56 38
Huckel 12¢ 33 398 134
Identity 7¢ 37 50¢ 26°¢
CrC STO-3G Her* Xe X* o 71be 29
Huckel Xe 49 129 23
Identity X 180  40¢° 36
6-31G Heore Xe 19  102° 29°¢
Huckel X%  h2¢  113° 37

“Nao convergiu em 5001 iteragoes.
®Convergiu a um ponto que viola o principio de “Aufbau”.
¢Convergiu para uma energia maior do que algum dos outros algoritmos.
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Vale a pena observar que, para cada iteracao dos métodos introduzidos neste traba-
lho, mais do que uma avaliagao é necessaria quando for preciso aumentar o parametro
de regularizacao. Por essa razao, em casos criticos, um pequeno nimero de iteracoes
dos métodos TR e TR+DIIS nao necessariamente reflete um pequeno tempo computa-
cional. Entretanto, como eficientes procedimentos de escalamentos lineares estao sendo
desenvolvidos para construir matrizes de Fock, métodos confidveis tornam-se mais e mais
importantes. Com os resultados obtidos, pode-se observar que os métodos introduzidos
por este trabalho sao bastantes confiaveis, podendo, entao, ser usados como uma alter-
nativa automatica para fornecer convergéncia para problemas dificeis de resolver quando

divergéncia ou comportamentos oscilatérios sao detectados em outros algoritmos.

(a)

-8 \ TR+DIIS H™ 7
-10 E L1 | 1 | 1 | 1 =
0 50 100 150 200
(b) > E T I T | T | T =

6 ]
= ] =
-8 F | TR+DIIS Identidade DIIS =
_10E [ | | 1 | 1 | 1 3
0 50 100 150 200
Iteracoes

Figura 6.1: Comportamento da convergeéncia dos quatros métodos para a molécula CrC
usando a base STO-3G
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Conclusoes

Na primeira parte deste trabalho foi introduzido um novo algoritmo para resolver
sistemas nao-lineares de equacoes indeterminados sujeitos a restrigao de caixa. O principal
objetivo é a fase de viabilidade dos algoritmos de programacgao nao-linear baseados em
restauracao periddica. Neste caso, muitas solugdes sao pontos interiores. Com isso em
mente, este método pode ser interpretado como uma globalizacao do método de norma
minima de Newton para resolver sistemas indeterminados. A estratégia de globalizagao é
essencialmente a mesma introduzida por Coleman e Li [15] e adaptada por Bellavia et al.
[6] para sistemas quadrados de equagbes nao-lineares.

Como foi visto, um nimero limitado de experimentos numéricos mostraram que o
algoritmo se comporta como na teoria. Em muitas iteracoes ele se reduz ao método de
norma minima de Newton, e, quando isso nao acontece, a estratégia de convergéncia global
conduz os iterados para uma solucao.

Foi observada convergéncia quadratica na vizinhanca de solugoes interiores, exceto no
Problema 12, onde o Jacobiano é bastante mal condicionado.

O Algoritmo KYF [32] (Algoritmo 2.2), o qual foi usado para comparar os resultados
numéricos, pode também ser considerado como uma globalizacao do método de norma
minima de Newton, pelo menos quando o parametro de regularizacao é bastante pequeno,
o que corresponde a situacoes em que os melhores resultados foram observados. Em geral,
a estratégia de globalizacao do KYF, baseada em gradiente projetado, nao é tao eficiente
quanto a estratégia de globalizagao do algoritmo proposto (Algoritmo 2.1).

Como muitos problemas de programacao nao-linear apresentam significativo ntiimero
de restricoes e de variaveis, trabalhos futuros poderao considerar a extensao desse tipo de
algoritmos a fim de considerar a esparsidade do Jacobiano e usar procedimentos iterativos
lineares para encontrar a direcao newtoniana. Além disso, as dificuldades de avaliar o
Jacobiano deixam uma oportunidade de estender os métodos quasi-Newton para sistemas
indeterminados [36, 62] para os casos com varidveis canalizadas.

Na segunda parte deste trabalho foi introduzido um novo algoritmo para resolver pro-
blemas de programacao nao-linear, sendo o conjunto viavel um conjunto fechado arbitrario.

Este algoritmo foi baseado em técnicas de regides de confianca [40] e nas idéias do método
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de Levenberg-Marquardt [45], sendo no algoritmo proposto os subproblemas mais simples
do que os considerados em [40], fato que pode ser observado na aplicagao do método para
um determinado tipo de problema, a saber, o calculo eletronico, em que foi comprovada a
eficiéencia do método por meio de experimentos numéricos.

Sob fracas hipdteses, foi provada convergéncia global na seqiiéncia de iterados, mos-
trando que qualquer ponto de acumulacao da seqiiéncia gerada pelo método é um ponto
estacionario do problema de otimizacao.

Uma importante aplicagao do método estd no célculo de estruturas eletronicas, resul-
tando em um algoritmo globalmente convergente, o qual foi chamado neste trabalho de
TR. Neste caso, os subproblemas envolvidos sao resolvidos por uma simples decomposicao
espectral, o que torna esse algoritmo confiavel e viavel do ponto de vista numérico para esse
tipo de problema. Os experimentos numéricos mostraram que o algoritmo TR é robusto
e se comporta como esperado. A convergéncia é obtida em todos os exemplos, apesar do
fato de ser tomada uma simples iteracao do método de ponto fixo como primeiro passo
do método. Este novo algoritmo deve ser bastante ttil quando falhas de outros métodos
sao detectadas, fornecendo, entao, confiabilidade para rotinas usadas no calculo eletronico.
Qualquer heuristica ou método conhecido para ser eficiente pode ser usado na fase de ace-
leracao da estrutura algoritmica do método TR sem afetar as propriedades de convergéencia
global, ja que o algoritmo foi preparado para incorporar em sua estrutura estratégias de
aceleracao. Nesse sentido, o algoritmo TR deve ser visto nao como um competidor dos
outros algoritmos, mas sim como um procedimento que garanta que a convergéncia seja
obtida. Nos resultados numéricos foi incorporada a bem conhecida aceleragao DIIS no al-
goritmo TR, resultando em um procedimento chamado aqui por TR+DIIS, para calcular
estruturas eletronicas. Neste caso, os experimentos mostraram que essa abordagem ¢ bas-
tante promissora, obtendo um desempenho superior ao dos outros métodos testados para
a maioria dos problemas. A hibridizacao com outros métodos deve ser também eficiente,
abrindo, portanto, um amplo e importante caminho para pesquisas futuras.

Uma importante caracteristica do método é que sua implementagao nao depende da
forma da fungao objetivo, mas sim da natureza das restricoes. Portanto, outras aplicac¢oes
para qualquer problema que envolva restricoes de ortonormalidade certamente fornecerao

resultados também confiaveis.
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Apeéendice A

O Calculo de Autovalores como um
Problema de Programacao

Nao-Linear

Neste apéndice é mostrado que os autovalores de uma certa matriz simétrica A formam
a solucao global de um problema de programacao nao-linear, introduzido mais a frente.
Esse resultado, embora seja um fato conhecido de algebra linear, merece atengao espe-
cial, ja que alguns resultados importantes deste trabalho nao seriam possiveis caso sua
veracidade nao fosse confirmada.

Dada uma matriz simétrica A € RE*V defina v : RE*Y — R (K < N) por

N
v(X) = % > XTAX;, (A1)
=1

onde

| |
X=X - Xy

A proposicao a seguir mostra que v é invariante por transformacoes unitdrias pela

direita. Para tanto, dado X € RX*¥  considere, como sempre,
J(X)={Y e RF*¥N | Y = XU para alguma matriz unitaria U € RV},

Proposicao A.1. Considere a aplicagio v como em (A.1) e tome Y € J(X) para algum
X € RE*N. Entao, v(X) = v(Y).
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Prova. Por hipotese, Y; = Zjvzl X,;Uj; para alguma matriz unitaria U. Assim,

1 N N N N
oY) = 52V =23 (O XTUDAQ Xali)
i=1 a=1

i=1 j=1
1 N N

= 5 D XJAX. ) Uil
ja=1 i=1

Como U é uma matriz unitaria, segue que Zf\il U;iUq4i = 04 €, portanto,
| N
u(Y) =5 Y XTAX; = v(X),
j=1

e a proposicao esta provada. |

Considere agora o problema de programacao nao-linear

min  v(X) (A2)
s.aa. X €€,
onde
Q={X e RN | XTSX,; =6, i,j=1,...,N} (A.3)
para alguma matriz S € RE*X simétrica definida positiva.
Como A é simétrica,
ov(X)
= AX; A4
oX. (A.4)
e, portanto, as condi¢goes KKTs do PNL (A.2) sao
N .
X e,

RNXN

onde 0;; sao os multiplicadores de Lagrange. Considerando © € a matriz formada

pelos multiplicadores 6;;, o sistema KKT anterior pode ser escrito na forma matricial

(A.6)

AX -SXO = 0
X e

O teorema a seguir mostra que encontrar o minimizador global de (A.2) é equivalente a
encontrar os /N autovetores associados aos N menores autovalores generalizados da matriz

A, ou seja, resolver o problema (A.2) consiste em encontrar os N autovetores associados
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aos [N menores autovalores do problema
AC = SCu, (A.7)

onde C' é a matriz formada pelos autovetores na coluna, p a matriz diagonal formada pelos

autovalores e S é a matriz definida em (A.3).

Teorema A.2. Seja C € RE*N q matriz cujas colunas sao os N autovetores associados
aos N menores autovalores do problema de autovalores generalizado (A.7). Entdo, C é

um minimizador global do problema de programagdao nao-linear (A.2).

Prova. Por hipotese, como A é simétrica e S é positiva definida, tem-se que as colunas de
C sao S-ortonormais e, entao,
AC = SCu
{ C e,

onde p € REXN

é a matriz diagonal formada pelos autovalores p;. Pela Equagao (A.6),
segue que C satisfaz as condigdes KKT de (A.2). Note que os multiplicadores de Lagrange
associados as restri¢coes de ortogonalidade sao nulos.

Suponha que C' nio é minimizador global, entao existe V € REXN satisfazendo (A.6)
tal que g(V) < g(C). Por hipétese tem-se que existe uma matriz © € R¥*Y_ formada

pelos multiplicadores de Lagrange 6;; € R, tal que

(A.8)

AV = SVO
Ve

RNXN

Note que a matriz © € é simétrica e, entdo, diagonalizavel. Assim, existe uma

matriz unitdria U € RV e uma matriz diagonal A € RV*¥ tal que
U'eu = A.

Considere V' = VU. Entao, pela Proposigao A.1, g(V') = ¢g(V), e, como Q é invariante
por matrizes unitarias (ver Lema 4.9 no Capitulo 4), segue que V' € Q. Multiplicando a

Equacao (A.8) por U e usando o fato que UUT = I, segue que

AVU = Svuuteu
= SV'A.
Assim,
AV’ = SV'A
Ve,
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ou seja, V' é um ponto estaciondrio do PNL (A.2) com os multiplicadores associados as
restricoes de ortogonalidade nulos, ja que A é uma matriz diagonal. Note que as colunas
da matriz V' sao N autovetores generalizados de A e que, para todo i = 1,..., N, tém-se
CIAC; = p; e Vi’TAVi’ = \;, onde p; e \; sdo autovalores generalizados de A, sendo os

{1;}¥., os menores. Portanto,

o que é uma contradi¢ao. Logo, C' é um minimizador global. [
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