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SUMARIO

0 objetivo deste trabalho & apresentar, de um modo acessivel, o
calculo dos anéis de representacao para alguns grupos classicos, a saber,
o toro Tn, o unitario U{n), o grupo das rotacdes SO0(n} e Spin(n).

No capitulo I introduzimos as.nogaes de anel de representagao
RG e de carater, demonstrando que dois G-mEduTos s30 isomorfos se e S0 -
mente se possuem o mesmo carater, para quaiquér grupo topologico compacto
G. Utilizamos a nocdo de integral de Haar, afim de se obter o Lema de or-
togonalidade de Schur.

No capitulo. Il definimos os grupos Tn, U(n), SO(n) e Spin{n)
e calculamos os respectivos aneis de representagao.

Para isto, encontramos um toro maximal T e o respectivo grupo
de Yeyl para cada um dos grupos acima, uma vez que o anel de representagao
e subanel do anel de todos os elementos de RT invariantes pela acdo do
grupo de Meyl.

Demos especial @nfase ao grupo  Spin(n), em vista de suas inﬁﬁg
ras ap]icégﬁes. Sua definicao e principais propriedades foram obtidas uti-
1izando-se da algebra de Cliffbrd An, segunds o travalho de Braﬁer e Weyl
[2], e apresentamos a prova de que Spin{n) € grupo de revestimento para.
SO(n), de acordo com CheuaT?ey.[{] . 0 anel de reprasentacao RSpin{n) @
calculado a partir do fato de que todo Spin(n)-modulo se decomple como-sg
ma direta de um SO(n)-modulo e de um modulo a esquerda sobre a algebra de

Clifford.
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CathuTb I

NocBes Bisicas sobre Anel de Representacdo .

0 objetivo deste capitulo & conceituar anel de representagio e
fornecer os requisitos necessarios afim de calcula-lo para alguns  grupos

classicos.

1. Pepresentagao de um grupo topolﬁgicb G
1.1 Definigﬁof
Um grupo topologico & umalterna (G, Ts 4)» Onde G & um conjun
“to munido de uma topologia Tt e , € uma aplicagdo de GxG em G  que
define em G uma estrutura de grupo de tal forma que as aplicagoes
GxG~—+0G e G~ G
(X,y) += Xuy X b=» X
sdo continuas.
Quando nao houver perigo de confusdo, nos referiremos ao grupo
topologico (G, v, 4) Como G simplesmente. |
Dizemos que ¢ grupo topoTBgico_'(G, T, 4} @ Hausdorff, compacto,
conexo, etc., se o espago topoldgico (G, t) o for.
Dois grupos topologicos G e .G' sao isomorfos se existir um
homeomorfismo de 6 sobre G' que & tamhem isomorfismo da gfupos.
Sejam G um grupo‘tbpo]ﬁgico costnacto e M um espaco vetorial
de dimensao finita sobre o corpo C .dos cony, lexos.
1.2 Definicdo:

Dizemos que G atua como gruno de automorfismo de M  se exis -



tir uma aplicagdo continua
e PG XM - M
(g,m). b g
¢ om as seguintes propriedades:
para quaisquer g, 9ys 9, €m G, t1, t2 em Ce m, mis My em- M, temos :
i) g.(tTm1 + t2m2) = ty9.my + t,0.m,
i1) (99495).m = gy.(9,.m) e
1ii) Tom=m s
onde 1 & o elemento unidade do grupo (G, %) -

Uma tal aplicagao continua & denominada atuacdo de G como gru
po de automorfismo de "M,

Esta terminologia & justificada notando-se que uma atuacao ori-
gina um homomorfismo ¢ entre o grupo G e ¢ grupc de todos os automor -
fismos de M, associando a cada g eG o automorfismo

wg: M-— M
m F->» g.m
Salvo mengao em contrario, consideraremos sempre G como gru-
po top01ﬁgic0 compacto.
1.3 Definigao: |
‘Um  G-modulo (sobre C) & um espago vetorial M de dimensdo fi-
rnita sobre € junto com uma atuacac de & como grupo'de automorfismgs de
M. Um G-modulo @ também denominado uma representacao de &.
| Quando nao houver perigo de confusan, nos referiremos a M como

G-modulo sem especificar a atuacdo.



1.4 Definigao: |

Dois G-modulos M e M' sao ditos isﬁmorfos se existir um iso -
morfismo de espagos veto;iais h de M sobre M' compativel com a atua-
cao de G, ou seja, para quaisquer ge G e me M, devemos ter

h(g.m} = g.h(m} .

Aqui estamos representando com a mesma notagac as atuagoes de G
em M eem M.

Se M for isemorfo a M', escrevemos H = M',

1.5 Definicao:

Un subespago vetorial M' de um G-modulo M & um G-submodu-
lo de M se for um G-modulo com a atuagdo restricao da de M. Em outras
palavras, se g.m pertencer a M', para todos ge G e me M',

Notemos que todas as definigoes acima podem ser reescritas con- -

siderando-se o corpo R dos reais ao inves de C.

2. Exemplos de G-modulos
2.1 Consideremos o espaco vetorial C dos complexos sobre C com
a atuacao

GXC e~

(g,z) F— z | .

Este G-moduTo & denominado trivial. Quando nos referirmos a
€ como G-modulo sem especificar a atuacac, estaremos subentendendo esta -
atuacao.

2.2 0 conjunto 51 dos complexos de modulo 1 & um grupo compacto



com a topologia usual induzida de € e com a multiplicagao complexa

0 espaco vetorial R scbre R torna-se um S'-mddulo real

com a atuagao

sty rRZ - R?

(eie s (X,¥))»=> (xcos0 -~ ysend, ycos8 + xsend } .

Geometri camente 5! atua como "0 grupo das rotacoes em RZ
2.3 0 G-modulo Homg(1M,M")

Sejam M e M' G-modulos sohre C e Homa(M,H') o espago ve
torial sobre C dos homomorfismos de espagos vetoriais de M em M' { ou
seja, das aplicacoes lineares de M em HM' ).

Tornamos HémC(M,M') um G-modulo complexc definindo a atuacic

G x HomC(M,H‘) ---+H0mC(M,M')
(g, h) F-— g,h

onde g,h & a aplicagao Tinear de M em M' dada por
g.h(m) = g.h(g"1.m) , ¥me M,

Seja agora HomCG(H,M’) 0 suhespago vetorial de todas as apli-
cagoes lineares h de M em M' tais que

h{g.m}) =g.h{m} , ¥ge G e ¥me M

Entao HomCG(M,F'} e precisamente o submodulo de Homa(M,t")
das aplicagoes lineares invariantes pela atuacao de G, ou seja, de todos
os elementos h em HomC(M,H') tais que

.g,\_h=h_, ¥ ge G
0 G-modulo I* igual a Homs(M,C) € denominade G-module du-

al de M,



com a topologia usual induzida de € e com a multiplicagao complexa

0 espago vetorial R? sobre R torna-se um S '-mddulo real
com a atuagao

2

Txr? - 8

S
(ei'8 s (Xsy) )=+ (xcosé - ysen8, ycosd + Xsend )

Geometricamente S] atua como -0 grupo das rotagoes em R2
2.3 0 G-modulo Home(M,1")

Sejam M e M' G-modulos sobre C e HomC(M,M') 0 espago ve
torial sobre C dos homomorfismos de espagos vetoriais de M em M' { ou
seja, das aplicagoes lincares de M em M' },

Tornamos HomC(M,M') um G-modulo complexo definindo a atuagao

G X HomC(M,M’) ~-—+HomC(M,H‘)
(g, h) Fe—r gyh

onde g,h € a aplicagdo linear de M em M' dada por
g.h{m) = g.h(g_].m) , ¥meM,

Seja agora HomCG(M,M‘) o subespago vetorial de todas as apli-
cagoes lineares h de M em M' tais que

hig.m) = g.h(m) , ¥ge G e ¥me M,

Entao  Homq,(M,M') e precisamente o submodulo de Hom(M,1")
das aplicagoes Tineares invariantes pela atuacio de G, ou seja, de todos
os elementos h em HomC(M,H'j tais que |

gh =h, ¥ge G.
0 G-modulo M* igual a Hom.(M,C) & denominado G-rddulo du-

al de M.
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1

- = A
; .v)wj) = g.(¢(z Qij hi @ij)(g V) =
g*ﬂb(z a'ij hi @‘.‘Jj)(‘l) , ¥ve M,_

g. (T oy, hl(g

mostrando assim que ¢ e isomorfismo de G-modulos.
2.6 0 G~m6du]0'-produto exterior '

Seja M um G-modulo scbre C ou R e seja T(M) =é;1k(M) a
algebra tensorial de M, onde ToM) =CouR e T, (M) =T (M) @M .
para k > 0,

Definimos a algebra exterior de M como a algebra graduada quo
ciente |

A(M) = T(H)/DHEY

_onde D(MZ) e o ideal-de T(M) gerado por todos os elementos do tipo
m@m, con m em M. A operagao binaria multiplicacao de dois elementos
a,b ¢ A{M) e representada por (a,b) r—+ aab, e dencminada produto exte-
rior .

Termos AS(M) =C ouR, 'ﬂj(M) =M e AF(H) e 0 espago vetori
al sobre C ou R geradoe pelos produtos MyA Lo A de k elementos

de M. Se {m], eees mp} for base para M, & facil ver que

K

{m, Aooam 1 gio< LL<i <p}’ € base para ATM .

i -1

! K Kpn

Estudemos um pouco os espagos vetoriais reais AR .
npn = n,n. -~
Como AR’ e gerado apenas pelo elemento ByA e. ABL, AR e

isomorfo como espago vetorial a R, atraves do isomorfismo canonico

net: AR -— R que associa a €A ... A 2 unidade 1 e R, Aqui
{e1,...,en} & a base canonica do R, que e ortonormal em relacdo ao pro-

duto interno usual. Procuremos definir em ﬁkRn um produto interno de forma
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1< 1'1< ...<1'k < n} seja ortonormal.

que a base {e. A...Ae; @
iy i

Consideremos para isto a matriz kxk B = (Brs)’ onde Bg =
= <e,ir, e‘js >, 1< 1,5 < K.
Yemos que det B =1 se e. A...ne, = e. A ...A e, e
" Tk 4 Ik

det B = 0 em caso contrario,
Entao o produto interno desejado pode ser definido por

XA AR Y A LAY > = det (<X-i ’yj>)i,j=1,...,k.

Notemos que, se A for uma matriz kxk ortogonal, temos
AKJA L ABGGAYIA L ARy > = det (<hxy Ry ) =
= det(<x1. ,yJ.>) AL AX YA LAY 5
0 que mostra que, num certo sentido, este produto @ invariante pela agao de
matrizes ortogonais.
Mais detalhes sobre produto exterior podem ser encontrados em [8]
Podemos tornar o espago vetorial hk(M) um G-modulo simplesmen
te definindo a atuacao de G como grupo de automorfismos sobre hk(r-i) por
geMyA e AT = g A L. AGum,
Os exemplos 2.3, 2.4, 2.5 e 2.6 permitem construir G-modu-
Tos .
Vamos agora re]acilonar G-modulos entre si.
2.7 Lema:
Seja M um G-modulo e suponhamos que M se decomponha como
soma direta de G-modulos unidimensionais. |
M = f'-'I1 B ... 8M

in :
Ent3ao o G-modulo A l"‘(M) e isomorfo ao G-modulo @ M. @... eM



soma direta sobre todas as k-uplas (iy, ..., i) com 1 g_ij<...<ik <m

dos G-modulos unidimensionais M. ® .o DM, .

| 1 Tk
Prova:
0 isomorfismo Y: @ M, ®...0Q Mi et Ak(M) que a cada ele
1 k
mnto m, ® ... @m;  associa o elemento m; A...AMm de Ak(M) préser
" Tk & x -

va a atuacao de G.

3. Anel de Representagao

3.1 Integragao
Como sempre, G & um grupo topologico <compacto.
Seja € (G) o espago vetorial sobre R das fungoes continuas
dafinidas em G com valores reais.
Denominamos integral em G a uma aplicacao linear
f: € (G -—+ R
que a cada fe € (G) associa um numero real ff satisfazendo as seguin
tes propriedades:
i) fJe = 1, onde e: G -— R & dada por e{g) =1, ¥ge G;
ii) se py: G-->6 e q G-—G sio definidas por
p,(9) = gx e qx(g) =xg, ¥Yge G., onde x € G ¢ fixo, temos
| [fop, = /T = ffoq, , ¥ fc € (6);

iii) se f>0, fee{6),entdo /f >0 e, além disso, se

il

f for n3o identicamente nula, entao Sf > - .
A propriedade (ii) significa que 2 invariante por transla-

coes a direita e a esquerda.



Pode-se construir integrais em qualquer grupo compacto, mas is=~
to foge a nossos propositos. Vide [10], _ |

Se considerarmos funcoes coﬁtTnuas _f de G em C, definimos
inteqral Jf por Sf=fre f +ifimf .

Generalizando, se f for aplicagdo continua de G com valores
num espago vetorial complexo (ou real) M de.dimensﬁo finita, podemos es-
crever

flg) = f](g) ey + ... fm(g) e s ¥ge G,
onde {eq, ..., e} e uma base para M e as fungoes fi, definidas em G
‘com valores em C (ou R), s3c as fungbes coordenadas de f.

Definimos entEb integral de ¥ por

Jf = ff]) ey * vun ¥ { ffm) e -

Exemplo:

Seja ST o grupo multiplicativo compacto dos complexos de modu-
eZﬂT't

lo 1. %3ja r:R--» ST dada por r(t) = , para te R, a ap]icagEo'

de revestimento.

T~-+ R por

Definimos integral de uma funcdo continua f: S

St = ;¥ar(t).dt , onde a inteyral a direita @ a usual em R.
3.2 Definicao:

Un G-modulo M e irredutivel se nao possue G-submodulos dis-
tintos de {0} e M.
3.3 . lema:

Todo G-modulo M possue um produto interno hermitiano X inva

riante pela atuacio de G.
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Prova:

Seja H um produto interno hermitiano qualquer de M. A apilica-

(a0 h o G = €
g »=> H{g.myg.m'}

e continua péra cada par m e m' em M.

Entao podemos definir K: M xM -— C por K{mm') = fhm,m‘

Utilizando-se as propriedades da integral e de H, vemos que
K e produte interno hermitiane.

Mostremos que € invariante pela atuacdo de G.

Se g' e G, temos

K{g'.myg"'.m') = fhm,m‘°pg' = fhm,m' = K{m,m') ,

onde Pyt e a translagac a direita por ¢' , obtendo-se assim o resultado
desejado.

Chegamos agora a um dos resultados principais.
3.4 Tegrema:

Todo G-m3dulo H (de dimensao finita) se decompoe como_éoma
direta de G-submodulos irredutiveis.

Prova: _

Por indugac sobre a dimensao de M.

Se a dimens3o de M for zero ou um,o vesultadoe e imediats.

quonhamos que, para qualquer natural n > 0, o teorema seja ver
dadeiro para todo natural m < n.

vamos demonstra-le para dimensao n.

Seja M um G-modulo de dimensdg n. Se M for irredutivel ,
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ndo ha nada a demonstrar.

Podemos entao supor que existe um G-submodulo S de M dis -
tinto de {0} e M, |

Pelo lema 3.3, podemos dotar M de um produto interno hermitia
no K 1invariante pela atuacao de G.

Seja ‘T ={ve M; K{viw) =0, ¥we 5} o subespago vetorial
de M complementar ortogonal de S. Entdc T & G-submodulo de M pois
para todos ge G e ve T, temos g.ve T, uma vez gue

1.w) = K(v,g"].w) =0, ¥wels,

K(g.vow) = K(g_T.g.v,g"
Fntao M & soma direta dos G-submodulos S e T :
M=SeT.
Comc S e T possuem dimensoes menocres que n, a hipotese de
indugdo permite decompo-los em soma direta de G-submodulos irredutiveis e
portanto a afirmacdo do teorema & v3iida para M de dimensdo n,
Isto completa a indugao.
3.5 Contra-exemplo
¢ resultado de 3.4 ndo & valido se G n3o for compacto.
- Consideremos R2 como espago vetorial real e seja V o subes-

2

pago dos vetores do tipo (%,0) € R, Seja G o grupo de todas as matri_-

o ¢!

-t

zes reais do tipo [a b ], com ac # O,

Com a atuagac que a cada par

[a b ] .
( s {Xs¥) ) e G xR
0 C ] _
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associa o elemento (ax + by, cy) € Rz, cons1ideramos R? como G-modulo

Entdo V e G-submodulo de R2 unidimensional e nenhum outro
subespago unidimensional de R? e invariante sob G.

De fato, supcnhamos que exista um subespago U gerqdo per um g
lemento (a,b) € R2, nao nulo, invariante sob a atuagao de G.

Ora, 1 0 pertence a G, e portanto o elemento (a,-b) de

0 -1

ve pertencer a Y, o que e absurdo.

Logo R2 e um G-modulo que nao se decompoe como soma direta de
G-submodulos irredutiveis. |
3.6 Proposicao:

Seja {M;} ., _{ uma colegio de G-modulos irredutfveis, nzo i
somorfos entre si, Seja kM a soma direfa de k copias de M.

Se 1%)1 m1.r-1i = i@! niM]. , entao m. =n; , para todo 3 ¢ I,
onde ; g?l indica a soma direta de todos os elementos indexados por 1.

Prova:

Seja HomCG(M,M') o G-modulo das aplicagoes lincares de M em

M' dJnvariantes sob a atuacao de G, como em 2.3.

Entdo HomCG(Mj, ; @y ) = HO'UCG(MJ" ; Dy nie) para -

qualquer Jje I. Decorre que
| Y = . YIRNYS
iéﬁ& miHomCG(dj,Mi) 1%? I n1HomCG(HJ,n1)
Ora, se i # J, o5 G-modulos irredutiveis M, e Mj naoc sao
isomorfos e temos HomCG(Mj’Mi) =0,

De fato, se h: Hj - M, @ uma aplicagao linear tal que
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h(g.m) = g.h(m), para todos m em My e g em G, seu nucleo kerh e
sua imagem h(Mj) s30 G-submodulos, e portanto ker h @ igual a {0} ou

Mj. Como M, nao & isomorfo a Mj’ concluimos que ker h @ igual a Mj .

donde h = 0.

Logo para cada 'j e I,

njHomCG(Mj,MJ.) = @ I "iHomCG(Mj ’Mi) = @I miHomCG(Mj ,M].)=

M

donde n. =m. ,
0 i mJ

Uma consequencia imediata € :
3.7 Corolario:
A decomposicdo de um G-modulo M em G-submodulos irredutfveds
& unica a menos da ordem e de isomorfismos.
Seja M um G-modulo, de dimensao n, com a atuacao de G dada
pelos autcmorfismos
lbg: M o-— M s ¥ge G.
 mr— g.m
| Seja {m], vens mn} uma base para M. Entac a aplicagao Tinear
fi ¢ - M que a cada elemento e, ds base candnica de €' associa o
elemento m, de M e isomerfismo de espages vetoriais. -

Facamos. G atuar sobre €' através de ¢g: ¢ - " dada por

) - ~1
wg(z], cens zn) = g.(z], R zn) =f o wget\z], cees zn) > para todos

(z], cees zﬂ) e " e ge G.

mo  F{g.{z7s +v.s 2,)) f(f’l gbgof(z], cees 7)) s

= wgof(z], cens Zn) = g,f(?], iees zn) >
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concluimos que " com esta atuacao & isomorfo como G-modulo a M.

Entao a classe de isomorfismo [M] de M, ou seja, a classe de
todos os G-modulos isomorfos a M, tem como representante o G-modulo c"
acima descrito,

Como a colegdo de todos os G-modulos C" & um conjunto (e
subconjunto de  {C"} x €6 x c" x ¢y ), podemos dizer que a cole¢io S de
todas as classes de isomorfismo de G-modulos € um conjunto, por Ser unizo
de conjuntos, |

As operagoes

Ml+ [N]=[HeN]
e ml.M)=[Men] ,
para todos [M] , [N]Je S, ddoa S uma estrutura de semi-anel comutati-
vo com unidade [C}, onde C & o G-modulo trivial.

Queremos tornar S um anel. Para isto, procederemos cgmo se-
gue. Consideremos S x S com a seguinte relacao de equivalencia:

((Mf,(N]) ~ ([M7].[N']) see existe [D]e S tal que
[i+{87]+[0] = (] + [i]+[0]

Denotemos <[M],[N]> a classe de equivalencia de ([M],[N])
pertencente ao conjunto quociente RG =S xS/ ~.

As operagoes _ '

<[m],(m]> + <[m] ,[N']> ]+ gL ]+ fwrh |
e <[M],[N)> . {M‘],[N’]:» <[l o+ LD D] ] e

tornam RG um anel comutative com unidade <[t],[0]> , onde o oposto de

<fl,[M> & <[N],[M}> e o elemento nulo & 0 = <[0],[0}>
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Como a aplicagao
i: § -~ RG
[i] -<[1]  [0] >

& monomorfismo de semi-aneis com unidade, podemos considerar S como sub-
semi-anel de RG, jdentificando-o com sua imagem por 1. Vemos que os ele-
mentos de RG se escrevem entao como subtragao de elementos de S:

<[ 00> = 1 - )
3.8 Definicao:

0 anel RG & denominado anel de representacdo do grupo topolo-
gico compacto G.

Como todo G-modulo M & soma direta de G-submodulos irredufi
veis, 0 anel RG e gerado pelo conjunto das classes de isomorfismo de G-
modulos irredutiveis.

Seja h: G' -~ G um homomorfismo entre os grupos topologicos
compactos G' e G, ouseja, h e continua e preserva a estrutura de gru
po.

Para cada G-modulo M definamos o G'-modulo M' da sequinte
maneira: |

M' e o espago vetorial M com G atuaﬁdo pela reqra

g'ym=h{(g'}y.m, ¥g'eG e ¥me M.

Isto permite definir um homomorfismo de aneis Rh: RG -— RG'
associando a cada [M]-[N] em RG o elemento [M']-[N'] em RG'.

Se G'' for outro grupé compacto e h]: G'" ~-=+ G' for homo-

morfismo de grupos topologicos, entdo temos  R(hahy) = RhoRh
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E claro que se h: 6 ~— G for a aplicacac identidade, Rh se -
ra a aplicagao identidade em RS,
3.9 Lema: |

Se h: G -—+ G for automorfismo interno de G, entaoc Rh:RG-—RG
€ a aplicagao identidade,

Prova: |

Como h e automorfismo interng, existe A e G tal que h{g} =
Agh T, para todo g e G.

Se M for G-modulo, Rh{[M]} e a classe de isomorfismo de G-
modulos que admite como representante o G-modulo M' constituido do espa
go vetorial M com a étuagﬁo

gum = (kgk'1).m, ¥Yge G, ¥me M.

Basta mostrar que M' & isomorfo a M. '

Seja f: M' -— M dada por f(m) = A"].m, para todo me M, En-
tac f e automorfismo do espaco vetorial M e para quaisquer ge G e

me H, temos .

1 1

fFlgam) = F((AgA" D) .m) = A7 (Agr” yom) = (A Agh"1).m =

= (gk-]).m = g.(A—].m) = g.f(m) 5
e portanto f e isomorfismo de G-modulos.

Vamos agora estudar a importante nogao de carater de um G-modu-
To M.

Poderemos entdao mostrar que o grupo abeliano RG e gerado livre
mente pelas classes de G-modulos irredutiveis e determinar se dois G-mo-

duTos sao isomorfos.
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Sabemos que,-em qualquer G-modulo M, as aplicagoes
wg: M e M
meE— q.m

$a0 automorffsmbs de M e denotaremos por .trwg o trago de ¢Q, ou seja -
a soma dos elementos diagonais da matriz representante de wg em relagao a.
uma base de M.

E facil mostrar que o trago-de um operador independe da esco -
Tha da base,
3.10 Definicao:

0 carater de M e a aplicacao continua Xyt G -— C queaca
da ge G associa o numero complexo trwg.

A continuidade de X decorre da continuidade da aluagao.

Para g,9' & G, temos:

xy(g'ag' 1) = trlgrggr=l = tr(rpg.owguwg? )= trg

ja que matrizes semelhantes apresentam o mesme traco.

Mostramos entao a identidade

1

Xp_q(glggl“ ) = XM(g}. : ¥ g,9' € G.

£ facil mostrar as igualdades:
Men TXntXy o

| Mo N T M Xy
3.11 Lema:

Sejam M um G-modulo e y: G --= Hom.(M,M) a aplicagdo con -
tinua que a cada ge 6 associa o automorfismo

z,bg: He—s M
M = .M
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_EntEo a aplicacao I = fy e HomC(H,M) & uma projecio, isto &,
1ol =1, e a imagem I(M) & o subespago Mg de todos os elementos de M
invariantes pela atuacao de G.
Prova:
Para qualquer me M, consideremos a aplicagao linear
O’ Home (M,M) ==+ M |
h > h(m)
Entao I{m) = em(I) = Bm(fw) =600 » pois 6 e linear .
Logo I(M)C,HG pois se g' e G, temos
g'.I(m) = g'.fenfw = fg‘.(emow) '(pois g' atua linearmente),
e como '
g'.(6,00)(9) = g'.(g.m) = (g'g).m
concTuimos que
g'.I(m) = I(m) ,
desde que é integral e invariante pdr translagoes.
A restrigio I[M, de I a M, & a identidade em M, pois -se
me MG’ temos -

I(m) = fO 0 =Sm=m ,

desde que
6,00(g) = Bm(wg) = g.m =
Concluimos qua I(M) =M. e I.I =T, como queriamos .
Este lema mantem a validade se substituirmos C pdr R.
3.72 Proposicao:

Seja M um G-rodulo . Ent3o
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IXM = dim MG Ly

onde HG e 0 subespago dos elementos de M invariantes pela atuagdo de G.

Prova:
A funcdo trago tr e Tinear e portanto
fo =ftrg= trfYp=trl.
Pelo Tema 3.11, I @ projecdo e I(M) = M;. Temos entdo
M= MG @ ker I

cees mn}_ para M de

e podemos encontrar uma base {my, ..., Ms Mot

tal forma que os primeiros r elementos formem uma base para MG e os de-
mais uma para ker I.

Entao a mafkiz de I em relagdo a esta base e diagonal com os
o oprimeiros elementos iguais a 1 2 os demais nulos.

Logo Sy = tr I = dim M. , como queriamos.
3.13. Teorema:

Se M e M' sao G-modulos isomorfos, entao Xy = X

Phova:

Sejam ¢ G ~— HomC(M,M)_ e §: G --+ HomC(M',M') as atuagoes
de .G como grupo de automorfismos de M e M', respectivamente, -

| Seja f: M =— M'  um isomorfismo de G-modulos. Entao

1

08°f= .
g P

£ s
g .

donde concluimos que

o iy
- = tr(f
Xﬁ(g) tr wg tr(

para qualquer ge G, uma vez que matrizes semethantes possuem o mesmo tra

negcf) = tl"‘ Bg = Xmi(g) >

co. Logo Xy = ¥ s como querfamos.
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Este teorema mostra que a cada classe de isomorfismo de G-mo -
dules corresponde um carater bem definido.
3.14 Lema da Ortogonalidade de Schur :

Se M e M' s3o G-modulos irredutiveis sobre C, entao
Sy ih. e igﬁa] a 1 se M e M' sao isomorfos e & 0 caso contrario.

Prova:

Mostremos inicialmente que ih. e igual a Xy~ Para isto de
finamos um novo espago vetorial T, a partir de M', mantendo a estrutura
aditiva mas tomando pa}a produto por escalar o conjugado do anterior, isto
e, definimos um novo produto por escalar:

| Cx M == 1
{z,m) *»= Zm

Entdo podemos considerar ™M™ como G-modulo com a-mesma atuagao

que M'. Segue-se que xgT = Xy
Seja K um produto interno hermitiano em HM' dinvariante pela

atuacao de G.

nr

A aplicagado a: ™ -— M'* que a cada ve M associa a apli

£agao

o, M=o C

w o re> K{w,v)
e isomorfismo de G-modulos. Mostremos apenas que preserva a atuagao:
a(g.v)(w) = K(w,g.v) = K(g.g_].w,g.v) = K(g_].w,v) = uv(g-].w)

= g.a{v){w) ,

como queryamos.
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.peio.teorema 3.13, temos xgr = Yyua » dONde X = Xyin
Logb_ |
Mg = Digres = Dgrx @ = Ditom, ey = 410 Homeg (W°:1) »
pelas observacoes em 2.5 e 3.12.
‘Resta mostrar que dim Hom..(H',M) e zero se M' n3o & isomor .
foa M e 1 em caso contrario.
| A primeira assercao ja foi demonstrada na proposigao 3.6 .
Mostremos a segunda.
Consideremoé M isomorfo a M'. Entdo Homyo(M',M) e isomorfo
a Hameo(M,M) . |
Seja h e HdmCG(M,H) arbitrario. Como M & espaco vetorial
complexo, existe A e C tal que ker{h-Al), o subnodulou dos auto-ve lores de
h, & nao nulo, onde I & o operador identidade de M.
Como M & irredutTvel, temos ker(h-AI) =M, donde h = Al.
Logo dim Homsa(M,H) = 1, terminando a demonstracao.
3.15 Corolario:
0 conjunto das cTasses.de isomorfismo dos G-modulos irreduti -
veis gera livremente o grupo aba1iano‘ RG.
- Prova:
Por 3.8, o conjunto de todas as c]asses de isomorfismo de G-
modulos irredutiveis gera o grupo abeliano RG. '
Se a combinagdo linear Zai[Mi]. de classes de isomorfismo de
G-modulos irredutiveis nao isomorfos, com coeficientes 1nteir0§, for nula,

temos
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Ea,iXM1 = O ’

donde aj = fanM

J L
Isto mostra o corolario.

EMJ. = 225 Xy R, Py, =0 VI
Um raciocinio semelhante ao da prova de 3.15 mostra que o nﬁmerd
de vezes que éada classe de isomorfismo de G-modulo comparece na decompo- .
sicdo de um G-mddulo M s5 depende dos caracteres da classe e de M.
Vamos agora demonstrar a reciproca de 3.13.
3.16 Teorema: |

Se dois G-modulos M e M' possuem o mesmo carater entdo sao

isomorfos.

Temos portarito um metodo para determinar isomorfismos entre

[Fep)

modulos.

Prova:

Supoﬁhamos Xy = Xyt 0 numero de vezes que cada classe de i-
somorfismo [M,] de G- modulos irredutiveis aparece na decomposigio de
M st depende de x, e de x, e portanto & o mesmo que na decomposicao
de M', ' 1

| Logo M e M possuem a mesma decomposicao em G-modulos ir-
redutiveis (a menos de isomorfismos e da ciordem), sendo portanto isomor -
fos. |

Vamos agora enunciar um dos resultados mais Hteis para o calcu
lo de anéis de representacao.

3.17 Teorema:

Seja h: G' -~ G um homomorfismo de grupos tal que cada clas '



- 23 -

se de conjugagao em G dintersecciona a imagem h{G'}. Entio Rh:RG-—+RG’
tem nucleo nulo, e podemos considerar RG como subanel de RG',

Prova:

Consideremos dois G-modulos M, e M, . Se os G'-modulos cor
respondéntes'através_de Rh M1' e Mz' forem isomorfos, vamos provar
que My e M, tanﬂ:;é'm 0 530. |

Lembremos que, para 1 =1, 2, M e o espago vetorial My
com a atuagao de &' dada por |

g'sm=h{g'y.m, ¥g' G e ¥nme M, ;
onde a atuacao a direita € a de M,

Entao os cafacteres de. M]' e Mz' Sao x”f,h e Xﬂg h, reg
pectivamente.

Se M]' _'=' MEI s temos foh = XHZOh , donde pey
cidem na imagem h(G')< G.

e X coip_

1 2

Como cada classe de conjugagao em G intersecciona h(G') e a
funcao carater de qualquer G-modulo € constante em cada classe de conju~
gagao em G, cencluimos que XMTIE XMZ e portanto MT = M2 .

Mostremos agora que Rh tem nucleo zero.

Se RA([M] - [M]) =0, temos  [M;'] - [,"] 20, donde

M]' = ME’

1t

0 argumento acima mostra que M = M, , ¢ portanto ker Rh

{0} , completando a prova.
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CapTtulo II

Calculo do anel de representacao RG para alguns grupos classicos

0 objetivo deste capitulo € encontrar os anéis de representagﬁo
de alguns grupos de Lie familiares, dando especial énfase ao grupo Spin,
1. 0 qrupo toro Tn

Consideremos o grupo abeliano aditivo das n-uplas reais Rn e o
subarupo 20" de R" constituido por aquelas cujas coordenadas sao mﬁl
tiplos inteiros de 2r .

1.1 Definicao:

0 toro n-dirensional Tn & o grupo abeliano quociente de p
por ZnZ
T = R"/epZ"

Cada elemento de Tn & uma classe de equivalencia {(01,...,8n)]
ge todas as n-uplas reais (¢}""’¢n) com g =0, + K, com Ky in -
teiro, para 1 = T,...,n,

A topologia quociente, coinduzida pela projecdc canonica

pe RP - Tn
(Xpaeeeaxy ) bmr [(x],...-,xn)]
torna Tn um grupo topologico. |

"= [o,2n)x ... x[0,21] , o produto cartesiano de

Como |0,2n]
n-copias do intervalo fechado [0,24], & compacto em R, e Tn & aira-
ger de EO,Zw]n pela funcdc continua p, concluimos que Tn & compacto.

Um dos Tn-modulos mais importantes € o espaco vetorial comple-
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xo unidimensional € com a atuagdo de Tn dada pela regra
(07500050, )] m = RISTIE NS L LM

para quaisquer [(8],...,6n)] e Th 2 me C, onde k]""’kn sag intei -

m s

ros fixos. .
Denotaremos por C(kys...,k.) este Tn-modulo. Certamente & ir
redutivel por ser unidimensional.
Vamos mostrar que estes sdo essencialmente os unicos Tn-modu -
Tos irredutiveis. | |
Seja S1 o grupo topologico abeliano multiplicativo dos comple-
xos. de modulo 1, com a topologia induzida de C,
1.2, Lema:
Todo homomorfismo continuo a: Tn --» S] se escreve come
a([(ﬁ},..-,en)]) - e1k19;+...+iknen

para certos inteiros k1,...,k

3
e

Prova:

Iniciamos com n = 1,

1 . . ~ -
um homomorfismo continuo nde trivial (caso

Seja o: T1 - §
contrario e evidente). .Seja p: R ~— T, a projecao canonica. Para qual -
quer inteiro k, 2km pertence ao nucleo du homomorfismo d2 grupos cop.

Seja xy 0 menor real positivq pertencente a ker(oop),

Se tal numore ndo existir, qualquer vizinhanca aberta de zero
em R contem um elemento ndo nulo.de ker{omop}. Seda x e R arbitrario.Pa

ra qualquer inteiro positivo n, existe Yn nao nulo em (~i/n.1/n} per -

tencente ao nicleo de  gop tal que z, =My, € {x=-1/n,x+1/n} , para algum



inteiro m. Como a sequencia {z,) converge para x e esta contida no nu-
cleo de @op , concluimos que asp(x) =1, e portanto aop & trivial,uma
contradicao.

Termos entao aop(xo) = e121T . Como aep(1/2 xo) e raiz quadrada

_ de 1, temos aop(1/2 xo) = =1 = eizw‘/2 '
Devido a definigdo de x5 » cop restrito a DJ,XO) & injetor.
Como o € continuo, acontece apenas uma das duas afirmagOes: |
(1) ¥tq, 10, 05t1<t2<x0, temos Arg Qop(t]) < Arg aop(tz)
ou (2)-¥t],t2,.05;1<t2<x0, temos Arg uop(tT} > Arg aap(tz) N
onde Arg z  representa o argumento .principal do complexo z . |
Suponhamos que aconteca (1).

Utilizando indugao sobre n, podenos wostrar gue

. AN
an(1/2" xg) = ' VE
para qualquer n natural.
n Aoy " s
Logo aep{m/2 ,xO) = @ , para qualquer inteiro m,

- n ] } -
0s numeros da forma m/2 , com m e n inteiros, sao densos

em R e, por continuidade, concluimos que

oeP{X xg) = eTzﬂx, para todo x ¢ R.

Entao aop(x) = aop(x/xo xG) = 912?IX° X, para todo x vreal,

5 1 M —
Em particular oop(2n) =e' °" /X 2m 1, donde k = 2n/x, @& inteiro.
Portanto  af[x]) = g kX » para todo {x] ¢ T
Se acontecer (2), por raciocinio siwilar, obtemos

wop(x xg) = o7 2mX

L]

donde k = —2n/x0 g inteiro.
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Mo caso de o ser homomorfismo continuo de Tn em S], defina-
mos o homororfismo continuo J,: T1 ~-+ Tn por ji([t])={ﬁ),...,8,t,0,...,0)]
onde 0 t aparece na i-esima posicao, para cada i = T,...,n.

Entdo a([(t1,...,tn)]) = a-oj,.i([tﬂ). .aojn([tn]) =

= e1k1t1. cee e1k“t“, para kT""’kn inteiros, pele resultado acima.
Isto demonstra o lema.
1.3 - Proposicao:

Cada Tn-modulo irredutivel & isomorfo a um Unico Clkysnnnsky).

=

produte Clkys...ok ) ® C{fys..usf)) e isomorfo a Clky#fysn ok +f ).

Prova:

‘Seja M um Tﬁ-mﬁdu]o irredutivel sobre C,

Para cada geTn, seja wg o operador linear sobre M gue associa a
cada m;eﬁ o elemento g.m eM.

Como C e algebricamente fechado, existe g eC, autovalor de wg?

tal que o subespago vetorial VY = ker(¢g—agl) dos autovetores de ¢g 8
nac nulo.

Para qualquer g' e Tn e qualquer me V, temos

pgle.m) = g.(g'.m) = (g.¢'}).m = g'.(g.m) =

o 9" () = og(g".m) 5
pois Tn & abeliano, mostrando que V € subrodulo de M.

Como M & irredutivel, Me igual a Ve b, € fgual a agI ,
o

onde I @ o operador identidade de M.

Se é forem efementos de  Tn, veimos que ¢ = I,
9 ¢ 9 M g0, 7 g0,

Seja K um produto interno hermitiano em M invariante pela a-



- 28 -

tuagao de  Tn.
Para qualquer me M nao nulo, temos
K{m,m) = K{g.myg.m) = K(agm,agm) = [ag]zK(m,m)

donde e | =1, para qualquer g e Tn.

g

Entao podemos definir o homomorfismo de grupos a: Tn -— S] que

a cada ge Tn associa o nimero complexo Gg € 51. Como a atuacao de .Tn

sobre M & continua, tambem o o €.

Pelo Tema 1.2; existem inteiros k], N kn tais que

a([(e}’.'_’en)]) _ eiklel+...+ik“e“ ,

para qualquer [(61,...,6n)] e Tn.

Entio temos

iky0y+. . HikL8, ; "
,en)].m =g 10 Oa m, ¥ me M.

L(91»---
“HMostremos que M e unidirmensional.
Seja me M umelerento nao nulo. 0 subespaco vetorial gerads
por m €& um Tn-subrodulo de ! pois
g.(zm) = oz ¥geTn e ¥zeC.
Como !t 2 irredutivel, temos M diqual ao subespago gerado por
m, e portanto ¢ unidimensional.
E irediato entdo que 1 & isomorfo como Tn-rodulo a um Unico
C(k],...,kn). Isto pode ser visto calculancdo-se o0s caracteres.
A segunda parte da proposicdo € evidente, lerbrando que a atus
cad. de um grupo G sobre o produte tensorial & dada pela relagan
g.{(m@m'}) = g.n Qg

Isto completa a prova da proposicao.
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Observagao:
Na verdade, qualquer G-modulo irredutivel, onde G € um grupo
topoldgico abeliano compacto, & unidirensional. A prova & analoga.

0s geradores livres de RTn sao portanto as classes [C(ki""’

k k
kn)] » representadas por oy t.oa 7. ‘ |
k k f £
Como (o Fevnty ™) ooy eeae MY = [ClKgs ek )] [C0Fy s e f )]
= [Clkq#fyaee ok HF ] = a]k1+f‘. cer - ank“+f” s

vemos que esta notacdo e compativel com o produto de RTn.
Provamos entao o sequinte teorema,
1.4 Teorema:
0 anel de re reéenta ago RTn e o anel Z[ -1 N
El 4 p (; ~ -LO".‘[:&'I 50;-9051,} Otn J 3
de todos os polinomios nas indeierwinadas Opseeestt, € SU3S inveisas, com
a, correspendendo a classe [€{0,...,0,1,0,...,0)] , onde 0 1 aparece

3
na i-esima posicgao.
1.5 Definicao:

Denominaremos toro, de uma maneira geral, a qualquer grupo topo-
lagico isororfo a um toro n-dirensional Tn,

Vamos agora iniciar o estudo dos grupos 0O(n), SO(n) e Spin(n).

Cstamos interessados em encontrar subgrupos toros T destes gru
pos com a propriedade de que a uniao das classes de conjugagac de T seja
0 grupo todo. ._ |

‘Seja T um subgrupo toro de um giwpo G compacto tal que

-1

Mestas condicges, T @ denominado toro maximal de G.



- 30 -

Como T & conexo, concluimos que G tambem o &, por ser uni-
.50 de conjuntos conexos que possuem ponto comum. Logo nio & verdade que
qualquer grupo G contenha um subgrupo T come acima.

Observagao:

Pode-se provar {vide [f[ } que um toro maximal T de G €
na verdade um elemento maximal no conjunto ordenado por inclusao de todos
os subgrupos toro de & e que se s e G comutar com todos os elementos
de Tentao seT.

Denotemos por Ny o normalizador de T em G, ou seja, N &

T.

o subgrupo de todos os elementos g e G tais que ng'
1.6 Nefinicao: -

0 grupo de Weyl W de G emrelacdo a T @ o grupo quocien-
te ,NTfT . .

Fixando g pertencente a NT’ a aplicacao que a cada te T
associa o conjugado gtg"1 e um automorfismo de T que € restricaoa T
de um automorfismb interno de G,

Pela observagao acima; este automorfismo de T & a identidade
se e somente se g pertencer a T.

Associando a cada elemento de W, com representante g e Nps 0
automorfismo de T conjugagao por g, definido acima, podémos dizer gque
W atua por conjuga¢ao sobre T. |

A inclusio i de T em G & um homemorfismo de grupos e pe-
1o teorema 3.17 do capitulo 1 o homomorfismo Ri de RG em RT € mo-

noiwrfismo e podemos considerar RG como subanel de RT.
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G1§rupo de Weyl W também atua sobre RT, associando a cada g
em Ny a aplicacao de- RT em RT correspondente atraves da operagao R
ao automorfismo de T conjugagac por 4g.

0 subanel RT, dos elementos de RT invariantes pela atuacao
de W contem RG, uma vez que, pelo lema 3.9 do capitule I, éado auto-
morfismo interno de G induz a jdentidade em RG. Para calcularmos RG ,

e conveniente calcularmos primeiramente RTN’ ja que RG e subanel de

RTN.
2. 0 grupo unitario Y(n)
2.1 Definigao:
0 grupo unitdrio U{n) consiste de todas as matrizes n xn
comnlexas inversiveis A com ﬂ'] = Et , Com a operagac de multiplicacao

usual, onde Kt representa a conjugada transposta de A.
| Qualquer matriz de U(n) e denominada matriz unitaria.
Como o espago vetorial das matrizes n x n complexas e isomor-
foa C" , vamos identifica-los, e tornamos U(n) um grupo topologico com
a topologia induzida de an. E facil ver que U(n) 2 compacto lembran- .

do que, como
1AL = (3, lag 18172 =V, oA = (a) < un)
U{n} & Timitado, e que U(n) e fechado por ser imagem inversa da identi
dade I e € pela aplicacdo continua que a cada A e " associa a matriz
it e ot |
0 grupo VU{n) atua de maneira natural sohre o espago vetorial

complexo " através da muitiplicacao

A.(z1,...,zn) (Y alk R '2§iankzk) >



- 32 -

onde A = (aij) e U{n) e (z],...,zn) e C

Denotemos simplesmente por " este U{n)-modulo e por -AI a
classe [C"] de RU(n). | |

0 elemento [Akcﬁ] e RU{n) . correspondente ao kmésimo produto
exterior sera denotado por Age

Obseryemos que A" & unidiﬁensiona1 com U{n) atuando por:

Au(zym.eanz ) = det A zgno oz

n
para quaisquer A e U(n) e (Z],...,2,) € c".

- -, n -
De fato, se {e]!...,en} e a base canonica de C°, entao

{e}n.;.nen} & base de A"C" e, para qualquer matriz unitaria A = (aij)’
temos '

A,(e]A...nen) = A.e]A...Aﬁ.en =

= (d»f:,,aj'lej)n'”'\(ﬁlajnej) = (Ggsn(sgn cr)ag(])]. ves ac(n)n)e.ln

A oengp = det A eqA...Al.
onde Sn & o n-esimo grupo simetrico e sgn g vale +1 se o for par e
-1 caso contrario.
As matrizes unitarias diagonais formam um subgrupo T de U(n)

que & claramente isomorfo ao toro n-dimensional Tn, uma vez que cada ma-

triz A ¢ T se escreve como '
e181 0 ... 0

Ty =0 ¢ :
0 0 ...o%

- s

i6
"-19-0039

- A = Diag(e

com 'e],...,en reais, e podemos associar-lhe o elemento [(BT,...,BH)] de

Tn.
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F fato bem conhecido da algebra linear que cada matriz unitaria
& unitariamente equivalente a uma matriz diagonal, ou seja, para cada A em
U(n), existe B em U(n) tal que BAB'] pertence a T, Concluimos que
Un) =, gU(n) ATA™! e que T & toro maximal de U(n). |

Determinemos o grupo de Weyl W de U(n) em relacasca T, .

Se A€M, temos ATA™' = Tou AT'TA=T. Seja B = Diag(a),
...,an), onde os complexos de modulo 1 75.-058, sao dois a dois distin
tos.

| A relagdo A 1ga e T implica que, para qualquer J,
A 1BA ej e bjej ,

para algum. b, complexo de modulo 1. Portanto B(Aej) = bjAej ;
HiL 1

donde Aej & autovelor de B. Concluimos que Ae, = tiplo ado nulo de

J

algum ek.

Entao podemos associar a cada matriz A ¢ NT uma permutacdo
op € Sn dada por o,(J) = k, para j = 71,...,n. F claro que A €T se e
somente se ap e igual a identidade.

Podemos entao considerar o homcmorfismo de grupos  h de W em
Sn que a cada classe de equivalencia com representante A e Ny associa a
permutacao Oy

A verificagao de que h esta bem definida e & um homomorfismo
de grupos e trivial. Na realidade, h € um isomorfismo.

A injetividade decorre de que, ée' Oy e a identidade, temos
Aej = cje, . e portanto A e diagonal,lpertencendo a T.

Para vermos que e sobrejetora, consideremos o elemento Aﬁj e Uln)

taracterizado por



- 34 -

A ~e,, A.e.=e. e Aij e, =@ » para qualquer k distinto de

i % 7% 0 M43 %5
i ede jJ. _
Entdo Aij pertence a Np e GAij & o 2-ciclo (i j). Co-
mo os 2-ciclos geram Sn, temos Sn = h{i).
Isto mostra que o grupo de Weyl & isomorfo ao grupo Sn das
permutacies de {1,...,n} . |
Vamos estudar um pouco a atuacao de W sobre o anel
RT = Z[a],a]“], et g ]
Se Ace NT, denotemos por [A]_ o elemento correspondente em W.
Como oy e a classe [C(O,...,Ozyio.:..,O)] de todos os T-
modulos iscmorfos ac espago vetorial C com a atuagao
Diag(eiel,...,eieﬂ).z =o'z,
Uﬂ.aj § a classe de todos os T-modulos que sio isomorfos a C com aa
tuacao _
Diag(e'®t,...,e %),z = (Abfag(e'®,...,e'% a7 !y .2 .
ity

Calculemos X = A Diag(e ,...,eiem) Al

com
i9,
3

’ d j = ’-‘”.' s s = * sy 8
Sabemos que, para cada J = 1 n, A eJ aJ eUA(J)
a‘j pertencente a C. Logo a k<«esima coluna da matriz Y = ADiag(e
..,,919“) sera formada pelas coordenadas do vetor
10, o 104
A (e ek) e 2, eaﬂ(k) .
Entio Y' terd a k-@sima linha formada pelas coordenadas do ve
tor e"e‘ﬂakeU (k). e portanto tera sua k-Bsima coluna formada pelas coorde .
AV . : . '
. 19,78
nadas do vetor g Mmaﬂ’}t(k) edg(k) N .

Portanto X° serd a matriz - AV cujas k-8sima colu
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na e constituida pelas coordenadas do vetor :
_-ie,,,‘ _— . - ' _ - d_-i —
e,coms A Tleva base ortonormal em base ortonormal, temos |aj] = 1.

B4

-ig,-t
194 A, ou seja,

Mostramos assim que 3t - Diag(e Af”,...,e"i

Y - ) » vy
18@\&] sered e.le‘k(h))

X = Diag(e _
Ent3o [A].aj & o espago vetorial C com a atuacdo
Diag(e18‘,...,e19“)*z.= LT AT
e portanto Aluo, = ooty s
P (W ey = agis)
A atuagao de W sobre RT consiste entdao em permutar os elemen

t L] -
05 oy

- "Logo o anel RTw dos polinomies de RT dinvariantes pela atua -
cao de W consiste exatamente nos polinomios simdtricos em relagdo a a3 s

- - a )
> “n

2.2 Teorema:

0 ane) de representacdo RU(n) & o anel Z[k1,...,kn,kn']] de

]

todos os polinomios com coeficientes inteiros em A],AE,...,AH e ln- s onde

nao existem relacces polinomiais entre Aoweeshy =
Notemos que uma base aditiva para RU{(n)} & constituida pelos mo
~ . iy, i i e . . o -
nomios 24 1A212...An1“ , onde os inteiros Tyrenesiy_q 830 todos nao rega

tivos, enquanto 1. pode assumir valores negativos.

n
Prova:

-1 .
‘Temos. RU(n)C RT, CRT = Zﬂxl,al sonnslo sty 1
Considerando C" como T-modulo, vemos que € soma diretade n T

modulos unidimensionais com clagses de isomorfismo Ayseeosly o
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~ Pelo lema 2.7 do capTtulo I, temos

lo = 'I, l-l = 0{.]+..-+0'.n, ey kn‘-"a-[oo-an -

Podemos entido considera-los como fungdes simetricas elementares

em a-[,...,(ln.

Sabemos que A e a classe dos U(n)-modulos unidimensionais i

somorfos a C com a atuacao
A,z=detAz , ¥Aeln), ¥zeC.
Denotando por AH_T a classe dos U{n)-modulos unidimensionais

jsomorfos a C com a atuagao

A,z = (det A)

_temos Anxn-1 =1 e hn-T = a1-1...an_] .

Vamos agora utilizar algumas propriedades de fungoes simetricas

1y, AU, ¥zecC,

que se encontram demonstradas, por exemplo, em [11] .
Nao existem relacoes polinomiais entre A,,....% . |
Ja concluimos que Z[i],...,kn,ln"]] RTN‘ Vamos mostrar que
sao realmente iguais.
a0y com coefici
» OU $eja, perten-

Seja f ¢ RT um polinﬁmid em fa1,a1_1,...,a

entes inteiros-invariantes por permutacoes de Qysees sl

- . K -
cente a RTN. Entao, para algum inteiro K, temos A f=g,onde g e
um polinomio em Qs e ealtys COM coeficientes inteires, invariante por per-

Tﬂutagaes de a'l E L] .u - ,&n *

Como todo polinomio simétrico se escreve como polindmio nas fun

¢Oes simetricas elementares, concluimos que g & polinomio com cceficien-

-

tes inteiros em A],,,.,An. Logo, como f = An g, { pertence a
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-1
Z[l],...,ln,ln 1.  Isto mostra que - .
- I RU(n) = RTwﬁ Z[A']""’ln’ln-.l] 1

como queriamos.

3. 0 grupo de rotagoes $O(n)
3.1 Definicao:

0 grupo de rotagoes SO0(n) consiste de todas as matrizes A re

1 t

ais n x n com determinante +1 tais que A ' = A", com a multiplicagdo usy

al. E facil verificar que SO0(n) E_ﬁm grupo topologico compacto com
a topologia induzida do R" .

Este grupo atua de maneira natural sob}e o espaco vetorial real
.R" pela multiplicacio matricial

Ak = (B 2%l i)

_ - n
para todos A = (aij) £ SO(n) e x = (x1,...,xn) e R".

Entio R" torna-se um S0{n}-mddulo real e nodemos considerar o

SO{n)-modulo k-esimo produto exterior AkRn.

Sejam { I TREPELM } a base canbnica do R" e

{ein ANY-FE R i1<,..<ik <n } a base canonica de AkR".

1 x
- 0s SO(n)-modulos reais AR e A KRN s30 isomorfos. Constru

amos o isomorfismo.

Para céda &, A ...ae, da bass de AkRn, com k distinto de 0

i ~1i
: 1 K
e de n, seja ejz\...nej o elemento da base de ﬁkRn tal que .
] n~k . _ .
ei Fas --.Ae_i/\ ...J\ej _ = Sgn{)’ E1A-..;\EkAek+1A...t\En 3
_ 1 K n-k
orde ¢ e a permutacao

1 2 ... k k¢1 ... n
g = 3

- . 12 LR 1k \]'l LA Jn_k
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Seja entao f,, a transformacac linear de ﬂkRn sobre An-kRn
que a cada 8y Ase Ay da base canonica de AkRn associa o elemento
i k
sgh g e. A ... e, de A" kR
3 Ip-k _
Entio  esn...ae Afi{ea.ne, ) =eane o Eclaro que
" e KT n

fk e isomorfismo de espacos vetoriais pois Teva base em base, e vamas mos
trar que f, preserva a atuacae de SO{n).
Se we AR e te An_kR" temos
A.{wan) = ALWAA. p o= det A wan = wAu
F util mostrar que f (w) possui a sequinte propriedade:
para qualquer u ¢ An-kﬂn, temos <fk(W),u> = Det{wap) ;
‘onde Det & o isomorfismo canonico entre AR e R

€1 A 4. .AR, € U =8 _A.. .ne .

Basta demonstra-la para w

1 % "1 "n-k
Temos f (e ARRRLE } =san o e.A L ..A0, e
" k 1 Tn-k
<f (w),u> = sgn ¢ det(<e. se_>) .
Jg T
Se {e. ;... e, } e {e_,...,e } tiverem algum elemento
L I " "n-k
comum, digamos e , entac certamente e nao pertence a f{e, ,....e, }
" _ " b In-k
e a matriz (<ej e, >} tera a primeira coluna nula, donde
: s 't '
<f (B, A ...AB; ),8 A...AE >= 0
k 1y LR -k |
Por outro lado, Y A TRAL NPT = 0 , donde
1 k 1 n=k
<fk(w),u> = Det(wap).
Se {z, e, } e f{e, ,...,e, } nao possuirem elemento co
1 k 1 n-k _

mum, entao existe uma permutacac de n-k eicsmentos p tal que

LA W AR, = SON 0 B A...A8 .
91 Jn K ™ Pn-k

e <f, (e, n...Ae; },8 Y- > =
ST T S
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= SON 0 SON p <@ A ...ne 3€ A «..AB > = sgno sqnp .

ek 1. Thx
Por outro lado, ‘
ﬁet(e. AR A B A L. AR Yy = san p Det{e;A AR AR ALLLA
i N Tn-k T
Ae, )= sanp sgng ,

J
n-K
mostrando a igualdade desejada.

Vamos demonstrar gue fk comuta c&m a atuacgao de SO(n).
- Se A e:S0(n), temos , para qualguer u e A" k

<Afi{w)su> = <A.fk(w),AA?p; = <f (w),A.u> (pois A & ortogonal)

- Det(wahbu) = Det(A.adAly) = Det(A.wan) = <f, (A.w),u>

l.ego

<A fp (W) - <fk(A.w),u> = <A.Fk(w)-fk(A.w),u> = 0.

Em particular, para u = A.fk(w)~fk(A.w) , tomos

<A.Fk(w)-Fk(A.w),A.fk(w)—fk(A.w)> =0,
donde .. A.f (w) = f, (A.w), como querTamos.

Isto mostra que f, @ isomorfismo de SO(n)-modulos.

Para k = n, definimos f: A"R" -—+ R como a aplicagdo linear
que a  eqA..Aep € A"R" associa o elemento 1 e R. Entdo f e isomorfis
mo de espacos vetoriais e para cada Ag Sﬂ(n), temos

fn(A.e1A...Aen) f (detA 8yA. - e ) detA Fn(e1A...nen) =

= 1.1=1=A4,1= A.fn(e1A...Aen) s
0 que mostra que f e isomorfismo de SO(n)-modulos (aqui R @ considera
do um SO(n)-modulo real com a atuacdo trivi.l) .
Como para qualquer elemento eii\...Aeik da base canonica de.

AkR" temos e. A...Ae; AT (e A...nB. ) = B4AL L AR, SEgue-Se que
i e I n |



- 20 -

| _ s  k(n~k) _
fﬁ-k°Fk(ef? ...Aeik} = (-1} | ei? ...Aeik.
No caso de n ser par, ou seja, n = 2k, bara algum Kk, fk e um

automorfismo de AkRn. Se k, por suz vez, também for par, temss fkufk iqu

al a identidade, donde os autavalores de f, serag tI_.

l.ogo AkR2k

se decompora como soma direta de dois subespagos de
autovetores associados a2 +1 e a -1, respecﬁivamente. Corio fk preserva
a atuagao de S0(n), € clarag qué estes subespacos sao na verdade submcdulos.

Se k for Tmpar, 0s autovalores de fk serdo ¥ e portanto
nio existe uma tal decqmposjgﬁb. |

Consideremos entao o SO{n)-moduTa complexificado ﬂkRch@ C.

Este modulo & construido coms segue.

Pensemos no-espago vetorial real C como um SC{n)~-modulo real
“¢om a atuagao trivial

Az=z, ¥YzeCs¥AeSin)

Entdo podemos formar ¢ SO{n)-modulo real produta tensarial
AkRZ%@ C. Podemos considerar o conjunto AkRzﬁzJC camo  SO0{n)-modulo com?
plexo conservando a adicdo e a atuagio anteriores e definindo o produto por
escalar atraves de

¢ x AR*@C - ¥ @

(213 @ 2p) == ¢ W 242, | |
E trivial verificar que este prodite por oscalar, guando restri-

to ao caso real, coincide com o anterior,

ka2k__, koK

Se f: A'R for uma transformacan linear de espagos

vetoriais reais, podemos "extende-1a" a uma transformacdc lincar complexa

T ﬂkRszQC - AkRZkQD(I de "1ida pbr o z) = flo) ®z , para quais -
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quer ¢ € A4R% e zec. _
E interessante notar que, se {¢'!""’¢m} for base para Akszf
entao {¢1..® T,...,¢m ® 1} e base para o complexificado AkRZk ® C, de mo

do que a matriz real representando f em relacao a base considerada acima
coincide com é matriz complexa representante de T em relagao a base aci- .
ma de nkRZk ®C. |

Identificamos entdo f com f.

Em tudo o gue segue, .A.kRn ® C representa o SO(n)-modulo com -
plexificado. .

Agora, se n =2k com k¥ Tmpar, os autovalores de fy sao i e
AkRZK ®C se decomp'ﬁé'como soma direta de dois submodulos de autovetores
associados a +i e a ~i, respectivamente.
k

Notemos tambem que, para quaisquer n e k, A RN ®C e isomor

fo, como S0(n)-modulo, a Akc“. Para ver isto, basta considerar o isomor-

fismo de AXR" ®C sobre pXc" que a cada e; A...ne; Bl e AKR" @ C as
1 k
socia e.A ...AB; ¢ Akcn .
LE AR 1Y
Seja A © elemento do anel de representacao de S0(n) cujo
representante e o SO{n)-modulo AkRn ®C =< .AkCn. Yimos que A = A 8

que, se n = 2r, AR ®C se decompoe como soma direta de dois SO{n)-
submodulos complexos formados respectivamente por todos os autovetores as-
sociados a +1 ou +1 ea -1 ou ~i, conforme r seja bar ou Impar,

~ Denotemos estes submddulos fmr‘_ V e W, respectivamente, Logo
A, e igual a soma

Ar = I-VJ + I_WJ *
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3.2 Teoremaf _ ‘
Se n=2rl, 0 gnel'de representaggo RSO(n) e o anel de po-
1inomios Z[l],...,lg] .Se n=2r, oanel RSO(n) @ gerado, como anel
de polinomios, pelos elementos 11,...,Ar_],l:,h; » que nao sao algebrica
mente independentes. Satisfazem a relacao | | |
(k: + dp At ...)(A; Fhpt A gt )=
= {Aqt A )2

p3 Foeee) s
onde cada soma termina em Agth, v 1 ou Azt e l: e A; sao nota
coes convenientes de [V] e [W]

Prova:

Inicialmente éonsideremos 0 caso n = 2r+l,

Seja A(e) a matriz 2 x 2 dada por

A6) = cos § sen O eeR.
-sen 8 cos B

A matriz A{8) representa uma rotacac de angulo © em Rz.

Seja T o subgrupo de SO{n) de todas as matrizes da forma
-Diag(ﬁ(e]),...,A(er),l), ou seja, das matrizes n x n formadas por r
blocos A(ei) dispostos ao longo da diagonal principal, cujo ﬁ?timq ele-
mento € 1 e os demais elementos da matriz sdo nulos.

A topologia induzida de SO(n) torna T um grupo topologico
isomorfo ao r-gésimo tore Tr. Hm isomorfismo € dado pela apliicacao de T
;obre Tr que a cada DiaQ(A(e?),...,A(er);u) associa [(61,...,8r}] .

Vamos mostrar que T & um toro maximal em SO(n).
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3.3 - Lema:

Cada elemento de SO{2r+1) & conjugado em SO{2r+1) a algum ele
mento do toro T.

Por ora, suporemos este fato como verdadeiro.

Entao RS0{2r+1) pode ser considerado como subanel de RT =
Zﬂx],a]-],...,arsurﬁlj, onde oy & a classe de isomorfismo do T-modulo €
com a atuagao Diag(A(e]),...,A(er),l).z = eieéz » para todos ze C e
Diag(A(e])....,A(er),l) e T.

0 grupo de Weyl W =Np/T de S0(2r+1) em relagao a T consis-
te de todas as permutagdes dos Indices de Bsees8,, compostas com as subs

+

tituigoes '(91""’8r)"‘* (fe1,...,ver) , tendo portanto 2" r! elementos.

Realmenta, o automorfismc de T que a cada Diag{ﬂ{31},...,h(sr},!}
associa 'Diag(A(-a]),A(az),...,A(ar)g1) pade ser obtido por conjugagao pe-
la matriz B = Diag(-1,1,...,1,-1) pertencente a Ny C S0(2r+1).

Por outro lade, também os automorfismos de T que efetuam permu
tagoes nos Tndices de ByseersBy, sao obtidos por conjugacao atraves de ele

mentos de Ny Isto pode ser visto notando que a matriz

{0 0-1 0
D..

o 00 1
1 00 0
0 10 0

pertence a SO(4) e _
D Diag(A(97),A(8,)) D' = Diag(A(6,),A(8;))
Entao todas as permutacoes que trocam dois elemenios consegcuti -

vos sao obtidas por conjugagao por matrizes de tipo Diat{l,...,1,0,1,....1)
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pertencentes a NT. |

Por exemplo, o automorfismo de T que a cada matriz
Diag(A(B]),...,A(er),1) associa Diag(A(s1),A(e3),A(82),A(84),..3,A(Br),1)
e obtido por conjugacdo atravées da matriz {2r+1)x{2r+1)

Biag(1,1,0,1,...,1) .

Entao todos os automorfismos de T correspondente§ as transposi
goes (i i+1), com I<i<r-1, sao obtidos por conjugagdes por elementos de Nr
e como estas transposigﬁés geram ¢ grupo simetrico Sr, W contem todas as
permutacoes de indices de O1s +eesbio todas as substituigoes de 6; por tsi
e todas as composicoes feitas a partir destes elementos.

Mos tremos aéora que U cdhtém apenas estes elementos.

Seja U = Diag(R(ei),...,ﬁ(er),?), onde os 6, 5o numeros rea-
is distintos e nao nulos.

+ .
Um calculo simples mostra que seus autovaleres siao 1, e 151,,_

+.
"-le}(,

- . . + .
e com respectivos autovetores €ors]? e1 b T@sse0rs €yl ~ 1€,

Se Be NT’ temos BUB'] e T, e aplicando BUB'1 a qualquer au-
tovetor acima, digamos, a €41 + 1e23, obtemos
s 5
com bj complexo de modulo .1. Logos B (82j~1 + 1e2j) a autovetor de |

-1 . .
BUB (e2§“1_+ 1e23) = b (92j-1_+ te,

e portante
o : L + ’
B (923-1 + 1e2j) = aj(eZk_] ey ) »  conl aj € C.
Da mesma forma,

-1

B Cpry1 = @ Bppyy » M B e C.

Concluimos entao que
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B(e +ie,.) = c (€, 4 & ie,.)

2k-1 2k k+v2j-1 2j’?
com ¢, complexo de modulo 1 e J = o{k), para k = 1,...,r, onde ¢ € Sr.
Fazendo €y = cos ¢k + isen Pys @ comparacao das partes real e i-

maginaria da igualdade acima fornece

_ +
2 €y = SEN ¢y ezj_.1 - COS ¢y egj .
Tambem B €9pp] = C By » COM Coe C de modulo 1.

Logo a acao de B sobre os pares de eixos €1 € Ep g da-

da por

M B -1 = COS & ezj_1 - Sen ¢ e2j
B @k sen ¢, ezj_1 + €08 ¢ )i

e entio B realiza essencialmente uma rota¢§o sequida por uma permutacao de

n

eixos, ou

(2) B €sp.y = COS & er-1 + sen ¢, e2j
B ey, = sen ¢k er-] - COS ¢y e2j s

e entao B realiza uma rotagdo seguida por uma permutacac de eixos e de uma
reflexao do eixo ezj.'

Definamos entao as matrizes reais 2r+1 x 2r+1 auxiliares Res P

e R por:
-eZk , caso B atue como em (2)

Re e =8 » Re &y =
f ?k‘1 2k-1 f =2k k » caso B atue como em (])

Pegq = 8510 ok = B4
para Kk = 1,...s r, €

P e

Re €opp1 = Bopy7 » ors1 = € €op41 0

e finalmente

R = Diag(A(¢g)s.. A (9,)51)



- 46 -

Entao B = RPR donde para qualquer matriz D = DTag(A(B1),...,

A(er)’1) pertencente a T, temos

-1

BOB™' = R.PROR” !

1 1 -
Rf [y

-1 _ 1
Rf "'R

P fPDP

uma vez que R pertence a T.

Um simples calculo mostra que PD = X, onde

Xp§-1 2k-1 = €05 O s Xpyy i = SN By »

X, . . _ .

2j 2k-1  =-sen Bk , ij o = COS ék .

Logo (XP7T)Y = PXY = DIag(A(-8 . }s.ur (-0 .1 ),1)
0; O

donde PDP™) = Diag(A(6 s )»-...A(8 ; ),1).
0.1 Uﬁ.
Como R DR-1 = Diag(A(te _1),...,A(te -1 )51}, concluimos que qual
f, q O -
quer automorfismo de T obtide por conjugagdo atraves de um elemento de NT
2 composic¢do de permutacdes dos Tndices de Bys..-20, COM substituicoes de
: +
Bi por -8, .
0 anel RT, de todos os elementos de RT que sao invariantes pe
la atuacido de W & entdo constituido pelos polinomios em a],a;],....ur.a;]
que sao invariantes por permutacoes de Apseeesd, € PO substituicdes de oy

por a}l .

Temos RSO(2r+1) c:RTw. Vamos calcular RTN‘

Primeiramente consideremos um elemento. ¢ eRT invariante pela

troca de 2y por a;] . Entdo ¢ pode ser escrite como polinomic em a1+a{1
- ]
{121 0&2 ,-..garsar -
De.fato, podemos escraver

j -1 -1
¢ =T a% fj(az,az 2o ala0, )

- - - . -.] '-I! - - -t .
onde f. & polinomio em Upsllp seneslsll, &4 somatoria e efetuada sobre
. 4
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todos os J inteiros.

Como ¢ @€ invariante pela troca de ay, por a;1, temos fj= f_j

j -J -1 - -] -1
e ¢ =3§O(G% + a1J)fj(st02 s....ar,ar ) + fo(az,az ,...,&rgdq ) .
. - . - - 2
Sgaam h1 =yt a1] e h2 = a$ + “12 = (a1 + aT.) - 2.
Se hﬂ = a? + u;n » 0 > 3, podemos demonstrar, por indugdo, que
_ -1 .
hy = log +ag Mg = Ppp |
Isto implica que ¢ pode ser escrito como polinomio em aq a{}
{12;025 ’-c-’arya;.l L]
Agora suponhamos que ¢ ¢ RT seja invariante sob todas as trocas

de "o por a71

1 1 )‘i=.l’lov,r.-l

‘Um argumento indutivo mostra que ¢ pode ser escrito como poling

-

. -1 -1
pF o s o seja, ¢ eZfagtoy e el

Se ¢ for ainda invariante sob permutacoes dos indices de Uyseees

. ~1 -1
m10 em 0‘.-[ +a‘i ;..-gCL +€1

o entao, do mesmo modo que para U(n), ¢ pode ser expresso como polinomio

r.!
eM TyaeessTy s onde Tk & a k-esima func3o simétrica elementar de 0y + a{!

-1 .
(LIS 3 Cl.r,"'ar F] OU Se.]a,

- -1
= . + G R - + . .
Tk iﬁi(--ﬁéf(a.‘] * 1]) {'a"k a1k)

Como claramente T € RTW, concluimos que

RTN = Z[:T'ls..-,Tk] .
Vamos agora expressar os elementos A!""’lr de RSO{2r+1) < RT .

em termos destas funcoes simetricas elementares,

Consideremos €27 como T-modulo com a atuagao
Diag(A(BT),...,A(BP)J)-(Z-I,---,ZZH]) = ]

= c0581z] + sen8122,~sen8121 + qose]zz,...,coserzzr_] + senerZZr’

-Se"erZZr—1 + Coser22r922r+1) .
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~1 1

Vamos mostrar que [c2r+7] =optop b bo t a;

Como dois G-modulos sao isomorfos se e somente se possuirem o

T+ 1.
mesmo carater (teoremas 3.13 e 3.16 do capitulo 1), calculemos os caracte-
res x e x' de [02r+1] e de a1+a{1+...+ar+a;]+1, respectivamente.

Fagcamos A = Diag(A(s1),...,A(er),1). A matriz representatiQa,em

relacdo a base canonica de C2r+1, da aplicagao Tinear que a cada
(2ys0n002y09) € 2™ sssocia Ri(29seens25,,9) € CAALI-g propria A,
e portanto
x(A) = 2c050, + ... # 2coser + 1,
Como x'(A) =

Xy (1) # X3 (A) + oo % %y (A) + xalA) + g (A)=
r r
2cose1 + ...+ 2coser +1,

i

T N I R L

concluimos que x = x' e que [C2r+]] =y + a; Toota a;1+ LaE

0 Tema 2.7 do capTtulo I mostra que A = [Ak02r+1] e a k-esi

ma funcao simetrica elementar em aqe a;],..., Qs a;1, 1, para k =1,...,r.

a]+u;]+...+a +0:;1+'|='r-|+1.

Entao l] r

Ay = a]a{] tagay ot a;}1 =Ty b Ty b

e Aa T3 + Tz + (r‘1}T1 +r.

Queremos mostrar que A @ polinomio em Tysee Ty ET um sim -

ples problema de analise combinatoria .
hooh
Temos Tk = z . . 3 v olls )

‘ PR O Ty .

e XA € a soma de todos os produtos de k elementos dentre Cpsdiq senes@

-1
oy, sl

L]

r

+ +
Ent3o todo somando ai1...ail de Tk comparece como somando de
1 k

lk exatamente uma vez,



- 49 -

Consideremos um somando o de Ak-rk . Entdo o & um produto

de k elementos dentre a1,a;],...,ar,a;],1 e apos cancelamentos obtemos
+ +
o = a;].-.ail, com s<k e oS Gy sereslly sao todos distintos, ou obtemos
1 s 1 s
o= 1.

Suponhamos o # 1. Entao o & somando de T,

Procuremos determinar o nimero de somandos de A, que, apds can

4
celamento , fornecem o, ...q; .
i i
1 s oot
Se k-s for par, podemos escrever Oy ooty COMO somando de A
1 S

multiplicando-o por (k-s)/2 produtos do tipo o.o,

. tod
5 com 0S ¥ 0S

distintos entre si e dos o4 anteriores,

.Ent3o o numero de somandos de Ay que apes cancelamento forne -

+ +
cem a; ...u; 2 exatamente igual ac niumero binomial ro- s\
b o5z )
ES I
Se k-s for Tmpar, CPRRRRLY pode ser escrito como somando
' ] 5
de A multiplicando-o por 1 e por ({k-s~1)/2 produtos do tipo o505y

com o8 o todos distintos entre 31 e dos L¥ anteriores.

Ent3o o numero de somandos de A desejados e exatamente igual

a ( r-s )
(k-s-1}/2

Caso o = 1, suponhamos k par. Seja R um somando de Ay tal
que B = 1. Ent3o o elemento 1 nao pode aparecer como fator de 8.
Como se o, for fator de B, a;] também o0 sera, temos exata-

mente ( r ) tais somandos.
k/?

Se k for Tmpar, o elemento 1 aparece forcosamente como fa-
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tor de £, e portanto temos exatamente ( r tais somandos.
(k=1)/2

r\
s (ka) se k for pgr,
Logo Ak =7t s§1 acTe +

((kf])/é\se k for Tmpar

( r-s ) se k-s <for par

(k-s}/2 ’
e a; = .
((E—;»?)/Z) se k-s for Tmpar
Entao mostramos que A =t {combinacao linear dos Tyseees
Te-101)

Deste modo,. cada ﬁolinamio oM TyseeesT 10T, pode se expres-
S0 como poTinEmid.em A1,.;r,hr e reciprocamente.

Provamos assim que

ALSTRRRV I i RSO(zmchTw = Zgseeon ]

Isto completa a prova do teorema 3.2 para n Tmpar, a menos
do lema 3.3.

Provemos agora o teorema quando' n = 2r,

Seja TC SO(Zr)' 0 toro constituido por todas as matrizes do
tipo Diag(A(e]),,..,A(Bf)). _
| _ Suponhamos que todn elemento de _SU(?r) seja conjugado em
S0{2r) a algum elemento de T. Iétq sera demonstrado juntamente com o le
ma 3.3.

Determinemos o grupo de Weyl W de SO0(2r) om rvelagao a T.

Como Biag(-1,1,-1,1,1,...,1) pertence 2o normalizador My e

Diag(-?'T,-],1,1,...,1)Diag(A(Q]),...,A(er))Diag(-1,1,-1,1,1,...,1) =
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| = Diag(A(-el),A(—Bz),A(a3),...,A(er)) R
vemos que o automorfismo de T gque troca 8, por -8y, 6y por -8, e dei-
xa invariantes os demais pertence a W.

De modo analogo ao que foi feito para SO(2r+1}, prova-se que
0s automorfismos de T que permutam os ndices de 8150018, também per
tencem a W,

Entao, por composicao, todos os automorfismos de T que tro -
cam 6, por e;8;, com g, = N, i=1,0r, 0 €1s wer o€ F 13 Fampém
estaor em W,

Com o mesmo raciccTnio utilizado para n = 2r+l, mostra-se que
0S 2r'1r! automorfismos acima sio exatamente os elementos de W,

Entao RSO(2r) € subanel de RT,.e vamos catcula-lo.

‘£ claro que RTy, contém as fungdes simétricas elementares 15

. -1 ~1
coes Ty relativas a. R AR .

Como t, = (a]+a;1)...(ur+u;]) =
= T a?‘...ai’ + I a?‘ ...ai* » com €y ® I,
+ o Epepd By €22
temos Tp = Ty + Ty s onde
T:'= . z a?l...ai 1 e T; = 7 a?’;..ai
R L L] Eor Bt

pertencem a RTH.
Podemos mostrar, como no caso anterior, que todo polinomio
de- RTH pode se escrito como polinomio em a1+a;],...,ar+a;1, € COomo
deve ser invariante por permutagoes de 0y seo 30 temos
. + - .
RTN - Z[T],..-,Tr_'l !TrsTr‘] .

Lembremos que A],...,A sao as funcoes simetricas elementares

r
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em apy...sayce que A 2 [V W]

Temos Ay =Ty e X, = T, +r . Vamos mostrar que X € poli,

nomio em TyseensTpe

0s somandos de Ty aparecem exatamente uma vez como somandos

de A,. Repetiremos o raciecinio anterior. .

Seja a um somando de X - 7. Apos cancelamentos, obtemos
+ +
o = a;1...a;1 , com 0s a; todos distintos, s < k, e notemos que k-s @
1 5

par, ou o« = 1.
Se o # 1, certamente o« € somando de Tge

0 nimero de somandos de A que, apos cancelamentos, fornecem
+ +
(11'1 . .ai

& ent3o ('—r - s ) pois tais somandos podem ser obtidos multi-
5

(k-$)/2

| LS I
plicando-se a, .

{0y por (k-s)/2 fatores do tipo a-uf?, com os &
i

. 33

distintos entre si~ e dos o4 anteriores.

Se o = 1, 0 nlrero de somandos de A, que o fornecem 8 ( y )
' k/2

se k for par e zero se k for Tmpar.

" .
Logo Ak =T * ‘:E%MAQaSTS + (kfz ) se k' for par
e A, =1, + T aT. - ¢é k for Tmpar,
k k § d3ymha S
onde a. =f r-s )
\ (k-5}/2

Em particular,

Ap = Tt (i) Trg ¥ (g) Te-g * (ngr-6 o

Por outro lado, .= [V] + [W] , e [V] e [W} sdo combinacGes

lineare. com coeficientes inteiros nao negativos das funcoes simétricas e-
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lementares TyseeesTpq © de TpoT,. € 1, Temos, por exemplo,

+
= +b
v aT,, T

onde a e b s3o inteiros iguaisa 0 ou 1 e o & combinacdo linear

r
r.+O' 3

de T gcn-’T-I’.Io

r-1 -
Sejam B a matriz Diag{l,...,1,-1) de U(2r) e {el,...,ezr}

2r

oni . "::t. i » = = EB
a base canonica de C Temos B e; = ey se i #2r, B €y, €.

rC2r atraves de B.e_i A...Aei = B.eiA ...AB.ei .
_ 1 r 1 r
Entao B troca V por W.

atua scobre A

De fato, se v e V, podemos escrever

V=V]+V2!

onde. V1 %?sgpu(g<;fii"-irei{\"'Aeir e
P PUS IUURE B EARE S M T
obtendo B.v = Bovqy + Bovy = vy - vy
donde ' fr(B.v)= fr(v]) - fr(vz)_.
Por outro lado,
B-fr(‘f}) = "fr(V]) e B-fr.(\’z). = fr(Vg)

e portanto fr(B.v) - B.f{vq) - B.fr(vz)

-{B.1.{vq) + B.f.{v,))

-B.(fr(vl) + fr(vz)).

[t

uw

Como v {ou iv) = f (v} = f.(v{) + f (v,)

cencluimos que fo(B.v) = -B.v (ou -iBlv) ,

donde ' B.ve W .
Da mesma forma mostramos que PB.w e ¥V para qualquer weg ¥,
Entao  h: ¥V ~~» ¥ dado por h(v) = B.v & um isomorfismo de es

pacos vetoriais,
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Consideremos agora o espago vetorial V com a atuagao )
*: S0(2r) x V -— ¥
(A,v) -+ BAB.v
Entdo h{A*v) = h(BAB.v) = B.({BAB).v) = (BBAB).v = (AB).v =
| = A.(B.v) = A.h(v) ,
mostrando assim que h @ na verdade um isomorfismo de SO(2r)-modulos.
0 homomorfismo de grupos
b: S0(2r) --+ SO(2r)
A +-+ BAB
induz um homomorfismo de anéis  Rb: RSO(?r) --- RSO({2r) de tal modo que
Rb(ai) = ; Se Tér e Rb{a.) = & pois, para qualquer matriz A =
= Diag(ﬁ(al),...,A{er)), temos BAB = Diag(A{e;),...A[8 _;).A{-8,)).

Pelo que foi visto acima,

RO([V]) = [W] .

Entdo [U] = R([Y]) = Rb(at’ + bt} + o) =
= aRb(ch) + bRb(r'j +Rb(o) = at, + bry, + 0,
e A =[]+ [H] = (2 +b)al 4 1)) + 20 ,

com a+b=1.

. . ' + -
Logo, denotando [V] e [W] convenientemente por X, e A ,

temos
' + + 3 5 ,
lr—'rr-i-‘rr._z-i TI’"4+ TY"G ol
o - - .
Ar - Tr + Tr._z + 3 Tr_4 + 5 Tr“"'6 + .. w

Isto mostra que gualquer polinomio em 11,...,rr~],T:,r; pode

.~ + .- .
ser expresso como polinomio em AT”"’Ar—i’lr’Ar g reciprocamente,
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Logo RSO(2r) = Z[ApseeeskoppAtdT]

0 calculo da relacio polinomial entre os geradores sera feito na
proxima secgao. |

Yamos agora demonstrar o lema 3.3 .

Seja U e SO{n). A matriz real U pode nao possuir nenhum auto
valor em R, mas certamente possui um autovalor Cy = ayt 'ib1 ¢ C nao nu-
To, com ]c1| = 1, que admite um autovetor 2y = Xq ¥ iy] pertencente ao
espago vetorial complexificado R"®C, com X12¥q € R", |

Se ¢ E R, podemos escolher zy em R,

Como. Uzq = Uxy + illyy = ¢q(xp +1yq) = (2 + Tby)(xg +1iyy) =
= {ay%y - b]y]) + i(a1y1 + byxy) .
temos Uxy = agxy = by e Uyp = byxg + agy

Seja V] o subespaco de R" gerado por Xy € yys @ seja V;
seu complemento ortogonal relativo ao produto interno canonico:
V? = {we R" i< WoaXyt8y1> = 0, ¥ ,8 g R} .
Entao U(V])c: V1 e como para qualquer we VT temos
<Uw,ax1+sy1> = <w,aUtx]+8Uty]> =
= <W,0 (a1x1+b1y1)/(a§+b$) + s(a]y]-b1x1)/(a§+b¥)? =0,
para quaisquer a.B e R, concluimos que U(Vf)c: V;' .
1

Por inducao sobre n, podemos decompor V1 em soma direta

ark .
V:’ﬂ"fz@-..evk

de subespagos invariantes em relacao a U, de dimenspes nao maiores que 2,

mutuamente ortogonais.

Logo RD = V1 ®...8 Vk s COMm vai) - Vi e dim Vi < 2, pa-
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ra 1 =1,...,k, sendo Vi gerado por elementos X; e y; em R", como a=-

cima.

Consideremos agora o operadqr linear ortogonal h: RM ces /"
cuja matriz em relagio a base candnica do R" & U,
| Seja hi a restricao de h a Vi’ para i = 1,...,K. Se a di -

mensao de v, for 1y v e gerado pelo autovetor X; em R", que pode

ser considerado com norma 1, e hi(xi) = Iy, . Se a dimensio de Vi for

j
dois, Vi e gerado pelos vetores X; € ¥; do R" e a matriz de hi em re-

. com a? + b? = 1. Podemos fazer 3 = €OS si. bi = sen ei, para algum BieR.

lacao a esta base &

Como  h, e ortogonal, temos
<h,i(X.i),h1.(y1. )> = Xis¥y7=
_ 2 ,2
L R L L N R Tl L DA T
_ sl
ou (I) a-]bj (<x'i sRg> - <y1':y1->) = 2b1-<X1- Mg
Se  z;= X.+iy., z.+iz, tambem e autovetor correspondente a

H]

ai+ibi, donde

) ’ 2
WD) L= T - T N . . N = X =Y, . .
34D (XY o XgmY PSRy HY X hY 1> ) = 2DX -y Xty > s

2
g portanto | (IT) -2a1b1<xi,yi> = bi(<xi’x1> - <yi’yi>)
Desde que neste caso b, nao & nule, a comparacao de (I) e
_ .2 Rl N
(1T) resu1ta ” a5<X;50¥4> = bisxiye>

e portanto Xja¥i> = 0. Tambem g aX > <YL Y:> 8 podemos considerar
{Xi,yi} como base ortonormal de Vi’ talvez dividindo Xs e y; por sua

norma.
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Ent3o, apos talvez reenumerarmos os somandos da decomposicao
R" = V1C) e @ Vk’ a matriz de h em relacdo a base ortonormal formada pe
la uniao das bases consideradas dos somandos diretos sera |

B = Diag(A(e]),..QACGS),-T,...,-T,1,...,1). ,
onde o numero de vezes que o elemento -1 aparece na diagonal € par, uma
vez que detl = 1. |

Como Diag(-1,-1) = A{r) e Diag(1,1) = A(2r), vemos que B per
tence a T. ecomo B e U sao matrizes do mesmo operador h em relagao
a bases ortonormais, existe De O(n) tal que B = DUD_].

Resta mostrar que D pertence a SO(n}, ou seja, que detl & po-
sitivo.

As colunas da matriz U (respectivamente B), consideradas como
vetores do R", formam uma base para o Rn, que denotaremos por U (respec-~
tivamente ¥3 ).

Se U e 33 tiverem a mesma orientagaoc, o determinante da ma -
triz mudanca de base D sera positivo.

Se W e T3 n3o possuirem a mesma orientacio, como o operador
h preserva orientagao, trocamos os dois primeiros vetores da base formada
POr  Xys¥qseresXysYy do Rn,_obtendo uma nova base em relacao a qual a ma
trizde h e B' = Diag(A(-0,)5A(80) 5.0 sA(B )51, s=T50,0000 ),

Como U e esta nova base poésuem a mesma orientacao, existe
D' em SO(n) tal que B' = D'UD'"), |

Isto demonstra o lema,
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4, 0 qrupo Spin(n)

Elie Cartan desenvolveu um métodb geral para construir represen
tacoes irredutiveis de 0O(n) (du qualquer outro grupo semi-simples) consi-
derando "operacoes infinitesimais" e encontrou, como aTicérces de sua tep
ria, as representacdes tensoriais e uma representagao independente desfas
cujos elementos atuantes foram denominados “spinors“.

"Spinors" no espago de quatro dimensdes ocorrem nas equacoes de
Dirac para o elétron, sendo as quatro equacoes de onda as componentes de
um "spinor". Dirac mostrou também a conex3o entre "spinors" e o grupo de
Lorentz, mais tarde tratada matematicamente por van der Waerden.

Cartan estabeleceu as propriedades dos "spinors" estudando ape-
nas ar "rotagoes infinitesimais”. Brauer e Weyl, em 1335, em seu artigo
[2], conseguiram simplificar a construgao do grupo Spin{n) e a demonstra -
¢3o de suas propriedades, utilizando-se da algebra de Clifford,obtendo, a
partir disto, que as equacoes de Dirac do movimento de um el€tron e a ex -
pressao da corrente eletrica sao univocamente determinadas, mesmo no caso
de dimensdo arbitraria. |

Definiremos o grups Spin{n) atraves da algebra de Clifford so~
bre R ou C.

4.1 A algebra de Clifford An.

Cdnsideremos 0 espa§o vetorial real R" munido da forma quadra-

tica
{u,v) = -(UIV1 + ;’f + unvn) | s

= n :
onde u; @ v, sao as coordenadas dos vetores u e v do R, respectiva
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mente, em relacao a base candnica do R".

Tudo o que seque pode tamb@m ser feito em relacio a qualquer ou-
tra forma quadratica.

sejam T(R") a 3lgebra tensorial de R" e I o ideal gerado por
todos os elementos da forma u®u - {(uu) , com ueg R,

Denotemos por AH a algebra quociente T(R“)/I e seja
8: R" e ﬁh_ a composicao da inclusdo 1: . TT(R")t:T(R") com a pro-
jecao p: T(R") - Ay |

Entao A 3 gerada pela imagem B(Rn) e ez(u) = (u,u)l, para
qualquer ue R, onde 1 & a unidade de A

A 2lgebra féal A; goza da seguinte propricdade universal :
para quaiquer apiicacao iinear n: R" «-» A, onde A & uma algebra reai
qualquer, tal que

nl(u) = (L)1, ¥ueR",
existe um nico homomorfismo de algebras h’: A -~ A com h'e = h,

De fato, existe het. T(R") -~+ A, homomorfismo de algebras re -
ais, tal que h'% i = h, por propriedade de T(R"). Uma vez que h''{1) ={0}
existe um homomorfismo de algebras h': ﬁﬁ -— A tal que h'.8 = h, como
queriamos. |

A unicidade de h' decorre do fato de B(Rn) gerar A
4.1.1 Definigio: | |

A 3lgebra A,, juntamente com a aplicagds 6, construida acima ,
¢ denominada n-esima algebra de Clifford (ou simplesmente algebra de

Clifford) associada a forma quadratica { , } .
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Observemos que a algebra de Clifford e essencialmente Unica, uma
uma vez que para qualquer outra algebra An‘ real e qualquer aplicagao ling
ar 8': R" -— An' tal que e'z(u) = (u,u}1, satisfazendo a propriedade uni
versal considerada acima, existe um isomorfismo de algebras f: Aﬁ - Ah' :

tal que 8' = fo8 .

Identifiquemos e(ei) com ei,'para i=1,...,n. Entao An e

gerada por eys...s€ s © valem as relagoes

2 _ _ . g s
es = 1 e;e; + e;e; = 0 (i #3)»
. 2 2 - - :
pois e; =0 (ei) = (81’91)1 = -1, . e’ Como
2 _ a2 2 '
8 (ei+ej) =9 (ei) + 8 (ej) + e(ei)e(ej) + e(ej)B(ei)
2 L .2 2
e 8 (ei+ej) = (ei+ej,ei+ej)1 = 8 (ei) +9 (ej) s
vemos que eiej + ejei =0 .

Considerada como espago vetorial sobre R, Aﬁ tem uma base cons
ta
n

ips - 2
tituida pelos 2" mondmios e}...e

, onde os expoentes valem 0 ou 1,

A demonstracao deste resultado ndo sera apresentada aqui. Encon-
tra-se, por exemplo, em [6] .

Mais tarde desejaremos utilizar a algebra de C1ifford sobre os
complexos e entdo denotaremos por An(g C a algebra complexificada. -

Denotemos por Ah+ 0 subespaco vetorial de A gerado por 1 e
por todos os monomios '311"'eik’ com k par, e por Ah' o subespago veto
rial de A, gerado por todos os monomics 811"'eik’ com k JImpar.

Entao A = An+'G9An" e dizemos que Aj & uma algebra graduada.

Ma verdade, A~+

- — -, 4
n e subalgebra de A, e An-] e isomorfa a A, -

Um isom~rfismo de algebras & dado por
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_ + - +
An-l - An-TéP An-? — An

a®b rwa +'be

. -, i i
Fixemos os 2 elementos basicos e11...e;“ de An numa certa
ordem. Ent3o, para cada X ¢ An, podemos representar o operador linear

L(x): A, == A
y Fe>xy
por uma matriz real de ordem 2", que denotaremos também por L{x)

n

Como espaco vetorial real, An e isomorfa a R2 , e entao pode -

mos muni~-la de uma topologia simplesmente transportando a An a topologia
“usual do Rzn, de modo que o isomorfismo se torne um homeomorfismo.

As operacoes de adicao, multiplicacao e produto por escalar 559
contTnuas e se denotarmos An* o grupo multiplicativo dos elementos inver

sTveis de An, com a topologia induzida, entao a operagao que a cada X em

* - * - -
A associa seu inverso X ! em Ah tambem e continua.

n

Fsta ultima afirmacdo pode ser verificada considerando, para ca
da x ¢ An*’ o isomorfismo de espagos vetoriais L{x): Ay - An,.e verifi
cando que x| 3 solucao tnica da equagdo matricial

tx).y] = [1] » |

onde [y] e [1] representam as matrizes de y e 1 em relagdo a base de
An considerada acima, respectivamente,

Entdo An* & grupo topoldgico.
4,1.,2 A exponencial em -An |

A aplicagas L que a cada x = R, associa a matriz real L{x)

& homeomorfismo de An spbre algum subespago do espago vetorial de todas
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as matrizes reais de ordem 2", pois _L(x).] = X, mp;trando que_os.coefici—
entes de x tambem s3o coeficientes de alguma coluna da matriz L(x).
| Temos L{1 +x+ x2/2 +oee. # XY =
= L(1) + LX) + (/2L00% + o+ (mhLe™
Se m tende ao infinito, o lado direitq da igualdade acima tende a erL(x).
Para a definicao e propriedades da exponencial de matrizes, vide, por exem-
plo, [4] .
Desta forma, como L & homeomorfismo de An sobre sua imagem,
1+ x + x2/2 oo+ X mt, para qualquer x em Aﬁ, tende a um Unico ele

mento de An’ que denotaremos por exp x, satisfazendo a

n

L{exp x} = exp L{x)

Temos exp(Xx + y) = exp X exp y, para quaisquer x e y em An

com xy = yx. Em particular, exp(-x) = {exp x)-1, donde exp x € An*.

Para cada X ¢ An*, o operador linear Y(x) de An que a cada
y € An associa xy;'(-.E £ An pode ser representado por uma matriz real de
ordem 2" que denotaremos tambem por ¢{x).
4,1.3. Lema: |

Para qualquer x e A w(exp x) = exp X{x) , onde X(x) e am -
triz do operador Tlinear

X({x): A, - An
y B Xy-yX
Prova:
Sejam yg € An e y{t) = {exp tx)yoexp(-tx), para gualquer teR,

Temos y(t + h} = exp(hx)y{t)exp{-hx} = {1+hx+...)y(t){1-hx+...),
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;Tg (1/h)(y{(t+h) - y{£)) = xy (%) - y(t)x = X{x}y{t) .
¥» . N
Esta equacao diferencial @ equivalente a um sistema de 2" equa-

donde dy/dt =

coes diferenciais lineares homogeneas nos coeficientes de y(t) cuja solu

gao & dada por y(t) = {(exp tX(x))y, .
Logo exp tx = exp t¥{x) , para qualquer t £ R,
Isto demonstra o lema. o |
4.1.4 ~ Lema:

Um elemento a ¢ An+ comuta com todos 0s elementos de An se o
somente se for miltiplo real da unidade 1 de Ay

Prova:

. ' i i - -
Seja a =1 t; s e}l...en“ » onde a somatoria e efetuada so-
- 1 LI B ) n

bre todas as n-uplas 11""’in’ con ijvigual a 0 oou 1 e 8

par.
-1 iy TR .
Temos eae. =71 (-1) to setey pois
1.1 ih “.I 11'!'...‘]" 'i-,—..g"' 'ir—u.'{"..-‘!"i'n 1! 'i-r.j 'ir 'in.).
[ e a = - e 4.
“r*1 nor (-1) *1 “r-1%rre1-

]|

iy _h 1
(-1}'r eyl...ey ,

ia que (EESERE S N 8 par.

Ent3ao se a comuta com S TRRREL devemos ter

R L R L
1']-.-1n 11..-.1n - 1'[.--1n
e portanto Li}...in = 0 para \1],...,1n) #{N,...,0} .

Logop a = t0 0 1.

A vreciproca & trivial,

e

i
n
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4.2 0 grupo Spin(n}
Denotemos por R" o subespaco vetorial de An gerado por el','

'EEE) e
Seja Sn-T(: An_ a esfera unitaria constituida por todos os ele

mentos da forma t1e1+"'+tnen , COM 05 reais t, satisfazendo a condigao
2 2 _ ; |
t]+-a.+tn - ] -

= C‘C+ = +.ll a
Se u t]e1 + tnen e Vv =s.ey + Spe, Sao elementos de

An' , 2 identidade uytvy = '2(t151+"'+tnsn) ] mostra que u e Vv an

ticorutam se e somente se sao ortogonais no sentido de que t15]+...+t s =0,

n>n"
Se u pertencer a Sn“], a igualdade acima para u = v reduz-se

a uz = -1, e portanto u e inversivel com inverso igual a -u,

‘Estamos agora em condicoes de definir o grupo Spin(n). E conQe-
niente definir antes um grupo maior denominade pin(n).
4.2.1  Definicao:

Denominaremos pin(n) ao subgrupo multiplicativo de An* gerado

por todes os elementos da esfera unitaria g1

-

Cada elemento a pin{n) pode ser escrito como um produto de e

Tementos de Sn'1 :

a=u1...uk "

Se X =21 t.i 3 911...9; ‘e um elemento generico de An, deno
]occn . . I —_—
*
tamos por X o elemento I t, c el e
1]00.1n n 1

No caso de a = Upes ety pertencer a pin{n), com uj € Sn"], te
% x :
. + '
moS @ = Up...Upy donde concluimos que a ¢ An se e somente se aa=1¢e
- &%
ae An se e somente se aa = -1,

4.2.2. Definicgao:
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4,2.2 Definigao:

0 grupo Spin(n) e o subgrupo dé pin(ni constituido por todos
os elementos a e pin{n) cbm aa*= 1. |

Em outros termos, Spin{n) = An+k\pin(n).

A topologia induzida de An* torna Spin{n} um grupo topo]Sgico.
4,2.3 Proposicao: |

0 grupo Spin(n) @ conexo por caminhos, para n > 2.

Prova: |

Se n=1, S0 8 o conjunto {-e],e1} e Spin{1) e igual a {-1,1}, ..
ambos desconexos.

ne~ - . . .
1 e. conexe por caminhos, implicando

Para n > 2, claramente S
no vesuitado.

e Sn-]

De fato, se a = Uj.. .Uy, pertence a Spin(n}), com u,

suponhamos v par. Entdo existem caminhos contTnuos 01,...,a2r:[0,1]-*+5n—]
1igando Upseaosly, @ 895 respectivamente.

0 caminho a:[0,1] -+ Spin{n) dado por aft) = “1(t)°°‘“2r(t)
e continuo e 1iga Uyevelly, A (1)1 = 1. '

No caso de r ser Tmpar, existem caminhos continuos
CTTRPNCINR [0,1] - s unindo UZ""’her a ey, respectivamente, e
oy [0,1] -~ "1 unindo U a2 -é1.

0 mesmo procedimentb do caso anterior fornece um caminho uninds
Upes-Uy, @ -(-1)"1 = 1, como querfamos.

Nosso shjetivo agora sera mostrar que Spin{n) @ espago de re -

vestimento de SO{n).
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Para cada a e pin{n) e ve Rn, mostremos que ava pertence

a R". Basta considerar a = u = et tue em Sn'].

Pensando em R como espaco vetorial eucliidiano com o produto

interno canonico, podemos decompor qualquer elemento v = viert.. .ty e

do Rn como uma soma v = tu + v' , comt real e v' em Rn. Basta fazer

3 . ! = - tu.
t U]V1+.. +Unvn e v v
*

2 4 v'u)

[t}
u

uvuy = u{tu + v')u = u(tu
2

Logo uvu

-uw') = uz(tu -v') = -tu+ v,

14

u(tu
* n
mostrando que uvu pertence a R" .
Podemos entao, para cada a em pin{n), definir o operador linear

¢-|(a): Rn -— Rn
*
Vv -+ ava .

Mostramos acima que, para u e Sn'1, ¢7{u)

& uma reflexdo do R"
em reltagao ao hiperplano perpendicular a u.

Seja 0(n) o grupo topologico de todas as transformacoes orto-
gonais do R". Como composicao de reflexoes & uma transformacao ortogonal,
¢1(a) pertence a 0(n), para qualquer a em pin{(n).

Definimos entEb o homomorfismo cont{nuo de grupos ¢q:de zin(n)
em O(n) que a cada a em pin{n)} associa a transformagdo ortogonaf 9q{a).

Como cada transformagao oricgonal do k" pode ser expressa co-
mo produto de reflexoes, o argumento anterior mostra que $1 2 um epimor-
fismo,

Se a = uj...u pertence a pin(n), temos det ¢](a) = (-1)k s

uma vez que det ¢1(u) = =1 para todo u em Sn"].
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Isto mostra que a ¢ Spin(n) se e somente se ¢](a) e SO(n). Lo-
-1 . _ : _ -
go ¢; (S0(n)) = Spin(n).
Denotemos por ¢ a restricao de ¢, 2 Spin{(n) :
¢: Spin(n) == SO0{n) _ .

F claro que, para tode a e Spin(n), ¢{a) @ a retrigio a R" do

operador uy{a).

Determinemos agora o nucleo do epimorfismo ¢.

*

Temos a ¢ ker ¢ se e somente se ¢(a)ei = e, ou seja, aeja =e,,

* - - -
para todo i =1,...,n, Como a = a ], isto e equivalente a ae; = e;a, ou

seja, a comuta com todos os elementos de A .
Pelc lema 4.1.4, a ¢ ker ¢ se e somente se a = tl, com t e R,

* 2 . : +q
Coma aa =1, temos " = 1, cu scja, a = ~]

Entao ker ¢ = {-1,+1} .

Voltemos ao estudo da exponencial,

Seja M o subespaco vetorial de -An gerado por todos os elemen
tos eieja com i # j. Sua dimensdao & n{n-1)/2. Como todo subespago vetori
al de R2 e completo, exp x pertence a .An+ para todo X em An+ .

Seja x = .,% a;.e.e. .em M, Temos X(x): Ay == A, dado por

R Rt A
X(x)(y) = xy - yx e como
0 se k £ 1,
X{e.a.)e, = 2e. se ki
(13)1(_ ‘283 Se_kﬁj

concluimos que !
Xx)RMC R, ¥xeh .
Um caleulo direto mostra que, neste caso, a matriz de X(x) em

~ -, '
relacao a base canonica do R e
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vy

r 0 "23-'2 "2313 'R -2a1n

2&]2 0 '2323 ere -Zazn
n

[X(X)IR]= 2313 2323 ‘0 as e ‘2(:13'1 .

*

_2a1n_ 2a2n 2a3n ‘oo 0. ]

Como ¢(exp x) = exp X(x), segue-se que para todo x em M te-

mos w(exp x)(R") ¢ R" . Ainda det (w(exp x)an) = det(exp X(x)]Rn)

= exp trago(X(x)[R") = ] .

n

0 operador linear y(exp x)lR": R" - r" & ortogonal.

De fato, se y{exp x)(ei) = I b,.e;, temos

s+1 .}1 J
Por outro lado,
- 2 w v
plexp x}{( I, x;0437) = v(exp x}{ T x ., ;) wlexp X)( L xje4
==k X J1) 1)
e como | plexp ) (( £ xe0)?) = plexp (£ 81) = 81,
concluimos que
- 2 - “n " 2
L% = E (E xh54)

Como a ultima igualdade se verifica para qualquer valor de X5
i=1,...,0n, temos

3§Lb§i =1 e Z bygbs =0 para i Ak,
mostrando que realmente y{exp x |R e ortogonal,

Logo y(exp x)]Rn e SO0{n), para qua]qugr X e M.

Como ¢: Spin(n) --» SO(n) & sobre, existé a e Spin(n) tal
que  ¢{a) = y(exp x)|R", ou seja, tal que

aeia* = (exp x)ei(exp =%} 5 1 =1,..0n
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* * *
Como (a exp x)ei = ei(a exp X), a exp x pertencente a An+ co-
muta com todos os elementos de An‘ Pelo Tema 4.1.4, existe k real com
* _
a exp x = k1, ou seja, exp x = ka, e como

]

%* *
exp x exp =X = exp x exp x = (exp x){exp x ) =

ka ka” =k 1, |

concluimos que k = 11, donde exp x pertence a Spin{n), para qualquer xeM.
Seja Xp(x) a restrigdo de X(x) a R", para x em M.Temos

X%(x) = -Xy(x} e Xy(x) =0 implica em x = 0,

Entao a aplicacao X; de M no espaco das matrizes reais anti-
simétricas de grau n que a cada x ¢ M associa X](x) e linear injetora
e portanto um isomorfismo bicontinuo, pois a dimensao do espaco vetorial
das matrizes anti-simeétricas de grau n & também n{n-1)/2.

Mostremos que ¢: Spin(n) -~+ SQ(n) @& aberta.

Seja V uma vizinhanga de 1 em A_. Entdo VNnSpin(n) e vizi
nhanga de 1 em Spin(n). Como exp & continua, existe U, vizinhanga de 0
em M, tal que exp UcVnSpin(n) .

Como exp X](U) e vizinhanga do e?emenfa neutro de S0(n}, por
propriedade da exponencial de matrizes e por 'X] ser homeomorfismo, conclu
imos que ¢{VNSpin{n)) e vizinhanca do elemento neutro do SO(n), uma
vez que exp‘X1(U) = ¢{exp U) ¢ (VNSpin(n)).

Consegquentemente ¢' é_aberta.

4.2.4 Teorema:
A aplicacao 4:Spin{n) --» SO(n) @ aplicacao de revestimento.

Prova:
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Para qualquer y e SO(n), existe x e Spin{n) com ¢(x) =y, e
podemos encontrar um aberto U em Spin{n) com xe U e UN(-U) =@,

Como ¢JU: U ~~» o(U) e ¢}-U: -U -~ $(U) sao homeomorfismos
de U e de -U sobre o aberto ¢(U), respectivamente, concluimos que ¢ @&
aplicagao de revestimento.
4.2.5 Corolario:

0 grupo Spin{n) @& compacto.

Prova:

Seja {x.} um conjunto infinito de pontos de Spin(n), Entao
{¢(xn)} e um conjunto infinito de pontos de SO(n) e portanto tem ponto de
acumulacao  y pois Sé(n) e compacto, |

Existe x em Spin{(n) com ¢(y)fj = {X,-x} ., Se ambos x e -x
nio forem pontos de acumulagao de {x 1, podemos encontrar uma vizinhanca a-
berta V de x em Spin(n) tal que V e -V nao contenham pontos de
{xn} distintos de x e de -x.

Logo ¢(V) @€ vizinhanga aberta de y que n3ao contem nenhum pon
to de {¢(x,)} distinto de ¢(x), o que e absurdo.
4.3 0 anel de representacao de Spin(n)

| Vamos agora estudar as representacoes do grupo Spin{n).

Como ¢: Spin{n) --» SO(n) induz um homomorfismo de aneis
Re: RSO(n) -—» RSpin(n), cada SO(n)-mbdulo origina um Spin(n)-modulo,
com +1 e ~1 atuando como identidade.

Por outro lado, fazendo Spin{n) atuar sobre o espaco vetorial

real Aﬁ+ por multiplicagao a esquerda
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Spin(n) x An+ -— An+
(u, v} r— uy
obtemos uma representacio real que ndao provém de SO(n), uma vez que -1 em
Spin{n} € representado por uma aplicagao linear nao trivial.
Vamos agora classificar os modulos a esquerda sobre a algebra
de Clifford, definidos como usualmente.
Como An+ & isomorfo a An-]’ podemos considerar An+-m6du1os,
e qualquer An+-m6du1o origina, de modo natural, um Spin(n)-modulo.
Em tudo o que seque, A (B C sera a algebra de Clifford comple-
xificada.
4.3.1  Teorema:
Cada An(g)C-deuTo M se decompoe como soma direta de An69 C-
modulos irredutiveis.
Para n = 2k, existe exatamente um An(X)C-deulo irredutivel, a
menos de jsomorfismos. Tem dimensao complexa 2k.
Para n = 2k - 1, existem dois An(:)C-deulos irredutiveis dis-
tintos, cada qual com dimensdo k1

Prova:

Vamos utilizar inducao sobre n.

Para n = 0, & claro que todo Aq(® C-modulo irredutivel & iso -

miorfo a C.

Seja n = 2k - 1 e suponhamos por hipotese de inducio, que o tg

orema se verifigue para n - 1 :
existe exatamente um A _, & C-modulo irredutivel, a menos de isomorfismos,

com dimensao complexa k-1,
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k

Seja M um A ® C-modulo, O elemento t = i ey...e_ pertence

a0 centro da algebra A, ® C, pois

I TS i FLA '
ejt = =(-1)Y i el...ej_1ej+1...en e
_ _g_myn-d.k ‘
tej = =-(-1)" ¥ €1.0 e85 184y 8y
Como n @& jmpar, temos ejt =1 ey Ainda t2 =1,

Mt @ M, onde

1]

Podemos entao decompor M como soma direta M
M' e M sio submddulos de M com t atuando como identidade em M" e
como multiplicagdo por =1 em M,

Pensando em M™ e M como A .1 ® C-mddulos, a hipotese de
inducio garante que M' e M s3o somas diretas de A ® C-submodulos

irredut?veis, todos isomorfos entre si e de dimensao ZR-T:
Hh = Ii@ ce@ Il e =1 e... 01

Como para me M temos

- - - K g o=
e m = en1m = ent(tm) = i ene]...en(tn) =

i

ik(-l)ne]...en_1(tm) = —ike1...en_](tm) =

-k
. +ileq...ep_qm s
concluimos que cada TE e tambem um ~, ® C-moduTo irredutivel,

E claro que I; {(respec. '13) e isomorfo como A, @ C-moduio a

&

+ + ~ -
Ii {respec. Ii) » Mas 0 mesmo nao acontece com Ij 2 Ii , Uma vez que

1]
=3
]

- ike e m,se me It
| A T R i
_ o -
e : eqm =+ 1'ey...e m, se me L
Agora consideremos um A 4 @ C-nudulo M.

Pensando em M como um A ® c-modulo, podemos decompo-lo em

M=H &M , como acima.
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: ok
0 elemento e ;¢ Ay ® C anti-comuta com t = i’e;...e , don

+ - -t
de en_ﬂM cM e en+1M <M
+

Seja Mt = I1

®...® I: a decomposicdo de M' em A, ® C- mo-
dulos irredutiveis.

Como todo me M pode ser escrito como

m=en.y(-epqm) »

+ +
com (-em_]m) e M, vemos que en+1M =M

Fazendo I.=I"@e , obtemos um An+] ® C-modulo irreduti

r*
J J ntl"j
vel de dimensao Zk,, e M=1, @®...® Ir‘ . E claro que os modulos II""’

e . - + +
I_ sao isomorfos entre si como An+1 x C-modulos, uma vez que I],...,I o]

r _ r
sao como A, x C-modulos.

Isto completa a inducao, demonstrando o teorema.

Como Spin{2r+1) est3d contido em A;rﬂ ® C, que @ isomorfa a
Ar ®Cy cada A, @ C-modulo determina um Spin{2r+1)-modulo.

Pelo teorema anterior, existe exatamente um modulo irredutivel
sobre AZH‘].,@ C e a representacao proveniente deste modulo em RSpin(2r+l)
sera denotada por A. |

Da mesma forma, Spin(2r) esta contido em Az:', ®C, que & iso -
morfa a A2r-—1 ® C, e existem exatamente dois AZr-! ® C-modulos irredut’fvg_
i5.0s elementos de FRSpin(2r) provenientes destes dois modulos serao denota
dos por AT e A, o

Mais especificamente, at corresponde ao modulo onde ire]...ezr
pertencente a Spin(2r) (que corresponde a t = irer..ezr_} e Ay 10®C

atraves do isomorfismo entre AZr-"I ®C e A2:® C dado na pagina 61) aty_'
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a como multiplicacao por +1; e A~ corresponde ao modulo onde ire]...ezr

atua como multiplicacao por -1.

Vamos agora determinar um toro maximal em Spin(n) e seu grupo

de Weyl.
Consideremos n = 2r ou 2r+l,
Para cada Jj = 1,...,r, seja W R/2nZ -~ Spin(n) o homomor
fismo de grupos dado por
Wj(e) = C05 9 1 - sen 2] ezj_"ezj s ¥Yge R/Z'!TZ.
:E trivial verificar que Wy esta bem definido e @ realmente um
homomorfismo.
Um calculo direto mostra que
— —— * - L]
wj(e) ey wj(e) = 3 e se k £ 2§-1,2j
cos 26 €y5.1 = sen 29 ey; se k=2j~1
sen 28 ezj_] + c0S 289 ezj se k=237 .

Isto mostra que o¢w.(8) = Diag(1,...,1,A(20),7,...,1) ,
J hr_’z_,u- 2

pertencente a SO(n).

Temos tambem wj(EIF) = -wj(ﬁ)

Podemos entao definir um homomorfismo w do r-esimo toro Tr
em Spin(n) atraves de

w(el,...,er) = W1(81)"'wr(er)’

e obtemos ¢w(§],...,§}) igual a Diag(A(291),...,ﬂ(29r)) .se n = 2y, ou
Diag(A(2e1),...,A(Zar),l) se n = 2r+l,

Usaremos a notagao Diag(A{e]),...,A(er),*) indistintamente pa

ra Diag(A(e]),...,A(er)) e Diag(A(GT),...,A(er),i).
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Calculemos o nucleo de w. Temos w(ﬁ},.,.,ﬁ}) = ] se e somente
se : (cose1 1~ senqieTez)...(cbser 1 - senBrEZr-IQZr) =1=

= €0587C0S65.+.COSO 1 - seng,cose,...cos8 eqe,y = '

- C0S0,5enp,C0S63...C050, 848y = ... = °°561'"c°ser-lse“9rezr—192r‘"'
e portanto se e somente se

) €056 1080, +.COSO,, = 1 e sengy = ... = seng = 0.

Concluimos entao que w(§ﬁ,...,§}) = 1 se e somente se existem
inteiros k]"“’kr tais que 0= Zkiw. P2 1,...,ry 0U 0= ki”’ i=1,.04,
r, com k1+"'+kr par.

Do mesmo modo, w(ﬁ},...,er) = -1 se e somente se existem intei-

ros kps...ok o tais que g.= Kom, 1= 1,..0,r, com kytoo.tk o Tmpar.

r
Seja T' =w(Tr). Entao T' e abelianc, e como w & continuo,
T' e compacto e conexo. Uma vez que Spin{n) & um grupo de Lie, pode-se
mostrar que T' & um tord.(Vide [4].)
4.3,2 Proposicgao:
0 subgrupo T' = w(Tr) & um toro maximal de Spin(n).
Prova:
Seja TSO(n) o toro maximal de SO(n) considerado em §3,
Vimos que ¢w(Tr) C TSO(n) .
Mostremos que ¢'](Tso(n))§:T'._Ent§o, como ¢ e sobre, tere-
mos ¢(T') = TSO(n) . |
Se y¢ ¢-](T50(n))? temos o¢(y) e TSO(n) g entao _
oly) = Diag(A(e]),...,A(er)) se n=2r ou Diag(A(61),...,A(er),1) se
n = 2r+l. Portanto existe (8;/2,....6./2) € Tr tal que
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0ew(81/2,01.58,/2) = 0y .
Seja x ='w(§]/2,...;§r/2) e T'. Como kerp = {-1,+1}, temos
y=X ouys=-=x-= w(§1/2 + F}EZ/Z,...;gr/2)
e portanto em qualquer caso y pertence a T'. |
Isto mostra que ¢(T') = TSO(n) .
Como x e T' implica -x e T', dado y e SO(n), temos

1

¢'1(yTso(n)y' ) =uT'u™, com ue o (y) e portanto

spin(n) = 71 (50()) = 87 (o 0ny Mso(myy ™) =

oy -1 -1y _ 1,1

= yesom) ¢ OTsonyy ) = Jfépin(n) uT’v = .
Isto completa a demonstracgao.

4.3.3 Proposigao:’

0 grupo de Weyl de Spin(n) em relacao a T’ @ o mesmo que de
SO(n) em relagao a TSO(n)'

Prova:

Seja Np. o normalizador de T' em Spin(n). Se X e Nyi,y

temos o(x)6(T')ek™') = 4(T'), donde 6(x)Tgp(y8” (X) = Tgprpy wou seda,

. -1

¢(x)} pertence a N . Assim o(Nei)C N ou N, C¢ "(N ).
7 Tsoqn) T Tson)’ T Tsom)' ™
Corp ¢(uT‘u—]) = ¢{T') 1implica em uT'u_] = T', concluimos que

¢'](NT )C'NT.. Mostramos assim que NT.z ¢'1(NT ), ou NT =¢(NT.).

so(n) : , 50(n}) S0(n)
Considerando os epimorfismos restricdes de ¢ a T' e a NT"
| temos T'/kery ~ TSO(n) e NT./ker¢ ~ NTSO(n) . |

Entao NTSO(n)/TSO(“)': Npo/T' ymostrando que os grupos de

Wey! coincidem,



- 77 -

0s homomorfismos de grupos w: Tr -—+ T' e ¢: T'-— TSO(n) in
duzem os homomorfismos de aneis R¢: RTSO(n)'“’ RT* e Rw: RT'-~RTr .

Como w e ¢ sao epimorfismos, o teorema 3.17 do capitulo I
garante que Rw, Ry e R(¢.w) tém niucleo nulo.

r*%r
se dos Tso(n)-madulos isomorfos a C com a atuagao que a cada par

- - -
Sabemos que RTSO(n) Z[a].a] saeesl » onde ;€ a clas

, . i6;
(Daag(A(e]),...,A(er).*),z) em TSO(n) x C associa e "¢z em C.
Entao R(¢,w)(aj) e o Tr-modulo C com a atuagdo que a cada
par ((E],...{gr),z) em Tr x C associa o elemento

(¢oW) (87540 28,)02 = Diag(A(261)s+..5A(20,)14).2 =
ei?e} .

(B-!,...,Br).z

Podemos entao considerar R{¢.w)} como a inclusao

R(pew): RTSO(n)=Z[a1,a;],...,ar,a;]] -—+ RT Z[ﬁ}/g oy [ 1/2’a;1/2]‘

Como  Rw e injetor, podemos considerar RT' como subanel de

RTr = Z[a}lz,u;]/z,...,al/z,a;]/z]

4.3.4 Proposicao:
1/2]

0 anel RT' e igual a Z[a];a]1, fatt, ,a ,(a1...a )

Prova:

Lembremos que ker w & o conjunto de todos os elementos
(65"“’§r) em Tr tais que existem kq,....k  inteiros com g,= k;nr e
ky+ ... # k. par. Entao qualquer elemento de ker w atua como identida-

. 1/2
j,3=1,.,.,r, ou de (“1"‘ar) /2
Logo o T'-modulo C com a atuacdo gue a cada par (X,z) de

T'xC associa e12@§ Z, onde ej e qualquer real satisfazendo a

de em qualquer Tr-modulo representante de o

w(§],...,§.,..

; .,5}) = x esta bem definido e e levado por Rw em q. .

J
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Da mesma forma, o T'-modulo C com a atuagao que a cada par

i(0;+...10,)

X,2) de T'xC associa e ( z, onde {B45...,8,) & tal que
1 r

)1/2‘

w(é},...,g}) = x, € levado por Rw em (o

Isto mostra que Apsreesa, © (a]...ar)”2 pertencem a RT',

r

Ana]ogamente-mostramos que a;1,...,a;1 pertencem a RT'.

Entao Zﬂg],u;],...,ar.ar-],(a]...ar)]/%] esta contido em RT',

1

» 4 - = -]
Como R¢(aj) =aj 0 induz a inclusao Ry de ZLxl,a] RN T ]=RT50(n)

- -1 1/2
em 2[0.1301] ’---;Olrsar ;(a-i...ar) /]C RT'C RTr .

Seja agora M um T'-modulo. Se -1 ¢ T' atuar em M como iden
tidade, podemos considerar M como Tso(n)-deu1o definindo a atuagao

{xsm) == x'm

onde x' e qualquer elemento pertencente a ¢'1(x).

Entao R leva o Tso(n)-madu1o M acima definido no T'-modu-
lo M,

Isto mostra que todo elemento de RT' onde -1 atua como identi

A .~ -1 -1

dade pertence a RTSO(n)’ ou seja, e polinomio em UP0L] 3o e sl

Se M for um T'-mddulo arbitrario, podemos escreve-1o como so-
ma direta M = Ml()lﬂz de T'-submodulos My e M, onde =1 ¢ T' atua como
identidade e como multiplicacao vor -1, repectivamente, ja que o operador
que Teva me M em -1.m & idempotente.

- , -1 -1

Entdo [M] e [M,®M,] pertencema Z[aysaq seeeson0n.] s

uma vez que -1 atua como identidade sobre M] e M2 X M2 .

Como RT' e subanel de RTr, podemos considerar [M,] e RTr e en
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n,/2 ) anrlz

tao [Mé] e combinacao linear de monomios go tipo o 'L perten -

centes a RT' e aonde -1 atua como multiplicagao por -1, uma vez que, co

mo T' & comutativo, M2 se decompoe como soma direta de T'-submodulos de

dimensao 1 .
Como w-1(~1) € o conjunto de todos os elementos (8y,...,8,)

de Tr para os quais existem inteiros k1,...,k tais que 6.= kj" s COM

r J
k]+...+kr impar, devemos ter nyBq+e. N8, = n+2km, para (e],...,er) em

w-}(—l), devido a identificacao Rw(aj) = aj-

Logo npkyt...4n k. deve ser Tmpar para todos Kyse.ook,. intei-

ros com kyt...tk, Tmpar.Entdo Myseeeshl sdo todos Tmpares.
De fato, se, digamos,n] fosse par, teriamos m T+n20+...+nr0=n]

que & par, contrariando nossa hipotese.
n,/2 nT‘/z
.! ---ar

s com tl""’tr intejros.

Portanto o pode ser escrito como

t, 1/2

tr
ayl-. .o (u]...ar)
. 1 -] "] ]/2
Mostramos com isto que RT C:Z[al,a] seees0aC ,(a1...ar) 1.
Segue-se a tese.
4,3.5 Lema:

0 elemento A ¢ RSpin{(2r+1)}C RT' & igual a
(u}/z_{_a;]/z)“'(a1/2+a;]/2) = T 61/2 -OLET/Z

r £yt “ e ’
0s elementos Af e A ¢ RSpin(2r) RT!' sao dados por
Ats g a§1/2o..aaY/2 o
EyEpzgt /2 r /2
- €1 ev/2
A fj.. -;,_C_"T‘;-.L Ot] . .. -ur 'y
Prova: '

Consideremos o toro T'C Spin(2r+1) -atuando por multiplicagao a
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esquerda sobre o espago vetorial AZrII ®C.

0 teorema 4.3.1 mostra que a representagac assim obtida se decom

poe como soma direta de 22r/2r copias de A, Em relagdo a base fixada de

A2:+1(2)C, a atuacao de cada elemento de T' e representada por uma matriz

22"%2%" Como T'= w(Tr) e cada elemento de T' e da forma

X = (cose] 1 - seneieiez)...(coser 1 - senerle_]ezr) ,

P - +oo|

temos X.e = cose1...cose e.

» . . .-.e-
o T R I
e portanto os elementos diagonais desta matriz sao todos iguais a
€0S8y...C0S0,., donde o carater da representacio 2" A em x & igual a

L

rcose]...coser.
Em outros termos,'o carater de A em x @ igual a
2rcosa]...coser= (e181+ e-161)...(e‘6r+ e'1e*)

Como este e precisamente o carater em x de (o

—i/2

+ o }» concluimos, pelo teorema 3.16 do capitulo I, que
e Y2 =172 -
A =T oy * o)

Se n = 2r, para calcularmos AT e A”, notemos que A = Aty A”

e que ambos sao nao nulos e invariantes sob a acao do grupo de Weyl. Entdo

+ - e
A e A devem ser dados por uma das expressoes

£1/2 e /2 £,/2 e /2
o205 e e et

Resta saber qual corresponde a A+ e qual a A .

T

Para isto, consideremos o alemento

y = W(T/250000m/2) = (1) erep..ep jep,

Em A+, y atua como multiplicagao por 1r, uma vez t = ire]..

at.1 como identidade., Entao o carater de A+, calculado em y, e igual a

ol

]/jS'a;?/z) - ial/2+

.le
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Como o carater de qz gdlaﬁllz...uikfz, calculado em y, e igual
R . oin/2(e o te,) _ E1teete o epee e ir=¢2rnlir
&ttt g1 ! r
concluimos que
+ = E1/2 5../2 e - ,€1/2 E',/z
A E;“Eq;ia] ar A 5.‘.2:-.1(11 ur

Isto demonstra o lTema.
4.3.6 Teorema:
0 anel de representagao RSpin(2r+1) & o anel de polinomios
Z[A],...,Ar_],ﬁl . 0 elemento Ap deste anel e determinado por
AA = AptApaptes oAt 1 _
0 anel RSpin(2r) € o anel de polinomios Z[l1""’lr-2’A+’A-]
_onde valem as relagoes .
AR . .
AA F Ar. )\r_z Ar_4 can
o= + + +
A A - lr‘_'l AY._B )\r_‘s e
e N W VIPAE 3 W e ,
com cada soma terminando em Xg Aot 1 ou Azt A .
Observacao: |
~ - . ++ - - + -2
A relagao poiinomial do teorema 3.2 seque de A A .A A = (A A )Y

Prova:

Comecemos com o case n = 2r+l,
Provemos a formula A=Ay, * Apeq f e v Aq 1
Consideremos o polinomio '
-1 : -1
F(t) = (14 apt)(1+ o] 8).nn(l + £ (1 + o 1)(1 + 1)
Como 05 2 sao as funcOes simetricas elementares em a].a;],...,

“r’“;]’ 1, o coeficiente de tJ em f(t) @& Aj, para 3 £ 0, e temos
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F) = T4 abeib dg g = 20+ A+t A 4 1,

pois A5 = Aopelej -

Como (1 + o (1 + a ) o + 04 a}l - (a}/Z + a31/2)2 ’
temos Ap ¥ g teeat 1= 3/2 f(1) = ﬁ (ajVZ+ 0£31/2)2 - M

pelo lema 4,3.5 .

Temos Z[Aps---»h,] = RSO(n) & RSpin(n)cRT* = Z[ujsa7se .- s0prcin
1

g+ - -ary

Seja M um Spin{n)-modulo. Como -1 pertence a Spin{n) e
(-1)2 = 1, podemos decompor M  como soma direta de Spin{n)-submodulos M}
e M2, onde -1 atua como identidade e como mu?tiplfcagﬁo por -1, respec-
tivamente, |

Ja vimos que -[Mi} pertence. a . RSO(n).

A atuagao de u; = ese e Spin(n) para i =1,...,n-1 sobre M,

satisfaz as relacoes

2 _ . - e s
Uy = 1, uiuJ uJu1 s para J £ 1 .

Isto define uma estrutura de modulo a esquerda em M2 sobre
1 ®C compativel com a atuagdo de Spin(n) .
Entao [M] e RSpin{2r+1) pode ser escrito de maneira Unica como

M =a+ba , com agRSO(n) e beZ.

2

Como A" = A+ A, g+ ..v +Xp+ 1,05 elemenios de RSpin(2r+l)

sao polinomios em STRRR 1A

Seja T: RTr = z[a1/2, ;112,...sc1/2.a-1/%]

r r
1/2) . 112

*
T(aj
Entao T(a) =-A e T{(g) =g para todo g e RSO(2r+1) .

~-+ RTr o homomor -

1/2) afT/Z

fismo de aneis dadoe por T(a ,» para i#l .
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Como todo polinomio f em 11""’Ar—1’ﬁ se decompoe como f =
fT +'Af2, com f1 e f2 polinomios em A]""’Ar-l’kr’ vemos que f =0 im
plica T(f) = 0 = T(f; + Af,) = f; - Af,, e portanto fo=f,=0.

Isto mostra que RSpin(2r+l) = Z[A],...,Ar_],ﬂ] e que os gerado
res A],...,Rr_],a 530 a1gebricamente independentes.

Se n = 2r, um argumento semelhante ao da primeira parte do ca-
so anterior mostra que, se denotarmos A' = A+ + A", para evitar confusoes

com o caso n 1mpar, teremos

A'A' =24 20y . 4 zlr—l ALt AL .
De fato, o polinomio

' ' -1 -1
gty = (1T + aqt) (1 + a7 t)...(1 + a t)(1 + o, t)

tem Aj por coeficiente de td e

g{l) = 1+ A+ el F Ap ¥ A Feon t . ®

r+l
+ = -
2 +2A] Foaes F2A gt AL+ A (pois A =x _, e A n=])
1/2 ~1/2,2 1/2 -1/2.2
( Ol]/ + o / ) ...(g,r/ + 0 /2) = {7z £1/2 i‘./z)zz

== ci ..'a
r E_s.:f:j, 1
. e1/2 £./2 £./2 ey /2.2 _
= (6‘---%‘:1&1 ...Otr" +£“‘EE¥:“10511 ...oe.r*' ) o=
-2 2 !
= (a7 + A7) = (A",

pelo lema 4.3.5 .

Escrevamos (A')" =

2 = T a_(lsl'hsl)/e.._a(gb_ﬂs\-)/z
!::.A;.:.‘:i r

Para um dado termo
- a§é1+51)/2‘. a£€*+6”)/2

z . »
sejam u o nimero de Tndices J com ey = 8y = 1,
II‘ H . IIA fl n " - '_ —
b 1] - n i 1] ] . o= _'] e L= "
_ .EJ GJ e
vy " 4 " W " i c. =8, = =1
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Entao r=u+a+b+v,

0 termo dado e somando de A+A+ se e somente se b+v e atv
sao ambos pares; e somando de A*A” se e somente se exatamente um dos ni-
meros b+v ou a+v @ Tmpar; e 2 somando de A A~ se e somente se b+v e
atv sao ambos Tmpares.

0 monomio z = a%€‘+sﬂ/2.,_a$€r+6r)/2

e somando de A, see
somente se u+v = r-i{mod 2).

Temos U+v = r-a-b = r+2v-(b+v)~(a+v) = r-(b+v)-(a+v) (mod 2) ,

onde b+v & o numero de Tndices 'j com gg = -1 e atv € 0 numero de

indices J com 85 = -1.

Consequentemente, o monomio z aparece em At SEE somente
se 1 = (btv) + (atv) {mod 2) .

Como z @& somando de A¥A- se e somente se exatamente um dos
nameros b+v ou atv for Tmpar e isto equivale a i ser Tmpar, conclui-
mos que

W WIS WO .

Logo  ATAT 4 ATAT = AL 4L AN, t DA g .

Em qualquer Spin{2r)-modulo representante de A+A+ oUA A,
-T e Spin(2r) atua como dentidade, e portanto atat e 'A"A' pertencem
a RSO{2r) .

Entio a'A* = aAi + bx; + 1, onde T & combinac3o Tinear de
hpopshpgseees © ‘a e b valem 0 ou 1.

Seja H: RTr -~ RTr o homomorfismo de aneis dado por H(a?1/2)=

+1/2 - +1/2
i) =0y

+1/2

oy e H{a s para j #1 . Temos
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H(a*y = a7, H@T) = a7
HA ) = 2y » k= Thuiur-1 e
HOG, )= An s H(AT) = A :
Logo H(A+A+) = bA: + ax; +T=AA,
donde VAR WD VS W T WP WP PO I

¥ -
= (a + b)(Ar + lr ) + 2t ,
+ 4 .- - +
e portanto AA & AA tema forma Ar + Ar-z + Ar—4 + .. .
Para ver qual a expressio correspondente a A'A*, notemos que o
monomio 0+ - -0y e somando de A: mas nao de A; , e como ele aparece em
+ ~ - - .
A*A e nao em A A , concluimos que

+

+ +
AA

AA Ar+}\r“2+lr_4+axa ]

Como todo Spin(2r)-modulo se decompoe como soma direta de um
SO(2r)-modulo e de um A ® C-modulo, vemos que qualquer polinomio de
RSpin{2r) @ polindmio em A]""’Ar-Z’A+ e A

Resta mostrar que estes sao algebricamente independentes.

Um-procedimento inteiramente analogo ao caso anterior mostra que

+ - -~
A],---,Ar_],a +A 0 sao.

Denotemos por Agr"]),...,kgf;1) as funcoes simetricas elementa

res em a],a;],...,ar_1 ; 1 e A:_1 ,A;_] dadas por
- = 61/2 €. /2 - - 51'/2 E./z
AP_] Ej."%m OL-I . -a.r,_%l. ] Ar__-l = E_L%_‘i“ Q'.'! . -Ctrtil .
Claramante Agr ]),...,Aif;1), A: 1+ sao algebricamente inde
pendentes,
. 172 -1/2 172 -1/2 1/2 =172 1/d
SEJa '? Z[OL s O 'I ,...,Ct,r gar ] -y Z[ﬂ] ,CL] 3 r“1 Yo 4

el

=1

]
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o homomorfismo de aneis dado por ?(az]/z) = aﬁi/z, para j = 1,...,r-1, @
wotlZ) =1,
Temos ¥(X;) = A%r“TJ +2
= ir=1) (r-=1) | - -
‘F(lj )"‘ Aj + ZAJ.-] 3 para J - 1,...,?‘ ]’
t + -
e 'P(A ) = Ar‘_] +A r_'!

Se existir uma relagao polinomial ndo identicamente nula f

con f(ll,...,lr_z,A+,A') = 0, entdo

(r=1), 5, (r=1)

f(xgr“])+ JRP N AP

0 = ¥(F(Aqsmeush,_poh's2")
+
r-1

o que e absurdo.

- + -
Bpay T AppoBpy * Bpaq)

H

Isto mostra que RSpin(2r) Z[A1,...,Ar_2,A+,A“] ,

com A]....,Ar_2,5+,a- algebricamente independentes.



=.87 -

BIBLIOGRAFIA

1. Adams, J. F., Lectures on Lie Groups, Benjémin, New York, 1969,

2. Brauer, R., H. Heyl, Spinors in n Dimensions, A.J.M., 657, 425-449 ,
(1935). | _
3. Cartan, E., The Theory of Spinors, The M.1.T. Press, Cambridge, 1966.

4, Chevalley, C., Theory of Lie Groups I, Princeton University, Princeton,

- 1946,

5. » The Algebraic Theory of Spinors, Columbia University ,
New York, 1955.

6. , the Construction and Study of Certain Important Algebras,

The Math. Society of Japan, Japan, 1955.

7. Husemolier, D,, Fibre Bundles, Mc Graw-Hill, New York, 1966,

3. Mac.Léne, S.» G. Birkhoff, Algebra, Mac Millan, New York, 1968.

9. Milnor, J., The Representation Rings of Some Classical Groups, -
(mimeographed), Princeton University, Princeton, 1963.

10. Machbin, L., The Haar Integral, Van Nostrand, Princeton, 1965,

11, Van der Waerden,B.L., Algebra Moderna, Soc. Portuguesa de Matematica,

Lisboa, 1955,

12. Meyl, H., Classical Groups, Princetorn University, Princeton, 1946,



