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INTRODUCAO

1 — A doenca através do tempo

E impossivel definir com certeza a origem da hanseniase ja que as descricdes
que tém chegado até nos sdo confusas, incompletas e nem sempre interpretadas
fielmente pelos tradutores e historiadores. A idéia mais generalizada fornece como
foco originario o velho Egito e a milendria India. O foco egipcio disseminou-se
em duas dire¢des, uma para o continente africano € a outra para o Oriente Médio.
Através da dominagao Helénica, invade a Grécia dois séculos mais tarde (a doenga
aparece mencionada na Biblia com o nome de Zardoth e traduzida para o grego por
Lepra ou escamas, como se chamava todas as doencas de pele). A dominacio e
extensao do Impeério Romano leva-a ao coracao da Europa.

As invasées e conquistas que se sucedem; o ativo comércio que durante a alta
Idade Média mantém os paises ocidentals com a Asia Menor e o Oriente; a invasao
da Peninsula Ihérica pelos Sarracenos e as Cruzadas foram outros fatores primordiais
para a disseminagio e incremento da doenca. A julgar pelos historiadores ameri-
canos, antes da chegada dos espanhdis a América, os aborigenes deste continente
estavam livres da doenca. E foram estes, junto com os portugueses, os portadores.
Embora, muito provavelmente, a gravidade que a doenga alcangou na América foi
devido ao transito de escravos.

A superpopulacdo existente nas costa do Mar da China, aliadas & miséria rei-
nante e a facilitade pela emigracdo e sua aclimatagio, deu origem a novos focos nas
ilhas oceanicas, nos séculos XVIII e XIX.

A disseminacao da doenga pelo mundo é curiosa e instrutiva. Curiosa porgue
€nsina-nos que sua expansao segue uma cronologia territorial andloga a dos gran-
des acontecimentos histéricos da humanidade. Instrutiva porque mostra-nos que a
doenca estd intimamente ligada ao homem fortalecendo a hipdtese de que nma das

formas de contdgio é por contato direto.



2 - Situacao atual da Hanseniase

2.1. Hanseniase no mundo

No mundo existem vdrios grupos cientificos preocnpados com esta doenga, entre

eles temos:

IMMLEP (Inmunology of Leprosy), THELLEP {Therapy of Leprosy}, que em

conjunto com outras agéncias de voluntarios colaboram com paises endémicos e com

a WHO (World Heath Oreganization: O.M.S. Organizagao Mundial da Saude}.

Reunindo seus esforqos conseguiram obter informagoes da situacao da Lepra

no mundo em 1975.

Tabela 1. Hanseniase no Mundo em 1975

Regido N2 de Paises N9 total estimado | N9 total registrado | Prevaléncia :

de casos de Hans. | de casos de Hans. '

Africa 44 1.626.466 1.398.220 46%

(12 paises) (38 paises) (38 paises) |

América 44 400.000 241.243 0.44% |

{(Paises+Territdrios) (44 paises) |

Mediterraneo 23 81.435 63.236 0.27%

Oriental {5 paises) (22 paises) (22 paises)

Europa 20 20.452 20.452 0.05%

(20 paises) (20 paises)

Sudeste 11 4.510.328 1.748.468 50%(*)

Asidtico (9 pafses) (8 paises) ‘

Pacifico 29 2.000.000(**) 128.325 1.82% |

Ocidental (22 paises) Area total l
Total 171 8.638.681 3.599.949

Fonte: WHOQ 1975

(*) estimagdo baseada em 9 paises.
(**) dados nao incluindo China, Kampuchea, Laos, Hong-Heng, Papua New Guiner.



2.2. Hanseniase na Ameérica

O primeiro caso de Hanseniase diagnosticado na América foi na Colombia no
seculo XVL

Qs primeiros leprosarios foram estabelecidos em 1530 (Cartagena, Colombia,
Costa Caribiana). A populagio de escravos que chegon no tempo da colonia foi a
principal responsével pela transmissio da doenca. Durante os ultimos quatro séculos
apareceriam muitos focos e sempre conectados com os fluxos migratérios.

Um dos focos mais importantes das Américas é a Amazdnia, apesar de ser um
foco relativamente novo. O primeiro caso diagnosticado foi no final do século XIX.

A Hanseniase é end@mica em todos os pafses da América com excessdo do
Chile continental e outros poucos territérios. A tabela 2 mostra o numero de casos
registrados em todos os paises ou territdrios da América Latina de acordo com as
tltimas informagdes fornecida pela WHO/PHHO.

A regido Andine comprende os seguintes pafses: Bolivia, Colombia, Peri, Ecua-
dor e Venezuela. O Cone Sudeste compreende: Argentina, Urugual, Paraguai, Chile
Continental e Ilha de Pascoa (Chile).

América Central: Esta 4drea tem a frequéncia mais baixa de Hanseniase nas
Américas, com excessao de Canada e Estados Unidos.

Os principais focos estiao localizados no oeste do Pacifico em torno do “Gulf
of Fonseca”, o territdério de El Salvador, Honduras e Nicardgua. E na peninsula
Azuero, Panama. Sé dois focos estio localizados na Costa Atlantica; Limones em
Costa Rica e Boca del Toro em Panama.

América Latina Caribenha: Comprende os seguintes paises, Cuba, Repiblica

Dominicana, Haiti e Porto Rico.



estimado e prevaléncia

Tabela 2. (Casos ativos registrados de Hanseniase na Ameérica, nimero de doentes

Subregides ou | Populacio Casos Total estimado
Areas Estimada | registrados N¢ Prevaléncia por 1.000

Regido Andina 73.189.000 42.120 | 63.961 0.9
Cone Sudeste 44.155.000 15424 1 24.730 0.6
México £9.994.000 15.237 | 26.700 0.4
Brasil 126.377.000 169.802 [ 260.000 21
América Central | 22.650.000 1.706 3.302 0.1
Latinoameérica

Caribenha 25.179.000 9.029 | 16.355 0.6
Caribe 6.829.000 9.945 | 16.969 2.5
Ameérica Central | 246.350.00 1854 3.728 0...
Total 614.723.00 265.117 | 415.745 0.7

Fonte: OMS 1980

Uma informacdo mais recente (1985) contida em “Hanseniase normas e ins-
trugoes 1972 afirma que os paises endémicos estdo situados entre os trépicos, na
Asia e América Latina.

As regides consideradas hiper endémicas se situam no sudeste asidtico, na
América Latina com predominancia na Amazdnia, e na Africa, em Uganda e Ma-
lawi. O milmero de casos registrados em 1985 situa a Africa e a Asia como 4reas

altamente endémicas.



Tabela 3. Casos registrados de Hanseniase nas diferentes regides continentais,
segundo dados da O.M.S. 1983

Regiao O.M.S. N@ de Casos | Coef. de Prevaléncia
1.000 Hab
Africa 987.607 2.34
Américas 305.999 0.47
Sudeste Asidtico 3.737.157 3.31
Europa 16.794 0,03
Medit. Ooriental 74.892 0.26
Pacifico Ocidental 245.753 0.28

Fonte: OMS 1985

2.3. Hanseniase no Brasil (Guia de Controle da Hanseniase, Brasil, 1994
Ministério da Saude): “A hanseniase, doenga endémica em todo o territorio nacional,
tem colocado o Brasil na incdmoda posicao do 2¢ pais do mundo e primeiro das
ameéricas em numero de casos registrados”.

Em 1990 o Brasil apresentou um registro ativo com 278.692 casos, sendo que
76,8% destes se encontravam nas formas polarizadas. O coeficiente de prevaléncia
para 1990 foi de 1,78/1000 habitantes, e o de detecgdo de casos novos para o mesmo
ano foi de 18,94/100.000 habitantes, com o total de 28.482 casos novos registrados

(Tabela 4). Estes coeficientes colocam o Brasil como area de alta endemicidade.

Tabela 4. Prevaléncia, Deteccio e tendéncia da Hanseniase segundo

macro-regices do Brasil

Prevaléencia Detecgio Tendéncia %
Macro-regides {| N2 | Coef. | NP | Coef. | Cresc. Anual
Norte 62540 | 4.44 | 6993 | 49.68 5.00
Nordeste 34459 | 0.92 | 5899 | 15.67 11.00
Sudeste 113840 | 1.74 | 8927 | 13.62 3.00
Sul 28032 | 1.23| 1581 | 6.95 3.00
Centro-Oeste | 39821 | 3.85! 5082 | 49,19 7.00
Total 278692 | 1.85 | 28482 | 18.94 5.00

o



3 - Descricao da doenga
3.1. Aspectos Epidemioldgicos:

A hanseniase é uma doenga crénica, transmissivel, causada pelo “Mycobac-
ferium leprue” que acomete fundamentalmente pele e nervos periféricos. A sua
variabilidade clinica € determinada pela resposta imunoldgica do hospedeiro. O sur-

gimento de incapacidades {isicas é um dos aspectos mais importantes da doenca.
3.2. Hospedeiro:

O homem doente da forma bacilifera (multibacilar) constitui o principal hos-
pedeiro da doenga. Até ha pouco tempo considerava-se 0 homem como tinico hospe-
deiro de M. leprae. O encontro de tatus naturalmente infectados (Louisiania, EUA,
1974), com uma microbactéria considerada igual ao M. Leprae levanta outras possibi-
lidades de hospedeiro. Qutro animal considerado como tendo uma doenca idéntica
a forma virchowlana de hanseniase, adquirida naturalmente, é o chimpanzé, fato
descrito por Donnham em 1977. Em 1979 Walsh descreveu caso semelhante em um

macaco magabey.
3.3. Transmissao:

A hansenfase € considerada doenga de alta infectividade e baixa patogenicidade
(capacidade de causar doenga).

As vias de eliminacdo mals importantes parecem ser as aéreas superiores e
situacoes de descontinuidade da pele (Ulceras, ferimentos, etc).

QO M. lepree pode sobreviver até 7 dias em secregbes nasais dissecadas, o que

aumenta as possibilidades de disseminagao.



Apesar das microbactérias serem encontradas no leite materno de mies vircho-
wianas, o aleitamento materno parece nao ser uma via importante de transmissao,
pois estudos comparativos de criangas amamentadas por maes virchowianas ndo de-
monstram risco maior de adquirir hanseniase em relagdo as criangas nas mesmas
situacdes aleitadas artificialmente.

O contato direto e a inalagao parecem ser as possiveis vias de entradas mais im-
portante do bacilo de Hansen. Ingestio ou vetores hematdéfagos (mosquitos) também
podem ser lembrados, apesar de nenhuma dessas possibilidades terem sido consis-
tentemente provadas.

Fatores ligados ao hospedeiro, como desnutrigio e os ligados ao meio ambiente,
como precarias condi¢bes de saneamento e baixa situagio socio-econdémica, parecerl

estar associados a ccorréncia da hanseniase.
3.4. Periodo de Transmissibilidade:

Fica dificll determinar o periodo de transmissibilidade numa doenca em que
nao se consegue determinar precisamente as rotas de transmissdo, a capacidade
infectante das diferentes formas clinicas, a quantidade de indculo necessario e o
estado de infecgao.

Sabe-se que, uma vez detectade o caso e iniciado o tratamento especifico
(doentes multibacilares), o niumero de bacilo vidveis eliminados diminui rapidamente.
Por isso, para fins operacionais, o periodo de transmissao sera considerado como o
tempo decorrido desde o surgimento dos primeiros sinals e sintomas acrescido do
periodo maximo de incubagio até o momento em que se iniciou o tratamento es-

pecifico.
3.5. Suscetibilidade e Imunidade:

A hanseniase é uma das doengas infecto-contagiosas onde o estado de infecgéo



ainda nao foi claramente estabelecido.

Os fatores que podem estar associados a maior suscetibilidade 4 hanseniase
envolvem predisposicio familiar e fatores inespecificos como desnutri¢io, gravidez e
puberdade. Nao se sabe ainda de que forma atuam os fatores genéticos e ambientais
na suscetibilidade dessa doenga.

A imunidade a hanseniase é determinada pela adequada resposta da imunidade
celular do hospedeiro e especifica ao L. leprae.

Para medir a resisténcia individual da doencga, utiliza-se a reagdo intradérmica
de Mitzuda de leitura tardia (28 dias).

Na forma indeterminada, esta reacio permite o progndstico sobre a evolugio

do caso; se positiva, serd forma paucibacilar; se negativa, multibacilar.
3.6. Classificagao:

Segundo o Comité de Peritos da OMS (WHO) em Hanseniase (Informe Técnico
768), para fins operacionais, a definicio de caso de Hanseniase diz: “Um caso de
hanseniase é uma pessoa apresentando sinais clinicos da doenga, com ou sem con-
firmacao bacterioldgica do diagndstico, e requerendo quimioterapia”.

Nos dias atuais, é dificil obter classificagdo por formas clinicas universalmente
aceitas, devido a discordancia quanto & valorizagio dos critérios habitualmente uti-
lizados. E importante assinalar que, qualquer que seja a classificagio feita, deve ter
apoio em quatro critérios: clinico, imunoldgico, bacterioscépico e histopatolégico.

Dentre as classificacoes existentes é importante fazer referéncia 4 de Ridley e
Jopling, baseada no aspecto imunolégico dos individuos afetados.

A classificacdo atnalmente adotada resultou do “VI Congresso Internacional de
Leprologia”, realizado em Madrid em 1953. A hanseniase ficou classificada segundo
sua tendéncia de evoluir em diregao a um de seus polos, encontrando-se duas formas

polares e dois grupos: formas tuberculoide e virchowiana e grupos indeterminado e

dimorfo (“Bordevline”).



Num pais endémico como o Brasil, onde a endemia hansénica se distribui por
todas as unidades federais, ha necessidade de simplificar a classificacdo da doenca.
Para fins operacionais, o Ministério da Saide do Brasil adotou a recomendacao

da OMS que propos o agrupamento dos pacientes em:

1) Paucibacilares (P.B.)
1.1) Hanseniase Tuberculdide (H.T.)

1.2) Hansenjase Indeterminada (H.L.)

2) Multibacilares (M.B.}
2.1) Hanseniase Virchowiana (H.V.)

2.2) Hanseniase Diforme e nao Classificada (H.D.)



Nao é uma tarefa facil construir um modelo matemdtico para descrever e in-
terpretar a propagagao de doencas transmissivels numa populacio. Esta conduz a
questées muito interessantes em varios campos (Biologia, Matematica, etc).

No tratamento matemaético do processo epidémico, Hammer em 1906 [4] consi-
derou a hipdtese de que o curso de uma epidemia depende do mimero de individuos
susceptivels e de uma taxa de contato entre individuos susceptivels e infecciosos.

Ross em 1911 [4], foi o primeiro a utilizé-lo para analisar a dinamica da trans-
missao da malaria. Tempos depois. aplicado por Reed e Frost, para modelar a
tuberculose. Nio podemos esquecer os cldssicos trabalhos na teorfa de epidemias de
Kermack-Mckendrich 1927 [9].

O principal objetivo destes modelos matematicos é estudar a dinimica da
doenca na populagao. Utilizando um conjunto apropriade de equagbes, observa-se
como as variacbes dos parametros epidemioldgicos estao mutuamente relacionados.

Em 1962, Waaler ef al. propdem um novo modelo para a tuberculose do qual
se originou a idéia para ensalar um método similar no estudo da epidemiologia da
hanseniase {M. F. Lechat, 1974).

Neste trabalho de tese apresentamos modelos epidemioldgicos que procuram
descrever a dinamica da doenca na populagdo, onde o conjunto de equacgdes szo
equacoes diferenciais ordinarias.

Os modelos sao propostos numa sequéncia gradual, segundo suas complexi-
dades matematicas, que, emhora distantes da realidade epidemioldgica, podem ser
considerados como o inicio de um trabalho mais aprofundado. Também é oportuno
destacar que os modelos propostos correspondem a formulagdo deterministica, i.é.,
as equacodes sio formuladas em termos de nimeros (ou propor¢ées) de individuos em
cada classe da populagdo, no tempo ¢. Se os modelos estocdsticos parecem estar bem
mais proéximo da realidade do fendmeno modelado, em contrapartida o instrumental
matemadtico ntilizado atinge um nivel razoavel de difulculdade técnica. No capitulo
I sédo descritos e analisados varios modelos epidémicos propostos para o estudo e

descri¢io da Hanseniase.
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Capitulo I

Para que seja possivel a descricdo matemdtica de um fendmeno real qualquer
através de um modelo, inevitavelmente ha que simplifica-lo, idealizd-lo, fazendo
sobressair e levando em conta so os fatores mais importantes que atuem sobre o

fendémeno, e desprezando os menos essenciais.

Para nossos propdsitos utilizaremos os modelos compartimentais de uso fre-
quentes em modelos de epidemias.

Tais modelos formularemo-os por meio de sistemas de equagées diferenciais nao
lineares. O estudo analitico destes modelos se resume essencialmente a estabilidade
das solucoes.

Um sistema de compartimentos consiste essencialmente de um ndmero finito
de subsistemas interligados, chamados compartimentos, que trocam entre si e com
o meio ambiente, quantidade ou concentragio de materiais. Cada compartimento €

definido por suas propriedades fisicas.

Para a modelagem de um sistema compartimental € necessdrio que se faga al-
gumas hipdteses suplementares em relacio as “taxas” de troca de quantidade ou
materiais. Por exemplo em modelos de epidemias a forma de passar (passagem es-
pecifica de um para outro) é haseada na lei de “agao de massas™: “A taxa de aparigdo
de novos infectados é proporcional ao nimero de encontros por unidade de tempo
entre suscetivels e infectados, e a densidade ou encontros (numero por unidade de
rea) € proporcional a densidade de suscetiveis e a densidade de infectados (existe

um termo bilinear que descreve a interagao entre os individuos) [8]

Hamer (1906) foi o primeiro em utilizé-la na propagacéo de uma doenga. O
argumento € baseado na suposicio que os infectados sdo homogeneamente distribui-
dos (espalhados) na populagao, e que localmente, a probabilidade de encontros por

unidade de tempo é a mesma para qualquer par de individuos.
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Os modelos, em geral, satisfazem as seguintes hipdtesis simplificadoras.

H.1. A populacdo considerada tem um tamanho N, o qual é suficientemente grande,
de modo que em cada classe on compartimento as varidveis podem ser tomadas como
continuas.

Se 0 modelo inclui dindmica vital, entio estamos considerando que os nascimen-
tos e mortes ocorrem com taxas iguais e todos os recém-nascidos sio considerados
suscetiveis.

Individuos séo retirados de cada classe por morte com uma taxa proporcional
ao tamanho da classe e cuja constante de proporcionalidade é y, a qual denomina-
remos de taxa de remocido por unidade de tempo. O tempo médio de vida é dado
por —.

i
H.2. Consideramos a popula¢do como sendo uniforme e homogeamente distribuida.
A taxa de contanto g é o numero médio de contato por infeccioso por unidade de
tempo. (Um contato de um infeccioso € uma interagao a qual resulta na infeccdo de
um individuo se ele for suscetivel). O nimero médio de suscetiveis infectados por um
infeccioso, por unidade de tempo, € 85. O niumero médio de suscetiveis infectados
pela classe de infecciosos com tamanho NI é 3NS5 por unidade de tempo. O tipo

de contato depende especificamente de cada doenga.

H.3. Individuos se recuperam e sio transferidos da classe dos infecciosos para a
classe dos removidos com uma taxa proporcional ao niimero de infecciosos e cujo
constante de proporcionalidade é v, denominada taxa de remog¢do por recuperagio.

O periodo médio de infeciosidade é 1/v.

Em particular os modelos propostos neste trabalho satisfazemn as seguintes
hipéteses:
1. O tnico fator de contaminacio, € por contato direto com um doente portadores

de Hanseniase.
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2. Os recém nascidos sdo imunes

3. Todos os individuios sdo suscetivels, e se eles 530 expostos a um contato efetivo,

podem contrair a doenca.

4. A doenca pode se desenvolver somente em uma das formas, Tuberculoide ou

Wirchoviana, na classe dos infectados;

. Esta doenca tem um periodo de laténcia e o individuo deste estigio passa a

ot

classe dos infecciosos.
6. O individuo infeccioso ndo se recupera sem tratamento.

Daremos agora uma descricdo matematica da doenga em estudos.

Lechat et ol (Bull. WHO 1974), apresenta wmn modelo discreto; distinguindo dez
estagios diferentes pelos quais um individuo pode passar. Considera, também, o
tempo como uma  variavel discreta. Seu modelo é composto de 19 equagoes de
diferencas finitas.
Em nosso trabalho consideramos modelos continuos e agrupando os vérios com-
partimentos dos infecciosos, reduzindo o sistema para apenas 5 equagdes diferenciais.
Optamos por apresentar inicialmente modelos mais simples, para, gradatjva-

mente chegar nos mais complexos.
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Modelo 1 (Modelo mais simple)

A dindmica do modelo € descrita pelo seguinte sistema de equagdes diferenciais

ordinarias nao linares de primeira ordem:

ds
< =b-p5s1 (1.1)
dL
dI .
- =oal—(u+o)[+AR (1.3)
dR
S =l —(A+p)R (1.4)

onde:
3: Taxa de Infecciosidade (taxa de transmissao);
2 Taxa de mortalidade natural;
A: Taxa de remncidéncia;
b: Taxa de crescimento natural dos suscetiveis;
v~ !: Periodo de infecciosidade:
o~ !: Periodo de incubagao.
As varidveis de estado sao consideradas como densidades populacionais

S: Susceptiveis - sdo aqueles individuos nao infectados que podem contrair a doenca

{grupo de risco); sdo pessoas que convivem com os infecciosos.

L: Latentes - sio aqueles individuos infectados sem que a doenga tenha sido de-

tectada;
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I: Infecciosos - sdo aqueles individuos infectados que ativamente transmitem o
bacilo.

R: Removidos - sdo aqueles individuos retirados da interacdo suscetivel-infeccioso

por recuperacao com imunidade (temporaria ou permanente).

QOutras consideragges:

Periodo Latente: é o intervalo de tempo entre o momento de infeccao e a
existéncia do material da infeccio no organismo de um
individuo suscetivel.

Periodo Infeccioso: é o periodo que subsegue imediatamente ao periodo la-
tente

O modelo que propomos é composto por quatro compartimentos representando

de forma simplificada, os diferentes estagios da Hanseniase

U
lﬁ'
A
= [ =
lu i# l.u

Figura 1

A figura 1 mostra o diagrama de blocos representando a estrutura do modelo

compartimental.

Obs: Existe uma imunidade natural em relagao A doenca, nao considerada neste

modelo simples.

2) Como infecciosos consideramos todos os individuos que transmitem a doenga

independentemente de sua forma (Virchowiana ou Tuberculoide)

15



1.1. Determinacao dos pontos de equilibrio

O sistema. (1) pode ser dado na forma abreviada:
i=fx)

e de acordo com a definicdo [3.1]; o ponto de equilibrio z¢ € R?* fica determinado

por
flzo) =0
Assim, temos:
b— 381 =
BSI—(a+ )L =
al —(p+0)l+AR =
vl —{A4+p)R =

= o O o

assim temos o seguinte ponto de equilibrio. A {5, L, I*, R*) onde:

o Merm)Qbpty) o b ablal + p)
af(At+p) 7 a+p) pla+p) (A+p+v)
R = abu

platp) (At p+o)

Por razdes bioldgicas os parametros envolvidos sempre serdo ndo negativos.
1.2. Estabilidade

A parte linear do modelo (1) fica determinada por

= Azx onde

A é a matriz Jacobiana 4 x 4

—pI 0 -A8 0

B | osr —(+u) a5 0

A=Df()= 0 « g —{(p+ ) A
0 0 v —(A+ )

16



1.2.2. Anailise do ponto P (S, L*,I", R*).

~BI* 0 -5 0
r —(ov 4+ 1 S*
A=Dflae) = ﬂo (o-ﬂ) —~(i+v) ?\
0 0 ) —(/\—l-p')

com 2o = (5%, L*, I*, R*) e seu polinémio caracteristico € dado por:
det(A—l) =0 = Plo)= v+ a19® + a9 + azp + a4

Para achar os coeficientes a; efetuamos as seguintes operacoes algebricas:

~(a+u+p) 85> 0
—{8I" + p)det ( o —(p + v+ ) A +
0 v —(A+p+e)
0 —-35*
—-BI" det( o ~{p+ v+ ) A ) =0
0 v —(A+p+)

assim obtemos:

ap=a+A+3p+v+ Bl
as=fla+A+3u+)+t{atw)(A+2u+v)+pp+Ar+0v)— 5

a3 = BI*[(a+ p)(A+2u + o) + p{p + A+ o)) + (@4 pulp + A +v) — fS (A + p)
ay = BI"(a+ p)ulp + A +v) ‘

A condicao de estabilidade assintdtica para o ponto de equilibrio nao trivial

P, depende fortemente dos valores dos parametros.
Razao de reprodutivadade Basal Ry

Analisamos o nimero de casos secundarios que surgem de um inico caso

primario simples, numa populagio inteiramente suscetivel.
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Este nimero é chamado razdo de reprodutibilidade basal, designada por Ry.
Assim, se um individuo infectado causa mais do que um caso secundario,ou seja,
se flg > 1, teremos um surto epidémico. Se By < 1 no sentido de um individuo
infectado nao infecta pelo menos um individuo, a doenca tende a extingdo. Ja
quando temos Hy = 1, signiﬁcando.que um individuo infecta em média um nnico
individuo durante todo o seu periodo infeccioso, entdo a doenga tende a permanecer
endemica. Isto porque cada individuo infectado deixara de ser infeccioso e sera
substituido por um individuo que anteriormente era suscetivel. Este caso critico é
raro na realidade € quando ocorre, € por um perfodo curto de tempo 0 que nos leva
a decidir sobre o futuro da doenca.

Célculo de Ry: Consideremos as equagoes (1.2) e (1.3) do modelo 1

dL

T 0{numero de individuos na classe dos latentes cresce)

df

— > 0(numero de infecciosos cresce)

dt

Se consideramos a populacao livre da doenca ou seja o que nao existem individuos
na classe dos recuperados voltando a ser infecciosos, 0 que nos permite considerar

(a taxa de reincidéncia); A = 0 assim obtemos

R, = apb (e + v)éa + 1)

e teremos uma endemia se f§ ==
(p +v) (a+p)

18



Figura 2

O gréfico representa a densidade da populagdo e o tempo .
As condigdes iniciais sao: {So, Lo, Jo, Fo) = (0.83; 0.1; 0.004: 0.01} e o valor
dos parametros & 5=0.023 3=0.03 a =0.2; ¢ = 0.015 v = 0.665; x =0.06
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Modelo 2:

Consideremos agora uma populacao N = S+ L + I + R, supondo que
a) Os suscetiveis S tenham um crescimento assintético, isto é, na auséncia da doenca

r a a
5 tende a um valor constante 3 0< 7
)

b) Os latentes I evoluem para os infecciosos numa taxa a(l — p) ou serdo imunes
(naturalmente) numa taxa ap.

¢) Valem as outras consideraces do modelo 1.

dS BS1
= a—bS— 2.1
dt =53 N (2.1)
1L 351
(2) = — —{ap+ (1 - pja+p}l (2.2)
di
i a{ll—p)L —{v+p)I+ AR (2.3)
dR
— = vl- - 2,
7 vl —(A+pu)R (2.4)
dr 3
= apl—pr (25)
Seu esquema de compartimentos fica estabelecido por
4
1@
o {1-p)o A
= = =
lﬂ lﬂ- l,u. v llu
Figura 4

r denota o compartimento dos individuos resistentes ou imunes, {naturais).

Os paramétros envolvidos estao definidos da mesma forma que no modelo 1.
p q
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2.1. Pontos de equilibrio

Neste modelo temos dois pontos de equilibrio:

Pi(a/h,0,0,0) e Py(S™,L*,I",R") onde

o _ Npla+ i) A+t )
T aB(l-p) (M4 )

_a bNu(A + i+ )
at+p ad(l-p)(A+u)

e oa{l —p) (A4} DN
(atp) Atptop B

_ aa(l — p) _ Nbv
Cople ) A pto) o B+ u)

-

2.2. Estabilidade:

A matriz de linearizacio é:

_b—BI/N 0 —BS" IN 0
0 —(ap+ (1 —pja+p) [SY/N 0
A= Df(.
f@ g ol -p)  —wtm A
0 : 0 v —(A+p)
2.2.1. Anélise para o ponto P{a/b,0,0,0).
A matriz de linearizagédo avaliada no ponto P; fica:
—b 0 _af/bN 0
_ 0 —(op+(1—-pla+p) aB/bN 0
A=Dilz)} o1 —p) ~(v+p) A
0 0 v —(A+p)

O polinémio caracteristico nos fornece a seguinte informagao.
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det (A—wly) =0 <

~(op+ (1l —platp+yp) —aB/bN 0
(bt} det | ofl —p) —(v+p+e) A =0
0 R Y
= b+¢ =0,(p, = —b) ou o det(-) é zero, assim obtemos o seguinte polindmio

caracteristico de grau trés

ply) = 593 + (11992 + @y + as onde

ap = A+3u+vtap+(l—plo

S
ay = pA+p+o)+(ap+(1-platp)(A+p+v)—ol ~p)%—

*

a3 = {ap+{(1—plat+p)p (A+p+v)—ol - p)ﬁs

N (A + 1)

A condigdo necessaria e suficiente para que as raizes do polinémio caracteristico

de grau trés tenham parte real negativa é:

a; >0  , aaey>a;  , a3>0

Assim, temos

Na+3p+r+v>0<a,>0.

3
2) (o + 1) (A+p+u)>%a(1—p) Atp) & a3>0.

3) a3 > 0 = ay € satisfeita.

Obs: Uma outra hipétese sufiente para que o ponto P; seja assintoticamene estavel
afs

é que (a+p)(A+2p-+v) > ol —p) v o8 seja, tem-se a extingao da doenca quando

a taxa de transmissao relativa v for suficientemente pequena, ou em um controle

adequado de o, que pode ser ohtido por meio de uma estratégia de vacinacao.
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2.2.2. Analise para o ponto Py(S*, L*, I*, R*).

A matriz Jacobiana avaliada neste ponto tem a forma:

__z')—ﬁl*/;\'r 0 _ﬁSm/N 0

_ \_ |} BI'/N ~(a+u) BS*/N 0

A= Df(x) = 0 ali—p) —(v+p) \
0 0 v —(A4p)

Tp = (Sx, L‘, I*, R’)

O polinomio caracteristico obtido de det (A — ¢I;) = 0 fornece a informacio

seguinte:
Plo) =" + aye® + ayp® + asp + a4

onde:

a; —

N

\ I
ay = (b+%f'+a+p.)(2p‘-+/\"‘l”l?J'i'(b—I—ﬂ;V o+ p) +

»

3.8
#(A+#+U)—G(1—-P)'-N—T

*

'6,5, e+ ) (2p + X + o)

az = b+ +a+p(d+p+v)+ b+

3 31 2
ol - p) 280+ T bt )+ s e - )
_ 8 .. B epall —
ag = (b+ )+ pp(A+ptv)+ 555 Mol —p) -
5" I
o(1 - )”:V b+ 25504+
Considerando e )
bt — = —
+ i S"



pOdE‘-I"ﬂOS escrever:

1
a = (E-:+a+3,u,+/\+v)

(o + pt)
5‘:

1 (1 — )5
ay = (= +a+p)2u+r+v)+ ol —p)5°A ;)55

o +pulp+ 2 +v)—

1 ¥ V(20 + A+ S*
a; = (_+a+”)(;ﬂ+)\+0)_1_'“_((1+,U)( é* U) _ﬁN o

& (1—p)a+pu+b)

@ = 55(1/5*45).&(1—;;).

N

Para analisar a estabilidade desta parte vamos considerar a seguinte hipdtese:

Notemos que:

1 (o + 1) () b
Dai> 0 4 —b>0e s> Hotpdtety)

S a(l = p)(r + p)
por outra parte, temos que provar que aydqds > a%a4 + ag.

Notemos que a condigio de estabilidade depende fortemente dos pariametros.

- 2.3. Razao de Reprodutibilidade Ry:

Em relagio a razao de reprodutibilidade basal Rg; teremos uma endemia se

Ba(l ~ p)

Fo>1 = et (U—plat s

> 1

(p+o)ep+ (1 —platu) 3

< a(l —p)
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Figura 5

O grifico corresponde a uma representagio do Modelo 2 As condigdes iniciais
sao (S, Lo, Io, Rp) = (0.83; 0.1; 0.004; 0.01) o valor dos pardmetros sio:
$=003 =02 p=0.015 v=0665;2=006.p=0.7 a =0.02 b =0.0014.

b
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Modelo 3

Este modelo corresponde a uma modificagdo do modelo 2 considerando a
dindmica vital e a populagio total constante. S+ L + 14+ R+ r = N. Temos
entdo as seguintes equacoes.

dS BSI
— = uN - uS-— j 3.
AR S I (3-)
dL 451

_ gsr _ , 3.2
i = n lapt(l=platul (32)
df
7= all=p)L—(v+pI+IR (3.3)
dR
— = ol = (A 4+ )R (3.4)
dt
% = apl —ur {3-5)

Considerando ¥V =1 como S+ L+I+R+r=1=S+r={1-L—-I1-R),

substituindo na equacio (3.2) obtemos; o seguinte modelo reduzido:

dL
<= Al -L-T-R)=(ep+(1-patpl (3.1)
dI
== all —p)L — (v+ )T+ AR (3.2)
dR

3.1. Pontos de Equilibrio:

dR

—=0=R

dt

At p dt a(l — p)(A + v)




. (LN
considerando T = 0 temos:

| #A + 1+ v) v \1_ (a+med +u+v)
ﬁj{l_1(1+a(1—p)(k+p) )\-i—pr.)] ool -pY A+ I
se [ #0
o] - el = ) ) _(e+pp(A+ptv)
(pt+o(l=p))A+p+v) ol —p)(A+u)
Sl
B (A+p)a{l —p) Bl = p)(A+ )
onde H = Gtptopre(i=p) ' ° 7 mla+m+p+v)
» . L_L
Seja f(I)=1- 7=

os pontos de equilibrio para o modelo normalizado sio:
Pi(1,0,0,0) e Py(S~. L™, I*, R*) onde

I _ pAtut) 1 v

ST=1—-—, L= ', rr=(1-—-)H R = I
H a(l —p) (A + p) ( 0') At p
3.2. Estabilidade:
A matriz Jacobiana de (3'} é:
Bl —o—p —BI+485 —p1
A= Df(xe) = | ol —p) —(v+p) A
0 v —(A+ )

O polinémio caracteristico fornecido por det(A — ol;) =0 &

ple) = ¢ + a1p? + axp + a3 onde

ay=(rr+a+v+ i+ 3u)
ag = (A" + o+ p)p(p + A+ v) + fl'a{l — p)(p + A +v) — B5"a(l — p)(A + p)
a3 = (BI" + o+ p)plp + A+ 0) + Bla(l — p)(p + A+ v) — B57a(l — p)(A + 4



3.2.1. Analise do ponto P,.
Para. este ponto [* = L* = RB* = 0;5 = 1 os coeficientes ay, a3, ¢3 ficam:

ap={a+v+ i+ 3
b = (a+ p)(\+ 20+ v) + pl + A+ 0) = a(l - p)3
a3 = (ap + (1 plar+ walu+ A+ o) = Ball — p)(A + )

Sabemos que Re(p) < 0 se e somente se:
1) a; >0

2) a3>0¢>(a+”)ﬂ(ﬂ+)\+’l?)>:‘30:(]—p)(,\+#):>3< (a‘l‘#)#(#-f'/\—i—v)

a(l—p) (A+p)

3) aias > as.

Para provar a parte 3) consideremos;

ﬁ<uH@u+ﬂm+v+A+mma+m+uw+A+vn
(v + v+ 2u)
calmente assintoticamente estave]

e assim o ponto P ¢ lo-

3.2.2. Analise para o ponto P,.

A matriz Jacobiana avaliada no ponto P, tem o formato:

—BI" ~(a+p) —BI"+ B - %) —AI"
A=Dilz) =1 a(1-yp) ~(v+u) )
0 v ~(A+ )

Para que P; seja estdvel deve satisfazer:

1)(11)0
2)a3>0¢>

3) @iy > a3
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Para provar a parte 3) consideremos:

duas condicées: 1) a(l —=p)(A+ p)(A+2p+v) > p(A+ p+v)
iy ps Qe v) p(p + ol — p))(p + o)

(A + #)*(a(l —p))?

assim P, é localmente assintoticamente estavel.
Comentarios:

1 1 : A
HNIr>ee (1 - —)H >0&1—-—>0¢& 0 >10 qual avalia, a existéncia do
g o

ponto de equiliibrio ndo trivial. Mas com esta condigao o ponto trivial é instavel.

2) Se ¢ < 1 implica que a doenca val para extingao, e deixa de existir o ponto de

equilubrio nao trivial; assim o ponto trivial é estdvel.

plo+p) (A+p-+v)
a(l —p) (A+ p)

(Condigdo para que o ponto nao trivial seja estavel).

Noe>le jg>

4) Geralmente ocorre que: Se ¢ — 1 o ponto nio trivial tende ao ponto trivial: se
g > 1 o ponto trivial € instavel mas o ponto néo trivial € estavel; igualmente neste

caso tem-se a bifurcagdo trans-critica; {(mudanca qualitativa).

3.3. A razdo de reprodutividade basal é

Ro= o= Lol —p)A+p)
plo+ p)(A+p+v)




0.101

0.08

Figura 6

0 gréfico a seguir relagdo a densidade da populacdo com o tempo do modelo 3.
As condigdes iniciais sdo (Lg, Jo, Ro) = (0.1; 0.004; 0.01). O valor parametros sao:
a=02 u=0013 v=0.663; A =006, p=0.7; 3=0.03.
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Figura 7

O grafico mostra-se a estabilidade do ponto trivial para o moldelo 3 com as

mesmas condigbes iniciais e os valores dos parametros, da figura 6
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Modelo 4

A diferenca deste modelo com o modelo 2 estd na taxa de entrada dos suscetivers

que aqui consideramos do tipo Verhurstiano:

A dinamica do modelo é descrita pelo seguinte sistema de equagao:

s
dt

dL
dt

Q
di

dR
dt

il

dr
dt

S(a— bS) — BSI

BSI—(ap + (1 —pla+ p)L

a(l—p)L —(p+ )]+ AR

vl —{(u+ AR

apl — ur

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Neste modo simplificado consideramos os doentes (infecciosos), num tnico com-

partimento I, independentemente da forma de doenca desenvolvida

|
5!
suscetivels
i
ap L {1-p)a I
— latentes 7 doentes
I I I
Figura 7
4.1 Pontos de Equilibrio:
(4.1) > (a—=b5—~pB1)S=0
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S=0 a—hS—-pI=10

B

(4.4) = vI-(p+AR=0= R:,tf--F/\I
4.3 @ =p)L = (o) + T =0
(]=> Ct( P i U) H+’\ -
o (O (gt v) = Av)

all —p)L = O I

: plp+ 2 +10)

a(i - p)L = ———"——=]

S

__#lpt At
a(l =p)(A+u)

~pla+ e+ A+ )

(4.2) = BSI=(a—p)L = ol = 50t 1)
ao Mot wp+Ar+o)],
R T

o Hlat )+ ity

I=0 ou =
Ba(l — p) (A + n)

Dea—5b5— 55 =0, temos;

a«a—bS =3I

_ bu(or + p){p + X+ v) T
Pa(l—p)A+p) '

o bplatp)(ptAto)

B Pa(l—p)r+p)

bula+ (g + X+ 1) . Ba(l = p) (A + )
Fa(l —p)(A+p) Lbp(a+p)(p+A+r)
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bu(a+ W+ A +v)
Bra(l —p)(A +p)

[Ro—1] =1

_ afao{l — p)(\ + @)
© 7 buloc+ )i+ A+ v)

SeI:(l:>S"=%

1} Sea < 0 = F5(0,0,0,0)

2)Sea>0e Ro<1l= A(570,0,0); S*=afb
3] Sea>0e Ry > 1= P(S5™. L*,I’",P{.“).

onde;

plap+(1—pla+p) (A+p+v)

= ad(l —p) (A+p)

e - M e+ 0) faaf(l—p) (A4 p) = bula+ p) (A + 4+ v)]
2 B(L— pP(A+ 4]

aaf(l—p) A+ )= bpla+p) A+ pto)

I = _
o (1 —p) (A4 p)

vleaB(l — p)( A + p) — bp(a + 1) (A + g + v)]
af? (1 —p) (A +pu)?

R =

- 4,2. Estabilidade:

A matriz de linearizagdo é:

a—2b5" — I 0 —f35" 0

B B —{ap+ (1 —p)a+ ) BS* 0

A= Dfiz) 0 a(l —p) —{v+ ) A
0 0 v —(A 4 p)

4.2.1. Andlise para o ponto P,(0,0,0,0)
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a 0 0 0

0 —(ap+(l —pla+ 0 0
A= Df(zo) (ay agl _f}g( ) ot ) \ com g = (0,0,0,0)
0 0 v —(A+ )

O polinémio caracteristico determinado por det(A — 1) = 0 fornece os seguin-

tes autovalores:

Y =a
w1 =—(a+ u)
P3 = —H

Pelo tanto P(0,0,0,0) é um ponto sela instivel.

4.2.2. Anilise para o ponto F,(¢/b,0.0,0). A matriz Jacoblana avaliada no
ponto P, fica

— 0 —'a'ﬁ/b 0

B _ 0 —(a+u) aj/b 0

A= Df(zd) = 0 a{l—p) —(v+4pu) A
0 1] v —(A 4 p)

de det(A — 1) = 0 obtemos a seguinte informacao

1) pi=—a<0

2) ply) = ¢ + a9’ + axp + as

onde

aq=a+3p+A+v

ay = wa(l—p)%ﬁ—k(a+ﬁﬂ)(f\+?#+v)+#()l+ﬁi+v)

az = (a+ p)(A+p+v)p—aoll - p)%ﬁ(/\ + ).

35



Aplicando a critério de Lienard-Chipard {1.3] devemos ter:

0‘1)0
ay >0 (a+ ) A+ p+v)+ p(A+p+o) >
as >0 & (a+ A+ p+vip>a(l —p)%ﬁ[)\—l—p)

a(l — p)ag
b

além disso, para provar que a;a; > a;, devemos considerar

(o + g)ay + p(A+ g+ v) > %)‘30:(1 —p}.

Neste caso as raizes de p(p) tem todas sua parte real negativa, e o ponto P; é local-

mente assintoticamente estavel. Caso contrario sera instavel.

4,2.3. Analise para o ponto P;(S*, L*,I*,R")

o — 285 — 5I* 0 —~ 35 0]

) _ B (et BS 0

A = Df(zo) = 0 oll-p) —(v+p) A
0 0 v —(A+p)

O Det (A — pl;) = 0 fornece o seguinte polindmio caracteristico:

ple) = ©* + 019° + a20® + azp + aq

onde

a1 = a+A+3p+v+bST
a; = bST(a+p)+ (S Fat+pAt2etv)+plp+ A+
—BS"a(l - p)

36



a3 = bS{a+ ) A+ 2u+v)+ (S  +oat p)plp+ 2 +v)
~ASa(l = p)(bS™ — BI" + A + 1)
o = b5 (a+ w(h + o) - AS"a(l — p)(A+ p)(BS” — BI)

Notemos que: I+ 255" — a = bS5~
Trabalhando com os critérios de estabilidade ja utilizados em outros meodelos,

temos:

a; >0 bS5 o+ )+ (B o+ ) A+ 2u+v)+plp +A+0v) > 451 - p)

az > 0 & b5 (a + p)(A+ 2 + o) + (5™ + o+ plu(p + X +0)
> 357 a(l — pH{2b5™ —a+ X 1)
como bS™ =3I =b5" —a+ b5 =2b5" —a.

resulta a3 > 0 (bS*  —BI" + A+ ) =2b5" —a+ A+ >0
S WS+ At pu>a
Estas nossas sdo primeiras hipétesis de estabilidade para o modelo em estudo.

Considerando tambhém:

bula+ p)(A + p+v) > a1 —p) A+ p)la+2p +a +v) (4.7)

demonstramos que aa; > ¢3.

Finalmente devemos ter aiaqa3 — alay — a3 > 0 & {a1a; — az)as — alag > 0
a1dq — 3 G-f

ay a3
ou seja, a condi¢do de estabilidade assintSticamente para P; depende fortemente dos

valores dos parametros, da mesma forma que nos modelos anteriores.

4.3. A taxa de reprodutibilidade Rq coincide com os dois modelos anteriores, 1,¢;

_ _Pe(l —p)(p + 1)
® 7 blat )+ A+ oju
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0 100 200 30 400 500 600

Figura 9
O grafico corresponde ao modelo 4 para as condigdes iniciais (Sp, Lo, Io, Ro) =
0.2

(0.85:0.1;0.004;0.01) e o valor dos parametros sio: a = 0. i = 0.015
v=0.665 A=0.06; p=0.7; 3 =003 a =002 e b=0.014
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Consideramos até agora a taxa de infeccio como sendo bilinear na populacao de
infectados I e dos suscetiveis §, 8ST; 1.é, a for¢a de infeccio da populagio infectada
¢ linear p(I) = g1, correspondendo a classica lei de “acdo de massa”. Neste caso
é usual mostrar que, dependendo dos parametros, o ponto de equilibrio trivial é
globalmente assintéticamente estdvel, correspondendo ao estado livre da doenga, ou
o ponto de equilibrio nao trivial é global assintdticamente estavel, correspondendo ao
estado endémico, sendo que a estabilidade de um pouto implica na instabilidade do
outro. Quando a restri¢do para a forca de infecgio linear, on ainda quando, a taxa de
infecgdo bilmear é deixada de lado. o modelo pode ter um comportamento dindmico
de maior interesse. Wilson e Worcester foram os primeiros em considerar a taxa de
infecgio geral como fator S™. Severo considerou a forma geral £I™5" com n <1

Conningham afirma que podem aparecer soliugées periddicas nos nmodelos da forma

E(IS)™ com m<l1,

Apresentaremos a seguir um modelo altamente nao linear baseado no Modelo 3, para
a doenga em estudo. Quando consideramos a forca da infecgao na forma k™5™ es-
tamos supondo que os “enconiros” entre suscetivels e infecciosos ocorrem de maneira

nao homogénea,1é, nem todos os encontros sao equiprovaveis.
Modelo 5 (Forca de infecgio nio-Linear)

A taxa de incidéncia bilinear IS pode nao ser adequada quando, por exemplo,
sa0 necessarias multiplos exposicoes de suscetiveis com infectados para que ocorra
a transmissao da doenga. Localmente, tais nao-linearidades da faxa de incidéncia
podem ser dadas de varias maneiras. Nos modelos que propomos, vamos nos res-
tringir as taxas da forma k1™ 5™, reconhecendo entretanto que os resultados globais

obtidos sao menos aplicavels que os resultados locais.



~= = u{N - 8)-kIms" (5.1)

dt

dL " .
(5) o = EIMS™ — (ap+ {1 — pla+ )L (5.2)

f

dI

5= a(l=p)L —(v+ )+ AR (5.3)

.

%g =vl—(A+u)R (5.4)

d_r' — apl . (5 5)

TR '

como S+r+ L+ T+ R=N =1 entdo o modelo 5 pode ser reduzido a 3 equacdes

Assim,
dL o
o =kIM1-L—-I1-R)"~(ap+(1 —pla+p)L (5.6)
. dI _
{39 = =of{l—p)L—{v+p)l + AR (5.7)
dR
- = vl — (A+ p)R (5.8)

Observamos que o octante € positivamente invariante, e que o problema de
valor inicial é bem posto no sentido (ue existe uma. unica solugio para todo ¢t 2 0
e esta depende continuamente dos dados iniciais e dos pardmetros quando m > 1.

Para m < 1 ¢ feita uma andlise a parte.

40



5.1 - Determinagao dos pontos de Equilibrio.
v
A+ It

_ #{A + e+ v)
= AO A

De (3°.6) e (5°.7) obtemos: R = I,

de (5°.5) temos: kI™(1 —L—~-I—R)"=(ap+ (1 —-platpu)l, e

substituindo (5.8) em (5.9), com I # 0, obtemos a equagdo:

Im.‘_l (1 B i).;} _ i
H T

onde

o ol -p) (A +4)
(t+all —p)) (A+p+0) <!

ka(l —p) (A +p)
plap + (1 —pla+ ) (A +p+ v}

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(3.13)

O ponto trivial de equilibrio corresponde a § =1 e L =71 = R = 0, o que

indica a extingdo da doenga.

O ponto de equilibrio nao trivial corresponde ao ponto onde a doenga persiste,

caso seja estavel.

Toda raiz positiva de (5.11), tal que I seja menor que H corresponde a um

ponto de equilibrio ndo trivial do sistema (5'). Assim se I* é dado, de (5.9) obtemos

. v\ o #Adpte) L I"
R::( )1 L= e S
A+ p ol-p) htp) °© "

onde H estd dado por (5.12).
Definamos f(I) = ™1 (1 - é) . Te(0,H)
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Casoa:m—1=0=m=1;

£(1)

TN

Figura 10

Se ¢ > 1 entio, existe um tnico ponto de equilibrio nao trivial pois f(I) é decres-

cente

. 1 L s e

Se o0 <1 = — > 1, nio existe ponto de equilibrio nao trivial.
o

Desta forma, se m = 1 e ¢ > 1, existe um 1inico ponto de equilibrio ndo trivial o

qual tende ao ponto trivial, quando o — 1.
Casob: m—-1>0=m>1

Maximizando a funcdo f(I); achamos que:

H(m—1) ) -
1 k) HON 5.16
I e assim (5.16)

1 Hm—-l(,”l _ 1)m-—1”n

o 5.17
o (m—1+n)-t4n (5.17)

.r(Imax) =
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. . 1 1
Sem>»lecoc>e" = —-<— |,
o ar

J0

Q-
1
I
I
l
[
¢
—}t
?
E
1
1

Iy I - I, H I

Figura 11

entio, existem dois pontos de equilibrio nao triviais; {5 e I3, com Iy < L £ 15
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Sem > lecoc =
It = Iha = 13

max

g*; existe um 1inico ponto de equilibrio ndo trivial,

b5

Qlr
il
G-

Imax H
Figura 12
Sem»lec<og’ = — > —
(4] gt
r
1
g 1
| ot
|
!
I
l
I
|
|
1
‘Imax‘ H
Figura 13

entdo nio existe ponto de equilibrio ndo trivial.
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Caso c: 0 < m <1, Sempre existe nn unico ponto de equilibrio ndo
trivial.
T

£{(1)

b
¥

= s
b |

Figura 14

5.2 - Estabilidade.
5.2.1 - Andlise de estabilidade para o ponto trivial.

Consideremos o sistema (3'); A matriz de linearizagao associada ao sistema é:

—nkImS —(a+ p) RSP Sm - nl) —nkImSH
J o= | eall-p} ’ —(v+p) A
0 v —(A4+pu)

S = 1~L~I-R)



52.1. a)Casom—1>0=>m>1

A matriz Jacobiana avaliada no ponto trivial {0,0,0) fica

—(a+p) 0 0
Jo=J(0,0,0)= | a(l—-p) —{v+py) A
0 v —(A 4

O det{Jy — wdq) = 0 nos fornece os seguinte autovalores
o1 =~(a+p)he=~pp3=—(A+pu+v)
Portanto o ponto trivial {0,0,0) é localmente assintoticamente estavel.

5.2.1. b)Casoparam—1=0=m=1

A matriz Jacobiana avaliada no ponto trivial fica
I

—(o+ ) k 0
Jo=J(0.0.0) =1 a(l—p) —(v+pn) A
0 ) —(A+ )

De acordo com o critério de Hurwitz as condigbes necessarias suficientes para
que todos os autovalores de .J; tenham sua parte reais negativa sio:
1) tr = traco (Jy) < 0
2} det = det(Jy) < 0
3} C = (tr) (M) —det(Jy) <0
onde; M é a soma dos menores principais de ordem dois de Jy. temos que:
tr=—(a+v+A+3u) <0
det = [ak{(1 — p) (A 4+ p) — {o+ )pld + p + )]
M={a+p) A+v+2p)+plp+r+v)—ok(l —p)
C=—(a+v+r+3) [(a+p) (AF+v+2u)+ulp+r+0)+

—ak(1+p)] + @+ ) (A 4+ ) — ak(L = p)(A + u); Logo,

1)tr <0 para quaisquer parametros positivos.
Ndet <0 < (et m)pd+p+v)>ak{l —p)(A+p)
3)C <0 @ (atp)+ov+2u)>ak{l —p)
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Nestas condigdes o ponto trivial sera assintoticamente estavel (quando m = 1).
QObservagoes:

D det <0 & (a4 plp(A+p+2)>ak(l—p) (A+p)

ak(l —p) (A +p)
(o +p)p(A+ i+ o)

= 1>

< l>c = >1

1
a
em €aso contrario se ¢ > 1 o ponto de equilibrio trivial é instavel. (det > 0)

2) Se 0 =1 = det = (; e assim; uma dos autovalores de .Jy é zero. E a teoria linear

nao fornece informacio.

Consideremos a seguinte funcio de Lyapunov

V:QCR — R  tal que

(e + 1)

I, = ————

VILILR) =1+ 2
Ve CH) ealémdisso v satisfaz

V(0,0,0) =0 ; (0.0,0) éum ponto de equilibrio

V(L,I.R)> 0 para (L,I.R) #(0,0,0)

I 5 (Q1-p)>0

fadt)

As derivadas de V sobre s trajetérias do sistema (37) é:

dV dv dL dV dI  dL o+ p di

PR T T ) I T TR g
/ 3
ﬂ —_ k.{m(l—L'—I—B)ﬂ—(&+ﬂ)(v+#)f (a+ﬂ))\R
dt a1 - p) a(l - p)
como R = I entao,
+p

47



dv (a4 (v +p) (o4 ) Ao
— = M"(1-L-1T-R)"—
dt ( ) a(l —p) i all — YA+ g}

k
= MH"(l-L~-I-Ry'——-I
o

:
= —I"1=L-1-Ry 1]

a

O conjunto Q@ C IR® é positivamente invariante para o sistema {5'), isto é, qualquer

trajetoria que comeca dentro de £ al permanece confinada.

dv
Sel=0, L#F0= ——>1(
dt
Se{=0, L=0= % =0 » Além disso,
d
dR
o ~{A+ )R — 0 para R > 0.
. . dv )
Assim; temos que o menor conjunto onde I 0 se reduz ao zero, entio
i
Q={(L. LR eR/L>0,I>0R>0,L+I+R<1}
Analizemos agora o sinal de d—?
[£28

Param =1

dV

o <0seo £1,eaignaldade é verificada quando1) o =1; L=R=1=0

ol

iy I=0

Neste caso pelo Teorema de Lasalle o ponto trivial é globalmente assintotica-

mente estavel em (1
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5.2.1 ¢) Casom <1

Utilizando a informacio de 5.2.1 b), temos que demonstrar que V < 0 e

portanto basta demonstrar que:
oI 1-L-I-R"<1
Considerando a desigualdade
a1 —-L—-I-R"<I1-1)"

. . a
onde aI™1(1 — I)* alcanga seu maximo — quando
a1

—1
[= (m -1+ n.)

(m — 1+ n)m-tin

(m—1)y»=1p»

e onde

o] =
entdo, para o < oq, temos

I —L-T-R"<Z <1
a1

= V<l
Portanto, usando um raciocinio analogo ao anterior quando m > 1, verificamos

que o ponto trivial é globalmente assintoticamente estavel, se ¢ < a;.
5.2.2 - Analise da estabilidade para o ponto nao trivial.

Podemos escrever a matriz Jacobiana associada ao sistema (5}, usando (5.12),
da seguinte forma
~bHz — (a4 p) (mb—bHz) ~bH:z

J = a{l —p) —(v+ ) A
0 v ~(A+u)
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nl
o= 3.18
onde ] (5.18)

plo+ 1) (A +p + o)
af{l —p) (A +p)

Pelo critério de Hurwitz ou equivalentemente, se

h:ﬁz
a

(5.19)

1) traco{.J) < 0

i1) det(J) < 0

1) C = traco(J).M — detJ < 0

onde M ¢ a soma dos menores principais de segunda ordem de J, entdo P é estavel.

Temos que:
M=0QH-4a+ p)(A+2u+0)+plp+ A+ v)+boll - p) (Hz - m)
trd = —(hHz4+ a4+ A+ 3p+uv)<0e

nl

det{Jy=pla+p) (A+p+v)(m—-1—2),comz= T

a) se m < 1 {j4 sabemos que existe neste caso um nico ponto de equilithrio nio
trivial qnando ¢ > 1), entdo o ponto de equilibrio nao trivial é localmente assinto-

ticamente estdvel. De fato,

1) trago(J) = —(bHz+a+ A+ 3p 4+ v) <0
Ddet(J)y=—plo+p) (A+p+v)(z+1-m) <0

Na<lelo+p)A+2uto)+ o+ A+3p+o)A+2u+v+e{l—p)>
a(l —p)[(A+ g+ v) + mb

S(a+p)A4+2p+v)+ @+ A +3p+v)a(l—p) +{a+ 2 +3p+oM{A +2u+v) >
a(l —p)(A+ g+ v)+o(l —p)mb
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Ra+4p+A+e) A+ 20 +v) > all —p)mb

Coa+dp+ArA+v)(A+2u+v)
plpe + A+ 'u)(;.*, -+ a)
(A+ )20 +4p+ A+ o)A+ 2+ 0)
wlp+ A+ 0)(pt o)

> om

>

<0 & (a+p)d+2uto)+pi+pto)>a(l—-pmd
(a+ pl A+ 2+ vy + p(A+ g+ v)
> m
af{l — p)b
(e + ) A+ 2+ vy + p(A+ p+v)
plp 4+ A +v)(p + o)

< (A4 p)

como ¢; < (}, podemos afirmar que ('(z} < 0.
bym>1 ;
b.1) Se ¢ = o™ entio existe um iinico ponto de equilibrio nao trivial,

Neste caso [} = Iy = l.x, € 2 = m — 1 e isto implica que det(.J) = 0; logo, o

ponto critico nao trivial € um ponto de sela instavel.
b.2} Se ¢ < o™ nio existe ponto de equilibrio nao trivial.

b.3) Se 0 > ¢* existem dois pontos de equilibrio néo triviais
Pi(IT, L3, P7) e P{I;, L], P])

onde I < . < 13.



A fangao z, para I no intervalo [0, H) é sempre crescente.

Quando I = lax = z = m — 1. Consideremos I} € (0, Inax); €z < —1 =
det(J) > 0 o que implica que Py(I7, L3, R}) e, sela instdvel.

Para Iy, € (Jqgax, H) o det(J) < 0, portanto, a estabilidade do ponto,
Py(I;. L3, R3) depende do sinal de C'(z), onde

C(z} escrita em funcao de seus parametros é:

C(=) = e2(bH2)* + ea(bHz) + co

onde
c;=—(A+ 2+ v+ ol - p))
o =-{le+m)A+2p+v}+o(l—p)A+p+v)—al - p)mbd +
(a+A+3p+v)(A+2u+ 0+ a(l - p))]
co=—(a+A+3p+v)ila+ )X+ 20+ v)+ p(A+ p+v) —al — p)mb]
+p(a+ p)(A+p+v)(m = 1)

<0 & a+2u>mb
o+ 24
3

A . :
<0 © (o + p){ +2#+v)+#(f\+p+v)>m>1
afl — p)b
(a+p)A+2p+o)+pAtpty)

a(l —p)

= >m>1&a+2u>b

C1<0¢—'}’

(A4 p)[20 + 4p + A+ 0)(A + 20 + ) + (20 + o)a(l — p)]
pla+p)(A+p+v)

>m

cp < 0
S ula+mA+p+oim—1)> @+ 2+3p+0)[(a+ p)(A+ 21 +v)
+u{A +p+v)— al —p)mi]

[ §
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(o 4+ A+ 3 +0)[(a + )N+ 2 +0) + p(A 4+ g+ o) + pla + p)(A + g+ o)(A + p)
pla+ )+ p+v)fa+ 23 + 4 + )

S om o>

Portanto ¢; < 0,0 <0, e1 <0 = ¢(z) <D

Neste caso pode-se concluir que Po{I3, L3, R;) é localmente assintoticamente

estavel.

A existéncia da bifurcacao de Hopf fica dependendo do sinal de C(z). Esta
bifurcagao se existe ocorre no ponto I3, no intervalo (lnax, H} € a vanavel z toma

seus valores no intervale (m — 1, +oc).

Se o coeficiente ¢y de C(z) é malor que zero, entao, ¢(0) = ¢q > 0, assim C(z),

tem uma raiz positiva e outra negativa.
A raiz positiva factivel é aguela para = > m — 1. E isto acontece se, e somente
se, C'(m — 1) > 0. Esta condigdo é equivalente a M <« 0 para z = m — 1. Logo,

temos:

1) (A4 w) 4 0) < olu+2(1 = p)) =
2) (o + p)(A2p +v) < plp+ a1l = p))

se y{A+ p) < vla+p) =

Atp) QAtptv) (atp)D+2pdo)
0 7

(#+ (1 —p)) (5.20)
além disso:

(o4p) A +2u+v)+pA+p+v)
bH(A + 2+ v+ ol —p)) — ba{l — p) N

m > H ~ m1 (5.21)
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Quando valem {5.20) ¢ (5.21), resolvendo a equagao quadratica, para a maior

o1+ e - dezeo

(—2¢)bH ’

obtemos o correspondente valor ou I para a bifurcagao de Hopi:

ralz:

Iy =

- — HZZ
2 4 s
Podemos assim definir
1 Iz
— lem—l 1— “25n )
= )

Concluimos que a bifurcacdo de Hopf ocorre se:

oc=0" >0 e (3.20) e (5.21) sdo venficadas.

Quando o > ¢™ o P} é localmente assintoticamente estdvel porque C(z} > 0.
Quando o™ > ¢ > ¢", P} ¢ instdvel porque C(z) > 0
Observamos que a bifurcacio somente ocorre para valores adequados dos

parametros {veja [14] para outras informacdes sobre bifurcagio)

Resumo:

Dado o modelo 5, temos:
ka(l —p) (A4 p)
pla +p) (A +p+v)
efz) = (bHy) +a(bHz)+ o

nif (m— 1+ n)m-t4n
7= g7 =
H - I (m —_ 1)1’71--1:,1?1
k (-.,-n ~1+ n)m-l-]-'n.
b o y 0 H?n—] (m _— 1)111_-] n" f( max)
H{m -1) 1 . I
= - v e (YT ] - 22y
Imax (?n _ 1 + -n_) ] o”‘”" (12) ( H)
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Tabela 1:

Estabilidade do ponto trivial Py e Existéncia dos pontos de equilibrio néao

R, - *
triviais £y, P;

m a F5(1,0,0,0) Existéncia de PJ e P
m=1jc>1 Instavel Pr
<1 G.AE +«
a=1 GAE Pl =F;

m>»lle<l|sec< LAE | o=¢" r = P;
PreP; se o<o”

a>1 Instdvel nao existemn
m< o> oy G.AE Py
o< oy Instével

=: (Hlobal Assintoticamente Estdvel

= =: Localmente Assintoticamente Estavel.

Pl §



Tabela 2:

Estabilidade dos pontos nao-triviais P;{Sy, Ly, IT, Ry} P;(S5, L3, I3, R3)

I} < Ly < I}

m | Condigdes sobre Py Py
0s parametros
mL1lA+pt+v<a e PréeLAE
A< a e ndo existe PJ
m > 1 o=a" Py = Py Instavel
g<o” nao existem
o >a" Py Instdvel
F; LAE se
o> kiog2p
ha(l - a)
7> (@t A+ 2utv) Fpla+ A+
>0 Py éL.AE
>0 >0 Py é Instavel
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Os grificos seguintes mostram o comportamento da densidade da populagdo;

para diferentes condigdes iniciais, para o ponto trivial ¢ para os pontos nao triviais
= 2=
PrePs.

0.10 "
0.08 *
0.08 '
0.04 '

0.62

0.0D

Figura 15

Este gréfico representa o modelo (3') para  condi¢des iniciais (Lo, o, Ry) =

(0.1,0.004,0.01) e o valor dos parametros é:

=003 =02 p=0015 p=07v=0.065 X=0.06



0.008

0.007 /"\

0.006 /\
0.005 :

1 o.004 7 \
0.003
0.002

.00

0.0pp T
0.00 - 0.02 0.0% Q.08 0.03

i y v ilizando os
A figura 16 corresponde a0 diagrama de fase para o ponto trivial utiliz

dados do grafico anterior {figura 15)



0.20

0.18

0.18

0.4

0.12

LiD

0.08

Figura 17

Este grafico representa o comportamento da desnidade da popnlacao em relagao
ao tempo {; para o ponto nio trivial P;. As condigdes mniclais foram obtidas deter-
minando J;. Assim; (Lo, Jo, Ro) = (0.183;0.001;0.0009) E o valor dos pardmetros

€.

3:=0.03, a=0.2, g =0.013 p0.996: v =0.0663, A =0.06
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Figura 18

O dlagrama de fase da figura 13 representa o comportamento. em rela¢do ao
ponto nio trivial Pj. .
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¢ ] 10 15 20° et =0 a5

Figura 19

Este grafico representa o comportamento da desnidade da populagdo e o tempo
t, para o ponto P;. As condigbes iniciais séo obtidas uma vez determinado o valor
de I3. Assim temos (Lo Io Ro) = (0.8325;0.0045,0.0041). E o valor dos parametros
é:

8 =003, a=02, ;=000005; p0.336; v=0.0665, A =0.06.
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Figura 20

Este grafico representa a estabilidade do ponto de equilibrio n—ao trivial P73

osdados sio mantidos iguais ao grafico anterior (Figura 19).
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A péndice:

Apresentaremos, sem demonstragdes, os principais resultados matemadticos in-

dispensaveis ao desenvolvimento de nosso trabalho. [3]; [9] [12] [16]
1 - Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucoes
Definigao 1.1

Umia funcao diferenciavel ¢ : 7 — IR* chama-se solugao da equacio

dX
?1;:. (t,2) (1)

no intervalo I se:

1) O gréfico de  esta contido em 2 (2 C R x R")

isto é:
{tolt)tenca e
i) ‘%(}1 = flt.olt)  Viel;

Se t é um ponto extremo do intervalo, a derivada € a derivada lateral respectiva. A
equagio (1) chama-se Equagdo Diferencial Ordindria (E.D.O) de primeira ordem e

é denotada abreviadamente por:

2= f(t,z) ou i=f(t,z) ()
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Teorema 1.1 (Picard)

Seja f nma fungdo continua e Lipschitziana em Q = I, x By, onde
By = {x/llx — wollpm < b}

Se [Ifll £ M em Q (ou |f] € M em ) entdo, existe uma vinica solugao de
t= f(t,z) ,z(te) =19 em I,

onde & = min{a,b/M}
Corolario 1.1

Seja € IR x R™ um aberto e f : ) — R" continna e D, f continua para todo
{to, 7o) € ). Entéo existe uma vizinhanga V = I{ty) X B(x,) tal que
r = f{t,z) ,z({to} = xg tem uma tnica solucio em I(fp). Além disso o

grafico desta solucéo estd contido em V
Proposigao 1.1

Seja f Lipchitziana e continua em §) = [¢,8] x R™. Entdo V(tg, 20) € {2 existe

uma tnica solugio de (1) em I = [a, 3]
Coroléario 1.2 (Equacio Lineares)

Sejam A(%),b(¢) matrizes n X n,n x 1 respectivamente de funcdes continuas

num intervalo 1. Para (to, 20) € I X IR" existe uma 1nica solugao de

X = A(t)x + b(t) (nio homogénea)
X(to) = =, definidos em [
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Teorema 1.2 (Peanno)

Seja f continua em 2 = I, x [y, ||fI] < M em Q, (1} tem pelo menos uma

solucdo em [, onde v = min{a, b/}

Para a classe das equa¢oes lineares é possivel um alto grau de perfeicio no
conhecimento das propriedades ou suas solugoes. No caso de coeficientes constantes
¢ possivel resolvé-los, com o auxilio de Algebra. Linear, em termos de funcdes ele-
mentares. Este conhecimento apurado é importante para o estudo local das solucdes
de uma equacées nio linear, que é feito através da comparacio com as solngdes do

sistema linear associado.
2 - Sistemas Lineares

Um sistema de equagdes diferenciais ordinérias serd denotado por:
X =AX

onde

€ R". A éuma matriz n X n,e.
H

dz

. - (h'
Y- dt;} |-

4 dzy

dt

Definicao 2.1 Seja A uma matriz n x n. Entdo para t € IR,

At
€ = Z It
k=0 '

A

Para uma matriz A, n xn, ¢*' é uma matriz n x n que pode ser obtida usando

os autovalores e antovetores de A
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Teorema 2.1 (Teorema fundamental dos sistema lineares}

Seja A uma matriz n x n. Entdo para xg € IR® dado, o problema com valor

inicial

)
I

AX
x(0) = xg
tem wma tinica solu¢ao dada por

z(t) = etzg

Definigao

Se todo autovalor da matriz A, n X n, tem a parte real nio zero, entao o fluxo
ou solugio e : IR — IR™ é chamado de fluro hiperbdlico e X = AX é chamado de

Sistema Lincar Hiperbélico
3 - Linearizacao

Um bom ponto de partida para comegar a analise de um sistema. de equacoes

diferencias ordindria nao lineares (auténomo)
X = f(X) (1)

é determinando seus pontos de equilibrios e desenvolvendo o comportamento (es-
tabilidade) perto de ditos pontos, o gual fica qualitativamente determinado pelo

sistema linear

X = AX (2)
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Definigac 3.1

U ponto xg € IR® é chamado um pontoe de equilibrio ou ponto critico de
X = f(X) se fg) = 0.

Um ponto de equilibrio wy é chamado ponto de equilibrio Hiperbolico de
X = f(X) se nenhum dos autovalores de matriz D f(iq) tem a parte real zero.

O sistema linear X = AX
A= Df(xe) é chamada a lincarizacio de X = f(X) em xg.
Definigao 3.2

Um ponto de equilibrio de (2) é chamado:
a) Nddulo se todo autovalor da matriz D f(zy) tem parte real negativa.
b) Fonte se todo autovalor de D f{ag) tem parte real positiva.
¢) Sela se D f(zg) tem ao menos um autovalor com a parte positiva e outro com a

parte real negativa.

O teorema de Hartman-Grobman mostra que perto de um ponto de equilibrio
hiperbdlico zo, o sistema néo linear X = f({X) tem a mesma estrutura qualitativa

que o sistema linear associado X = AX, onde A = D f(xo).
Teorema 3.1 (Hartman - Grobman)

Seja F um subconjunto aherto de IR™ contendo a origem, seja f € CY(E) e
seja ¢; o fluxo do sistema nio linear X = f{X). Supondo que f(0) = 0 e que
a matriz A = Df(0) ndo tem autovalor com a parte real zero. Entdo existe um
homeomorfismo H de nm conjunto I/ aberto contendo o origem em um conjunto

V aberto contendo o origem, tal que para cada vy € U, existe um infervalo aberto
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Ip C R coutendo o zero tal que para cadaage U et € [y
H o ¢y(wg) = e H(xg)

i,6; H leva trajetdrias de X = f(X) perto do origem em trajetorias de X = AX

perto do origem, e preserva a parametrizacio.
4 - Fungao de Lyapunov

A estabilidade de um ponto de equilibrio hiperbélice, o de X = f(X) é deter-
minado pelos sinais da parte real dos autovalores A; da matriz D f(zo).

Um ponto de equilibrio hiperbdélico xq, é assinfoticamente estavel se, e somente
se Re(A;) <055 =1,...,n; 1.é; se é um nodulo. xq é instivel se, e somente se, ele é
fonte ou sela. A estabilidade de um ponto de equilibrio nao hiperbolico € mais dificil
para analisar. O método devido a Lyapunov, que é o mais utilizado, mostra como

decidir sobre a estabilidade de um ponto de equilibrio nao hiperbdlico.
Definicao 4.1

Seja ¢ o fluxo do sistema nao linear X = f(X), Vte R
Um ponto de equilibrio zq de X = f(X) é estdvel se ¥ ¢ > 0, existe § > 0 tal
que Vx € Ng(xo) e t 2 0 temos

d’f(r) = JVE(-TOJ

O ponto de equilibrio xq é instivel se nao é estavel. E xo é assintoticamente estdvel

se existe & > 0 tal que Yo € Ni(zg) temos
lim ¢, (x) = zo

Uma conseqiiéncia imediata da definigio é: se um ponto de equilibrio o de

X = f(X) é assintoticamente estavel entdo xq é estavel.
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Definigao 4.2

Se f € CY(E),V € CYE) e ¢, é um fluxo da equacdo diferencial X = f(X),

entao para ¢ € F a derivada de V(&) através da solugao ¢,(x) é:

V(X) = SV (g Nlo = DV () /()

Uma fungao V : IR® — IR satisfazendo as hipdtesis do teoreina seguinte é cha-

mada funcéo de Lyapunov.
Teorema 4.1 (Lyapunov)

Seja 2 C IR™ aberto; 29 € E. Suponha que f € CH{E) e que f(zo) = 0. Supo-
nha ainda que existe uma funcao V € ("1{Q) satisfazendo V(zo) = 0 e V() > 0 se

T # zo entao:

a) Se V(X) <0 Ve, g éestivel
b) Se 1[-/'(X) <0 Vre~ {rg}, 7o ¢ assintoticamente estivel
c)Se V(X)>0 VzeQ~{xy}, rqéinstével.

Teorema 4.2 (Hurwitz)

A condigio necessaria e suficiente para que as partes reais de todas as rajzes
do polinémio
ﬂ-D)\n + (i'-])\n—l + ...+ a‘n—l)\ + an
com coeficientes reais, sejam negativas, é que todos os menores das diagonais prin-

cipals da matriz de Hurtwitz
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a 1 0

a3 az apy 1 ... ... .0 ... 0
M= a5 a¢ a3 a3 a7 1 ... ... 0O
0 0 0 0 0 0 ... ... «a, _

sejam positivos
Nota:

Os menores das diagonais principais sio dados por:

a4 1
Ay = Jeq Ay =
s f(iy
421 1 1]
As = |as ay o
3 a4 as
ay 1 0 ...... 0
A, = :
0 @y

Para um polindmio da forma

Maa X +a)+ah +a,

a matriz é:
[4X] 1 0 0
iy @y a; 1
M= 3
0 o4 az ag
0 0 0 ay
€ 08 MENores sao
a1 1
= Jla Ay =
AW |a1] 2 4




a, 1 0
!3.3 = iz g3 (I :ﬁq = lﬂfl = |(I.4|A3 .

G ayg as

as condicdes do teorema ficam:

(431 -2 0 Loty — ﬁ'.3 e U

(@102 — az)az — afa.,; >0; a4 > 0.

Nota: [3]; pag. 66)

A condigdo necessaria e suficiente para que todos os autovalores de J (matnz

de lineariza¢do) tenham sua parte real negativa é:

1) tr = trago (J) < 0
2) det = det (J) < 0 e
3N C=tr M- det <0

onde Af é a soma. dos menores principais de segunda ordem de .J.

Esta condicdo apresentada no livro de Capasso € equivalente as de Hurwitz (teo

4.2) para o caso de n =3
Teorema 4.3 {As condigbes de Lienard-Chipard)

Para que o polinémio p(A) = @A™ + ¢ A1 4 ..+ «q, tenha todas as raizes

com sua parte real negativa, é necessario e suficiente que:
1) Todos os coeficientes do polindmio p(A) sejam positivos:
ap >0, a,>0, a,>0,...,a, >0
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2) Apo1 >0, Ay > 0, (A denota o determinante de Hurwitz de ordem k).
Bifurcagao de Hopf.

Seja o seguinte sistema dependendo do parametro p:

dz

E = G’(-'B1y3p)
Yoo Fley

onde as funcoes GG ¢ F tém derivadas continuas até a terceira ordem. Assumamos
que Ig. Yo, Po) Seja um ponto equilibrio do sistema dado.

A matrix jacobiana

7= Gz Gy
| Fx Fy

no ponto (xy, ¥o. po) tenha como autovalores o par imagindrios puros fwi(w > 0).
O teorema da funcio inversa nos garante que em uma vizinhanca de (zo, Yo, po)
existe uma curva de equilibrio suave (z(p}, y(p). p) com z(pp) = 29 e y(po) = yo Os
autovalores A(p) e A(p) de J, os quais sio £w; em p = po, variam siavemente com
p.

Se, além disso | %pﬁt’[/\(}?u)] = k # 0 entdo existe uma bifurcagio de Hopi, isto
é, existiréo solugoes periédicas em uma pequena vizinhanca de (zq, yo, po) para um

e somente um, dos trés casos P> po.p < Pg OU =g
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