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Resumo

No capitulo 1 estabelecemos os resultados e notagoes que serao utilizados no restante do
texto.

Para nés K é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2.

No capitulo 2 discutimos as identidades polinomiais satisfeitas pela dlgebra das matrizes
de ordem 2 sobre o corpo K. No final do capitulo encontramos uma base minima para as
identidades dessa dlgebra nos casos em que a caracteristica do corpo K é 3 e 5.

No capitulo 3 estudamos os polindmios centrais na algebra das matrizes de ordem 2 sobre
o corpo K. Seguindo idéias de Okhitin e utilizando os resultados do capitulo 2, descrevemos
uma base do T-espago dos polinomios centrais.

No capitulo 4 estudamos as identidades com involucao para a algebra das matrizes de
ordem 2 sobre o corpo K. Descrevemos as bases das identidades com involugao para esta

algebra. Consideramos os dois tipos de involucao , a transposta e a simplética.
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Abstract

In chapter 1 we establish the results and notations that will be used in the rest of the
text.

For us K is an infinite field of characteristic different from 2.

In chapter 2 we discuss the polynomials identities satisfied by the matrix algebra of order
2 over the field K. At the end of the chapter we find a minimal basis for the identities of
this algebra in the cases where a characteristic of field K is 3 and 5.

In chapter 3 we study the centrals polynomials in the matrix algebra of order 2 over field
K. Following Okthitin’s ideas and applying the results of chapter 2, we describe a basis of
the T-space of central polynomials.

In chapter 4 we consider the identities with involution for matrix algebra of order 2 over
field K. We describe the basis of the identities with involution for this algebra. We consider
both of the types of involution, the transpose and the sympletic.
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Introducao

O estudo das identidades polinomiais ¢ uma sub-area da teoria de anéis, a qual tem como
um de seus principais objetivos obter uma classificacao dos anéis.

Acreditamos que a comparagao entre os seguintes problemas seja uma boa forma de
motivar o estudo de identidades polinomiais. Comegamos com V' C C" sendo um conjunto
de pontos do espaco n-dimensional.

Problema 1.1. i) Encontre todos os polinémios f(xy, s, ..., z,) € Clxy, za,...,x,] tais que
f(v1,v9,...,v,) = 0 para quaisquer vy, vg, ..., v, € V.

ii) Considere o conjunto I de todos os polinomios que se anulam quando avaliando em V. O
conjunto I (que de fato é um ideal) pode ser gerado por um nimero finito de polinémios?
iii) Estude as propriedades da dlgebra Clzy, xo, ..., z,]/I.

Problema 1.2. Descreva as propriedades gerais do conjunto V' no caso em que o conjunto
V C C" é definido como o conjunto de solugoes de algum sistema de equagoes algébricas.

Esses sao problemas motivadores da Geometria Algébrica e da Algebra Comutativa.

Agora em vez de considerarmos V' C C" consideremos R uma algebra especifica dentro
de uma categoria de algebras, por exemplo a categoria de algebras associativas com unidade.
Vamos tentar traduzir o problema anterior para essa nova situacao.

Problema 2.1. i) Encontre todas as equagdes algébricas que se anulam sobre R, isto é,
f(ri,re, ..., 1) = 0 para quaisquer r, 79, ..., r, € R. Respondendo a questao do que signi-
fica uma equacao algébrica chegamos no conceito de algebra associativa livre, aos elementos
dessa algebra que se anulam sobre R, chamamos de identidades polinomiais.

ii) Considere o conjunto das identidades polinomiais da algebra R, a esse conjunto chamamos
de T-ideal (ideal que é invariante pelos endomorfismos da algebra livre). E facil de perceber
que esse conjunto tem infinitos elementos. Entao pergunta-se: este conjunto pode ser gerado
por um conjunto finito de identidades? Esse problema é conhecido como problema de Specht,

que formulado na linguagem de identidades polinomiais fica: Todo T-ideal de uma algebra
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associativa R é finitamente gerado como T-ideal?

iii) Estude as propriedades da dlgebra livre fazendo o quociente pelo T-ideal gerado pelas
identidades polinomiais satisfeitas pela algebra R.

Problema 2.2. Descreva as propriedades da dlgebra R, no caso em que somente sabe-se que
ela satisfaz uma identidade polinomial.

Observe que responder a esses problemas daria uma classificacao das algebras, nao para
todas as dlgebras, mas pelo menos para aquelas que satisfizessem alguma identidade polino-
mial (PI-algebras).

Pode parecer que exigir que as algebras satisfacam alguma identidade polinomial seja
uma restricao abusiva, entretanto ja esta estabelecido que as Pl-algebras formam uma classe
bastante extensa dentro de todas as algebras.

Por outro lado, essa classificacao é bastante “grosseira”. Podemos jutificar esta afirmacao
observando que as dlgebras comutativas, anulam o seguinte polinomio f(z1,x2) = z129 —
xowy. Isso significa que do ponto de vista da teoria PI as algebras comutativa sao iguais,
mas pelo que se conhece das algebras comutativas essa classe é bastante rica e possue varias
particulariedades para podermos iguala-las. Por outro lado, essa limitacao é vista algumas
vezes como uma virtude, pois a variedade de dlgebras é um objeto muito grande e para uma
primeira tentativa de classificacao é razoavel que a dividamos em grandes classes.

Por todas essas observagoes se percebe que a teoria PI fornece algo como um “esquema
classificador”e algumas dicas de quais problemas deverao ser resolvidos. Como por exemplo,
encontrar uma base para as identidades de algumas algebras. Dessa forma a teoria PI se
encaixa adequadamente no objetivo da teoria de anéis.

Vamos fazer algumas observagoes a respeito do sub-item ii) do problema 2.1. O problema
de Specht foi muito famoso entre os pesquisadores da teoria PI, certamente uma fama bem
justificada se levarmos em conta as suas conseqiiéncias. Esse problema foi respondido, de
maneira afirmativa, por Kemer em [33, 1987], para o caso de algebras sobre corpos de
caracteristica zero. Ja no caso de algebras sobre corpos de caracteristica positiva, existem
exemplos de variedades de algebras que nao possuem uma base finita de identidades.

Um outro item que se poderia acrescentar ao problema 2 seria o seguinte:

Problema 2.3. Descreva as identidades polinomias de alguma algebra “importante”. Sem
davida, a algebra das matrizes M, (K) (de ordem n X n sobre o corpo K) seria um forte
candidato a ser uma algebra “importante” em vista de sua grande aplicagao em quase todos os

ramos da matematica. Além disso, existe um outro forte motivo para se estudar esta dlgebra
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do ponto de vista da teoria PI, pois de acordo com a teoria desenvolvida por Kemer esta
algebra seria um dos atomos fundamentais com que se constroi uma teoria de classificacao
do ponto de vista estrutural. Além da algebra das matrizes existem outras 4 familias de
algebras.

Apesar da importancia da algebra das matrizes, ainda sabe-se pouco sobre as identi-
dades polinomiais satisfeitas por M, (K), mesmo quando K é um corpo de caracteristica 0.
Descreveremos brevemente os principais resultados conhecidos nessa direcao.

Em 1973 Razmyslov [51], encontrou uma base para as identidades da dlgebra My (K'), com
entradas em um corpo K de caracteristica 0. Esta base possuia 9 identidades; ressaltamos
que a importancia desse resultado foi a obtencao de uma base finita e nao a quantidade
de identidades na base. Mais tarde, em 1980, Drensky em [11] obteve uma base minima
formada de 2 identidades polinomiais. Quando K é um corpo finito, conhecemos a base das
identidades polinomiais quando n = 2 ([45]), n = 3 ([22]) e n = 4 ([25]). No caso em que K
é um corpo infinito de caracteristica p # 2 Koshlukov em [37] encontrou uma base para as
identidades de My(K), sendo que para p > 5 a base era minima; em seguida, no trabalho [8]
conseguimos encontrar uma base minima para corpos com caracteristica 3 e 5. No caso de
caracterisitca 2 continua um problema em aberto. Além disso, nao se conhece quase nada a
respeito das identidades polinomiais satisfeitas pela dlgebra M3(K'), mesmo quando o corpo
é de caracteristica 0, e menos ainda para M, (K), quando n > 4.

Com respeito a algebra das matrizes um outro problema atraiu a atencao dos pesquisadores.
Esse problema foi proposto primeiramente em 1956 por Kaplansky, ele perguntou se existe
polinémio central multihomogéneo para a algebra M, (K), com n > 2. Este problema foi
respondido, para o caso geral e de maneira independente, por Formanek em [20] e por
Razmyslov em [51]. Para o caso n = 2 temos alguns resultados a mais, como por exem-
plo, a descricao do S,-moédulo dos polinémios centrais multilineares, a série de Hilbert e o
Sp-cocaracter, todos obtidos por Formanek em [21]. Além disso, Okhitin em [46] mostrou
que o T-espacgo dos polinémios centrais € finitamente gerado como T-espago, e encontrou
um conjunto minimo de geradores quando K é um corpo de caracteristica 0. Neste trabalho

estendemos este resultado para corpos infinitos e de caracteristica p > 2, veja o capitulo 3.

Como ja dissemos a respeito do problema de Specht, Kemer o respondeu de maneira
afirmativa. Assim, sabemos que toda algebra associativa sobre um corpo de caracteristica
0, admite uma base finita de identidades polinomiais. No entanto, a teoria de Kemer nao

diz nada a respeito da maneira de encontrar essa base. Além disso, um sentimento comum
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entre os pesquisadores da area é encontrar base de identidades para algumas algebras “im-
portantes”, entretanto esse problema tem apresentado diversas dificuldades. Uma forma
de contornar essas dificuldades consiste em se tentar alterar ou generalizar o conceito de
identidade polinomial, com a esperanca de, por um lado, as identidades generalizadas serem
mais faceis de se trabalhar e, por outro lado, tais generalizagoes permitirem obter mais in-
formacgoes a respeito das identidades polinomiais ordindrias. Em alguns casos ocorreu que
as generalizacoes tornaram-se interessantes por si mesmas.

A primeira generalizacao a ser usada na teoria PI foi as identidades fracas. Discutiremos
mais sobre as identidades fracas no capitulo 2 deste trabalho. Um outro tipo de generalizacao
do conceito de identidade foi dado por Kaplansky; é a nocao de polinomio central. Outra
generalizacao é as identidades com traco, elas foram estudadas detalhadamente nos trabalhos
de Procesi [49] e de Razmyslov, ver por exemplo [53], e em seguida por varios pesquisadores.

Outra generalizagao que desempenha um papel importante na teoria PI é as identidades
graduadas. Neste trabalho nao trataremos tais identidades, recordamos somente que elas
foram uma das principais ferramentas na teoria de Kemer veja [35], veja também [2] para
maiores detalhes.

Outra generalizacao é as identidades polinomiais com involucao. Nos trabalhos sobre
involugoes feitos por Herstein e Jacobson explorou-se a conexao que existe entre as algebras
associativas com as algebras de Lie e de Jordan. Pois a partir do produto da &dlgebra as-
sociativa, podemos definir o comutador [a,b] = ab — ba tornando esta dlgebra uma &lgebra
de Lie e definindo o produto de Jordan a o b = ab + ba transformamos esta algebra em
uma de algebra de Jordan. Percebe-se que as involucoes da algebra associativa deixam estas
algebra invariantes num certo sentido. Utilizar as involucoes no estudo de identidades poli-
nomiais é um passo bem natural, além disso, essa generalizacao foi muito util na descricao
de propriedades estruturais de anéis com identidades polinomiais, veja por exemplo [55].
Estudamos as identidades polinomiais com involuc¢ao na algebra My (K), utilizando métodos

do trabalho de [42] e a teoria de invariantes do grupo ortogonal.

Nesta tese estudamos as identidades polinomiais satisfeitas pela algebra Ms(K) das ma-
trizes 2 x 2 sobre um corpo infinito K de caracteristica p # 2. Faremos agora um resumo do
conteido deste trabalho.

No capitulo 1 estabelecemos os resultados e notacoes que serao utilizados no restante
do texto. Este capitulo é de caracter introdutério; o leitor que ja possui familiaridade com

os principais conceitos da teoria de anéis e de identidades polinomiais poderia omitir boa
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parte dele. O capitulo esta baseado em varias monografias e artigos de pesquisa. Algumas
das demonstracoes do capitulo foram omitidas, especialmente nos casos onde precisaremos
somente o enunciado do respectivo resultado. Em tais casos os resultados vém com citacao
bibliografica, onde o leitor poderia encontrar a demonstracao completa.

No capitulo 2 discutimos as identidades polinomiais satisfeitas pela algebra das matrizes
2 X 2 sobre um corpo infinito. O capitulo comeca com uma exposicao do artigo [37], que
trata da base das identidades de Ms(K') sobre corpos infinitos e de caracteristica p # 2. No
final do capitulo encontramos uma base minima para as identidades de M5(K) nos casos
p=3ebd.

No capitulo 3 estudamos os polinémios centrais na algebra das matrizes 2 x 2 sobre corpos
infinitos e de caracteristica p # 2. Seguindo as idéias de Okhitin e utilizando os resultados
do capitulo 2, descrevemos uma base do T-espaco dos polinomios centrais para a algebra
My (K).

No capitulo 4 estudamos as identidades com involucao para a algebra das matrizes 2 x
2 sobre corpos infinitos e de caracteristica p # 2. Os principais resultados do capitulo
descrevem bases das identidades com involucao para esta algebra. Consideramos os dois
tipos de involugao, a transposta e a simplética. No primeiro caso, utilizaremos métodos
provenientes do artigo [42], combinados com os dos [9, 36] e [37]. O segundo caso resolve-se

usando-se a descri¢ao das identidades fracas de My (K).



Capitulo 1

Conceiltos Basicos

1.1 Anéis, Mddulos e Algebras

Assumiremos que o leitor tem familiaridade com as principais definicoes e resultados a
respeito de estruturas algébricas basicas: grupos, anéis e médulos. Faremos apenas um breve
resumo. Um anel é um conjuto nao vazio A com operacoes de adicao e multiplicacao, tal que
com respeito a adi¢ao, A é um grupo abeliano e a adicao se relaciona com a multiplicacao

através da lei distributiva
z(y + 2) = xy + xz, (r+y)z=xz+yz,

onde x, y e z sao elementos arbitrarios de A. Reservaremos o nome de moédulo a um
conceito mais limitado pois consideraremos somente modulos unitdrios a esquerda sobre
anéis associativos com unidade. Em outras palavras, um médulo (& esquerda) sobre um anel
associativo A com unidade é um grupo abeliano M tal que para todo r € A e todo m € M

existe um elemento rm € M satisfazendo as seguintes regras
(r1 +mr)m = rim +rom, (rire)m = ri(rem), r(my + mg) = rmy + rmeg, Im = m,

onde r1, 79 € A e my, my € M. Muitas vezes diremos que M é A-mddulo, assumindo que
ele é um A-modulo a esquerda. Um anel R o qual é ao mesmo tempo um médulo sobre um

anel comutativo A é chamado uma A-algebra se para todor € A e z, y € R tivermos

r(zy) = (ro)y = z(ry).

Diremos que a A-algebra R é associativa, com unidade ou comutativa se R como anel é

associativo, com unidade ou comutativo, respectivamente. Observamos ainda que quando o
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anel A for um corpo, R se torna um espaco vetorial sobre o corpo A, nestes casos denotaremos
A por K.

1.2 Ideais e exemplos

Um subconjunto S de uma &algebra R é dito uma sub-édlgebra se S for uma &algebra com
respeito as operagoes de R, i.é., s1, so € S implica que s; — s € 5, 5150 € 5, além disso,
temos que 1 € S. Se R é uma algebra comutativa temos o conceito usual de ideal de R.
No caso geral precisamos fazer uma diferenca entre ideais a esquerda, a direita e bilaterais.
Assim, um sub-conjunto I de R é um ideal a esquerda se RI C I (i.é., ri € I para todo
r € Rei e I) e satisfaz a seguinte propriedade: para cada i e j € I temos que i —j € [.
Diremos que I é ideal a direita quando IR C I. Reservaremos a palavra ideal para quando
I for um ideal bilateral, isto é, I for ao mesmo tempo um ideal a direita e a esquerda.

Vamos denotar por End(R) ao conjunto dos endomorfismos de R, e por Aut(R) C
End(R) aos elementos de End(R) que sao invertiveis. Observamos que o conjunto Aut(R)
com a operacao de composicao é um grupo; chamamo-no de grupo de automorfismos da

algebra R.

Seja R uma K-algebra, onde K é um corpo com char K # 2. Se R satisfaz as relagoes

a.a=10 para todoa € R
(a.b).c + (b.c).a + (c.a).b =0, identidade de Jacobi,

diremos que R é uma algebra de Lie. Se R satisfaz

ab = ba
(a*b)a = a*(ba),

para todos a, b € R, diremos que R é uma algebra de Jordan.

Abaixo seguem alguns exemplos de dlgebras.

Exemplo 1.1. 1. Seja R uma dlgebra associativa, entao usando o produto de R podemos
definir o sequinte produto [ri,rs] = rir9 — 1911, T1, T2 € R 0 que torna estd dlgebra
uma dlgebra de Lie. Vamos chamar estd dlgebra de R©). Assim R é a mesma que
R como espago vetorial com um novo produto, o produto de Lie [ri,r5]. De maneira

semelhante podemos definir o sequinte produto s; 0 se = 1/2(8182 + $281), $1, S2 € R, 0
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que torna esta dlgebra uma dlgebra de Jordan, a qual chamamos de R, Assim R™)
¢ a mesma que R como espaco vetorial com um novo produto, o produto de Jordan

S1 0 S9.

. M, (K), o conjunto de todas as matrizes nxn com entradas no corpo K, com a adi¢do e

a multiplicagcao usual entre matrizes. Podemos descrever essa dlgebra como o conjunto
dos operadores lineares End(V') de V. em V', num espago vetorial V de dimensao n
sobre K. Seja a € M, (K), denotaremos por tr(a) o trago e por det(a) o determinante

da matriz a.

. Un(K), o sub-conjunto de M, (K) consistindo de todas as matrizes triangulares supe-

riores, € uma sub-dlgebra de M, (K).

. sl (K), o conjunto das matrizes n X n com trago zero e com a multiplica¢ao dada por

[71,73] € uma dlgebra de Lie.

. Snu(K), o conjunto das matrizes simétricas n X n com entradas no corpo K e com

multiplicacao dada por sy o ss € uma dlgebra de Jordan.

Seja R uma dlgebra associativa com unidade. Diremos que a € R é invertivel (ou possui

inverso) se existe b € R, tal que ab = ba = 1. Definimos U(R) ao conjunto de todos os

elementos invertiveis de R. E f4cil de verificar que U(R) com a multiplicagdo de R é um

grupo. Além disso, se todo elemento nao-nulo de R é invertivel, dizemos que R é um algebra

de divisao.

Exemplo 1.2. Seja H(R) = R1 & Ri & Rj @ RE, a dlgebra associativa com a multiplica¢ao

induzida por i = -1, j2 = =1, 1> = =1, ij = —ji = k, jk = —kj =i e ki = —ik = j.
Logo dimg H(R) =4 e o centro de H(R) é R1. Se a = a+ bi+ ¢j + dk onde a, b, ¢, d € R,

definimos & = a — bi — ¢j — dk. E fdcil verificar que

aad=a>+VP+2+d*eR.

1

Dai, se a # 0, entao o € U(H(R)) e a expressao para a~" €

al=(a®+b++d*)a

Em particular, H(R) é um anel com divisio sobre R. Isso decorre do fato que em R vale a

sequinte propriedade: se (a,b,c,d) # (0,0,0,0) entdo a* + b* + c* + d* # 0.
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Por outro lado, se considerarmos H sobre o corpo C dos complexos ao invés dos reais,
entdo H(C) ndo € um anel de divisao. Verifica-se facilmente que, neste caso H(C) = My(C).
Logo H(C) conterd divisores de zero.

Podemos ainda considerar H(Z) como uma dlgebra sobre o anel dos inteiros Z. Entdo
teremos

{a+bi+cj+dk:a,b,ecdeZ}.

E imediato verificar que H(Z) nao é um anel de divisao, embora ndo tenha divisores de zero.
De fato, U(H(Z)) = {£1, £i,£j, £k} € o grupo dos quatérnios de ordem 8.

1.2.1 Algebra tensorial

Vamos lembrar a definicao de algebra tensorial. Comegamos com a defini¢ao de produto
tensorial de dois espacos vetoriais U e V' sobre o corpo K. Chamamos de produto tensorial
de U por V a todo par (Z, g), onde Z é um espaco vetorial e g é uma aplicacao K-bilinear,
que satisfaz a seguinte propriedade:

Dado qualquer espaco vetorial W sobre K e qualquer aplicacao K-bilinear g: UxV — W
existe uma unica aplicacao linear f': Z — W tal que f = f'og. Além disso, se (Z,¢g) e (Z',4’)
sao dois pares com a mesma propriedade, entao existe um unico isomorfismo j: Z — Z’ tal
que jog=yg".

Denotaremos por U ® V' o espaco vetorial Z, e o chamamos de produto tensorial de U
por V.

Da mesma forma que definimos o produto tensorial entre dois espacos vetoriais podemos
definir o produto entre diversos espacos vetoriais.

Seja V' um espaco vetorial. Para cada inteiro r > 0, temos o espaco V' =V ®--- @V (r

fatores). Como sabemos, V? = K e V! = V. Consideramos, em seguida, o espago vetorial
TV)=V'eV'eV:e.--0V @...
soma direta dos espagos V", r = 0,1,.... Dois elementos genéricos de T'(V') sdao da forma
Z=20F 2+ -+ 2k W= 1wy + Wy + -+ Wn,

onde z;, w; € V.

Definimos o produto em T'(V') colocando

2w = zowo + (zowy + z1wo) + (2owz + 21w + 22wp) + -+ - + ZEWp,
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onde cada produto zw; € V' ¢ dado pela multiplicagao dos tensores z; € V' e w; € V7.
Além disso, o espago vetorial T'(V') com essa multiplicagdo é uma dlgebra e a chamamos de

algebra tensorial.

Exemplo 1.3. Seja V' um espaco vetorial sobre um corpo K com dimV = n. Conside-
ramos a dlgebra tensorial T(V') de V. Se {e1,ea,...,e,} € uma base de V', entao T(V)
¢ essencialmente a dlgebra K{ei,eq, -+ ,€,) e podemos considerar vdrios quocientes nesta
dalgebra.

Em primeiro lugar podemos considerar a dlgebra simétrica S(V') obtida por fazer o quo-

ciente de T'(V') pelo ideal gerado por todas
URU=vQu, u,velV.

Essa dlgebra € isomorfa a dlgebra polinomial (comutativa) Kley,es, - ,ey,].

Podemos obter uma outra dlgebra de maneira semelhante, conhecida como dlgebra de
Grassmann (ou ezterior) E,(V), obtida por fazer o quociente de T(V') pelo ideal gerado
pelos elementos v ® v, para todo v € V' (anti-comutatividade). Quando a dimensdo de V é
infinita, mas contdvel, assumimos que V' tem base {e1,es, ...} e denotamos a dlgebra por E.

Esta dlgebra tem se mostrado bastante interessante e voltaremos a tratd-la mais adiante.

Exemplo 1.4. Seja V' um espago vetorial sobre um corpo K, com base {e1,es, ..., ey}
equipado com uma forma bilinear simétrica (, ): V xV — K. A dlgebra de Clifford de V
¢ obtida por fazer o quociente de T'(V') pelo ideal gerado por todos {v @ u—u®v — (u,v)},
para todo u, v € V.

1.3 Algebras livres e envolventes

Comecaremos essa secao tratando de conceitos que se apresentam de forma mais elegante
na linguagem de Algebras Universais, para maiores detalhes veja [7].

Seja A uma categoria de algebras e seja F' uma algebra nessa categoria A, F' é gerada
pelo conjunto X. Falaremos que a algebra F' é livre na categoria A, livremente gerada
pelo conjunto X, se para cada algebra S na categoria A e cada aplicacao X — S podemos
estender a aplicacao para um homomorfismo F' — S. A cardinalidade do conjunto X é

chamada de posto de F'.
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Na categoria das K-algebras associativas com unidade vamos denotar por K (X) a élgebra
livre, livremente gerada pelo conjunto X = {x1,xz,...}. Na categoria das dlgebras de Lie,
denotemos por L(X) a élgebra livre, livremente gerada pelo conjunto X acima. Em outras
palavras, K(X) é simplesmente a algebra dos polindmios associativos com unidade, onde as
variaveis nao comutam entre si, mas comutam com os elementos de K. Podemos considerar
ainda K (X) como um K-espaco vetorial sendo a base todas as palavras no alfabeto X
(inclusive a palavra vazia, que representamos por 1). A multiplicacao em K(X) é induzida
pela concatenagao de monomios, com esta multiplicacao fica facil de se mostra que a algebra
K (X) é isomorfa a dlgebra tensorial.

Com esses conceitos estabelecidos vamos relembrar alguns resultados que aparecem na

teoria de Algebras de Lie.

Definicao 1.5. Se R € uma dlgebra associativa e se a dlgebra de Lie G € isomorfa (como
dlgebra de Lie) a alguma sub-dlgebra de R, entdo dizemos que R é uma dlgebra envol-
vente de G. A dlgebra associativa U = U(G) € a dlgebra envolvente universal da dlgebra
de Lie G, se U € uma dlgebra envolvente de G e satisfaz a sequinte propriedade universal.
Para cada dlgebra associativa R e cada homomorfismo de dlgebras de Lie ¢: G — R(7) existe
um unico homomorfismo de dlgebras associativas ¢ : U — R que estende ¢, isto €, 1 € igual

a restrigao de ¢ sobre G.

E bem conhecido que a algebra U (G) existe e é determinada unicamente, a menos de

isomorfismo.

Teorema 1.6. (Poincaré—Birkhoff— Witt) Toda dlgebra de Lie G possui uma tnica, a
menos de isomorfismo, dlgebra envolvente universal U(G). Se G tem uma base {e; | i € I},

e o conjunto dos indices I € ordenado, entdio U(G) tem uma base dada por:
61‘1...61‘?, Zlgglp, ikEI, p:0,1,2,...
Assumimos que p =0 corresponde a unidade 1 de U(Q).

Demonstragao. Para uma demonstragao que nao necessita de muitos pré-requesitos veja [14,

pag. 11].

Teorema 1.7. (Witt) A sub-dlgebra de Lie L(X) de K{(X)) gerada por X ¢ isomorfa d
dlgebra de Lie livre com X como conjunto de geradores livres; U(L(X)) = K(X).
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Demonstracao. Seja R uma algebra associativa e seja ¢: L(X) — R um homomorfismo. A
aplicagao ¢o: X — R definida por ¢g(x) = ¢(x), z € X, induz um homorfismo ¢: K(X) —
R. Como ¢(x) = 9 (x), obtemos que a restrigao de ¢ em L(X) é igual a p. Entao U(L(X)) =
K(X). Se G é uma algebra de Lie e R é a sua algebra envolvente, entao cada aplica¢ao
X — G C R induz um homomorfismo K(X) — R; e a sua restri¢ao sobre L(X) é um
homomorfismo de L(X) a R, o qual envia os geradores de L(X) em (. Portanto a
imagem de L(X) estd em G e isso nos fornece que L(X) ¢ livre na categoria de algebras de
Lie. |

1.4 Identidades polinomiais

Sejam f = f(z1,22,...,2,) € K(X) um polinémio nao-nulo e R uma élgebra associativa.

Diremos que f é uma identidade polinomial de R se
f(ri,ra,...,mn) =0 para todo ri,r9,...,7, € R.

Se uma algebra associativa R satisfazer uma identidade polinomial, diremos que R é uma
PlI-algebra.

O polinomio f € K(X) é uma identidade polinomial de R se, e somente se, f estd no
nicleo de todos os homomorfismos K(X) — R.

E claro que a interseccao de todos estes niicleos é um ideal de K (X). Se tomarmos um
elemento nesse ideal e substituirmos as suas entradas (varidveis) por elementos de K(X),
continuaremos obtendo elementos desse ideal, ou seja, esse ideal ¢ invariante em relagao aos
endomorfismos de K(X).

Defini¢ao 1.8. Um ideal I de K(X) que € invariante com respeito aos endomorfismos de
K(X) € chamado de T-ideal.

A préxima definicao tem uma clara semelhanca com a conexao entre a algebra comutativa
(digamos sobre C) e a geometria algébrica. Pois podemos associar a cada ideal radical em
K|z, x9,...,x,] uma variedade algébrica irredutivel.

Da mesma forma, para cada T-ideal da algebra K(X) podemos associar uma sub-

categoria na categoria das algebras associativas. Veja a préxima definicao.

Definicao 1.9. Seja S = {fi(x1,...,x,,) € K(X) | i € I} um conjunto de polinomios na

dlgebra livre K(X). A categoria A de todas as dlgebras associativas satisfazendo todas as
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identidades f; = 0, 1 € I, é chamada de variedade (de dlgebras associativas) determinada
pelo sistema de polinomios { f;(x1,...,x,,) | © € I}. Denotemos este conjunto por varS = A.
A variedade T' € chamada de sub-variedade de A se I' C A.

Reciprocamente, para cada conjunto de algebras associativas com unidade podemos as-
sociar um T-ideal, que consiste de todos os polinomios que sao identidades em cada uma das

algebras dadas.

Diremos que um T-ideal I C K(X) tem base J = {f; | i € F'} se I é gerado como T-ideal
pelo conjunto J. Isto quer dizer que I é a interseccao de todos os T-ideais que contém o
conjunto J. Neste caso denotaremos I = {f; | i € F}*. Diremos que o T-ideal é finitamente
gerado se existir um conjunto finito {f; | i € F} tal que I = {f; | i € F}T.

Seja R uma algebra, diremos que ela tem uma base finita de identidades se o seu T-ideal
T(R) ¢é finitamente gerado.

Um dos principais problemas da teoria de identidades polinomiais ¢ o estudo dos T-ideais
de uma &lgebra dada. Podemos dividir esse problema em dois.

Problema 1. Dada uma algebra concreta, encontrar uma base para suas identidades poli-
nomiais.
Problema 2. Toda algebra associativa R tem base de identidades finita?

O segundo problema é conhecido como problema de Specht.

No comeco dos anos 60 o problema de Specht foi muito famoso entre os pesquisadores
que trabalhavam com Pl-algebras. Um T-ideal I satisfaz a propriedade de Specht se ele tem
base finita, e todo T-ideal J, I C J, também possui uma base finita. Uma &algebra satisfaz
essa mesma propriedade se o seu T-ideal a satisfaz.

Naturalmente, o problema de Specht ¢ um caso particular dos bem conhecidos problemas
para a propriedade de base finita de um sistema algébrico. Por exemplo, para variedades de
grupos, o problema analogo foi formulado por B. H. Neumann em sua tese de doutorado em
1935.

Sobre corpos de caracteristica 0, o problema de Specht foi resolvido de maneira afirmativa
por Kemer em [33] em 1987, como resultado da teoria de estrutura de T-ideais desenvolvida
por ele em [34], para os casos de algebras unitarias e ndo-unitarias (veja também a mono-
grafia [35] para uma exposigdo completa). No caso de dlgebras associativas sobre corpos
de caracteristica positiva, o problema permaneceu em aberto até 1999 quando Belov em

[3] (veja também [4] caso tenha dificuldades com Russo), Grishin [26] e Shchigolev em [56]
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construiram os primeiros exemplos de variedades de algebras associativas nas quais nao se
pode definir um sistema gerador de identidades polinomias finito (para corpos de qualquer
caracteristica positiva veja os artigos de Belov e Shchigolev, e o de Grishin para corpos de
caracteristica 2).

Ressaltamos que no caso de algebras de Lie, os primeiros exemplos de algebras cujas
identidades ndo admitem base finita, foram construidos por Vaughan-Lee (em caracteristica
2), e em seguida por Drensky (em qualquer caracteristica positiva), ver por exemplo [14,
pag. 29]. Em caracteristica 0, um resultado de Iltyakov mostra que as identidades de uma
algebra de Lie de dimensao finita, sao finitamente baseadas; ainda nao se sabe a resposta no

caso geral.

1.4.1 Exemplos de identidades polinomiais

O polinomio standard tem um papel especial na teoria de algebras com identidades

polinomiais. A sua definicao é a seguinte

Sp = sn(xb T, ... axn) - Z (_1)Jx0(1)xa(2) *To(n)s
O'ESTL

onde S, é o grupo simétrico que permuta os simbolos {1,2,...,n} e (—1)7 é o sinal da
permutacao o. Um dos principais resultados na teoria de identidades polinomiais envolve
esse polinomio. E o conhecido teorema de Amitsur e Levitzki que afirma o seguinte. Se A é
um anel comutativo, entao s, é uma identidade polinomial para M, (A). Recordamos que
esse teorema foi um dos primeiros resultados genéricos na PI teoria.

Essencialemente, existem cinco demonstragoes diferentes desse teorema; veja por exemplo
[14] para mais detalhes e referéncias bibliograficas.

Outra polinomio importante é o polinomio de Capelli

dn(%,%z, s T YL, Y2, - ;yn+1) = Z (—1)0y19€a(1)y25€a(2) o YnTo(n)Yn+1-
UESn

Este polinomio foi usada em intiimeros casos, como por exemplo, na construgao dos polinomios

centrais de M,,(K) dada por Razmyslov em [52].

Observacao 1.10. Como tanto o polinomio standard como o de Capelli sao anti-simétricos
nas varidveis Ty, ..., Tn, podemos concluir que estes dois polinomios sao identidades para

algebras que possuem dimensao menor que n. Para verificarmos isto basta ver que s, assim
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como d,, se anula para elementos (fizos) de uma base de uma dlgebra com dimensao menor

que n.

Considerando-se a algebra de Grassmann E sobre um espaco vetorial de dimensao infinita
sobre K, Krakowski e Regev em [39] mostraram que o polinémio [zq,x2, 23] gera o T-ideal
desta algebra, quando K é um corpo de caracteristica zero.

Ja na dlgebra das matrizes triangulares superiores n x n, U, (K), Maltsev em [44] mostrou

que a identidade

[9517 952][1'37 354] s [*1'271717 9132n]

¢ a base das identidades polinomiais, quando char K = 0.

A algebra das matrizes 2 x 2, Ms(K), satisfaz as identidades standard s, e a identidade
de Hall, que é uma expressao do fato de que o quadrado de uma matriz 2 x 2 com traco 0,
¢ um maultiplo da matriz identidade. No capitulo 2 discutiremos mais sobre as identidades
dessa algebra, e entre outras coisas mostraremos que para corpos infinitos de caracteristica

positiva p > 3 essas duas identidades formam uma base de T'(M>(K)).

1.4.2 Identidades polinomiais fracas

Suponhamos agora que S C R seja um sub-espaco vetorial da algebra R. Admitamos
ainda que S gera a dlgebra R. Diremos entao que f(z1, xo,...,2,) € K(X) é uma identidade
fraca para o par (R,S) se f(s1,82,...,8,) = 0 para quaisquer s, Sg, ..., s, € S. O
conjunto das identidades fracas do par (R, .S) forma um ideal de K(X). Notem que enquanto
os T-ideais sao invariantes com respeito aos endomorfismos da édlgebra K(X), o ideal das
identidades fracas, em geral, nao o é.

Seja @ C K(X) um conjunto nao vazio de polinémios, tal que w(sy,ss,...,5,) € S
para todo s1, S2, ..., S, € S, e w € Q. A identidade fraca g(xi,xo,...,x,) € K(X) é
uma {)-conseqiiéncia de f(z1,zq,...,2,) € K(X) se g estd no ideal de K(X) gerado pelo
conjunto

{fwi,wa,...,wn) |wi,...,w, € Q}.

Dependendo das propriedades do conjunto S poderemos escolher varios conjuntos §2.
Por exemplo, se R = S e 2 = K(X) entao obtemos que as identidades fracas do par (R, S)

coincidem com o T-ideal de R.
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Admitindo-se que [S,S] C 5, isto é, [a,b] € S para todos a, b € S, podemos escolher
= L(X) C K(X). Entao as identidades fracas do par (R, S) sdo conhecidas por identidades
fracas de Lie de (R, S) (veja [53, cap. 16] para maiores detalhes).

Como vamos tratar somente das identidades fracas de Lie do par (My(K), slo(K)), vamos
nos reservar o nome identidades fracas para significar identidades fracas de Lie (veja [36, 17]

para maiores detalhes).

1.5 Identidades polinomiais multi-lineares

Em qualquer trabalho matemético sempre se tenta reduzir a quantidade de objetos
necessarios a considerar. No caso de identidades polinomiais a primeira tentativa é reduzir
a classe de polinomios a ser considerada. Por outro lado, tais classes nao podem ser muito
pequenas pois poderiamos perder informagoes sobre a algebra estudada. A medida é dada
por observar que a classe restante precisa ser grande o suficiente para poder gerar o T-ideal
da algebra estudada. Vamos explicar melhor o que isso significa: diremos que um polinomio
g € K(X) é conseqiiéncia de uma familia de identidades {f; | i € [} se g € (fi | i € )T, o
T-ideal gerado pelos f;, i € I.

Dois conjuntos de identidades polinomiais sao equivalentes se eles geram o mesmo T-ideal.

Um polinémio f(x1,...,x,) é homogéneo em alguma das variaveis x;, se em cada monomio
de f, o grau de z; é o mesmo. O polinémio f é dito multi-homogéneo de grau (r1,72,...,7,)
se em cada monomio o grau em relagao a variavel x; é igual ar;, i =1, 2, ..., n.

Definigao 1.11. Um polinomio f(x1,xs,...,z,) € K(X) € multi-linear de grau n se f €

multi-homogéneo de grau (1,1,...,1) em K{xy,2,...,x,) C K(X).

Proposicao 1.12. Seja f(xy, o, ..., xy) um polindmio de grau n em x1, entdo o escrevemos

f(x17$2>---,l’m) = Zfi,
i=0

onde f; € a componente homogénea de f com grau i em x.

(i). Se o corpo € infinito (ou se o corpo possuir mais de n elementos), entao f € uma
identidade polinomial se, e somente se, os f;, 1 =0, 1, ..., n o sao.

(7). Se o corpo € de caracteristica 0, entdo f € é equivalente a um conjunto de identidades

multi-lineares.
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Demonstracao. (i) Como K é um corpo infinito (ou pelo menos tem mais que n elementos),

entao podemos escolher n 4 1 elementos distintos, by, by, ..., b, € K. Temos o seguinte:
n
f(bjl’l, T, ... ,LL’m) = Z b;fz(l’h T, ... ,.Tm>.
i=1

Consideremos o sistema linear onde as incégnitas sao os f;. Temos entao que o sistema tem

solucao se, e somente se, o seguinte determinante ¢ diferente de 0

1 by -+ b
1 by - b7

(5 - . : : = H(bl - bj>
. . . Z#J
1 b, - b

A segunda igualdade segue das propriedades do determinante de Vandermonde, e temos
§ # 0. Portanto, cada f; € (f)T,1=0,1, ...

(ii) Por (i) podemos admitir que f é multi-homogéneo. Seja d o grau de f na varidvel

x1. Podemos escrever f(y; + yo, X2, ..., Z,) da seguinte forma:
d
f(yl + Y2, T2, - ,.Tm) = Zfi(yluy%x?? B 7xm)7
=0

onde f; é um polindmio homogeéneo na variavel y; de grau i. Como f; € (f)T,i=0,1, ...,
d, e 0 grau nas variaveis y;, yo ¢ menor que d quando i = 1,...,d— 1, podemos usar inducao
para concluir a demonstracao.

Precisamos verificar que esse conjunto de identidades multi-lineares é equivalente a f.

Para isto, basta ver que

fi(ylaylax% ce 7xm> = <C-l>f(y17x27 s ,Im)

i
e este coeficiente é diferente de 0, pois char K = 0.

Desse modo, quando trabalhamos com algebras sobre corpos infinitos, basta considerar
somente as identidades multi-homogéneas; quando o corpo for de caracteristica 0, podemos

restringir a nossa atencao as identidades multi-lineares.
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1.6 Identidades proéprias

Nesta secao discutiremos uma outra classe de polindmios que podem ser considerados
como geradores de um dado T-ideal. Juntando-se a informacao desta e da secao anterior,
poderemos restringir bastante o conjunto de polindmios a serem considerados.

Introduziremos o conceito de polinomio proprio. Este conceito apareceu pela primeira
vez no artigo [43] de A. I. Malcev (veja também [58]) e se mostrou uma ferramenta muito 1til
na descricao dos geradores dos T-ideais, pois reduz o conjunto de polinomios que precisamos
considerar.

Comecamos com a seguinte definigao.

Defini¢ao 1.13. O comutador (de Lie) de comprimento n, n > 1, é definido indutivamente

por

[$17$2] = T1T2 — XT2Ty,

(1, X1, ] = (21, - ], 0], n> 2
Quando o comutador € tomado como acima dizemos que o comutador € normado a esquerda.

No restante deste trabalho todos os comutadores considerados serao normados a esquerda.
Sempre que dissermos comutador de comprimento n estaremos pensando em um comuta-
dor de comprimento n normado & esquerda. Se nao for o caso, mencionaremos no texto

explicitamente.

Defini¢ao 1.14. Um polinomio f € K(X) é chamado de polindmio préprio, se ele pode ser

escrito como uma combinagao linear de produtos de comutadores, isto €,

f(.’L‘l, To, ... ,.Tn) = Zai7~--,j[wil7 e ,Z’Z’p] R [.le, Ce ,I’jq], Oéi“”,j € K

Assumimos que 1 € produto vazio de comutadores. Denotemos por B(X) o conjunto de todos

0s polinomios proprios de K(X).

Logo podemos considerar B(X) como a sub-algebra associativa e unitaria de K(X),

gerada por ) -, L
livre L(X) C K(X).

™ onde L™ é a componente homogénea de grau n da algebra de Lie
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Seja B(X)™ a componente homogénea de grau n de B(X). E facil de perceber que
B(X)9 = K, B(X)" =0, e B(X)® e B(X)® sio geradas respectivamente por

Dada a seguinte base da dlgebra livre de Lie L(X)
T, Loy oy [Tigs Tig )y [Th1, T ls ooy [Thy s Thogs Thg s - -

podemos ordenar essa base colocando em primeiro lugar as varidveis (entre elas usamos a
ordem lexicografica) e depois os comutadores, colocando os comutadores de menor compri-
mento na frente e entre os comutadores de mesmo comprimento usamos novamente a ordem

lexicografica.

Proposicao 1.15. (i). Adotando a base e a ordem descrita acima para a dlgebra livre de

Lie L(X) temos que o espacgo vetorial K(X) tem uma base

m b
55(111 te ~xfn [xilvxiz] T [xhv ce axlp]c
onde ai, ..., Gm, b, ..., c>0 e[z, 2] < - <[,...,2)] na ordem da base de L(X).
Os elementos de K(X) da forma acima com a; = -+ = a,, = 0 formam uma base do espago

vetorial dos polinomios proprios B(X).
(7). Seja R uma Pl-dlgebra com unidade sobre um corpo infinito. Entao todas as identidades
polinomiais de R sequem das identidades proprias de R. Se char K = 0, entao as identidades

polinomiais de R sequem das identidades proprios e multi-lineares.

Demonstragao. (i) A primeira afirmagao sobre a base de K(X) segue do teorema de Witt
1.7, e o teorema de Poincaré—Birkhoff—Witt 1.6 nos da a base do K(X) = U(G) em termos
da algebra de Lie L(X) = G. A afirmagao a respeito de B(X) também segue do teorema de
Poincaré—Birkhoff—Witt. Vamos dar uma idéia do porque isto funciona. Se temos xoxq,
poderemos substituir este produto por zozy = x129 — [21,x2]. A primeira parcela do lado
direito estd na ordem correta, a segunda é um comutador. O raciocinio para o caso geral
¢ bastante parecido. Suponhamos que dois comutadores consecutivos nao estao na ordem

correta e definida acima no enunciado. Por exemplo, consideremos

o @y T [Tags s Ta) s [Ty Ty > [Tags e Tay,
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os dois comutadores que nao respeitam a ordem (permitimos [ = 1 e/ou k = 1). Entao

substituimos o produto
[Toys oy @y [Tays - vy Tay ]
pela soma
[Tays s Tap)[Tors - s To) + [ Tors - - o5 T, [Tags - - -5 Tay]]-
Como a segunda parcela desta soma pertence a L(X) temos que esta parcela é uma com-

binagao linear de comutadores da base de L(X). Portanto aplicando argumentos indutivos

vemos que os elementos de B(X) sdo combinagoes lineares de

[xila xiz]b U [:L‘ln cee ’xlp}c’

como requerido.
(ii) Se f(z1,9,...,2,) é uma identidade polinomial de R, podemos assumir que f é

multi-homogéneo. Escrevemos f na seguinte forma

flzy, 29, .. xp) = Zaax‘fl ceeximw, (T, Ty e Ty)
onde w, (1, xa, . .., T,) é€ uma combinagao linear de
(i i) [y, @)
Claramente, se substituirmos por 1 uma das varidveis em um comutador [z;,...,z;,], o
comutador se anula. Como f(1+ 1, s, ...,%,) é também uma identidade polinomial de R,

obtemos que

ay ;
f(l4+z1,29,...,20) = Zaaz (Z,)xllxgz-~~xfnmwa(x1,x2,...,xm).

A componente homogénea de grau minimo a respeito de x; é obtida dos termos da soma
com a; sendo o maximo entre aqueles com «, # 0. Como o T-ideal T'(R) é homogéneo (ou

seja, T'(R) é gerado pelos seus elementos multi-homogéneos), obtemos que

Z Qa2 - Tomwe (21, Tay ..., y) € T(R).

a1max

Multiplicando a esquerda essa identidade polinomial por zi' e subtraindo o produto de

f(x1, 22, ..., 2,), obtemos uma identidade que é equivalente a f(x1, s, ..., x,,) mas envolve
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valores menores de a;. Por inducgao estabelecemos que

Z Qa2 Lo we (X1, Tay ..oy ) € T(R),

a1fixo

w1, 29, ..., 20) € T(R)

e isto completa a demonstracao. [ |

1.7 Algebras Relativamente Livres. Matrizes genéricas

Tomemos uma variedade de algebras, descreveremos uma algebra genérica na variedade.
Ela tera um papel semelhante ao da algebra livre K (X) na variedade de todas as algebras

assoclativas.

s

Definicao 1.16. Uma dlgebra F' = F(Y') da variedade A, gerada por um conjunto Y, é
chamada de dlgebra relativamente livre da variedade A, se F', com o conjunto geradorY , €

livre na categoria A. A cardinalidade do conjunto Y € o posto de F.

Em outras palavras, F' é livre na variedade A se, e somente se, para toda algebra S € A,
toda aplicacao Y — S estende-se unicamente a um homomorfismo de algebras F' — S.

Dada uma algebra R sobre um corpo K, podemos considerar a algebra relativamente
livre F'(R) na variedade var(R). Entao F(R) é exatamente a dlgebra quociente da élgebra
livre pelo T-ideal T'(R). De alguma maneira todas as informagoes de R estdao “codificadas”
em F(R). Ressaltamos que se A é uma variedade e se F' é livre em A, de posto infinito (e
enumeravel), entao A = var(F). As vezes pode acontecer que A seja gerada por alguma
algebra relativamente livre de posto finito, mas isso nem sempre ocorre.

Infelizmente, em véarios casos importantes, nao é claro como se pode trabalhar em F(R)
e muito menos fazer calculos concretos. Ha uma construcao “genérica” da dlgebra relati-
vamente livre de posto infinito na variedade gerada por uma algebra; um caso particular e
bastante importante sera considerado abaixo. No caso das identidades polinomias da &lgebra
das matrizes M,,(K), n > 2, a élgebra relativamente livre F'(var(M,(K))) admite uma real-
izagao que além de elegante permite que se executem calculos. Esta realizagao foi introduzida
por Procesi em [48].

Fixemos n # 2 e denotemos por {2 = (), a K-algebra em infinitas varidveis comutativas

Kl =KD |i,j=1,2r=1,2,..]
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Definicao 1.17. Sejam {e;; | 1 <i,j < n}, onde e;; sao as matrizes que tém 1 na posi¢cdo
(1,7) e 0 nas outras, as matrizes que formam a base candnica do espago vetorial M, (K). As
matrizes n X n .
Yr = Z épem,r =1,2,...
ij=1
sao chamadas de matrizes genéricas n x n. A dlgebra Gen,, gerada pelos y, € chamada de

algebra das matrizes genéricas n X n.

Por exemplo, se n = 2, consideramos a algebra Gens gerada por apenas dois elementos.

Mudando a notacao para x,, = 51(,(11) € Ypg = 52(,?]) obtemos que Gensy é gerada por

T11 T12 Y1 Y12
xr = , Y= :
( To1 T22 ) ( Yo1 Y22 )
Terminamos esta secao com uma proposicao que sera utilizada mais adiante, sem men-
ciona-la explicitamente.
Sejam P e ) dois T-ideais em K(X) e seja F' = {f; | i € I} um conjunto de polinomios

em K (X). Utilizaremos as mesmas letras f; para as imagens dos f; sob as projegoes canonicas

K(X) — K(X)/Pe K(X)— K(X)/Q.

Proposicao. Seja P C @ e suponha que o conjunto F seja uma base do espaco vetorial
K(X)/P. Se F for linearmente independente em K(X)/Q, entao P = Q).

Demonstracao. A demonstragao é dbvia. [ |

1.8 Invariantes e Tabelas Duplas, um Resumo

Nesta secao faremos uma exposicao da parte do artigo [9], que trata da descricao da
algebra dos invariantes pelo grupo ortogonal e da algebra dos invariantes pelo grupo especial
ortogonal, em termos de tabelas duplas. Esta descri¢ao foi baseada no trabalho [10].

Sejam K um corpo qualquer e {z;; | ¢ > 1,1 < j < n} um conjunto de varidveis
comutativas, consideremos o espago vetorial gerado pelos vetores x; = (z;1, Ti2, ..., Tin)-
Definamos uma forma simétrica, bilinear (e nao degenerada) dada por z; o xp = x;1Tg +
Tiokgo + +++ + TinTry. Vamos descrever a algebra dos invariantes do grupo ortogonal O,, e
do grupo especial ortogonal SO,, obtida em [9]. Observamos que a descri¢cao dada em [9]

nao depende da caracteristica do corpo K. A algebra dos invariantes pelo grupo O,, coincide
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com a algebra dos polinémios (comutativos) K|[(z; o z;)], e podemos indexar (veja [9]) uma

base do espago desses polindmios com as tabelas duplas standard 7', onde T' é da seguinte

forma:
Pir P12 .- Pimy | Q11 12 .- Gimy
T — P21 P22 .- Pomy | Q21 Q22 .- (2my
Pr1 Pr2 --- Pkmy | Q1 Qk2 -+ Gkmy
Aquin >my; > mg > -+ > my > 1 e p;j, g;; sao inteiros positivos. A tabela T' é chamada

de standard se

Pit < < DPimgy G1 < < Qimyy,  Dij < Qij < Dig1,

para todos i e j. Se formamos a tabela simples 7", inserindo a segunda metade de cada linha

imediatamente abaixo da sua primeira metade, a tabela obtida sera

Pir P12 ... DPim
qun qi2 - Gimy
P21 P22 .- DP2m,
T = Q21 q22 --- (2m,
Pr1 Pk2 -+ DPkmy
qk1 qk2 - - Qkmy

de acordo com as desigualdades acima, quando olharmos (da esquerda para a direita) as
linhas serdo estritamente crescentes, e as colunas (de cima para baixo) serdo crescentes
com possiveis repeticoes. Como tais tabelas sao chamadas de “standard” na teoria das
representacoes do grupo geral linear, adotamos o mesmo adjetivo para o nosso caso de
tabelas duplas.

Associamos a tabela 7' um elemento ¢(7) de K[(z; o ;)] da seguinte forma.

SeT=(pip2 - - Pm | Q1 G2 - qgm) é uma tabela de uma tnica linha, entao

<5(T) = Z(_]‘)U(mpl © x‘]a(l))<xp2 © xqo(2)) e (xpm o xqa(m))7

onde o percorre todas as permutagdes do grupo simétrico S, e (—1)7 representa o sinal da
permutacao o. No caso em que T' é uma tabela com varias linhas, podemos denotar por
TW 7@ . T® as linhas da tabela dupla T, entdo

A(T) = F(TO)S(T®)... 5(TH).
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Note que, no caso de T ser uma tabela de uma tnica linha, temos @(7") = det((z,, 0 z,,)),

onde 1 < 4,5 < m. Além disso, se p; = p; ou ¢; = ¢; para algum i # j entdo p(71") = 0.

Exemplo 1.18. Seja T = (1 2 | 3 4) uma tabela dupla com uma inica linha, entdo associ-

, T13 T4
a =
Ta3 T24

e p(T) = det(a') = x13 0 oy — T14 0 Ty, aqui calculamos o determinante substindo o produto

amos a sequinte matriz

por o .

Tomemos uma tabela dupla cujas primeiras k entradas, onde 1 < k < n, da primeira
linha sao vazias e as preenchemos consecutivamente com os valores —(k — 1), ..., —1, 0, re-
spectivamente. Observe que n é no maximo o tamanho da primeira meia linha. Chamaremos
a uma tabela dupla preenchida dessa forma de k-tabela.

Ao longo dessa dissertacao, associaremos polinomios a tais tabelas. Como isso dependera
da situagao concreta, deixamos tais associacoes para frente. Tais associacoes serao feitas com
o objetivo de “cindir” uma parte do polinémio correspondente a tabela se considerarmos ela
preenchida usualmente.

Vamos definir uma ordem no conjunto das k-tabelas duplas. Seja T" uma tabela dupla,
definimos m(T') por ser o vetor m(T') = (my, ma, ..., my), onde m; representa o comprimento

da respectiva (meia-)linha de T, e por p(T),

p<T) - (pll»pl% <o s Pimy> Q11 - - -5 4125 - - -5 Qimg s P215 - - - 7kak)

Chamamos m(7") o contorno e p(7') a forma de 7. Seja
d(T) = (d,k, e ,d,l, dl; dQ, cee )

onde d; é o numero de entradas de T' que sao igual a i, + = +1, 2, ..., e o chamamos de
conteudo da tabela dupla T

Sejam T e ) duas k-tabelas duplas com o mesmo contetido, isto é, d(T') = d(Q). Diremos
que T" > @ se, e somente se, m(T) > m(Q) na ordem lexicografica usual ou se ocorrer
m(T) = m(Q) entdo p(T) < p(Q) também com a ordem lexicogréfica usual.

De Concini e Procesi demonstraram os seguintes teoremas.

Teorema 1.19. (][9], Teorema 1.5) Os polindmios @(T') onde T percorre todas as tabelas

duplas standard e tais que my; < n, formam uma base do espago vetorial K[(z; o z;)].
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Seja
T = (pl e Ps T Tk‘rk—i-l cee Tl q1o--. Qg1 )
uma tabela de apenas uma linha tal que n = s 4+ k. Denotemos
T = Z(—l)ff@( Pr oo Ps To) --- To(k) ‘ To(k+1) -+ Tom+1) q1 ... (Gg—1 > )
onde a somatoria do lado direito percorre as permutacoes o € S, 1 tais que

o(l) <...<o(k), ok+1)<...<o(n+1).

Denotemos Sﬁ 41 ao conjunto destas permutagoes.

Lema 1.20. ([9], Lema 15.2) T'= 0 em K|[(z; o x;)].

Aproveitamos e citamos um resutado que nos sera tutil mais a frente.

Lema 1.21. ([62], Lema 1.9) Seja

S1 ... Sk Sg+1 ... Sp
T =
D -« Tk Gr+1 .-+ dm

a - Gg—1 Tk41 .-+ Tpia
t1 ... tp1 tr ... Ty

uma tabela dupla. Entao a igualdade

o~ S1 ... Sk Sk+1 Sn
2.(=1)¢ (

q - 4k-1 To(k+1) -+ To(ntl)

= > aip(Ty)

vale em K|(z;0x;)]. A soma do lado esquerdo percore todas as o € SF_ 1, 1 <k <m <n, e

a da direita percorre um conjunto finito de tabelas duplas standard T}, cujas primeiras linhas

( ‘7”1 T’n+1>-

Agora vamos descrever os invariantes do grupo SO,,. Consideremos o determinate

sao da forma

det(z;,,...,z;,) da matriz n x n, cujas linhas sdo formadas pelas coordenadas dos vetores

Ziy, -, T;,. Denotemos este determinante por < z;,,...,x;, >. Entao pelo Teorema 5.6

n’ n

de [9], os invariantes do grupo SO,, coincidem com a &lgebra gerada por K|[(x; o x;)] e por

todos os polinomios < x;,,...,z;, >.

n
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Uma base linear da algebra dos invariantes do grupo especial ortogonal SO, é dada por
todas as tabelas duplas standard como descrito acima, acrescentando-se os produtos do tipo
< Tiyy ..., x;, > @(T) (e preservando-se a propriedade standard).

Podemos fazer a seguinte interpretacao. Formamos a tabela ordinédria 7" da tabela dupla
standard 7', conforme feito anteriormente, e em seguida colocamos a linha (i1, 4o, .. .,4,) em
cima da tabela. A tabela T” obtida desta maneira, tem de ser standard.

Usando a terminologia de [37], dizemos que o polinémio
o(T) =< ziy, ..., x5, > @(T) = det(x;,, ..., 2 ) P(TOYGTP) ... G(TH)

é representado por uma n-tabela T'. Portanto associamos ao polindmio acima uma tabela
que tem as primeiras n entradas, da primeira linha, vazias. Por convencao designamos a
essas entradas os valores —(n — 1), ..., —1, 0. Se todas as entradas da tabela dupla sao

inteiros positivos colocamos p(T') = ¢(T).



Capitulo 2
Identidades polinomiais em My(K)

E conhecido, que as identidades polinomiais da algebra das matrizes 2 x 2, sao geradas
pelo polinomio de Hall A5 e pela identidade standard s4, quando char K = 0.

Vamos contar um pouco a respeito da histéria desse resultado. Razmyslov em [51] en-
controu uma base para as identidades de My(K), assim como sly(K), quando char K = 0
(veja também o livro dele [53]). Ele também demonstrou que toda algebra na variedade das
algebras de Lie gerada por sly(K') tem uma base finita de suas identidades. Ele utilizou o fato
que em algebras sobre corpos de char K = 0, pode-se restringir as identidades multilineares.

Em [60], Tki demonstrou que bastavam 4 identidades para gerar o T-ideal de M, (K'). Em
seguida Drensky, utilizando métodos da teoria das representagoes do grupo simétrico, em [11]
encontrou uma base minima com apenas duas identidades. Em [19] Filippov demonstrou que
as identidades da algebra de Lie sl seguiam de apenas uma. Além disso, eles descreveram
vérios aspectos numéricos do T-ideal de My(K). Percebe-se que o T-ideal de M5(K') no caso
em que char K = 0 foi descrito em detalhes por esses autores.

Sobre corpos finitos, Malcev e Kuzmin em [45] demonstraram que as identidades de
M5 (K) seguem de duas identidades. Para n = 3 e 4 veja [22, 25], respectivamente.

No caso de corpos infinitos, mas de caracteristica positiva, destacamos os seguintes re-
sultados: Vasilovsky em [62] provou que quando char K # 2 as identidades polinomais da
algebra de Lie seguem de apenas uma (a mesma que em corpos de caracteristica 0). Por
outro lado, Vaughan-Lee em [61] provou que quando char K = 2 as identidades de My(K)
considerada como &dlgebra de Lie, nao admitem base finita.

Resultados parciais no caso de caracteristica 2 podem ser encontrados em [38, 13].

Quando o corpo ¢ infinito e de char K = p # 2, Koshlukov em [37] mostrou que quando

29



30 2 IDENTIDADES POLINOMIAIS EM M, (K)

p > 5 o T-ideal de My(K) é gerado por duas identidades (as mesmas que no caso de carac-
teristica 0). No caso de caracteristica p = 3 e 5 ele exibiu uma base formada por 4 identidades.
Finalmente em [8] mostramos que no caso p = 5 bastam as duas identidades anteriores e
quando p = 3 sao necessarias 3 identidades, as duas anteriores mais o rg. Recordamos que a
necessidade de mais identidades em caracteristica 3 foi obtida em [24].

Neste capitulo vamos repetir a construgao feita em [37] e no final acrescentar o resultado

obtido por nés em |[8].

2.1 Identidades em M, (K)

Nesta secao vamos introduzir algumas identidades na algebra das matrizes 2 x 2 e

descrever o T-ideal gerado por elas em termos de uma transformagcao definida mais abaixo.

Lema 2.1. Os seguintes polinomios sao identidades em My(K):
1. A identidade standard sy;
2. A identidade de Hall hs = [[x1, x2] o [x3, 4], 5);
3. A identidade de Lie vs = |y, 2, [t, x], x] + [y, z, [2, x], 1]

Observacao 2.2. 1. A identidade standard € o polinomio de menor grau satisfeito por

My (K). Além disso, podemos reescrevé-lo da sequinte forma:
sy = 1/2([z1, 2] © [3, 24] — [21, 73] © [12, 24] + [21, 74] 0 [, 3]).

2. A identidade vs € uma base das identidades da dlgebra sla(K). Isto foi provado em
[19] no caso de char K =0 e por Vasilovsky em [62] para um corpo infinito arbitrdrio,
com char(K) # 2.

O espago vetorial L(X) tem base consistindo dos elementos z; e dos elementos u;, onde
u; sdo comutadores de grau > 2. Como em [62], vamos definir o operador L'(a,b) com a,
b € L(X), sobre a sub-dlgebra de Lie gerada pelos u;, da seguinte maneira. Se [wq, wy] é um

comutador em L(X) entao

[wy, ws]L'(a,b) = (1/16)([w1,a, b, ws] + [w1, b, a,ws] + [w1, a,ws, b] + [wy, b, ws, a

—[wg,a, b, 7’601] - [U)Q,b, G,’wl] - [wQ,a,wl,b] - [w27b7 wlvaD-
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Usando a identidade de Jacobi, obtemos
[wy, we] L' (a,b) = (1/8)([w1, a, b, ws] + [w1, b, a, wq] — [wa, a,wy, b] — [wa, b,wy,a]). (2.1)

A igualdade [c, a,b] = 4((aob)oc—ao(boc)) é valida em qualquer algebra associativa. Logo

obtemos a seguinte identidade fraca
(21, x5] L'(a,b) = [x1,25] 0 (a0 D).
Portanto ¢ vélida a seguinte identidade em M, (K).
[x1,29) 0 (a0b) = (1/8)([x1,a,b, z5] + [x1,b,a, 23] — [x2,a,21,b] — [x2,b, 21, a]),

onde a = [x3,24] e b = [x5,26] sdo comutadores de comprimento 2. Chamaremos a essa

identidade de rg. Note que as 3 seguintes identidades sao vélidas na dlgebra de Lie sly(K).

(21,29, 23] L' (a,b) = [[z1,22]L (a,b),x3]
(21, a] L' (x2,b) — [22,a] L (x1,b) = (1/4)[x1,22,b,4a]
[x1, 9] L' (a,b) L'(c,d) = [x1,29]L'(c,d) L' (a,b)

Veja [62], identidades (3), (4) e (5) para sua dedugao.

Lema 2.3. [53, lema 41.2, pdg. 205] Se f € B(X) é um polinémio préprio, entao mddulo as
identidades hs e rg, o polinomio f pode ser representado na forma f =1+ g ondel € L(X)
e g € uma combinacdo linear de produtos da sequinte forma: g; o [x;,x,]. Aqui g; € L(X), e

T, € uma varidvel fiza (mas arbitrdria) da qual f depende.

Suponhamos que f € B(X) é um polindémio préprio, entdao f = [+¢g como no lema acima.
Observamos que f é uma identidade de My(K) se, e somente se, [ e g o sdo, pois os valores
que o polinomio [ assume quando suas variaveis substituem-se por matrizes 2 x 2, resulta em
uma matriz com trago 0. Por outro lado, os valores de g em My(K') sdo miltiplos da matriz
I. Mas somando-se uma matriz com trago 0 com um miultiplo de I, obteremos a matriz nula
se, e somente se, ambas as matrizes sao nulas. (Este raciocinio deixa de ser verdadeiro em
caracteristica 2.)

Observamos ainda que todas identidades de My(K') da forma | € L(X) seguem de v

conforme o teorema de Vasilovsky. Portanto se 77 é o T-ideal gerado pelas identidades sy,
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hs, vs e 1, entdo Ty C T (M(K)), e podemos escolher uma base de identidades de My (K),
moédulo 77, entre as identidades com a forma de g.

Vamos definir a transformacao L(a,b) para polindémios da forma de g. Se g = g1 o go,
onde g1 e g2 s@o comutadores de grau > 2, entao colocamos gL(a,b) = g1 0(goL'(a,b)). Logo

para a boa defini¢ao de L(a,b) precisamos que valham as seguintes identidades em My (K).

([xlacL?ba l’z] + [‘rlyb7aax2] - [$27aax17b] - [x27b7 I, CL]) o [3/17y2]

= ([ylaaa b7 y?] + [ylaba a,?/2] - [y2>aay17b] - [y27b7 yha]) o [33'1,272] (22)

([xlvaabv $2,.1'3] + [zlaba a, .’132,1'3] - [$2>aax17b7 1'3] - [l’g,b, [IZ’l,a,iL'g]) o [3/1,92]

- <[y17a7b7 ?/2} + [ylab7a7y2] - [yQ;aaylab] - [y27ba ylaa]) o [[L‘l,l'g,l'g] (23)

E facil de verificar que essas duas identidades sio validas em M5 (K), basta usar a iden-
tidade fraca [z1,xs] L'(a,b) = [x1,22] 0 (a 0 b) e lembrar que a o b é central em My(K).
Vamos estabelecer mais alguns resultados e depois provaremos que o operador L é bem

definido.

A linearizacao de vz é o polinomio
(1, T2, 23, T4, 5] + (21, T2, (23, 5], wa] + [0, T4, [0, 5], @3] + [21, w5, [2, T4], 23],

que é uma identidade para slo(K) assim como para My(K). Como char K # 2 temos que o
polinomio linearizado ¢é equivalente a vs, também vamos chamar o polinémio linearizado de
Vs.

Escrevendo a linearizagao de vy como vs = > a;fa;, b;], onde oy € K e a;, b; sdo co-
mutadores, e o comprimento de a; > 2. Entao o polindémio vy = > a;(a; o [b;, x6]) é uma
identidade para My(K) uma vez que é uma identidade fraca. De fato, se tivessemos escrito
como a identidade fraca da forma Y  a;[a;, b;] o g, entdo o que segue é claramente uma
identidade fraca.

Vamos estender o T-ideal T. Denotemos por T o T-ideal gerado por 77, e as identidades
(2.2) e (2.3) e vi. Como todas essas identidades sao vélidas em My(K) segue que Ty C
T(My(K)).
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Lema 2.4. Cada polinomio proprio f € B(X) de grau par > 4 pode ser escrito, médulo as

identidades de Ty, da sequinte forma

F=" ailw, xi,) 0 [wig, i) [ | Llass, biy)
( J
para a;j, bi; € X e a; € K adequados. Além disso, podemos supor que 1, < ig, i3 < i4 €

11 <'i3. Quando o grau de f for igual a 4 podemos supor ainda que iy < 14.

Lema 2.5. Cada polinémio proprio f € B(X) de grau impar > 5 pode ser escrito, mddulo

as identidades de Ty, da sequinte forma

f= Z Q; Z<_1)U[Ii6(1)vxio(z)] o [xia(?)) Ty, H L(“l’j? bij)

J

para a;;, bj; € X e oy € K adequados (o0 assume os elementos de seu respectivo grupo

simétrico). Além disso, quando o grau de f € 5 podemos supor iy < iy < i3, iy < i5 €1 < i4.

Demonstragao. Vamos dar apenas uma idéia da demonstragao. Use as identidades (3) e (4)

de [62] e observe que

Az, xo] © [T3, T4, 5] = Z(—1)0[$U(1)7$a(2)] 0 [Xg(3), T4, T

g

- Z(—l)a[%(l)wag)] © [%(4), 903,$5]-

Agora a identidade
Z(—l)o[%(l)a To(2)] © [To(3), [Tiy, T5]] = 0

é valida em M, (K) e segue de hs (veja [37, pag. 421]). |
Além disso, a identidade
Z (_l)a[xigu) ) xio‘(Q)] © [xiJ(B) 1 Lig(ayr I5]
o€Sy

pertence ao T-ideal gerado por sy (veja [37, pag. 422]).

2.2 Tabelas Duplas

Nesta segao vamos mostrar que o operador L(a, b) estd bem-definido. Iniciamos definindo

L(a,b) para os polinémios préprios com grau 4 e 5, dados acima, agora por indugao sobre o
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grau dos polinoémios definimos L(a, b) sobre os elementos basicos, ou seja, para os polinémios
correspondentes a tabelas duplas standard e estendemos o operador usando a linearidade do
mesmo.

Seja B(M(K)) a imagem de B(X) através da projegdo canonica
K(X) — K(X)/T(My(K)).

Entao B(M3(K)) = By @ La, onde By é o sub-espaco de B(Ms(K)) consistindo de todos os
polinomios préprios centrais e Ly é o sub-espago dos polinomios de Lie. Pelo principal resul-
tado de [62] sabemos que precisamos considerar somente o sub-espago By. Vamos mostrar

que L estd bem definido sobre Bs.
Lema 2.6. As transformacoes L(a,b) sao bem definidas sobre o espago vetorial Bs.

Demonstragao. Vamos comegar observando que se f € B, é uma identidade em Ms(K)
entao o polinémio fL(a,b) € By também é (isto é claro pela definigao de L). A linearidade
de L(a,b) é clara e portanto o lema estd demonstrado. |

O lema acima mostra que os operadores {L(a,b)} geram uma sub-dlgebra comutativa da

algebra das transformacoes lineares de Bs.

Vamos associar a cada tabela dupla T o seguinte polinomio Fr em Bs. Depois mostraremos
que podemos nos restringir a uma classe menor de tabelas duplas, que chamaremos de Adm.

Comecamos com a seguinte definigao:

Definicao 2.7. Seja

P11 P12 -+ Pimg | 911 12 --- q1my
T — P21 P22 -+ Pamy | Q21 422 ... Q2ms
Pk1 Pk2 -+ Pkmy | 9k1 k2 .- Qkmy

uma tabela dupla. Entdao definimos Fr por ser

a. For = [Tpy, Tpp) © [Ty Taro] b2+ i, se mq = 2. Aqui as lj sao transformacoes definidas
por

lj =3(=1)7 L(wp;,, Tgyp0)) -+ L@y, @ g€ Sy, m=m,;.

9jo(m) ) )

b. Fr=1/2 ZU(_la)[‘TPll?me] © [3310(1)7 xmg(z)]L(xl?nquq(s) ly---l, se T € uma O-tabela e

m1:3.
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c. Fr= 1/2 Zg(—l)U(ZT(—l)T |:xq10(1)7quo'(2)i| © [xqm(s)?xmu xQQT(l)]lé) I3 ly,, se T € uma
3-tabela e my = 3. Neste caso 0 € S3, T € Sp,. Além disso,
5= L(Tpsss Tpyrny) LTy Tayr,y) - Ete tillimo caso somente € necessdrio quando

m221

Denotemos por Adm (de admissivel) ao conjunto das tabelas duplas standard T tal que

my = 2 ou 3, T é uma 0-tabela ou uma 3-tabela, no caso de T" ser uma 3-tabela entao m; # 0.

Lema 2.8. Os polinomios Fr, T € Adm, sdo linearmente independentes maodulo o T-ideal
T(My(K)).

Demonstracao. veja [37, pag. 425]. [ |

2.3 T(My(K)) é finitamente gerado

Vamos mostrar que, médulo um certo T-ideal contido em T'(M,(K)), cada polindmio
proprio é expresso como combinacao linear de polinomios Fr, T € Adm. Portanto, nosso
T-ideal devera ser finitamente gerado, e depois vamos minimizar a base deste T-ideal sendo
esse o principal resultado deste capitulo.

Comecemos com o seguinte lema.

Lema 2.9. A sequinte expressao é uma identidade em My(K):
Z [$1,$2] © [ya(l)aya(Q)]L(‘r&yU(S)) = Z [$1; xz}L(xsyya(za)) © [ya(l)aya(Q)]
oES3 0€S3
Demonstracao. Como todas as variaveis participam em comutadores, é suficiente verificar
que é uma identidade fraca. Usando a identidade (10) de [36], obtemos que o polinémio do
lado esquerdo ¢ igual a
43 (1) (21 0 Yo (1)) (72 © Yor2)) (3 © Y1)
oES3
como identidade fraca. Analogamente, o lado direito é igual a
43 (=1 (20(1) 0 1) (To(2) © ¥2) (To(1) © Y3)-
o€ES3

Isto conclui o lema, pois ambos os lados sao iguais a um determinante de ordem 3. [

Seja T3 o T-ideal gerado pelo ideal T, e a identidade do lema anterior. E imediato que
temos T3 C T(My(K)).
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Lema 2.10. Denotemos por

¢($1a$27$3791792793) = §0(172a3747576)
= Z [%, 962] © [%(1), ya(Q)]L(x:a, ya(3))

oES3
o polinomio que aparece no lema anterior. Entao na dlgebra Az = K(X)/Ts temos as

sequintes identidades

Y (F1)7¢(0(1),0(2),0(3),0(4).5,6) = 0,

Z (_1)090(17 0(2)7 0(3)7 0(4)7 0(5)7 6) - 07
o€S]
> (=1)7¢(1,2,0(3),0(4),0(5),5(6)) = 0,

onde o assume valores em S’ conforme o indice.

Demonstragao. O polinomio ¢(1,2,3,4,5,6) é anti-simétrico em x1, x9, x3. A primeira
identidade é obtida deste polinomio fazendo a anti-simetrizacao de x1, o, x3, y;. Agora
usamos o seguinte resultado: Se f € B(X) é multilinear e é anti-simétrico em 4 ou mais
varidveis, entao f € Ty C T3. Esse resultado é facil de provar em sly(K), pois dim slo(K) = 3.

A segunda e terceira identidade seguem por usar uma idéia semelhante. [

Lema 2.11. A identidade

4 Z (=1)% 1, 2] o [y1, yo) L(21, to(1)) L(22, to(2)) L( 23, to(s))

g€S3

=> OO (=1)[z1, 23] © [ty tow]) Ltag), ) L2, v2)

k<l oc€Ss

¢ valida em Msy(K) onde {j,k, 1} = {1,2,3}.
Demonstragao. A demonstragao é a mesma como a da identidade (14) de [62]. |

Seja g = g1 © go um polinomio proprio onde ¢g; e g sao comutadores de grau > 2.
Denotaremos por gL(py -« pnl ¢1 -+ - @n) 0 polindémio
Z g1 0 g2L<xp1>$qg(2)) U L(xpna xq(,—(n))'
O'ESn

Se T é uma tabela dupla com linhas 7!, ..., T™*) denotemos por L(T) a transformacio

L(T) = L(TW) ... L(T™). Esta transformacio devera agir somente sobre gs.
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Proposicao 2.12. Seja V' o espaco vetorial gerado em Az por todos os produtos g = g o
g2, onde g1 e g sao comutadores nas varidveis X. Entdao L(a,b) sdo transformagioes bem
definidas em V.

Demonstracao. Quando o grau de g é igual a 4 ou 5, segue do fato que os Fr, T € Adm sao
linearmente independentes.

Quando o grau de g; = 2 e o grau de g» = 4 usamos os lemas 2.9 e 2.10.

Quando o grau de go = 5, use a identidade (4) de [62] em g5 e o resultado segue de

maneira semelhante ao caso anterior. [ |
Lema 2.13. Seja T uma tabela dupla e suponha que Fr # 0 em As. Entdo my =2 ou 3.

Demonstragao. Se alguma das (meias)linhas tem comprimento maior que 3, entao Fr é
anti-simétrico em pelo menos 4 variaveis, além disso, Fr é um polinomio préprio entao
necessariamente Fr se anula em As. [ |
J& havidmos provado que em Az cada polinomio proprio é uma combinacao linear de
polinémios do tipo Fp. Agora necessitamos demonstrar que cada Fr é combinacao linear de
Fgs onde os Qs sao tabelas duplas standard.
As duas seguintes identidades sao validas em Ms:

Sejam g, e go comutadores de grau > 2, e seja

Tz(pl cee Ps TT ... Tk‘Tk-+1 e Thel @1 ... qk_1>

uma tabela de uma linha tal que n = s + k& < 3. Entao vale a seguinte identidade:

Y. (=1)%giogL(pi...ps To) - - To@)|Tots1) - - Tomt1) @1+ Q1) = 0. (2.4)

UESﬁJrl

Agora se T' é uma tabela dupla como no lema 1.21, entao vale a seguinte identidade

- S1 ... Sk Sk+1 Sn To(1 o To(k dk+1 .- Qm
> (=1)7g10goL " W Ak
@ o Q-1 To(kt1l) -+ Tomtn | 1 oo g1 Tk oo tm
= > g1 0 g2 L(Th) (2.5)

A demonstracao dessa identidade segue dos lemas 1.20 e 1.21.
Denotemos por T o T-ideal gerado por T3 e pelas identidades (2.4) e (2.5) e o lema 2.11.
Como essas identidades valem para My(K) segue que Ty C T(My(K)).
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Proposicao 2.14. Seja T uma 0-tabela com my = 2 ou 3, e suponha que T" nao é standard.
Entao em Ay, o polinomio Fr € igual a uma combinagao linear de Fgyg, onde os Q)'s sao
0-tabelas duplas. As tabelas duplas QQ's tém o mesmo conteido de T, as suas primeiras linhas

tém comprimento 2 ou 3 e Q's > T.

Demonstracao. Suponhamos que T nao é standard, ou seja, pelo menos uma das desigual-
dades entre os elementos da tabela T" nao é cumprido. Suponhamos ainda que a primeira
linha de T tenha comprimento 3. Se alguma das desigualdades da primeira linha deixa
de ser cumprida aplique os lemas 2.9 e/ou 2.10. Caso a quebra de alguma desigualdade
ocorre abaixo da primeira linha aplique a identidade (2.4) e/ou a identidade (2.5). Entao o
unico caso que resta ser verificado é quando a quebra de alguma desigualdade ocorre entre
a primeira e a segunda linha, nesse caso aplique o lema 2.10. Assim o caso de linhas com
comprimento 3 esta concluido.

Suponhamos agora que a primeira linha tem comprimento 2. Se aparecer uma linha
de comprimento 3, aplicamos o lema 2.11 e reduzimos este caso ao caso anterior. Entao
podemos supor que todas as linhas sao de comprimento < 2. Entao aplicamos o lema 2.2 e

as regras da operagao L(a,b). [ |

Proposicao 2.15. Seja T uma 3-tabela que nao € standard. Entao em Ay, o polinomio Fr
€ igual a uma combinagado linear de Fyg, onde os ()'s sao 3-tabelas duplas. As tabelas duplas

Q's tém o mesmo conteido de T e Q's > T.
Demonstracao. Segue de maneira semelhante a anterior. |

Teorema 2.16. Seja g € Ay um polinomio préprio e nao-nulo. Entao g pode ser repre-
sentado em Ay como combinagao linear: g = o, Fr,, onde T, € Adm sdo tabelas duplas

standard, o, € K, e no minimo um «,, # 0.

Demonstracao. Segue imediatamente das duas ultimas proposigoes. [ |
Assim demonstramos que Ty = T(M>(K)), e portanto, o T-ideal de My(K') possui uma

base finita (embora longe de ser minima).

2.4 Minimizacao da base

Vamos provar nessa secao que algumas das identidades que definem o T-ideal T} sao

consequencias de outras identidades do préprio 7. Com isso obtemos uma base minima das
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identidades de Ms(K). Vamos comegar dando uma lista das identidades que participam em
Ty.

sy = 1/2([x1, xo] 0 [w3, 4] — [21, 3] 0 [T2, 4] + [T1, 4] © 22, T3]); (

hs = [[1, 22] 0 [23, T4], 75]; (

hs = [21, T2, x3] 0 [24, 5] + [21, T3] © [14, 75, T3]; (

vs =y, 2, [t, z], ] + [y, x, [z, 2], t]; (
vy = [21, T2, [v3, 74]] © [5, T6] + [21, T2, [23, 5] © [24, T6]

+x1, x4, [0, T5]] © [23, 6] + X1, X5, [T2, T4]] © [T3, T6]; (2.10)

re = [T1, 2] 0 ([23, 24] 0 [5, 6]) + (1/8)(—[21, [23, 4], [75, T6], T2| — [21, [w5, 6], [3, T4], 72)]

-I—[?Cz, [903, $4], L1, [955, 906]] + [$2, [9057%‘], 1, [5153,5134”); (2-11)
[I‘l, l’g] © [yla y2]L(a7 b) - [1'1, l’g] © L(CL, b) [yla y2]7 (212)
[951,332,563] o [ylva]L<a7 b) - [3317552, 1‘3] © L(av b)[3/17y2]3 (2-13)
4 Z (=1)7 (w1, 22] o [y1, y2) L(21, to(1)) L(22, to(2)) L( 23, to(3))
0ES3
=3 (D (=1)7[x1, 23] © [tory: to)) L(tai), ) L(z1,y2) onde {j,k,1} ={1,2,3}  (2.14)
k<l o€Ss3
D 122 © [Yo(1), Yo) L (w5, o) — Y 21, 22 L3, Yo(s) © [Uo(1), Yo(2) (2.15)
ogES3 o€ES3
Z (—1)091 [¢) ggL ( Pr .o DPs To@@) --- To(k) ‘ To(k+1) -+ Tom+1) q1 --. (G- ) ;(2.16)
UGSfLJrl

> (=1)7gi0g:L(a(T)) = Y aigi o o L(T)). (2.17)
UESﬁ+1
Acima g e g5 s@o comutadores com grau > 2, e (7T') e T} estao definidos como no lema 1.21.

Ja sabemos que as identidades (2.12)—(2.17) sdo consequéncias das identidades (2.6)—

(2.11), além disso, as identidades (2.7) e (2.8) sao duas apresentagoes diferentes do polinémio
de Hall.

Lema 2.17. A identidade
US - [y7 Z? I:t7 ‘/L.]7xj| + [y7 ‘r7 [27 x]7t]
= su(z,y,x,tx) + xs4(z,y,x,t) — sq(xz,y, 2, 1) — sy4(x, 2y, x,1)

vale para cada x, y, z et na dlgebra livre K(X).
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Demonstracao. A demonstracao é feita através da expansao de ambos os lados da igualdade
e observando-se que ambos os lados se cancelam. [ |
Ja havidmos observado que as identidades da dlgebra de Lie sly(K) seguiam de vs, por-
tanto, por esse lema temos o seguinte resultado. Cada polindmio de Lie que é uma identidade
em M(K), é consequéncia de sy.
Logo a identidade vs ¢ redundante em nossa base. Portanto, as identidades s4, hs, vf e

r¢ formam uma base para as identidades de My(K).

Lema 2.18. Denote por u = [x3,x4]. Entdo os polinomios rg e

T = |11, 0] 0 u? — (1/4)([w1, u, u, 5] — [T, u, 71, 1))

sao equivalentes modulo as identidades sy e hy. Em outras palavras os T-ideais gerados por
{84, h5,76} € por {s4, hs, 74} coincidem.
Demonstragdo. A linearizagao do polindémio [r3,24]? ¢ igual & componente multilinear do
polindmio [x3 + x5, 14 + x6]%. Isto é, ela é igual a

2[x3, 4] o x5, x6] + 2[x3, T6] © [T5, 4]

e isso é equivalente a [r3,74]? uma vez que a caracteristica p # 2.

Permutando as variaveis temos
2[x3, 5] o [y, x6| + 2[x3, 6] © [T5, 4], 2|3, T6] © [14, 5] + 2[x3, 5] © [24, T6].
Agora somando todas as 3 lineariza¢oes acima obtemos
2([x3, 4] o x5, 26] + |23, 5] © [T4, 6] — [3, T6] © [24, T5]).
Por outro lado escrevemos o polinomio standard s4(x3, x4, 75, Tg) como
2([z3, 4] 0 x5, 26) — 23, T5] © [T4, T6]) + |73, 6] © [T4, T5]).

Levando em conta que o ultimo polindmio é uma identidade em Ms(K'), obtemos que o
primeiro termo da soma de 74 é equivalente a [x1, z5] o [z3, 74]%.

Entao aplicamos as 3 linearizagOes acima para os polinomios 5. O polinomio obtido
serd uma identidade para My(K). Todas as outras parcelas da soma de rg e de rf sao
comutadores. Entao usando a equivaléncia acima para os primeiros 3 termos obtemos um
polinémio de Lie que é uma identidade em My(K'). Entao pelo lema anterior ele segue de
s4. Portanto os polinomios sao equivalentes modulo a identidade sy.

O polinémio r implica 74 facilmente. [ |
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Lema 2.19. Na dlgebra associativa livre K(X), o polinémio 24ry é igual & sequinte expressao

(21, s4([x3, 4], T2, T3, 4]] + [s4([T3, T4], 21, 23, 4), T2]
+a384([x3, 4], T1, o, T4) + x484([T4, 3], 21, T2, T3)
—284(x9 0 [13, 14, 11, T3, 24) + 284(21 © X3, 4], T2, T3, X4)
+34([$3,$4]$4,$1, T, T3) + 84([5U4, 933]933,$1,I2, Ty4)
—sa(x3x1, [3, T4], T2, 4) + Sa(w322, (T3, 4], 21, T4)
+S4($4I1, [133, I4], T2, I3) - 84(I4332, [Is, 154], Ty, 1U3)
+254(x1, 9, T3, T4)[T3, T4)
+4hs (3w, T4, T3, T4, T2) — dhs(T329, Ty, T3, T4, T1)
—4hs (2421, T3, T3, Ty, T2) + 4hs (429, T3, T3, T4, T1)
+4hs([xs, 4], 21, T3, T4, T2) + dhs([T4, 23], T2, T3, T4, 71)
—8x1hs(x3, T4, T3, 4, T2) + 8T2hs(x3, T4, T3, T4, T1)

—dxshs (21, Ta, T3, T4, T4) + 4xahs (21, 29, T3, T4, T3).

Demonstracao. A igualdade acima foi obtida com o programa Mathematica® . Em primeiro
lugar escrevemos todas as possiveis consequéncias dos polinomios s4 e hs, € entao montamos

um sistema linear e o resolvemos. |

Vamos mostrar que o polinomio vf segue de s, e de hs. Mas isto vai ser mais complicado,
pois com vf nao temos uma simetrizagdo tao dbvia como em rg.

Consideremos os seguintes polinomios

ti = Adashs(xy, 19, T5, 16, T4) + dxsh5 (21, T2, T5, T6, T3)
+8x4hs (w1, T2, T3, T5, T6) + 2w5h5 (21, T2, T3, T4, T6)
+6$6h5(x x2,$3,$5,$4) +4x6h5<l‘1,l’2,$3,$4,x5)

+Z (=1)7 (—23hs5(2o(1); T4, To(2), T5, Ts) — 224h5(To(1), T5, T3, T6, To(2))

—225h5(To(1), T4, T3, Te, To(2)) + P5(To(1), T3, T4, T5, To(2))T6),
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to = +3hs(xy, 24, 20, x5, (T3, 26]) — 3hs(21, X5, T2, T4, (T3, T¢))
+5hs(x1, T5, T2, T4, Tex3) — Dhs(x1, Ty, Ta, T5, TeT3)
—6hs(x1, T2, x5, X6, T324) — Ohs (21, 2o, 4, Tg, T3T5)
—hs(x1, Ta, x5, T, Tax3) — Dhs(T1, 29, T3, T5, T4T6)
+3hs(x1, Ta, T4, g, T5x3) + hs(x1, Ta, T3, Ty, T5T6)

+ Z (=1)7 4(hs(To(2), Ta, T3, T, T5T0(1)) + hs(To(2), T5, T3, T, TaZo(1))),

ts = —Ths(z4xs, x5, 1, T2, T6) — Dhs(T5T3, T4, T1, T2, Tg)
—6hs (263, T4, T1, T2, T5) + 4hs([21, 22, 23, T5, T6, T4)
+6hs5([z1, 22, x4, T3, T5, ) + 4hs([21, 2], T5, T3, T4, T6)

+ Z (=1)7 (—2hs(2374, To(1), To(2), Ts, T6) +4h5(T4T0(1), To(2), Ts, T, T3)
oES2
+4hs (2420 (1), To(2), T3, Ts, Tg) + 45 (0520 (1), To(2), T3, T4, Tg)

+4hs (365%(1)7 Ty(2), T4, T, 133) — 3hs (%553, To(1); T4y Ts, xo‘(2))

+hs (2674, (1), To(2), T, T3) + 5 (T6T5, To(1), To(2), T4, T3)),

ty = —lzs,w4lsa(xy, 2o, x5, 16) + 2[s4(x3, T4, T5, T6), [1, T2]]
+242384(21, T2, T5, T6) + 3[x6T3, S4(T1, T2, T4, T5)]
—2[[x3, zg|, s4(x1, T2, T4, T5)| — [T6, T4]Sa(T1, T2, T3, X5)
+2(s4(1, T2, 23, 5)) 0 (va6) — [w6, w554 (21, T2, T3, T4)
—[s4(1, T2, w3, 4), T5|6 + 225(84(21, T2, T3, T4) © Xg)
—[x3, w5]84(x1, T2, T4, T6) + 225(84(21, T2, T4, T6) © X3)
+x484(x1, Ta, x5, Tg) T3

—2 Z (=1)7 (r570(1)54(T0(2), T3, T4, Ts) + TaTo(1)54(To(2), T3, T5, T6)),
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ts = +2w354(T6xyg, T1, To, T5) + 20354 (65, T1, Ta, Ty)
—21484 (35, X1, Ta, ) + 2x484(T6T5, 1, T2, T3)
—2x584(T3%4, X1, To, Tg) + 2x554(T6Ta, T1, Ta, T3)
+2x654([x1, 22|, T3, T4, T5) — T484([71, 2], T3, T5, T6)
—3s4([71, x|, 23, 4, x5) w6 — 3x684(T324, X1, Ta, T5)
—2684(x3s5, X1, To, T4) + S4(T423, T1, T, T5)Tg
—s4(w523, T1, T2, Ta)Tg

+ Z (=1)7 (+22501)54(T470(2), T3, T5, Tg) + 2T0(1)54(T5T 5 (2), T3, T4, T)

+22454(To(1)T5, To(2), T3, T6) + 2T554(T0(1) T4 To(2), T3, Tg)),

te = +2s4([[x1, 2], T3], 4, x5, T6) — 454(T5[T1, T3], T3, T4, X6)
+2s4([x1, 22|xs, 23, 14, T6) — 284([21, 22|24, T3, T5, X6)
+3s4(xyzy, [3, T6), T2, T5) + 3s4([x1, T4], T6T3, T2, T5)
+s4([21, 22, 1374, 5, T6) — 54([71, 2], V573, T4, T5)
—284([x1, Xa|, Tex5, 23, 4) + 384([21, X2, X423, X5, T6)
+5s4([x1, 22|, w375, T4, T6) — 284 (|21, 22|, T4T6, T3, X5)
—3s4(z4x2, (3, T6), X1, T5) + 3sa(Texs, [T, T4, 1, X5)
+254(w3my, TeT5, T1, To) — 284(TeT 4, T3T5, T1, T2)
+2s4([21, 22|, [25, T6), 73, 14) — W554([71, T2, 3, 24, T6)
+ Z (—1)7  (+3s4(w6x3, To(1)Ts5, To(2), Ta) — 354(T3%6, T5X0(1), To(2), Ta)
—54(T4To (1), To(2)T5, T3, T6) — Sa(T5To(1), To(2) T4, T3, Te)
—54(25 (%0 1), Tas To(2), T3, Tg) — 554(To(1)TaTo(2), T3, T5, T6)
—584(Ia(1)$5$a(2), €3, Ty, 1’6) - 84(1‘4[%(1), 1’5], Ts(2); L3 %))-
Lema 2.20. Na dlgebra associativa livre K(X) temos a sequinte igualdade
20L = 2ty + 2ty + 2t3 + t4 + t5 + te.
Demonstracao. Segue como no lema anterior.

Lema 2.21. Seja char K = 3, entdo a identidade r¢ nao pertence ao T-ideal de K(X) gerado

por Sy e hs.
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Demonstracao. Consiste em mostrar que a algebra de Grassmann F de dimensao infinita
sobre um corpo K de caracteritica 3 satisfaz as identidades s; e hs, mas nao satisfaz a
identidade r¢, ver [24]. |

Observagao 2.22. Observe o coeficiente 24 = 3 X 2% na espressao acima de ry. Quando

char K = 3 este coeficiente € igual a 0, e isto nao contradiz o lema acima.

Combinando estes dois ultimos lemas obtemos uma base minima para as identidades da
algebra das matrizes My (K'), sobre um corpo infinito K, com char K = p # 2. Notemos que

para p > 5 isto ja havia sido feito em [37].

Teorema 2.23. Seja K um corpo infinito de caracteristica p # 2. Uma base minima para
as identidades de My(K) € dada pelos sequintes polinomios:

a) s4 € hs quando p =0 ou p > 3;

b) s4, hs €16 quando p = 3.

Este teorema nos d4 uma resposta afirmativa & Questao 1. proposta em [37, pag. 433].



Capitulo 3
Polinomios Centrais

Em 1956 Kaplansky em [31] (veja também a versao revisada [32] de 1970), elaborou
uma lista de problemas que motivou a uma grande quantidade de pesquisadores nas décadas
seguintes. Um dos problemas propostos foi o seguinte:

Problema (Kaplansky): Existe polindmio central multihomogéneo para a algebra M,, (K),

com n > 27

A resposta a esse problema foi dado em 1972-1973, independente e simultaneamente,
por Formanek em [20] e por Razmyslov em [51], respectivamente. Este resultado foi muito
frutifero para a teoria de identidades polinomiais, pois muitos resultados importantes foram
estabelecidos, ou pelo menos, muitas de suas demonstragoes foram simplificadas. Para e-
xemplos veja: Jacobson [30] e Rowen [55].

A descri¢ao do espago vetorial em K (X) dos polinémios centrais é conhecida somente
no caso de n = 2. Como este espago é fechado com respeito a endomorfismos de K(X), ele
¢ chamado de T-espago. Formanek em [21] descreveu o S,-mddulo dos polindémios centrais
multilineares de M>(K). Ele também calculou a série de Hilbert, e o S,,-cocaracter. Okhitin,
em [46], mostrou que o T-espago dos polinomios centrais é finitamente gerado, como T-
espago, e encontrou um conjunto minimo de geradores quando A ¢é um corpo de caracteristica
0.

Nosso objetivo neste capitulo é obter uma generalizagao do resultado obtido por Okhitin,
no seguinte sentido: descrever uma base minima para o T-espaco dos polindmios centrais de

M, (K), quando o corpo K é infinito e de caracteristica positiva, mas diferente de dois.

45
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3.1 Introducao

E bem conhecido que, em uma algebra associativa com unidade R, o conjunto Z (R) =
{r € R| ra = ar, paratodo a € R} é um sub-algebra de R e a chamamos de centro de
R. Diremos que f(z1,...,2,) € K(X) é um polinémio central de R se, e somente se,
para todo ry, ..., r, € R tivermos f(ry,...,r,) € Z(R) e f nao é um polinémio constante.
Denotaremos por C'(R) C K(X) ao conjunto de todos os polindmios centrais de R.

As identidades polinomiais de R sao claramente polinomios centrais, chamamos a esses

polinomios de polindmios centrais triviais.

Exemplo 3.1. Seja R = My(K), onde K é um corpo. Entdao f(x1,z2) = [z1,22)* € um
polinomio central nao trivial de R.

O polinomio standard ss, e um polindmio central trivial para M, (K) pois ele é uma
identidade em M,(K).

Um espago vetorial de K(X) é chamado de T-espaco, se ele for invariante pelos endo-
morfismos da dlgebra K(X). Suponhamos que @ C K(X) é um conjunto arbitrario de
polinomios. Denotamos por V(£2) ao menor T-espago obtido de ) através do seguinte pro-

Cesso:
1. QCV(Q);
2. Se fizermos combinagdes lineares dos elementos de V' (2) eles devem continuar em V' (€2);

3. Substituindo as varidveis dos elementos V' (€2) por polinomios arbitrarios de K(X) o

resultado continua em V(2).

Claramante V(§2) = (1S, onde os conjuntos S sao todos os T-espagos tais que 2 C S,

ou seja, V(£2) é o menor T-espago que contém (2.

3.2 Corpos infinitos de caracteristica positiva

Proposicao 3.2. Seja R uma dlgebra associativa, com unidade, sobre um corpo infinito K, e
seja f € K(X) um polindmio central de R. Entao todas as componentes (multi)-homogéneas

de f sao também polinomios centrais.
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Demonstrag¢do. Suponhamos que f(xq,22,...,%,) = » o, fi € K(z), onde f; sdo as com-
ponentes homogeéneas de f com grau ¢ em x,. Sejam aq, as, ..., a, elementos, dois-a-dois
distintos, de K.

Multiplicando z; por a; obtemos o seguinte:
m
flajxy, z0,. .. x,) = Za; filzr, 2o, ... 2y), 7=0,1,...,n.
i=1

Quando substituimos 1, x, ..., T, por elementos de R obtemos elementos de Z(R). Con-
siderando estas equagoes como um sistema linear nas variaveis f;, ¢ = 0, 1, ..., n, resolvere-

mos o sistema. O determinante é

1 a ... a
1 a ... a}
e | =T1(@—qy) #0.
Do : it
1 a, ay

A segunda igualdade vale pois o determinante é de Vandermonde, e § # 0 por construgao, e
portanto, podemos resolver o sistema. Obtemos assim que os f; sao também elementos de
Z(R). [ |
A proposicao nos diz que o T-espago T'(Ms(K)) é gerado pelas suas componentes multi-
homogéneas. Portanto, vamos trabalhar somente com polinémios multi-homogéneos.
Vamos lembrar que usando o lema 2.17 pelo principal resultado de [62], temos que cada
polinémio de Lie que é uma identidade em My(K') é uma consequéncia de sy.

Observemos que o polinomio
h<$1,$2,$3,$4) — [I‘l,l’g] o [x37$4] (31)

é um polinémio central, mas nao é uma identidade em M (K'). Recordamos que o polindémio
standard s, é um polinomio central (trivial) em My(K).

Vamos fazer uma observacao sobre o polinomio de Hall, até esse momento viemos chamando
de hs. Vamos denotar por H, o polinémio obtido de hs pela seguinte permutagao o = (354),
ou seja, chs = H = [h,z5]. Como sao essencialmente os mesmos polindémios continuaremos
chamando-o de polinémio de Hall.

Seja xp uma variavel de K(X), denotemos por V ao T-espago de K(X) gerado pelos

polinémios h e xgsy(x1, o, T3, T4).
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Lema 3.3. a) Se W € o T-espago gerado por h entao W ;Ct V', quando char K =p > 3.
b) V C C(My(K)).

Demonstragao. Para demonstrar a afirmagao (a), é suficiente observar que a dlgebra de
Grassmann E, dim F = oo, satisfaz a identidade [h,z5]. Ressaltamos que a &lgebra de
Grassmann F nao satisfaz nenhuma identidade standard em caracteristica 0, e satisfaz sp44
quando a caracteristica do corpo for p. Logo a identidade [x¢s4(z1,x9,x3,24),x5] nl0 é
satisfeita. A afirmagao (b) é 6bvia uma vez que ambos h e s, sdo polinémios centrais em
My (K). [ |

Lema 3.4 (cf. [46]). Existe um polinémio de Lie | € L(X), tal que o polinémio ¢ = xoh +1
¢ central em My(K). Além disso, c € V.

Demonstragao. Comecemos com a seguinte identidade na algebra livre K (X),
To[x1, T2) © (3, 4]) + 21 ([0, 22] © T3, 24]) = 1 + 1, (3.2)
onde
¢ = [xowy,xs) 0|3, 14] — [T0, 2, 1] O [23, 24]

—(1/2)([x3, T4, T0] © [T1, T2] + [73, T4, 1] 0 [0, T2]),

L = (1/4)([x1, xe, [x3, T4, o] + [T0, T2, [23, T4, 21]]).

Logo ¢; é um polinomio central em Ms(K), pois é uma consequéncia de h, e l; € L(X).

Aplicando a seguinte permutacao (130)(24) na identidade (3.2) e invertendo o sinal obtemos
—x1[73, T4] 0 [0, To]) — w3([71, T4] © [0, T2]) = €2 + I,

onde obviamente ¢, € V e Iy € L(X). Aplicando agora a permutagao (103) na identidade
(3.2) obtemos

x3[wo, xo] © [1, 24]) — wo([T2, T3] 0 [T1, 24]) = €3 + I3,
onde temos ¢3 € V e l3 € L(X). Somando essas 3 identidades obtemos

To[w1, To) © (23, 24]) — wo([T2, 23] 0 (1, 24]) = €4 + 4,

ondecy =ci+eca+e3€Vely=10+1ls+13 € L(X). E por fim, aplicamos a permutagao

(34) e depois somamos com 2x¢s4 (1, T, T3, T4), onde

sy = 1/2([xq, 9] 0 [13, 4] — [71, 23] © [T9, 4] + [21, 24] 0 [22, 3]).
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Agora invertemos o sinal do resultado e depois aplicamos a permutagao (23) para obtermos

o resultado desejado. [

Lema 3.5. Non caso que char K =p > 3. Entao T'(My(K)) C V.

Demonstracao. E suficiente mostrar que Sy, hs, x9S, xohs € V. Obviamente s4 € V', e pelo

lema anterior, xgs4 € V. Podemos escrever hs como
[[371, xz} o [9537 $4],375] = [371, 352,335] o [$3, 1’4] =+ [$1, 552] © [373, Ty, 51?5]-

Como hs € V, pelo Lema 3.4 temos que xohs + 1 € V para algum [ € L(X). Mas entao [
¢ um polindmio central de My(K). Como ele é um polinomio de Lie, ele produzird sempre
matrizes com traco 0. Logo ele é uma identidade de My(K) e essa segue de s4. Portanto,
zohs € V' e isto conclui o lema. [ |

Agora dividimos em dois casos.

3.2.1 Caso 1: char K > 3

Seja f multi-homogéneo. Podemos escreve-lo da seguinte forma:
- i Y2 Qip . e K
flzy, 20, ... ) = ax et xhing, a; € K.
i

Aqui os g; € B(X) sao polindémios préprios e a; = (a;,, a;,, - - ., a;, ) ¢ uma n-upla de inteiros
nao-negativos. Seja b; = a;, +a;, +- - -+a;,, usando a unicidade da representacao de f acima,
definimos o posto (f) de f como sendo o maior de todos os b; tais que o correspondente «;

¢ nao nulo. Obviamente f € B(X) se, e somente se, r(f) = 0.

Lema 3.6. Seja f € C(M>(K)) e sejar(f) =0. Entao f =c+ g onde c =), v; ow; para
v, w; € L(X) de grau > 2 e g € T(My(K)) N L(X).

Demonstracao. Comegamos observando que f é um polinomio préprio, e como tal, pode ser
representado como uma soma de monomios que sao produtos de comutadores. Sem perda
de generalidade, podemos admitir que f = ujus - - - u, é um produto de comutadores. Entao
como uyuy = (1/2)[u, us] + uy o uy temos que f é soma de dois polinémios. O primeiro é
um produto de n — 1 comutadores; o segundo é (u; o ug)us - - - u,. Aplicando a identidade ¢
que vale em My (K) escrevemos (u o ug)ug como uma combinagao linear de comutadores. E

dai obtemos um produto de n — 2 comutadores. O resultado segue por indugao sobre n.
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Para provarmos que g € T(My(K)), notemos que f € C(My(K)) e vow € C(My(K))
para quaisquer comutadores v, w de graus > 2. Temos que o polinomio de Lie g é central em

My(K). Qualquer avaliacao de g em My(K) sempre produz matrizes de trago zero. Segue

disso que g é uma identidade em My(K). [
Sejam my = 2%'x? - x%ny e my = a2l .- abny dois polindmios tendo o mesmo

multi-grau, onde n; e ny sao produtos de comutadores com comprimento > 2. Diremos que
a = (ay,as,...,a,) > b = (by,ba,...,b,) se a; > b; para algum i enquanto a; = b, para

1 <t <7—1. Observamos que a ordem > ¢é a ordem lexicografica usual.

Observacgao 3.7. O postor(f) de f = f(x1,xs,...,x,) € igual ao maior nimero de varidveis

que aparecem nos monomios que podemos substituir por 1 sem que isto anule o polinomio.

Para vermos isto escrevemos fi = f(x1+ 1,20+ 1,..., 2, + 1) como soma de componentes
) ) )

multi-homogéneas
Zo‘w Tray® g g, g,
Entao cada substituicio de 1 em um comutador o anula. Portanto, r(f) € determinado pelo

menor grau da componente nao nula f,, de f1. Isto é, r(f) € igual ao deg f — deg f,,.

Teorema 3.8. Se char K > 3 entdo C(My(K)) = V. Em outras palavras, o T-espago dos
polinémios centrais de My(K) € gerado por h e x9sy. Além disso, os polinomios h e 0 xSy

sao independentes como polinémios centrais.

Demonstracao. Seja f € C(My(K)) um polinémio multi-homogéneo, demonstraremos por
indugao sobre r(f) que f € V. Quando r(f) = 0, isso segue do lema anterior.

Suponhamos que f é multi-homogéneo e r(f) > 0. Entao
flzy, 29, ..., 2p) = @x'a? - xng + Z Q' ws? T gy,

onde g e os g, estao em B(X) e a n-upla (ry,79,...,7,) é a maior que aparece em f com
respeito a ordem definida acima.

Vamos mostrar em primeiro lugar que g € C(My(K)). Para isto, consideremos o
polinémio central f(xy + 1,x9,...,2,). J4 sabemos que as suas componentes homogéneas

sao centrais. Tome a componente homogénea de menor grau em zq, isto é,

f(xy, 29, .. 1) = wl? -+ xrng-l—Zﬁa ozt g,.
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A somatodria é sobre todo a, tal que a; = r;. Observamos que se substituirmos 1 por x;
em algum outro comutador, este ultimo se anula. Repetimos o mesmo procedimento para
f'(x1, 29 + 1,23,...,2,) e fazemos o mesmo até chegarmos em z,. Finalmente temos que
g€ C(M(K)).

No entanto, o polindbmio g é préprio. Portanto, de acordo com o lema anterior, g =
>, u; 0v; + | para alguns comutadores u; e v;, todos de grau > 2, e [ é um polinomio de Lie
que ¢ uma identidade em My (K) pois [ € T(M2(K)) C V. Obviamente > u;ov; € V.

Agora temos que axy'xy? - - - xirl € T(My(K)). Além disso, z(uowv) pode ser representado
como no lema 3.4 para x = z7'z5’ - - - 7", Se considerarmos x como uma nova variavel entao

r(z(uov)) < r(f) e de acordo ao lema 3.4, x(uov) = c+I[ parac € V, onde [ é uma identidade
de Lie em My(K). Portanto r(l) < r(f). Notamos que se voltarmos, em [, entdo a nova
variavel x assume o valor inicial, isto é, x = z}'z5? --- 27" e colocando todas as varidveis
iguais a 1 obtemos 0. E dai r(I) < r(f). Com isso conseguimos reduzir o posto de f e a
demonstragao segue por inducao. [ |

A 1ltima afirmacao do teorema foi estabelecida anteriormente. Mostramos que na algebra
de Grassmann F, os comutadores sao centrais. Portanto h é um polinomio central. No

entanto, zgsy nao é quando char K # 3 e dim F = oo.

3.2.2 Caso 2: char K =3

No caso em que o corpo tem char K = 3 aplicaremos argumentos similares, e por isto

omitimos algumas demonstragoes.
Lema 3.9. Seja U o T-espago gerado pelos polindmios h, xqS4, xorg. Entio T(My(K)) CU.

Demonstragao. Precisamos provar somente que rg € U. Como 1r¢ = [21,x2] o ([x3,24] ©
[z5,26]) + ¢ onde ¢ é um polinémio de Lie, de acordo com o lema 3.4 podemos escrever
r¢ =c+l+qcomeceVeleT(M(K)). Entretanto r¢ é uma identidade em My(K).
Logo I+ ¢ € L(X) é um polinomio central em Ms(K) e portanto uma identidade de My(K).
Como [ + g é consequéncia de s4, seque que rg € U. [ |

Agora procedemos da mesma forma que no caso de char K = p > 3. Estabelecemos o

seguinte teorema.

Teorema 3.10. Se char K = 3 o T-espago C(Ms(K)) € gerado por h, xosy e zorg. Isto €,

C(My(K)) =U. Estes trés polindmios sao independentes como polinémios centrais.
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Demonstracao. A tnica afirmacao que falta ser demonstrada é a que trata da independéncia.
Para as outras caracteristicas utilizamos a algebra de Grassmann FE, contruida sobre um
espaco vetorial de dimensao infinita. Pois, ja haviamos observado que h e xys4 sao polindmios
centrais de E, mas xyrg nao o é. Para provarmos que os polinomios centrais h e x¢s4 sao

independentes fazemos uso do seguinte lema.

Lema 3.11. O T-espaco na dlgebra associativa livre K(X) gerado por h nao contém o

T-espago gerado pelo polinomio xySy.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que xgsy4(z1, o, T3, 24) pertence ao T-espaco ge-
rado pelo polindémio h = [z, z5] o [x3,24]. O sub-espago de grau 5 do T-espaco gerado pelo
polinémio h é gerado por todos os polinomios do tipo [y, ys] © [ys, y4], onde trés das letras
y; assumem diferentes x;, 0 < j < 4, e a varidvel y; que ainda nao assumiu nenhum z; ¢ o
produto do z; ainda nao usado com um dos trés x; usados. Entao podemos escrever sy
como combinagao linear desses polinomios, e colocamos os coeficientes como se segue.
Primeiro colocamos, a menos de sinal, somente trés possibilidades de grau 4 no T-espaco

em K (z1,xq,x3,24) gerado por h, isto é,
(21, m0) 0 [3,224], [m1, 23] 0 [w9, 24, [71,24] O[22, 3].

Agora substituindo na seguinte ordem: x; por x1xg, € por xor; nesses polinomios, e colocando
os coeficientes ay, by, c1, dq e e, respectivamente, obtemos os polinomios. Entao substituindo
To POT Loy € POr ToTo € para estes polinomios colocamos os coeficientes as, bo, o, ds € €9,

respectivamente. Por exemplo,

(5] $1$0,$2] o [953,%1 ) bl[%%;@] [$3,$4 ) Cl[ﬂﬁlxoax:ﬂ [$2,$4 )

S
-

[ ] ] ]
1[$05E1,$3] [352, !E4], 61[5151%, 5154] © [$2, 3], 1[$0$1, ZE4] © [Iz, 3],
as|xy, xoxo) 0 [T3, x4], bo[x1, Toxa] O (X3, 24], e2]x1, T3] O [TaT0, T4],
[ ] ] J

dzl‘hx?»] [370%7564, 62[1317%1] [56’2370,563, f2[1?17564] [l’ol‘z,xg

Continuamos, da mesma forma, escrevendo as outras consequéncias do polinomio central h:

a3 $1,$2] [$35E0,$4 ) b3[$1,$2] o [$o$3,$4 ) C3[$1,$3$0} o [$2,$4 )

[ ] ] ]
ds[ZEl $0$3] © [352, 4], 63[331,334] [332,333330], f3[371 ] [1’27330353]7

[ ] ] ]

[ ) ] ]

S

G433'1,SC2] [5173756'45130 4[5131 ] [96373701'4, 04[361 ] [562,33433'0

dy $1,$3] [$27$0$4, 64[$17$4$0] [$2;$3

Y

) f4[$17xox4] [$2,$3-
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Agora consideramos os polinémios

[$07 902] o [I3,$4], [900, 903] © [$2, 5104]7 [$0,$4] o [$2,$3]
e substituindo x; por x;x1 e por x1x;, © = 2, 3, 4, e colocamos os coeficientes como se segue:

as[xo, xax1] 0 (T3, 4], bs[wo, x1272] 0 [T3, 24], C5[T0, T3] O [T271, X4],

ds|zo, © ] [331562, T4, 65[900,35 ] [1‘2351,1’3 ) fs[l’o ] [951352, T3,

Qg [$07I2] [

dg |0 $1$3] [$2, T4, €g 1‘07$4] [95 x3r1], felTo, ] [952,%%3 ;
[

[ [
a7|To, T ] [5173,354%, b7[$0 ] [

]

]
To, T2) 0 (w371, 4], bs

)

] T3, L1Ty4|, C7|To,T ] [962,334551,

]

] )
] K
13, 4], Cg[To, T3w1] O T2, X4],
] I
] )
] I

; 67[$07$49€1] [3U2,96’3, f7[950>$196’4] [352,563

Entao temos os polinomios

[fl,ﬂl?o] © [51337$4], [901,!703] © [$0,9€4], [!E1,I4] © [$0,$3]
os quais, depois da substituicao de x; por x;xs e por xox;, ¢ = 3, 4, nos da

[ ] ], cslwr, z312] 0 [0, 4],
[ |, es[z1,z4] 0 [xo, x322],  fs[w1, x4] 0 [0, Tows];
ag|w1, o] 0 [3, T4Ta], bolw1,20] © [3, TaTs], colT1, T3] O [T0, T4TA),
[ ] ] ]

) fg[Il,xQIzl] [ZEO,CC?) .

Finalmente para

[xlyxZ] o [x07'r4]7 [:Clux()] o [:C27x4]7 [x17x4] o [x27x0]
substituimos x4 por x4x3 e por x3x4, € obtemos

a10[$17132] o [%, 56’45133], 510[1?17172] o [5607133%4]7 010[371, xo] o [132, $4l’3]7

d10[$1, xo] © [x27 $3l‘4], 610[I1,$4$3] o [$27$0]7 flO['Tla $3$4] o [$2,l‘o]-

A soma desses 60 polinomios ¢ igual a (1/2)xgss(z1, 22,3, 24), (0 coeficiente (1/2) é
colocado por conveniéncia). Expandimos todos os termos dessa soma e escrevemos os co-
eficientes dos monomios correspondentes na algebra livre. Podemos resolver (por exemplo
usando o método de reducao de linhas de Gauss) e obtemos um sistema linear que envolve
120 equacoes em 60 variaveis. A resolucao de tal sistema pode ser complicada. Usaremos
o seguinte fato: cada equagao contém somente quatro varidvies. E isso vai ser o suficiente

para mostrar que o sistema é incompativel.
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Primeiro observamos que a; + by = 0. Isto pode ser feito da seguinte forma. O monomio
T3T1T4T0T2 Na sua expansao tem coeficiente dy + ¢4 + ag + by e deve ser igual a 0 uma vez
que esse monomios nao aparece em Tpsy. Agora escrevemos o coeficiente zero de xoxgr3r1y
que é es + f3 — ag — b7, e eliminamos b7 e ag. Assim obtemos que ds + es + f3+ ¢4 = 0.

Além disso, 0s monodmios T xX4T3x2Ty, T4T3T1 LT, T4T1ToT3To tEM 0S respectivos coefi-

cientes abaixo
—ey+br —eg+ e, —air—by—ag+ew, e+ fz+er—es,
e todos eles sao iguais a 0. Subtraindo o segundo do terceiro e o terceiro do primeiro, obtemos
a1 +by—e; —ey— f3+ag+ by —er =0.
Subtraimos desta equacao ds + ¢4 + ag + by = 0 e obtemos
ap +by—e —dy—ey— f3—cs —er = 0.

Por outro lado, dos monomios xsx3x42129 € x1x9xr2x3x4 Obtemos —eq; —er + by +dig =0 e
a1+ by + bg + d1g = 0, respectivamente; subtraindo a primeira da segunda expressao obtemos
a1+bs+e1+e; = 0. Agora somando as expressoes acima com a;+by—ey —do—eg— fz—cy4—e7 =
0, chegamos em 2(a; + by) — (do + e + f3+ ¢4) = 0. J& havidmos estabelecido que o segundo
termo dessa soma ¢ igual a 0 e entao a; + by = 0.

Agora vamos calcular a; +by de outra forma. Olhando os seguintes monomios roxsT3x4r,

T3L4T1XoLo € TyX1 XT3, SEgue
—fotar—fs+ fio=—1, ar+by+ar+ fio=0, —e— fo—er— fz=0,

e subtraindo as udltimas duas equagoes da primeira obtemos —(a; + by) + €1 + e7 = —1.
Ja& havidmos estabelecido que (a; + by) + e; + e; = 0 entdao —2(a; + by) = —1. Como
char K = p # 2 isto contradiz a; + b, = 0 e nosso lema, e junto com ele, o teorema, esta

demonstrado. [ |

Gostarfamos de conseguir um exemplo de alguma algebra “natural” e relativamente mais
simples que satisfizesse a identidade polindomial [[z1,xs] o [z3,x4], x5] mas nao satisfazesse
(x5, x6)S4(21, 2, 3, T4). E facil de ver que desta forma podemos substituir as contas acima
por esse exemplo. Para vermos isto observe que a primeira identidade expressa o fato de que
h é um polindémio central. O polinémio xys, seria central se [zS4, 5] = 0 e desde que s4 é
central podemos reescrever [z, 5]sy = 0. Se char K = p # 3 entéo a algebra de Grassmann

E é um tal exemplo, mas quando p = 3 isto falha, pois s4 é uma identidade em E.
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3.3 Mais sobre polinomios centrais

Comecamos observando que os polinomios exibidos por Razmyslov tinham grau igual a
3n? — 2 e os polindomios exibidos por Formanek tinham grau n?, ou seja, em termos com-
putacionais eram preferiveis os polinomios exibidos por Formanek. Entretanto, Halpin em
[27], usando uma outra identidade fraca que a usada por Razmyslov em [52], exibiu outros
polinémios centrais para M, (K), n > 2, que possuiam grau n?.

Além disso, o método de Razmyslov para exibir polinomios centrais em M, (K) usa o
conceito de identidade fraca [51, 52] e a transformacao conhecida como transformada de
Razmyslov [52]. E estes conceitos permitiram a obtencao de novos polinomios centrais. Para

uma outra constugao veja também Giambruno e Valenti [25].

No caso de n = 3, Drensky e Kasparian em [16] exibiram um polinomio central de grau
8. Para isso, usaram idéias desenvolvidas por Rosset para a demonstracao do teorema de
Amitsur e Levitzki [54]. Além disso, provaram em [15] que em M;3(K) nao existe polinomio
central de grau 7.

Para n = 4, Drensky e Piacentini Cattaneo em [18] encontraram um novo polindémio
central de grau 13. A construgao usa uma identidade fraca de grau 9 e combina os métodos
de Razmyslov e Formanek. O resultado foi generalizado por Drensky em [12] que construiu
polinomios centrais de grau (n — 1)? 4 4, para todo M, (K), n > 2. Os polindémios centrais

de [18, 12] usaram essencialmente a seguinte identidade fraca

_ 2 n—3 n
w<x7y17"'7yn)_82n72(x>xa--wm >x7yla--'7yn)
n 2 n—3 n—2
+ >0 wsop_a(@, 2t 2T TR Y, YT L Y)
+Z ( 2 n—3 ,n—2 . . )
L<icjen S2n—2(T, 2% 2T AN TRy i YT Y
em M,(K) a qual se anula quando substiuimos z por elementos de si,,(K) e y1, Y2, .-, Yn

por quaisquer matrizes de M, (K).

A existéncia de identidades fracas de grau 3 em M, (K') nos fornece um polindémio central
de grau 4 . Igualmente, a construcao de polindmios centrais de grau 8 e 13 para as algebras
M3(K) e M4(K) respectivamente, usam identidades fracas de graus 6 e 9 respectivamente,
o que significa do ponto de vista computacional um grande avanco. Sugerimos a leitura
do artigo [5] o qual, entre outros tépicos, mostra aspectos computacionais dos polinémios

centrais e das identidades fracas.
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Outra questao que tem interessado os pesquisadores é a de saber qual é o grau minimo
dos polinomios centrais em M, (K). Formanek em [21] propds os seguintes problemas:

Problema Encontre o grau minimo dos polindémios centrais de M, (K), char K = 0.
Encontre o grau minimo dos polinomios centrais em duas variaveis.

Além disso, Formanek conjecturou que o grau minimo dos polinémios centrais em M,,(K)

sobre um corpo de caracteristica 0 é dado pela seguinte fungao
mingrau(n) = 1/2(n* + 3n — 2)

Observe que mingrau(l) = 1, mingrau(2) = 4 e mingrau(3) = 8, e portanto, até o

momento essa conjectura parece verdadeira.



Capitulo 4

x-PI na algebra My(K)

Em [42] Levchenko exibiu uma base para as identidades polinomiais com involugao, da
algebra das matrizes (M (K), %), sobre corpos com caracteristica 0. Neste capitulo vamos
estender o resultado de Levchenko, no seguinte sentido. Vamos exibir uma base para as
identidades polinomiais com involucao da algebra das matrizes 2 x 2 sobre corpos infinitos

de caracteritica p # 2.

4.1 Introducao

Tomemos R uma algebra associativa e com unidade sobre um corpo K. Uma involucao
em R é um anti-isomorfismo de segunda ordem, isto é, um automorfismo (como espago
vetorial) satisfazendo (ab)* = b*a* e a™ = a.

As K-algebras com involucao formam uma categoria, vamos chamar as dlgebras desta
categoria de x-dlgebras sobre o corpo K.

Seja Z(R) = {a € R : ar = ra para todo r € R} o centro da élgebra R. E claro que
Z(R) é um sub-anel de R. Denotamos Z(R, x) = {a € Z(R) : a* = a}.

Diremos que * ¢ do primeiro tipo se Z(R) = Z(R,*) caso contrario diremos que é do
segundo tipo.

Na categoria das x-algebras associativas sobre um corpo K podemos definir a algebra livre
com unidade da seguinte maneira. Sejam X e Y dois conjuntos contéveis de letras (varidveis)

disjuntos, formamos a algebra associativa livre K (X,Y’). Definimos um anti-automorfismo

« K(X,Y) — K (X,Y)

27
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tal que 7 = y; e y’ = z;. Entao * é determinado unicamente. Escreveremos X* ao invés de
Y. Denotaremos esta algebra por K (X, X*).
Analogamente ao caso de identidade polinomial (PI) em uma algebra R, vamos definir

uma identidade polinomial com involugao (*-PI) em uma &lgebra (R, *) com involugao.

Definigao 4.1. Seja f = f(x1,x9,...,2p, 27,25, ...,2) € K (X, X*) um x-polinémio. Di-

remos que f é uma identidade polinomial com invogao (x-PI) da dlgebra (R, *) se, e somente

*

* % _ .
se, flay,ag,...,ay,af,as, ... a:) =0 para quaisquer aq, as, ..., a, € R.

Diremos que uma *-PI f é uma *-PI especial se substituirmos as entradas x} por quaisquer
elementos de R e obtemos uma PI no sentido ordinario, ou seja, se fizermos x;} = y;, obtemos
que f(z1,Zo, ..., Tn,Y1,Y2,---,Yn) ¢ uma identidade polinomial em R. Vamos considerar
somente involugao do primeiro tipo, pois é possivel mostrar que no caso de involugoes do
segundo tipo, em &algebras primas, que satisfacam identidade polinomial, todas as *-PI sao

especiais (veja [55, pdg.132]).

Observacao 4.2. Dado qualquer polinomio podemos supor que todas as suas entradas ou
sao simétricas ou anti-simétricas, pois caso apareca uma varidvel z que nao € simétrica
nem anti-simétrica, podemos tomar a parte simétrica x = z + z* e a parte anti-simétrica
y = z— 2" de z. Temos ainda z = 1/2(x + y). Entao podemos substituir a varidvel z
pela expressao 1/2(x +y) e podemos fazer isto para todas as varidveis que ainda nao foram

reduzidas, portanto podemos concluir a afirmacgao inicial.

Vamos reservar as letras do conjunto X para serem variaveis simétricas e as letras do
conjunto Y para serem variaveis anti-simétricas, e quando quisermos falar de uma variavel

que ainda nao foi reduzida vamos utilizar o conjunto 7.

Observagao 4.3. Considerando o T-ideal da dlgebra R com involugdo * sobre um corpo
infinito K e de caracteristica # 2, e desde que as dlgebra consideradas aqui possuem unidade,
¢ possivel demonstrar que podemos nos restringir aos polinomios multi-homogéneos. Ainda
mais, com uma pequena adaptagao do teorema de Poincaré—Birkhoff— Witt podemos demon-
strar que podemos nos restringir a familia de polinomios multihomogéneos que sdo escritos
como combinagoes lineares de produtos de varidveis anti-simétricas sequidas por comutadores
de grau > 2. As varidveis simétricas participam apenas em comutadores. Vamos chamar a

esses polinomios de polinémios *-proprios.



59 4 %-PI NA ALGEBRA M, (K)

4.2 Involucoes nas algebras simples e centrais

Seja R uma algebra associativa, com unidade, simples e central. Como ja mencionado
no capitulo 1, U(R) é o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis da &dlgebra R.
Denotemos por Inn(R) = {f € Aut(R) : f(x) = r~'zr, para algum r € U(R)}. Existe

Lar. Vamos denotar por

um automorfismo de grupos £ : U(R) — Inn(R) dado por x — r~
&(r) o automorfismo de R que é a imagem de r por . Observe que ker(§) = Z(R) N U(R).
Vamos denotar por Inv(R) o conjunto de todas as involugoes de R.

Observe que se * ¢ um anti-isomorfismo de R e r € U(R), entao (r~'azr)* = r*z*(r=')* =

rrz*(r*)71 isto é, £(r)x = #£((r*)71).
Definicao 4.4. Diremos que x e J € Inv(R) sdo equivalentes se, e somente se, existe
r € U(R) que é x-simétrico, tal que x = JE(r).

Observagao 4.5. Sejam *, J € Inv(R) e x = JE(ry). Suponhamos que ro € R e r] = pr;

para pi; = £1, i =1, 2. Entao (rory) = Ti‘rflrgrl = (o) (rary).

Observagao 4.6. Sejam r, © € R tais que rx € Z(R) e xr # 0, rx # 0. Entao rz = xr.

Pois, x(rz) = ra?, entdo [x,r]z =0 e dai [x,r] = 0.

Essas duas observacoes servem para verificar a boa definicao acima.

Definigao 4.7. Seja (R, *) um anel com involucao, diremos que r € R é apropriado se r é

stmétrico ou anti-simétrico.

Lema 4.8. Suponha que R é uma dlgebra prima. Se x = J&(r) para x, J € Inv(R) e

reU(r), entio r* =1/ = +r.

Demonstracio. Temos J = J** = JJE(r)x = £(r)x = #£((r*)7Y) = JE(M)E((r*)™1). Isto
implica que r(r*)~' € ker(¢) C Z(R), e dai r* = 2r para algum z € Z(R). Como r = r* =
(2r)* = 2%r, segue que (22 —1)r =0, entdo 0 = 22 — 1 = (2 — 1)(2 + 1). Como Z(R) é um
corpo, concluimos que z = 1. Isto é, r é *-apropriado, e r* = 17, [

Vamos demonstrar um resultado devido a Albert, que nos possibilitard caracterizar as
involugoes do primeiro tipo em uma algebra simples e central. Para isto vamos precisar do

seguinte teorema:
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Teorema de Skolem e Noether. [28] Suponha que R € simples e uma PI-dlgebra com cen-

tro Z(R), e A1, Ag sdo isomorfas, simples Z(R)-sub-dlgebras de R. Entdo cada isomorfismo

v Ay — Ag (de Z(R)-dlgebras) pode ser extendido a um automorfismo interno de R.
Como conseqiiéncia temos que todos os automorfismos de R sao automorfismos internos,

isto é, Aut(R) = Inn(R).

Teorema 4.9. (Albert) Se R é uma dlgebra central e simples, com %, J € Inv(R), entdo
x = JE(r) para algum r € U(R) que € J-apropriado. Reciprocamente, se J € Inv(R) e
r € U(R) € J-apropriado, entdo JE(r) € Inv(R).

Demonstracao. Observamos que *J é um automorfismo da algebra R. Pelo resultado enun-
ciado acima, existe r € U(R) tal que xJ = &(r); aplicando J de ambos os lados temos

x = JE(r) e pelo lema anterior temos que r é J-apropriado. A reciproca é imediata. [ |

Teorema 4.10. (i) A relagdao definida em 4.4 € uma relagao de equivaléncia.
(ii) Se R € simples e central, entdo Inv(R) tem no mdzimo duas classes de equivaléncia.
(iii) Se x, J € Inv(R) e x = J&(r) para algum x-anti-simétrico r € U(R), entdo * e J

nao sao equivalentes.

Demonstragao. (i) Esta afirmacao é imediata. Quanto a afirmagao (ii) suponhamos que
Ji, Jo e J3 € Inv(R). Afirmamos que duas delas estao na mesma classe de equivaléncia.
Sejam J; = Jo&(r1) e Jo = J3€(ro) para r; e Ji-anti-simétricas. Entao J; = J3(rory) e rory é
Ji-simétrica. Logo J; e J3 sao equivalentes.

(iii) Suponhamos * = J¢(r;) para alguns r; € U(R), i = 1, 2, com 1] = —ry e rj = 7o.
Entdo 7y ' € ker(€) € Z(R), e (riry')* = —riry ', 0 que é impossivel. |

Vamos especializar os resultados para a dlgebra das matrizes M, (K), com char K # 2.
Obtemos o seguinte resultado.

Quando n é par, (t) (transposta) e (s) (simplética) sdo as representantes das duas classes
de involugoes nao equivalentes. Quando n é impar existe somente uma classe de involugao,

a que correspondente a transposta.

4.3 x-Pl em M5(K) com involucao transposta

Seja My(K') a x-dlgebra das matrizes 2 X 2 com a involugao *, sobre o corpo K. Daqui

para frente K é um corpo infinito com char K' # 2. Vamos nos restringir a involugoes do
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primeiro tipo. Como acabamos de mostrar neste caso temos duas classes de involugoes. A

primeira classe é representada pela involucao transposta (t) dada por

(8- (i)

e a segunda classe é representada pela involugao simplética (s), dada por

(s)
a b B d —b
c d —c a
Observacao 4.11. Daqui para frente para simplificar a nota¢ao vamos falar em comutadores

de grau igual a 1, entenderemos com isto, que estes comutadores sao na realidade varidveis.

Vamos estudar, nesta seccao, as identidades polinomiais com a involugao transposta e

(t) = *. Os seguintes polinémios sao *-PI em My(K).

[v1y2, 2] (4.1)

[y1, ] (4.2)

(21, o] (3, X4] — [T1, T3] [T2, T4] + [22, 23][21, 74] (4.3)
(12192, 2] — Y1ye[z2, 1] (4.4)

Recordamos que as letras x denotam variaveis simétricas, e as y representam varidveis anti-
simétricas.

A verificacao das identidades acima pode ser feita por substituicao direta das variaveis
anti-simétricas, por matrizes do tipo (eja — ea1), e as simétricas, por combinagoes lineares de
matrizes da forma (e;; — e22) e (e12 + €21), onde e;; sdo as matrizes com 1 na entrada (z,7) e
zeros nas outras entradas. Como as variaveis simétricas participam somente em comutadores,
nao ¢é necessario incluir nas combinacoes lineares a matriz identidade I = ey + ea9.

Seja Ry a algebra obtida por tomarmos o quociente da algebra livre pelo ideal gerado
pelas quatro identidades com involucao listadas acima.

Procuremos algumas conseqiiéncias destas identidades e com estas obteremos uma melhor
apresentacao dos elementos de Rs.

Seja aob = 1/2(ab+ba) (Produto de Jordan), essa operacao satisfaz as seguintes relagoes

com a involugao:
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(roy) = —(zoy). (45)

Por (4.2) temos [zoy;, yo] = 0. O produto de Jordan e o comutador satizfazem a seguinte
relagao na algebra livre:

[aob,c]=ao[bc+bola,c|

e portanto por (4.2) temos
y1oz,ys] =0 (4.6)

Expandindo temos y; Y2 = yoxy;. Temos também que qualquer elemento z € My(K) é

igual a 1/2(xz + y) e por (4.2) temos que

Y12Y2 = Y22Y1- (4.7)

Além disso, valem as seguintes identidades:

[y17y2]* = _[?JhyQ] (4-8)
[y1, 2]" = [y1, 2] (4.9)
[I’l,l'g]* = —[ZE1,$2]. (410)
Por (4.7) temos
(Y1, 21, Y2] = (Y1, 1] Y2 — Y2 [y1, 1] = 21, 21] Y2 (4.11)
e por (4.11), (4.1) e por (4.4) temos
(Y1, 21, Yo, 2] = 2[[y1, T1]Y2, 2] = 2p1Y2[@a, 1] + 2[th121Y2, 2] = dy1ya|xe, 1] (4.12)

Se aplicarmos a identidade de Jacobi a esta ultima identidade obtemos

(Y1, 21, Y2, 2] = [[y1, 1], [Y2, 2] + (Y1, 21, T2, Y2

e aplicando (4.11) e (4.10) no primeiro comutador temos que [y;,z1,x2] é anti-simétrico.
Agora aplicando (4.2) e (4.12) obtemos

[[y1, 1], [y2, 72]] = 4y1ya[w2, 1], (4.13)



63 4 %-PI NA ALGEBRA M, (K)

Por outro lado

[Ty1, 1], [y2, x2]] = [y1, 1, Y2, 2] = 2{[y1, 1], Y2, T2] = 2 [y1, 1] [y2, T2] + 2 [y1, x1, 22] Y2

e dai

[y1, 1] [y2, 2] = 241 Y2 (21, 2] — [y1, T1, T2] Yo. (4.14)

Lema 4.12. (¢f. [42]) Seja [ € Ry e x-prdprio. Entdo [ se escreve como f = f1+ fo+ f3,

onde f1, fo e f3 sao combinacoes lineares de polinomios da sequinte forma:
UpUg - - - Ugk; UpUg =+ - U2k+1; UplUg * + * Ugk+1W;

respectivamente. Ainda os u; sao comutadores anti-simétricos de graus > 1, e w € um
comutador simétrico de grau > 2. Além disso, entre os comutadores de grau > 2 aparece

apenas uma vez uma varidvel anti-simétrica.

Demonstragcao. Conforme a observacao 4.3 podemos nos restringir a polinomios x-proprios,
isto é, pode-se escrever f como uma combinac¢ao linear de wjus - --u;, onde cada u; ¢ um
comutador de grau > 1, onde todas as varidveis simétricas aparecem em comutadores de
grau > 2. Vamos comecar mostrando que podemos supor que em cada um dos comutadores
existe somente uma varidvel anti-simétrica. E um exercicio facil mostrar, utilizando as
identidades (4.2), (4.12) e a identidade de Jacobi, que nenhum comutador de grau < 4 pode
ter mais que uma variavel anti-simétrica. Quando v é um comutador de grau > 4, podemos
escrever como u = [w, 21, 22] onde w é um comutador de grau > 2 e analizando com as
identidades mencionadas acima todas as possibilidades de w, 21, zo (por exemplo: se w e zy
sdo anti-simétricos e z; é simétrico, etc.), temos que o resultado segue por inducdo sobre o
grau dos comutadores.

Consideramos um produto em que podem aparecer comutadores simétricos de compri-
mento > 2 e também comutadores anti-simétricos de comprimento > 1. Precisamos mostrar
que este produto pode ser reordenado de tal forma que os comutadores anti-simétrico de com-
primento menor apare¢am na frente e no fim pode aparecer apenas um comutador simétrico.

Para se conseguir fazer essa reordenacao, basta utilizar as identidades (4.2) e (4.14), e

também a seguinte identidade:

[0, X1, Ty .y Tk Y1, ), g, L) = 1 [U, 21, @0, - Tog, X, XY, L T (4.15)
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Aqui v é comutador anti-simétrico de grau > 2, as varidveis z;, i = 1, ..., 2k e 2, j = 1,
..., 8, sao simétricas e k, s =0, 1, 2, ... A verificagao desta identidade segue facilmente por
inducao sobre s. Isto conclui o lema. [

4.3.1 Matrizes genéricas com involucoes

Recordamos a definicao da algebra das matrizes genéricas, que foi dada na secao 1.17,

para o caso de n = 2. Sejam a, definidos por

B
a, = ") a0 ,r=1,2,...
050 0Oa
como ja vimos denotamos por Geny a sub-dlgebra que eles geram em My(K [Qg)]) Entao
Gengy é a algebra relativamente livre na variedade de algebras definida por Ms(K). Pode-
mos definir a involucaotransposta * em Gens; a algebra (Geng, x) é relativamente livre na
variedade de algebras com involucao determinada por (My(K),*). Denotemos por s, e por

t,. os geradores livres simétricos e o anti-simétricos, respectivamente, da dlgebra (Gens, *).

Desde que s, = (1/2)(a, +a}) e t, = (1/2)(a, — a), temos que

(r) (r) (r)
X r 1 r r 0 5 r 1 r r
X12  X22

(r)

Entao as novas variavies comutativas x;;’, § (") sdo algebricamente independentes sobre K.

Lema 4.13. Seja f = f1+ fo+ f3, onde f1, fa e f3 sGo como descritos no lema 4.12. Entao

f € uma identidade com involugcdo de My(K) se, e somente se, fi, fo € f3 sao identidades.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f = f(x1,2a,...,Tp, Y1,Y2,-- -, Ym) seja uma identidade e

vamos provar que fi, fa e f3 sao identidades. Tomemos s; e t; matrizes genéricas, e avaliando

f=f(s1,82,...,8n,t1,ta, ... ty) temos
i 3 s
1 0 0 —n q T2 r3 —q2
f=n +p2 +p3 +Pa (4.16)
0 1 ry 0 Ty —q1 —Q2 —T3
onde pi, ..., P4, 1, ..., T3, q1 € g2 sa0 polindmios nas varidveis {ij, f}} com i,j = {1,2};
kE=1,2, ... Observe que f; é uma matriz multipla da identidade e f; é uma matriz anti-

simétrica. Portanto a tnica forma de f = 0 é quando f; + fo = —f3. Observamos que o
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traco de — f3 = 0 implica que f; = 0; de maneira semelhante se mostra que fo = 0 e como a

reciproca é imediata, o lema esta demonstrado.

Lema 4.14. Sejam fi, fo e f3 como no Lema 4.12 identidades com involugio em My(K).
Entao cada f; € equivalente a f!, 1 = 1, 2, 3, onde f! tém grau menor ou igual ao de f;

respectivo, e dependem de no mdximo uma varidvel anti-simétrica.

Demonstracao. Consideramos somente polindmios multihomogenéos. O resultado segue
por observar que no lema 4.12 podemos escolher qual das varidaveis anti-simétricas tiramos
fora dos comutadores. Observe que com respeito a identidade (4.7) temos que [y;, 1, ya] =
(Y2, 1, 11] = 2 [y1, 1] Y2 = 2 [y2, 21] y1. Podemos escolher qual das varidveis anti-simétricas
tiramos para fora do comutador essa identidade e a identidade de Jacobi. Entao se f; =
filz1, 2oy .o e, Y1, Yo, - .-, ys) = 0, sem perda de generalidade podemos admitir que y; esta
no comutador e o restante das variaveis anti-simétricas fora.

Consideremos a &lgebra das matrizes genéricas com involugao Kla,,a’] e o conjunto
multiplicativo S = {m € Kla,,a}] | det(m) # 0}. Construimos a algebra S™'K]|a,,a’].

Vamos tomar novamente as matrizes genéricas s; e t; como descrito anteriormente. Fazendo

fi(s1,892, .., S t1,ta, ..., ts) obtemos PQ = 0, onde P é obtido por colocar os termos y;
0 7

em evidencia e fazé-los assumir y; = t; = ( g 50 ), com i = 2, 3, ..., r. Portanto,

det(P) = (€%---€")? # 0 e em S™'K]Ja,,a’] existe P! e segue Q@ = 0. Como estamos

tratando com matrizes genéricas concluimos o lema. [

Observacgao 4.15. Observemos que se v é um comutador de grau > 1, entao vale a sequinte
igualdade, [v, x9, x1| = [V, 21, 2]+ [V, [T2, 1]]. Se v € um comutador anti-simétrico, por (4.2)
temos

[v, 29, x1] = [V, 21, X2). (4.17)
Dai, utilizando (4.12) temos que
(v, 01, X3, L0, 4] = [0,21,Xa, 3, 4] + [0, 71, [X3, T3], 4]
= [v,21, %, X3, T4] + 40|23, T2 [T4, 1] (4.18)
Entao por (4.17) e (4.18) temos
[V, 23, k4,21, T3] = [v,23,21,Tq, To] + 40 [T4, 21] [T2, 3]
= [v,21, 23, To, 4] + 4V [T4, 1] [T9, 3]

= [wala X3, I4,$2] + 4U [Z‘g,.rg] [3347.171] + 4U [3747 1'1] [an l‘3]
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e usando (4.12) obtemos
[U,x3,5134,:c1,x2] = [U,$1,$2,x3,$4]. (419)

Isto quer dizer que podemos comutar os pares de varidaveis dentro do comutador. Portanto
para qualquer comutador anti-simétrico podemos ordenar as entradas de tal forma que as

colocamos em ordem crescente.

Observacgao 4.16. Facamos um raciocionio semelhante para o caso de comutador simétrico.
Iniciemos com a identidade [y1,x1, X2, ..., Tn, Y] = [Y2, T1, T2, ..., Tn, 1| que se verifica uti-
lizando a identidade (4.7). Além disso, vale a sequinte identidade [v, x1, T3, o] = [V, 21, T, T3]+

[v, 1, [x3, T2]], onde v é um comutador anti-simétrico de grau > 1. Utilizando (4.11) obtemos
(v, 21, 3, 22| = [0, 21, T2, 23] + 2 [[3, T2, 1] v = [0, 71, T2, W3] + 2 [T, 2, T3]V

Lema 4.17. Sejam f5, f3 polinomios como no lema 4.14, que dependem de apenas uma
varidavel anti-simétrica, escritos como combinacgoes lineares de apenas um comutador com

grau > 4. Entao podemos escrever:

fo(yr, x1, @2y .y xn) = @fyn, 1, o, .o, 2] + 4y1 g1 (21, T2y ..o 2y)

f3(y1,951,l‘27 <. 7%) = 5[y1,$1,1?27 S ,In] + 4 93($1,$2; .. 7$n)7

onde v e (3 sao elementos de K e g1, g3 sao polinomios do tipo fi e f3, respectivamente,

como no lema 4.12.
Demonstracao. Para o polinomio do tipo f,, utilizando a observacao 4.15 temos
fo(yr, x1, @oy .oy xy) = @fyn, 1, o, -« o, | + 44101 (T1, Tay - o, Ty).

Para o polinomio do tipo f3, utilizando as observagoes 4.15 e 4.16 obtemos

fs(y1, 21, T2y ..oy xn) = Blyr, 1, Ta, . .., xy) + 4y1 g3(x1, 22, ..., T).

Teorema 4.18. Sejam fi, fo e f3 como no lema 4.14 que sao x-identidades em My(K).

Entao podemos rescrevé-los em Ry da sequinte maneira:
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a. O polinomio fi € representado como combinacao linear de produtos de dois comutadores

anti-simétricos, onde um deles tem grau 2.

b. O polinomio fo com grau > 4 é representado como combinagao linear de comutadores

anti-simétricos.

c. O polinomio f3 com grau > 4 € representado como combinacao linear de comutadores

SImétricos.

Em todos os casos podemos admitir que os polinomios nao dependem de varidveis anti-

stmétricas.

Demonstragao Sabemos que os f;, i = 1, 2, 3, definidos no lema 4.12 podem ser escritos
como combinacao linear de produtos de comutadores, e cada produto depende de no maximo
uma variavel anti-simétrica, e que esta pode ser colocada na primeira entrada do primeiro
comutador.

Vamos utilizar as identidades (4.11), (4.12) e (4.15), mas de maneira diferente da que
viemos utilizando. Pois até o momento as utilizavamos para retirar as variaveis anti-
simétricas para fora de um comutador e agora vamos utilizé-las para aglutinar dois ou treés
comutadores em 1.

Comecemos com um polinomio do tipo f;. Utilizando a identidade (4.12) e em seguida a
identidade de Jacobi, podemos rescreveé-lo como produto de dois comutadores anti-simétricos.
Temos dois casos, sendo o primeiro onde f; nao dependa de variavel anti-simétrica. Uti-
lizando a identidade (4.15), podemos fazer que um dos comutadores tenha grau dois. No
segundo caso f; depende de uma varidvel anti-simétrica, f; = f(yi,21,...,2,). Usando a

identidade (4.15) podemos rescrevé-lo da seguinte forma

filyr,za, - mn) = yifo(m, o @),

Portanto esta identidade é equivalente a uma identidade do tipo fs, a qual nao depende de
variaveis anti-simétricas.

Consideremos agora uma identidade do tipo f,. Utilizando a identidade (4.12) podemos
escrevé-la como combinacao linear de comutadores anti-simétricos. No caso que f; nao
depende de variavel anti-simétrica, o lema esta demonstrado. No caso que depende de uma

variavel anti-simétrica, pelo lema anterior podemos escreveé-lo da seguinte forma:

f2(y1,$1,$27 e 7xn) = 04[917171;5327 e 7xn] + 4y1f1(x1,:r2, cee 71‘n)
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para algum polinomio do tipo f;. Fazemos a seguinte avaliacao:

0 —1 01
hn = y L1 =T = " =Ty = .
1 0 10

Entdo [yi,21,2s,...,T,] serd igual, a menos de miiltiplo da forma +2%? # 0 em K, a
€19 — €1 pois n é par. Mas esta ultima matriz é invertivel. Por outro lado, f; é um
produto de comutadores e esta sendo avaliado em um mesmo elemento, entao temos que
fi(z1,z9,...,2,) = 0. Portanto a = 0 em K, e utilizando a mesma idéia do lema 4.14
para y; fi podemos verificar que f; é uma *-identidade. Portanto fo(yr,x1,22,...,2,) é
equivalente a uma identidade do tipo fi(x1,22,...,x,) que nao depende de varidveis anti-
simétricas.

No caso de uma identidade do tipo f3, aplicamos a identidade (4.11) no comutador
simétrico e em um dos anti-simétricos. Sem perda de generalidade podemos admitir que
f3 pode ser escrita como combinacao linear de comutadores simétricos. Utilizando o lema
anterior podemos seguir a idéia como no caso de polinomios do tipo f;. Isto conclui o
teorema. |

Todos os polindomios na definicao abaixo dependem somente de varidveis simétricas.

Definigao 4.19. 1. Seja Fy = {f € K(X,Y) | f € combinagdo linear de produtos de dois

comutadores anti-simétricos, sendo um deles de grau 2}.

2. Seja Fy = {f € K(X,Y)| f € combinacdo linear de comutadores anti-simétricos de

grau maior ou igual a 4}.
3. Seja F3 = {f € K(X,Y)| f é combinagao linear de comutadores simétricos de grau

maior ou igual que 4}.

4.3.2 O operador L e as identidades com involucao

Em [8, Teorema 5] demonstramos qe as identidades ordindrias de My(K) quando K é

um corpo infinito, char K = p # 2, seguem das seguintes identidades

S4= Z (=1)%0(1)To(2)To(3)To), hs = [[v1,T2] 0 [73, 74], 5],
oESy
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e, no caso que p = 3, precisamos de mais uma identidade,
re = [r1,22) 0 (wov) — (1/8)([x1,u,v,xs] + [x1,v,u, 23]
—  [mo,u, 1,0 — 22,0, 21, ul)

onde u = [x3, 4] € v = [x5, Xg).

Claramente hs segue das identidade (4.1 e (4.2). Para rg observe primeiramente que
[3:17 u, v, 'IQ] = —[U, X1, T2, U] = —4UU[I2, ..'13'1] = [3:17 v, u, 3:2]

pela identidade (4.12). Por outro lado [z, u, x1] é anti-simétrico entdo os dois ultimos co-
mutadores de rg se anulam em R,. Temos que rg se anula em R,.

Isso nos motiva a definir o operador linear L(a,b) para a, b varidveis simétricas, sobre a
soma direta F} @ Fy @ F3.

Definicao 4.20. Sejam wq, wy varidveis simétricas ou comutadores e a, b varidveis simétricas,

defina
(w1, we] L(a,b) = (1/8)([wy, a, b, ws] + [w1, b, a, wy] — [we, a,wr, b] — [we, b,wr, al).

Se wy e wy sao comutadores anti-simétricos e degwy = 2 entdo definimos (wywe)L(a,b) =
wy(weL(a,b)).

Facilimente se verifica que para 1, xo variaveis simétricas, a, b € Ry temos
[xla xQ]L(a7 b) = (1/4) [‘:Ela Tg,a, b]

Note que L(a,b) = L(b,a).

As seguintes identidades sao satisfeitas na algebra de Lie sly(K):

[x1, X9, x3]L(a,b) = [[z1,22]L(a,b),xs] (4.20)
(1, a]L(xe,b) — [x,a]lL(x1,b0) = (1/4)[z1,x9,b,a]
[x1, 29| L(a,b)L(c,d) = [x1,22]L(c,d)L(a,b),

Veja [62, Identidades (3), (4), (5)]. Todas estas (assim como todas as identidades de sly(K)
quando char K # 2) seguem de uma identidade de grau 5, veja o principal resultado de [62].
E bem conhecido que todas as identidades de Lie da algebra das matrizes My(K) seguem
do polinémio standard s4 de grau 4, veja por exemplo [24]. Mas por outro lado o polindémio

standard s, pode ser escrito como
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sy = 2([x1, x2] 0 [x3, 4] — [71, 23] © [T2, 4] + [71, 4] © [T9, x3]),

e se 0s x; sao varidveis simétricas, [x;, x;| sdo anti-simétricos e comutam em R,. Portanto o
polinémio standard s, € igual em Ry a identidade (4.3). Logo todas as identidades de sly(K)
acima sao satisfeitas em Ry quando as variaveis sao elementos simétricos.

Desde que todas as identidades de My(K) sao satisfeitas como identidades com in-
volugao em Ry obtemos imediatamente que se w; e ws sao comutadores anti-simétricos

entdo wy(weL(a,b)) = (wyL(a,b))ws em Ry. Do que foi discutido obtemos o seguinte lema.
Lema 4.21. A transfromacao L é um operador bem definido em Fy & Fy @ F.

Note que precisamos utilizar a identidade (4.15) na verificacdo da boa definigdo de L
sobre F.

Lema 4.22. Assuma que f; € F;, 1 =1, 2, 8 de grau > 4. Entao, mddulo as identidades de
(4.1)=(4.4), podemos escrevé-los da sequinte forma. No caso de f:

h = Z Oéi[xilvxh][ximl'm] HL(aij,bij).
: j

Aqui a;j, by € X e oy € K. Além disso, podemos supor que i1 < iy, i3 < t4, €11 < i3,
’L.Q S i4. Para fg.'
f2= Z BGilzi,, xs,] H L(aij, bij)
i J
com a;;, bij; € X e B; € K adequados. Além disso, i, < is. Finalmente, para fs temos
f3 = Z %[Iinmiz?xi:a] HL(aij’ bl])
( J
com a;;, bij; € X e; € K adequados. Além disso, podemos supor que i; < iy < i3.

Demonstracao. Salvo uma observagao o lema segue pelo que ja foi exposto. A observacao
necessaria é que as desigualdades entre os indices do polinomio do tipo F} obtém-se por

utilizar a identidade (4.3).

4.3.3 Idéia Geral

Vamos dar uma idéia geral do que pretendemos fazer. Nos utilizaremos algumas idéias de

[42] e do capitulo sobre as identidades ordinérias em Ms(K). Em primeiro lugar, podemos
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estender o corpo base. Para isso, assumimos que P é uma extensao do corpo K e denotamos
por Rp = Rk P. Se K C P entao K(X) C P(X) e nesta situagao teremos T'(Rp)NK (X) =
T(R). Isto ¢, as identidades polinomiais de Rp com coeficientes em K sao as mesmas como
as de R. Logo, sem perda de generalidade podemos assumir que K ¢ algebricamente fechado.

Entao as matrizes

1 0 ) 0 0 2 0 -1
€ = , €61 = , €2 = , €3 =
01 0 — 1 0 1 0

formam uma base do espago vetorial das matrizes dois por dois, €1, €5, €3 sao uma base da

algebra de Lie sly(K). Em sly(K) temos uma forma bilinear nao degenerada definida por
<a,b>=aob, a,be sly.

A menos de um multiplo esta é a forma de Cartan—XKilling multiplicada pela matriz eq.
Como K = Keg, a forma é exatamente a de Cartan—Killing. Utilizaremos este mesmo
produto interno, mas nos restringindo ao espago gerado por e, e, ou seja, o espaco das
matrizes anti-simétricas.

Observamos que, dada uma matriz m € M, teremos m' = m — (1/2)tr(m) € sly(K)
para cada m € M, identificando Key com K. O centro da algebra Ms consiste de todas as
matrizes escalares. Se substituirmos elementos centrais em um comutador obteremos 0. E
daf se tivermos f(z1,xs,...,2,) € B(X) um polindémio préprio, entdo f(mq, ma,...,my,) =
f(mfy,mb, ... ;m!) para quaisquer my, ma, ..., m, € Ms. Portanto, um polinémio préprio
é uma identidade em M se, e somente se, anula-se em sly(K). Em outras palavras, para
concluir que um polindémio préprio é uma identidade em Ms(K), basta saber que ele é uma
identidade fraca.

Temos um espago vetorial com um produto interno. Sabemos descrever em termos de
tabelas duplas os invariantes do grupo ortogonal O,,. Através dos operadores L conectamos
esta teoria aos polindmios do tipo Fj, ¢ = 1, 2, 3. Entao mostramos que moédulo as identi-
dades (4.1)—(4.4), podemos escrever todos os elementos de Ry como combinagao linear dos
polinémios ¢(7T'), onde T sao tabelas duplas standard, os mesmos que geram a &lgebra dos
invariantes do grupo O,, (como espaco vetorial). Como conseguimos demonstrar que eles sao

linearmente independentes, concluindo assim o raciocinio.
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4.3.4 Tabelas Admissiveis

Voltamos a lembrar que nos restringimos a variaveis simétricas. Além disso, observamos
que nossas variaveis também sao elementos da algebra de Lie sis.

Vamos associar a uma k-tabela 7" um polinomio ¢(7") em R, da seguinte maneira.

Definigao 4.23. Seja T = (p1,p2,---+Pm | @1,G2,---,qm) € uma k-tabela com apenas uma

linha

1. SeT ¢é uma O-tabela entao associamos

P(T) = (1/4) Y (1) 200, 9] [Ta,0) T ol Ty - L& Ty

G’GSm

2. SeT ¢ uma 1-tabela entao

o(T) = —(1/4) Z (—l)g[x%(l),xqa(l),xm]L(mpg,xqa(g)) . L(xpm,xqa(m)).
O’GSm
3. Se T € uma 2-tabela com m = 2 entdo ¢(T) = —(1/4)[xy,, 2g,]. No caso que m > 3

entao associamos

90<T) = Z —(1/4)(—1)0[@10(1),qu(Q)]L(JJpS, xq(r(3)> T L(J}pm, x%(m))'

O’ESm

No caso geral, sejam Ty, Ty, ..., Ty as sucessivas linhas de T. Entdo associamos ¢(T') =

o(Th)ly ... Iy onde l; denota o produto de transformagoes lineares, que comutam entre si,

lj = Z (_1>UL(xPj17 xqjgu)) s L<xpjm7 xqja'(m)>7 m=m;,

UGSm

g

onde Sy, € o grupo simétrico agindo em {1,2,...,m} e (—1)7 € o sinal de o.

Note que [; é o “determinante” de uma matriz m x m onde L(z, ., x é a entrada
J Pab) ““po(b)
(a,b).

Lema 4.24. Suponhamos que T € uma k-tabela, k =0, 1, 2. Se my > 3 entdo o(T) =0 em
Rs.
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Demonstracao. FE suficiente demonstrar o lema no caso de uma tabela T consistindo de

apenas uma linha e my = 3. Se T' = (123 | 456) é O-tabela entao

o(T) = (1/8)[x1, vo]([x4, T5, 3, 76] — [24, T6, T3, T5] + [25, T6, T3, T4])

= (1/8)[3317'172]([3;47 Ts, Te, .1'3] - [-754,556, s, x3] + [.T5, Ze, .T4,.f173]),

pois temos que [v,z;,z;] = [v,z;,2;] para qualquer elemento v anti-simétrico e entdo a
segunda expresao se anula devido a identidade de Jacobi.
Seja agora T'= (012 | 345) uma 1-tabela. Entao

QD(T) - (_1/8)([x37 Ly, Ig,x57l’1] - [I3)x57'r27 Ly, xl] + [CC4, L5, T2, T3, xl]) — 0
da mesma forma que a 0-tabela. Analogamente no caso de uma 2-tabela 7' = (—101 | 234):
SO(T) == (—1/8)([$2,l’3,$1,$4] - [1'271‘471'1,373] + [$3,$4,$1,$2]) — O

Vamos aplicar a discussao, feita em 1.8, sobre os geradores da algebra dos invariantes do
grupo ortogonal, ao caso em que o espago vetorial é o espaco gerado pelas matrizes 2 x 2
simétricas e de trago nulo e o produto interno é definido por uowv = (1/2)(uv + vu). Vamos

mostrar que os polindmios T tais que T é standard e m; < 2 sdo linearmente independentes

Definigao 4.25. Denotemos por Adm o conjunto de todas as k-tabelas duplas T, i =0, 1,

2, tais que T € standard e o comprimento da primeira linha de T satisfaz my < 2.

Proposicao 4.26. Os polinomios {¢(T) | T € Adm} geram o espago vetorial Fy & Fy & Fj

de todos o0s poliomios x-proprios em Ry que dependem somente de varidveis simétrcias.

Demonstracao. E suficiente mostrar que cada polinomio f; € Fj é uma combinacao linear
de polinomios ¢(7}) onde as T; € Adm sao k-tabelas.

Comegamos com f; € Fy. Pela proposicao 4.22 podemos escrever f; = > a;p(71;) onde
a; € K e T; sao 0-tabelas. Sem perda de generalidade podemos assumir que todas as linhas
de T; sao de comprimento < 2. E suficiente mostrar que cada ¢(T;) pode ser expresso
como combinacao linear de polinomios correspondentes a O-tabelas standard. Escreva entao
T="1T,.

Cada meia linha de T pode ser colocada em ordem ascendente. Se isto nao ocorre
podemos reordenar as entradas, provocando com isso no maximo uma mudanca de sinal.

Suponhamos que 7" nao é standard. Se é na primeira linha usamos a proposicao 4.22.
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Além disso, se a violagdo ocorre abaixo da primeira linha podemos aplicar palavra por
palavra os argumentos de [36, Lemma 2.7] e expressamos (7)) como uma combinacao de
tabelas standard de ordem maior (veja 1.8). Se por outro lado tivermos que py, > ¢y, entao
aplicamos novamente a Proposicao 4.22. Portanto o tinico caso a considerar é qi,. > poy,
r = 1 ou 2. Mas isto se resolve aplicando [37, Lema 4.2, Proposi¢ao 4.2, e a observagao
anterior ao lema 4.21. Portanto, ¢(7") é uma combinacao linear da seguinte forma (7)) =
Y. Bip(Ty), B € K, T, > T. Na sequéncia consideramos os polinoémios ¢(7;) e as suas
tabelas correspondentes T;. Repetindo o processo acima deveremos obter outras tabelas que
sao maiores na ordem estabelecida entre as tabelas. Claramente este processo termina, pois

existem finitos polinomios com o mesmo multigrau.

Seja agora T uma 2-tabela. Como acima podemos supor que T nao é standard. Se T
deixa de ser standard da seguinte maneira ¢, > po, procedemos como no caso acima, usando
as identidades da algebra de Lie sly(K) em [62, Proposi¢ao 2.1] com argumentos semelhantes

a0s que usamos no capitulo 2.

O 1ltimo caso a considerar é quando 7' é uma 1-tabela, e como nos outros dois casos,
supomos que a violagao é gy, > pa.. Novamente solucionamos usando a [62, Proposicao 2.1],

e com isso concluimos a proposicao. [ |

Teorema 4.27. As identidades (4.1),(4.2), (4.3) e (4.4) formam uma base das identidades

com involug¢ao de My(K) quando x € a involugdo transposta.

Demonstracao. Recordemos que I é o ideal com involugao gerado pelas identidades (4.1)
— (4.4). Precisamos demonstrar que I = T(My(K),*). Desde que I C T(My(K),x) é
imediato que temos o epimorfismo canonico K(X,Y)/I — K(X,Y)/T(My(K),*) = Ry.
Portanto, a imagem é o conjunto {¢(7') | T € Adm} que gera o espago vetorial de todos
os polinémios *-préprios em Ry, que dependem somente de varidveis simétricas. O teorema
estard estabelecido se conseguirmos mostrar que as imagens dos polinémios ¢(7'), T' € Adm
sao linearmente independentes.

Aqui faremos uso da seguinte identidade fraca para o par (Ms(K),sly(K)). Primeiro
temos que [z1, 3] L(a,b) = [x1, 23] o (a0 b). Como consequéncia de [z1 0 z9, x3] = 0 obtemos

[1, x9) 0 3 = x1 0 [x9, x3]. Entao é facil de verificar que a identidade fraca
(21, ] 0[5, 24] = —4((1 0 3) (w5 © T4) — (w1 © 74) (w5 © w3)) = —4T,

vale para T' = (12 | 34), veja por exemplo [36, Lema 2.1] Vamos necessitar do seguinte lema.
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Lema 4.28. Seja T uma k-tabela, k =0, 1, 2. Entdo valem as sequintes igualdades em Rs.

1. Quando T é uma O-tabela, p(T) = —2T.

2. Quando T é uma 1-tabela, x o p(T) = —2T.

3. Quando T é uma 2-tabela, [x_1,x0] 0 (T) =T.

Estamos usando as mesmas notagoes o(T') para os polinomios em Ry assim como para as

suas respectivas imagens em Rs.

Demonstracao. A primeira afirmagao foi provada acima. Observamos que a igualdade x( o
(3, X9, 1] = |21, 23] © [x3,24] é uma identidade fraca para (Ms(K), slo(K)), de acordo com
[36, pp.616]. A udltima afirmagdo demonstra-se da mesma forma que a primeira. [ |
Retornemos ao nosso teorema. Os polinomios T para T standard e m; < 2 sdo linear-
mente independentes em Ry. Pelo Lema 4.28 temos que os polinomios {o(T) | T € Adm} sdo
linearmente independentes em Ry. Note que para uma O-tabela 7', o polinomio o(T') repre-
senta matrizes escalares em My (K); se T é uma 1-tabela, ¢(T') nos fornece matrizes simétricas
de trag nulo, e para 2-tabelas, ¢(T') nos fornece matrizes anti-simétricas em My(K).
Portanto, {¢(T) | T € Adm} séo linearmente independentes em Ry, e eles formam uma
base do espago vetorial Fy & F, & F3. Isso demonstra o teorema. [ |
N6s utilizamos identidades fracas do par (My(K), slo(K)); todas as identidades sao con-
sequéncias da identidade fraca [x; o x5, 23] = 0, onde z; s@o varidveis simétricas (veja [36]
para maiores detalhes). Precisamos demonstrar que a identidade [z o 29, x3] segue das iden-
tidades (4.1)—(4.4). Isto ocorre, pois [x1 0 xg,x3] = X1 0 [T9, 3] + 2 0 [, 23] € 0 polinémio
a direita é nulo por utilizar a identidade (4.5), uma vez que x;, i = 1, 2, 3 sdo varidveis

simétricas.

4.4 x-Pl em M5(K) com a involucao simplética

Vamos estudar as x-identidades de My(K), onde * = (s), isto é, * indica a involugao

simplética. O seguinte polindmio é uma *-PI em My (K).

(Y1, 1]

A verificacao que este polinomio é uma x-identidade, é imediata. Seja, como na secao
anterior, Ry a algebra obtida por tomarmos o quociente da algebra livre pelo ideal das

identidades com involugao gerado por essa identidade.
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Teorema 4.29. Seja K um corpo de caracteristica # 2. Entao as identidades polinomiais

da dlgebra My(K) com a involugao simplética tem base que consiste da identidade [yy, z1].

Demonstragao. Comegamos observando que se f = f(x1, T2, ..., Zn, Y1,Y2,---,Ym) é uma
identidade entao existe f(y1, Y2, .., Ym), tal que f = z]'xs? -z~ f, onde 1, 79, ..., T, SAO

inteiros nao negativos. Portanto, utilizando as idéias do lema 4.14 podemos admitir que se
f é uma *-identidade, entao ela depende somente de varidveis anti-simétricas.
Ainda mais, se f é uma x-identidade, entao f também é uma identidade fraca no par

(Ms(K), slo(K)). Entao pelo principal resultado de [36] podemos escrever
f(yh Y2, .- aym) - Z azul[vi o U’?? tz]wla

~ PN . / " =
onde o; € Ry, u;, v; sao polinomios adequados, e v;, v; sao comutadores em yi, Yo, ..., Ym.

Agora observemos que
1, vol™ = — w1, y2),

e utilizando isso podemos mostrar, por indugao, que v}, v/ também sao anti-simétricos.

Temos ainda
Y1 0y2 = y1y2 + (y192)"

Isto quer dizer que y; o yo é simétrico. Este ultimo fato conclui a demonstracao. |
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