
EXIST~NCIA DE MELHORES APROXIMAÇÕES PARA FUNÇÕES 

CONTINUAS COM VALORES EM ESPAÇOS DE BANACH 

Este exemplar corresponde à red~ 

ção final devidamente corrigida 

da tese defendida pelo Sr. ARY 

OROZIMBO CHIACCHIO e aprovada p~ 

la Comissão Julgadora. 

Campinas, 31 de janeiro de 1985. 

I.Dr. JOÃO BOSCO PROLLA 

Orientador 

Tese apresentada no Instituto de 

Matemática, Estatística e Ciên

cia da Computação, UNICAMP, para 

obtenção do Título de "DOUTOR EM 

MATEMJi.TICA". 

1985 



Aos meus pais, e a todos que levam em conta as cinco 

Leis Universais: Livre-Arbitrio, Polaridade, Reencarnação,Ev~ 

lução e Karma. 



Agradeço ao Prof.Dr. João Bosco Prolla pelo estímulo 

e pela orientação constante e segura. 

Â FAPESP que custeou meus estudos de Pós-Graduação. 



§O . PRELIMINARES • • . . . . . . • . . • • . • . . . • • . . . . • . • . . . . • . . . . . . . . . . . . . 1 

§ l. A PROPRIEDADE P l ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 16 

§2. A PROPRIEDADE P2 ..................................•...... 28 

§3. A PROPRIEDADE P
3 
••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 44 

§ 4 • A PROPRIEDADE Ml ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 52 

§5. A PROPRIEDADE M2 ...••••.•.....•...•...................•.. 58 

§ 6 • A PROPRIEDADE M
3 
••••••••••••••••••••••••.•••••...••••••.. 6 3 

BIBLIOGRAFIA . .................•.•...........•.........••..••• 6 9 



INTRODUÇÃO 

Esta Tese estuda a existência de melhores aproxima-

çoes e, mais geralmente a existência de centros relativos de 

Chebyshev,ern espaços de funções continuas e limitadas. Mais pr~ 

cisamente, dados um espaço topológico X e um espaço de Banach 

E, consideremos o espaço Cb (X;E) de todas as funçÕes f: X ->E 

que são limitadas e continuas, munido da norma 

11 fU = sup 11 f (x) 11 • 
xEX 

Se W C Cb(X;E) -e um subespaço vetorial fechado, para 

uma dada função f E Cb(X;E) queremos determinar um elemento 

g E W tal que 

llg-fll<llh-fll paratodo hEW. 

Pondo dist (f;W) = inf llh- f li' o que se quer determinar é um 
hEW 

elemento g E W tal que llg- f li = dist(f;W). 

uma tal função g e di ta uma, "melhor aproximação de f 

com relação a W". o conjunto de tais g é indicado por PW(f). 

Mais geralmente, dado um conjunto limitado e não-vazio B'C~(X;E) 

queremos determinar um elemento g E W tal que 

sup U g - f 11 < sup 11 h - f 11 para todo h E W. 
fE B -fEB 



Pondo rad (B;W) = inf 
hEW 

i i 

sup llh- f li 
f E B 

(rad (B;W) -e chamado"raio 

de Chebyshev de B com relação a W") o que se quer determinar 

é um elemento g E W tal que 

sup llg- f li = rad(B;W). 
fEB 

Uma tal função g é dita um "centro de Chebyshev de B com re 

lação a W". O conjunto de tais centros é indicado por cent (B;W). 

A idéia central desta Tese é a seguinte: para cada xE 

E X, consideremos o fecho em E do subespaço vetorial W(x) = 

={w(x) ;w E W} , indicado por W(x). Seja V ={W(x); x E X}. Que-

remos encontrar propriedades de V que assegurem 

(resp. cent(B;W) I~) para toda f E Cb(X;E) (resp. todo limi-

ta do B C Cb (X;E) ) . 

Para exemplificar,suponhamos que X e um espaço topo-

lógico paracompacto e w e tal que, para todo g E Cb(X;E), se 

g(x) E W (x) , qualquer que seja X E X, então g E w. Suponhamos 

ainda que V ={W(x) ;x E X} goza de alguma das seguintes pro-

priedades: 

Propriedade (P 2 ): Dado c > O, existe 6 > O tal que, para todo 

V E V e todo precompacto KC{v E E;llvll <l+ó}com rad(K;V)< l· 

existe s E V tal que 11 s 11 < e e K C{v E E;llv-sll < 1}. 

Propriedade (M2) (a) dado E> O, existe 6 > O tal que para 
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todo V E V e todo precompacto K C E, se v E v e llv -fll< 

< rad(K:V) + ó para todo f E K, então dist(v,cent(K;V))< E; 

(b} para todo V E V e todo precompacto K C E, 

cent (K;V) ;' )L 

Nas condições acima sobre W e V tem-se cent(B, W) f 91, 

para todo precornpacto BC Cb(X;E). Em particular, 

para toda f E Cb(X;E). Vide Teorema 2.17 e Teorema 5.6. 

Corno exemplo da situação acima descrita podemos citar 

os seguintes casos: 

a) Se E é um espaço de Banach uniformemente convexo, então V 

goza da propriedade (P
2
). 

b) Se E é um espaço de Li.ndenstrauss real e cada W {x) -e um 

M-ideal em E, então V goza da propriedade (M
2
). 

Finalmente, observamos que se X é cc:mpacto e W C C(X;E) 

é um C(X;R)-módulo fechado então g(x)E W(x), para todo x E~ 

implica g E W = W. Este resultado é um Corolário da formulação 

"forte" do Teorema de Stone-Weierstrass: dist(g:W)= sup dist(g(x); 
XEX 

W (x)) • 



§O. PRELIMINARES 

0.1 NOTAÇÕES: Seja E um espaço normado sobre ~=E ou <t • 

Denotaremos por B(a,r) a bola aberta centrada em a e de raio 

r e por B(a,r) a bola fechada de centro a e raio r, isto é: 

B(a,r) = {sE E; Rs- aU < r} e 

B(a,r) = {sE E; Hs -ali < r}. 

0.2 DEFINIÇÕES: Sejam E um espaço norrnado, W c E um subesp~ 

ço vetorial fechado e f E E. Uma melhaJt ap!Lax.imaç.ão de. f em W 

é um elemento h E W tal que li f - h H= inf llf - wll = dist(f;W). 
wEW 

Denotaremos por PW(f) o conjunto de todas as melhores aproxi

rnaçoes de f em w. 

O subespaço W é dito pltáx.im.inal em E se PW(f) # ~ 

para todo f E E. Se o subespaço W e proximinal, a aplicação 

f>--> Pw(f) é dita a pJtoje~iio mêtJtiea de w. 

Uma aplicação 1T : E -> w tal que 1r (f) E PW (f) para 

todo f E E é dita uma .t.e.teç.iio de PW' ou urna apli'c.aç.ão de. pJtE_ 

xi.rni.da.de.. 

O .3 LEMA: Sejam E, W e f c.omo em 0.2. Se c:íist(f;Wl = d > o 
- d. f entao ist(cr;W) =1. 

DEMONSTRAÇÃO: Se w E W então dw E W e portanto, d < Rf- dw I. 
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Logo, 1 :!: ~ ~ - w~. Corno w é arbitrário, 1 < dist(! ;W). Se 

1 < dist(! ;W), seja e> O tal que 1 < 1 +E< dist(! ;W). En-

- u f w 11 tao, 1 +-E <·Dd - d 0 = ~ lf - wJ para todo w E W. Portanto, 

d ( 1 + e:) .::._ d. Logo, 1 + e:: < 1 o que é uma contradição. Portanto, 

dist( ~ ;W) = 1. 

0.4 LEMA: Se.ja.rn E u.rn e.&paç.o no!Lmado e. W C E um &u.be..õpaç..o ve.

totr..lai 6e.c.hado. O .6u.be..t:.paç.o W ê. pJtoX.im.ina.t e.m E .6e, e .óome.n-

te Je, pa4a toda f E E tal que dist(f;W)=l, Pw(f) ~ ~. 

DEMONSTRAÇÃO: ( ~ ) imediato. 

( *' ) Sê·ja f E E, f ~ W. Então, d = dist (f ;W) > O. Pelo lema 

anterior, dist( ~ ;W) = 1. Por hipótese, existe g E W tal que 

~ ~ - g I = L Logo, Uf - dgfi= d e dg E PW (f) • 

O. 5 DEFINIÇÃO: Seja E · um esp3.çode Banach. Dizemos que K C E 

e p!Le.compac~o se, para cada e::> O, a cobertura aberta {B(k,e::); 

k E~}. de K tem uma subcobertura finita. 

0.6 DEFINIÇCiES: Seja W um subesp~ço :vetorial _de um espaço: de 

Banach E. Para cada subconjunto limitado e não-vazio B de E 

definimos o lla.io de. Che.by.&he.v de. B lle.la:tivo a W por: 

rad(B;W) = inf{ sup Dw- fD; w E W). 
f E B 
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Se W =E, escrevemos rad(B;E) = rad(B) e dizemos que rad(B) 

ê o ~aio de Cheby4he.v de B. 

Os elementos w
0 

E W 

oent~aó de Chebyõhev de 

onde o Ínfimo é assumido sao cha 

ma dos B Jte..ta:tivo-6 a W. Denotamos o 

conjunto desses elementos por cent(B;W). Se W =E, escrevemos 

cent(B;E) = cent(B) e seus elementos são ditos c.e.ntJto.ó de 

Chebyõhev de B. 

Dizemos que W tem a pltoph1edade. do!:. cen:tJtO.ó de 

Cheby.óhev em relação a uma família E de subconjuntos limita-

dos se cent(B;W) f~ para todo subconjunto B E E. 

Dizemos que E admite c.en:t/[_o.ó de Che.by.óhe.v se cent(B)# 

#fi1 para todo subconjunto limitado BC E, isto é, se W=E tem 

a propriedade dos centros de Chebyshev em relação à família E 

de todos os limitados de E. 

0.7 LEMA: Sejam E, W e. B como e.m 0.6. Se rad(B;W) = d >o 

1 então rad(~B~W) = 1. 

DEMONSTRAÇÃO: Se w E W então: 

d < sup 
-f E B 

llf - dw 11 e dai, 1 < sup 
-f E B 

f 
~ d - w~ = sup 11 f 1 

- wU • 

f 'E:!_B 
d 

Corno w e arbitrário, 
1 

1 < rad (dB;W). 

se 1 < seja E > O tal que 



l<'l+E< 
1 

rad (dB;W). Então, 
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1 + E< sup ~ ! 
f E B 

- ..!"LJ=lsupHf-wH 
d d fEB 

para todo wE W e dai, d(l +E) < d. Logo, 1 +c< 1 o que 

é uma contradição. Portanto, 1 
rad(dB;W) =1. 

0.8 LEMA: Sejam E um e.llpaç.o noJz.ma.da, W C E um -6ube..6paç.o ve..to

Jz.ial flechado. Então, cent(B;W) f$ pafta todo l~mltado não-vazio 

B c E .6e, e .õomen.te. .õe, pa.!La toda iJ..mLta.do não-vazio B c E .ta..t 

que rad(B;W) = 1, cent(B;W) t ~. 

DEMONSTRAÇÃO: "* ) imediato . 

<=> ) Sejam B C E limitado não-vazio e d = rad(B;W). Se d =O, 

B é da forma B ={f} com f E w, e portanto cent(B;W) = {f}.Se 

d > O, pelo lema 

tal que sup I ~ 
f E B 

1 0.7, rad(dB;W) = 1. Por hipótese,existe gE W 

f - gl= 1. Daí, sup Uf - dgU= d e dgE cent(B;W). 
fEB 

0.9 DEFINIÇÃO: Um espaço de Banach E é dito unJ..6oJz.meme.nte. con 

vexo se, dado c> O existir ô > O tal que: 

x,y E E, lxU=IIyll= 1 e h-yU > E implica llx + yU < 2 - o • 

os espaços de Hilbert, os .t 
p 

e com 1 < p 

uniformemente convexos. Ver Clarkson [ 7] e Diestel [ 8 ]. 

< oo sao 

O .lO LEMA: Sejam E um ellpaç.o de. Banach un.i.6oJtmeme:n-te convexo e 

W c E um ~ube~paço ve-toJtiat 6echado. EnZão, paJta -todo B c E 
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lJmJtado não-vazJo, cent(B;W) ~ ~. 

DEMONSTRAÇÃO: Ver [ 16] . 

0.11 LEMA: (Oleeh [21] I: Seja E um ••paço de Banach anióOJLme-

mente convexo. Então, dado.6 e > O e R > O ex.i.õ.te O> O tal que. 

lih(y)li:_E e B(O,R + o)n ii(y,R)C ii(h(y),R) paJta todo y E E, onde 

h: E ->E e dada poJt: 

~ Jll;ll y se liyll > E; 
h (y) 

l y se Dy 11 < E. 

0.12 DEFINIÇÕES: Sejam E um espaço de Banach e V C E um sub 

espaço vetorial fechado. 

a) Diz-se que V tem a propriedade das 1 ~ - bolas fechadas em 

E se dados a
1 

E V, a
2 

E E, r 1 >O, r
2 

>O tais que lla
1 

-a
2

11< 

< r
1 

+ r
2 

e B(a
2
,r

2
)n v ;',ll,segueque B(a

1
,r1 Jniica

2
,r

2
)nv ;'fi. 

b) Seja n E N. Diz-se que V tem a propriedade das n-bolas f~ 

chadas se vn 

n 

para toda família 

fechadas tal que V n B (x. ,r.) f:.~ (i= 1, ••• ,n) 
~ ~ 

e n B(x
1
,r1 ) tem interior não-vazio em E. 

i=l 

c) Um espaço de Banach E é um e.6pa~o de L.inden.6t4a~.6.6 se toda 
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coleção de bolas fechadas em E 1 interceptando-se duas a duas 

e cujo conjunto dos centros é relativamente compacto tem inter-

secçao não-vazia. 

Lindenst:r:auss mostrou em [15] que um espaço de Banach 

tr.e.a.t é um espaço de Lindenstrauss se, e só se, E* = L
1 

'{'~1) para 

alguma medida p. 

d) Diz-se que um espaço de Banach E tem a propriedade da in

tersecção binária se toda coleção de bolas fechadas em E, in-

terceptando-se duas a duas, tem intersecção não-vazia. 

Nachbin [ 20] demonstrou que, no caso de espaços de Ba

nach reais, a propriedade da intersecção binária é equivalente 

a propriedade da extensão. 

Um espaço de Banach E tem a propriedade da extensão 

se, dado qualquer espaço de Banach G, qualquer subespaço veto

rial F c G e T : F ->E, linear e contínua, existe 1': G ->E 

linear e contínua com "' "' n T n~IIT 11, T 1 ~ T. 
F 

Esta propriedade -e 

ainda equivalente a E ser isometricamente isomorfo a um C(X;JK); 

com X compacto de Hausdorff extremamente desconexo (isto é, o 

fecho de um aberto é aberto) • Ver Nachbin [a:>], Goo:::1ner[l0], Kelley 

[ 13], Hasumi [11] • 

0.13 DEFINIÇÕES: Sejam E um espaço de Banach e V C E um sub 

espaço vetorial fechado. Dizemos que V e um M-hornando se exis 

te uma M-projeção linear P de E sobre V 1 isto é ,uma. proja;âo 
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linear P sobre V tal que llxll= max(IIPxll,llx - PxD), para todo 

x E E. 

Dizemos que V é um M-ideal se existe uma projeção li 

near e continua p definida no dual E* sobre o anulador 

de v, tal que para todo <P E E* temos II<PII=UP\?U+II<P - P<PU. 

Qualquer M-somando e um M-ideal, e a recíproca é verda 

deira nos espaços reflexivos. Ver Alfsen e Effros [1]. Todo M

ideal é proximinal (Ver Alfsen e Effros [ 1 , Corollary 5.6 ],ou 

então Ando [ 3, Theorem 2.1]). Holrnes,Scranton e Ward[l2, The

orem 2.2] provaram que a projeção métrica de um M-ideal admite 

uma seleção homogênea e continua. 

A demonstração direta de que qualquer M-somando v e 

proximinal é elementar e segue do fato que, para toda projeção 

P sobre V tem-se: 

Uf - PfO < UI - PU· dist(f;V) (*) 

e se P é M-projeção,III - Pll < 1. 

Demonstração de (*):Para todo g E V, tem-se g = Pg. 

Logo llf- Pfll=llf- g + Pg- PfH=II (I- P) (f- g)II.::_III- PU ·llf -gl. 

Como g era arbitrário em V, Hf- Pfii<III- pll. dist(f;V). 

Alfsen e Effros [ l] demonstraram que todo M-ideal tem 

a propriedade das n-bolas fechadas, para todo inteiro n > 1. t 

claro que 6 propriedade das 2-bolas fechadas já implica a pro

priedade das 1 ~ bolas fechadas. Lembramos que Smith e Ward [28, 
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Theorem 6. 2 ] provaram que o subespaço K (.t
1

) de t (1.
1

) nao tem 

a propriedade das n-bolas fechadas para nenhum n ~ 2, mas Yost 

[ 30 1 mostrou que ele tem a propriedade das 1 ~ -bolas fechadas 

( [30}, pg. 296) ·(Se E é um espaço de Banach, l (E) denota o 

espaço de Banach de to::ios--,os operadores lineares limitados de E 

em E, e K (E) o subespaço dos T E .C(E) que são compactosl-• 

0.14 OBSERVAÇÕES: Neste trabalho, X denota um espaço topológi-

co não-vazio, completamente regular e Hausdorff. Outras hipóte

ses sobre X serão explicitadas quando necessário. 

a) DEFINIÇÃO: Dizemos que um espaço topológico X e ~ornple~a-

mente ll..egul.aJt se, dados x E X e uma vizinhança qualquer V de 

x, existe uma função contínua f : X-> [ 0,1] tal que f(x) = 1 

e f(y) = O se y ~v. 

b) NOTAÇÕES: Denotaremos por C(X) a álgebra sobre E=~ ou t 

de todas as funções contínuas definidas em X e com valores em 

E. A subálgebra de C(X) consistindo de todos os elementos de 

C(X) que são limitados em X será denotada por Cb(X). Quando 

X e localmente compacto, consideraremos ainda outras duas sub-

álgebras: 

1) C
0

{X), a subálgebra de C(X) consistindo de todos os elemen 

tos de C (X) que se anulam no infinito, isto é, aquelas f E C {X) 

tais que, dado E > O existe um subconjunto compacto K C X tal 
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que I f (x) I < E para todo x E X \ K; 

2) K(X), a subálgebra de C(X) de todas as funções de C(X) que 

tem suporte compacto, isto é, aquelas f E C(X) tais que o fe-

cho em X do conjunto {x E X;f{x) f O} é um compacto. 

Denotaremos por C(X;E) o conjunto de todas as fun-

ções continuas definidas em X e com valores no espaço de Ba

nach E. O subconjunto de todas as funções de C(X;E) que sao 

limitadas em X será denotado Cb(X;E). Se f E Cb(X;E) defini 

mos fi f 11 ~ sup {li f (X) li ; x E X}. 
X 

c) DEFINIÇÃO: Seja A C C(X) uma Subábjebra. Um subespaço 

WC C(X;E) é um A-módulo se para toda f E A e todo 

fw E w (onde fw é definida por fw(x)=f(x)w(x), para 

w E W, 

todo 

X E X) • 

Seja "' uma relação de equivalência em X, X = X/v com 
TI 

a topologia quociente e 1r -: X ->X 
TI 

o 
finimos 1r : Cb(X1f;E) --->Cb(X;E) por 

a aplicação quociente. D~ 

o 
TI (g)= go para toda 

- o -g E Cb(X1f;E). A aplicaçao ~ e uma isometria linear, isto e, 

O TI 0 (g)DX ~ llgllx. De fato: h 0 (g)Dx=sufllgoTI(x)O~ supllg(y)O~IIgO • 
7f XE X y Ele X~ 

Se f E Cb(X;E) é tal que 

então f. E ~o (Cb (XTI :E) ),e definimos 

= f(x) para todo x E X. Então: 

f(x) ~ f(t) para 

# f : X ---> E por 
TI 

TI 

todo x "' t, 
# f (TI (x) )~ 

1) f# E Cb(X~; E): Seja G C E aberto. Então, f-l(G) e aberto 

pois f é continua. Corno f-1 (G} = 1T-l(f#-l (G)) e 1T é aplicação 
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quociente ternos f#-l(G) aberto e logo f# e continua. 

2) f# é limitada. Verificação imediata. 

Portanto, se W C Cb(X;E) é tal que w(x) = w{t) para 

todo w E W e para todo x ~ t, temos W C n°(Cb(XTI;E)). Defi

nimos w#= {w#; w E W}. Se w é fechado em Cb(X;E), w# é fe

chado em Cb(Xn;E). 

0.15 DEFINIÇÃO; Se A C C(X) é um subconjunto não-vazio, de-

finimos urna relação de equivalência em X da seguinte maneira: 

para todo par x,t E X, x é equivalente a t módulo A se, e 

somente se, a(x) = a(t) para todo a E A. Denotaremos por [x]A 

a classe de equivalência de x E X módulo A. 

O .16 DEFINIÇÃO: Sejam Tr:X->X 
w 

uma aplicação continua e 

sobre, E um espaço de Banach e W C Cb(X,E}. Dizemos que W 

é Tr-lacalizãv~l se para toda h E Cb(X;E}, hl E 
w-\yl 

Wj, 
I~ -1 

para todo 

tante em 

y E x7T, implica 

-1 
TI (y) , para cada 

W EW, x E w-l(y)}. 

Quando todo 

y E X 1 escreveremos 
w 

w (y) 

wE w erons 

W(y)={w(x) E E; 

Quando X~ é o espaço quociente de X módulo A 1 onde 

A C C (X) 1 e ~ é a aplicação quociente 1T (x) = [ x ]A 1 para todo 
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x E X, um subespaço vetorial W c Cb{X~E) que é w-localizável, 

é dito loeallzâvet ~ob A. 

0.17 TEOREMA: (a) SejtLm X um ehpiLÇO ~omptL~:t:o e de HtLUhdo!t66 

e A c C(X) umtL óubâlgebltiL tLu:t:o-tLdjun:t:tL. Todo ,;ubehptLço ve:ta

ll.i..al. W C C (X; E) que é: um A-mÕdulo ê. .toeai.-i.ziíve.t .óOb A e.mC(X;E). 

(b) Sejam X um e.ópaco localmente compacto e 

A C C
0 

(X) uma .&ubâ.lgebJta auto-adjunta. Todo .óube..ópaç.o vetotr...ia.t · 

W c C
0

(X;E) que ê um A-módulo ê lo~aLi.zãvel óob A em C
0

(x;E). 

DEMONSTRAÇÃO: (a) Ver Theorem 1.8 de Prolla [23]. 

(b) Ver Corollary 6.2 de Prolla [23] 

0.18 DEFINIÇÃO: Seja E um espaço norrnado e seja E* seu dual. 

Dizemos que um subespaço vetorial W c Cb(X;E), é uma âlg eblttL 

polinomial se A= {~o g;~ E E*,g E W} é urna subálgebra de 

Cb (X) tal que A 0 E C W. 

urna álgebra polinomial W e dita auto-adjunta se a 

subálgebra A é auto-adjunta. 

0.19 DEFINIÇÃO: Seja E um espaço normado. Um subespaço veto

rial W C Cb (X;E) é um tube.&pa.ç.o de. S.tone-f1JÚe!L6bi..a..&.ll se existem 

um espaço topolÓgico Y e uma sobrejeção 

'IT! X -'> Y tais que: 

cOritinua e aberta 
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w ~ {g o 'Jf 

0.20 PROPOSIÇÃO: Seja E um e~paço nonmado. Todo ~ube~paço de 

Stone-WeJe~Jt~aJJ W de Cb(X;E) ê uma ilgeb~a polJnomJal 6e

ehada e au~o-adjunXa. 

DEMONSTRAÇÃO: Vamos mostrar que W satisfaz a seguinte condi

çao, equivalente à definição de álgebra polinomial dada em o.l~ 

(Ver Prolla e Machado [ 24] ) : 

Dados h1 , ... ,hn E W e TE L(nE;E), onde n ~ l,eE 

tão T(h
1

, ... ,hn) E w. (L(nE;E) denota o subespaço vetorial de 

C(En;E) gerado pelo conjunto de todas as aplicações da forma 

(x1 , ... ,xn) t---> ,0'1 Cx1 ) ... ,0'n(xn)· v, onde ,0'1 , .•. ,fJn E E* e 

v E E. Os elementos de L(nE;E) sao chamados aplicações n-li

neares continuas de tipo finito de En em E.). 

Sejam h
1

, ••• ,h
0 

E W. Então existan· g
1

, .•. ,gn E Cb(Y;E) 

tais que hi = gi o n, i= 1, .•• ,n.Se T EL(TE;E}então T(h
1

, ••• ,hn) = 

= T(g
1 

o n, ••• ,gno if) = T{g
1

, ••• ,gn) o 7TEW. 

Logo, W é álgebra polinomial. {Ver Lemma 2. 2 de Prolla 

e Machado [ 24 l. ) 

Mostremos que A e auto-adjunta. Seja !fJ o g E A. En-

tão g = h01T para alguma h E Cb(Y;E), e l{J og = <Po h o-íf 

(<p oh) o n. 

Por outro lado, se v E E, v ~ O temos: 
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w ~ .p o g 9 v ~ ( ('I' o h) o ") 9 v ~ ('I' o h 9 v) o 1r. Logo, w E w 

pois r.p o h G v E Cb (Y;E). Tomando 1/J E E* com 1[.1 (v) = 1 resul 

ta que 1/J o w = r.p o g E A. 

Vamos mostrar ainda que W é fechado. Seja 

uma sequência em w e seja f E Cb(X;E) tal que f n 
->f. Pa 

ra cada x E X, fn(x) --> f (x) • Sejam X e x' tais que 1f (x) ~ 

= 'IT(x'). Então gn(1f(x)) ~ gn(7r(x')), onde f ~ gn 01f para c a 
n -

da nE N. Logo f(x) = f(x'). Portanto, para cada y E Y, f ê 

constante em 7T-l(y). Seja g: Y -->E definida por g(y) =f(x) 

onde x E 7T-l(y). Então g o 7f= f, e para todo GCE,TT(f- 1 (G))~ 

= g -l (G) pois 1f é sobre. Se G é aberto, resulta que g -l (-G) 

e aberto, pois 1T é aberta e f contínua. Logo, 

e f E w. Logo W é fechado. 

O. 21 DEFINIÇÃO: Sejam X um espaço topológ-ico e E um espaço 

normado. Uma aplicação de X no conjunto das partes não-vazias 

de E é chamada de po~~ado~ de X em E. Um portador f é dito 

.6emic.ont:Znuo -Lnbett.-i.o!Lmen.te se para todo x 0 E X, para to::1o a E E 

e para todo r> O tais que r(x0 )n B(a,r) F % existe vizi

nhança U de x
0 

tal que r (x)n B(a,r) f.~' para todo xE U. 

Urna .6 e...te..ç.lio c.. o nt:1nua para o portador r -e uma aplica-

çao contínua g : X -> E tal que g (x) E r(x) para tcrlo x E X. 

0.22 DEFINIÇÃO: Um espaço topológico X -e -"dito pa.Jt.a..c.ompac.t:o 
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quando toda cobertura aberta de X possui um refinamento aber-

to localmente finito. 

0.23 TEOREMA VE MICHAEL: Seja x um e•paço pa!taeompad:o. irodo 

poJL.-t.a.do!L .6e.m-LeontZnuo -Ln6vr.-Lottmen.te. r de X no c.onjun.to da.6 Fm!!:. 

.te.6 óe.c.hada.6, c.onve.xa.6 e não-vaz.La.6 de um e.6pa~o de Banach E, 

admi.te uma .6e.le.ção c.on.tlnua. 

DEMONSTRAÇÃO: Ver Michae1 [ 19 J. 

0.24 DEFINIÇÃO: Sejam X e Y espaços topológicos. Uma apll 

caçao f : X ~ Y diz-se própria quando é contínua, fechada 

d Ey .. f-1(y) e, para ca a y , a ~magem 1nversa é compacta. 

0.25 LEMII: Sejam X,Y ••paço• .topolÕgüo• de Ha<HdOJLfÍfÍ e ~ 

uma apl-Lc.a~ão plL.ÕplL.-La de X .6obJL.e. Y. Pafta c.ada 6unção .6e.m-Leo~ 

.t1nua .6 upe..Jz.lo!tme.n.l:e g : X ~JR+ de.~i.ni.mo.6 h (y) =sup{g.(x) ;x E n-l(y)} 

pa~a .todo y E Y. Então a aplieação y ~ h(y) ê •emieontXnua 

DEMONSTRAÇÃO: (Adaptada do Lemma 1 de Machado-Prolla [18 ].) 

-1 
Para cada y E Y, ff (y) é compacto em X e não-vazio pois TI 

-1 é própria e sobre Y. Logo, existe a E n (y) tal que h(y)= 

g(a) = sup {g{x); x E r.-1 (y)} pois g é semicontínua supe-
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riormente e logo h(y) é finito. Denotemos por h a função r~ 

definida em Y que para cada y E Y tem o valor h(y). Seja 

r ER. O conjunto {x E X;g(x) ~r}= F é fechado, pois g e 

semicontínua superiormente e como n e fechada, n(F) é fechado 

em Y. Afirmamos que n(F) = {y E Y;h(y) ~r}, o que prova que 

h é semicontinua superiormente. De fato, se y E n(F), então 

y = n(x) para algum X E F e entiio h(y)::, g(x)::, r. Reciproca-

mente, se y ll n(F) e t E 
-1 

7T (y)' então g(t) < r; segue gue 

h (y) existe E -1 
tal g(to> = h (y) < r pois to 7T (y) gue e a 

prova está completa. 

0.26 NOTAÇÃO: Se X E X indicaremos por Ô o elemento 
X 

do 

dual de Cb(X;E) definido por ôx(f) =f(x) ,f E Cb(X;E). Se V 

e um subespaço vetorial de Cb(X;E), 
•"x/v 

indica a restrição 

a v de ô 
X 
. Obviamente, u ô x/v02_ 1. 



§1. A PROPRIEVAVE P1 

1.1 DEFINIÇÃO: Um espaço de Banach E possui a propriedade P1 

se dado E > O existe ô > O tal que para todo precompacto 

KC B(0,1+o tal que rad (K) < 1, existir s E E com 11 s 11 < E 

e K c B(s,1). 

Os espaços de Banach uniformemente convexos têm a pro-

priedade P
1

. De fato, veremos mais adiante (Ver 2.2 e 2.3) que 

eles têm uma propriedade mais geral. 

A definição da propriedade P1 dada acima é devida a 

Poubel [ 22) ; a demonstração do Exemplo 1.2, que exporemos a 

seguir, é também devida ao mesmo autor. 

1. 2 EXEMPLO: Os espaços de Lindenstrauss. têm a propriedade P 
1

. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja e: > 0. Tomemos O = E e 

CB(O,l + ó ) precornpacto tal que rad(K) < 1. 

consideremos K c 

Seja y E K. Provemos que B(y,l)n ã(O,e: ) f~. caso 

llyll 2 s, nada há a ser demonstrado. Suponhamos então llyU >E .De 

finamos z = U;R y. Observemos então que Uz -yD=~y- II~D y~ = 

=llyll 
lyll- E 

IIYII 
=llyll -c= llyll-o < 1+ o -o= 1 e,obviarnente H zN= E 

Observemos também que B(y,l)n :i3(z,l) i~ se y, z E K 

pois ly -zn:: diam(K).:'_ 2 radlK)< 2. 

Logo, como E é um espaço de Lindenstrauss, existe 

sEB(O,c)n(n(il(y,1);yEK}) pois Ku{O} é relati va:mente 
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compacto. Logo, DsH< e:: e Hs- yl! < l para todo y E K, ou se 

ja, K c B(s,l). 

1.3 LEMA! Seja E um e4paço de Banach com a p~op~ledade P1 . 

Pana todo pne.eompacto não-vazla B c E te.mo4 cent(B) f~-

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema 0.8, podemos supor que rad(B) = 1. Se 

ja E > O. Consideremos O > O dado pela propriedade P1 . como 

rad (B) = inf sup llb - v IJ = 1, existe v 0 E E 
vEEbEB 

tal sup llb- v
0

U< 
b EB 

< 1 + ô. 

Tomemos K = B - v 0 C B(O,l + ô). Como rad(K)=rad(B)=L 

pela propriedade P
1 

existe v E E com Uvll < E e 

c B<_v,l). Portanto, sup Hb- {v
0

+v)ll.:s_l B v
0

+v E cent(B). 
b E B 

1. 4 TEOREMA : Sejam 1f: X -> X uma ap.t.i.eaç_ã.o p!t.Õpnla e .&obJte 
1T 

um e..&paç.o pa.Jtac..ompac.to Ha.MdoJt.66 X , E 
1T 

um e.& paço de Banach ~m 

a pllop!t...ie.dade P
1

, w· c Cb (X;E) um .6ube..ápaç.o ve.:toJtiai 6e.ehado c.o.!!. 

~enda 1T0 (Cb(X1T;E)). Seja f E Cb(X;E) ~al que dist(f;W) ~ 1 

e sup rad f(JT-l(y)) < dist(f;W). En~ão PW(f) # ~-
y E x1T 

DEMONSTRAÇÃO: Para todo y E XTI definimos 

E; sup_
1 

xE 1T (y) 
Uf(x)- sU < 1). 

1!: claro que r f (y) é fechado e convexo. Verifiquerros que 
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Seja B = f(n-
1

(y)). Então B é compacto e não-vazio e pelo Le 

ma 1.3 existe s
0 

E cent(B). Como 

-1 
~ rad f(n (y)) :'_ 1, s

0 
E rf(y). 

sup_1 li f (x) 
X E~ (y) 

Mostremos agora que Tf é semicontÍnuo inferiormente 

em xn. Sejam y
0 
E~, a EE e r> O tais queff(y

0
)nB(a,r);ijl. 

Então, existe s
0 

E E tal que: 

(i) sup_
1 

Df (x) - s
0

11 < 1. 
xE~ (y

0
) 

Tomemos r' tal que Da - s 0 11 < r' < r. 

Como X~> Hf(x} - son é contínua temos que y r-+ 

.,____> sup_
1 

H f (x) - s
0 

11 é semicontínua superiormente {ver Le-
x E ~ (y) 

ma 0.25). Consideremos então, uma vizinhança U de Yo tal que 

ó > o sup_
1 

Df(x)- s
0

D <1 + ó para todo y Eu 
X E n (y) 

onde -e 

dado pela propriedade P1 aplicada para e:= r' - Ua - s 0U > O. 

Tornemos y EU. Então, f(n-l(y)) - s
0

C B[O,l + ó). Co 

-1 -1 mo rad(f(n (y)) -s
0

) ~rad f(n [y)) :'_1, pela propriedade 

ternos que f(~- 1 (y)) -s
0 

c B(s,l) onde sE E é tal que Usll< 

-1 -
<e:. Seja s

1 
= s

0 
+ s. Então f(rr (y))-OB(s

1
·,1), ou seja, 

llf(x) - s
1

11 < 1 para todo x E ~-l(y). Além disso, Us - ali < 
l 

< Os
1
-s

0
0 + lls

0 
-aO .::e:+ r'- E= r'< r.Portanto, s

1 
ETf(y)n 

n B(a,r). Mostramos que Tf{y)n B(a,r) i~ para todo y E U.L~ 

go, ff é semicontÍnuo inferiormente em XTI Pelo Teorema de 
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Michael existe g E Cb(Xn;E) que é seleção contínua para rf. 
consideremos h = g O n E Cb (X;E) • Pela hipótese fei-

ta h E W, pois h= rr0 (g). 

seja 

vamos mostrar agora que h E PW(f). Fixemos x E X e 

y = rr(x) E X • Então: lh(x) 
rr 

-f(x)12_ sup_
1 

t Err (y) 
llh (t) -f (t)ll < 

< sup_
1 

llg(y) -f(t)l pois h(t) = g(rr(t)) = g(rr(x)) =g(y) pa
-tErr (y) 

ra todo 
-1 

tErr (y). Como para todo YEl\,• sup_1 llg(y)
tE rr (y) 

- f (t) 11 < 1. Logo, !Ih (x) - f (x) 112_ 1 para todo x E X e por-

tanto, Ih- f 11 2_ 1 = dist(f;W), ou seja, h E PW(f). 

1.5 TEOREMA: Seja.m X u.m eJpa.~o eompa.et:o Ha.u.JdoJL66. E u.m eJ

pa.ç.o de Ba.na.c.h com. a. p!topJt..i.edade P
1 

, A c C (X;::K) uma .õubã..tg~ 

bJta auto-adjunta, W C C(X;E} um .õube.õpa.ço vetonla.f.. óec.ha.do con

tendo a..õ óunçÕe.õ c.on.õta.nte.õ e que é um A-módulo, e .õeja. Xn o 

eJpa.~o qu.oe.éent:e de X môdu.fo A. Seja. f E C (X;E) t:a..e qu.e 

dist(f;W) = 1 e sup rad f([x]A) 2_dist(f;W). Ent:ão PW(f) f. jl. 
xE X 

DEMONSTRAÇÃO: Basta notar que devido ao Teorema 0.17, parte (a1 

W e n-localizãvel 

e dai resulta que 

tes. 

onde 1T : X -> XTI é a aplicação quociente , 

TIO(C{X ;E)) C W pois w contém as constan 
rr 

1.6 COROLÂRIO: Sejam E,A e W c.omo no TeoJte.ma 1.5 e .t>uporrhamo.ó 



20 

ainda que eada g E W e eon~~anXe em eada eta~~e de equlvaiê~ 

eia [x ~,x E X. Então W é p~oxlminal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema 0.4 basta mostrar que PW(f) f % 

toda f E C(X;E) tal que dist(f;W) = 1. 

para 

Seja f nestas condições. Afirmamos que sup rad f([xJA)_:: 
xEX 

< dist(f;W). De fato, fixemos x E X e w E w. Então:rad f([xdA)= 

= inf sup llf(t) -vil< sup llf(t) -w(t)ll< sup llf(t) -w(t)II=Uf- wU. 
v E E tE[x]A tE[x]A - .. tE X 

Portanto; sup rad f([xJA):5._11f -wll. Como w era arbitrário em 
x E X 

w, sup rad 
x E X 

f([x]Al2 inf llf -wll = 
wEW 

dist(f;W). Pelo Teorema 1.5 

resulta que W e proxirninal em C(X;E}. 

1.7 EXEMPLO: Sejam X e E como no Teorema 1.5, WC C(X;E) 

uma álgebra polinomial auto-adjunta fechada contendo as funções 

constantes. Então W é proximinal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Por definição, W C C{X;E) é álgebra polinomial 

auto-adjunta se, e so se, A= {~o g;~ E E*,g E W} é uma subál-

gebra auto-adjunta de C(X;R) e A® E C W (ver 0.18). Resulta 

do Teorema de Hahn-Banach que cada g E W é constante em [x]A, 

para cada x E X. 

Verifiquemos que W é A-módulo: Sejam h = aw com a EA 

e w E w e Y =[xlA = [x]w· Então, h é constante em Y. 
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Se hfy = O nada há a ser demonstrado. 

Se h[y #O, seja h[y =constante= v~ O. 

Seja tE Y. Então v~ h(t) ~ a(t)w(t) F O. Portanto w(t) F O. 

Escolha r.p E E* tal que cp(w{t}) = 1. Então r.pow E A e defi-

nindo k = (cp o w) ® v temos k E A 0 E e k = h em Y. De 

fato, se tE Y temos k(t) ~ ~(w(t)) ·v~ 1 v~ v~ h(t). Por 

tanto, h E AGE por 0.17(a). Basta agora observar que A® E C 

cw~ w.-

1.8 SUBEXEMPLO: Sejam X um espaço compacto Hausdorff, E um 

espaço de Banach com a propriedade P
1 

e W C C(X;E) um subes-

paço de Stone-Weierstrass. Então w -e proximinal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: W é uma álgebra polinomial auto-adjunta e fecha 

da de C (X; E) , contendo as constantes. (Ver O. 20) 

1.9 OBSERVAÇÃO: Quando E -e uniformemente convexo, 01ech [ 21] 

provou a proximinalidade dos subespaços de Stone-We"ierstrass de 

C (X;E). 

1.10 EXEMPLO: Sejam X compacto Hausdorff, E um espaço de Ba

nach com a propriedade P1 e F uma família de aplicações con

tinuas de X em X. Então W(F) ~{g E C(X;E) ;g[f(x) )~g(x) ,x E X, 

f E F} é proximinal em C(X;E}. 
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DEMONSTRAÇÃO: Consideremos A(F) ~{I' E C(X;:K);\?(f(x)) ~\?(X) 

f E F,x E X}. E fácil ver que A(F) é urna subálgebra 

junta e W(F) é um A(F)-módulo. 

auto-ad 

Vamos verificar que W(F) é fechado. Seja (gn)n EJF 

C W(F) tal que gn -> g. Devemos mostrar que g E W (F) • 

Como gn E W (F) para todo n E::N, gn (f (x) ) ~gn (x) para 

todo x E X, para todo f E F e para todo n E ::N. Dai, g(f(x}F 

= lim gn(f(x)) = lim gn(x) = g(x) para todo x E X e para todo 

f E F e logo, g E W(F). 

Claramente W(F) contém as funções constantes. Precisa 

mos verificar ainda que cada g E W (F) é constante em [x-lA {F) . 

Sejam tE [x]~(F)' g E W(F) e suponhamos g(t) ~ g(x). Conside 

remos I' E E* tal que <P (g (x)) ~ <P (g (t)) e h ~ <P o g. Então, 

h E A(F) pois h o f ~ I' o g o f ~ <P o g ~ h e h(x) ~ h(t) o 

que é uma contradição. o resultado segue do Corolário 1.6. 

1.11 SUBEXEMPLO: Sejam X = [-1,1], E um espaço de Banach com 

a propriedade P1 , F= {f} onde f(x) = -x. Então, W(F), o es 

paço vetorial das funções pares, é proximinal em C(X;E). 

1.12 TEOREMA: S~jam n,E ~ W como no T~o~~ma 1.4. En~ão, pa~a 

;todo plt.-ecompac..to 

~ rad (B;W) onde 

B c Cb (X;E) eom rad(B;Wl~l e. :ta.t que sup rad(E,i~ 

YEX 
-l . 1f 

By ~ U f(1r (y)), eterno• cent(B;W) ~ JL 
f E B 



DEMONSTRAÇÃO: Para todo y E X 
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definimos 

llf(x)- sU :_1, -1 x E~ (y) , f E B). o conjunto r B (y) é fecha 

do e convexo. Além disso, r8 (y) f~- De fato, pelo Lema 1.3 

cent(B ) f %. Seja 
y 

sup sup Df (x) - s
0 

n < 
f E B,·x Elr~y) -

O portador e sernicontínuo inferiormente em X :Se 
~ 

jam y
0 

E X~, a E E e r> O tais gue r
8

(y
0

) nB(a,r) f %.E!! 

tão, existe s E E tal que: 

(a) Uf (x) - s O < 1 , para todo 
-l 

x E 1r (y
0

) e para toda f E B. 

(b) lia - sll < r. 

Seja r' tal que lia - s 11 < r' < r. 

Consideremos O > O dado pela propriedade P
1 

para e:: = 

=r' - lla- s li> O. 

Como B é precornpacto, sejam f
1

, ... ,fn E B tais que 

ó 
, ... ,B(fn'T) cobrem B. 

Como x ----<> Uf. (x) - s U 
1 

é contínua temos que 

t---> sup_1 li fi (x) - s n é semicontínua superiormente 'ü -== 1, ... ,n). 
X E ~ (y) 

Consideremos então vizinhanças 

ó 
sup_1 Ufi (x) - s 11 < 1 + 2 

X E~ (y) 

Sejam 
n 

u = n u. , y Eu 
i=l 1 

de y 0 

para todo y E ui. 

e f E B. Então 

tais que 

ô f E B(f.. ,-
2

) 
'o 

para algum e llf(x) - s D ~ Hf(x)- f. (x)H+Hf
1 

(x)-
10 o 
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- sll <..L+ l +..L= l + 6 para todo 2 2 
-1 

X E TI (y) • Logo, 

sup_1 Uf(x)- sO <1 + ô para todo f E B e para todo yE U. 
xE·TI (y) 

-Tornemos y EU. Então, By - s C B(O,l + ô}, By- s e 

precornpacto (pois B 
y o é) e rad(By

s E E tal que 
l 

s) = rad(B ) 
y < 1. Pela 

propriedade P1 existe 

c B(s
1

,1). Definindo w = s + 

ilf(x) - w 11 < l para todo x 

s
1

, te~os 

-l 
E TI (y) 

lls~l." e e 

By C B (w, 1) 1 ou 

e para toda f E 

seja, 

B. co-

mo nw- aR< Dw- sU+Hs- ali< E::.+r' -E:= r'< r, ternos que w E 

E rB(y) n B(a,r). Mostramos gue rB(y)n B(a,r) ~% para 

y E u, ou seja, r 8 é semicontínuo inferiormente em X~. 

todo 

Pelo 

Teorema de Michael existe g E Cb(XTI;E) tal gue g(y)ErB(y) p~ 

ra todo y E X • 
TI 

Consideremos h = g o 7T E Cb (X;E). Por hipótese, h E W. 

Mostraremos agora que h E cent(B;W). Para isso, fixe-

mos x E X e seja y = 1T (x) E X'JJ'. Então: sup Dli(x)- f(x)H < 
f'EB 

< sup sup_
1 

lg(y)- f(t)D::l. 
f E BtEtt (y) 

Mas sup sup O h (x) -f (x) 11= sup 

Logo, sup sup O h (x) -f (x)U < 1. 
xEXfEB 

sup Dh(x)-f(x)D= sup Uh- fll . 
x E X f EB f EB xE X f E B 

Portanto, sup Uh - f O< 1 = rad(B;W) e h E cent(B;W). 
f E B 

1.13 TEOREMA_: Sejam X um e..&paç.o c.ompa.c..to Ha.u~.JdoJt6.6, E um e.-6-

pa.ç.o de. ·Banach com a. pltopJtle.da.de. P
1

, A c C (X;JK) uma· .&u~ã..lge.bJLa. 

a.u.to-adjun.ta., WCC(X;E) um .&ube.l.lpaço ve..toJL-i.a.t 6e.cha.da con.te.ndo 

a.ll fiunç.Õe..õ conllt:ant:e.ll e que. ê. um A-mãdu.lo, X o e.!.paç.o quoúé.Jtt:e. TI 
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X mVdulo A. Ent:ão, paJta . .todo pJt..e..cornpae.:to B c C {X;E) .:tal que. 

rad(B;W) ~ 1 e sup rad (B ) < rad (B;W), .temo-6 
Y Ex Y 

n 

cent(B;W) 1' fi. 

DEMONSTRAÇÃO: seja 1T : X -----'> X1T a aplicação quociente. Basta 

notar que w -e Tr-localizável e portanto, 

1.14 COROLÂRIO: Sejam x,E,A e W como na TtoJte.ma 1.13 e 

.&uponhamo.ó a.tnda que cada. g E W ê. c.an.õ.ta.n.te. em cada c...tM.õe. de. 

equivalência. [x]A, x E X. En.tão W .tem a p1top~e.da.de. do.õ ce.n~ 

:tJLo.ó de. Che.by.t.he.v em JLe.taç.ão ã -6am1.t..la do.6 p!Le.c.om pa.c..to.& de 

C (X;E). Em pa.1L.tlc.u.ta.a, .:toda. ã..tge.bJLa. polU .. nom-<.a.R.. 6e.c.ha.da. alLto-a.dJu!!. 

;ta de C(X;E) e contendo aJ conJ:tantu -de C(X;E) tem u-!a plWp!Úedade. 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema 0.8 basta mostrar que cent(B;W) 1' fi 

para todo precompacto B c C(X;E) tal que rad(B;W) = 1. Seja 

condições. Então, sup rad(B ) < 
y E Jl,r y 

B nestas rad (B;W) • De fato, 

fixemos y E X e w E W. Então: 
n 

rad (BY) ~ inf 
sE E 

sup sup -1 
fE B xEn (y) 

llf (x) - sll.:5_ sup sup_
1 f E B X E~ (y) 

11 f(x) - w(x)ll < 

< sup sup n f(x) - w (x) 11 

-fEBxEX 
~ sup 11 f - w 11 • Fbrtanto, 

f E B 

< sup "f - w n • Corro w erá arbitrário em w, 
f E B 

sup rad(By) < 
y E X 

~ 
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< inf sup li f - wll ; rad (B;W). Pelo Teorema 1.13, cent(B;Wlr' 
-wEWfEB 

1.15 COROLJ\RIO: Sejam x e E e o mo no T eof(.emo: 1.13 e B éC (X;E) 

uma pahte não-vazia e pftecompae~a. En~ão cent(B) f ~. 

DEMONSTRAÇÃO: No Corolário 1.14 tomemo,s A== C(X;JK) e W = C(X;E). 

Como A é separadora, [x]A = {x} para todo x ·E X e portanto, 

cada f E C(X;E) é constante nas classes de equivalência de A. 

1.16 OBSERVAÇÃO: Quando E é um espaço de Banach uniformemen-

te convexo, vale um resultado mais geral. Com efeito, Ward[29] 

provou que cent(B) # ~ para todo limitado B c Cb(X;E) se X 

é um espaço topolÓgico normal e E é um espaço de Hilbert.Máis 

tarde, Amir [ 2 ] e Lau[ 14] _estenderam_ o:x~sllltado de Ward para qual 

qu~espaço de Banach uniformemente convexo E, e qualquer espa-

ço topológico X. 

1.17 EXEMPLO: Sejam X um espaço compacto Hausdorff, E um es 

paço de Banach com a propriedade P
1 

e W c·ccx;E) um subespa

ço de Stone-Weierstrass. Então W tem a propriedade dos cen-

tros de Chebyshev em relação à familia dos precompactos de 

C(X;E). 
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1.18 OBSERVAÇÃO: Quando E é urntormemente convexo, Mach [ 16] 

provou que os subespaços de Stone-Weierstrass tem a propriedade 

dos centros de Chebyshev em relação à famllia de todos os Limita 

do& de C(X;E). Ver também Corollary 3.6 de Roversi [ 26]. 

1.19 OBSERVAÇÃO.: A conclusão do Teorema 1. 4 permanece verdadei

-1 
r a para toda f E cb (X;E) tal que sup rad f Cn (y)) ~ dist(f,W). 

y E _x7f 
Vale observação análoga para a conclusao do Teorema 1.5. 

1.20 TEOREMA: Sejam X compacto HauõdM66 e E um e<>paço de 

Banac.h c.am a p!r.opni..e.da.de. P
1

• Seja w c C(X;E} um 4ube.6paç..a ve. 

to4iaf 6echado contendo a<~ con<~tanteõ. Seja f E C(X;E) tal que 

rad f(X) < dist.(f,W). Então Pw(f) r' fi. 

DEMONSTRAÇÃO: Considere a álgebra A = {~ E C (X;R); ~g E W, p~ 

r a toda g E W} .Obviamente, W é um A-módulo e pelo Teorema 0.17, 

parte (a), W 

quociente, e 

é '!T-localizável onde TI : X --> X é a 
~ 

aplicação 

X é espaço quociente de X módulo A.Se 
~ 

X E X, 

rad f([xJA)~ rad f~) e podemos aplicar o Teorema 1.5 e a obser 

vação anterior. 



§2. A PROPRIEVAVE P
2 

2.1 DEFINIÇÃO: Sejam E um espaço de Banach e V uma família 

de subespaços vetoriais fechados de E. Dizemos que a família V 

tem a propriedade P2 se dado E > O, existe O > O tal que 

para todo V E V e para todo precompacto K C B(O,l+O) com 

rad(K;V)~l,existe sEV com Hsii<E e KCB(s,l). 

Quando a família V de todos os subespaços vetoriais 

fechados de E tem a propriedade P2 dizemos que o espaço E 

tem a propriedade P
2

. 

2.2 OBSERVAÇÃO: Se a família V ={E} tem a propriedade P
2 

en 

tão E tem a propriedade P1 . 

2.3 EXEMPLO: Os espaços de Banach uniformemente convexos têm a 

propriedade P2 • 

DEMONSTRAÇÃO: Seja E > O dado. Consideremos tS > O dado pelo 

Lema de Olech (0.11) para R~ l. Sejam V E V e K C B(O,l + 0 ) 

precompacto tal que rad(K;V} <1. Consideremos k 0 um centro 

de Chebyshev de K relativo a V (ver Lema 0.10). Ternos então 

K c B(ko,rad(K;V)). Pelo Lema de Olech, B(ko,l) na(O,l + ô) c 

CB(h(k
0
),l). 

Corno KCB(k
0
,rad(K;V))ns(O,l+ô) segue que KC 

é il!h(k
0

l ,ll. 
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Basta tomar s=h(k
0

) e notar que sE V,pois 

e que Hsll = Uh(k0)11.::_ <· 

2.4 PROPOSIÇÃO: Sejam E um e•pa~o de Banach e V uma 6am1-

lia dt ~ubehpaço~ ve.to41ai~ 6ec.hado~ de. E eom a p!top!t"-edade 

P
2

• En.tã.o, pa.Jta todo w E V e todo .&ubconjun.to p!Le.c.ompac..to não-

vazio B c E te.mo.6 que cent(B;W) I~-

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema 0.8 basta mostrar que 

para todo B c E precompacto não-vazio tal que 

cent(B;W) r' I' 

rad(B;W) = l. 

Tomemos E_> O e consideremos ó > O dado pela propriedade P2. 

Como rad{B;W) = 1, existe w E W tal que sup Ub-wll<l+:O. To 
b E B 

rnemos K = B-w. Então K c B(O,l+ó) e como rad(K;W)=rad(B;W)=l, 

pela propriedade P 2 existe s E W com Us 11 < E e K = B - w L 

C B(s,l). Portanto, sup gb- (s +w) 11 <-1 e s +w E cent(B;W). 
b E B 

2.5 TEOREMA: Sejam 1f: x -~ x1T uma ap.tic.aç.ão p!I..Õpll.ia .õobJt.e. um 

eõpa~o paltaeompaeto Hauódo~t66 X e E 
TI 

um e..õpa~o de. Banach. Se 

ta.e que 
wln-l(y) 

ê con4tante pa4a todo 

V= {W(y) ;y E xn} tem a p1top1tiedade P
2

, então w -e ptr.o xi.mi.nal. 
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DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema O o4 basta mostrar que Pw(f) r' iJ se 

f E Cb (X;E) e dist (f;W) = l. 

Seja f nestas condiçÕes. Então: 

-1 
l) sup rad(f(u '(y)); W(y)) < dist(f;W) o De fato, fixemos 

y E X 
u 

y E XTf. Então: 

rad(f(u-1 (y)); W(y)) = inf sup llf(x)- sll = 

s EW(y) 
-1 

X EU (y) 

= inf sup_1 Uf (x) -w(x)l= inf 
wEW 

sup_1 11 f (x) 
X EU (y) 

-w(x)U< 
W E W X Eu (y) 

-1 
X E u (y) 

< inf sup llf(x)-w(x)ll= inf 1[-wl= dist(f;W)o 

2) 

wEWxEX wEW 

Para todo y E X 
u 

definimos: 

- -1 
W(y) n{s E E; llf(t) -sll ~ l,t Eu (y)}o Claramente 

é fechado e convexo. Verifiquemos que ff(y) é não-vazio. 

Seja -1 -B = f ( u (y) ) o Entao B é compacto e não-vazio. Pela Pro 

posição 2.4 existe s
0 

E cent(B;W(y)). Como sup_1 Uf(x) 
X EU (y) 5 ""' o 

= rad(B;W(y)) <dist(f;W) =l, resulta que s
0
Erf(y)o 

Mostremos agora que ff é semicontínuo inferiormente 

em x1f. Sejam y
0 

E x7T, a E E e r > O tais que ff(y
0

} nB{a,r)t.lif. 
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Escolhamos e Então: 

(i) lif(t)- s 11 < l, para todo 
-1 

t E rr (y0 > • 

(ii) s E W(y
0
). 

(iii) 11 s - a U < r. 

Tomemos r' tal que Os- aO< r' < r e consideremos O< E< r- r'. 

Seja O> O dado pela propriedade P2 para esse E. 

Da condição (ii) temos que existe w E W tal que 

llw(x) - sU < ô' onde O < 0' <r'- lls- aO e O 1 < O. 

Para todo 
-l 

t E rr (y
0

) temos: 

' llf(t)- w(t) 11_2 Uf(t) - sli+Us -w(t) 11 < l + ô < 1 + ô e 

llw(t)- all_::_llw(t) -sll + lls-al<ô' + lls~all <r'. Por sernicon-

tinuidade superior, existe vizinhança V de y 0 em Xn tal 

que se y E V então: 

< 1 + ó e 

Seja y E v. Então 

to e rad (K ;W(y)) < 1. 

-1 
Ky ={f (x); X E 1T (y)} -e campa c-

y -

Escolhamos 
-l 

t E TI (y). Então, s = w(t) E W(y) 
y e 

pela 
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propriedade P2 existe s' E W(y) tal gue Us'JI<ee K - s c y y 

c B(s',l). Portanto, K CB(u,1) 
y 

onde u ~ s' + s E W(y)+W(y)C 
y 

c W(y). Logo, R f (t) -u U < 1 para todo t E7T-1 (y) e U u -aR~ 

=Hs'+sy-aD<e:+r'< r. Portanto, ff(y)nB(a,r)=/- )J para todo 

y E V e r f é sernicontínuo inferiormente em ~ . Pelo Teore-

ma de Michael existe g E Cb(~;E) que é seleção continua para 

r f. Logo, g(y) E W(y) ~ w#(y), se y E JSr· 

Consideremos h= go7f ECb(X;E). Como hl 
7T-\y) 

Ewr
~-1(y) 

que h E W. 

para todo y E X , e W é n-localizável, 
7T 

g(y)E 

resulta 

Mostremos agora que h E PW(f): fixemos x E X e seja 

y = 1T(x) EX Então: 
7T 

R h (x) -f (xH < sup_1 Uh (t) 
t E7T (y) 

-f (t)U_<. sup_1 Ug (y) 
tE7T(y) 

-f(t)ll< 1. 

Portanto, Uh- f R < 1 = dist(f;W) e h E Pw(f). 

2.6 TEOREMA: Sejam X u.m e.L>paç.o c.ompac..to Hau..6don66, E um e..õpa-

ç.o de. Banach c.om a p.!Lop!L-i..e.dade P 2 , A o C (X;E) uma 

au.to-adjun.ta e W C C(X;E) um .õube..õpaç._o ve_.to!tlal 6e.c.hado que. 

ê um A-módulo e tal que [x ~c [x ~ pa4a todo x E X. Então w 
-e p!toximlnal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam XTI o espaço quoci~nte X módulo A e 
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TI :X ->X a aplicação quociente. Basta notar que, pelo Teor e
~ 

ma 0.17, parte(a), W e n-localizável. 

2.7 OBSERVAÇÕES: 1) Como E= R e uniformemente convexo,se to-

marmos W ==A resulta _de 2.6 que toda subálgebra fechada A de 

C(X;R) é proximinal. Este resultado clássico se deve a Mazur 

(inédito) e as primeiras provas publicadas se devem a Semadeni 

e Pelczynski. 

2) Quando trocamos a propriedade P
1 

pela propriedade P
2 

po 

demos retirar, no exemplo 1.7, a hipótese de que as álgebras P2 

linomiais auto-adjuntas fechadas de C(X;E) devem conter as 

funções constantes para serem proximinais em C(X;E). 

2.8 EXEMPLO: Sejam X e E como em 2.6 e seja W C C(X;E) uma 

álgebra polinqmial auto-adjunta e fechada. Então w -e proxirni-

nal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Basta aplicar o Teorema 2.6 com A={~ o g;~E E*, 

g E W}. 

2.9 OBSERVAÇÃO: Seja E um espaço de Banach com a propriedade 

P 2 • Como P 2 implica P1 , resulta sob as hipóteses de 1.15 que 

para todo precompacto não-vazio BC C{X;E) temos cent(B) f- il, 

ou seja, cent(B;W) f~ quando W =C (X;E). Vamos estender este 
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resultado para outros A-módulos. 

2.10 TEOREMA: Sejam n e E como em 2.5 e lleja. B c CbCX;E) ptLe.

eampa.c.ta não- vaz-i.a. S e.j a w--c Ci:, (X;E) um .óub e.11 pa.ç.o ve.;tonia.t fl e.c.ha-

do n-loc.afizâve.l, e tal que. 
w 11f-1(y) 

ê c.on.ótante. pafl..a todo 

w E w. Se V ~ {w(y) ;y E x1f} tem a p11.op11.-éedade então 

cent(B;W) 7' %. 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo Lema 0.8, basta mostrar .que cent(B;W) 7'% 

se B C Cb (X;E) é precornpacto não-vazio e tal que rad (B;W) = 1. 

a) sup 
yE X 

1f 

Seja B nestas condiçÕes: 

rad(B ;W(y))< rad(B;W) 
y - onde 

fato, fixemos y E X • Então: 
1f 

in f 
sE W(y) 

sup O f (x) 
f E B_

1 
xE '1f (y) 

B 
y 

- s o 

~ u 
f E B 

w(x)~ < inf sup sup 
-wEW fEBxEX 

Uf(x) -w(x)D~ inf sup 
wE W f E B 

""' rad(B;W). 

b) Para todo y E X1f definimos 

-1 
f(1f (y)). 

Df - wO ~ 

-1 
r 8 (y)~W(y) n{sEE;IIf(t)- s0~1, tE1f .(y), fEB}. 

De 
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O conjunto r 8 (y) é fechado e convexo. 

Afirmamos ·que TB(y) é não-vazio. De -fato, pela Propo 

sição 2.4 existe s E cent(B ;W(y)). Então, sup sup _
1 

llf(i<) -sll~ 
y f E BXETI (y) 

~ rad(B ;W(y)) < rad(B;W)~l e s E rB(y). y -

O portador T
8 

e semicontinuo inferiormente em 

Sejam Yo E XTI, a E E e r > o tais que rB(y
0

) nBla,r) 

Escolhamos 
-1 

r B lyo > B (a,r). X ETI (y
0

) e s E n Tomemos 

tal que lls -all< r'< r e consideremos o < E <r -r' e 

dado pela propriedade P
2 

para esse E. 

X 
TI 

r' 

ó > o 

Como sE W(y
0
), existe w E W tal que 11 w(_x) - sJI < O' 

onde O < ô' < r' - H s - a U e 

-1 
E n {y

0
) temos: 

ó' < L 
2 

Então, para todo tE 

llf(t) -w(t}U_211f(t) -sll+lls-w(t)ll < l+ó'< 1 + 
ó 
2 

para toda f E B, 

ou seja, 
~f~ TI-l(y ) 

wl-1 ~<1+~ para toda f E B. Note tam 

o TI <Yo> 

bém que 
IIWITI-l(y) 

- alf_211w(x)- sii+Us-all <r'. 

o 

Como B e precompacto, sejam tais que 

ó ó 
B(f

1
,y), ... ,B{fn'2) cobrem B. 

ó 
< 1+-

2 
para i= 1, ... ,n. Por semicontinuidade superior,p.:i:r:a 

cada i=l, ... ,n existe vizinhança V. de y 0 em X tal que 
1 TI 

se então: llf ·[ -
w 1

' -1 
TI (y) 

ô 
wl-1 ld+T eiwl-1 -ai <r'. 

TI (y) TI (y) 
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n 

v= n vi' y E v 
i=l 

e f E B. Então ó fE B(f. ,-
2

) 
~o 

com 1 < i 0 < n e para todo 
-1 

t E1T (y) temos: 

llf(t)-wl ~2_11f(t)-fi (tlll+llfi (t)-wl ~< ~ +1+ 
-1(y) o o 1T-1(y) 

ó 2= 1 + ó. 

Logo, i fi -w 11 < 1 + ó 
-1 -1 

1T (y) 1T (y) 

para toda f E B. Escolhamos 

t E n-1 (y). Então, sy = w(t) E W(y) c W(y) e llsy-all=llw(t)- ali< r'. 

Como B - s y y e precompacto (pois B 
y 

;W(y)) = rad(By;W(y)) ~ 1, pela propriedade P 2 existe s'E W{y) 

tal que lls'll <E e B - s c B(s' ,1}. Portanto, 
y y By C B(u,1) 

onde u = s' + ---- -1 sy E W(y). Logo, 11 f(x) -ull2_ 1 prra todo x E n (y), 

para todo f E B e 11 u - ali = lls ' + s - a 11 < E + r' < r. Portanto, y 

f
8

(y)n B(a,r) f- [il para todo y E V 

feriormente em Xn. 

e r
8 

é semicontÍnuo in-

Pelo Teorema de Michael existe g •X ___,E • 1T seleção 

continua e limitada para r 8 . Logo, g(y) E W(y)= w#{y) para to

do y E XTI. Consideremos h=go TI ECb(X;E). Então h E W. 

Verifiquemos que h E cent(B;W): Fixemos x E X e seja 

y = n(x) EXn. Então: sup lih(x) -f(x)lf< sup sup_1 llg(y) -f(t~ 2_ 1. Logo, 
f E B f E B t En (y) 

sup 
xE X 

sup lih(x) -f (x) 11 < 
fEB 

h E cent (B;W). 

1. Portanto, sup li h- f li < 1 = rad (B;W) e 
fEB -
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2.11 DEFINIÇÃO.: um subespaço vetorial W c Cb(X;E) é dito um e~ 

paço de. S.tone.-We..i...e.Jr...6.tJr..a-!d 9e.ne.fl..allzado se para toda f E Cb (XjE}, 

f E w se, e só se: 

(1) para todo x, y E X tal que g Cx) ~ g (y) para todo g E w , 

f(x) =f(y). 

(.2) para todo x E X, f(x)E W(x). 

E fácil ver que todo espaço de Stone-Weierstrass é 

espaço de Stone-Weierstrass generalizado. Mas, a recíproca 

um 

-na o 

é verdadeira: tome V c E subespaço vetorial fechado próprio e 

considere W = Cb CX;V]c Cb (X;E). 

Banach com a pftopnie.dade. P2 . En.tão, .todo e.6 paço de S-tone-

We.i..eJLh.tJuu,-6 __ ge.ne.Jr.a.R.izado W c C (X;E) t:e.m a ptr..opJLie.da.de. do.& c.e.n-

-i:Jto~ de Cheby~hev em Jte.ta~iia ii óam1Ua da~ · pJteeampae-to• de 

C (X;E) • 

DEMONSTRAçl\0: Seja TI a aplicação quociente de X em X , on 
TI -

de Xn é o espaço quociente de X pela relação de equivalên

cia definida por W: x:==:y se, e só se, g{x) =g{y), para toda 

g E W. 

~ fácil ver que n é fechada e portanto, X é compac
TI 

to. O subespaço W é n-localizável, como verifica-se facilmen 

te a partir da Definição 2.11. O resultado segue do Teorema 2.10. 
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2.13 TEOREMA: Sejam X um e;;pa.ço oompa.o.to e E um e.! paço de 

Bana~h com a p~op~ledade P2 , BC C(X;E) p~eeompae~o não-vazLo, 

W c C(X;E) um ;;ube;;pa.ço ve.to~ia! 6echa.do, A c C(X:~) urna ;;ubá! 

geMa au.to-adjun.ta. .ta.! que [x]A C[x]W e AW c w. 

cent(B;W) r' fi. 

Então, 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam X o espaço quociente 
n 

X módulo A e 

1T : X -> X1T a aplicação quociente. Então W é rr-localizável. 

2.14 OBSERVAÇÃO: Como E =:R é uniformemente convexo, se tomar-

mos W=A resulta de 2.13 que cent(B;A) =/=% para todo precorn 

pacto BC C(X;R), quando A é uma subálgebra fechada. Entre-

tanto, neste caso vale um resultado mais geral. Com efeito , 

Smith e Ward [271 provaram que cent(B;A) =/=Jif para todo limita-

do B C C (X;:R) • 

2.15 EXEMPLO: Sejam X e E como em 2.13 e seja B C C (X;E) 

precompacto não-vazio, w·c C(X;E) uma álgebra polinomial auto-

adjunta e fechada. Então cent (B; W) =I= Jif. 

2.16 OBSERVAÇÃO: Como os subespaços de Stone-Weierstrass sao 

álgebras polinomiais fechadas auto-adjuntas resulta que todo 

subespaço de Stone-Weierstrass W é tal que cent (B;W) # ~ para 

todo B precompacto. Mas, como já vimos ém 1.18, vale um· resul

tado mais geral quando E é uniformemente convexo: Mach [ 16] 
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provou que cent (B;W) F% para todo B limitado se W e um 

Stone-Weierstrass. Ver também Thearem 3.9,Rov:ersi [ 26 1 que es-

tendeu o resultado acima para B C ~ (X;E) . 
00 

2.17 TEOREMA: Sejam X um e.~pa~o topolÕgleo pa~ac.ompacto de 

Hauõdoknn. e E um eõpaça de Banach. Seja w c Cb(X;E) um Jub

e.~paço ve.tonial 6e.chado tal que: 

(1) a 6amZ!~a V ={W(x);x E X} ~em a pkopk~edade P
2

• 

(2) p<Vta :toda g E Cb(X;E), H g(x) EW(x) qua!quek que 

x E X, então g E W. 

Então W :tem a p4apk~edade daJ oen~kaó de Chebyõhev em 4e!açãa 

ã. 6a.m1.Lia dolJ piL.e.compa.eto.6 de Cb (X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Basta mostrar que cent (B;W) ~ jiJ para todo sub

conjunto precompacto não-vazio B C Cb (X; E) e tal que rad(B;W) =1. 

Seja B C Cb (X;E} nestas condiçÕes. Definimos,para ·to 

do X E X, rB(x) = W(x) n{s E E;lif(x) -s 11 < 1, f E B}. 

O conjunto fB(x) e fechado e convexo. Pela P.roposi

çao 2. 4 temos que r B (x) f IJ. 

O portador rB e semicontínuo inferiormente em X. De 

fato, sejam x E X, a E E e r > O tais que 

Então existe sE E tal que: 

(i) llf(x)-sll<1, paratoda fEB. 
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(ii) s E WW. 

(iii) 11 s - a 11 < r. 

Seja r' tal que I! s -a 11 <r' < r e consideremos Ü<e<r-r'e 

ó >O dado pela propriedade P
2 

para esse E • 

Por (ii) existe w E W tal que lls -w(x)ff <O' onde 

O< é' < r' - /Js- ali e O' < -f . - o Entao: llf(x) -w[x)ll< l+o'< 1+2 

para toda f E B e llw(x) -ali .::_ô' + 1/s -ali <r'. Corno B e 

precompacto, sejam f 1 , ... ,fn E B tais que 

cobrem B. Por continuidade, para cada i= 1, ... ,n existe vi'zi 

nhança Vi de x tal que se 

e llw(t) -ali< r'. 

t E V
1
. então: llf. (t) -w[t)hl + §_ 

1 2 

Seja 

o E B [f. ,-
2 

) 
10 

n 
V = n V. • Tornemos 

i=l 1 

com e 

t E V e f E B. Ent~o, 

Hf (t) - w(t)ll df (t) -f. (t)n 
10 

+ llf. (t) -w(t)ll < 
10 

ó o -y+l+y ~ 1+ 6. 

Consideremos K ~ 
t 

U (f-w)(t), 
f E B 

o conjunto 

.S. rad (B;W) ~ 1 onde B = U f (t) • Pela propriedade 
t f E B 

f E 

+ 

e 

te s E W(t) ta1que llsii<E e llf(t)-w(t)-sll<1 para t~ 

da f E B. Seja u ~w(t) + s E W(t) Então, R f (t) - uD s_l, para 

toda f E B e Uu -ali< r'+ E< r. Logo, r 8 (tln B(a,r) ;')! pa-

ra todo tE V e rB é semicontlnuo inferiormente em X. 
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O Teorema de Michael garante a existência de g E Cb (X; E) 

seleção para fB. Logo, g(x) E W(x) para todo x E X e por 

(2) g E W. Claramente, g E cent(B;W). 

2.18 EXEMPLO: Sejam X espaço paracompacto Hausdorff, S C X 

subconjunto fechado, E um espaço de Banach com a propriedade 

P 2 e V c E um subespaço vetorial fechado. Então W={fECb(XiE); 

f(S)CV} tem a propriedade dos centros de Chebyshev em relação 

a familia dos precompactos de Cb(X;E). 

Com efeito, w e subespaço vetorial fechado. Vamos ve-

rificar a condição (2) do Teorema 2.17. Seja g E Cb(X;E) tal 

que g(x) E W(x) para todo x E X. Então existe wn EW tal que 

w (x)-:> g(x) e se x E s, w (x)E v. Como V e fechado,resu! 
n n 

ta que g(x) E V. Logo, g E W. 

Einprrticular, W={f ECb(X;E); f(s)=O, sE S} e W ={fECb(X;E); 

f(X) c v} têm a propriedade dos centros de Chebyshev em relação 

à família dos precompactos de Cb(X;E). 

2.19 OBSERVAÇÃO: Quando E é um espaço de Banach uniformemente 

convexo, Roversi [ 26 , Corollary 3 .3J mostrou um resultado 

mais geral; o subespaço W= {f E Cb(X;E);f(x) =0, x E S} tem a 

propriedade dos centros de Chebyshev em relação à família dos 

limitados de t (X; E). 
ro 

2.20 COROLÂRIO: Sejam X um eõpa~o compacto de Hauódo~66, e E 
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um eõ paço de Banach. Seja W C C (X; E) um C (X) -mô duto 6 echada 

tat que a 6amZt~a v~ IW1Xi;x E X} t~m a phophiedade p .Então 
2 

-lia do-5 p!Le.c_ompac.-t:o.s de. C (X;E). Em pa!LLic_u.faJt, W e p!Loxi.mJ..-

na.f em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Quando X é compacto, todo C(X}-módulo é loca-

lizável sob C(X) em C(X;E) e portanto a condição (2) do Teo 

rema 2.17 está verificada. 

2.21 EXEMPLO: Sejam X um espaço compacto de Hausdorff, e E 

um espaço de Banach com a propriedade P
2

. Então todo subespaço 

vetorial fechado W c C(X;E), que é um C(X)-módulo fechado,tem 

a propriedade dos centros de Chebyshev em relação à família dos 

precompactos de C(X;E}. 

2.22 EXEMPLO: Sejam X e E como no Exemplo 2. 21, { T } E X 
~ X X 

uma fam1lia no"~Lte:rne.n.te. eon.t.Znu.a. de isometrias de E, isto é, se 

f E E e x" -->x 

E C(X) e para todo 

então 

f E E 

T (f) -> 
xa 

definimos 

Tx(f). Para toda 

~(~,f):X->E por 

~(~,f) (x) ~~ (x)T (f). J'; claro que ~(~,f) E C(X;E). 
X 

Sejam I C C(X) um ideal e V c E um subespaço veto-

rial fechado. Consideremos W (I, V) = fécho do subespaço gerado 

pelo conjunto das ~(,,f),,EI e fEV.Então,W(I,V)CC(X;E) 
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e W(I,V} e um C(X)-módulo fechado. Logo, W(I,V) tem a prup:ti§_ 

dade dqs centros de Chebyshev em relação à farnilia dos precorrpactos de C (X;E). 

2. 23 SUBEXEMPLO: Sejam X = G grupo topolÓgico compacto, E = 

= Lp(G,~), 1 < p <oo, U= medida de Haar, Tx =translação por x. 

Sejam I C C (X) um ideal, V CE um subespaço vetorial fecha

do e W(I,V) definido como no exemplo 2.22. Então, W(I,V) tem 

a propriedade dos centros de Che~v em relação à famllia dos 

precompactos de C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: O espaço E= LP(G,u), 1 < p < oo e uniformernen-

te convexo. Logo, E tem a propriedade P2 . 

2.24 EXEMPLO: Sejam X localmente compacto e paracompacto, E 

com a propriedade P
2

,{Tx} x E X uma farrúlia forteJrente contínua de 

irometrias lineaxes de-E. Sejam A=K(X) cc
0

(X) e V c E um subes

paço vetorial fechado. Definimos W(A,V) como no exemplo 2.22. 

Então W(A,V) tem a propriedade dos centros de Chebyshev em re 

lação à familia dos precompactos de C0 {X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Como W(A,V) e K(X)-módulo localizável, basta 

mostrar que W(~,f) E C0 (X;E) para toda ~E A 

f E E. Seja e > O. Então: 

• b: E X;llw(~,f) (x)ll> d~·{x E X; li~ (x)~ (f)ll>ol~ 
• - X -

{x E.Xd• (x) I hxCnll.:-d~·{x E x·,j~(~) I Utll.:- d~ 

e para todo 

{x E X; I• (x) 1.:- ll~ll} é compacto, pois • E A c c0 (X). 



§3. A PROPR!EVAVE P3 

3.1 DEFINIÇÃO: Sejam E um espaço de Banach e V uma família 

de subespaços vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a 

propriedade p3 se dado E > o existe o > o tal que para todo 

s E E e para todo VE v com dist (s;V) < 1 e ns 11 < 1 + o exis 

te v E v com llv n < E e lls-vll<l. 

Quando a família v de todos os subespaços vetoriais 

fechados de E tem a propriedade P3 diremos que E tem a 

propriedade P
3

. 

3.2 OBSERVAÇÃO: A propriedade P 2 implica a propriedade p3 . 

Logo, os espaços de Banach uniformemente convexos sao exemplos 

de espaços que possuem a propriedade P3 • 

3.3 EXEMPLO: Para todo espaço de Banach E, a famÍlia V ={{o},E} 

tem a propriedade P3 . 

DEMONSTRAÇÃO: Sem perda de genera~idade, seja O <c< 1 dado. 

Sejam sE E e V E V tais que dist(s;V) 2_1 e Dsll < l+ E. 

CASO 1: Se v ~{O}, então v~o é tal que llvH<E.eHs-vn~nsH< 1. 

CASO 2: Se V ~E: 

a) Se '11 s H < 1, então V ~ 0 e tal que li vil < E e 11 s- vH~H s H < 1. 
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b) Se ffsll> I, então v~ dsH-1 s é tal que llvll~c e lls-vu~ 

-1 -L -1 
~lls-dsll sll~lls(l- dsll /ll~llsll(l-EIIsll ) ~llsll-o<l+E -E~l. 

3.4 PROPOSIÇÃO: Sejam E um e..õpaç.o de. Banac.h e V uma 6arnl.i-<..a 

de ~ube~paço~ ve~a~iai~ 6eohada~ de E oom a pkopkiedade P
3

• 

Então todo W E V é pftoxlmlnai em E. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja w E V. Basta mostrar que PW (f) =f Jf para to 

do f E E tal que dist (f;W) ~ 1. 

Tomemos € > O e seja ó > O dado pela propriedade 

P
3 

para esse E. 

Como dist(f;W)~l existe sEW talquellf-sll<l+o. 

Agora, dist(f- s;W) =dist(f;W} = 1 e pela propriedade P
3 

exis 

te v E W tal que HvH < E e llf- s -vil·-< 1. Logo, s +v E PW(f). 

OBSERVAÇÃO: Segue imediatamente da proposição 3.4 que se E tem 

a propriedade P3 então todo subespaço vetorial fechado W C E 

é proximinal em E. 

3.5 TEOREMA: Sejam x um eõpaço topotõgioo panaeompaeto de 

HauõdM66 e E um eopaça de Banaoh. Seja W C Cb(X;E) um oub 

e.õpaço vetonlal óec.hado tal que: 

(2) paka todo g E Cb(X;E), õe g(x)E W(}0 quatqu~~ que õeja 
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x e X, então g E w. 

E11.tão W e: p!t.oxi.m-i.na.l em .Cb (Xj_E}. 

DEMONSTRAÇÃO: Basta mostrar que PW(f) ;')5 para toda f E S,(X;E). 

tal que dist (f;W) = l. 

Seja f nestas condições. Definimos 

n {s E E; llf (x) - s 11 <_ l} para todo X E X. :Õ: fácil ver que f f(x) 

é convexo e fechado. Pela proposição 3.4, ff(x) f._0',pois dist(f(x); 

W(x)) < dist(f;W). 

Vamos mostrar agora que r f e semicontínuo inferiormen 

te em X. Sejam x E X, a E E e r > O táis._que rf(x) tiB(a,"r) fy!. 

Então, existe s E E tal que: 

(i) ilf(x)- sD < l. 

(ii) s E W(x). 

(iii) Rs -ali< r. 

Seja r' tal que lis-a[[ <r'< r e tomemos 

sideremos li > o dado pela propriedade p3 

Por (ii) , existe wEW tal que 

o < s < r - r' . 

para esse E . 
Uw(x) - sO < o' 

o < o' < r' - lls -ali e o' < li • Então: llw (x) -all<llw(x) - sll 

+ li 5 -a 11 < r I e nf (X) - W (X)/ ..::. 1 + Ó I < 1 + Ô o 

con 

onde 

+ 

Seja v uma vizinhança de x tal que se t e V entao 

Uf(t) -w(t) 11 < l +o e llw(t) -ali <r'. 

Tomemos tE v. Desde que w(t) EW(t), dist(f(t)-w(t); . 
W(t)) = dist(f(t);W(t)) <_dist(f;W) =l. Pela propri~ciade 
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existe v E W(t) com llvll < E e llf(t) -w(t) -vil < l. Seja 

u=v.+w.{t.l. Então: 

a) uEW(t). 

b) llu-all=llv+w(t) -ali <E+ r'< r. 

c) llf(t) -ull < l. 

Portanto, u E r f (t) nB (a,r). Mostramos então que rf(t) nB(a,r)~,0 

para todo t E V, ou seja, r f é semicontinuo inferiormente em 

X. Pelo Teorema de Michael existe g E C(X;E) seleção continua 

para rf, ou seja, 

E w (x) para todo 

g E Cb(X;E). Como 

g(x) Eff(x), para todo 

X E X e por (2) g E W, 

llg- f 11= sup llg(x) -f (x) 11 
xEX 

X E X. Logo, g(x)E 

pois - claro e gue 

<l temos que gE 

3.6 COROLÂRIO: Sejam X um e.ópaç..o c.ompac..to de Hau.ódott.66, e E 

um e;;paço de Banach. Seja W c C(X;E) um C(X)-môdulo 6eeha.do 

~ai' que a 6amZlia. V ={W(x);x E X} ~em a pa.opa.ied~de P 3 .En~ãa 

-w e ptt.oxlrninal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Quando X é compacto, todo C(X)-módulo é loca-

lizável sob C(X) em C(X;E) e portanto a condição (2) do 

teorema 3.5 está verificada. 
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3. 7 COROLÂRIO: Se.ja.m X e E corno no Colt.a.f.â.ll..i..a 3.6. En.tiio,to-

do C(X)-mÕdufo fieehado WCC(X;E) -tafque W(x)={O} ou E, 

palt.a ~odo x E X, ê p!t.ox..i..rn..i..nal em C(X;E). 

3.8 COROLÂRIO: Sejam X um eõpa~a pa~aeompae-to de Hauódo~&& e 

E um e..6paç.o de. Ba»ac.h c.orn a p.!Loph..ie.da.de P
3

• Seja W CCb(X;E) 

um õubeõpaço ve-to~iaf 6eehado -tal que 1>e g E Cb(X;E) e g(x) E 

pa.Jta :todo X E X, en.tão g E w. Então, W -e p!tox.-i..minal 

3.9 COROLÁRIO: Sejam X um eõpaço eompae-to de HauJ>dMn6 e E 

um e..6paço de. Banach com a p!t.oplt.iedade. P
3

• En:tão,:todo C(X)-mÕ

dufo fiechado W c C(X;E) ê p~axJminaf em C(X;E). 

3.10 EXEMPLO: Sejam X e E como no Corolário 3.8. Seja s 

um subconjunto fechado de X e v um subespaço vetorial fecha 

do de E. Então W ~{f E Cb (X;E) i f (S) C V} é proxirninal em 

Cb (X; E). 

Quando V={O}, W={f E Cb(X;E); f(x) =O,x E S} é pro

ximinal em Cb(X;E), qualquer que seja o espaço de Banach E.Corn 

efeito, por 3.3 a família {W'("X) ;x E X} ={{O} ,E} tem a proprie-

da de w satisfaz a condição (2) de 3.5. 

3.11 PROPOSIÇÃO: Sejam Y c.ompac..to, V c C(Y;JR) Jte.-tic.u.tado ve.to 

inf 118 IJI >O. Então 
yE y yl 

V = {v} tem a piLo-
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DEMONSTRAÇÃO: Sem perda de generalidade, podemos supor O < s < 1. 

Sejam < inf 11 ó J. 11, ~o < 1 
y EY YV 

e f E C (Y) 

com llfll <1 + ó e dist(f;V)<l. 

Por Blatter [6], V é proximinal em C (Y) • Portanto, 

existe h E V tal que llf -hll = dist(fiV) < 1. 

Fixemos t E Y. Então, existe gt E v tal que o .:'.gt(y).:'_ 

< 1 para todo y E y e \o < gt (t) < 1. Seja ut urna vizi-
~ 

nhança de t tal que ~o < gt(y) < 1 para todo y E ut. Por 

compacidade, existem 

Seja g 

para todo y E Y. 

tl, ... , tn E y 

max 
i 

gt .. Então 
l 

tais 

g E V 

n 
que y c u ut .. 

i=l l 

e O < O < sg (y) < E 

Definimos p(y} = sg(y). Então p E V e O < ô < p(y)2_ 

E. < 1 para todo y E Y. 

Seja h' = (h A p) v (-p). Então: 

1) h' E V. 

2) llh'll ~ llp 11 < E. 

3) Precisamos mostrar que 

Seja y E Y: 
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CASO I: jh(y) j_::p(y). Portanto, h' (y) = h(y) e lfCyl -h(y) I = 

=jf(y)- h'(y)j_::l. 

CASO II: h(y) >p(y). Portanto, h(y) >0 e h'(y) = p(y). 

(i) f(y) ~O. Então: 

-1 <-E.:'. -p(y) ':_ f(y)- p(y) = lf(y) 1-p(y)':_ 1+Ó- Ó= 1 e por

tanto, lf(y) -h' (y) l=lf(y) -p(y) 121. 

(ii) f(y) <O. Logo, f(y) <h(y) e portanto, jf(y) -h(y)j=h(y)

-f(y) =h(y)+jf(yJ!.IJá1',jf[yll=lf(y) -h(y)j- h(y) <1-p(y). Então, 

ifCyl -h' Cyll =ltcyl -p(yll :_ lfCyl I+ p(yl 21. 

CASO III: h(y) <-p(y). Portanto, h' (y) =-p(y). 

(i) f(y)':_O. Então: 

-1 = -(l+ó) + ó< f(y) +ó<f(y) +p(y).<.p(y) < E<1 e portanto, 

lf(y) -h' (y) l=lf(y) +p(y): ."l. 

(ii) f (y) >O. Logo f (y) >h (y) e portanto, I f (y) -h (y) I= f (y)

- h(y) =lf(y) 1- h(y). Dai, lf(y) l=lf(y) -h(y) I+ h(y) :_1-p(y) .EQ 

tão, lf(y) -h' (y) l=lf(y) +p(y) 1_:;_1-p(y) +p(y) =l. 

3.12 EXEMPLO: Sejam X um espaço topológico paracompacto de 

Hausdorff, Y um espaço compacto de Hausdorff e V C C(Y} como 

na proposição 3.11. Seja W ={f E Cb(X;C(Y));f(X) CV}. Então 
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W é proximinal em Cb (_X i C (_Y)) • 

DEMONSTRAÇÃO: Para todo x E X, W"(_x) =V. Pela Proposição 3 .11, 

V= {W(x);x E X}= {V} tem a propriedade P
3

. Já vimos em 2.18 

que W goza da condição (2) do Teorema 3.5. Portanto, W e pr~ 

ximinal em Cb(X; C(Y)). 



§4. A PROPRIEVAVE M1 

4.1 DEFINIÇÃO: Sejam E um espaço de Banach e V uma familia 

de subespaços vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a 

propriedade M1 se: 

1) para todo V E V, V é' proximinal em E. 

2) Dado E > O existe ô > O tal que se f E E, V E V e 

v E v n ii(f,dist(f;V) +o) então dist(v;Pv(f))< c. 

4.2 EXEMPLO: Seja E um espaço de Banach e V a coleção de 

todos os subespaços vetoriais fechados de E que tem a propri~ 

dade das 1 ~ - bolas fechadas em E. Então V tem a propri~ 

dade M
1 

. 

Recordamos que um subespaço vetorial fechado V c E tem 

a propriedade das l 
1 2 bolas fechadas em E (Yost [ 30] ) se da 

dos a
1 

EV, a
2 

E E, r
1

>o,r2 >0 tais que lla1 -a2 11<<r1 +r
2 

e 

Para provar que a coleção V acima tem a propriedade 

M
1

, observemos inicialmente que Yost provou [Lemma l.l(i), 30] 

que todo elemento v E V é proxirninal em E. 

Por outro lado, dado E > O consideremos O < O < n <E.. 

Sejam f EE, V E V e v E V nB(f,dist{f;V) +O) dados. Então 

llv-fll <dist(f;V) + n. v E v, f E E e B(f;dist(f;V))n v t- jl 
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pela primeira parte. Corno v tem a propriedade das l l 
2 

-bo 

las fechadas, B(v,n) nii(f;dist(f;V))n v" fi, isto e, existe 

s E V, com 11 s- vil..:::_ n e lls- f 11 < dist(f;V). Logo, 

e portanto, dist (v;PV (f)) 2 n <E. 

4.3 PROPOSIÇÃO: A p~op~iedade M1 implica a p~op~iedade P 3 . 

DEMONSTRAÇÃO: Seja E > O dado. Consideremos ô > O dado pe

la propriedade M1 correspondente a ~ > O. Escolhamos n e E;, 

tais que: 

(i) 0<2n < ó. 

(ii) 0 < l;<n, 0 <·t;, < 1, 3t;, < DE· 

Sejam f E E e V E V tais que dist (f;V) :5_1,11 t'll < 1 + t;. 

a) Se llf 11 < l então s = O E V e tal que llsll < se llf- s 11 < l. 

b) Suponhamos 11 f IJ > 1. 

Seja d(f) =dist(f;V). Então d(f) < 1 < llfll. Portanto', llfll- d(f)>O. 

CASO 1: l - d(f) :5_ n 

Então, 1+ E;,<l+ n:5._2n+ d(f)< d(f)+ ó. Portanto, o EVnB(f, 

d(f) + ó). pois llfll < 1 + ~. Pela propriedade M1 , dist(O;PV(f))< i"· 
Portanto, existe sE PV(f) tal que 11 s - 011 = 11 s ll < s Como 
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lls -fll <d(f)< 1 obtivemos s E V como queriamos. 

CASO 2: l - d (f) > n . 

Escolhamos h E PV(f). Logo, Uf -hll~ d(f). Seja Hll -1 
a~ÜII-d(f)" 

Portanto, O<a<l e se definimos s=ah temos sE V e 

llf-sll~ll(l- a)f+ af-sll~ll(l-a)f+ a(f-h)ll<(l-a)llfll+allf-hll~ 

l -d (f) 
~ (1-a)llfll +ad(f) ~ l. De fato, l-a~ llfll- d(f) e dai, 

l ~ (1- a) (llfll -d(f)) +d(f), ou seja, 1 ~ (1- a) llfll + ad(f). por 

tanto, llf - sll < l. 

Por outro lado, llsll ~ a llhll< a (d(f) + llfH) ~ 

llfll - l 
~ 

llfll -d(f) [d(f) +llflll< 1 d (f) [ l + l + l] < K < E 
n 

llfll-d(f) > 1-d(f) > n,llfll-1< f, e d(f)2l. 

desde que 

4.4 TEOREMA: Sejam X um e~paço ~opo~Õg~co panacompacto de 

Hauõdo~66, e E um eõpaço de Banach. Seja W c Cb(X;E) um õub

eópaço veto~iat 6echado tat que: 

(l) a 6am1tia V~ {W(x);x E X} tem a p~op~~edade M
1

• 

(2) pMa todo g E Cb(X;E), õe g(x)E W(x) qualque~ que õeja 

x E X, então g E W. 
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DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 4.3, V tem a propriedade P
3

. o 

resultado segue do Teorema 3.5. 

4.5 EXEMPLO: Sejam X um espaço compacto de Hausdorff e E um 

espaço de Banach, W C C(X;E) um C(X)-módulo fechado tal que 

cada ~ tem a propriedade das 1 ~ bolas fechadas em E. 

Então w é proxirninal em C(X;E). 

4.6 EXEMPLO: Sejam X e E como no exemplo 4.5 e W C C(X:E) 

um C(X)-módulo fechado tal que W(}0 é um M-ideal para todo 

x Ex. Então W é proxirninal em C(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: Como todo M-ideal de E tem a propriedade das n-

bolas fechadas (Theorem 2.20, pg.52, Behrends[4 ]) resulta que 

todo M-ideal de E 

em E. 

tem a propriedade das 1 1 
2 

-bolas fechadas 

4. 7 EXEMPLO: Sejam X e E como no Teorema 4 A, S c X sub-

conjunto fechado e v c E um subespaço vetorial fechado com 

a propriedade das 1 ll -bolas fechadas. Então 
2 

f (S) c V} é proximina1 em Cb(X;E). 

W= {f E '1,(X;E); 

DEMONSTRAÇÃO: Por 4.2,a familia V ={W(x) ;x E X} tem a pro-

priedade M
1

• 
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4.8 EXEMPLO: Sejam X, S e E como no Exemplo 4.7.Seja V c E 

um subespaço vetorial fechado. Então, W ={f E Cb(X;E);f(S)CV} 

-e um subespaço proximinal de Cb(XiE) nos seguintes casos: 

( l) V e um M-somando. 

(2) V e um M-ideal. 

(3) v e um semi-L-somando. 

(4) V e um L-somando. 

DEMONSTRAÇÃO: (1) Todo M-somando tem a propriedade das 1 ~ - bo 

las fechadas, e podemos usar o resultado 

que todo M-somando tem a propriedade das 

do Exemplo 4.7. O fato 

1 1 T - bolas fechadas 

resulta da caracterização dos mesmos devida a R. Evans [ 9 J: 

"Um subespaço vetorial fechado V de um espaço de Banach E e 

um M-somando se, e só se, n B. n v ;i 11 
i E I 1 

para toda família de 

bolas fechadas (:81 ) 1 E I tal que B.n V ;i í) (iEI) 
l 

- " e n B. ;i í). 
i E I 1 

(2) Já vimos que todo M-ideal tem a propriedade das 1 ~ - bo

las fechadas. 

(3) Um semi-L-somando V e por definição um subespaço de 

Chebyshev de E tal que a sua projeção métrica satisfaz llf 11~ 

~IIPV(f) ll+llf- PV(f) 11, para todo f E E. 

Sejam a
1 

E v, v n B(a
2
,r

2
) '1- ~ e lla

1 
-a2 ll·< r

1 
+r

2
• Seja 
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d ~ dist(a
2
;V). Logo, d.::_r

2
. Por outro lado,IIPV(a 2 -a 1 )-(a 2 -a 1 )11~ 

5 dist(a2 -a1 ;V) ~ dist(a2 ;V) ~ d ~IIPV(a 2 ) -a2 H. Mas, PV e gu~ 

se-aditiva, logo IIPV(a 2 ) -a111 dpv(a
2 
-a 1 )11~11a 2 -a

1
11-IIPVCa

2 
-a

1
)

- (a 2 -a
1

)il<r
1 

+r
2 

-d. Se d~r 2 ,11PV(a 2 ) -a
1

11<r
1 

e portanto, 

PV(a
2

)E V n Bca
1
,r

1
) nB(a

2
,r

2
). Se d < r

2
, seja E= r

2
- d > O. 

Então, 11Pv(a 2 ) -a
1

11 <r
1 
+c. Logo, vnB(Pv(a

2
), E) e vnB(a

1
,r

1
) 

têm intersecção não-vazia. Seja v E V um elemento dessa inter 

secçao. Temos llv-a 2 11.:_11v-PV(a2 )11+11PV(a 2 ) -a 2 H .:_E+ d ~ r 2 e 

llv-alll <rl. Logo, v E v n B(a2,r2)nB(al,rl). 

(4) Um L-somando V e por definição um subespaço vetorial fe

chado que é a imagem de uma L-projeção, isto é, E = V e N on

de V= P(E), N = P-1 (0), para alguma projeção linear continua 

P: E---.. E tal que llfll =IIP(f)ll +lif -P(f)ll, para todo f E E. ll 

fácil ver que V e então um subespaço de Chebyshev 

mostra que todo L-somando é um semi-L-somando. 

e p ~ p 
v 

Vemos assim que em qualquer um dos casos (1) - (4), o 

subespaço V tem a propriedade das 1 ~ - bolas fechadas e por 

4.7 resulta que W é um subespaço proximinal de Cb(X;E). 



§S. A PROPRIEVAVE M2 

5.1 DEFINIÇÃO: Sejam E um espaço de Banach e V uma família 

de subespaços vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a 

propriedade M
2 

se: 

l) para todo V E V e para todo precompacto B c E, cent(B;V)~ 

2) Dado E > O existe 6 > O tal que se V E V ,B c E e pre-

compacto e v E vn n B (f, rad (B;V) +O) então dist(v;cent(B;V))< 
fEB 

< E • 

5.2 OBSERVAÇÃO: A propriedade M
2 

implica a propriedade M
1

. 

5.3 EXEMPLO: Sejam E um espaço de Lindenstrauss e V= {VC E; 

V é M-ideal}. Então V tem a propriedade M2 . 

DEMONSTRAÇÃO: l) cent(B;V)~ ~ para todo BC E precornpacto 

e para todo V E V (ver [17] ) . 

2) Dado e > O tornemos ó = E. Sejam B c E precompacto,vE V 

e v EV n n B(f,rad(B;V)+ 6). Então, obviamente 
fEB 

B(v,ó) n 

n B(f,rad(B;V) )~ ~, para todo f E B. Desde que' n :8(f,rad(B;V))n 
f E B 

nv = cent(B;V) ji~, as bolas B(f,rad(B;V)),f E B seintersectam 
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duas a duas. Como E e espaço de Lindenstrauss , B(v,oln 

n n B (f, rad (B; V)) -1 f,J. Além disso, cada uma das bolas acima 
f E B 

intersecta V. O resultado segue do seguinte lema: 

5.4 LEMA: Sejam E e V c.omo no e.xe.mplo, B c E plr.e.eompac..to 

e. r > o. A.t..óuma que. B (f ,r) n v I Y1 pa!La todo f E B 

f~ 8 B(f,r) ;'il. En:tão n B(f,r)nV;'jl. 
f E B 

DEMONSTRAÇÃO: Mach [ 17 ] . 

que 

DEMONSTRAÇÃO: Seja E > O dado. Consideremos 8 > O dado pe-

la propriedade M2 correspondente a ; . Escolhamos 

tais que: 

n e ~ 

1) O < 2n < o. 

2) o < I;< n. o < s < 1, 3S < DE • 

Seja V E V, K c E precompacto, K c B (O, 1 + .; ) e rad (K ~V) < 1. 

a) Se IIKII ~ sup l/f li < 1, K CB(0,1). Então, s ~O E V 
f E K 

tal que l!s/l< r: e K C B(s,l). 

-e 
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b) Cuponhc..mos 1< sup l!fli :::;nz~:: Então, __ à(K;V) < 1 <IJIC: 
f E K 

·CASO L 1-rad(K;V) < n. 

Então~ 1+!; <1 + n_:: 2n + rad(K;V)< ó+ rad(K;V). Portanto, O E 

E v n n B(f,ra( (K;V) +ó) pois !JKII<l-t {,. "Pela prop:r:-ieda-
f E K 

de M2 , dist(O;c .nt(K;VD< 
E 

2 Logo r existe sE cent(K;V) tal 

que lls -011 = lls!l <E. Corr.:J sup lls -fi/_::_ rad(K;V):5._ 1 
f E K 

s E V como queriamos. 

CASO 2: 1-rad (K;V) > n. 

obtivemos 

Escolhamos h E cent (K;V) • Portanto, sup 11 f -h li = rad (K;V) . se
fE K 

ja 
n Kll- 1 

o:= lrKII _ ra(i{'K;V) • Logo, O< a < 1 e se s =a h então sE v 

e, para todo f E K tem-se: flt-s,,~ll(l-a)f+af-sll~llil-a)f + 

+a(f -h) li <(1- a) llfll+ ali f -hll.:c_(l- a) IIKII + arad(K;V) ~ l. De fato, 

1 - Ct = 
l - rad (K;V) 

IJKI! - rad (K;V) 
e daí, l ~ (l -a) ( 11 Kll - rad (K;V) )+ rad(K;V). 

Portanto, sup llf- sll 2_1, isto é, K CB(s,l). 
f E K 

Por outro lado: llsll~ allhiJ.::_a (rad(K;V) + IIKII) ~ 

IIKII - l 
[rad (K;V) + IIKII] <1 _ r!d (K;V) [l +l+l]< ~r; < E IIKII - rad(K;V) 
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desde que IIKII - rad (K;V) > ·-- rad (K;V) > ~, IIKII -1 < E; e 

rad (K;V) < 1. 

5.6 TEOREMA: Sejam X um e~pa~o ~opotâgi~o pahac. orn pac-to de 

Ha.utdoJt66~ e E um e..ópaç.o de Banach. Seja w ccb (X;E) U/ti .óube.ó 

paço ve.-toJL~al üec.hado ~ai que: 

(1) a 6amlüa V ~ {W(x) ;x E X} 

(2) pah.a :todo g E Cb(X;E), ~e g(x)EW(x) qua.l'quM que õeja 

X E X, então g E W. 

En.:tão, pa.Jta :todo p!tec.ompac..to não-vazio B c Cb(X;E), cent(B;W)f;Y. 

DEMONSTRAÇÃO: Pela Proposição 5.5, V tem a propriedade P2 . 

O resultado segue do Teorema 2.17. 

5.7 EXEMPLO: Sejam X um espaço compacto de Hausdorff, E um 

espaço de Lindenstrauss, B c C(X;E) precompacto não-vazio. se-

ja WCC(X;E) .m C (X) -módulo fechado tal que W (x) é M-ideal, 

para todo x E X. Então cent (B;':ro/) 1- f1. 

DEMONSTRAÇÃO: Nestas condições, V= {W(x);x E X} tem a propri~ 

da de M , e a condição (2) do Teorema 5.6 se verifica pois w- é 2 . 

localizável em C (X;E}. 
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5.8 SUBEXEMPLO: Sejam X e E como no exemplo 5.7, se X fe

chado e V c E um M-ideal. Então W ~{f EC(X;E);f(S)C V} tem a 

propriedade dos centros de Chebyshev em relação à familia dos 

precompactos de C(X;E). 



§6. A PROPRIEVAVE M3 

6.1 DEFINIÇÃO: Sejam E um espaço de Banach e V uma família 

de subespaços vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a 

propriedade M3 se: 

l) para todo V E V e para todo limitado B t: E,cent(B;V) # $. 

2) dado E > O existe ó > O tal que se V -E V, B L(E é li 

mitado e v EV n n B(f,rad(B;V) + ô) então dist(v;cent(B;V))<E. 
fEB 

6.2 EXEMPLO: Sejam E um espaço de Banach com a propriedade da 

intersecção binária e V ={V c E; V é M- somando}. Então V tem 

a propriedade M3 . 

DEMONSTRAÇÃO: 1) Sejam V E V e B C E limitado. 

inicialmente que cent(B)= n 
nEN 

n 
f E B 

leção de bolas fechadas B = ÜÍ(f,rad(B) 

B(f,rad(B) 

1 +-). n 
n ' 

Observemos 

+...L). 
n 

A co-

E E, f E B} é 

tal que elas se interceptam duas a duas. Como E tem a propri~ 

dade da intersecção binária, cent (B) i fj; isto mostra que E ad 

mi te centros. Como V é M-somando, o Theorern 2. 3 de Mach [ 17], 

implica que cent (B;V) f~. 

2) vamos usar a seguinte caracterização de M-somando (ver Evans 

[ 9 l) : 
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"Seja V um subespaço vetorial fechado de um espaço de Banach 

E. Então v é um M-somando se, e só se, n B. n V f% 
i E I l 

-

para 

toda familia de bolas fechadas (B.) tal que 1 iEI 
B. n v f % 

l 

(i E I) 

6) • 

e n Bi -=/ ~".(ver também: Behrends f 5 ] , Corollary 
i E I 

Dado E > 0 tomemos 0 < Ô< n< E .Sejam V E V 1 B C E 

limitado e v E V n n B (f ,rad (B;V) + ó) • Queremos encontrar 
fEB 

v
0 

Ecent(B;V) tal que Jlv-v
0

Ji< E, isto é, v
0

E V que perte!!:_ 

ça à intersecção da familia {:8 (f ,rad (B ;V) ) ; f E B} U { B (v, E)}. En 

tão: 

i) v n :8(v, ó) -=J ~ trivialmente. 

ii) Seja f E B. Corno rad(B;V) > dist(f;V), V n B(f,rad(B;V)) ::::> 

::::>v n B(f,dist(f;V)). Como todo M-somando e proximinal (ver 

0.13), v n B(f,dist(f;V)) f %. Logo, V n B(f,rad(B;V)) f%. 

iii) Como v E V n n :8 (f ,rad (B;V) + ô) então, obviamente B(v,n)n 
fEB 

n B(f,rad(B;V))f% para todo f E B. Desde. que· n B(f,rad(B;V))n 
fE B 

n V= cent(B;V) f-~, as bolas B(f,rad(B;V)) ,f E B se intersec 

tam duas a duas. Como E tem a propriedade da intersecção biná 

ria, n :B(f,rad(B;V) )n B(v, n) -=/ f1. Pela caracterização de 
f E B 

M-somandos existe v n n B(f,rad(B;V)) n 
f E B 

ou seja 
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v
0 

E cent (B;V) e llv -vil< n <e e portanto, dist(v;cent(B;V))<e:. o -

6.3 DEFINIÇÃO: Sejam E um espaço de Banach e V uma família 

de subespaços vetoriais fechados de E. Dizemos que a familia 

V tem a propriedade P2 (b) se dado E > O, existe ó > O tal 

que para todo V E V e para todo limitado B c B (O, 1 + ó) com 

rad(B;V) _:::.1, existe sE v com llsl! < E e B c:B(s,l). 

6.4 PROPOSIÇÃO' A p!I.op!I.-éedade M
3 

-émp.l..iea a p1Lop!I..iedade P
2

(b). 

DEMONSTRAÇÃO: Análoga a da proposição 5.5. 

6.5 TEOREMA: Sejam x um e.hpaço topo!Õglco panacornpaeto de 

Hauõdo!I.ii, e E um eõpaço de Banaeh. Seja w c Cb(X;E) um õub 

e.~pa~o ve.ton~al 6e.chado tal que.: 

(l) a naml.l..ia V~ {W(x);x E X} 

(2) paha .todo g E Cb(X;E), .6e g(x)E W7X) qua.tque.Jt que. .he.ja xE 

E X, então gE W. 

Então w .tem a p!t.optd .. e.dade. do-6 ce.ntll.D.ó de. Che.byilhe.v e.m Jr.e.la

ção ã 6am1fia dail pante..h llmi.tada4 e e.qu~contlnua~ de Cb(X;E). 

DEMONSTRAÇÃO: A demonstração é análoga à demonstração do Teore-

ma 2.17 e depende do seguinte lema: 
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6.6 LEMA: Se.jam X,E e W c.omo ac...{.ma. Se. B CCb(X;E) é wn .6Ul!_. 

c.onjunto lim-Ltado e e.quJ..c.on.tZnuo :ta.t que. rad{B;W) = 1 e .6e de.6:!:_ 

n.i.moó paJLa todo x E x,r
8 

(x) ~w(x) n {sE E; ilf(x)- sll é: 1, f E B} 

então O pofttadoft rB ~ .6e.rnJ..c.on.tlnuo J..nôe.hionme.nte. e.m X. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam x E X, a E E e r > O tais que 

n B(a,r) f. YJ. Então existe sE E tal que: 

(i) llf(x)- sll < 1, para toda f E B. 

(ii) s E W(x). 

(iii) lls -ali <r. 

Seja r' tal que lls-all< r'< r e consideremos O <E: <r-r' e 

C > O dado pela propriedade P 2 {b) para esse E • 

Por (i i) existe w E W tal que li s - w (x)ll < O 1 onde O < 

<ó'cr' -lls-all e ó' < -º--2 
Então:!lf(x) -w(x)ll < 

para toda f E B e IJw(x) -ali <0' +lls-al! <r'. 

o 
l+ó'< l+-2 

Corno B - w é equicontínuo existe vizinhança v de x 

tal que se tE V então: 

ll(f 7W) (t)- (f -w) (x)llé:o' < 
o 
2 e !lw(t)- ali< r'. Portanto, 

llf(t) -w(t)!l<llf(t) -w(t) -f(x) +w(x)ll+ llf(x) -w(x)O<l+ ~ + 0
2 

~ 

= l+Ô para toda f E B. 
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< rad (B;W) = 1 onde B ~ 
t 
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U (f -w) (t), para 
fEB 

u f(t). 
f E B 

t E V. O 

Pela propriedade P2 (b) existe sE W(t) tal 

con-

que 

llsll < c e llf(t) -w(t)- sll < 1 para toda f E B. seja u ~w(t)+ 

+sE W(t). Então, llf{t) -ull < 1 para toda f E B e llu -ali<r' + 

+E< r. Logo, rB(t)n B(a,r) f $J para todo tE V e fB e se 

micontinuo inferiormente em X. 

6.7 COROLÂRIO: Sejam X um elipa~o pa!Lacompac;to de HauiidOJL66 e 

E um e..ópaç.o de. Banach com a plr..opJr.-i.eda.de. da J.Me.IL-óe.c.ç.ão blná..Jr..la. 

Seja w c cb (X;E) um wbe.õpa~o ve:tOJLiai' 6echado :tal que: 

(1) cada W(x), x E X, é M-.óama.ndo; 

( 2) óe g E Cb(X;E) e ;ta,/' que g(x)E W(x) pa.Jr.a. ~odo x E X ' 

e.n.tão g E w. 

En.tão W .tem a plr..oph-i.e.da.de. do.ó ce.n.thO.ó de. Che.by.óhe.v e.m Jr..e.la.ç.ão 

ã_ 6amLtia. da.ó pa.Jc.:te..ó limltada.t. e e.quic.on:t1.nua.6 de. Cb (X; E). 

6.8 OBSERVAÇÃO: Roversi [ 25] mostrou que sob as hipÓteses fei-

tas sobre X e E do Corolário 6.7, todo subespaço de Stone-

Weierstrass W c Cb(X;E) tem a propriedade dos. centros de 

Chebyshev em relação à família das partes limitadas e equiconti 
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nuas de Cb(X;E)~ (Ver Teorema 3.10, Roversi [ 25]). Entretanto, 

nem o Teorema 3.10 [ 25] é consequência de nossos resultados,nem 

por sua vez os resultados 6.5 e 6.7 da presente Tese são Corolá 

rios dos resultados de [25]. 
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