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INTRODUGAO

Esta Tese estuda a existéncia de melhores aproxima-
¢oes e, mais geralmente a existéncia de centros relativos de
Chebyshev,em espagos de fungoes continuas e limitadas. Mais pre
cisamente, dados um espago topoldgico X e um espago de Banach
E, consideremos o espago Cb(X;E) de todas as fungoes f:X —E

gque sao limitadas e continuas, munido da norma

Ml = sup NE(x)1.
x € X

Se WC Cb(X;E) é um subespago vetorial fechado, para

uma dada fungao f € Cb(X;E) queremos determinar um elemento

ge W tal que

lg=-fl< Ih-£f| para todo h € W,

Pondo dist{f;W) = inf Ih- fll, o gque se quer determinar & um
hew
elemento g € W  tal que lg-f£fll = dist(f;wW).

Uma tal fungdo g & dita uma."melhor aproximagaoc de £
com relagdao a W".O conjunto de tais g & indicado por B, ().
Mais geralmente, dado um conjunto limitade e nao-vazio BtmeQE)

queremos determinar um elemento g € W tal que

sup lg-fl < sup lh-£Il para todo h € W.
fe B . f£&EB
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Pondo rad(B;W) = inf sup |h~£fll (rad(B;W) & chamado"raio
hew f£fe€B

de Chebyshev de B com relagao a W") o que se guer determinar
e um elemento g € W tal que

sup lg-£fl = rad{(B:W).
feEB

Uma tal fungao g & dita um "centro de Chebyshev de B com re
lagao a W". 0 conjunto de tais centros & indicado por cent (B:W).

A idéia central desta Tese & a seguinte: para cada X €
€ X, consideremos o fecho em E do subespago vetorial W(x) =
={w({x);w € W} , indicado por ﬁ??}. Seja V ={ﬁT§3;x € X}. Que-
remos encontrar propriedades de V que assegurem Pw(f) # B
(resp. cent(B;W) # #} para toda f € Cb{X:E) (resp. todo limi-
tado B C Cb(X;E)).

Para exemplificar,suponhamos gque X & um espago topo-
16gico paracompacto e W & tal que, para todo g € Cb(X;E), se
g(x)}) € W(x), qualquer que seja x € X, entdo g € W. Suponhamos

ainda que V ={W(x);x € X} goza de alguma das seguintes pro-—

priedades:

Propriedade (PZ): Dado ¢ > 0, existe &> 0 tal que, para todo
V € V e todo precompactec KC{v € E;lvl <1+6} com rad(K;v)< I

existe s €V tal que sl < ¢ e KC{v € E; v -sl < 1}.

Propriedade {M2) ;: {a) dado €> 0, existe &> 0 tal que para
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todo VE€V e todo precompacto K CE, se v&EV e lv-f£fl<
< rad(X;V) + § para todo f € K, entado dist(v,cent(K;V)< g;
(b} para todo V€V e todo precompacto K CE,

cent (K;V) # 4.

Nas condi¢Oes acima sobre W e V tem-se cent(B,W) # 4,
para todo precompacto B C Cb(X;E). Em particular, Pw(f) # g
para toda f € Cb(X;E). Vide Teorema 2.17 e Teorema 5.6.

Como exemplo da situacao acima descrita podemos citar

0s seguintes casos:

a) Se E & um espago de Banach uniformemente convexo, entaoc V

goza da propriedade (P2).

b) Se E & um espago de Lindenstrauss real e cada W(x} & um

M-ideal em E, entac VU .goza da propriedade (Mz].

Finalmente, observamos que se X & campacto e W CC{X;E)
e um C(X;R)-mbdulo fechado entao g(xX)€ W(x}, para todo x € X%
implica g € W = W. Este resultado & um Corolario da formulagido

"forte" do Teorema de Stone-Weierstrass: dist(g;W)=-gq3 dist (g ({x);
X€eX

Wix}}.



§0. PRELIMINARES

0.1 NOTACOES: Seja E um espaco normado sobre K =R ou (.
Denotaremos por B(a,r) a bola abertacentrada em a e de raio

r e por E(a,r) a bola fechada de centro a e raio r, isto e:

Il

B(a,r) {s €8; Is - al < r} e

{s € E: s - al <« r}.

Bl{a,r)

!

0.2 DEFINICOES: Sejam E um espago normado, W C E um subespa
co vetorial fechado e f € E. Uma melhon aproximacae de £ em W

& um elemento h € W tal que I£f - hl= inf If - wl = dist(f;w).
wEeEW

Denotaremos por PW(f) o conjunto de teodas as melhores aproxi-

macoes de f em W.
O subespago W & dito prgximinal em E se P () 7 @

para todo f € E. Se o subespago W & proximinal, a aplicagao

£ > P(f) & dita a projecac metrica de W.

Uma aplicagdo 7 : E —> W tal que w(f} € PW(f) para
todo f € E & dita uma sefegdo de P, Ou uma aplicagdo de pro

ximidade .

0.3 LEMA: Sefam E, W ¢ £ come em 0.2. Se dist(f;W) =4 > 0

entio dist(—df—;m = 1.

DEMONSTRACEO: Se w € W entdo dw € W e portanto, d <lf-awl,
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T " wu. Como w & arbitrdrio, 1 < dist(%%;W). Se

Logo, 1 < H

1 < dist(%%;W), seja € >0 tal que 1 <1 +e€g< dist(%;;W). En-

tao, 1 +¢ (HE; - jiﬂ = %T Hf - wﬂ para todo w € W. Portanto

d d

d(l + €) <d. Logo, L+eg <1 o que & uma contradicao. Portanto,

dist(%;:w) =1,

0.4 LEMA: Sejam E um espago noamade ¢ W € E um subespagco ve-
tornial gechado. O subespaco W o proximinal em E se, e somen-

te 8¢, para todo £ € E tal gue dist(f;wW)=1, PW(fJ # 7.

DEMONSTRACAO: ( = ) imediato.

(<) seja. £f &€ E, f & W. Entao, d = dist{f;W) > 0, Pelo lema

anterior, dist(%;;W) = 1, Por hipdtese, existe g €W tal que

15 -9l

1. Logo, If - dgl=a e dg € PW(f).

0.5 DEFINICAO: Seja E - um espago'de Banach. Dizemos que K CE

& precompacio se, para cada € > 0, a cobertura aberta {B(k,e);

k € K}, de . ¥ tem uma subcobertura finita.

0.6 DEFINICOES: Seja W um subespago :vetorial de um espaco de
Banach E.. Para cada subconjunto limitado e nao-vazio B de E

definimos o raio de Chebyshev de B nrelativo a W por:

rad (B;W) = inf{ sup lw - fll; w € W}.
f €B



Se W = E, escrevemos rad(B;E) = rad(B) e dizemos que rad(B)
& o naio de Chebyshev de B.

Os elementos w, € W onde o Infimo & assumido sio cha

0
mados centros de Chebyshev de B refafivos a W. Denotamos o

conjunto desses elementos por cent(B;W). Se W = E, escrevemos

cent (B;E) = cent(B) e seus elementos saoc ditos centros de

Chebyshev de B.

Dizemos que W tem a propriedade dos centros  de
Chebyshev em relagao a uma familia B de subconjuntos limita-

dos se cent(B;W) # § para todo subconjunto B € B,

Dizemos que E admite centros de Chebyshev se cent(B)#

#f para todo subconjunto limitado B C E, isto &, se W=E tem
a propriedade dos centros de Chebyshev em relacdac a familia B

de todos os limitados de E.

0.7 LEMA: Sejam E, W e B como em 0.6. Se rad(B;W) = d > 0

entaoc rad{f%B:W) = 1.

DEMONSTRACAO: Se w € W entao:
d< sup HIf - dwl e dai, 1< sup H% -w|= sup I£' - wl .
fFEB f €B f'eéfB

Como w & arbitrario, 1 < rad(%%B;W).

Se 1 < rad(f%B;W), seja ¢ > 0 tal que



1 <1+ ¢< rad(%B;W). Entao, 1 + < sup H% - —}l,:.é_ Su
feer

para todo w€E€ W e dai, d(l + &) <d. Logo, 1+ < 1 o que

é uma contradigdo. Portanto, rad(—é—B;W) = 1.

0.8 LEMA: Sejfam E um espaco normado, W € E um subespago veto-
niakl fechado. Entao, cent (B;W) # § para Zodo Limitado nac-vazio

BCE se, e somente se, para todo Limitado ndo-vaziec BC E tal

que rad(B;W) = 1, cent(B;W) # #.

DEMONSTRACAO: ( = ) imediato.

(<) Sejam B CE limitado nao-vazio e d = rad(B;W).Se d =0,

B & da forma B ={f} com f € W, e portanto cent(B:W) ={f}.5e

d > 0, pelo lema 0.7, rad(-é—B;W) = 1, Por hipltese,existe g€ W

tal que sup H% £ - g|= 1. pai, sup If - dgl= a e dge cent(B;W.
fEB fesB

0.9 DEFINICAO: Um espa¢o de Banach E & dito uniformemente con

vexe se, dado ¢> 0 existir &8> 0 tal que:
x,y € E, lxl=lyl=1 e lIx-yl > ¢implica Ix + yl < 2 - &.

Os espagos de Hilbert, os £P e LP com 1< p <w sa0

uniformemente convexos. Ver Clarkson [7] e Diestel [8].

0.10 LEMA: Sejam E um espag¢o de Banach uniformemente convexc ¢

WCE um subespaco vetorial fechado. Entdo, para +todo B CE



Limitado nao-vazio, cent(B:W) # 4.

DEMONSTRACAO: Ver [16].

0.11 LEMA: (0Lech [21]): Seja E um espago de Banach uniforme-
mente convexo. Entao, dados € >0 e R > 0 existe > 0 tal que
Ih(y)l<e e B(O,R +8)0N B(y,R)C B(h(y),R) para todo y € E, onde
h:E —E ¢ dada pox:

£

el se “y" > £;
= < I¥l
h(y}) =< _

y ' se lyl < €.

0.12 DEFINIGOES: Sejam E um espago de Banach e V CE um sub

espago vetorial fechado.

a) Diz-se que V tem a propriedade das l—-]2~=- - bolas fechadas em

1 2 1 >0, r, >0 tais que llal-a2||<

<rytr, e Bla,r)nNv # 4 seque que B(a,,x{)}NB(a,,r,)NV # 4.

E se dados a, € V, a,€ E, r

b) Seja n € N. Diz-se que V tem a propriedade das n-bolas fe

n
chadas se VM N B(xi,ri) # @ para toda familia B(xl'rl)"""'
i=1l

ﬁ(xn,rn) de bolas fechadas tal que VvV N E(xi,ri) A% A=1,...,n)

E(xi,ri) tem interior nio-vazio em E.
1

e

[ Je)

i

Cc) Um espago de Banach E & um espago de Lindenstrauss se toda



colegac de bolas fechadas em E, interceptando-se duas a duas
e cujo conjunto dos centros e relativamente compacto tem inter-
secgao nao-vazia.

Lindenstrauss mostrou em [15] que um espago de Banach

neal & um espago de Lindenstrauss se, e s se, E* = L, (k) para

alguma medida W.

d) Diz-se gque um espago de Banach E tem a propriedade da in-
terseccao bindria se toda colegdo de bolas fechadas em E, in-
terceptandé—se duas a duas, tem intersec¢ao nao-vazia.

Nachbin [ 20] demonstrou que, no caso Ae espagos de Ba-
nach reais, a propriedade da intersecgﬁo-binéria & equivalente
a propriedade da extensao.

Um espégo de Banach E tem a propriedade da extensao
se, dado qualquer espago de Banach G, gualquer subespago veto-
rial FCG e T : F —E, 1inear e continua, existe %‘:'G —>E

n Y .
linear e continua com BTE=lTl, T| = T, Esta propriedade =3
F

ainda eguivalente a E ser isometricamente isomorfo a um C(X;K});
com X compacto de Hausdorff extremamente desconexo (isto &, ©

fecho de um aberto & aberto). Ver Nachbin [20], Goodner[10], Kelley

[13], Hasumi [11].

0.13 DEFINIGOES: Sejam E um espago de Banach € V C E um sub
espagco vetorial fechado. Dizemos que V @& um M-somando se exis

te uma M-projegao linear P de E sobre V, isto &,um projecio



linear P sobre V tal que Ixl= max(lpxllx - pxl), para todo
X € E.

Dizemos que V & um M-ideal se existe uma projegao 1i
near e continua P definida no dual E* sobre VO, o anulador
de V, tal que para todo v € E* temos lel=IPol+ly - Pol.

Qualguer M-somando € um M-ideal, e a reciproca & verda
deira nos espagos reflexivos. Ver Alfsen e Effros [1]. Todo M-
ideal & proximinal (Ver Alfsen e Effros [ 1 , Corollary 5.6 ],0u
entio Ando [ 3, Theorem 2.1])}. Holmes,Scranton e ward {12, The-
orem 2.2] provaram gue a projegac métrica de um M-ideal admite
uma selecdo homogénea e continua.

A demonstragdo direta de que gqualquer M-gomande V &
proximinal & elementar e segue do fato que, para toda projecao

P sobre V tem-se:
If — PEl « T - Pl Aist(f;V} (*)

e se P & M-projegdo,lr - Pl < 1.

Demonstragao de (*): Para todo g € V, tem-se g = Pg.
Logo lf - pel=lf - g + pg - PFl=1(1 - P) (£ - g)"iﬂll— Pl-I£f -gl.
Como g era arbitrario em V, lf - pfl<lz - pl. dist(f;v).

Alfsen e Effros [ 1] demonstraram que todo M-ideal tem
a propriedade das n-bolas fechadas, para todo inteiro n > 1. E
claro gue @ propriedade das 2-bolas fechadas ja implica a pro-

priedade das 1:% bolas fechadas. Lembramos que Smith e Ward {28,



Theorem 6.2 ] provaram gue o subespago K(il) de £(£1) nac tem
a propriedade das n~bolas fechadas para nenhum n > 2, mas Yost
[30] mostrou gque ele tem a propriedade das l%?-—bolas fechadas
([30] , pg. 296)+(Se E & um espago de Banach, £ (E) denota o
espago de Banach detodos-osoperadores lineares limitados de E

em E, e K(E) o subespago dos T € [L{E) que sac compactos)}s

0.14 OBSERVAGCOES: Neste trabalho, X denota um espago topoldgi-
co nao-vazio, completamente regular e Hausdorff. Outras hipdte-

ses sobre X serao explicitadas guando necessario.

a) DEFINICAO: Dizemos que um espago topoldgico X & completa-
mente regular se, dados x € X e uma vizinhanga qualquer V de
X, existe uma fungao continua f : X —>[0,1] tal que f(x)=1

e f(y) =0 se y &V,

b) NOTACOES: Denotaremos por C(X) a 3lgebra sobre K =R ou ¢
de todas-as fungoes continuas definidas em X e com valores em
K. A subilgebra de C{X) consistindo de todos os elementos de
C(X) que s3o limitados em X serid denotada por Cb(X). Quando

X & localmente compacto, consideraremos ainda outras duas sub-

algebras:

1) CU(X), a subalgebra de C(X) consistindo de todos os elemen
tos de (C(X) que se anulam no infinito, isto &, aquelas f € C(X)

tais que, dade e¢> 0 existe um subconjunto compacto K T X tal



gque |£(x)| < ¢ para todo x € X \K;

2) K(X), a subalgebra de C(X) de todas as fungoes de C(X) que
tem suporte compacto, isto €, aquelas f € C(X) tais que o fe-
cho em X do conjunto {x € X;f(x) # 0} &€ um compacto.
Denotaremos por C(X;E) o conjunto de todas as fun-
coes continuas definidas em X e com valores no espago de Ba-
nach E. O subconjunto de todas és fungoes de C(X;E) que sao
limitadas em X serd demotado C (X;E). Se f € C_(X;E) defini

mos ”f“x = sup {ME(x)l; x €X1.

c) DEFINICAOQ: Seja A C C(X) uma subalgebra. Um subespaco
WC C(X;E) & um A-moduloc se para toda fE€ A e todo wE W,
fw € W (onde fw & definida por fw(x)=f(x)w(x), para todo
x € X).

Seja o uma relagdo de equivaléncia em X, X = X/v  com
a topologla quociente e 1w ¢+ X --——->X1T a aplicagao gquociente. De
finimeos 'no : Cb(xﬂ’E) ———>Cb(X;E) por Tro(g)= go wm, para toda
g € Cb(XTr;E) . A aplicacao TI'O € uma isometria linear, isto &,

I 40 . =lgl, . De fato: I° W= suplg o = I [=lgl. .
T (g)ly =lg x * Pe (gly=suplg o 7 (x) Ysgg(ﬂ g(y) gx1T
Se f € Cb (X;E) e tal que f(x) = f(t) para todo x iy t,

#

entao f'Ewo(Cb(X“:E)),_e definimes f : X’n —> E por f#(-;r (x))=

= f(x) para todo x € X. Entao:

1) f#E Cb(XTr; E): Seja G C E aberto. Entao, f—l(G) e aberto

pois £ e continua. Como £1 (G) = 'rr_l(f#_l(G)) e 7w & aplicacao
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quociente temos f#_l(G) aberto e logo f# é continua.
2) f# € limitada. Verificacao imediata.
3) wO{f#) = f. Segue da definigao de f#.

Portanto, se W C Cb (X;E) e tal que w(x) = w(t) para
todo w & W e para todo x N t, temos W C 'nO(Cb (Xﬂ;E) ). Defi-
nimos W#= {W#; w € W}. Se W & fechado em Cb(X;E) ' W# g fe-

chado em Cb(Xﬂ;E) .

0.15 DEFINICAO: Se A C C(X) & um subconjunto nao-vazio, de-
finimos uma relagao de equivaléncia em X da seguinte maneira:
para todo par x,t € X, x & equivalente a t mddulo A se, e
somente se, a({x) = a(t) para todo a € A. Denotaremos por [x]A

a classe de eguivaléncia de x € X modulo A.

0.16 DEFINICAO: Sejam T : X —> X~ uma aplicagao continua e

sobre, E um espago de Banach e W C Cb (X,E). Dizemos que W

& w=focalizavel se para toda h € Cb(X:E) , h € W’ ,
.-TT-]Ty) T (y)

para todo y € X , implica b EW . Quando todo w€ W & cons
tante em -n_l(y) , para cada y € X“, escreveremos W(y)={w(x) € E;
WEW, x € L)l

Quando X'n & o espaco guociente de X mddulo A,onde

A CC(X), e T & a aplicagao quociente w(x) = [x ]A’ para todo
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x € X, um subespago vetorial W C Cb(X;E) que & m-localizavel,

e dito fLocalizaveld scb A.

0.17 TEOREMA: (a) Sejam X um espago compacto e de Hauddorff
e A C C(X) uma subalgebra auto-adjunta. Todo subespaco vefo-

niel W € C(X:E)} que 2 um A-modufo e Localizavel sob A emC(X;E)

(b) Sefam X um esdpaco Localmente compacito e Hausdonrgs e
A C Cy(X) uma subafgebra auto-adjunta. Todo subespago vetondal:

WG Co(XE) que e um A-modufo z Localizavel sob A em Co(X:E) .

DEMONSTRACAO: (a) Ver Theorem 1.8 de Prolla [23].

(b) Ver Corollary 6.2 de Prolla [23].

0.18 DEFINICAO: Seja E um espago normado e seja E* seu dual.
Dizemos que um subespacgo vetorial W C Cb(X;E), € uma Eﬁgeb&a
polinoemial se A = {¢ o g;p € E*¥,g € W} & uma subilgebra de
Cb(X) tal que A®ECW.

Uma dlgebra polinomial W & dita auto-adjunta se a

subdlgebra A & auto-adjunta.

0.19 DEFINICAO: Seja E um espago normado. Um subespago veto-
rial W C Cb(X;E) & um gubespaco de Stone-Weienstrass se existem
um espago topoldgico Y e uma sobrejegac continua e aberta

wt X —>Y¥ tais que:

T
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W= {gow; g€ Cb(Y;E)}.

0.20 PROPOSIGAO: Seja E um espaco normado. Todo subespaco  de
Stone-Wedlenstrnass W de Cb(X;E) e unma algebra polinomial fe-

chada e auto-adjunta.

DEMONSTRAGAO: Vamos mostrar que W satisfaz a seguinte condi-

cao, equivalente A& definigao de algebra polinomial dada em 0.18,

{(Ver Prolla e Machado { 24]):
Dados  hy,...,h. € W e T € L("E;E), onde n > 1l,en
tao T(hl,...,hn) € Ww. (L("E;E) denota o subespago vetorial de

¢ (E";E) gerado pelo conjunto de todas as aplicagoes da forma
(xl,...,xn) —> ﬁl(xl)...ﬁn(xn)' v, onde ﬁl,...,ﬁn € g* e
v € E. Os elementos de L("E;E) sdo chamados aplicagces n-1li-

n

neares continuas de tipo finito de E° em E.).

Sejam hl""'hn € W. Entao existem: Gyr-e-r 9y € Cb(Y;E)
tais que hi =g; 0o, i=2,.../n.8T GL(DE;E}Enté.‘O T(hl"”'hn)=
=T(glo Myeses9g O m) =T(gl,...,gn)01T€W.

Logo, W & algebra polinomial. (Ver Lemma 2.2 de Prolla

e Machado [24].)

Mostremos que A ¢© auto-adjunta. Seja ¢ o g € A, En-

tdo g = hoT para alguma h € Cb(Y:E), e 9wog = ¢ohow =

(¢ oh} o 7.

Por outro lado, se VvV € E, v # 0 temos:
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((pohl)orn) & v=(poh @v})o 7. Logo, w € W

fl

W =90 g e v

pois wvo h ® v € Cb(Y;E). Tomando ¥ € E* com ¢(v) = 1 resul
taque Yy ow=y¢go0o g E€A.

Vamos mostrar ainda que W e fechado. Sela (fn)nel\l

uma sequencia em W e seja £ € Cb(X;E) tal que £ —>f. Pa
ra cada x € X, fn(x) —> f(X). Sejam X e x' tais que T(X=

= T{x*). Entao gn('n(x)) = gn('rr(x')), onde f_ = g, © 7 para ca

n

-

da n€ N. Ldgo f(x) = £f(x'). Portanto, para cada y € ¥, f e
constante em 17_1 {y). Séja g : ¥ —>E definida por gly) =f(x)
onde x € n_l (v}. Entao g o m= £, e para todo GC E,Tr(f_l(G)) =

g—l(G) pois m & scbre. Se G & aberto, resulta que g ~(G)

& aberto, pois T & aberta e f continua. Logo, g € Cy (Y:E)

e f EW. Logo W & fechado.

0.21 DEFINICAO: Sejam. X um espago topoldgico e E um espago
normado. Uma aplicacdo de X no conjunto das partes nao-vazias
de E & chamada de potfador de X em E. Um portador I' & dito
semicontinuo inferiormente se para todo X, € X, para todo a€E
e para todo r > 0 tais que I‘(xo)ﬂ Bla,r) # # existe wvizi-

nhanga U de X tal que T (x)N RBR(a,r) # #, para todo =x& U.

0
Uma sefegdo continua para o portador I' € uma aplica-

> E tal que g{x} € TI'(x) para todo x € X.

cao continua g : X

0.22 DEFINICAO: Um espago topoldgico X & ‘dito paracompacto
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quando toda cobertura aberta de X possui um refinamento aber-

to localmente finito.

0.23 TEOREMA DE MICHAEL: Seja X um espaco paracempacite. Todo
portador semicontinuo inferioamente T de X no confunto das par

tes fechadas, convexas e nao-vaziasd de um espago de Banach E,

admite uma selegdo coniinua.
DEMONSTRACAO: Ver Michael [19].

0.24 DEFINICAO: Sejam X e Y espagos topoldgicos. Uma apli
cagcdo f : X —=> Y diz-se propria quando & continua, fechada

e, para cada- y € Y, a imagem inversa fﬁl(y) € compacta.

0.25 LEMA: Sejam X,Y espagos Lopofogdicos de Hausdorfd e m

uma aplicagaoc propaia de X sobre Y. Para cada fungao semicon
tinua superioamente g 3 X —3R_ deginimos h(y)=sup{gbd:xeh;lwn
para tode y € Y. Entdo a aplicag¢do y > h(y) e semicontinua

supendionmente em Y.

DEMONSTRACAO: (Adaptada do Lemma 1 de Machado-Prolla [181.)

Para cada y € Y, v_l(y) & compacto em X e nao-vazio pois T
& propria e sobre Y. Logo, existe a € ﬂ-l(y) tal que hiy)=

= g{a) = sup {g(x); x E'wnl(y)} pois g @& semicontinua  supe-
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riormente e loge h{y) & finito. Denotemos por h a fungado real
definida em Y d9gue para cada y € ¥ tem o valor h(y). Seja
r €ER;, O conjunto {x € X;g(x) >r}=F & fechado, pois g e
semicontinua superiormente e como w € fechada, w(F) & fechado
em Y. Afirmamos que w(F) = {y € Y;h(y) > r}, o que prova que
h & semicontinua superiormente. De fato, se y € 7(F), entao
y = m(x} para algum x € F e entac h(y)> g{x}> r. Reciproca-
mente, se y &€ T7w(F) e t € w-l(y), entaoc d{t)< r; segue que
h(y) < r pois existe t, € ﬂ“l(y) tal que g(to) = hiy) e a

prova estd completa.

0.26 NOTAGAO: Se x € X indicaremos por §, o elemento do
dual de Cb(X;E) definido por 5x(f)==f(x),f € Cb(X;E). Se V

@ um subespago vetorial de C, (X;E), 6| indica a restrigao
\Y

a VvV de 8§ _. Obviamente, 6 < 1.
x x|y —



§1. A PROPRIEPADE P1

1.1 DEFINIGAO: Um espago de Banach E possul a propriedade P,
se dado e > 0 existe § > 0 tal que para todo precompacto
K C B(O,i-Fé ) tal que rad(K)i l, existir s € E com [s|< ¢
e K c B(s,l).

Os espagos de Banach uniformemente convexos tém a pro-
priedade P,. De fato; veremos mais adiante (Ver 2.2 e 2.3) que

eles tem uma propriedade mais geral.

A definigido da propriedade P; dada acima & devida a
Poubel [ 22] ; a demonstracac do Exemplo 1.2, que exporemos a

sequir, & também devida ao mesmo autor.

1.2 EXEMPLO: Os espagos de Lindenstrauss tém a propriedade P,.

DEMONSTRAGAO: Seja € > 0. Tomemos § = € e consideremos KC
CB(0,1+6 ) precompacto tal que rad(K)< 1.

Seja y € K., Provemos que B(y,l)n B(O,e ) #£ #. Caso
lyl < e, nada hd a ser demonstrado. Suponhamos entao lyl > e .De

A - _E = -] = - £ =
finamos z = Tyl yv. Observemos entao que lz -yl gy Tyl ”

=1 | R —
Y T

Observemos também que B(y,1)N B(z,1) ## se y, 'z € K

=iyl —e=lIyl-6 <1+ & ~8 = 1 e,obviamente lzl= ¢ .

pois Iy —zi< diam(Kl< 2 rad(R}s 2.
Logo, como E & um espago de Lindenstrauss, existe

s € B(0,e) N ("N{B(y,l); vy € K}) pois Ku{o} & relativamente
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compacto. Logo, lIsll< e e s -yl <1 para todo y € K, ou se

ja, K C B(s,1).

1.3 LEMA: Seja E um espago de Banach com a propriedade Py .

Para todo precompacto nac-vazic B CE femos cent(B) # f.

DEMONSTRAGAO: Pelo Lema 0.8, podemos supor que rad(B) = 1. Se

ja €> 0. Consideremos 6> 0 dado pela propriedade P, - Como

rad(B}) = inf sup Ib - vl = 1, existe vg€E E tal sup Ib -—volf<
v EEbE B beB

<1+ 8.

Tomemos K = B - v CB(0,1 + 6). Como rad(K)=rad (B)=1,
pela propriedade Pl existe v EE com {vil €€ e = B- vy C
C B(v,1). Portanto, sup b - (vg +v)l <1 e VotV € cent(B).

b€ B
1.4 TEOREMA: Sejam w: X —> X, uma apticacao pfnb'pfp,éa e Aob@e
um edpace paracompacto Hausdorfg X-.-r' E um espaco de Banach com
a p&op&iedade Py, Wr.‘:'Cb(X;E) um subespaco vetorial fechado don
tendo 'n'O(Cb (X _:E)). Seja £ € Cb(X;E) tal que dist{f;W) =1
e sup rad f(TT-l(Y)) < dist(f;w). Ent&o PW(f) £ 7.

Yy € X,

DEMONSTRACAO: Para todo y € X_ definimos

]"f(y) = {s € E; sup_; If(x) - sl < 1} .
X €T " (y) -

E claro que I‘f' (v} e fechado e convexo.Verifiquemos que I‘f(y);ﬁ g.
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Seja B = f(‘fT—'l (y)). Entdo B & compacto e nao-vazio e pelo Le

ma 1.3 existe s, € cent(B). Como sup le(x) ~g. 1 < rad(B) =
0 =1 0 —
xeT T (y)

- rad f(_w'lty) Y <1, s,ET(¥).

Mostremos agora que T, e semicontinue inferiormente

em X_. Seijam Yq €X ,a€E e r > 0 tais que I‘f-(yo)ﬂB(a,r);f g.

Entao, existe 5'0 € E tal gque:

(1) sup_, If(x) - soll' < 1.
x€T " (y,)

(ii) la - Sol] < r.

Tomemos r' tal que f[a - SOII <r' <r.
Como x = lf(x) - soll é continua temos que vy >

——> sup_ I£(x) - syl & semicontinua superiormente (ver Le-
x€ 7 (y)

ma. 0.25). Consideremos entao, uma vizinhanga U de Yo tal que

-

sulp_l If{x) - soll <1+ 8 para todo y €U onde § > 0 e
x€ 7 (y) ' .
dado pela propriedade Py aplicada para €= r' -Ja - soll > 0.

Tomemos vy € U, Entao, f(*rr"l {y)) - S T B(0,1 +6). Co
mo rad(f(w_l(y)) -so) =rad f('rr"l {y))} <1, pela propriedade Pl
temos que f('fr-l(y)) -8, C B(s,1) onde s € E & tal que Is)<

< g . Seja s, = 85 + s. Entao f(-rr"]_'(y))'Gﬁ(sl',l), ou seja,

e (x) - sl!I < 1 para todo x € 7t (y). Além disso, Iisl- al <
- - T = L} -

< ﬂsl soll + ||s0 al <e + r £ r' < r.Portanto, s, € I'f(y)n

N Bfa,r). Mostramos que I'e (yN B(a,r) # § para todo y € U.Lo

go, I"f & semicontinuo inferiormente em X - Pelo Teorema de
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Michael existe g € Cb(Xﬁ;E) que & selegao continua para Ff.
Consideremos h =g oT € Cb(X;E) . Pela hipotese fei-
ta h €W, pois h = 'ﬂ'o(g),

vVamos mostrar agora que h € PW(f). Fixemos x € X e

seja v = m(x) € X . Entdo: lhi{x) - £(x)l< sup | Ih(t) - £(t) <
m - Tt €T (y) -
< sup ; lgly) ~£(t)l pois hi{t) = g(n(t)) = g(n(x)) =g(y) pa-
TtET H(y)
1

ra todo t€T ~(y). Como gl(y)€ e (y) para todo y€X.s sup_; Iglyr

ten (y)
- £(t)l < 1. Logo, Ih(x) - f{x)I< 1 para todo x €X e por-

tanto, |h -~ £ < 1 = dist(f;W), ou seja, h'€ Pw(f).

1.5 TEOREMA: | Sefam X um espaco compacio Hauzsdc&_ﬁé, E um es~
pa¢o de Banach com. a propriedade Py, AC C(X;K) uma subalge
bra aute-adfjunta, W C C(X;E) um subedpace velorial fechado con-
tendo as funcoes condtantes ¢ que ¢ um A-modulo, e sefa X, o
espago quoclente de X modulo A. Sefja f € C(X;E)  tak que.
dist(£;W) = 1 ¢ sup rad £([x],) <dist(£;W). Entdo P_(£) # f.
xe X
DEMONSTRAGCAO: Basta notar que devido ao Teorema 0.17, parte (a)

W & m-localizavel onde 7: X —>X_ & a aplicagao quociente ,

e dai resulta que WO(C(XW;E)) C W pois W contém as constan

tes.

1.6 COROLARIO: Sejam E,A e W come na'Teo@ema 1.5 e supovhamos
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ainda que cada g € W & constante em cada classe de equdvalin

cia [x I ,x € X. Entde W e proximinal em C(X:E).

DEMONSTRACAO: Pelo Lema 0.4 basta mostrar que PW (f) # @ para
toda f € C(X;E) tal que dist(f;W) = 1. |

Seja f nestas condicoes. Afirmamos que sup rad f(_[x]h_)i
x&X

dist(f;W). De fato, fixemos X € X e w € W. Entao:rad f([xﬂA)=

| A

= inf sup Nf(t) -vl< sup M£(t) ~w(td< sup [£(t) ~wt)l=If - wl.
vE E tE[X], t €[x], Trex

Portanto, sup rad f([x]A-)<|if -wl. Como w era arbitririo em
x € X -

W, sup rad f([x].)< inf If -wl = dist(f;wW). Pelo Teorema 1.5
X €EX T wWEW

resulta gque W & proximinal em C(X;E).

1.7 EXEMPLO: Sejam X e E como no Teorema 1.5, WC C(X:E)
uma algebra polinomial auto-adjunta fechada contendo as fungoes
constantes. Entdo W & proximinal em C(X;E).

DEMONSTRAGAO: Por definigao, W C C{X;E) & algebra polinomial
auto-adjunta se, ¢ sb se, A = {¢ o0 g;y € E¥,g € W} & uma subdl-
gebra auto-adjunta de C(X;K) e A ® E CW (ver 0.18). Resulta
do Teorema de Hahn-Banach que cada g € W & constante em [X]A,

para cada x € X.

Verifiquemos que W & A-mOdulo: Sejam h = aw oom a €A

e WEW e Y -=[xIA = [x]w. Entao, h & constante em Y.
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0 nada ha a ser demonstrado.

i

S h
e IY
Se hIY # 0, seja h[Y = constante = v # 0,

Seja t € Y. Entao v = h(t) = a(t)w(t) # 0. Portanto w(t) # 0.
Escolha ¢ € E* tal que ¢({w(t)) = 1. Entac vow € A e defi-
nindo k= (pow) ® v temos k€EABE e k=h em¥Y. De

fato, se t € Y temos k(t) = ¢(w(t))- v =1v=v = h(t). Por

tanto, h € A 8 E por 0.17(a). Basta agora observar que A ® E C

C-ﬁ-= W.--

1.8 SUBEXEMPLO: Sejam X um espa¢o compacto Hausdorff, E um
espago de Banach com a propriedade Pl e W C C(X;E) um subes-

paco de Stone-Weierstrass. Entdo W & proximinal em C(X;E).

DEMONSTRACAO: W & uma algebra polinomial auto-adjunta e fecha

da de C(X;E), contendo as constantes. (Ver 0.20)

1.9 OBSERVACEO: Quando E € uniformemente convexo, Olech [ 21]
provou a proximinalidade dos subespacos de Stone-Welerstrass de

C(X;E).

1.10 EXEMPLO: Sejam X compacto Hausdorff, E um espago de Ba-
nach com a propriedade Pl e F uma familia de aplicag6es con-
tinuas de X em X. Entaoc W(F) ={g € C{X;E);g(f{(x))=g(x),x € X,

f € F} & proximinal em C(X;E).
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DEMONSTRAGAO: Consideremos A(F) =’{¢’E'C(XﬂK);¢(f(x))==¢(x)- ’
feF,xe€ X} E facil ver que A(F) & uma subdlgebra auto-ad
junta e W(F) e um A(F)-mddulo.

Vamos verificar gque W(F) e fechado. Seja (gn)n GZNC
C W(F) tal que g, —>9g. Devemos mostrar que g € W(F).

Como 9, € W(F) para todo n €N, gn(f(x))=gn(x) para
todo x € X, para todo £ €EF e para todo n € W, Dal, g(f(x))
= lim gn(f(x)) = lim gh(x) = g(x) para todo x € X e para todo
tEF e logo, g € W(F).

Claramente W(F) contém as fungoes constantes. Precisa
mos verificar ainda que cada g € W(F) & constante em {X]A(F)'
Sejam t € [XIA(F)' g € W(F) e suponhamos g(t} # g(x). Conside
remos ¥ € E* tal que ¢(g(x)) # v(g(t)) e h =9 o g. Entao,
h€ A(F) pois ho £f=9o09go0of=¢9og=h e hi{x) # h(t) o

que & uma contradigao. O resultado segue do Corolirio 1.6.

1.11 SUBEXEMPLO: Sejam X = {-1,1], E ' um espa¢o de Banach com
a propriedade' Pl’ F = {f} onde £(x) = -x. Entao, W(¥), o es

pago vetorial das fungbes pares, & proximinal em C(X;E).

1.12 TEOREMA: Sejam ¢ ,E e¢ W como no Teoxrema 1.4, Eni&o, para
todoe precompacto B C Cb(X;E) com rad(B;Wl=1 e faf que’ sup rad(B)<
vyeX
— ! T
< rad(B;W) onde B_ = U finrm l(y)), temos cent(B;W) # 4.
- f €B
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DEMONSTRACRO: Para todo y € X'rr ~definimos T‘B (y) = {s € E;
leE(x) = sl =1, x En"l(y) . £ € B}. 0 conjunto I'B(y) & fecha
do e convexo. Além disso, I‘B (v) # #. De fato, pelo Lema 1.3

cent(B. ) # #. Seja N € cent(B_).Com sup sup_[If(x) - sDII <
Y ¥ f € B-X €T Xy -

< € .
< rad(By) <1, temos 54 I'B(y)

0 portador I'B & semicontinuo inferiormente em Xﬂ:Sg
jam ' € XTr , a€ E e r > 0 tais que I‘B(yo) NB(a,r) # #.En

tao, existe s € E tal que:

(a) If(x) - sl <1, para todo XE‘!T_]'(YO) e para toda f € B.

(b} la - sl < r.

Seja r' tal que . la - sl < r' < r.
Consideremos 6 > 0 dado pela propriedade Pl para € =
=r' -Ja-sl>0.

Como B & precompacto, sejam £17.4-,£ € B tais que

S 3
B(fl’"i"') ""’B(fn'T) cobrem B.
Como x —— il-fi(x) - sl & continua temos que y—>
——> sup_ Ilfi(x) - sl & semicontinua superiormente'{i-=1,...,n).
xeT (y)

Consideremos entao vizinhangas Ujr---,0, de ¥y, tais gque

sup I£.(x}) - sl < 1+—-§— para todo y €U,.
- i 2 i
X €T T (y)
n . s
Sejam U= NU,,y €U e £ &€ B. Entao f € B(f,. ,=)
i=1 1 iy 2
para algun i5, 1< iy< n e If(x) - sli< IeE(x)- £, (x)I+HIf, (x)-
— - -~ .1.0 10
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- sl <-§—-'+l+-—g—= 1+ § para todo x € ﬁ—l(y) . Logo,

sup_ lf(x) - sl<1 +§ para todo £ €B e para todo y€ U
XET ~{y)
Tomemos y € U. Entdo, By - s CB(0,1 + &), By -5 é

Precompacto ({pois BY oé) e rad(By - 8) = rad(By)'i 1. pela
propriedade P, existe sle E tal que “51"5 e e B -sC
C ﬁ(sl,l) . Definindo w = s + Syr temos By C B(w,1), ou seja,
lf({x) - wl < 1 para todo x € Tr_l(y) e para toda f € B. Co-
mo lw -~ al < lw ~ sl+ls - al <e4r' -e=r'< r, temos que wE€
c I‘B {y} N B(a,r). Mostramos gque I‘B (v)N B(a,r) # # para todo

y € U, ou seja, T é semicontinuo inferiormente em b P Pelo

B
Teorema de Michael existe g € Cb (Xﬂ;E) tal que g(y) ETE'(y) pa
ra todo y € X, .

Consideremos h = g © 'nECb (X;E) . Por hipStese, h € W.

Mostraremos agora que h € cent(B:;W). Para isso, fixe-

mos x €EX e seja y = w(x) €X_. Entao: sup Ih(x)- £(x)] <
T fEB - -

< sup sup_, lg{y) -'f(t)ll-<_l. Logo, sup sup lh(x)-f(x)l < 1.
— fe€ Bter " (y) x€X feB -

Mas sup sup lh(x)-£(x)l= sup sup lh(x)-f(x)l= sup lh - £l
x€ X f €EB feB x€X f_EB

portanto, sup lh - fl<1l = rad(B;W) e h € cent(B;W).

feB
1.13 TEOREMA: Sefam X um espago compacto Hausdorff, E um es-
pacoe de Banach com a propriedade Py, A C CXK) uma- subalgebra
auto-adjunta, WCC(X;E). um subespago vetfordial fechade contendo

as funcies condtantes e que & um A-modulo, X, 0 espago gquociente
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X moduto A. Entdo, para. todo precompacio B C C(X;E) tal que

rad(B;W) = 1 e sup rad (By) < rad(B;W), Lemos cent(B:W) # #.
: Yy €X
m

DEMONSTRAGAC: Seja 1 : X —> X . a aplicagao quociente. Basta

notar que W & m-localizavel e portanto, W D wO(C(Xﬂ;E)) .

1.14 COROLARIO: ngam X,E,A e W como no Teorema 1.13 e
suponhamos ainda que cada 9 € W ¢ constante em cada classe de
equivatencia I(xl,, x € X. Entdo W tem a propriedade dos cen
trhos de Chebyshev em nelagdo a famifia dos  precompactos de
C(X;E}. Em parnticular, toda algebra polinomial f{echada auto-~adfun

ta de C(X;E) e . confendo . g5 constantes -de C(X:E) tem essa propiiedade.

DEMONSTRACAQ: Pelo Lema 0.8 basta mostrar que cent(B;W) # #
para todo precompacto B C C(X;E) tal que rad(B;W) = 1. B8Seja

B nestas condigCes. Entao, sup rad(B_) < rad(B;W). De fato,
_ yEX y

fizxemos y€X e we&W. Entao:
i

rad(B_} = inf sup sup 4 I£{x} - sl< sup Sup_, 1£(x) -~ w()l <

s€E feB xcn (y) feBxern(y) o
< sup sup I -wx)l = sup If ~wl. Portanto, "sup rad(B.) <

< sup If - wi. Como w era arbitrario em W, -sup rad(B ) <«
fcB )[EX?T ¥y -
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¢ inf sup If - wl = rad(B;W). Pelo Teorema 1.13, cent(B;W)#
TwWEWTFERB

# 2.

1.15 COROLARIO: Sejam X e E como no Teorema 1.13.¢ BCC(X;E)

uma parte nac-vazia e preccmpactn. Entac cent(B) #£ 4.

DEMONSTRACAO: No Corolario 1.14 tomemos A = C(X;K) e W= C(X;E)
Como A & separadora, [x]A = {x} para todo x € X e portanto

cada f € C(X;E) & constante nas classes de equivaléncia de A.

1.16 OBSERVAGCAO: Quando E & um espago de Banach uniformemen-
te convexo, vale um resultado mais geral. Com efeito, Ward![ 29 ]
provbu que cent(B) # # para todo Limiftade B C Cb(x;ﬁ) se X
& um espago topoldgico normal e E & um espago de Hilbert.Mais
tarde, Amir | 2]e Lau[ 14] estenderam o .resultado de Ward para qual

quer espago de Banach uniformemente convexo E, e qualquer espa-

¢o topologico X.

1.17 EXEMPLO: Sejam X um espago compacto Hausdorff, E um es
pago de Banach com a propriedade Pl e W CC(X;E) um subespa-
¢o de Stone-Weilerstrass. Entao W tem a propriedade dos cen-
tros de Chebyshev em relagdo a familia dos  precompactos de

C(X;E).
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1.18 OBSERVACAQ: Quando E . & uniformemente convexo, Mach [ 16}

provou que os subespagos de Stone-Weierstrass tem a propriedade
dos centros de Chebyshev em relacdo & familia de todos os £imila

dos de C{X;E). Ver tambaém Corollary 3.6 de Roversi [ 26].

1.19 OBSERVACAQ: A conclusio do Teorema 1.4 permanece verdadei-

ra para toda f € Cb (X:E) tal que sup rad f (_'!T_l(y_)--')f_dist(f,w).
- ye X

Vale observagac andloga para a conclusagrdo Teorema 1.5,

1.20 TEOREMA: Sejam X compacto Hausdorgg ¢ E um e.apago' de
Banach com a propriedade P, Seja W C C(X;E) wum subespaco ve
forial fechado contendo as constantes. Seja £ € C(X;E) Zal gque

rad £(X)< dist(£,wW). Entao PW(f) # d.

DEMONSTRAGCAO: Considere a dlgebra A = {¢ € C(X;R); ¢g€ W, pa
ra toda ¢ € W}.Obviamente, W & um A-mddulo e pelo Teorema 0.17,
parte {(a), W & mlocalizdvel onde 7 : X —> X € a aplicacao
quociente, e X_ é espago quociente de X mddulo A.Se x € %

rad f([X]A)i rad £(X) e podemos aplicar o Teorema 1.5 e a obser

vagdo anterior.



§2. A PROPRIEDADE P,

2.1 DEFINICAO: Sejam E um espago de Banach e V uma familia
de subespag¢os vetoriais fechados de E. Dizemos que a familia V
tem a propriedade P, se dado € > 0, existe § > 0 tal que
para todo V &€ V e para todo precompacto K C B(0,1+8§) com
rad(K;V) <1, existe s €Vv com lIsl< e e K CB(s,l).

Quando a familia  de todos os subespagos vetoriais
fechados de E tem a pr0priedadé P2 dizemos gque o espago E

tem .a propriedade P2'

2.2 OBSERVACAO: Se a familia V ={E} tem a propriedade P, en

tac E tem a propriedade P,.

2.3 EXEMPLO: Os espagos de Banach uniformemente convexos teém a

propriedade P2.

DEMONSTRACEO: Seja € > 0 dado. Consideremos § > 0 dado  pelo
Lema de Olech (0.11) para R = l. Sejam V €V e KCB(0,1l+g)
precompacto tal qgue rad(K;V)_il. Consideremos k0 um centro
de Chebyshev de K relativo a V (ver Lema 0.10)}). Temos entdo
KT ﬁ(ko,rad(x;v)). Pelo Lema de Olech, E(ko,l) NB(0,1+¢§)C
C Blh(ky),1).

Como K C ﬁ(ko,rad(K;V))rYB(O,l-fG) segue que K C

CB(h(ko),l).
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Basta tomar s=h(_k0) e notar que s € V,pois ko e V,

e que lsl= thkg)l< €.

2.4 PROPOSIGAO: Sejam E um espaco de Banach ¢ V uma  fami-
Lia de subespages vetoriais fechados de E com a  propriedade

P Entac, para tode W €V e tode subconjunto precompacto nde-

2'
vazio B CE Zfemos gque cent(B;W)} # #.

DEMONSTRAGCAO: Pelo Lema 0.8 basta mostrar que cent(B;W) # &
para todo B C E precompacto nao-vazio tal que rad(B;W) = l.
Tomemos €.> 0 e consideremos ¢ > 0 dado pela propriedade P,.

Como rad{B;W) = 1, existe w €W tal que sup lb-wikl1+s5. To
b €B

memos K = B-w. Entao K C B(0,1+38) e como rad(X;W)=rad(B:W)=l,
pela propriedade P, existe s €W com Ish <ee R=B-wT

C B(s,1). Portanto, sup [b-(s+w)} <1 e s+w € cent(B;W).
b €8 -

2.5 TEOREMA: Sejam 1w :X —> X_ uma apficacdo propria sobre um
espago paracompacto Hausdornd4 XTT ¢ E um espagoe de Banach. Se
ja W C Cb('X:E) um subespaco vetorial fechado w-Lecalizavel e

tal que w ¢ constante para fode wE€W ¢ v &€ X, . Se
_l )
T {y)

V={w{y);y € X} tem a propriedade P, entde W e proximinal

em Cb (X;E).
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DEMONSTRACAQ: Pelo Lema 0.4 basta mostrar que Pw(f)?fﬁ se
f e Cb(X;E) e dist(f;w) =1.
Seja f nestas condigGes. Entdo:
1) sxépx rad(f('rr—’l(y)): W{y)) < dist(f:W). De fato, fixemos
Y m

y € X,. Entao:

rad(f(_'rr_l(y)); W({y}) = inf  sup f(x) - sl =
s €W(y) x €T i(y)

= inf sup_y ff (x) —w(x)l= inf sup ;  1£(x) =w(x)<
wEW xemw  (y) wEW xerm (y) -
-1
x € 7 (y)

inf sup lIEf(x) - wx)l= inf Jf - wl = dist(f;w).
w €W x €X w EW

| A

2} Para todo y € X definimos:

I‘f(y) = W{y)N{s € E; If(t) - sl < 1,t € Tr_l(y)}. Claramente
Ff(y) e fechado e convexo. Verifiquemos gque Ff(y) € nao-vazio.

Seja B = f('iT—l(y)). Entdo B & compacto e nao-vazio. Pela Pro

posigao 2.4 existe s, € cent(B;W(y)). Como sup I£(x) - s,l=
0 -1 0
x €T y)

= rad (B;W(y)) <dist(f;W) =1, resulta que soe Ff(y) .

Mostremos agora gue I'f e semicontinuoc inferiormente

em Xﬂ. Sejam yOE Xﬂ, a€E e r >0 taisque I‘f(yo) NB{a,r)#J.
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Escolhamos x, €7 (_yo) e s € I'f'(_yo')ﬂ B(a,r). Entao:

(i) [IE(t) -sl < 1, para todo t € w_l(yo).

(ii) s EW(y,).
(iii) Is-al < r.

Tomemos r' tal gue IlIs-all<r' < r e consideremos OQ<g<r -1,
Seja 6> 0 dado pela propriedade P, para esse €.

Da condigdo (ii) temos que existe w € W tal que

lw(x) -sl < &8 onde 0 < &' <r'- ls - al e §'r <« 8. .

Para todo t € Tf_l (yo) temos;

Ie(t) - w(t) I <le(t) —sltlls—w(E) I <1 + 6 <1+ & o

fw(t) - al<lw(t) -sl + ls-al<é"+ lIs~al < r'. Por semicon-
tinuidade superior, existe vizinhanga V de y, em X, tal
que se vy €V entdo:

Hf

- w #<l+6eﬂw
-1 ﬁ

T T{y)

y)
Seja -y € V. Entao Ky ={f(x); x € 'IT_l (y)} & compac-

to e rad(_Ky;W(y))' < 1.

Escolhamos +t € T ~(y). Entao, sy‘ = w(t) € W(y) e

is ~-—al<r®., como rad(K_-s_; ) = V)
vy ( v SY Wi{y)) rad (Ky,W(y)) < 1, pela
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—

propriedade P2 existe s' € W(y) tal que -[IS'll.f_ e e Ky-—syC

c E(s',l) . Portanta, Ky C E(u,l) onde u=s"+sy‘ € W(yl+W(y)C

1

C W(y). Logo, BE(t) -ull < 1 para todo t ET (y}) e lu-al=

=g +sy—aﬂf_€+ r'< r. Portanto, [ (y)N B(a,r)# @ para todo
y €V e I‘f € semicontinuo inferiormente em X . Pelo Teore-
ma de Michael existe g € Cb(xn;E) que & selegao continua para

I‘f. Logo, gly) € W(y) = W'(y), se y € X_.

Consideremos h = go ECb(X;E) . Coma h’ ) = g{y)€
T (y)
€ W‘ para todo y € X s e W & m-localizavel, resulta
-1
{y)

que h € W.

Mostremos agora que h € Pw(f): fixemos x € X e seja

y = m(x) EX_”. Entao:

Th(x) - £(x}< sup fh(t) - £(v)li< s'up_l

< fg(y) =£(t)l< 1.
“term T (y) tenm(y) :

Portanto, flh -fl < 1 = dist(f;W) e h € PW(f) .

2.6 TEOREMA: Sejam X um espaco compacto Hausdondf, E um espa-
¢o de Banach com a propriedade P,, A C C(X;K) uma  subalgebra
auto-adjunta ¢ W C C(X;E) um subespaco vetondal fechado que
e um A-modulo e Zal que [x ]AC [ x ]w para Ztode x € X.Entdo W

e proximinal em C(X;E).

DEMONSTRAGAO: Sejam X o espago quociente X module A e
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T :X-—~>Xﬂ_ a aplicagao quociente. Basta notar que, pelo Teore-

ma 0.17, parte(a), W & w-localizdvel.

2.7 OBSERVAGCOES: 1) Como E =R & uniformemente convexo,se to-
marmos W=A resulta de 2.6 gue toda subidlgebra fechada A de
C(X;R}) & proximinal. Este resultado classico se deve a Mazur

(inédito) e as primeiras provas publicadas se devem a Semadeni

e Pelczynski.

'S

2) Ouando trocamos.'a propriedade Pl pela propriedade P2
demos retirar, no exemplo 1.7, a hipbtese de que as algebras po
linomiais auto-adjuntas fechadas de C(X;E) devem conter as

fungoes constantes para serem proximinais em C(X;E).

2.8 EXEMPL.O: Sejam X e E como em 2.6 e seja W C C(X;E) um
algebra polinomial auto-adjunta e fechada. Entdo W € proximi-

nal em C(X;E}.

DEMONSTRACAO: Bacsta aplicar o Teorema 2.6 com A ={y¥ o g€ E*

g € Wl.

2.9 OBSERVACAO: Seja E um espago de Banach com a propriedade
P2. Como P2 implica Py resulta sob as hipdoteses de 1.15 que
para todo precompacto nao-vazio B C C(X;E) - temos cent (B) # 4,

ou seja, cent(B;W) ## quando W=C(X;E). Vamos estender este
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resultado para outros A-mbdulos.

2.10 TEOREMA: Sefam 7T e E como em 2.5 e sefa B C COGE) pre-
compacto nao-vazio. Sefa W"CCBGQE)um subespaco vetornial 4echa-

do m-Localizavel, e tal gque w ¢ constante para fodo

TT_1(37)

wew., Se V=1{Wiy;ye X} tem a propriedade P, entao

cent(B:W) # 4.

DEMONSTRACAO: Pelo Lema 0.8, basta mostrar .que cent (B;W) #
se B C Cb(X;E) & precompacto nao-vazio e tal que rad(B;W) =1.

Seja B nestas condigdes:

a) sup rad (B ;W(yni‘rad(B;W) onde B = ¥ f(v_l(y)). De
YEX_ b4 Y fesB
fato, fixemos y € X _. Entdo:
rad(B_;W(y) = inf sup if(x) =sl = inf sup If(x)-
Y s € Wly) £€B_; wWEWEEB
XET " (y) . X E 1(y.)

- wx) < inf sup sup [If(x) -w(x)l= inf sup If - wl =
TwEW f€ B xEX wEWLEB

= rad{B;W).
_b) Para todo y € X_ definimos

I (y) =W nis €E;lE(t) - sl<1, t €n 1 (y), € B},
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0 conjunto I‘B(y) & fechado e convexo.

Afirmamos que I‘B (y} & nao-vazio. De fato, pela Propo

sicdo 2.4 existe s € cent(B_;W(y)). Entao, sup sup -1 [ f(x) ~sl=
¥ fEBXRET (y)

- rad(By;ﬁ'(}“)) <rad(B;W)=1 e s € I(y).

QO portador FB e gemicontinuo inferiormente em X'n
Sejam Yo € X;s @ € E e r >0 tais que I‘B(yﬂ) NnBla,r) # #.
Escolhamos x € W_l(yo) e s € I‘B (yo) N B{a,r). Tomemnos r'
tal gue Js-al<r'< r e consideremos 0 < e<r-r' e § >0
dado pela propriedade P2 para esse E.

Como & € W_(-_f;}"), existe w € W tal que | w(x) -s]< &
onde 0 < ¢' < r'-lIs~al e §*' <« —g— . Entdao, para todo t €

€ gt (y,) temos:

IE(t) ~wit)l < lf(t) =sl+ls-wit)l < 1 +8'< 1 + ——g—— para toda £f€ B

ou seja, ﬂfl - w’ "<1+—§- para toda f &€ B. Note tam

iy )
bem que nw --a” <lw(x) ~ sl+ls=-al < r'.

ﬂ‘l(yo)

Como B @& precompacto, sejam (fi)I;:l C B tais que
B(f ,—é-),...,B(f ’_Q_) cobrem B, Entao:|f,. - W <
172 n 2 _ i 4 g
T Tlyyt T T lyg)

< 1+—%—— para i=1,...,n. Por semicontinuidade superior,para

cada i=1,...,n existe vizinhanga Vi de Yg em X1T tal que

-1

se y €V, entdo: "fi
T (y)

#<l+-—-— er-' - aH P
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n
Sejam V= nNn V., y€V e f € B. Entaoc £fe B(f, ,§—-)
j=1 1 i, 2

com 1< i0 < e para todo t ew_l(y) temos:

H<i+1+ i=1+(’5;.

ufm)—wL [<1E@) £, (©I+IE; (B) -w > 5
(¥)

1 0 0

-1
7

Logo, |f | <1+¢& para toda £ € B. Escolhamos

ww)eWW)Cﬁﬁieﬂ%—ﬂ#Mﬂ-ﬂ<f.

in
Il

t et (y) . Entao,

Como B -s & precompacto is B o @) erad(B_-s_;
y %y ©P P (po v ) By

W(iy)) = rad(By;W(y)) < 1, pela propriedade P, existe s'e W(y)

tal que ls'] iE e By_sy Cc B(sg',l). Portanto, By c B(u,l)

onde u = s' + sye W(y). Logo, I£{(x) —ull <1 para todo xETr-l(y)_,
para todo £f€ B e Ju - al=ls' +5Y - aj<e+ r'<r. Portanto,
I‘B(y)n B(a,r) # § para todo y €V e Tg €& semicontinuo in-
feriormente em X -

Pelo Teorema de Michael existe g:X —>E selegao
continua e limitada para T'B. Logo, g(y) € W(y)= W"%G) para to-
do y € X_. Consideremos h=go 7 € Cb(X;E) . Entao h € W.

Verifiquemos que h € cent(B;W): Fixemos x € X e seja

y = T(x) €X . Entao: sup [h(x) - £ (x)IK sup SUp_y tg(y) -f{tll < 1. Logo,
f€E B feBterT (v)

sup sup lh(x) —£(x} | < 1. Portanto, sup [h-£l<1 = rad(B;W) e
x€e X £ EB feB ’

h € cent{(B;W}.
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2.11 DEFINIGCAO: Um subespago vetorial W C €, (X;E) € dito um e4
paco de Stone-Wedlensitrass generalizade se para toda fe:CbGQE),

fEW se, e sb se:

(1) para tode X, y € X tal que g(x) =g(y) para todo g € W,

fix) =£f(y).

(2) para tedo x € X, f{x)e W(x),
E facil ver que todo espago de Stone-~Weierstrass & um
espago de Stone-Welerstrass generalizado. Mas, a reciproca nao

é verdadeira: tome V C E subespacgo vetorial fechado préprio e

considere W = Cb(X:V]C Cb(X;E).

2.12 TEOREMA: Sefam X compacto de Hausdorgg ¢ E um espago de
Banach com a propriedade P,. Entdo, todo espago de Stone-
Weiensirass. generafizado W C C(X;E) Zem a propriedade dos cen-
iros de Chebyshev em nelagiio & familfia .dos ~ precompactos  de

C(X;E).

DEMONSTRAGEO: Seja = a aplicacio quociente de X em X_, on
de X € o0 espaco quociente de X pela relacao de equivalén-
cia definida por W: x=y se, e sd se, g(x) =gy}, para toda
g.e W.

E £f3cil ver que 7 € fechada e portanto, X € compac-

to. O subespago W & m-localizadvel, como verifica-se facilmen

te a partir da Definicgao 2.11. O resultado segue do Teorema 2.10,
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2.13 TEOREMA: Sefam X um espago compacfo e E um espago de
Banach com a propriedade P,, B C C(X;E) precempacte ndo-vazio,
W C C(X;E) um subespago veforial fechado, A C C(X;K) uma subal
gebra auto-adjfunta fal Qua [x”]ACZ[x]W e AW CW. Entao,

cent{B;W) # M.

DEMONSTRACAO: Sejam X © espago quociente X modulc A e

m:X —> X a aplicagao quociente. Entdo W & g-localizavel.

2.14 OBSERVACAO: Como E=R & uniformemente convexo, se tomar-
mos W=A resulta de 2.13 que cent(B;A) #f para todo precom
pacto B C C(X;R), quando A & uma subalgebra fechada. Entre-
tanto, neste caso vale um resultado mais geral. Com efeito ,
Smith e Ward [27 ] provaram que cent(B;A) #% para todo limita-

do B C C(X:R).

2.15 EXEMPLO: Sejam X e E como em 2.13 e seja B C C(X:E)
precompacto nao-vazio, W 'C C(X;E) - uma algebra polinomial auto-

adjunta e fechada. Entaoc cent(B;W) #4.

2.16 OBSERVACAQ: Como os subespagos de Stone-Weierstrass  sao
dlgebras polinomiais fechadas auto-adjuntas resulta que todo
subespago de Stoné—Weiergtrass W e tal que cent(B;W) ## para
todo B precompacto. Mas, como js vimos ém 1.18, vale um resul-

tado mais geral gquando E & uniformemente convexo: Mach [ 16]
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provou que cent{(B;W) #¢  para tode B 1limitado se W e um
Stone-Weierstrass. Ver também Theorem 3.9,Roversi [ 2¢ ] gque es-

tendeu o resultado acima para B C4_ (X;E).

2.17 TEOREMA: Sejam X um espaco topologico paracompacto  de
Hausdorfd, e E um espaco de Banach. Sefa W C Cb(X;E) um sub-

espace vetordial fechado fal que:
(1) a familia V ={W(X);x € X} Zem a propriedade P,.

(2) para Ltede g € C,(XiE}, se g(x) €eW(x) qualquer que seja

X € X, entasc g € W.

Entdo W Zem a propriedade dos centros de Chebyshev em nelagdo

@ familia dos precompactos de €, (X:E) .

DEMONSTRACAO: Basta mostrar que cent(B;W) ## para todoe sub-
conjunto precompacto nao-vazio B C Cb(X;E) e tal que rad(B;W) =1.

Seja B C Cb(X;E) nestas condi¢des. Definimos,para to

do x € X, I’B(x)= Wix) N{s € E;If(x) -sl< 1, £ € B}.

O conjunto T_(x) & fechado e convexo. Pela Proposi-

B
¢ao 2.4 temos que I‘B(x) 4.

O portador Ty & semicontinuo inferiormente em X. De
fato, sejam x € X, a€E e r > 0 tais que I‘B(x) N Bla,r) # 8.

Entao existe s € E tal que:

(1) If(x) -sl < 1, para toda f€B.
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(il) s € w(x).
(iii) s —al < r.

Seja r' tal que lls~al «<r'< r e consideremos 0 < g<r-~-r'e

§ >0 dado pela propriedade P2 para esse € .

Por (ii} existe w e W tal que |s -w(x)[ <§’ onde
0<8" <r'-lls~-al e §' < —-g- . Entao: If(x)}) -wx}lel+8"< ]_+i2
para toda f € B e lw(x)-all <6' + lIs-al <r'. Como B e
precompacto, sejam fl’ . "fn € B tais que B(fl,-zé-),...,B(fn,%

cobrem B. Por continuidade, para cada i=1,...,n existe vizi

nhanga V., de x tal que se t € V, entEo:llfi(t) —w(t)ll'<1+§2—

e lw(t) —all < r'.
n

Seja V= N Vi. Tomemos & € V e f € B. Entao; fe
i=1
EB(f, ,5-) com 1<i <n e If(t) -—w(t)i<lE(t) -~£, (£)1 +
i, 2 - 0 = — ig
1) &
+ £, () —wit)l¢ w=——+1+—=— =1+ 6,
10 2 2
Consideremos K_ = U (f —w)(t). O conjunto K. e

feB

re——ee

precompacto, Kt C B{0,1+ & e rad(Kt;W t))= rad(Bt:W(t)) <

< rad(B;W) =1 onde B,_= U f(t). Pela propriedade P exis
- t fesn 2 -

te s € W(t) tal que Hsﬂ'ig e [f(t) -w(t) -sl < 1 para to

da f € B. Seja u=w{t)+s &€ W(t). Entao,lf(t) -ull<l, para
toda £ E€B e lu-al < r'+e<r. Logo, I‘B(t)r‘l B(a,r) #f pa-

ra todo t &€V e I'B e semicontinuo inferiormente em X.
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O Teorema de Michael garante a existéncia de gEECbQQE)
selecdo para rg. Logo, g(x) € W(x) para todo x € X e por

(2) g € W. Claramente, g € cent(B:W).

2.18 EXEMPLO: Sejam X espago paracompacto Hausdorff, S CX

subconjunto fechado, E um espago de Banach c¢om a propriedade
P, e V CE um subespago vetorial fechado. Entac W={f€C(_(X;E);

£(8)CV} tem a propriedade dos centros de Chebyshev em relagao
4 familia dos precompactos de (y (X;E).

Com efeito, W8 subespago vetorial fechado. Vamos ve-
rificar a condigao (2) do Teorema 2.17. Seja g € Cb{X:E) tal
que g(x) € W(x) para todo x € X. Entao existe wnEEW tal gque
wn(x)——~% g({x) e se x € S, wn(x)e V. Como V & fechado,resul
ta que gi{x) € V. Logo, g € W.

Fm particular, W ={f € C (GE); £(s)=0, s€ Sle W ='{fecb(x;E);
f(X) C V} tém a propriedade dos centros de Chebyshev em relacgao

& familia dos precompactos de Cp (X3E) .

2.19 OBSERVACAO: Quando E & um espa¢o de Banach uniformemente
convexo, Roversi [ 26 , Corollary 3.3] mostrou um  resultado
mais geral; o subespago W= {f € Cb(X;E);f(x)==0, Xx € S} tem a
propriedade dos centros de Chebyshev em relagdo a familia  dos

limitados de L (X;E).

2.20 COROLARIO: Sejam X um espago compacto de Hausdorff, e E
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um espace de Banach. Seja W C C(X;E)} um C(X)-modulo fechado
tal que a famifia V={W(X);x € X} Ztem a propriedade P2.Eni&o
W tem a propriedade dos centrnos de Chebyshev em nelagao a fami

Lia dos precompacitos de C(X;E). Em paaticular, W & proximi-

nal em C{X;E)}.

DEMONSTRAGAO: Quando X & compacto, todo C(X}-mddulo e loca-
lizdvel sob C(X) em C(X;E) e portanto a condigdo (2) do Teo

rema 2.17 esta verificada.

2.21 EXEMPLO: Sejam X um espago compacto de Hausdorff, e E
um espa¢o de Banach com a propriedade P2. Entac todo subespaco
vetorial fechado W C C(X;E), que @ um C(X)-mdodulo fechado,tem
a propriedade dos centros de Chebyshev em relagao a familia dos

precompactos de C(X;E}.

2.22 EXEMPLO: Sejam X e E como no Exemplo 2.21, {Tx}xE X

uma familia forntemenie continua de isometrias de E, isto &, se
f €EE e X, —>X entao T, (£) -——>'%(f). Para toda ¢ €
€ C(X) e para todo £ € E de%inimos Y{p,£): X —> E por

¢(¢,f)(x)==w(x)rx(f). E claro que yY(ev,f) € C(X;E).
Sejam I C C(X) wum ideal e V CE um subespago veto-

rial fechado. Consideremos W(I,V) = fécho do subespacgo gerado

pelo conjunto das Y(v,£), v €1 e f € V., Entao,W(ILV)CL(X;E)
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e W(I,Vv) & um C(X)-modulo fechado. Logo, W(I,V) tem a praoptie

dade dos centros de Chebyshev em relagao & familia dos precompactos de C(X;E).

2.23 SUBEXEMPLO: Sejam X=G grupo topoldgico compacto, E
= Lp(G,u) r 1 < p <, 1= medida de Haar, T, = translagao por X.
Sejam I C C(X) um ideal, VCE um subespago vetorial fecha-
do e W(I,V) definido como no exemplo 2.22., Entac, W(I,V) tem
a propriedade dos centros de Chebyshev em relagao a familia dos

precompactos de C({X;E).

DEMONSTRAGEO: O espago E = LP(G,u), 1 < p < » & uniformemen-

te convexo. Logo, E tem a propriedade P2.

2.24 EXEMPLO: Sejam X localmente compacto e paracompacto, E

com a propriedade Pz'{TiC}x e x uma familia fortemente continua de

isometrias lineares de E,Sejam A =K(X} CCO(X) e V.CE um subes-
pago vetorial fechado. Definimos W(A,V) como no exemplo 2,22.
Entao W(A,V) tem a propriedade dos centros de Chebyshev em re
lagao a familia dos precompactos de CO(X;E) .

DEMONSTRACAEO: Como W(A,V) & K(X)-mddulo localizivel, basta
mostrar que Y(¢,f) € CO(X;E) para toda ¢ € A e para todo
f e E. Seja ¢ > 0. Entao:

{x € X5lvle, £) (x) i|> e}-—{x € X;:le (x)'r (£Y1> E}—

{x E X;ie (x) ] IfT (f) 1> e}= {x e X; Icp (x) [U£l> ed = s

{x € Xs|le (x)|> —"f—"} é compacto, pois ¢ € A C (,(X}).



§3. A PROPRIEDADE P

3.1 DEFINICAO: Sejam E um espago de Banach e V uma familia
de subespagos vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a

propriedade P3 se dado ¢ > 0 existe § > 0 tal gque para todo
s €EE e para todo V€ V comdist(s;V)< 1l e lsl < 1+ § exis

te vEV com lvli<ee ls-vl <1,

Quando a familia V de todos os subespagos vetoriais
fechados de E tem a propriedade Py diremos que E tem a

propriedade P3 .

3.2 OBSERVAGAO: A propriedade P2 implica a propriedade Ps.
Logo, ©s espagos de Banach uniformemente convexos sao exemplos

de espacos dque possuem a propriedade P3.

3.3 EXEMPLO: Para todo espaco de Banach E, a familia V={{0}E}

tem a propriedade P3.

DEMONSTRACAQO: Sem perda de generalidade, seja 0 < e <1 dado.

Sejam s €E e V €V tais que dist(s;V) <1l e lIsl <1l+¢.

CASO 1: Se V ={0}, entédo v=0 @& tal que lvl<eels-vi=lsli< 1.

CAS0 2: ©5e V=E:

a) Se sl < 1, entao v=0 & tal gue Ivl <e¢ els-vl=lsl<1.
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b) Se lsl> 1, entdo v= elsl™bs & tal que Ivi=e e fs-v]=

=is - elsl™tsl = ls (1~ ellslf_l)ﬂ=|i5|‘](l -Ellsllﬂl) =[sf —e<l +e - e=1

3.4 PROPOSICAO: Sejam E um espace de Banach ¢ V uma {amifia
de subespagos velordiais fechados de E com a propriedade Py.

Entdo todo W€ V ¢ proximinal em E.

DEMONSTRACAO: Seja W € V. Basta mostrar que P (£} #§ para to
do f € E tal que dist(f;w)} =1.

Tomemcs € > 0 e seja 6 > 0 dado pela propriedade

P3 para esse g,
Como dist(f;W) =1 existe s € W tal que [f-sll<l+ §.
Agora, dist(f —s;W) =dist(f;W) =1 e pela propriedade P3 exis

te veEW tal que vl <e e If-s-vilx1l. Logo, s+v€PW(f).

OBSERVACAO: Segue imediatamente da proposicao 3.4 que se E tem
a propriedade Pg entdo todo subespago vetorial fechado W C E

€ proximinal em E.

3.5 TEOREMA: Sejam X um edpago iopoic’!g,ﬂco paracompacto de
Hausdordd ¢ E um espaco de Banach., Seja W C Cb(X;E) um sub

espaco vetondial fechado tal que:

e

(1) a familia -V = {W(x);x € X} ZLem a propriedade Ps;

(2) para todo g € Cb(X;E), se g{xX)€ W(x) qualqudr que seja
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X € X, entde g € W.

Entdo W ¢ proximinal em Cp (XGE),

DEMONSTRACAO: Basta mostrar que P (f) #4 para toda f € C (3E).
tal que dist(f:W) =1.

Seja f nestas condigfes. Definimos Ie(x) = Wix) N
N {s € E;lf(x) -sl < 1} para todo x € X. E f&cil ver que I'f(x)
€ convexo e fechado. Pela proposigac 3.4, I'f {x) # @,pois dist(£f{x)
W(x)) <dist(f;wW).

Vamos mostrar agora que Ty & semicontinuo inferiormen

te em X. Sejam X €X, a €EE e r > 0 taigique I‘f(xJ NB(a,r) #4.

Entao, existe s € E tal que:

(1) l£(x) -sl< 1.
(ii) s € W(x).

(1ii) fs —al < r.

Seja r' tal que lIs-all<r'<r e tomemos 0 <g<xr - r'. Con
sideremos ¢ > 0 dado pela propriedade P3 para esse g .

Por (ii), existe weEeW tal gque lw(x) -sl < &' onde
0 <& <zr'-ls-al e & <3&. Entdo: lw(x) ~al<lw(x) -sl +
+ Ils-al < ¥r' elf({x) -wilx)<l+d' < 1+ 8.

Seja V uma vizinhanga de X tal que se t € V entao
e —w(t) <1 +8 e lw(t) —al < r'.
Tomemos t € V. Desde que w(t) eW(t), dist(f(t):’_w(t) H

W{E)) = dist(£(t);W(E)) <dist(f;W) =1. Pela propriedade P,
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—

existe v € W(t} com Ivlb < ¢ e If(t) —w(t) -v| < 1. Seja

u=v +wi{t). Entao:

b) lTa-al=iv+w(t) —all <e + r'< r.

c) I£(t) -ul < 1.

Portanto, u € Ff(t)rﬁB(a,r). Mostramos entao gue If(t)ﬂB(aﬂﬂ#ﬂ
para todo t € V, ou seja, Tf e semicontinuo inferiormente em
X. Pelo Teorema de Michael existe g € C(X;E) selegao continua
para Ff, ou seja, g(x)EEFf(x), para todo x € X. Logo, g(x)€
€ W(x) para todo x € X e por (2) g € W, pois & claro due

g € €, (X;E). Como lg -~ £l= sup lg(x) —£(x}l <1 temos que ge
x€X

e Pw(f).

3.6 COROLARIO: Sejam X um espag¢o compacto de Hausdondg, e E
um espago de Banach. Sefa W C C(X;E) um C(X)-modulo f§echade
tal que a familia VU ={W(x);x € X} <Zem a propriedade P3.Entﬁo

W ¢ proximinal em C(X;E).

DEMONSTRACAO: Quando X & compacto, todo C(X)-modulo & loca-
lizavel sob C(X) em C(X;E) e portanto a condigao (2)  do

teorema 3.5 esta verificada.
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3.7 COROLARIO: Sejam X e E como no Co¢o£&&{o 3.6. Entado,%o-
do C(X)-modulo fechado W C C(X:E) Zfaf que W(x)={0} ou E

para todo x € X, e proximinal em C(X;E).

3.8 COROLARIO: Sejam X um espaco paiacompacto de Hausdorff e
E um espago de Banach com a propriedade P,. Sefa W CCL(XE)

um subespaco vetordal fechado tal que se g € CL(XZE) e g(x) €

€ W(X) para tode x € X, entdo g € W. Entdo, W e proximinal

em Cb(X:E).

3.9 COROLARIO: Sejam X um espaco compacitco de Hausdorngg e E
um espago de Banach com a propriedade P,. Entao,todo C(X)-mo-

dulo fechado W C C(X;E) e proximinal em C(X;E).

3.10 EXEMPLO: Sejam X e E como no Corolario 3.8. Seja S
um subconjunto fechado de X e V um subespago vetorial fecha
do de E. Entao W= {f € Cb(X;E); f(8) € V} @& proximinal em
Cp (X3E) . |

Quando V=1{0}, w={f € Cb(X:E): f(x) =0,x € S} & pro-
Ximinal em Cb(X;E)r qualquer gue seja o espago de Banach E.Com
efeito, por 3.3 a familia {W(x);x € X} = {0},E} tem a proprie-

dade P e W satisfaz a condicao (2} de 3.5.

3'
3.11 PROPOSIGRO: Sejam Y  compacto, VC C(YR) reticulado veto

niaf fechade tal gque  inf "6!J’> 0. Entac ¢ = {v} tem a o -
yeEY ¥
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priedade Py-
DEMONSTRACAD: Sem perda de generalidade, podemos supor 0 <e<1l,

- inf 6|1, = -
Sejam 0 < A, <y12fY ﬁy].v,_ g <1l e &§=12%. .5seja £ € CY)

com Jfl <1 + & e dist(f;V} <1.

Por Blatter [6], V & proximinal em C(y). Portanto,
existe h €V tal gue [If-hl = dist(f;v) < 1.

Fixemos t € Y. Entao, existe g. €V tal que 0<qg (¥)<
< 1 para todo y €Y e AO < gt(t) < 1. BSeja Ut uma vizi-

nhanga de t tal que A, < gt(y) <1l para todo y €U Por

0
n
compacidade, existem tl""'tn €Y tais que v u u, .

i=1 ©

to

Seja g = max g_ . Entao g€V e 0<§ < ggly) < €
i i o

para todo y € Y.
Definimos pl(y) = €g(y). Entaoc p €V e 0 <§< p(y)Z
£ <1 | para todo vy € Y,

Seja h' = (h a p) v (-p}. Entao:
1) h! € V.
2) In'd = 1p t< g,

3) Precisamos mostrar que £ - h'll < 1,

Seja vy € ¥:
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CASO I: |h(y)|<p(y). Portanto, h’(y} = h(y) e |f(y) -h(y)]| =

={f(y) - h'(y)}<1.

CASO II: h(y) >p{y). Portanto, h(y}) >0 e h'(y) = p(y).

(i) f{y) > 0. Entao:
-1 < -e < -ply) £ £(y) ~pW =lfW ] -p(¥<1+8 -6=1 e por-

tanto, |f(y) =h'(¥)[=|£(y) ~p(y)] <1l.

(ii) f(y) < 0. Logo, f£{y) <h(y} e portanto, |f(y) -h(y)|=h(y)-
~£(y) = hiyy+{£w .0al,[f (v)|=|f(y) -h(y)|- hiy) <1-ply). Entdo,

[£(y) -h" (v} =l£(y) oW <I£@) [+ ply) < 1.

CASO III: h(y) <-p(y). Portanto, h'{(y) =-p(y).

(i) f(y) <0. Entdo:
-1 = -(1+8)+ 8< £(y) +8 <£f(y) +p(y) <ply) < e<1l e portanto ,

[£(y) -h' (y) [=]£(y) +p(y) | <1.

(ii}) £{y) >0. Logo f(y) >h(y) e portanto, |f(y) ~h(y)|= £iy)-
- h(y) =l£) |- hiy). Dai,[f(y)|=]£(y) ~h(y) ]+ h(y) <1 -p(y).En

tao, |£(y) -h'(y)[=1£(y) +p(¥)]| <1-p(y) +p(y) =1.

3.12 BXEMPLO: Sejam X um espago topoldgico paracompacto de
Hausdorff, Y um espageo compacto de Hausdorff e VvV C C(Y}) como

na proposigao 3.11. Seja W ={f € Cb(X;C(Y));f(X) cvVv}. Entao
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W & proximinal em C (X;C(Y)),

DEMONSTRACAO: Para todo x € X, W(x) =V. Pela Proposicao 3.11,
V= {W(x);x € X}= {V} tem a propriedade P,. J& vimos em 2.18
que W goza da condigac (2) do Teorema 3.,5. Portanto, W & pro

Xximinal em Cb{X; C(¥)).




§4. A PROPRIEDADE M,

4.1 DEFINIGAO: Sejam E um espaco de Banach e V uma familia
de subespagos vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a

propriedade Ml se:
1) para todo VvV € V, V & proximinal em E.

2) bDade g > 0 existe § > 0 tal gue se f €E, Vv €V e

v € VN B(f,dist(f;V) +68) entdo dist(v;Pv(f))< .

4.2 EXEMPLO: Seja E um espago de Banach e V a colegao de
todos 0s subespagos vetoriais fechados de E que tem a proprie

dade das 1 =+ - bolas fechadas em E. Entdo V tem a proprie

2
dade M

1
Recordamos que um subespaco vetorial fechado V CE tem
a propriedade das 1 %? bolas fechadas em E(Yost[30]) se da
dos ay €V, a, € E, rl'>0,r2 >0 tais que Hal-a2H<<r1-+r2 e
ﬁ(az,rz)r\V £ @, segue que E(al,rl)fﬁﬁfa2:r2)fﬁv # g.
Para provar que a colegac V acima tem a propriedade
Ml' observemos inicialmente que Yost provou [Lemma 1.1(i), 30]
gue todo elemento V € V & proximinal em E.
Por outre lado, dado ge>» 0 consideremos 0< § <1 <E.

Sejam fE€E, VE V e v € VNB(f,dist(f;V) +¢§) dados. Entao

lv - £l < @ist(f;V) + n, vEV, fT €EE e B(f;dist(f:V))NV # & ,
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pela primeira parte. Como V tem a propriedade das 1 ;— - bo
las fechadas, B{v,n) NB(f;dist(£;V))N V # #, = isto e, existe
s €V, com ls-vili<ne lIs-fl <dist(f;V}. Logo, s € Pv(f)

e portanto, dist (v;Pv(f))i n<Ee.
4.3 PROPOSICAO: A propriedade M, impfica a propriedade P,.

DEMONSTRACAO: Seja € > 0 dado. Consideremos § > 0 dado pe-
la propriedade M; correspondente a ~2€— > 0. Escolhamos N e &

tais que:

(i) 0<2n < 8. -

(ii) 0 <E<n, 0<E<1l, 3E < ne.

Sejam f €E e V €V tais gue dist(f;v) <1,I£l <1+ £.

a) Se lfl <1 entac s =0 €V & tal que Isi<ee If-sl <1.

b) Suponhamos Ifll > 1.

Seja d(f) =dist(f;V). Entdo d(f) <1< Ifl. Portanto, Ifl- d(f)so0.

CASO 1: 1 - d(f) <

 Entdo, 1+ £<1+ n< 2n+ d(f)< d(f) + § . Portanto, 0 € VNB(£,

d(f) +8). pois Ifll <1+ £. Pela propriedade Ml’ dist(O;PV(f))< —52“.

Pofi:anto, existe s€ Pv(f) tal que lIs- ol = flslli € . Como
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Is ~fl <d(f)< 1 obtivemos s €V como queriamos.

CASO 2: 1-d(f)>n.

e : = Ifl -1
Escolhamos h € Py (f). Logo, [f -hl=d(f}. Seja o= ym—FmF -

Portanto, 0<a <1 e se definimos s=ah temos sCV e

I£f -sl=l(1 - a)f+ af -sl=I{1-a)E+ o (£ =h)I<(1 =) Nl +alf -hi=

— — —_ — =—-:L_-L(f._)_._ T
= (L -a)Ifl +ad(f) = 1. De fato, 1 -« TE1= a6 e dai,

1 =@A-a(lfli~d(f)) +d(f), ou seja, 1=(1=-a)lfl+ ad(f). Por

tanto, If - sl <1,

Por outro lado, lgl = olhl<a{d(f) +Ifl) =
B 'ﬁﬁﬂial(f; [d{£) +I£il< ___l_gd(f) [1+1+1]< 3n£ <& desde que

£l -d(£) > 1-a(f) > n Ifl -1 <& e d4(f)<1.

4.4 TEOREMA: Sefam X um edspago ZLopoldgdice paracompacte de
fausdor4d, ¢ E um espago de Banach. Seja W C C, (XiE} um sub-

espago vetordial gechado tal que:

{W(x):x € X} tem a propriedade M

(1) a famitia 1

(2) para todo g € Cb(X;E), s¢ g(x)e W(x} qualquer gue seja

Xx € X, entdo g € W.

Entao W e proximinal em Cy (X;E).
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DEMONSTRAGAO: Pela Proposigao 4.3, V tem a propriedade P,. O

resultado segue do Teorema 3.5.

4.5 EXEMPLO: Sejam X um espago compacto de Hausdorff e E um
espago de Banach, W C C(X;E) um C(X)-mddulo fechado tal que
cada W(x) tem a propriedade das 1 _%_, bolas fechadas em E.

Entao W & proximinal em C(X;E).

4,6 EXEMPLO: Sejam X e E como no exemplo 4.5 e W C C(X:E)
um C(X)-mddulo fechado tal gue W(x) & um M-ideal para todo

X € X. Entaoc W @& proximinal em C(X;E).

DEMONSTRACAO: Como todo M-ideal de E tem a propriedade das n-
bolas fechadas (Theorem 2.20, pg.52, Behrends[4 ]) resulta gque

todo M-ideal de E tem a propriedade das 1 %% -bolas fechadas

em K.

4,7 EXEMPLO: Sejam X e E como no Tecrema 4.4, S C X sub-
conjunto fechado e Vv CE um subespago vetorial fechado com
a propriedade das 1 %?-— bolas fechadas. Entdo W= {f€ QJX;E);

f(8)C vV} & proximinal em (%(X;E).

DEMONSTRACAO: Por 4.2,a familia V=W(x);x € X} tem a pro-

priedade Ml.
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4.8 EXEMPLO: Sejam X, S e E como no Exemplo 4.7.Seja VC E
um subespago vetorial fechado. Entdo, W = {f € Cb(X;E);f(S)CIV}

& um subespago proximinal de C, (X;E} nos seguintes casos:

(1) Vv & um M-somando.
(2) Vv e um M-ideal.
(3) Vv & um semi-L-somando.

{4) V e um L-somando.

DEMONSTRACAO: (1) Todo M-gomando tem a propriedade das l-%—- bo
las fechadas, e podemos usar o resultado do Exemplo 4.7. O fato
que todo M-somando tem a propriedade das 1.%?-'bolas fechadas
resulta da caracterizacao dos mesmos devida a R. Evans [ 9 ]:
"Um subespago vetorial fechado V de um espago de Banach E &

un M-somando se, e sd se, N Eifﬁ V # § para toda familia de
ier

bolas fechadas (BiJi e tal que Biﬂ V. # 8 (i€1) e iQIBi?fﬁ.

(2) J& vimos que todo M-ideal tem a propriedade das 1 %?- bo-

las fechadas.

(3) Um semi~L-somando V & por definicao um subespago de
Chebyshev de E tal que a sua projegao meétrica satisfaz [ £l =
="Pv(f)ﬂ+ﬂf-Pv(f)", para todo :f € E.

Sejam a, € V, Vv N B(az,rz)# g e Half—a2H<:rl-+r2. Seja

1
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da = dist(az;v) . Logo, dirz. Por outro lado,llpv(az—al)_(az_al) =
= dist(a, -a;;V) = dist(a,;V) = d =lp (a,) -a,l. Mas, P, & qua
se-aditiva, logo HPV(az)-aff="Pv(a2-al)H=Ha2?-al”—"PV(az-al)_
(a2 —al)H<rl-kr2-d. Se d:=r2,UPV(a2)-—alH<rl e portanto,

P (a,)€ V N B(aj,r;) NB(a,,r,}. Se d<r,, seja e=r,- d > 0.
Entao, HPV(aZ)-alH<:rl-+ ¢ . Logo, Vfﬁﬁ(Pv(az), g£) e VFWEGﬁfrl)

tém intersecgdo nao~vazia. Seja v € V um elemento dessa inter
seccao. Temos ﬂv-—a2" i"v'“Pv(az)H+"Pv(az)"azﬂli e+ d =1, e

Hv-—alH <r;. Logo, v €V n B(az,rz)r1B(al,rlJ.

(4) Um L-somando V & por definigao um subespaco vetorial fe-
chado que & a imagem de uma L-projeg¢ao, isto &, E =V @ N on-
de V = P(E}, N = P_l(O), para alguma projegao linear continua
P:E — E tal que Ifl =lp(£)i+If -P(£f}l, para tode f € E. E
facil ver que V @& entao um subespago de Chebyshev e P = P,
mostra que todo L-somando e um semi-L-somando.

Vemos assim que em qualguer um dos casos (1) - (4), o

subespago V tem a propriedade das l%% - bolas fechadas e por

4.7 resulta que W & um subespaco proximinal de Cb(X:E).



§5. A PROPRIEDADE M,

5.1 DEFINIGAO: Sejam E um espago de Banach e V uma familia
de subespacos vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a

propriedade M, se:

1) para todo V € I/ e para todo precompacto B C E, cent{(B;V)#

7B,

2) pado e3> 0 existe &> 0 tal que se V € V,B CE & pre-

compacto e v € VN N E(f, rad(B;V) +6) entdo dist(v;cent(B:V)}<
FEB

5.2 OBSERVACAQ: A propriedade M, implica a propriedade M, .
5.3 EXEMPLO: Sejam E um espago de Lindenstrauss e V={VCE;

V & M-ideal}. Entao V tem a propriedade M, .

DEMONSTRACAO: 1) cent(B;V)# § para todo B C E = precompacto

e para todo V € V (ver [171]}.

2) Dado e > (0 tomemos 6 = €. Sejam B C E precompacto,ve V

e vEVNO N ﬁ(f,rad(B;V) + §). Entac, obviamente ﬁ(v,ﬁ) N
feB

N B(f,rad(B;V))# @, para todo £ € B. Desde que: N B(f,rad (B; V)N
fEB

nvy = cent (B;V) #8, as bolas E(f,rad(B;V)),f € B se intersectam
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duas a duas. Como E & espagco de Lindenstrauss, B(v,$)n
M N B(f,rad(B;V)# 8. Além disso, cada uma das bolas acima
f €B

intersecta V. 0 resultado segue do seguinte lema:

5.4 LEMA: Sefam E e V como no exemplo, B CE precompacto

e r > 0. Assuma que B{(£,r)NV#P para todo f € B e que

£ g B B(f,r) #9. Entaoc ng B(f,r)ynV # #.

DEMONSTRACAO: Mach [17] -
5.5 PROPOSICAOD: A propriedade M, implica a propriedade P,y

DEMONSTRACAO: Seja e > 0 dado. Consideremos §> 0 dado pe-

—— . Escolhamos n e &

r3m

la propriedade M, correspondente a

tais que:
l) 0(2]’](6-
2) 0 <&f<n, 0 <«<g<l, 3 < ne .

Seja VEV, KCE precompacto, K C B(0,1+¢) e rad(K:V):il.

Dt

a) Se IRl = sup 0Ifl <1, KCB(0,1). Entdo, s =0 €V
f €K -

tal que lIsl< e e K C B(s,1).
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b) Suponhamos 1< sup Pfl =J]%!. BEntaoc, 7 .d{K;V) <1 <|RK¥ .
fek o

“CAS0 1: l-rad{(k;V) <n.

Entaoc: 1+ £<1 + n< 2n + rad(X;V)< 6+ rad(X;V). Portanto, 0 €

eV N B(f,rac (K;V) +68) pois [IRI<i+ &. _ Pela proprieda-

N
£f€K
de Mz, dist (0;c .nt(RK;V))< -—%— . Logo, existe s € cent(K;V) tal

que fs~-0l=Isi<e. Cor> sup [s-£fl<rad(kK;v)<1 obtivemos

fe K

s € V como queriames.

CAS0 2: 1l-rad(K;V)>n.

Escolhamos h € cent(K;V). Portanto, sup {{if =hf = rad{X:V). Se-

fe kK

, Tgilb— 1 -

ja o= R - mma(kv) Logo, 0<a <1 e se s=ah entao s€ V
g, para todo £ € K tem-se: [f -si=l(L-a)f+af -sl=l(1~a)f +

+a (£ ~h)i <(1 - a) Ifl+ alf -hi<(1 - IKI + arad(K;V) = 1. Dd fato,

”I]&FI-"rigd(.I({I;{Y\)f} e dai: 1= (1 - 0‘:) (HK” - rad (.K;V}).]. rad(K;v)_

1l - o=

Portanto, sup If-sl <1, isto & KCB(s,1).
fEK

Por outro lado: Jsi= dl]hi] _{d(rad(K;V) + IRl =

£

_ ]_ _ ]
~rad (K;

_ _Ixl | .
= KT —zaa@yw F2d (V) + Ikl <7

_ _ 3
7 [1+1+1] '<_ﬂ— < ¢
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desde que [RE ~ rad(K;V)> . -zrad(X;V) > n, IRl ~1< ¢ e

rad (K;v) <1.

5.6 TEOREMA: Sejam X um espaco topologice  paracompacto de
Hausdordgd, ¢ E um espago de Banach., Seja W<:Cb(X;E) um subes

paco velonial fechade fal que:

i .

(1) a famifia V = {W(x);x € X}  tem a propriedade M, .

(2) para fodo g € Cb(X;E), se g(x)e W(x) qualguer gque 3sefa

X € X, entdo g € W,

Entao, para todo precompacto nac-vazioc B C cb(X;EL cent (B;W) #4.

DEMONSTRACAO: Pela Proposigdo 5.5, V +tem a propriedade P,-

O resultado seque do Teorema 2.17.

5.7 EXEMPLO: Sejam X um espago compacto de Hausdorff, E um
espago de Lindenstrauss, B C C(X;E) precompacto nao-vazio. Se-

dJa W.C C(X;E) .m C(X)-modulo fechado tal que W(x) & M-ideal,

para todo .x € X. Entac cent (B;W) # 4.

DEMONSTRAGAO: Nestas condigoes, V = {W(x);x € X} tem a proprie

dade M., e a condigdo (2) do Teorema 5.6 se verifica pois W &

2!
localizavel em C{(X;E).



62

5.8 SUBEXEMPLO: Sejam X e E come no exemple 5.7, SCX fe-

chado e V CE um M-ideal. Entaoc W ={f€C(X;E}:£f(8)C V} tem a

propriedade dos centros de Chebyshev em relacao a familia  dos

precompactos de C(X;E).



§e. A PROPRIEDADE My

6.1 DEFINICAO: Sejam E um espa¢o de Banach e V uma familia
de subespagos vetoriais fechados de E. Dizemos que V tem a

propriedade M3 se:
1) para todo Vv € V e para todo limitado B CE,cent(B;V) # f.

2) dade €> 0 existe 6 > 0 tal que se VvV &£V, BCTE e 1i

mitado e v €V N N B(f,rad(B;V) + §) entido dist(v;cent(B;V))<e.
fEB

6.2 EXEMPLO: Sejam E um espago de Banach com a propriedade da

intersecgdo binaria e V ={VC E; V & M-samndol. Entao V tem

a propriedade My

DEMONSTRACAO: 1) Sejam VvV € V e B U E limitado. Observemos

inicialmente que. cent(B)= N N E(f,rad(B) +—-]=-) . A co-
neEN f EB n

lecdo de bolas fechadas B = {B(f,rad(B) +-IJ_1—); n €N, £f € B} &
tal que elas se interceptam duas a duas. Como E tem a proprie

dade da intersecgac binaria, cent(B) # f; isto mostra que E ad

mite centros. Como V & M-somando, ¢ Theorem 2.3 de Mach [171,

implica que cent(B;V) #f.

2) vVamos usar a seguinte caracterizagéo de M-somando (ver Evans

[ D) =
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"Seja V um subespago vetorial fechado de um espago de Banach

B, "V# g para

E. Entao V & um M-somando se, e sO se, n i
i€ 1

toda familia de bolas fechadas (B.) tal que B,.N VvV #Y
(i € 1} e M Ei # @, (ver tambem: Behrends [ § ],Corollary

ierl
e).

Dado ¢ > {0 tomemos O < d<n<eg.Sejam V € V, BCE

limitado e v €VnN nN ﬁ(f,rad(B;V) + § ). Queremos encontrar
I EB

v, € cent(B;V) tal que !Iv—vO|I< g, isto &, vy € V que perten
ca & intersecgdoc da familia {B(f,rad(B;V));f € B} U{B(v, &)L En

tao:
i) VN B(v, §) # ¥ trivialmente.

ii) Seja f € B. Como rad(B;V) > dist(f;V), vV N B(f,rad(B;V)) D

>y N E(f,dist(f;V)) . Como todo M-somando e proximinal (ver

0.13), V N B(f,dist(£f;V)) # #. Logo, V N B(f,rad(B;V)) # P.

iii) Como v € VN N B(f,rad(B:V) +§) entdo, obviamente B(v,n}N
f €EB

N B(f,rad(B;V)# § para todo f € B, Desde quee N B(f,rad(BV)N
) fe B

NV = cent(B:V) # @, as bolas E(f,rad(B;V)),f € B se intersag'
tam duas a duas. Como E tem a propriedade da intersecgdo bina

ria, N B(f,rad(B;V))N E(v, n) # @. Pela caracterizagao de
fEB

M-somandos existe VOE vh N E(f,rad(B;V))ﬁ B(v,n), ou seja ,
fEBR
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v, € cent (B;V) e ”VO"V"E‘n-Cg e portanto, dist(v;cent (B;V)<ce.

6.3 DEFINICAO: Sejam E um espaco de Banach e V wuma familia
de subespagos vetoriais fechados de E. Dizemos que a familia
V tem a propriedade Pz(b) se dado &> 0, existe & > 0 tal
que para todo V € V e para todo limitado B & B{(0,1+34) com
rad(B;V) <1, existe s € V com “s”_i ¢ e BCB(s,1).

6.4 PROPOSIGAO: A propriedade M, 4implica a propriedade P, (b).

3

DEMONSTRACAO: Analoga 3 da propoéiqéo 5.5.

6.5 TEOREMA: Sejam X um espag¢o topologico paracompacto de
Hausdorff, ¢ E um espage de Banach. Seja W C C (X;E) um sub

espaco vetornial fechade tal que:

(1) a famzlia V= {w(x):x € X} tem a pﬁop&iedade Pz(b).

{2} para £odo g € Cb(X;E)"ée g(x)< W(ix) quaique@ que seja x €

€ X, entdo geW.

Entao W tem a propriedade dos centhos de Chebyshev em nela-

cdc a4 famifia das pantes Limitadas e equicontinuas de €, (X;E).

DEMONSTRAGCAO: A demonstragao & analoga a demonstragao do Teore-

ma 2,17 e depende do seguinte lema:
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6.6 LEMA: Sejam X,E ¢ W como acima. Se B CCy (X;E) e um sub
confunto Limitado e equiconiinuc Zaf que rad(B;W) =1 ¢ se defi
nimos para todo x € X,Tg(x) =W(x) N{s € E;lf(x) -sl <1, £ € B}

entdao o portadon Ty e semicontinuo inferformente em X.

DEMONSTRAQEO: Sejam x € X, ag€E e r » 0 tais que ]‘B{x)ﬂ

N Ba,r) # . Entao existe s € E tal que:

(1) I£(xy - sl < 1, para toda £ € B,

(ii) s € W(x).
Gii) s -all < r.

Seja r' tal que lls-al< r'< xr e consideremos 0 <gc<r-r' e

§ > 0 dado pela propriedade P,(b) para esse ¢.

Por (ii) existe w € W tal que Js-w(x)i<s' onde 0«

<§'<r'-lls-al e §' < % Entao:l £ (x) —w(x)lli 1+8'< l+%—

para toda f € B e lwix)-al <& +ls-al <r'.

Como B-w € equicontinuo existe vizinhanga V de X

tal que se t € V entao:

IKE —w) (£) = (£ -~w) (x)I< 8" < —-g— e lw(t) —al< r*. Portanto,

TE(E) —w(t)I<IE(t) ~w(t) - £ (%) +w(x)l+ I£(x) —W(x)ﬂ<1+% + §2— =

=1+6 para toda f € B.
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Consideremos Kt = U (f-w)(t), para t € V. O con-
feB
junto K_ & limitado, K, C B(0,1+ §) e rad(Kt;w-(t))zrad(Bt;i{f(’c))i
< rad(B;W) =1 onde B_= U f(t).
f €B
Pela propriedade szb) existe s € W(t) tal que

Ist < & e IE£(t) ~w(t) ~ sl <1 para toda f € B. Seja u=w(t)+

+ 8 € W(t). Entao, If(t) -ul <1 para toda £ €B e lu -al<x' +

+ ¢ < r. Logo, FB(t)ﬂ Bla,r}) # § para todo t EV e rp € se

micontinuo inferiormente em X.

6.7 COROLARIO: Sejam X um espago paracompacto de Hausdonfg e
E um espago de Banach com a propriedade da iifersecgdo binaria.

Seja WCZCb(X;E) um subespago vetornial fechado talf que:
(1) cada W(x),x € X, 2 M-somando;

(2) se g € C (X;E) e tal que gi{(x)€ W(x) para tode x € X ,

entdo g € W.

Entao W fem a propriedade dos centros de Chebyshev em relagao

a famifia das partes Limitadas e equicontinuas de Cy, (X:E).

6.8 OBSERVACAO: Roversi [ 25 ] mostrou gue sob as hipOteses fei-

tas sobre X e E do Corclario 6.7, todo subespago de Stone -

Weierstrass W C Cb(X;E) tem a propriedade dos. centros de

Chebyshev em relagdo a familia das partes limitadas e equiconti
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nuas de Cb(X;E)g (Ver Teorema 3.10, Roversi [ 25]). Entretanto,
nem o Teorema 3.10 [ 25] & consequéncia de nossos resultados,nem
por sua vez os resultados 6.5 e 6.7 da presente Tese sao Corola

rios dos resultades de [ 25].
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