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INTRODUÇÃO 

Existem alguns aspectos interessantes da teoria dos 

espaços vetoriais topolÓgicos que não são abordados nos tratados 

mais comuns da literatura (Dourbaki, K8the, Schaefer, etc.) e que 

foram muito bem cobertos na monografia do Prof. Leopoldo Nachbin 

de 1948. Na presente tese, tratamos de alguns tópicos encontra

dos na obra do Prof. Nachbin com a seguinte modificação: o Prof. 

Nachbin em seu trabalho utiliza como escalares elementos de um 

corpo topolÓgico, enquanto aqui utilizamos elementos de um anel 

de divisão topolÓgico, ou seja, abandonamos a comutatividade do 

produto dos escalares. Aliás, já em seu artigo no Bulletin Amer. 

Math. Soe., volume 55 de 1949, o Prof. Nachbin utiliza os anéis 

de divisão topológicos como escalares. Incorporamos, na presente 

tese, a exposição de alguns resultados desse artigo e que dão con 

tinuidade aos assuntos tratados na monografia de 1948. 

O principal resultado obtido nesta tese é o Teorema 

4.24, que dá condiç6es necessárias e suficientes para que um anel 

de divisão topológico seja valorizável. Ele é a versão nao-comu 

tativa do correspondente resultado de Nachbin 131 que então apa

rece aqui como Corolário 4.25. Este resultado de Nachbin é mais 

geral que o de Shafarevich L6] que supunha uma condição a mais: 

além de supor que o conjunto dos elementos nilpotentes ou neutros 

e limitado, também sup6e que o conjunto dos elementos nilpotentes 

e aberto.(Cf. Theorem 1, Wieslaw 171) 

i v 



Urna palavra sobre a organização do assunto. Corno dis

semos acima, os resultados principais são os do Capítulo IV que 

tratam do problema de caracterizar os anéis de divisão topológi

cos valorizáveis e as consequências do anel ser estritamente mini 

mal. Os outros capítulos contém apenas o absolutamente necessa

rio para a compreensão do Capítulo IV. Estão, portanto, longe 

de esgotar o assunto de que tratam. Para tornar auto-suficiente 

a leitura da presente tese, incluímos nesses capítulos demonstra

ções que, consultando a monografia j3j do Prof. L.Nachbin, seriam 

desnecessárias, pois nelas a comutatividade não tem nenhum papel. 

Assim sendo, transcrevemos diversas demonstrações de j3j para fa

cilidade de leitura, em vez de referir a j3J para a demonstração. 

v 



CAPITULO I 

AN~IS DE DIVISÃO TOPOL0GICOS 

1.1 DEFINIÇÃO: Um anel de divisão topolÓgico (ADT) e um par 

(R, 'R) onde R é um anel de divisão e 'R e uma topologia so

bre R tal que as operaçoes 

(x,y) -+ xy 

(x,y) -+ x + y 

-1 
X -+ X 

sao contínuas. Observamos que as duas primeiras operaçoes acima 

estão definidas no produto R x R munido da topologia produto, e 

a última está definida apenas em R \ {O} = R*. 

Uma topologia sobre um anel de divisão que o torna um 

anel de divisão topológico é dita admisslvel. 

Todo anel de divisão, munido da topologia caótica, e 

um anel de divisão topolÓgico. (Basta notar que todo x E R tem 

apenas uma vizinhança: o próprio R.) Neste caso R e dito anel 

de divisão caótico. Analogamente, todo anel de divisão munido da 

topologia discreta é um anel de divisão topológico (o que se de

monstra notando que a parte reduzida a x é uma vizinhança de ca 

da X E R) que se denomina anel de divisão discreto. 

1. 2 PROPOSIÇÃO: Fm todo ane Z de di v1: são topolÓgico R , a função 

y = px+q 1 onde p,q E=. R , sendo p "I O e x varia em R, é um 

homeomorfismo de R sobre R • 

DEMONSTRAÇÃO: Em primeiro lugar 1 dado y E R 1 existe um e so um 
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X E R tal que y = px+q , a saber -1 -1 
X = p y-p q. Logo a função 

y = px+q é uma correspondência biunívoca de R sobre R. Provemos 

agora que esta função é contínua. Dado x 0 E R e dada uma vi-

zinhança w de y 0 = px0+q, é possível determinar uma vizinhança 

Como 

q E u
1 

vem, em particular, u0+q c w. Além disso, sendo u0 vi 

zinhança de px0 , é possível determinar uma vizinhança v0 de 

p e outra V de x 0 tais que v
0
v c u0 . Como p E V 0 , temos 

pV c u0 donde pV+q c u0+q, isto é, pV+q c W o que prova a 

continuidade de y = px+q. 

A função inversa sendo do mesmo 

tipo, é também contínua. Assim, y = px+q é um homeomorfismo de 

R sobre R. 

1.3 LEMA: Num anet de divisão topotógico R~ a aderência do con-

junto {O} é um ideat bitaterat. 

DEMONSTRAÇÃO: Sejam x,y E TOT , r E: R . Devemos mostrar que 

x+y E TõT, rx e xr E {O} • Como x, y E TõT , temos que para qua_! 

quer vizinhança V de x e para qualquer vizinhança U de y , 

0 E V e 0 E U • Como (x,y) ~ x+y é uma função contínua, da 

da uma vizinhança W de x+y encontramos vizinhanças V e u 

de x e y respectivamente, tais que V+U c W . Como O E V , 

O E U temos 0+0 = O E W . Logo, x+y E {0} . 

A função (r,x) ~ rx e contínua. Então, dada uma vi 

zinhança W de rx existem vizinhanças U e V de r e x res-

pectivamente tais que UV c W. Como r E U e O E V temos 

r . O = O E W. Logo rx E TOT. Analogamente para x . r . 
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1.4 LEMA: Se a aderência do conjunto {0} é R, então R é caótico. 

DEMONSTRAÇÃO: Por absurdo, suponha R não caótico. Então existe 

A~~' A~ R, aberto. Seja x0 E R, x0 E A. Considere B=A-x0 . 

B é aberto (Proposição 1.2), não vazio (A ~ ~). Seja b E B. B 

é vizinhança de b e b E {O} (hipótese). Logo O E B o que im 

plica x 0 E A, contradição. Logo, {O} =R => R caótico. 

1.5 LEMA: Um aneL de divisão topoLÓgico R é separado se e só se 

a aderência do zero é o conjunto {O}. 

DEMONSTRAÇÃO: A condição é evidentemente necessária; reciproca-

mente, se ela é satisfeita, a diagonal de R xR, imagem inversa 

do conjunto {O} pela aplicação contínua (x,y) ~ x-y e um 

junto fechado, donde R é separado. 

con-

1.6 PROPOSIÇÃO: Salvo os anéis de divisão caóticos~ 

de divisão topológico é separado. 

todo anel 

DEMONSTRAÇÃO: Num anel de divisão topolÓgico R , a aderência do 

conjunto {O} é um ideal bilateral (Lema 1.3), logo e {O} ou R. 

Como R não é caótico, TOT ~R (Lema 1.4), logo TõT = {O} e 

então pelo Lema 1.5, R é separado. 

1.7 PROPOSIÇÃO: Para que um anel de divisão topolÓgico R seja 

não discreto é necessário e suficiente que, qualquer que seja a 

vizinhança V do O exista um À E V sendo À ~ O • 

DEMONSTRAÇÃO: De fato, se R não é discreto, consideremos uma 

vizinhança V do O e seja A aberto tal que O E A c V. Se 
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V nao contivesse nenhum À # O então A conteria apenas o O , 

isto é, a parte {O} seria aberta. Sendo y = x+a um homeomor-

fismo de R sobre R que transforma {O} na parte {a} , con-

cluiríamos que {a} seria aberto qualquer que fosse a E R. Co-

mo X = u {a} , para toda parte não vazia X c R , concluiria-
a EX 

mos que todas as partes de R seriam abertas, contra a hip6tese 

de que R não é discreto. 

Reciprocamente, se toda vizinhança de O contém algum 

À # o , então R não é discreto, pois se R fosse discreto a 

parte V = {O} seria aberto e, portanto, seria uma vizinhança de 

O não contendo pelo menos um À # O . 



CAPITULO li 

ESPAÇOS VETORIAIS TOPOLÚGICOS 

2.1 DEFINIÇÃO: Seja (R, 'R) um anel de divisão topológico. Um 

espaço vetorial topológico (EVT) sobre 

onde E é um espaço vetorial sobre R e 'E e urna topologia so

bre E tal que as operaçoes: 

(À,x) E RxE -+ ÀX E E 

( x, y) E E x E -+ x+y E E 

sao continuas, onde R x E e Ex E têm as suas topologias produ-

to e 'Ex 'E , respectivamente. 

Todo anel de divisão topológico 

concebido corno um EVT sobre ele mesmo. 

pode ser 

Se E for um espaço vetorial sobre um anel de divi-

sao topolÓgico (R, 'R), toda topologia sobre E que torne E 

um EVT sobre (R, 'R) é dita 'R-admiss{vel. (Quando não houver 

perigo de confusão diremos simplesmente admiss{vel.) 

Se munirmos E de sua topologia caótica, E torna-se 

um EVT sobre (R, 'R) dito então espaço vetorial caótico. 

Se 'R for a topologia discreta sobre R, e 'E for 

a topologia discreta sobre E , então (E, 'E) é um EVT sobre 

dito espaço vetorial discreto. Por outro lado, se 

não for a topologia discreta, então a topologia discreta sobre E 

não e 'R-admissivel. 

Se (E, TE) é um EVT sobre um anel de divisão topolª 

gico (R, 'R) , se R' C R e um subanel de divisão e munirmos R' 
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da topologia induzida por 
~ 

TR , isto e, T R I R' , então (R', T R I R') 

é um ADT, e (E, TE) é um EVT sobre (R', TRIR'). Assim, todo 

EVT sobre um anel de divisão topológico é também um EVT sobre 

qualquer subanel topolÓgico do mesmo. 

Se E for um EVT sobre (R, TR) e V for um subespa

ço vetorial de E , então V é também um espaço topológico rela

tivamente à topologia induzida sobre V pela topologia de E. Ve 

rifica-se facilmente que (V, TEIV> é um EVT sobre (R, TR) di-

to, por isso, um subespaço vetorial topolÓgico de Um 

subespaço vetorial fechado e um subespaço vetorial que ao mesmo 

tempo é urna parte fechada do espaço topológico E . 

Se {Ei} é urna família de EVT's sobre um mesmo anel 

de divisão topolÓgico (R, TR) então o conjunto 

produto de espaços topológicos é também um espaço 

Tr E. , corno 
. 1 
1 

topológico e, 

corno produto de espaços vetoriais sobre R , é também um espaço 

Verifiquemos que Tr Ei 
i 

vetorial sobre R . 

De fato, sejam a = {a. } 
1 

e b = {bi} 

é um EVT sobre (R,TR). 

dois pontos do produto 

e seja W urna vizinhança no produto do ponto a+b . Colocamos 

c = a+b c = · {c i } , isto é , c. = a.+b .. 
1 1 1 

Sendo W uma vizi-

-nhança de c no produto, existe um conjunto finito nao vazio de 

Índices J e vizinhanças w. 
J 

de c. 
J 

em E. 
J 

( j E J) tais 

que, se satisfizer X. E \'L 
J J 

para todo j E J, 

então X E W. Corno E. e um EVT e 
J 

vl. 
J 

e vizinhança de 

c.= a. +b. 
J J J 

em E. , 
J 

de a. e outra V. de 
J J 

( j E J) 

é possível determinar uma vizinhança u. 
J 

b • 1 
J 

ambas em E. , tais que 
J 

U .+V. C W. 
J J J 
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Seja U {resp. V) o conjunto de todos os pontos 

do produto tais que X. E U. 
J J 

{resp. X. E V.) 
J J 

pa-

~ 

x = {xi} 

ra todo j E J • Então u e vizinhança de a no produto , v 
~ 

e vizinhança de b no produto e U+V c w • Assim a soma x+y 

é contínua no produto. Analogamente verifica-se que ÀX também 

e contínuo. Por isso, o produto de EVT's sobre um mesmo anel de 

divisão topológico (R,TR) é também um EVT sobre o referido 

(R, TR) 

Seja {E, TE) um EVT sobre (R, TR) . 

nao houver perigo de confusão diremos simplesmente 

EVT sobre R". 

Sempre que 

"seja E um 

2.2 PROPOSIÇÃO: Sendo E um EVT sobre R J a função y = ÀX + b 

onde À E R sendo b E E e x varia em E 
~ 

e um 

homeomorfismo de E sobre E • 

DEMONSTRAÇÃO: Dado y E E , existe um e so um X E E tal que 

y = ÀX + b 1 a saber X = Logo, a função y = ÀX + b 

e uma bijeção. Provemos a continuidade. Dado e dada 

w de ÀXO + b 
~ 

possível determinar Yo = e uma uma vizinhança 

vizinhança u0 de ÀXO e outra ul de b tais que UO+Ul c w. 

Como vem, em particular u0+b c w. Além disso, sen-

do uo uma vizinhança de ÀXO e possível determinar uma vizi-

nhança v o de À em R e outra v de X o tais que vov c uo. 

Como À E vo ' teremos ÀV c u
0 donde ÀV +b c uo + b ' is-

to é, ÀV + b c w o que prova a continuidade de y = ÀX+b . A 

função inversa -1 -1 
b sendo do mesmo tipo também 

~ 

X = À y -À e 
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continua. Assim, y = ÀX + b é um homeomorfismo de E sobre E. 

OBSERVAÇÃO: Um espaço topolÓgico E é dito regular se, qualquer 

que seja o ponto a E E , o conjunto das vizinhanças fechadas 

desse ponto for uma base de vizinhanças do mesmo. 

2.3 PROPOSIÇÃO: Todo espaço vetorial topolÓgico é um espaço top~ 

lÓgico regular. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja a E E e consideremos uma vizinhança W de 

a. Como a = O+a , é possivel determinar uma vizinhança u1 de 

O e outra V de a tais que Como y = -x e um 

homeomorfismo de E sobre E , a transformada -u 
1 

da vizinhan-

ça u1 de O e uma vizinhança de -o = o. Logo u = u1 n (-u1 ), 

como intersecção de duas vizinhanças do O, e ainda vizinhança 

do O e obviamente u = -u. Sendo u c ul I teremos U+V c w. 

Vamos provar que V c W. De fato, tomemos um b E E\W. Como 

x+b 
~ 

homeomorfismo y = e um de E sobre E, a transformada 

U+b de u ~ 

vizinhança de O+b b. Ora, U+b dis-e uma = e 

junta de v, pois se existisse um X E U+b I X f:: v ter I amos 

b-x E= -u = u, X E v donde b = (b-x) +X E U+V c w e portan-

to b E w ~ 

verdade. Logo U+b disjunta de v o que na o e e . 
-Isso prova que b na o e aderente a v. Logo, todo ponto aderen 

-
te a v pertence a w, isto e, v c w. Como v ::J v, pode-

mos dizer que V e uma vizinhança de a e como, além disso, V 

é fechada e contida em W, a regularidade está provada. 

2.4 COROLARIO: Todo anel de divisão topolÓgico é um espaço topo-
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lÓgico regular. 

2.5 PROPOSIÇÃO: A aderência de um subespaço vetorial S de um 

EVT E é um subespaço vetorial. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos a,b E S. Seja c = a+b e consi 

deremos uma vizinhança arbitrária W de c em E. Podemos de-

terminar uma vizinhança U de a em E e outra V de b em 

E tais que U+V c w. Como a E s, u intersecta s, isto e , 

existe a' E s, a' E u. Analogamente, existe b' E S, b' E V. 

Tem-se a'+b' E S pois s ~ 

subespaço vetorial. Além dis-que e 

so, a'+b' E U+V, donde a'+b' E W. Assim está provado que 

toda vizinhança W de c em E intersecta S. Logo c E S , 

isto é, a,b E s implica a+b E S. Se À E R e a E s 

então Àa E S. Verificação análoga. Logo S e um subespaço ve-

torial. 

2.6 PROPOSIÇÃO: Seja (E, TE) um EVT sobre um anel de divisão 

topolÓgico Se TE não for a topologia caótica~ então 

~ ~ 

e um espaço separado~ isto e~ de Hausdorff. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que TE não é a topologia caótica. En-

tão existe urna parte aberta A C E que nao e vazia nem coinci-

de com E. Tomemos um ponto rn E A e outro n E E \A e con-

sideremos a função f(À) = À(n-m)+rn definida para À E R com 

valores em E. Como A e uma vizinhança de f(O) = m em E, a 

continuidade de f(À) implica a existência de urna vizinhança v 

do O em R tal que f(V) C A, isto e, se À E V então f (À) E A. 

Daí resulta que 1 ~ v porque se 1 E V teríamos f(l) E A. 
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Mas f(l) = n e n ~ A. Assim obtivemos urna vizinhança V do 

O em R que nao contém o 1 e portanto é urna parte própria de R. Is 

so implica que a topologia de R não é caótica e aplicando a pro-

posição 1.6 concluímos que R é separado. 

2.7 COROLARIO: Se 
~ 

e um EVT separado sobre e 

E "I {0}_, então 
~ 

e separado. 

DEMONSTRAÇÃO: De fato, E como EVT separado que contém pelo menos 

dois pontos não é caótico. Basta então aplicar a proposição. 

2.8 PROPOSIÇÃO: Para que um EVT E seja separado i necess~rio 

e suficiente que a intersecção de todas as vizinhanças de 

reduza a O • 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos E separado. Para cada X E E , 

X -:1 0 , existe urna vizinhança v 
X 

de O em E que não contém 

O se 

sendo 

X . 

Daí resulta que cada X "I 0 não pertence a intersecção de to-

das as vizinhanças do O em E; corno essa intersecção contém o O, 

ela se reduz a O. 

Reciprocamente, suponhamos que a intersecção de todas 

as vizinhanças do O em E se reduz a O. Dados a,bE:C, sendo 

a "I b, tem-se b-a "I O, logo existe urna vizinhança V do O 

tal que b-a ~V, donde segue que b ~ a+V. Corno a translação 

y = a+x e um homeomorfismo sobre E ' a transformada a+V da 

vizinhança V do O e urna v i zinhança de a. Assim, e xis te urna vi 

zinhança de a que não contém b . Corno E é regular (proposi-

ção 2.3) concluímos que E é separado. 
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2.9 DEFINIÇÃO: A intersecção de todas as vizinhanças de O em 

um EVT E é chamada nÚcleo do espaço. 

2.10 PROPOSIÇÃO: O núcleo de um EV7' E coincide com a aderência 

em E da parte reduzida ; oPigem e é o menor' subespaço vetoPial 

fechado de E • 

DEMONSTRAÇÃO: Seja N o núcleo de E. Dada qualquer vizinhan-

ça V do O em E, pela regularidade de E, existe uma vizi-

nhança fechada U do O em E tal que u c v. Como O E U, 

isto é, {O} c U tem-se que ""[õT c U = U , donde {O} c V • 

Pela arbitrariedade de V, conclue-se que m c N. Para pro-

var que NC{õ}, tomemos um ponto X E N qualquer. Toda vi 

zinhança V de x em E intersecta {0}, isto é, 0 E V 

pois se fosse o jl v existiria uma vizinhança fechada u de 

x tal que u c v e como E \ U seria aberto, O E E \ U e 

X FI E \ u' teríamos uma vizinhança E \ U de O nao contendo 

x e contradizendo X E N. Isso prova que x e aderente a {0}, 

isto é, xETOf, donde N c TOT. Assim N = {Õ}. o fato 

de {O} ser um subespaço vetorial de E mostra que N = TõT e 

um subespaço vetorial fechado. Além disso, qualquer que seja o 

subespaço vetorial fechado s de E, tem-se O E S, isto 
~ 

e, 

{O} c S donde {O} c S = S ou seja N C S. Assim N 
~ 

e 

o menor subespaço vetorial fechado de E. 

2.11 PROPOSIÇÃO: Para que um EVT E seJa sepaPado é necessário 

e suficiente que a parte reduzida à origem seja fechada. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja N o núcleo de E. Pela proposição ante-
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rior N = TOT. Por outro lado, para que E seja separado e ne 

cessário e suficiente que N == {O} (proposição 2.8), isto e 

que {O} = {O} , 
.. como quer1amos provar. 

2.12 PROPOSIÇÃO: Seja E um espaço vetorial sobre um ADT (R,tR). 

Sendo e duas topo logias t R -admiss i. v eis sob r e E .. para 

que t 1 seja menos fina que t 2 é necessário e suficiente que 

toda vizinhança de O segundo t 1 seja vizinhança de O segun-

do 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que Se V for uma vizi-

nhança de O segundo t
1 

, existirá uma parte A aberta segun-

do t
1 

tal que 0 E A CV. Então A será também aberta segun-

do t 2 e por consequência V sera vizinhança de O segundo t
2
. 

Reciprocamente, seja A uma parte qualquer aberta se 

gundo Tl. Se A fosse a parte vazia, então A seria aberta 

segundo T2. Suponhamos A ~-[J. Para cada a E A existe 

urna vizinhança v de a segundo Tl tal que va c A. Corno a 

y = x-a é um homeomorfismo de E sobre E segundo t 1 , V -a a 

e uma vizinhança de O segundo r 1 • Por hipótese, daí resulta 

que V -a a é também vizinhança de o segundo 

c um homeomorfismo de E sobre E segundo t
2

, 

seja, V é urna vizinhança de a segundo t 2 . a 

existe urna vizinhança v a de a segundo 

A é aberto segundo t~. Isso prova que ... 

2.13 DEFINIÇÃO: Seja um EVT sobre 

""" 

Como y = x+a 

(V -a) +a 
a ou 

Assim, para cada 

T 
2 

, OU seja, 

Diz-se que 

um conjunto V de t-vizinhanças da origem é um aintema fundame~ 
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tal de 1-vizinhanças da origem se dada uma 1-vizinhança qualquer 
...... 

V da origem, existir W E V tal que w c v. 

Evidentemente, todo sistema fundamental de 1-vizinhan 

ças da origem é uma base de filtro de partes de E. 

2.14 TEOREMA: Seja (E I 1 ) um EVT sobre um anel de divisão topo-
....... -lÓgico na o discreto (R I 1 R) • Se 

~ v e um sistema fundamental -

'"'"" ~ 

de 1-vizinhanças da origem, então v e uma base de filtro de pa~ 

tes de E tal que: 

"" '-
(Vl) Dada w E v existe v E v tal que V+V c w. 

"""' (V2) Dada w E v existem u, 1R-vizinhança da origem de R -e v E v tais que uv c w. 

(V3) Se -V E V e À I O então existe 
\..-. 

W E V tal que 

W C >.V. 

...... 
(V4) Se X E E e W E V existe >. I o tal que >.x E W. 

"' Reeiprocamente, dada uma ba0e de filtro V :;obre E de parteG 

que contém a origem e satisfazendo Vl-V4, existe uma Única topo-

"' logia admissivel 1 sobre E tal que V é um sistema fundamen-

tal de 1-vizinhanças da origem. 

'--
DEMONSTRAÇÃO: Seja V um sistema fundamental de 1-vizinhanças 

de O. Para provar (Vl), tomemos W E V. Pela continuidade da 

""" "" soma e possível determinar vl E v e v2 E. v tais que 
..... 

Vl+V2 c w. Existe v E V com v c v
1 

n v 2 e teremos então 

V+V C w. 
"'"' Para provar {V2), tomemos W E V; pela continuidade 



14 

na origem (0,0) E RxE da multiplicação por escalares é possi 

vel determinar uma TR-vizinhança U de O e 
~ 

V E V tais que 

uv c w. 

A propriedade (V3) resulta de que, para cada À E R, 

sendo À "f o a homotetia y = ÀX e um homeomorfismo de E 

sobre E que transforma O em O e portanto transforma 
'v E V 

'
em ÀV, que é pois T-vizinhança da origem. Existe então W E V, 

W C ÀV. 

Finalmente, para justificar (V4), consideremos um 

""" X E E e W E V: notando que o.x = o podemos determinar 

uma TR-vizinhança u de o e outra v de X em E tais que 

uv c w. Ora, existe ao menos um A E u tal que À f o e 

como X E v virá ÀX E uv donde ÀX E w. 
........ 

Reciprocamente, suponhamos dada uma base de filtro V 

sobre E de partes que contém a origem e satisfazendo Vl-V4. De 

finamos uma topologia T sobre E I dizendo que a parte X C E 

e aberta segundo T quando X e vazia -ou quando X na o e vazia 
......... 

e para todo X E X existe um v E v tal que x+V C X. 

'-
Al) ~ E T (por definição) e E E 1 (pois v e base de fil-

tro). 

A2) Se xl e x2 sao abertos, devemos mostrar que xl n x2 e 
...... 

aberto, ou seja, para todo X E xl () x2 existe um V E v 

tal que x+V c x 1 n x 2 . Basta tornar v c v
1
n v2 onde 

........ ._. 
vl E v e tal que x+V

1 
c xl e v2 E v e tal que 

x+V
2 c x2. 

A3) Se X. E T então u X. E T . 
1 iEI 1 



Se X E 
..... 

logo existe V E V 

U X. , 
iEI 1 

tal que 

ou seja U Xi E T • 

i EI 
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existe i E I tal que 

x+V c X.. Então x+V C 
1 

X E X., 
1 

U X. 
i E I 

1 

De Al, A2 e A3 temos que T é topologia. Provemos agQ 

ra que uma parte W C E 
~ 

e uma vizinhança segundo T de um po~ 
....... 

to a E E se e so se existe W E V o tal que a+w
0 

c w. De 

fato, se W é vizinhança de a segundo ,, existe uma parte 

aberta X segundo T tal que a E X C W. Como X e aberto se-

gundo T e a E X, existe tal que don-

de a+w
0 

c w. 

Inversamente, suponhamos que 
'

a+Wo c w, onde w
0 

EV. 

Seja X o conjunto de todos os X E E tais que existe ao me-
...... 

nos um V E V para o qual x+V c W. ~ Óbvio que a E X pois 

a+w
0 

c w. ~ Óbvio também que X C W pois se x E X, determi 

nando """ V E V tal que x+V c W e notando que 0 E V, tere 

mos x = x+O E x+V donde X E W o que prova que X C W. Pa 

ra mostrar então que W é vizinhança de a segundo ' basta pr~ 

var que X é aberto segundo '· De fato, dado X E X, existe 

"' V E V t.al que x+V c w. Por (Vl) existe """ U E V tal que 

U+U c V. Então, se y E x+U teremos y+U c x+U+U c x+V, don 

de y+U C W o que prova que y E X e portanto x+U c X. Lo 

go X pertence a T • 

Em particular, fazendo 
'-

a = O, vemos que V 

sistema fundamental de vizinhanças de O na topologia ' . 

e um 

Provemos agora que , e uma topologia admissivel so 

bre E. De fato, consideremos dois vetores a,b E E e seja 

""' w ~ (a+b) +w
0 

, onde w
0 

E V, uma vizinhança qualquer de a+b 
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'-o 
segundo'· Determinemos, segundo (Vl), w1 Ev tal que w1+w1cw0. 

Pondo U = a+w
1

, V = b+W
1 

teremos uma vizinhança de a e ou-

tra de b, ambas segundo T, tais que donde 

U+V c W o que prova a continuidade da soma de vetores. Conside 

remos agora um escalar a E R , um vetor a E E e seja -w ::J aa+w
0 

, onde w
0 

E V , uma vizinhança qualquer de aa se-

gundo T. Suponhamos em primeiro lugar que a = O. Temos então 

ÀX = À(x-a)+Àa. Por (Vl) podemos determinar tal que 

w1+w
1 

C w0 . Por (V2) podemos determinar uma TR-vizinhança u1 do 
'-

O e uma v E V tais que u
1
v c w

1
. Por (V4) existe um 6 ER, 

6 I o tal que 6a E v. Como ul é TR-vizinhança do o e 6 I o 
~ 

e TR-vizinhança do O. Pondo temos outra T R-

vizinhança de O. Se então À EU, x E a+V, em primeiro lugar 

virá À E u
1

, x-a E V, donde À(x-a) E u
1
v ou À(x-a) E Wl ; 

ou Àa E W1 . Reunindo os dois fatos, teremos ÀX = Ã(x-a)+Àa E 

ou para todo À E U, x E a+V o que pro-

va a continuidade de ÀX para À = o e x = a. 

Suponhamos agora a I O. Temos: À x-aa = (À -a) x+a (x-a). 

Determinemos tal que 

de ver, é possível obter uma TR-vizinhança U do O e uma 

tais que À-a E U, 

Por (V3), existe 

"" existe V E V tal que 

pondo então À E a+U , X E 

Ã-a E u , X E a+V , donde 

E -1 X a+a w1 donde x-a E 

tal que 

a+V teremos 

P-<l) X E W 
1 

-1 
a wl ou 

impliquem 

-1 
a w1 . Por outro lado, 

em primeiro lugar que 

e em segundo lugar que 

a(x-a) E w1 . Daí 
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donde ÀX E aa+WO E W pa-

r a À E a+U , X E a+V o que prova a continuidade de ÀX para 

À = a e x = a Assim está visto que T é admissivel. 

Para provar a unicidade de T , basta observar que se 

"' uma outra topologia admissivel Tl sobre E possuir também V co 

mo sistema fundamental de T 
1
-vizinhanças de O , então toda T-vi 

zinhança do O e T1-vizinhança do O. Logo Analoga-

mente, donde 

Sendo E e F dois espaços vetoriais topológicos 

sobre o mesmo anel de divisão topológico (R, TR), chama-se trans 

formação linear cont-inua de E em F , toda transformação linear 

de E em F que seja continua entre os espaços topolÓgicos E e 

F. 

Uma transformação linear de E sobre F que seja ao 

mesmo tempo um homeomorfismo entre E e F é denominada um iso-

morfismo entre E e F. Dois EVT's sobre um mesmo ·-sao 

ditos isomorfos se existir pelo menos um isomorfismo entre eles. 

~ claro que se E e F forem isomorfos como EVT's, dai resulta-

ra que E e F serão isomorfos como espaços vetoriais, mas a re 

ciproca pode ser falsa. Quando o espaço dos valores F 
~ 

e o pro-

prio anel de divisão topolÓgico (R, T R)' toda transformação li-

near continua de E em R é chamada forma linear continua ou 

funcional linear continuo. 

2.15 PROPOSIÇÃO: Para que uma transformação linear T E ~ F en 
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tPe dois EVT's seJa cont{nua em E 
~ ~ . 
e necessaP~o e suficiente que 

T seja contlnua em pelo menos um ponto de E • 

DEMONSTRAÇÃO: Se T for continua em E, isto e, em todos os 

pontos de E, T será continua em pelo menos um ponto de E. 

Reciprocamente, suponhamos T contínua em um certo 

Dado qualquer outro dada uma vizinhança w
1 

de em F e pondo transformação yl = T(xl) 

v = u+(yO-yl) e um homeomorfismo de F sobre F, que transfo~ 

ma em Logo 

em F. Pela continuidade de T em 

e uma vizinhança de y
0 

existe uma vizinhança v
0 

de em E tal que A transformação v = u+(x
1
-x

0
) 

e um homeomorfismo de E sobre E que transforma x
0 

em 

Logo ~ uma vizinhança de x 1 em E. Ora , 

= isto e, T (V l) C 

c w1 , o que prova a continuidade de T em x 1 . 

Sendo E e F dois EVT's sobre (H, T H) diremos que 

uma transformação linear contínua T: E + F de E sobre F e 

um homomoPfismo cont{nuo de E sobre F se a transformada T(A) 

de qualquer parte aberta A de E for aberta em F. Se T: E-+F 

for apenas uma transformação em F, o conjunto Fl = T(E) e 

um subespaço vetorial topolÕgico de F e T pode ser considera-

da como uma transformação sobre F1 . Diremos então que T : ~ -+ F 

~ um homomoPfismo ~ontlnuo de E em F se T:E-+F 
1 

for um 

homomorfismo continuo de E sobre F 1 . Notemos que no caso pu

ramente vetorial, utilizamos as express6es ''transformação linear" 

e "homornorfismo" como sinÔnimas; no caso vetorial topolÕgico, to-
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do "homomorfismo continuo" ~ uma "transformaç~o linear continua" 

' #' • 

sem que a rec1proca seJa por força verdadeira. 

Consideremos um EVT E sobre um anel de divis~o top2 

lógico (R, TR), um espaço vetorial F sobre R e urna transfor 

rnaç~o linear T:E-+F de E sobre F. Indiquemos com a 

topologia dada sobre 

dizendo que Y C F 

E e definamos urna topologia TF 

~aberto segundo TF se T-l(Y) 

sua imagem inversa, for aberto segundo TE. 

sobre F 

, isto é, 

Al) 
-1 

T (~) = ~ E TE, e portanto ~ e F E TF. 

A2) e portanto 

se Yl,Y2 E TF . 
A3) T-1( u y i) = u T-l(Y.) 

iEI iEI 1 
e logo se 

Y. E TF l 
v i E I. 

Assim, TF é topologia sobre F . 

Para que Y c F seja aberto segundo neces-

sário e suficiente que exista X c E aberto segundo TE tal 

que T (X) = Y. De fato, se y for aberto segundo TF pondo 

X = T-l(Y) teremos urna parte aberta segundo TE tal que T (X) = Y 

(T ~ sobre F) • 

Reciprocamente, suponhamos que Y = T(X), sendo 

aberto segundo TE. Seja N o núcleo de T. T-l(Y) = N+X e 

como N+X = 

sucede com 

u n+X 
nEN 

T-l (Y), 

e cada 

isto é, 

n+X ~ aberto segundo TE , o mesmo 

y e aberto segundo TF. 

Provemos agora que TF é TR-adrnissivel. Para isso , 

consideremos dois vetores m,n E F e seja vJ urna vizinhança 
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aberta de m+n segundo TF· Como T é uma transformação sobre 

a,b E E tais que T(a) -- m e T(b) = n. Ora F, existem 

a+b E T-l(W) e é aberto segundo TE: logo existem -

vizinhanças A de a e B 

que A+B C T-l(W). Pondo 

de b, abertos segundo tais 

U = T(A) e V = T(B) obtemos vi 

zinhanças abertas segundo de m e n respectivamente e 

U+V c W. Assim, a soma de vetores em F e continua segundo TF. 

Vamos provar que o produto de um escalar À E R por um vetor 

m E F é continuo. Seja W urna vizinhança aberta de Àm segug 

do Como T é transformação sobre 

Ora Àa E T- 1 (W) e 

F, existe a E E tal 

que 

do 

tra 

T(a) = m. 

Logo existem vizinhanças abertas U 

de a em E tais que UA c T-l(W). 

é aberto segug 

de À em R e ou-

Pondo V = T(A) 

obtemos uma vizinhança aberta de m segundo TF e UV = UT(A) = 

= T(UA) C W. Assim, o produto de um escalar por um vetor e con

tinuo. A topologia TR-admissivel TF' assim obtida sobre F de 

nomina-se imagem diPeta de TE por meio de T. 

Considerando F munido com a transformação T 

e um homomorfismo continuo de E sobre F. De fato, como a ima-

gem inversa T-l(Y) de toda parte aberta Y segundo e aber 

ta segundo TE' T é continua; além disso, já foi visto que a 

imagem direta T(X) de toda parte aberta X segundo e aber 

ta segundo TF . 

2.16 PROPOSIÇÃO: l'aPa que a imagem diPeta da topologia de um EVT 

E por uma transfoPmaç~o linear T sobPe outPo espaço vetorial F 

seja separada é neces sá:r-{o c suficiente que o núcleo da trans fop-
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mação seja fechado em E. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja N = T-l(O) o núcleo. Se TF for separa-

da, a parte reduzida a origem de F sera fechada segundo TF (pr~ 

posição 2.11) e portanto N, como imagem inversa de uma parte fe 

chada por uma função contínua, será fechado em E. 

Reciprocamente, se N for fechado em E, seu com-

plementar E \ N será aberto em E, portanto 'I'(E \ N) ser a 

aberto segundo TF. Ora T(E \ N) é o complementar da parte 

. {O} em F. Logo ·{O} e fechado segundo isto é, ~ 

e se 

parada. 

Seja dado um EVT E. A partir de cada subespaço veto 

rial V C E podemos construir o espaço vetorial quociente E/V 

e a transformação canônica ~ : E ~ E/V • 

Sendo ~ uma transformação linear de E sobre E/V, 

podemos munir E/v da imagem direta da topologia de E. Assim, 

E/v torna-se um EVT dito quociente de E por V; a topologia de 

E/v é dita quociente da topologia de E por V e a transforma-

çao canônica fica sendo um homomorfismo contínuo de E sobre E/v. 

A Última proposição demonstrada mostra que o EVT quociente de um 

espaço vetorial topolÓgico E por um subespaço vetorial v ~ 

e se 

parado se e só se V é fechado em E. De fato, V e o núcleo 

da transformação canônica. Em particular, se considerarmos um 

EVT E, o seu núcleo N sera um subespaço vetorial fechado (pr~ 

posição 2.10) e por isso, E/N e denominado EVT separado associa 

do a E. 

Vejamos agora a noçao de imagem inversa de uma topoZç:_ 

g~a. Sejam E um espaço vetorial sobre um ADT (R,TR) , 
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um EVT sobre (R, TR) e T: E + F urna transformação linear 

de E em F. Definamos urna topologia sobre E dizendo que 

X C E e aberto segundo TE se existe aberto segundo 

'F tal que 

Al) ~ = T-1 (~)' E = T-l(F) e portanto ~ e E E TE . 

A2) Se x 1 ,x
2 

E TE' devemos mostrar que x
1 

n x
2 

E 'E , ou 

seja, devemos mostrar que existe y c F aberto segundo TF 

tal x
1 

n x
2 

-1 
Yl n Y2 onde que = T (Y) • Basta tomar y ·-

yl e y2 sao abertos de F tais que xl = T-l(Yl) e x2 = 

T-l(Y2) 

A3) Se X. E TE v i E I , devemos mostrar que u X. E TE , 
1 iEI 1 

ou seja, devemos mostrar que existe y c F aberto segundo 

TF tal que u X. = 'l'-1 (Y). Basta tomar y = u Y. on 
iEI 1 iEI 1 

de Y. e aberto de F e tal que X. - 'I'-l(Y.) v i E I. 
1 1 1 

Assim, TE e topologia sobre E. 

Provemos agora que TE ~ TR-admissivel sobre E. Pa 

ra isso, consideremos dois vetores a,b E E e seja W uma vi-

zinhança aberta de a+b segundo TE. Ponhamos m = T(a) e 

n = T (b) • Existe Y C F aberto segundo TF tal que W = T-l (Y). 

Como a+b E W, donde m+n E Y, existem vizinhanças M de m 

e N de n abertas segundo TF tais que M+N C Y. Pondo 

V= T- 1 (N) obtemos uma vizinhança U de a e ou-

tra V de b, ambas abertas segundo TE tais que U+V C W. Is 

so prova a continuidade da soma de vetores em E. 

Sejam À E R e a E E e seja W uma vizinhança 

aberta de \a segundo TE· Seja m = T(a). Existe Y C F aber 



23 

to segundo TF tal que Como Àa E W , donde 

Àffi E Y, existem vizinhanças abertas U de À em R e M de m em 

F tais que UM c Y. Pondo V= T-1 (M) obtemos uma vizinhança 

aberta de a segundo 

Logo o produto de um escalar por um vetor é continuo. 

A topologia TR-admissivel assim obtida sobre E 

denomina-se imagem inversa de TF por meio de T . 



CAP!TULO III 

PARTES LIMITADAS 

3.1 DEFINIÇÃO: Seja (E, TE) um EVT sobre L C E • 

Diremos que L e TE-limitado, ou simplesmente limitado -se nao 

houver perigo de confusão, se para toda TE-vizinhança W de O 

existir TR-vizinhança v de O tal que VL C W. 

3.2 PROPOSIÇÃO: Se (R, TR) não é discreto, para que a parte 

L C E seja limitada em E e necessário e suficiente que, para 

toda vizinhança W do O em E exista um À E R, sendo Àcf-0, 

tal que >.L C W • 

DEMONSTRAÇÃO: De fato, se L é limitado, dada uma TE-vizinhança 

W do O, existe uma TR-vizinhança V do O tal que VL C W . 

A hipótese de R nao ser discreto permite obter um À EV, À 1- O 

(proposição 1.7) e então >.L C W . 

Reciprocamente, suponhamos que L possui a propried~ 

de do enunciado. Dada a vizinhança W de O em E, pela con-

tinuidade do produto de um escalar por um vetor na origem (O,O)E 

E R xE , podemos obter uma vizinhança vl de o em R e ou-

tra \vl de o em E tais que vlwl c w. Pela hipótese, exis-

te um À E R, À ~ o tal que ÀL C wl. Pondo V= V1 À ob-

temos uma vizinhança de o em R tal que VL = (Vl À) L= v 1 (>.L) c 

c v 1w
1 donde VL C W e portanto L 

~ 

e limitado. 

A proposição que acabamos de provar supondo R nao 

discreto, mostra imediatamente o conteúdo geométrico da noçao de 

parte limitada: uma parte L e limitada se e so se ela pode ser 
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tornada, por meio de uma homotetia de centro o e de uma razao 

À ~ O conveniente, tão pequena e próxima de o quanto se dese-

jar. 

Urna variante da proposição 3.2 é a seguinte: Se (R,Td 

- ~ nao e discreto, para que a parte L C E seja limitada em E 

necessário e suficiente que, para toda TE-vizinhança do O, exis-

ta um À E R tal que L C ÀW. Basta observar que ÀL c W, À ~ O 

implicam que L C ÀW , À ~ O implicam w 

e que a parte reduzida à origem e obviamente limitada. Esta nova 

forma significa, geometricamente, que uma parte L é limitada se 

e so se toda TE-vizinhança da origem pode ser ampliada por uma ho 

motetia de centro o -e razao À conveniente de modo a abranger 

L. A proposição 3.2 precedente mostra tamb&m que a noção de par-

te limitada em E independe da topologia que se está consideran-

do sobre o anel de divisão R, desde que se exclua a topologia 

discreta de R. O que sucede quando o anel de divisão topológico 

dos escalares é discreto é esclarecido pela proposição seguinte: 

3.3 PROPOSIÇÃO: Se R é discreto ou se E é caótico, todas as 

partes de E s5o limitadas. Fora desses dois casos, -E nao 

limitado e portanto nem todas as partes de E s5o limitadas. 

DEMONSTRAÇÃO: Consideremos uma parte L C E e seja W uma vi 

zinhança qualquer de O em E. Se R for discreto, a parte 

V= {O} será aberta em R e assim teremos uma vizinhança V do 

O em R tal que VL = {01 donde VL c W. Logo, toda par-

te de E será limitada. Se E for caótico, necessariamente W=E 

e pondo V = R teremos uma vizinhança de O em R tal que 
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VL c W. Logo, toda parte de E será limitada. 

Suponhamos agora que nem R é discreto nem E e cao 

tico. Esse Último fato significa que existe uma parte aberta AcE, 

sendo e A ~ E. Tomemos um ponto mE A e outro 

n E E\ A. A translação y = x-m e homeomorfismo de E sobre 

E e portanto transforma a parte aberta A em outra parte aberta 

w = A-m. ~ claro que o E w e portanto w ~ 

TE-vizinhança de e 

o; ~ 

claro também ~ e que n-m w e portanto w ~ E. Daí resul-

ta que para todo À E R, sendo À ~ o ' a inclusão ÃE c w e 

falsa, pois ÃE = E e W C E, w i' E. Aplicando a proposição 

3.2, concluímos que E não é limitado. 

OBSERVAÇÃO: A proposição que acabamos de provar indica que a no-

ção de parte limitada só tem interesse real no caso dos espaços 

vetoriais topolÓgicos não caóticos sobre anéis de divisão topoló-

gicos não discretos. 

Como todo anel de divisão topolÓgico (R, TR) e um 

EVT sobre si mesmo, tem sentido falar em parte limitada de R. A 

proposição 3.3, mostra que um ADT R é limitado se e só se R e 

caótico ou discreto. 

3.4 PROPOSIÇÃO: Seja E um EVT sobre um anet de divisão topoló-

gico não discreto R. Para que um subespaço vetorial S C E se 

ja limitado ~ necessario e suficiente que S esteja contido no 

n~cleo N de E. Portanto, para que o ~nico subespaço vetorial 

limitado seja a parte reduzida ~ origem ~ necessario e suficiente 

que E seja separado. 
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DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos em primeiro lugar que S c N. Qualquer 

que seja a vizinhança W de O em E, tem-se N C W donde 

S C W , isto é, 1 . s c w o que prova que S é uma parte limi 

tada. Reciprocamente, suponhamos S limitada. Qualquer que se-

ja a vizinhança w do o em E, existe À E R, À ~ o tal 

que ÀS c w. Ora ÀS = s pois À ~ o e s e subespaço veto-

rial; logo s c w e tendo em conta a arbitrariedade de w vem 

s C N. Assim está provada a primeira asserçao. A segunda resul-

ta da primeira e da proposição 2.8. O núcleo de um EVT é pois , 

o maior subespaço vetorial limitado. 

3.5 PROPOSIÇÃO: (a) Toda parte de uma parte limitada também é li-

mitada. 

-(b) A reuni5o de um n~mero finito na o nulo de partec limitadas 

limitada. 

(c) Toda parte finita a limitada. 

(d) Se L1 ,L2 , ... ,Ln s5o partes limitadas~ a soma 

é limitada. 

(e) Se n c R é limitada em R e L C E é limitada em E en 

t5o nL é limitada em E. 

DEMONSTRAÇÃO: (a) Suponhamos A C B C E. Se B for limitada , 

para toda TE-vizinhança W do O existe uma vizinhança U do O 

em R tal que UB c W , donde segue que UA C W e portanto 

A será limitada. 

(b) Suponhamos A,B c E limitadas. Dada uma TE-vizinhança W do 

O, existe uma vizinhança U do O em R tal que UA C W e 

outra vizinhança V do O em R tal que VB c W. Pondo 
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T = U nv, obtemos uma vizinhança do O em R tal que TAC w 

e TB C W donde segue que T(AUB) C\'V e portanto 

A U B é limitada. Por indução passamos desse caso para o 

caso geral. 

(c) A parte vazia é claramente limitada. Consideremos agora uma 

parte {x} reduzida a um ponto x E E. Dada uma TE-vizinha~ 

ça W do O, como O = O.x existe uma vizinhança U do O 

em R e outra V de x em E tais que UV C W. De X E V 

resulta Ux c W e portanto {x} e limitada. Pela parte 

(b) podemos concluir que toda parte finita não vazia é limita 

da. 

(d) Consideremos duas partes A,B C E nao vazias. Suponhamos 

A e B limitadas. Dada uma TE-vizinhança N de o qual-

quer, existe outra TE-vizinhança wl de o tal que Wl+Wl c 

c w. Determinemos uma vizinhança u do o em R tal que 

UA c w
1 

e outra v de o em R tal que VB c wl. Pondo 

T = un v obtemos uma vizinhança de o em R tal que TA C w
1 

e TB c w1 • Ora, T(A+B)C TA+TB c v-1
1 

Hv1 ' donde T (A+B) C W. 

Logo A+B e limitada. o caso de n parcelas é obtido por in

dução. 

(e) Seja W uma TE-vizinhança de O. Como L e limitada em E , 

existe uma vizinhança u1 de O em R tal que 

Como n é limitada em R, existe uma vizinhança U do O em 

R tal que 

U(nL) C W. 

un c u 1 . Então 

Assim nL é limitada em E . 

donde 

3.6 PROPOSIÇÃO: Uma parte é limitada se e só se sua aderência o 

for. 
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- -
DEMONSTRAÇÃO: Consideremos L c E. Como L c L se L for 

limitado, o mesmo sucederá com L. Inversamente, suponhamos L li 

-mitada. Se R fosse discreto, L seria obviamente limitada. Su 

ponhamos R não discreto. Dada uma 'E-vizinhança W de o 

existe outra 'E-vizinhança fechada wl de o contida em w (pr~ 

posição 2. 3) • Determinemos À E R, sendo À t o tal que L c ÀWl" 

A homotetia y = ÀX 
~ 

e um homeomorfismo de E sobre E e por 

isso transforma a parte fechada wl na parte ÀWl também fecha-

da. Portanto donde L c ÀW , isto é, L 
~ 

e 

limitada. 

3.7 PROPOSIÇÃO: Toda parte compacta é limitada. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja K uma parte compacta de (E, 'E) . Seja W 

uma 'E-vizinhança da origem de E . Para cada 

vizinhança V da origem de 
X 

R e vizinhança w 
X 

x E K , existem 

de X em E 

tais que V W C W 1 
X X 

pois Ox = O Pela compacidade do con-

junto K , existe uma parte finita F c K tal que K está 

contido na união finita A de todos os W com 
X 

namos V como a interseção finita de todos os v 
X 

X E F. De fi-

com X E F • 

Obtemos assim uma vizinhança V da origem de R e, é claro, 

pois v c v 
X 

limitado. 

e 

VK c VA c W 

v w c w 
X X 

para todo X E F. Logo K e 

3.8 PROPOSIÇÃO: Sejam E e F EVT's sobre (R,TR). Toda transforma

ção linear continua T : E + F transforma partes limitadas em pa~ 

tes limitadas. 
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DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que A C E e limitada em E e seja 

B = T(A). Dada uma 'F-vizinhança W de O, a continuidade de T 

e o fato de ser T(O) = O permitem determinar uma 

nhança V de O tal que T(V) c W. Como A e limitada em E, 

existe uma vizinhança U de O em R tal que UA c V. Temos 

então: UB = UT(A) = T(UA) c T(V) donde u B c vJ , isto e , B 

é limitada em F. 

3. 9 PROPOSIÇÃO: Seja S um s ubespaç~o vetorial topo lÓgico do EVT 

E. Se A C E é limitado em E então A n S é limitado em S. 

Se A C S, então A é limitada em S se e so se A for limi-

taJa em E • 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos A C E limitado em E e ponhamos 

B = A n S. Dada uma vizinhança qualquer W de O em S, existe 

uma vizinhança V de O em E tal que w = V n s . Como A e 

limitada em E I existe uma vizinhança u de o em R tal que 

UA c v. Dai segue UB = (UA) n s c v ns donde UB c vl isto I 

e, B e limitada 

for limitada em 

limitada em s . 
zinhança qualquer 

uma vizinhança de 

ça u de o em 

A e limitada em 

3.10 PROPOSIÇÃO: 

em S. Suponhamos agora que A c s . Se A 

E I pelo que precede A n s , ou seja, A ser a 

Suponhamos agora A limitada em s . Dada uma vi 

w de o em E e pondo v - w ns , obtemos 

o em S. Pela hipótese, existe uma vizinhan-

R tal que UA c v, donde UA C hT 1 isto e, 

E . 

Se n E. for um produto de EVT's, para que uma 
i 1 

parte A do produto seja limitada nesse produto é necess~rio e 
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suficiente que suas projeções nos fatores sejam limitadas nesses 

fatores. 

DEMONSTRAÇÃO: Para cada Índice i E I I a projeção p. : n E.-+ E. 
1 i 1 1 

do produto sobre o i-ésimo fator e uma transformação linear con-

tínua do produto sobre esse fator. Portanto, se A for limitada 

em n Ei , sua i-ésima projeção 
i 

Ei (proposição 3.8). 

A. = p. (A) 
1 1 

sera limitada em 

Reciprocamente, suponhamos cada A. 
1 

limitada em E. 
1 

e seja A' = n Ai. Dada uma vizinhança qualquer W de O em 
i 

1T E1. I 

i 
existem um conjunto não vazio finito de índices i 1 , ... ,in 

e vizinhanças v1 de O em E. , 
11 

de o em tais que se X = 

então X. E V2 , ..• ,X. E Vn 
12 1n 

da em E. , existe uma vizinhança 
11 

UlAil C v1 ; analogamente, como 

uma vizinhança u2 de o em R 

v2 de o em 

satisfizer 

Como 

de o em 

E. , ••• ,V 
1 2 n 

x. E v1 , 
11 
é limita-

tal que 

A. 
12 

é limitada em E. , 
12 

existe 

tal que U2Ai2 C V2 e assim 

por diante até un A. c vn. Pondo u = u 1 n u 2 n ... n un ob-
1n 

temos uma vizinhança de o em R. Um ponto genérico de UA' e 

da forma ÀX 1 onde À E u e X = {x. } E A' 1 isto e, X. E A. 1 1 

para todo i. Como então teremos ÀX. E UlA. I don-
11 11 

de segue-se que e analogamente ÀX. E v 2 1 • • • 

12 
ÀX E W e por consequência ••• ,ÀX. E Vn. Isto prova que 

ln 

UA' c W. Assim estã visto que A' é limitada no produto e notan 

do que A c A' concluímos que A é limitada no produto. 

3.11 PROPOSIÇÃO: Um anel de divisão topolÓgico R -e compacto se 

e so se ele é caótico ou discreto e finito. 
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DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos R compacto. A proposição 3.7 mostra 

que R é limitado e portanto R é caótico ou discreto (Observa

çao após proposição 3.3). No segundo caso R será finito em vir 

tude da compacidade, pois "todo espaço discreto compacto é fi-

nito". Reciprocamente, se R for caótico, R sera compacto 

pois obviamente "todo espaço topológico caótico é compacto"; se 

R for discreto e finito, R será compacto pois "todo espaço to

polÓgico finito e compacto". 

3.12 DEFINIÇÃO: Um anel de divisão topológico (R,<R) é dito de 

tipo V se tem a seguinte propriedade: Se A c R está afastado 

da origem (isto é, A é disjunto de uma vizinhança da origem) en-

tão 
-1 

A é limitado. 

3.13 PROPOSIÇÃO: Seja 

topol5gico não discreto 

tão, para todo x
0 

E E , 

um EVT sobre um anel de divisão 

[)e (R, 'R) for de tipo V, en-

x
0 

~ -{0} , a aplicação 

~ um isomorfismo vetorial topol5yico entre e o espaço v~ 

torial topolÓgico onde Rx 0 denota o subespaço 

vetorial de E gerado por x0 . 

DEMONSTRAÇÃO: Como é isomorfismo veto-

rial continuo. Provemos que sua inversa, digamos ~, é continua • 

e linear, donde basta provar a continuidade na origem. S~ 

ja W uma vizinhança de O em R. Temos que encontrar uma vi-

zinhança N de o em E t.al que => >. E vl • Corno 

existe vizinhança simétrica V de O em E tal que 

Daí Como E é EVT existem W' vizinhança 
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de O em E e U vizinhança de O em R tais que UW' C V . 

Seja T = {À E R I À x 
0 

E vl ' } • Se À E T então À E (R\ U)-l 

De fato, suponha que ÀO E T c ÀO ~(R\ U)-l Então 

o que implica 
-1 Ào E u. 

absurdo. 

R \ U est~ afastado da origem. Como R e do tipo 

V temos (R \ U) -l limitado. Então existe vizinhança V 
1 

ele O 

em R tal que Como R 
~ -e nao discreto, existe 

~ E V1 , ~ ~ O. Consideremos N = ~w·. Seja v E N n Rx 0 

t 
-1 E vl' 

-1 E T = 1J ÀXO => ~ À => v = ÀXO = )..1 t , t E ~v' . Logo 

À 
-1 

E V 
1 

(R\ U)-1 c w = ~IJ À ou se 
-1 (R\ U)- 1 

=> ~ À E . Logo 

ja 4> e contínua na origem. 



CAPÍ'l'ULO IV 

VALORIZAÇÕES E AN~IS DE DIVISÃO TOPOLÓGICOS 

ESTRITAMENTE MINIMAIS 

Introduzamos algumas noçoes simples relativas a um 

anel de divisão R. Se n é um inteiro usual, representaremos 

com o mesmo s!mbolo n o elemento de R definido do seguinte mo 

do: se n > O então onde 1 E R se 

n = O então n e o zero de R; se n < O então n e o si-

métrico do elemento -n de R. -Os elementos assim definidos sao 

denominados inteiros do anel de divisão. O fato de representar-

mos os inteiros do anel de divisão e os inteiros usuais com os 

mesmos s!mbolos não tem inconveniente algum, desde que se tenha 

presente a cada momento qual o significado dos s!mbolos. 

Sendo n um inteiro (usual) e X E R definiremos 

o s!mbolo 

se n = O 

n 
X 

e 

do seguinte modo: 

X F 0 então 

se 

o 
X 

n >O então xn = x.x ... ~ 
'"'-6-----'J 

= 1 ; e se n < O e x 'F O 

então 
n -1 -n 

X = (X ) Note que xn não é definido se x = O e 

n < O • 

4.1 DEFINIÇÃO: Uma valorização sobre um anel de divisão R 
~ 

e 

uma função v definida sobre R, com valores reais e tal que: 

(1) O _:: v(x) < +"" , v(O) = O 

(2) v(xy) = v(x)v(y) 

( 3 ) v ( x+y ) ~ v ( x ) + v ( y ) onde x,y E R. 

Um anel de divisão munido de uma valorização 
~ 

e dito 

um anel de divisão valorizado. 
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Todo anel de divisão R pode ser valorizado pela fun 

çao v definida do seguinte modo: v(O) = O e v(x) = 1 se 

X 'f. 0. Esta valorização é dita trivial, por oposição às demais 

que sao ditas não triviair.. 

EXEMPLO: R o anel dos quatérnios, v(x) = lxl 

2 2 2 2 l/ 2 
e I x I = (ao+ al + a2 + a3) . 

onde 

Uma noção ligeiramente mais geral e a de quase-valorf 

zação~ isto é, uma função v definida sobre R, com valores 

reais, que satisfaz às condições (1), (2) acima e, em lugar de 

(3) satisfaz a: 

( 4) existe um n~mero real m tal que v(x+y) < m{v(x)+v(y)} 

qua~squer que sejam x,y E IL 

Fazendo X = 1, y = 0 vemos que 1 < m. f: claro 

que entre os numeres m adequados à condição (4) existe um mini-

mo, que sera chamado primeiro multiplicador da quase-valorização. 

Uma valorização é pois uma quase-valorização cujo primeiro multi-

plicador é a unidade. 

Toda quase-valorização possui as seguintes proprieda-

des: 

la.) v(x) > O se x ~ 0: de fato 
-1 -1 v(x)v(x )=v(xx )=v(l)=l 

o que exige v(x) 'I O. 

se x 'I 0: o que resulta da mesma demons-

tração. 

n n 3a.) v(x ) = v (x) e o que resulta de ( 2) se n > O ; da pro -

priedade precedente se n <O, x 'I O; e é Óbvio se n =O, 

X 'f. 0. 
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4a.) -1 v (x) v(xy ) = v(y) se y :1 O (resulta da 2Q) 

5a.) v(-x) = v(x) de fato 2 
v (-x), isto é, 2 

v (x ) = 
2 donde = v (-x) e v(x) = v(-x) 

A condição (4) é equivalente à seguinte: 

(5) existe um número real M tal que v(x+y) ~ M.sup{v(x) ,v(y)} 

quaisquer que sejam x,y E R. 

De fato, se (4) for satisfeita, ter-se-á: 

v(x+y) ~ m{v(x)+v(y)} < 2m sup {v(x),v(y)} 

em virtude da desigualdade a+b < 2 sup {a,b} e portanto (5) 

também será satisfeita com M = 2m . 

Reciprocamente, se (5) for satisfeita, ter-se-á: 

v(x,y) < M.sup {v(x),v(y)} < M{v(x)+v(y)} 

em virtude da desigualdade sup {a,b} ~ a+b válida se a,b > O 

e portanto (4) também será satisfeita com m = M. 

Fazendo x = 1 e y = o em (5) , vemos que 1 ~ M. 

~ claro que entre os numeres adequados a condição (5) existe um 

minimo que será chamado segundo multiplicador da quase-valoriza-

çao. 

O raciocinio que acaba de ser utilizado para mostrar 

a equivalência de (4) e (5) mostra que, entre os multiplicado -

res m e M, tem-se a relação 1 < m < M < 2m . Em particular, 

se o segundo multiplicador for a unidade, isto é, M = 1, então 

também m = 1 e v será uma valorização caracterizada pelo fato 

de satisfazer à condição abaixo, mais exigente do que (3): 

(6) v(x+y) ~ sup {v(x) ,v(y)} quaisquer que sejam x,y E R • 



37 

Uma valorização que satisfaz a condição (6) e di-

ta não-arquimediana por oposição às valorizações ditas arqui-

medianas cujos segundos multiplicadores são maiores que a uni 

dade. 

4.2 PROPOSIÇÃO: Uma valorização ~ não-arquimediana seJ e somente 

seJ v(z) < 1 implica v(z+l) < lJ para todo z E R. 

DEMONSTRAÇÃO: Se a valorização é não-arquimediana temos que 

v (x+y) _::: sup {v (x) ,v (y)} . Se v(z) < 1 então: 

v ( z+ 1) < sup {v(z),v(l)} = sup {v(z),l} = 1 

Logo v ( z) < 1 implica v(z+l) < 1 para todo z E R • 

Reciprocamente, suponhamos que v(z) < 1 implica 

v(z+l) < 1 para todo Z E R. Podemos supor y "I o' X "I 0 

o < v (x) < v (y) . Dai {v(x),v(y)} = v(y) 
-1 

< 1 sup e v(xy ) 

implica -1 
< 1 Agora v (xy +1) . 

v(x+y) -1 -1 v(y) v(y) = v ( (xy +1) y) = v (xy + 1) < 

ou seja, v (x+y) < sup {v (x) ,v (y)} e logo v e não-arquimedi~ 

na. 

4.3 PROPOSIÇÃO: Para que uma valorização seja não arquimediana ~ 

necessário e suficiente que v(n) < 1 para todo inteiro n E R. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos a valorização não-arquimediana. Se n>O, 

( 6) mostra por recorrência que: v (x
1

+ ... +x ) < sup {v (x
1

) , .•• , v (x ) } n - n 

onde X l, ... , Xn E R. 

v(n) < 1. Se n <O 

v(O) =O < 1 . 

Fazendo 

então v(n) 

X,) = ••• = X 
~ n 

= 1 obtemos 

v (-n) < 1 . Finalmente , 
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Reciprocamente, devemos mostrar que se v(z) < 1 en-

tão v ( z+ 1) < 1 para todo z E R • 

n .. 
1 1 

< L V(C z ) 
. 1 n l= 

n i 
< L v (z) 

i=l 
< n+l. 

Dai 1/n v(z+l) ~ (n+l) . Como (n+l) l/n -+ 1 quando n -+ +oo , 

no limite obteremos v(z+l) < 1 e portanto a valorização é não 

-arquimediana. 

4.4 PROPOSIÇÃO: Se v é uma valori;:açào e O <h -~ 1 ~ h E lR, 

então 
h 

v também é uma valorização. Se v é não-arquimediana e 

h > O então vh també~ é não arquimediana. ~e v e uma quase-

h > o en tc'lo h v também é uma quace-valorização. 

DEMONSTRAÇÃO: O Único ponto que necessito dcmonstraçi:io e o rcfe-

rente às condições (3) até (6). 

Se v e uma valorização c o < h < 1 tem-se 

h v (x+y) h h h 
< {v(x)+v(y)} ~v (x)+v (y) em virtude da desigualdade 

(a+b)h 

lorização. 

tem-se: 

se a,b > O e portanto h v também é uma v a-

Se v e uma valorização nao arquimediana e h > o 
h v (x+y) h h h 

< [sup {v(x),v(y)}j = sup {v (x),v (y)} em 

virtude da relação [sup {a,b}]h = sup {ah,bh} se a,b > O 

donde segue que h 
v também é uma valorização nao arquimediana. 

Se v e uma quase-valorização c h > o tem-se 

o que 

prova que também é uma quase-valorização. 

4.5 PROPOSIÇÃO: Sejam m e M os multiplicadores de uma quase-
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Em resumo 
M m = sup {1, 2 } . 
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M 
m = 2. tJe 1 < H < 2 então m=l. 

DEMONSTRAÇÃO: Ponhamos 
M k = sup {1, 2 } . Tem-se k ~ 1, 2k ~ M 

e portanto < Daí segue 

< < 2k sup {v(x
1

+x
2

) ,v(x
3

+x
4
)} 

2 < 4k sup {v(x1 ),v(x2 ),v(x
3
),v(x4)}. 

Em geral, considerando um inteiro n > 1 e pondo N = 2n , vem: 

Supondo 

( 2) 

então 

n > 1 

obtemos em particular 

n n 
< 2 k v(x) 

Provemos agora que se p for um inteiro e O ~ p < P 

v(pn) ~ 2p kn v(x). Isto é claro se n = 1. Suponhamos 

e admitamos que n-1 o < p < 2 implica n-1 
v (px} -~ 2p k v (x). 

Consideremos agora um inteiro p sendo O 2 n • < p < Se for 

n-1 o < p < 2 então v(px} < 2p kn-lv(x) n 
< 2p k v (x) pois k>l. 

Suponhamos Como px = 2n-lx + (p-2n-l) x te-

remos: n-1 v(px) ~ 2k sup {v(2 x}, v I_ (p- 2n-l) x] } . Podemos dis tin 

guir dois casos: 

n-1 19} v(px} ~ 2k v(2 x) . Aplicando (2) onde em lugar de n 

gure n-1 teremos: v(2n-lx) < 2n-l kn-l v(x) donde v(px) 

< 2k 2n-l kn-l v (x) < 2p kn v (x) 

fi 

< 

[ n-1 n-1 n ..n-1 n-1 29) v (px) ~ 2 k v (p-2 ) x] . Notemos que p-2 < 2 -L = 2 . 

Pela hipótese v[(p-2n-l)xj < 2(p-2n-l)kn-lv(x}. Como 2(p-2n-l}<p 

teremos v (px} n-1 n < 2kpk v(x) = 2p k v(x). Assim está provado 

que n O < p < 2 implica n v(px) ~ 2p k v(x). Suponhamos x tO. 
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Daí 
-1 -1 

v(x+y) = v(x(l+x y)) = v(x) v(l+x y) o Logo 

= 

. 1 . I 1 - 1 : 
CN-1 (x y) J 

e aplicando (1) podemos continuar com: 

< [v(x)]N-l N kn sup 
O<i<N-1 

Notando que 

continuar com 

N-1 i 
E CN-1 

i=l 
= 

i -1 i 
v {CN-l (x y) } 

N-1 
2 e portanto 

i N-1 
CN-1 < 2 

< [v(x) ]N-l N kn sup 2 C~-l kN-l vi (x -ly) < 
O<i<N-1 

< = 

= = 

= 2 N kN+n-l ·{v (x) +v (y) }N-l o 

N+n-1 

podemos 

Extraindo a raiz N-1 vem: 

1 

v ( x+y) < ( 2N) N-l k N-l {v (x)+v(y)} 

1 

Fazendo n + +oo e portanto N + +oo e notando que (2N)N- 1 + 1 

N+n-1 

e k N-l + k virá v ( x+y) < k {v ( x) +v ( y) } • Isto prova que e~ 

tre m e k tem-se a relação 

m > 1 e H 
m ~ 2 donde segue 

m < k. Ora, já foi visto que 

m > k e finalmente m = k. 

4o6 PROPOSIÇÃO: Se v é uma quaae-valoriz.ação, para todo h > O 

suficientemente pequeno vh será uma valorização. 
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DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que o segundo multiplicador de v seja 

M. Tem-se 

~ 

to e, se 

h h v (x+y) _::: M 

o < h < 
1 

log 2 M 

sup h h 
{v (x) ,v (y)} • Se Mh < 2 

I is-

teremos que o segundo multiplicador 

~ 

e < 2. Aplicando a proposição precedente, vemos que 

é urna valorização. 

Consideremos um anel de divisão R munido de urna qu~ 

se-valorização v. Vamos definir a partir de v urna topologia T 

sobre R do seguinte modo: Para cada f. > o e c a da a E R, se 

ja B(a, c) o conjunto dos pontos x E R tais que v(x-a) < c, 

o qual chamaremos de bola de centro a e raio f. 

Dizemos que urna parte X C R e abel'ta se X for 

vazia ou, em caso contrário, se para cada a E X existir um 

( > o tal que B(a,c) ex ~ fácil ver que 1 é uma topolo-

gia sobre R. 

Cada B(a, E) e uma vizinhança de a. De fato, defi-

narnos V corno sendo o conjunto dos X E R para cada um dos 

quais existe ó > o tal que B(x,ó) c B(a, E). ~ claro que 

a c= V e que V c B(a, c). Provemos que V é aberto. Dado 

x E V, existe ó > o tal que B ( X , ó ) C B ( a , E) • Ponhamos 

ó 
ó = 1 2m 

(sendo m o primeiro multiplicador de v). Se yE B(x,ó 1 ), 

isto é, v(y-x) < ó
1 

então de fato, para 

z E B(y,ó
1
), isto e, v(z-y) < ó 1 tem-se: 

v(z-x) < m {v(z-y)+v(y-x)} _::: 2 ó1 m = ó 

donde z E B(x,õ) c B(a, E). Assim, para todo 

-se B(y,ó 1 ) c B(a,E) e por consequência y E V. Isto prova 
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que Dai se conclui que V 6 aberto e a seguir 

que B(a, t=:) é vizinhança de a. Urna consequência imediata e que, 

para cada a E R, o conjunto das bolas B(a, t=:) é urna base de 

vizinhanças de a. 

A topologia , e separada. De fato, se a,b E R 

sendo a 1 b, então v(a-b) > O. Determinemos tal que 

o < ó 
v(a-b) 

< 2m · Se existisse um ponto X comum a B(a,o) e 

B(b,o) , ter I amos v(x-a) <o e v(x-b) < ó donde 

v (a-b) < rn {v (a-x) +v (x-b) } < 2 ó rn < v (a-h) 

o que e absurdo. Logo B(a,o) e B(b,o) sao vizinhanças disju~ 

tas de a e b c T c scp~r~da. 

A topologia 1 6 admissivel. Para provar a continui 

da de da sorna, consideremos a,b E R e seja H uma vizinhança 

de a+b. Existe um E > o tal que B(a+b, d c H. Ponhamos 

u B(a,o) v n (b, ó) onde ó 
€ u v - vi-= e = = . c sao 

2m 

zinhanças de a e b respectivamente tais que U+V c \-'1 . De 

fato, se x E U , isto é, v (x-a) < ó e y E V , isto e 

v(y-b) ~o então: v ( (x+y)- (a+b)) < m [v (x-a) +v (y-b) J < 2rn6 = € ' 

isto é, x+y E B(a+b,f), donde x+y E W. Portanto a sorna e 

continua. 

Para estabelecer a continuidade do produto, tomemos 

a,b E R e seja W uma vizinhança de ab. Existe f._ > 0 tal 

que B ( ab, c) c \v. Como xy-ab = {x-a) (y-b)+a(y-b)+(x-a)b tem 

-se: 
? 2 

v(xy-ab) ~ mv(x-a)v(y-b)+m-v(a)v(y-b)+m v(x-a)v(b). 

Determinemos ó > o de modo que 2 2 mó ·+m v(a)ô + 

2 + m ôv(b) < E. Pondo U = B(a,ô) e V= B(b,ó) obtemos vi-

zinhanças de a e b respectivamente, tais que UV c W. De fa 
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to, se X E U , isto é, v(x-a) < ó y E V, isto e, 

v(y-b) ~ ó então a relação acima escrita mostra que v(xy-ab) < c 

isto é, xy E B (ab, E) donde xy E w. Assim a continuidade 

do produto está vista. 

Finalmente, o inverso é contínuo. Com efeito, sendo 

a E R, a -I o' w uma vizinhança de -1 a , determinemos E > o 

tal -1 c w. v(a) o determinemos que B (a , E) Notemos que > e 

v(a) 2 
ó > o tal ó ó 

c v (a) Pondo v B(a,ó) que <-- < = 2m 2m 

obtemos uma vizinhança de a tal que (V\{0})-lCW. De fa-

to, se x E V, x -I O, tem-se v (x-a) < ó • Como 

v(a) < m[v(a-x)+v(x)] < m[vi:> + v(x)J 

obtemos 
v (a) 

2m ~ v(x) donde 
-1 

v (x) 
2m 

<--
v (a) 

Além disso , 

x- 1-a-l = x- 1 (a-x)a-l donde 

< 
2m 2 ( ) 1 c v a v- (a) 

v(a) 2m = E 

e portanto 
-1 -1 x E B(a ,c) donde -1 x E W. Assim está provada 

a continuidade do inverso. 

A topologia T é a discreta se~ e so se~ v for a 

valorização trivial. De fato, é uma vizinhança de o . 
' 

ora, se v for a valorização trivial, então B (O , !) 
2 contém ap~ 

nas o o e por isso T ser a discreta. 

Reciprocamente, suponhamos 
~ 

valoriza-que v na o e a 

-çao trivial: existe então um a t- O tal que v(a) t- 1 

demos supor v(a) < 1 (substituindo, se necessário, a 

e po

-1 por a ). 

Seja V uma vizinhança qualquer do o. Determinemos E > 0 de 

modo que n n v(a ) = v (a) < c • Teremos então n a E B(O,c) don 
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de n 
a E V o que prova que toda vizinhança de O contém pelo 

menos um elemento distinto do zero: logo T n~o é discreta. 

4.7 PROPOSIÇÃO: Se v é uma quase-valorização sobre o anel de 

divisão R e X c R, paPa que X seja limitada é 
, . 

necessarz.o e 

suficiente que exista um n~meY'o A > O tal que v(x) <A paPa 

todo X E X. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que o numero A existe. Dada urna vi-

zinhança W do O, determinemos c > o tal que B(O,c) c W. 

Pondo c 
U=B(O, A temos ux c w. De fato, se U E U e 

X E X ent~o v(ux) = v(u)v(x) < 
E 
A • A = c f isto é, uxE B(O,E) 

donde ux E W. Logo X é limitado. 

Suponhamos agora X limitado. Se v for trivial , 

basta tomar A = l. Suponhamos v não trivial, e portanto a t2_ 

pologia correspondente n~o discreta. Como 8(0,1) e uma vizi-

nhança do O, existe um t ~ O tal que tX c B(O,l). Ponha-

mos 
-1 

A = v (t) . Se X E X tem-se v (tx) < l donde 

v(x) <A • 

4.8 DEFINIÇÃO: Seja 

rado. Um elemento X E R 

um anel de divis~o topol6gico sepa

é dito nilpotente se xn ~ O quando 

n ~ +oo isto é, se para toda yR-vizinhança W do O existe um 

inteiro N > l tal que xn E W para todo n > N . 

Um elemento 

e x-l e nilpotente. 

Um elemento 

X E R 

X E R 

potente nem antinilpotente. 

é dito antinilpotente se x t O 

e dito neutY'o se x nao e nil-
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~ óbvio que o 1 e neutro e que o zero e nilpotente. 

Se x for nilpotente e diferente de O , antinilpo -

tente ou neutro, então 
-1 

X sera antinilpotente, nilpotente ou 

neutro respectivamente. 

4.9 PROPOSIÇÃO: Seja p .:._ 1 um inteiro. Para que xp seja nil-

potente~ antinilpotente ou neutro~ é necessário e suficiente que 

x possua a mesma propriedade. 

DEMONSTRAÇÃO: Se 
~ 

nilpotente, dada urna vizinhança w do o, X e 

existe inteiro No > 1 tal n que X E w para n > Na . Quer~ 

rn 
mos encontrar um inteiro N > 1 tal que se rn > N, (xp) E w. 

Basta tornar N corno o primeiro inteiro maior que N
0

/p 

~ 

Suponhamos xp nilpotente. o caso p = 1 e tri-

vial e por isso, seja p > 1. Seja W urna vizinhança do O. Pe 

la nilpotência de xP, 
n 

(xP) E w ou seja 

existe um inteiro 

para n > 

tal que 

N0 . Fixemos um intei-

ro i, i< i::_ p-1. Ternos Oxi = O logo é possível determinar 

urna vizinhança U. de 
1 

o 

Pela nilpotência de 
n 

(xp) E u. I 
1 

donde segue 

e outra v. 
1 

de 

existe um inteiro 
n . 

( xP) x 1 
E U. V. 

1 1 

i 
X tais que 

N. > 1 
1 -

ou seja 

U. V. E W. 
1 1 

tal que 

xpn+i E w 

para n > N .• 
1 

Seja N o produto de p pelo maior dos 

, .•. ,N 1" p- Se n > N podemos escrever n = pn'+i onde 

n' > N0 , ••• ,N l - p- e o ::.. i 2. p-1 logo 

por isso x e nilpotente. 

Se 

potente e daí 

x é antinilpotente então 

-1 p 
(x ) é nilpotente e logo 

X f O, 

para n > N e 

-1 
X 

~ 

e nil-

e antinilpotente. 

Reciprocamente, se é antinilpotente, então P -1 -1 p 
(x ) = (x ) 
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e nilpotente, logo 
-1 

X e nilpotente e daí X é antinilpotente. 

Se x ~ neutro ent~o xp ~ neutro, pois se xP fos 

se nilpotente ou antinilpotente, x seria do mesmo tipo. Reei -

procamente, se xp ~ neutro então X tamb~m ~ neutro, pois se 

x fosse nilpotente ou antinilpotente, xp seria do mesmo tipo. 

4.10 PROPOSIÇÃO: Seja um anel de divisão topológico tal 

que 'R provém de uma quase-valorização v. Para que a E R se

ja nilpotente, antinilpotente ou neutro é necessário e suficiente 

que v(a) < 1 , v(a) > 1 ou v(a) = 1, respectivamente. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja v(a) < 1. Dada uma vizinhança W do o , 

existe E > 0 tal que B(O,E) c W. Corno vn(a) -+ O quando 

n -+ oo existe um inteiro N > 1 tal que 

isto ~, n a E B(O,E) , donde pura n > N. Logo a 

~ nilpotente. Reciprocamente, suponhumos a nilpotente. Existe 

um inteiro N > 1 tal que an E B (O , ~ ) para n > N • Em 

N 1 a EB(0, 2 ) isto ~' 
N N 

v (a ) = v (a) 
1 

<-- 2 I 
don particular, 

1 

de v (a) < (~)N <1. 

Observando que concluímos que a 

~ antinilpotente se e só se v(a) > 1. Finalmente, por exclusão, 

vemos que a ~ neutro se, e so se, v(a) = 1. 

4.11 DEFINIÇÃO: Duas quase-valorizações sobre um mesmo anel de 

divis~o são ditas equivalentes se elas determinam a mesma topolo-

gia sobre esse anel de divis~o. 

4.12 PROPOSIÇÃO: Duas quase-valori:w~'!Ões v e w sobre um anel 
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de divisão -R sao equivalentes se, e somente se, existe h > o 

tal que w = vh 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos que um tal h existe. Dados a E R e 

E > 0 1 então x satisfaz v(x-a) < E 

isto é, se e só se w (x-a) h 
< E Isto prova que = 

- h • - B (a, E ) , onde os 1ndices v e w servem para salientar que 
w 

se tratam de bolas relativas às quase-valorizações v e w. Se-

jam T e 
v Tw as topologias determinadas por v e w. Se XC R 

e aberto segundo T ' v ou X é vazio, e portanto aberto segundo 

T OU w X 
- ~ nao e vazio: então para todo a E X existe um 

E > 0 tal que B (a,E) c X, 
v 

~ 

isto e, 

va que X ainda e aberto segundo T • w Logo 

~ 

gamente se ve que 

-
T w 

e w sao equivalentes. 

< T 
v 

donde segue T w 

T < T 
v w 

Isto pro-

Ana lo-

isto é, v 

Reciprocamente, suponhamos v e w equivalentes pe-

lo fato de determinarem a mesma topologia 1. Se T fosse dis-

ereta, v e w seriam triviais e bastaria tomar h = 1. Su-

ponhamos T nao discreta, isto é, v e w não triviais. 

Se v (x) < 1 , então x 
~ 

e nilpotente e portanto 

w(x) < 1 e reciprocamente, isto é, as condições v(x) < 1 e 

w(x) < 1 são equivalentes. Como v não é trivial, existe um 

aER, a:j-0, tal que v(a) =I l. Podemos supor v (a) < 1 

(substituindo, necessário, 
-1 ~ 

claro então se a por a ) e e que 

w (a) 1 h o pela condição w (a) 
h is < . Determinemos > = v (a) , 

to e, h = log: w (a) 
log v (a) 

Consideremos um X E R e dois inteiros m , n , sen 
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do m > O. Para que 
n 

xm(a- 1 ) seja nilpotente, é necessário e 

m 
suficiente v(x m -n 

1 ' isto 
~ y (x) 1 que a ) < e < o que 

vn (a) 
n 

equivale log v(x) n 
de modo idêntico vemos xm (a -1) a > - que log v (a) m 

nilpotente 
~ 109: w{x) n Isto mostra que e se, e so se, > - o con log w (a) m -

junto dos numeres racionais menores que lo9: v (x) 
e idêntico -log v (a) 

ao conjunto dos numeres racionais menores que log w(x) Logo log w (a) 

log v (x) = 109: w(x) donde log w (x) h log v (x) h = e w = v . log v (a) log w (a) 

4.13 DEFINIÇÃO: Um anel de divisão topolÓgico (R,,R) é dito va 

lorizável se for possivel obter pelo menos uma valorização sobre 

R que determine a topologia 'R • 

4.14 PROPOSIÇÃO: Um anel de divisão topolÓgico é valo-

rizável se, 
~ 

e so se~ existir uma quase-valorização sobre R que 

determine a topologia 'R . 

DEMONSTRAÇÃO: (R,,R) valorizável implica a existência de uma v~ 

lorização que determina a topologia 'R. Mas, toda valorização é 

uma quase-valorização. 

Reciprocamente, suponhamos que exista uma quase-val~ 

rização v que determine a topologia 'R . A -proposiçao 4.6 mos 

tra existe h o tal 
h valorização que um > que v e uma e em 

seguida, - 4.12 h determina topologia a proposiçao mostra que v a 

'R logo (R,,R) e valorizável. 

4.15 DEFINIÇÃO: Um grupo ordenado é urna terna (G, · <) tal 

que (G,•) e um grupo com urna relação de ordem < reflexiva 
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antisimétrica, transitiva, total e tal que X < y implica 

ax < ay e xa < ya V a E G . 

-4.16 DEFINIÇÃO: Dois grupos ordenados G e G' sao ditos or>dena 

damente isomor>fos se existe um isomorfismo de grupos f : G -+ C' 

tal que X < y implica f(x) < f(y) 

4.17 DEFINIÇÃO: Um grupo ordenado G é dito ar>quimediano se pa-

ra quaisquer a,b E G com b > 1 , existe algum inteiro n 

tal que > a . 

4.18 NOTAÇÃO: Seja um anel de divis~o topolÕgico separ~ 

do. Denotaremos o conjunto dos elementos nilpotentes de R por 

N
1 

, o conjunto dos elementos antinilpotentes por N_ 1 e o con

junto dos elementos neutros por N0 . 

4.19 DEFINIÇÃO: N 

4.20 LEMA: cntao N
0 

e subgr>upo nor>mal de R*, o 

gr>upo multiplicativo dos elementos n5o nulos de R . 

DEMONSTRAÇÃO: (a) N
0 

é fechado com respeito a tomar inversos. 

(b) N
0 

é fechado sob automorfismos internos. 

De fato, se 

-1 n 
(xa x ) 

e xa 

ou 

ent~o 

-+ o . Pela continui 

dade da multiplicaç~o em anéis de divis~o topolÕgicos , 

n -1 xa x -+ O implica que n -1 a x -+ O , o que, por sua vez, 

implica a n O -+ , o que contradiz a neutralidade de a. Ana 

logamente excluimos a possibilidade de 
-n -1 xa x -+0. 
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(c) N0 é fechado sob multiplicação. 

De fato, se 

-1 -1 

x,y E N0 e xy ~ N0 então xy E N1 ou 

y X E Nl. Se xy E N
1 

, pela hipótese, x-
1

(xy) = yE N
1 

contradição. -1 -1 -1 -1 -1 
Se y X E Nl então y (y X ) = X E Nl, 

o que implica contradição. 

De (a), (b) e (c) temos que N0 e subgrupo normal 

de R* . 

4 . 21 LEMA : Se então 

DEMONSTRAÇÃO: Observemos inicialmente que, pela hipótese, o pro-

duto de elementos nilpotentes e nilpotente. 

Sej arn X E Nl e y E No • Suponhamos que xy ~ N. 

Então logo -1 -1 
Dai -1 -1 

xy E N_l e y X E Nl. ternos y(y X ) = 
-1 

E Nl então -1 E Nl ' absurdo. Logo E N. = X e XX o que e xy 

4.22 DEFINIÇÃO: Seja (R, -r R) um anel de divisão topológico sep~ 

rado tal que NNl C Nl. Se aN 0 , bN 0 pertencem a R*/N o de 

fine-se ~ bN 0 somente 
-1 

N aN0 se e se ab E . 

4. 23 LEMA: A relação da definição aeima está bem definida e tor-

R*/N o um grupo ordenado. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja aN = a'N o o e bN = b'N o o e seja 

ab -l E N . Escolhemos n
1

,n 2 E N
0 

tais que 

b' = n
2 

b • 
-1 -1 -1 

Então a' (b') = (n
1
a)b n 2 = 

a' = n 1 a 

n
1 

ab-l n; 1 

e 

Se ab-l E Nl então 
-l n

1
ab · E N

1 

Pelo Lema 4.21 segue que o produto b -1 -1 E N n
1

a n 2 

a' (b')- 1 
E N . 

UNICAMp 
8 I B 1 : ! : -, : •· ~; r p q 

pois NN 
1 

E N l • 

ou seja 
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Se ab-1 E "' "o 
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então e também 

Logo a relação est~ bem definida. 

Vamos verificar agora que R*/N
0 

~ grupo ordenado. 

(i) a relação ~ claramente reflexiva. 

(ii) a relação ~ antisimétrica: 

De fato, se aN
0 
~ bN

0 

ba -l E N . Se ab -l e 

-1 
e aN

0 
~ bN

0 
entao ab E N 

e ba -l E N 
1 

teremos ab -lba -l = 1 E N 
1 

o que é absurdo. Dai, um deles deve pertencer a N0 , e logo ambos 

pertencem a N0 , donde aN
0 

= bN 0 . Com efeito, mostremos que 

-1 
aN

0 
c bN

0 
ou seja b a N

0 
c N

0 
• Considere n E u 0 • Então 

b- 1an = a- 1ab- 1an = a- 1 (ab- 1 )an. Mas ab-l E No e dai, 

-1 -1 
a (ab ) a E N

0 
é subgrupo normal e finalmente 

-1 -1 
a (ab )an E N

0 
é subgrupo. Analogamente se verifi-

ca que 

(iii) a relação é transitiva. 

Suponha e 

ab -l E N 

aN0 > bN0 
-1 e bc E N . Devemos mostrar que 

sidere a relação (ab-l) (be-l) = ac- 1 Se 

desde que 

e logo 

( ab -l) 

-1 
ac E N . 

E N, teremos 
-1 

ac E N
1 

Isso significa que 

ac-l E N . Con

bc-1 E N
1 

então, 

(pois 

Por outro lado, se bc 
-1 

E NO suponha primeiro que 

ab -1 
E NO . Segue então que a c -1 

E NO desde que No e um 

subgrupo e logo ac-1 E N . 
Se be-l -1 

E Nl , 
-1 

E N E NO e ab segue que a c pe-

lo Lema 4.21. 

(i v) e para 



52 

qualquer X E R* . 

De fato, se aN 0 ~ bN 0 temos ab- 1 E N e dai 

'L -l = axx-lb-l ( 1: ) -l "1 • " b "J A aD = ax ,x E ~~ ou seJa ax,~
0 

> x, 
0 

gora 

-1 . -1 -1 xaN
0 

> xbN
0 

se e somente se xa(xb) E N ou seJa, xab x EN. 

Se ab-l E N
0 

o resultado segue pois N
0 

~ subgrupo nor-

mal. 

Se -1 
ab E Nl o resultado segue pois N

1 
~ fechado sob 

automorfismos internos. Com efeito, se 

go n xa -+ O , 
n -1 xa x + O ou seja 

a E N 
1 

, 

-1 n 
(xa x ) -+ O 

n a -+ O , 

ou 

lo-

ainda 

-1 xax E N
1 

pela continuidade da multiplicaç~o em an~is de divi 

sao topológicos. 

(v) a relação é total. 

Dados a,b E R devemos ter aN > bN o - o ou bNO ~ aN 0 . 

ba-l rf:- N Suponhamos que isso não ocorre. 

Mas implica que 

Então 
-1 

( ab -l) 

ah-l rf:- N e 

= ba-lE N contradição. 

De (i) - (v} temos que R*/N
0 

e grupo ordenado. 

4.24 TEOREMA: Seja um anel de divisão topológico sepa-

rado. São equivalentes: 

(a) R é valorizável. 

{ 
( 1) N 

~ 

limitado. e 

( 2) N Nl c Nl 

( b) 

(c) 1 (i) 
~ 

vizinhança limitada do o1•iuem. Nl e 

l (ii) NN 1 
c N1 

DEMONSTRAÇÃO: (a) => (b) : Se R ~ va1orizável e v e sua va-

lorização, ent~o N é o conjunto dos X E R tais que v(x) ~ 1, 
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isto e, N ~ limitado (proposiç~o 4.7). 

Para provar (2), seja e b E N • Então 

v (a) < 1 e v(b) < 1. Ternos então: 

n 
< v (a) + O 

ou seja, ba E Nl . 

(b) => (c): SÓ precisamos mostrar que N 
1 

e viz inhan

ça da origem. 

Seja W urna vizinhança do O tal que 1 t:j W • Corno 

N e lirni tado, existe urna vizinhança V do o tal que VN c \v , 

isto e, 1 f/ VN Dai resulta que De fato, se exis-

tis se t E V , seria t I o e 
-1 t E N (pois o 

inverso de um elemento neutro ou antinilpotente 6 neutro ou nil-

potente) donde tt-lE VN o que não ~ verdade. Isso prova 

que N 
1 

~ 

e vizinhança do O . 

(c) => (a): Suponhamos que H satisfaça (i) e (ii) 

Se TR e a topologia discreta consideramos a valorização trivial 

e R e valorizâvel. Suponhamos que 1H não ~ a topologia dis

creta. 

Pelo Lema 4.20, N0 ~um subgrupo normal de R*. Pe 

lo Lema 4.23, R*/N0 e um grupo ordenado. Vamos mostrar que 

R* /No e um grupo ordenado arquirnediano. Observe que se aN
0 

> bN 0 

então 
-1 

ab E Nl . De fato, se fosse 
-1 

ab ENO então aN0 = bNCY 

contradição. Logo implica 

Para quaisquer a,b E R* com 

mostrar que existe algum inteiro n tal que 

bN
0 

> N
0 

, 

bna-l E N
1 

. 

vamos 

Pela 

nilpotincia de b e pela continuidade da multiplicação, sabemos 

que b na-1 O 
~ . Desde que N1 é vizinhança do O, segue que 
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para n suficientemente grande, n -1 
b a E Nl . 

Sabemos que um grupo ordenado arquimediano ~ ordenada 

mente isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo dos números reaj_s 

com a ordem natural. Então, R*/N é ordenadamente isomorfo o a 

um subgrupo aditivo dos reais. Seja f um isomorfismo de ordem 

de R*/N o em ( JR f + ) Considere a aplicação h obtida campo~ 

do a aplicação canônica com f . 

h : R* -+ R*/NO 

a -+ aN
0 

f 
(IR , + ) 

f(aN
0

) = h(a) 

Considere v:R-+lli definida por: v(a) = e-h(a) 

a t- O , v(O) = O 

para 

v e uma função com valores reais positivos tal que: 

I) v(x) = O se e somente se X = Ü . 

(II) v(ab) = e-h(a)-h(b) = e-h(a) . e-h(b) = v(a) v(b) 

h ( ab) = h (a) + h ( b) 

III) v(x) < 1 se e somente se X E Nl . 

pois 

De fato, se X E Nl , então xl-l E Nl e daí xN 0 > No· 

Portanto f(xN 0 ) > f(N 0 ) = o desde que f e um isomorfismo -

de ordem; em outras palavras, f(xN 0 ) = h(x) > O e 

-h (x) 
v (x) = e < 1 . Se 

equivalente a dizer que 

xN0 > N0 o que implica 

v ( x) < 1 então 

f ( xN O) > f (NO) 

-1 
xl = X E N l . 

h(x) >o. 

e então devemos 

Vamos agora considerar a família de conjuntos 

B ( 0) = {a E R v(a) <c} 
E 

daí 

~ 

Isto e 

ter 

onde E > O e mostrar que cada aberto W contendo O contém um 
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desses conjuntos B (O) e que cada B (O) contém um aberto u 
E: E: 

contendo o O . 

1) B (O) contém um aberto U contendo O • 
E: 

Escolhemos b E R tal que v (b) 
-1 

> E: Se -na o 

existe tal b então O < v(x) -1 
< E para todo X E R e dai 

donde e logo 

ou ainda O < v(x) < 1. Dai v(x) = O ou 1 para todo x E R. 

Então, se b ~ O, v (b) = 1 , ou equivalentemente, h (b) = 

= f(bN ) = O o o que implica bN
0 

= N
0 

• Em outras palavras, 

nesse caso, todo b E R, b ~ O, ~ neutro. Contradição pois 

R ~ N (R não ~ limitado pois TR não é a topologia discreta;ver 

observação apos proposição 3.3). 

Corno Nl e vizinhança do o existe um aberto u con-

tendo o tal que Ub c N 1 . Dai pura todo X E u , xb E Nl , 

logo v(xb) < 1 . Desde que 1 > v (xb) = v(x)v(b) > 
v (x) 

te 
E: 

mos v(x) < E: ou u c B (O) 
E: 

2) Cada aberto W contendo O contém urna B (0) 
r 

Corno N
1 

é limitado, existe um aberto V contendo 

O tal que VN l c ~'V • V ~ {O} -pois TR nao e a topologia dis 

ereta. Considere a E v, a ~ O; portanto aN
1 

c W . 

e dai 

Para X E B 
1 

v (a-l) 

v(a- 1 )v(x) = v(a- 1 x) < 1. Logo 

(o) I ternos 1 
V ( X ) < --_-:

1
::-

V(a ) 

-1 
a X E N1 OU X E aNl 

e segue que B 1 
(o) c w . 

que 1 <I w 

-1 
v(a ) 

Finalmente, consideremos urna vizinhança vJ do O tal 

e em seguida determinemos outra vizinhança V do O 
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tal que V+V c w. Pelo que foi visto acima, existe um r > O tal 

que B (O) c V. 
E 

Provemos que E-v (x+y) < sup {v(x) ,v(y)}. De fa 

to, em caso contrârio, teriamos EV(x+y) > v(x) 

e isto exigiria que x+y i O e a secruir que 

rv(x+y) > v(y), 

f > vrx(x+y) -lJ' 

-1 
E > v [y ( x+y) l donde 

-1 
X ( x+y) E V , y(x+y)-l E V e so-

mando, 1 E V+V c U , o que contradiria A relação 

indicada estâ pois provada. Pondo H = l obtemos 

v(x+y) < Msup {v(x), v(y)} 

Assim está provado que v e uma quase-valorização 

que determina a topologia TR • 

é valorizável. 

Logo, pela proposição 4.14, R 

4.25 CORO~RIO (L.Nachl)in [3]): Par•a que um cor>po topDlÓgico se-

parado seja valoriz~vel ~ neeess~rio e suficiente que N ceja li 

mitado. 

DEMONSTRAÇÃO: Basta provar que Observemos inicial-

mente que a f6rmula n n n 
(xy) = x y mostra que num corpo o prod~ 

to de dois elementos nilpotentes e nilpotente, e que o produto de 

dois elementos antinilpotentes é antinilpotente. 

Sejam agora X E N e y E Nl . Se a 

observação anterior mostra que xy E l'J 
1 

. Se então 

xy não é antinilpotente, pois em caso contrário, também x seria 

antinilpotente. Com efeito, 
-1 

x = (xy) y • xy E N • Se 

fosse xy E n0 , a relação 
-1 

y = x (xy) mostraria que yEN0 

(pois N0 e subgrupo) , o que contradiz a hip6tese y E Nl . Lo 

go xy E N 1 . 
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4.26 DEFINIÇÃO: Seja R um anel de divisão topolÓgico. Uma par-

-te X C R é dita restrita se, a origem nao e aderente ao con-

junto dos inversos dos elementos nao nulos de X , isto 

. 
e, O r;_ (X\{0})-l . 

4.27 PROPOSIÇÃO: Uma parte X c R ~ restrita De~ e DO se exis 

tir vizinhança U de O tal que 1 r;_ UX . 

DEMONSTRAÇÃO: A condição 1 E UX equivale a 

junta de (X\ {0})-l: de fato, se 1 E UX, 

u E U, 

e U e 

tos, isto 

X c X I logo x 'I O, -1 
x = u , i.sto e, 

(X\ {O}) -l - -nao sao disjuntos. 

Reciprocamente, se U e (X\ {0})-l 

(X \ {O}) -l então . 
há U, e, u E u E 

-U nao ser dis-

então 1 = ux , 

u E (X\ {0})- 1 

- -nao sao disjun-

u :f O e 

u -1 
E X donde 1 = uu 

-1 
E ux Portanto, a existência de uma 

vizinhança u do o tal que 1 r;. ux equivale à existência de 

uma vizinhança U do O disjunta de (X\ {0})- 1 , isto é, equi-

vale a O r;_ (X\ {0})- 1 • 

4.28 PROPOSIÇÃO: Toda parte limitada de um anel de divisão topo-

lÓgico separado é restrita. 

DEMONSTRAÇÃO: De fato, se X c R for limitada, determinando 

uma vizinhança W do O tal que e em seguida outra vi 

zinhança U do O tal que UX c w 1 teremos l r;. ux e dai 

X será restrita. 

4.29 TEOREMA: Para que um anel de divisão topolÓgico R seja va-

loriz&vel é necess&rio e suficiente que: 
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(1) N1 seja uma vizinhança do zePo. 

(3) Toda parte restrita seja limitada. 

DEMONSTRAÇÃO: Suponhamos R valorizado por v . Então 

N
1 

= {a E R I v(a) < 1} = s
1 

(O) isto é, os elementos nilpo-

tentes formam urna vizinhança do O e a condição (1) está verifi-

cada. A condição (2) já foi verificada na demonstração do Teore-

ma 4.24. Vamos verificar (3). Seja X c R urna parte restrit& 

Determinemos urna vizinhança V do O tal que 1 ~ VX • Em se-

guida determinemos E: > o tal que B (O)CV. Paratodo xEX 
E: 

tem-se v (x) 

-1 
v(x ) ~ e: , 

1 
< -

E: 
(pois se fosse v (x) 

isto e, x-l E B (O) C: V 
€ 

contradição) e portanto X é limitada. 

1 
> - , 
- E: 

seria X f 0 e 

donde 
-1 

1 = X • X E VX 1 

Reciprocamente, suponhamos que as condiçÕes do enun-

ciado são satisfeitas. Temos então (pois se fosse 

1 = xy sendo x nilpotente e y nilpotente ou neutro, seria 

X =/ 0 e 
-1 

X = y e y seria antinilpotente) . Isso prova que 

N é urna parte restrita. Por (3), N é limitada. Aplicando o 

Teorema 4.24, vemos que R e valorizável. 

4.30 COROLÂRIO: Para que um corpo topolÓgico separado seja valo-

rizável é necessário e suficiente que: 

(1) N
1 

seja uma vizinhança do O. 

(2) Toda parte restrita seja limitada. 

Seja (R,TR) um anel de divisão topológico separado. 

Uma topologia T sobre R será dita admiss{vel em relação a TR 
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se R munido de T for um espaço vetorial topológico sobre 

(R,TR). Segue-se que toda vizinhança da origem de R segundo T 

também é vizinhança da origem segundo T R : logo T < Assim 

está visto que toda topologia sobre um anel de divisão topológico 

admissível em relação à topologia e menos 

4.31 DEFINIÇÃO: Um anel de divisão topolÓgico separado 

será dito estritamente minimal se n5o existir nenhuma 

fina que 

(R, T R) 

topolo<Jia 

separada T sobre R , admissivel em relação a topolo9ia de 

R ' sendo além disso É equivalente dizer que e 

a finica topologia separada sobre R admissivel em relação a rR. 

Um anel de divisão topológico separado (H,rR) ser a 

dito minimal se não existir nenhuma topologia 1 que torne R um 

anel de divisão topológico separado tal que T < ou seja, 

rR é um elemento minimal no conjunto ordenado de todas as topo

logias de anel de divisão topológico separado sobre R . 

4.32 PROPOSIÇÃO: Todo anel de divisão topológico separado estroi-

tamente minimal ~ minimal. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja (R,rR) um anel de divisão topológico sepa

rado e estritamente minimal. Se (R,rR) não fosse minimal exis-

tiria uma topologia r de anel de divisão topolÓgico separado 

tal que T < T • 
R' mas então, r seria admissível em relação a 

rR (de fato, so precisamos provar que o produto (R,rR)x(R,r)-+ (R,r) 

(x ,y) -+ xy 

e contínuo. Seja W uma r-vizinhança de xy. Então existem r-
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vizinhanças U de x e V de y tais que uv c w , pois 

(R, T) é ADT. Como toda T-vizinhança é TR-vizinhançn, U e 

vizinhança de x e logo temos a continuidade do produto acima) e 

(R,TR) nao seria estritamente minimal, contradição. 

4.33 PROPOSIÇÃO: Todo anel de div·iúio topolÓgieo separado -na o 

discreto em que as partes restritas sejam limitadas é estritamen-

te minima l. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja (R,TR) um ADT satisfazendo a hipótese aci

ma. Seja T uma topologia separada sobre R, admissivel em re-

lação a TR. Já vimos que T < Para provar que TR < T , 

consideremos uma vizinhança w0 do O segundo T para a qual 

Observando que O • O = O e que T e admissivel em re 

çao a TR, podemos determinar uma vizinhança u0 de O segundo 

TR e outra vizinhança v 0 de O segundo T tais que u0v0 cw0 

e por consequência, Isto prova que v0 
~ 

e uma parte 

restrita. Por hipótese, v0 e então limitada. Seja agora W uma 

vizinhança qualquer do o segundo T R . Como v o e limitada e 

(R, TR) - é discreto, existe À E R, na o um À 1 o tal que ÀVO c w. 

Ora, v o sendo uma vizinhança do o segundo T , o mesmo sucede 

com ÀVO a Última relação mostra que também vJ e vizinhança 

do o segundo T • Isto prova que TR < T • Logo T = TR e 

(R,TR) é estritamente minimal. 

4.34 PROPOSIÇÃO: Todo anel de divisão topolÓgico -na o discreto e 

valorizável é estritamente minimal. 

DEMONSTRAÇÃO: Pelo teorema 4.29, em todo anel de divisão topoló-
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-gico valorizãvel, as partes restritas sao limitadas. Aplicando a 

proposição precedente temos o resultado. 

4.35 TEOREMA: Seja um anel de divisão topolÓgico sepa-

rado. são equivalentes: 

(1) é estritamente minimal. 

( 2) é um EVT sobre e f:E-t-R 
, 
e uma forma li-

near~ para que f seja continua é necessário e 

que seu nÚcleo f- 1 (0) seja fechado em E . 

suficiente 

( 3) Se E e F são EVT's sobre com F unidirnensio-

na l separado e f:E-t-F é uma transforrnaç~o linear -na o 

nula~ então f é continua se e somente se f-l(O) é fecha-

do em E • 

DEMONSTRAÇÃO: (1) => (2): Suponhamos estritamente mini-

mal. Indiquemos com TE a topologia de E . Se f for conti-

nua, é fechado em E pois {O} e fechado em R. Reei-

procamente, suponhamos que f- 1 (0) seja fechado em E • Se f for 

identicamente nula, sua continuidade é Óbvia. Suponhamos f -na o 

identicamente nula: então existe a E E tal que f(a) 1 O 

Dado arbitrariamente um À E R e pondo X = a ' temos 
f (a) 

f(x) = À o que prova que f e transformação linear de E so-

bre R . Pensando então em R como um espaço vetorial sobre o 

anel de divisão topolÓgico R e em f como uma transformação li 

near do EVT E sobre o espaço vetorial R, podemos considerar 

sobre R a topologia T obtida como imagem direta de TE por 

f. A proposição 2.16, mostra que T é separada. Além disso, R 

munido de T é um EVT sobre isto c, T é admissivel 
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em relação a 'R· Como (R,rR) é estritamente minimal temos 

T = T R. Finalmente f é um homeomorfismo contínuo de E sobre 

R munido de r e por isso, sobre R munido de 'n . 
-(2) => (1): Suponhamos que (R,TR) nao seja estrita-

mente minimal, isto 
~ 

exista topologia sobre R e, que uma T que 

o torne um EVT separado sobre (E,rR)' sendo T < T R . Ponha-

mos E = R, 'E = T : então E I munido de 'E e um EVT sobre o 

anel de divisão topológico (R,rR). Definamos f:E-+R pondo 

f(x) = x todo X E E. :t: claro que núcleo f- 1 (0) ~ 

f e-para o e 

chado em E I pois f- 1 (0) reduz-se ao o e 'E e separada. 

f 
~ 

contínua (pois f fosse contínua, imagem nao e se a Todavia 

inversa f-l (X) de toda parte aberta segundo seria aberta se 

gundo TE 

contradizendo 

ora e então concluiríamos que 'R~'E=r 

(1) => (3): Se f é contínua é claro que seu núcleo 

é fechado em E • Vamos assumir que f-l (O) é fechado em E. No-

tando que f(E) = F , podemos introduzir em F a topologia de 

EVT 'F imagem direta por meio da f da topologia 'E . Desde 

que todo espaço vetorial F de dimensão 1 sobre R é algebri-

camente isomorfo a R considerado como espaço vetorial sobre R , 

a hipótese de que (R,rR) é estritamente minimal é equivalente a 

dizer que todo espaço vetorial de dimensão 1 sobre R possui 

somente uma topologia de EVT separado sobre (R, T R) . Portanto 

TF coincide com a topologia dada em F e a prova termina obser-

vando-se que f é contínua de em 

(3) => (1): Como na demonstração de (2) => (1). 
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4.36 PROPOSIÇÃO: Seja um anel de divis~o topolSgico se-

parado. são equivalentes: 

(1) (R,TR) ~ estritamente minimal. 

(2) Quaisquer que sejam E e F .. EVT 's separados r>obre (R,TR) .. 

dim F = 1 e f : E ·r f transformação linear 3 então f é 

continua se, e somente se seu gráfico G(f) 
, 
e fechado em 

E X F . 

DEMONSTRAÇÃO: (1) => (2): ~ claro que o gráfico de uma aplicação 

contínua num espaço separado é fechado. Portanto, a continuidade 

de f implica que G(f) e fechado. 

Reciprocamente, assuma que G(f) e fechado. Defina-

mos .p(x,y) = f(x)-y para X E E , y E F Então .p ExF -+ F 

e uma transformação linear com núcleo -1 
.p (O) = C(f) fechado. Pe 

lo teorema anterior, .p é contínua e desde que .p(x,O) = f(x} con 

cluímos que f é contínua. 

(2) => (1): Suponhamos que (R,TR) não é estritamen-

te minimal. Definamos T , E , 'E e f como na demonstração de 

(2) => (1) do teorema precedente. Fazemos F= R. Provemos que 

G(f) é fechado. Se (a,a) ~ G(f) onde a E E , is-

to e, a :f a , podemos determinar uma vizinhança U de a segu~ 

do T e outra V de a segundo ' tais que u nv = ll . Daí 

resulta que U xV e disjunta de C{f) (pois se (x,>.) E UxV 

e (x,>.) E G(f) então X E U, À E V e X = À o que e 

impossivel) . Como T < T 
R 

temos que v também e vizinhança de 

a segundo T R , e daí U x V é vizinhança de (a, a) em ex R 

Logo (a,a) !f G(f) o que prova G(f) = G(f) 

Basta observar agora que f não é contínua. 
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4.37 DEFINIÇÃO: Seja (E,T) um EV'r sobre um anel de divisão to-

tal que E ~ a soma direta (alg~brica) de dois 

subespaços E1 e E 2 , isto e, E i c E ( i = l , 2) e E = E l EDE 2 • 

Sejam e as topologias induzidas por T em E1 e E 
2 

respectivamente. A aplicação E+ E
1

xE
2 

x-+ (x 1 , x 2 ) 

e um isomorfismo . 

Definimos a topologia T 
1 

ED T 
2 

em E corro a topologia imagem in-

versa da topologia 'l x ,
2 

pelo isomorfismo acima. 

4.38 PROPOSIÇÃO: Seja (E, T) um EVT sobre um anel de divisão to 

polÓgico estritamente minimal 

onde E 1 e E 2 são subespaços vetoriais de E ~ o primeiro sen

do unidimensional. Sejam 'l e T 2 as topologias induzidas por 

T em E1 e E2 respectivamente. Então temos 

e somente se E
2 

é fechado em E • 

se 

DEMONSTRAÇÃO: ~ claro que a relação 

(e também E 1 ) é fechado em E. 

T = T 
1 

ED T 
2 

imp 1 i c a que E 
2 

Reciprocamente, vamos assumir que E
2 

e fechado em 

E • Colocando 

(R, T R) em E . 

acordo com T 

acordo com T 

nhança do o 

vizinhança do 

Desde que 

T* = T ED T 1 2 obtemos uma topologia de EVT sobre 

Considere uma vizinhança W do O em E de 

e determine alguma vizinhança V do O em E de 

tal que V+V c W • Então 

em 

o 

E 1 

em 

de acordo com '1 

de acordo com E 
2 

~ 

e vizinhança do o 

w1 = V n E
1 

~ uma vizi-

e W = V í1 E 
2 2 

~ 

e uma 

e temos 

em E de acordo com T * ' 

o mesmo e verdade para W e provamos que T 2_ T* (I). Por ou-

tro lado, todo X E E pode ser escrito de maneira Única como 
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onde X. E E. 
l l 

i = 1,2. Definimos TI. 
l 

E -+E. 
l 

por n.(x) = x .• 
l l 

Desde que é fechado em E 

podemos usar o teorema 4.35 e dizer que 1T 1 : E + El e contínua 

de T em T 1 • Segue-se que Til E E 
~ 

contínua de + e T em 

T • Desde que n
2

(x) = x-n
1 

(x) I também podemos dizer que 

E E 
~ 

contínua de equivalentemente, 'TT2 + e T em T I ou que 

'TT2 E + E2 e contínua de T em T 2 • Provado isso, seja \'J uma 

vizinhança de o em E de acordo com T * i por definição exis-

tem vizinhanças wl do o em E 
1 

de acordo com Tl e w2 de 

o em E 2 de acordo com tais que Pela con-

tinuidade de podemos encontrar uma vizinhança v
1 

de o 

em E (segundo T) tal que e analogamente uma vi 

zinhança v2 de O em E (segundo T) 

Colocando vemos que v c w 1 +'VJ 2 c w i portanto W 

é uma vizinhança de O em E segundo T e provamos que 

T* < T (II). De (I) e (II) temos T = T* . 

4.39 TEOREMA: Seja um anel de divis~o topol6gico. S~o 

equivalentes: 

(1) (R 1 TR) ~ estritamente minimal e completo. 

( 2) Todo espaço vetorial sobre R de dimenu~o finita tem uma 

~nica topologia de EVT separado sobre (e ~ completo 

nessa topologia). 

DEMONSTRAÇÃO: (1) => (2): Por induç~o na dimensão. Seja 

n = dim E < "" Se n = 1 , E é algebricamente isomorfo a R 

considerado como espaço vetorial sobre R i como 

tamente minimal, então E possui somente uma topologia de EVT 
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separado sobre (e e completo nessa topologia) . 

Suponhamos n > 1 e o teorema válido para todo F , 

dim F < n . 

Podemos escrever onde c1im E
1 

= 1 e 

dirn F = n-1 < n . 

Sejam -r , \1 duas topologias de EVT separado sobre 

em E , e as topologias induzidas sobre E1 por 

T e respectivamente, e as topologias induzidas so-

bre F por T e \.1 , respectivamente. e \.11 sao topo lo-

gias de EVT separado sobre Como E1 e de di -

-mensao 1 , temos Como dim F = n-1 < n , pela 

hipÓtese de indução , 'F = 11F e al~m disso, F e completo nes-

sa topologia. Dai, F ~ fechado em E e então 

(pela proposição 4.38). Corno e 

temos T = \.1 e a implicação est5 demonstrada. 

(2) = (1): Se todo espaço de dimensão 1 sobre R po~ 

sui somente uma topologia de EVT separado sobre 

~ estritamente minimal. Vamos assumir que R não ~ completo e 

considerar seu completamento, 
V' 

R ' isto e, essencialmente o fini-

co anel topológico completo contendo R como subanel topológico 

denso. Então podemos tomar algum Seja E c R o 

conjunto de todos os pontos xl;+y onde x,y E R . Desde que 

"'' 'v· 

R c R ' podemos dizer que H. e um EVT sobre R • Mas E e um 
V'· 

subespaço vetorial de R • Portanto, a topologia '1 induzida 
·-.r-. 

no espaço vetorial E pela topologia de R é de EVT separado s~ 

bre (R,-rR). Além disso R c E , R = E (o fecho em E de acor 

do com pois R é denso em e a fortiori em E . Por ou-
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tro lado, a aplicação (x,y) ~ x~+y é um isomorfismo de espaço 

vetorial entre RxR e E. Desde que R x R é um EVT sobre 

podemos transferir sua topologia para urna topologia , 2 
-de EVT separado sobre em E e ~ claro que R = R (on-

de o fecho em E segundo < 
2

) • Por esse procedimento, estamos 

capacitados a estabelecer duas topologias de EVT separado sobre 

distintas e no espaço vetorial E de dimensão 

2 sobre R • Contradição. Logo R é completo. 

4.40 COROLÂRIO: Sejam (R,TR) um ane[ de divisão topolÓgico se-

parado estritamente minimal e completo~ (E, T) um EVT separado 

sobre Todo subespaço vetorial de E de dimensão finita 

é fechado. 

DEMONSTRAÇÃO: Seja F um subespaço vetorial ele E com dirn F < oo. 

e uma topologia de EVT separado sobre em F . 

Pelo teorema é Única e F 
~ 

e 'F-completo. Logo F e f e-

chado em E . 

4.41 TEOREMA: Seja 

rado. são equivalentes: 

(l) (R,TR) é estritamente minima! e cnmplcto. 

( 2) To do a u tom o Y' [-i D mo de q u a l q u e :r' r: V 7' s e p a r w lo E de dimensão 

J .. 

e eont1nuo. 

DEHONSTRAÇÃO: (l) => (2): Pelo teorema 4.39 temos u unicidade da 

topologia de EVT separado sobre no caso de espaço veto-

rial de dimensão finita: desde que a transformada de uma topolo-

gia de EVT separado por um isomorfisr,IO algébrico é topoloqia de 
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EVT separado, podemos inferir que esse isomorfismo alg~brico e 

tamb~m homeomorfismo. I·Iais geralmente, se f:E-,_F e uma 

transformação linear, com núcleo 
-1 s = f (0) entre dois EVT's 

separados de dimensão finita, podemos consider~-la como a campo-

sição do homomorfismo natural E -+ E/S e do isomorfismo natu-

ral E /S -+ f (E) : portanto f e contínua. 

(2) => ( 1): Sejam Tl e T2 duas topologias de EVT 

separado sobre (R, TR) no espaço vetorial Rn = Rx ... xR .. Con-
n 

sidere o espaço vetorial Rn xRn munido com a topologia de EVT 

separado T 1 x-r 2 . Desde que Rn x Rn é um conjunto quadrado, a 

simetria {x,y}-+ {y,x} tem significado (onde n x,y E R ) • Es-

sa transformação é um automorfismo de Rn x Rn . Pela hipótese ela 

é continua e isso implica dizer que Isso mostra que 

todo espaço vetorial de dimensão finita sobre n tem uma Única 

topologia de EVT separado sobre (R,TR). Pelo teorema 4.39, (R,TR) 

é estritamente minimal e completo. 

4.42 TEOREMA: Seja um anel de divisão topolÓgico sepa-

rado. são equivalentes: 

(l) (R,-rR) é estritamente minimal e completo. 

( 2) Quaisquer que sejam E e F~ EVT's separados sobre 

dim F < .., ~ e f:E-+F transformação linear, então f 
~ 

e 

continua se, e so se~ é fechado em E • 

DEMONSTRAÇÃO: 

4.41). 

(l) => (2): Como no teorema 4.35 (usando o teorema 

(2) => (1): Se as condiçÕes sobre -R nao sao satis-

feitas podemos encontrar um espaço vetorial E sobre R de di-
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rnens~o 1 ou 2 (veja segunda parte da prova do teorema 4.39) muni-

do com duas topologias de EVT separado sobre e 

tais que ent~o a transformação idêntica de E - ~ nao e 

continua de em mas tem núcleo fechado. 

4.43 TEOREMA: SeJa (R,tR) um anel de divin5o topol5gico separa-

do. são equivalentes: 

(1) (R,tR) ~ estritamente minimal e completo. 

( 2) Quaisquer que sejam E e F .) EV1''s separados sobre (R,tR) 

dirn F < oo , e f : E + F transformação linear, então f 

cont{nua se, e so se, seu gr5fico ~ fechado em E x F . 

DEMONSTRAÇÃO: (1) => (2): Corno na proposição 4.36 (usando o teo-

rema 4 • 4 2) • (2) => (1): Corno no teorema 4.42. 

4. 44 TEOREMA: Seja um anel de divisão topol6gico sepa-

rado. são equivalentes: 

(1) (R,tR) ~ estritamente minimal e completo. 

(2) Quaisquer que sejam (E, T) e (F T ) , F FVT's separado:; nobre 

dirn E < co , e f: E ~ F transformação linear, f 

é continua. 

DEMONSTRAÇÃO: (l) => ( 2): Considere F ·- f(E) c F. 
1 

subespaço vetorial topológico de F e f : E -)- f' 
1 

e 

siderernos em E a topologia 1 E , imagem inversa da 

sobre 

por meio de f tE 6 topologia de EVT 

(R, t R) em E e f é contínua de 

é estritamente rninimal e completo 

em tF 
1 

F 1 e um 

soure. Con 

topologia 

separado 

Corno 

teorema 
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4.39), e logo f e continua de T em TF , 
1 

logo de T em 

(2) => (1): Como no teorema 4.42. 

4.45 OBSERVAÇÃO: A definição de anel de divisão topológico estr~ 

tamente minimal (Definição 4.31) e os resultados pertinentes (que 

mostram serem eles os conjuntos de escalares para os quais os re-

sultados clássicos sobre funcionais lineares são verdadeiros) sao 

devidos a L.Nachbin (ver Nachbin r4J). 
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