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INTRODUCAO

Existem alguns aspectos interessantes da teoria dos
espagos vetoriais topoldgicos que nao sao abordados nos tratados
mais comuns da literatura (Bourbaki, KBthe, Schaefer, etc.) e que
foram muito bem cobertos na monografia do Prof. Leopoldo Nachbin
de 1948. Na presente tese, tratamos de alguns tOpicos encontra-

dos na obra do Prof. Nachbin com a seguinte modificagao: o Prof.

Nachbin em seu trabalho utiliza como escalares elementos de um
corpo topoldgico, enquanto aqui utilizamos elementos de um anel
de divisao topoldgico, ou seja, abandonamos a comutatividade do

produto dos escalares. Alids, ja em seu artigo no Bulletin Amer.
Math. Soc., volume 55 de 1949, o Prof. Nachbin utiliza os anéis
de divisao topoldgicos como escalares. Incorporamos, na presente
tese, a exposigao de alguns resultados desse artigo e que dao con
tinuidade aos assuntos tratados na monografia de 1948,

O principal resultado obtido nesta tese & o Teorema
4.24, que da condigoes necessarias e suficientes para cue um anel
de divisao topoldgico seja valorizavel. Ele é a versao nao-comu
tativa do correspondente resultado de Nachbin |3]| que entao apa-
rece aqui como Corolario 4.25. Este resultado de Nachbin & mais
geral que o de Shafarevich L6] que supunha uma condigao a mais:
além de supor que o conjunto dos elementos nilpotentes ou neutros
é€ limitado, também supOe que o conjunto dos elementos nilpotentes

é aberto. (Cf. Theorem 1, Wieslaw |[7]) .

iv



Uma palavra sobre a organizac¢ao do assunto. Como dis-
semos acima, os resultados principais sao os do Capitulo IV que
tratam do problema de caracterizar os anéis de divisao topoldgi-
cos valorizaveis e as consequéncias do anel ser estritamente mini
mal. Os outros capitulos contém apenas o absolutamente necessa-
rio para a compreensao do Capitulo IV. Estao, portanto, longe
de esgotar o assunto de que tratam. Para tornar auto-suficiente
a leitura da presente tese, incluimos nesses capitulos demonstra-
coes que, consultando a monografia |3] do Prof. L.Nachbin, seriam
desnecessarias, pois nelas a comutatividade nao tem nenhum papel.
Assim sendo, transcrevemos diversas demonstragoes de |3l para fa-

cilidade de leitura, em vez de referir a |3]| para a demonstracao.



CAPITULO I

ANEIS DE DIVISEO TOPOLOGICOS

1.1 DEFINIGAO: Um anel de divisao topolégico (ADT) &€ um par
(R, 1) onde R € um anel de divisao e TR é uma topologia so-
bre R tal que as operagoes

(x,y) » Xy

(XIY) -+ X + vy

-1
X g X

sao continuas. Observamos que as duas primeiras operacoes acima

estao definidas no produto R xR munido da topologia produto, e
a ultima esta definida apenas em R \ {0} = R*.

Uma topologia sobre um anel de divisao que o torna um
anel de divisao topoldgico & dita admissivel.

Todo anel de divisao, munido da topologia cadtica, é
um anel de divisao topoldgico. (Basta notar que todo x € R tem
apenas uma vizinhanga: o proprio R.) Neste caso R & dito anel
de divisao caotico. Analogamente, todo anel de divisao munido da
topologia discreta é um anel de divisao topoldgico (o que se de-
monstra notando que a parte reduzida a x € uma vizinhanga de ca

da X € R) que se denomina anel de divisao discreto.

1.2 PROPOSIGAO: Em todo anel de divisao topoldgico R, a fungao
y = px+tq, onde p,gq€ R, sendo p#0 e x wvaria em R, e um

homeomorfismo de R sobre R

DEMONSTRAGAO: Em primeiro lugar, dado y € R, existe um e s6 um



X € R tal que y = px+q, a saber x = p-ly—p_lq. Logo a fungao
y = px+q € uma correspondéncia biunivoca de R sobre R. Provemos

agora que esta funcao & continua. Dado x, € R e dada uma vi-

0

zinhanga W de y, = px,+q, é possivel determinar uma vizinhanga

UO de pX, e outra U de g tais que UO+U Cc W . Como

1 1

q e Ul vem, em particular, U0+q C W. Alem disso, sendo U0 vi

zinhanga de PX, . é possivel determinar uma vizinhanga V0 de

p e outra V de x tais que V.V c U_. Como p e V temos

0 0 0 o'

pvV Cc U donde pV+q C U0+q , isto €, pV+g ¢ W o que prova a

0
continuidade de vy = pxtq.
A fungao inversa X = p—ly+(~p-IQ) , sendo do mesmo

tipo, € também continua. Assim, y = px+g & um homeomorfismo de

R sobre R.

1.3 LEMA: Num anel de divisao topoldgico R, a aderencia do con-

junto {0} é um ideal bilateral.

DEMONSTRAGCAO: Sejam x,y € {0}, r € R. Devemos mostrar que
0} .

x+ty € {0}, rx e xr € { Como x,y € {0}, temos que para qual
quer vizinhanga V de x e para qualquer vizinhanca U de vy ,
0V e 0 € U. Como (x,y) » x+ty & uma fungao continua, da
da uma vizinhangca W de x+y encontramos vizinhangas V e U
de x e y respectivamente, tais que V+U C W . Como 0 € V ,
0 €U temos 040 = 0 € W. Logo, x+y € {0} .

A fungao (r,x) » rx & continua. Entao, dada uma vi
zinhangca W de rx existem vizinhangas U e V de r e x res-
pectivamente tais que UV ¢ W. Como r € U e 0 €V temos

r .0 =0¢€ W. Logo rx € {0}. Analogamente para X .r



1.4 LEMA: Se a aderencia do conjunto {0} ¢ R, entao R e cadtico.

DEMONSTRAGAO: Por absurdo, suponha R nao cadtico. Entdao existe

A #@, A # R, aberto. Seja Xy € R, Xy € A. Considere B==A—x0.
B é aberto (Proposicao 1.2), nao vazio (A # @#). Seja b € B. B
€ vizinhanca de b e b € oY (hipotese). Logo 0 € B o que im
plica Xy € A, contradigao. Logo, {0} =R => R cadtico.

1.5 LEMA: Um anel de divisao topologico R é separado se e s0 se

a aderencia do zero e o conjunto {0}.

DEMONSTRAGAO: A condigao € evidentemente necessaria; reciproca-
mente, se ela é satisfeita, a diagonal de R xR, imagem inversa
do conjunto {0} pela aplicacao continua (x,y) > x-y € um con-

junto fechado, donde R & separado.

1.6 PROPOSICARO: Salvo os anétis de divisao cadticos, todo anel

de divisao topologico e separado.

DEMONSTRAGAO: Num anel de divisao topoldgico R , a aderéncia do

{0} ou R.

M

conjunto {0} & um ideal bilateral (Lema 1.3), logo

Como R nao é cadtico, {0} # R (Lema 1.4), logo {0} = {0} e

entao pelo Lema 1.5, R & separado.

1.7 PROPOSIGAO: Para que um anel de divisao topoldgico R  seja
nao discreto é necessario e suficiente que, qualquer que seja a

viztnhanga V do 0 exista um X €V sgsendo X # 0 .

DEMONSTRAGCAO: De fato, se R nao € discreto, consideremos uma

vizinhanca V do 0 e seja A aberto tal que 0 € A C V., Se



V nao contivesse nenhum X # 0 entao A conteria apenas o 0 ,
isto €, a parte {0} seria aberta. Sendo y = x+a um homeomor-
fismo de R sobre R que transforma {0} na parte {a}, con-

cluiriamos que {a} seria aberto qualquer que fosse a € R. Co-

mo X = U {a}, para toda parte nao vazia X C R, concluiria-
aeX
mos que todas as partes de R seriam abertas, contra a hipbtese

de que R nao é discreto.

Reciprocamente, se toda vizinhangca de 0 contém algum
X # 0, entao R nao é discreto, pois se R fosse discreto a
parte V = {0} seria aberto e, portanto, seria uma vizinhanga de

0 nao contendo pelo menos um A # 0.



CAPITULO II

ESPACOS VETORIAIS TOPOLOGICOS

2.1 DEFINIGCAO: Seja (R, tz) um anel de divisao topoldgico. Um
espago vetorial topologico (EVT) sobre (R, rR) € um par (E,TE)

onde E & um espago vetorial sobre R e 1 €& uma topologia so-

E
bre E tal que as operagoes:
(A\,X) € RXE ~» Ax € E

(x,y) € ExXE ~» x+y € E

sao continuas, onde RxXxE e ExE tem as suas topologias produ-
to TR)(TE e rEx TE , respectivamente.

Todo anel de divisao topoldgico (R, 1p) pode ser
concebido como um EVT sobre ele mesmo.

Se E for um espago vetorial sobre um anel de divi-
sao topoldgico (R, 1g)» toda topologia sobre E que torne E

um EVT sobre (R, R) é dita t_,-admisstivel. (Quando nao houver

R

perigo de confusao diremos simplesmente admissivel.)

Se munirmos E de sua topologia cadtica, E torna-se

um EVT sobre (R, tp) dito entao espago vetorial cadtico.

Se TR for a topologia discreta sobre R, e w for
a topologia discreta sobre E , entao (E, Tg) é um EVT sobre
(R, 1) » dito espago vetorial discreto. Por outro lado, se TR

nao for a topologia discreta, entao a topologia discreta sobre E

nao é TR—admissivel.

Se (E, t;) & um EVT sobre um anel de divisao topold

gico (R, 1), se R' CR & um subanel de divisao e munirmos R'



isto €, 1_.|R', entao (R',t,|R')

TR ¢ R R
€ um ADT, e (E, TE) € um EVT sobre (R?', rRIR'). Assim, todo

da topologia induzida por

EVT sobre um anel de divisao topoldgico & também um EVT sobre
qualquer subanel topoldgico do mesmo.

Se E for um EVT sobre (R, rR) e V for um subespa-
¢o vetorial de E, entao V & também um espago topoldgico rela-
tivamente a topologia induzida sobre V pela topologia de E. Ve
rifica-se facilmente que (V, TEIV) e um EVT sobre (R, TR) di-
to, por isso, um subespago vetorial topoldgico de |(E, ) - Um
subespago vetorial fechado e um subespago vetorial que ao mesmo
tempo € uma parte fechada do espago topoldgico E .

Se {E;} € uma familia de EVT's sobre um mesmo anel
de divisao topoldgico (R, ) entao o conjunto T E; , como
produto de espagos topoldgicos e também um espago ltopolégico e,

como produto de espagos vetoriais sobre R, €& também um espago

vetorial sobre R. Verifiquemos que = E, € um EVT sobre (R,rR).

i
De fato, sejam a = {ai} e b = {bi} dois pontos do produto
e seja W uma vizinhanga no produto do ponto a+b . Colocamos
c = atb, c ='{ci} , isto &, c; = a,+b; . Sendo W uma vizi-

nhanca de ¢ no produto, existe um conjunto finito nao vazio de

indices J e vizinhangas Wy de cy em Ej (j € J) tais

que, se X = {xi} satisfizer X. € wj para todo j € J,
entao x € W. Como Ej € um EVT e wj é vizinhanca de

cj = aj+bj em Ej , € possivel determinar uma vizinhanga Uj

de a., e outra V. de b, , ambas em E. , tais que U.+V.- W,
] J J J J ] J

(3 €J)



Seja U (resp. V) o conjunto de todos os pontos

= . d oduto tai e . € U, resp. . € V.
X {xl} o produ s qu x] 3 ( p xJ J)

ra todo j € J. Entao U é& vizinhanca de a no produto, V

pa-

é vizinhanga de b no produto e U+V © W . Assim a soma X+y

1)

continua no produto. Analogamente verifica-se que Aix também
€ continuo. Por isso, o produto de EVT's sobre um mesmo anel de
divisao topoldgico (R,rR) € tambéem um EVT sobre o referido -
(R, TR) .

Seja (E, TE) um EVT sobre (R, TR)'. Sempre que
nao houver perigo de confusao diremos simplesmente "seja E um

EVT sobre R".

2.2 PROPOSICAO: Sendo E wum EVT sobre R , a fungao y = Ax +b
onde A € R sendo A»#0, be€eeE e X wvaria em E e um

homeomorfismo de E sobre E .

DEMONSTRACAO: Dado vy € E, existe ume sbum x € E  tal que

y = AX+b, a saber X = A—ly —A_lb . Logo, a funqéo Yy = AX +Db

€ uma bijegao. Provemos a continuidade. Dado Xq € E e dada
uma vizinhangca W de Yo = Ax0+-b é possivel determinar uma
vizinhanga Uy de Axo e outra Uy de b tais que Uy*tU,y C W.
como b € Uy vem, em particular U0+b C W. Alem disso, sen-

do U, wuma vizinhanga de AXq é possivel determinar uma vizi-

nhanga V de 2 em R e outra V de x tais que V_ V C U,.

0 0 0 0
como A € VO , teremos AV C UO donde AV +b C UO+-b ' is-
to &, A\V+b CW o0 que prova a continuidade de y = Ax+b . A
fungao inversa x = I y -x"1 b sendo do mesmo tipo também &



continua. Assim, Yy = Ax+b @ um homeomorfismo de E sobre E.

OBSERVAGCAO: Um espago topoldgico E €& dito regular se, qualquer
que seja o0 ponto a €k, o conjunto das vizinhancgas fechadas

desse ponto for uma base de vizinhangas do mesmo.

2.3 PROPOSIGAO: Todo espago vetorial topoldgico & um espago topo

logico regular.

DEMONSTRACARO: Seja a €k e consideremos uma vizinhanga W de

a. Como a = 0+a, & possivel determinar uma vizinhanga U, de
0 e outra V de a tais que Ul~+V C W. Como y = -x €& um
homeomorfismo de E sobre E, a transformada -Ul da vizinhan-
¢a U, de 0 € uma vizinhanga de -0 = 0. Logo U = U, N(-U,),
como intersecqéo de duas vizinhangas do O, e ainda vizinhanga
do 0 e obviamente U = -U. Sendo U C Ul , teremos U+V C W.
Vamos provar que V C W. De fato, tomemos um b € E\W. Como
y = x+b é um homeomorfismo de E sobre E, a transformada

U+b de U é uma vizinhanga de 0O+b = b. Ora, U+b é dis-

junta de V, pois se existisse um Xx € Uth , x € Vv, teriamos
b-x € -U =U, x €V donde b = (b-x)+x € U+V C W e portan-
to b € W, o que nao é verdade. Logo U+b & disjunta de V

Isso prova que b nao é aderente a V. Logo, todo ponto aderen
te a V pertence a W, isto é, V C W. Como V DV, pode-
mos dizer que V & uma vizinhanga de a e como, além disso, v

é fechada e contida em W, a regularidade esta provada.

2.4 COROLARIO: 7Todo anel de divisao topoldgico & um espago topo-



logico regular.

2.5 PROPOSIGCAO: A aderéencia de um subespago vetorial S de um

EVT E e um subespago vetorial.

DEMONSTRAGAO: Consideremos a,b € S. Seja ¢ = atb e consi
deremos uma vizinhanga arbitraria W de ¢ em E. Podemos de-
terminar uma vizinhangca U de a em E e outra V de b em
E tais que U+V C W. Como ae€ S, U intersecta S, isto é ,
existe a' e s, a' € u. Analogamente, existe b'€ S, b'eV.

Tem-se que a'+b' € s pois S & subespago vetorial. Aléem dis-

so, a'+b' € U+V, donde a'+b' € Ww. Assim estd provado que
toda vizinhangca W de ¢ em E intersecta S. Logo c €8S,
isto é, a,b € s implica a+b € S. Se A ER e a€s

entao ra € S, Verificacao anadloga. Logo S é um subespago ve-

torial.

2.6 PROPOSICAO: Seja (E, TE) um EVT sobre um anel de divisao
topologico (R, rR). Se 1, nao for a topologia cadotica, entao
(R, TR) € um espag¢o separado, isto é, de Hausdorff.

DEMONSTRAGAO: Suponhamos que T nao é a topologia cadtica. En-
téb existe uma parte aberta A CE que nao é vazia nem coinci-
de com E. Tomemos um ponto m & A e outro n € E\A e con-
sideremos a funcao £(X) = X(n-m)+m definida para A € R com
valores em E. Como A é& uma vizinhanga de f{(0) = m em E, a
continuidade de f(A) implica a existéncia de uma vizinhanca \Y%

do 0 em R tal que f(V) C A, isto e, se A € V entao f(r) €A,

Dai resulta que 1 € V porque se 1l ev teriamos f (1) € A.
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Mas f(1l) = n e n & A. Assim obtivemos uma Vvizinhancga V do
0 em R que nao contém o 1 e portanto & uma parte propria de R. Is
so implica que a topologia de R nao e cadtica e aplicando a pro-
posicao 1.6 concluimos que R é separado.

2.7 COROLARIO: Se (E, TE) é um EVT separado sobre (R, TR) e

E # {0}, entao (R, TR) ¢ separado.

DEMONSTRAGAO: De fato, E como EVT separado que contém pelo menos

dois pontos nao & cadtico. Basta entao aplicar a proposigao.

2.8 PROPOSIGAO: Para que um EVT E seja separado ¢é necessario
e suficiente que a intersecg¢ao de todas as vizinhangas de 0 se

reduza a 0 .

DEMONSTRAGAO: Suponhamos E separado. Para cada Xx e E, sendo
x #0, existe uma vizinhanga VX de 0 em E que nao contém x
Dai resulta que cada X #0 nao pertence a interseccgao de to-
das as vizinhangas do 0 em E; como essa interseccao contém o O,
ela se reduz a 0.

Reciprocamente, suponhamos que a interseccao de todas

as vizinhangas do 0 em E se reduz a 0. Dados a,b € &, sendo
a#b, tem-se b-a # 0, logo existe uma vizinhanca V do O
tal que b-a ¢ V, donde segue que b & atV. Como a translacao
y = a+x & um homeomorfismo sobre E, a transformada a+V da

vizinhanga V do 0 & wuma vizinhanga de a. Assim, existe uma vi
zinhanca de a que nao contém b . Como E & reqular (proposi-

gao 2.3) concluimos que E & separado.
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2.9 DEFINIGAO: A interseccgao de todas as vizinhangas de 0 em

um EVT E € chamada nucleo do espago.

2.10 PROPOSIGCARO: O nucleo de um EVT E coincide com a aderencia
em E da parte reduzida a origem e é o menor subespago vetorial

fechado de E .

DEMONSTRAGAO: Seja N o nacleo de E. Dada qualquer vizinhan-

ca V do 0 em E, pela regularidade de E, existe uma vizi-

nhanga fechada U do 0 em E tal que U C V. Como 0 € U,
isto e, {0} CuU tem-se que 0 c U = U, donde Y Ccv .
Pela arbitrariedade de V, conclue-se que {0Y C N. Para pro-
var que N C {0}, tomemos um ponto X €N qualquer. Toda vi
zinhanga V de x em E intersecta {0}, isto €, 0 €V ,

pois se fosse 0 ¢V existiria uma vizinhang¢a fechada U de
x tal que UCV e como E\ U seria aberto, 0 € E\U e
x E\U, teriamos uma vizinhangca E \ U de 0 nao contendo
X e contradizendo X € N. Isso prova que x e aderente a {0},

isto e, x € {0}, donde N C {0}. Assim N {0}. 0 fato

de {0} ser um subespago vetorial de E mostra que N = {0} e
um subespacgo vetorial fechado. Além disso, qualquer que seja o
subespaco vetorial fechado S de E, tem-se 0 €8, isto e,
{0} Cc s donde 0rcs = s ou seja N C S. Assim N é

0 menor subespago vetorial fechado de E.

2.11 PROPOSICAO: Para que um EVT E seja separado é necessario

e suficiente que a parte reduzida a origem seja fechada.

DEMONSTRAGCAO: Seja N o nacleo de E. Pela proposicao  ante-
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rior N = {0}. Por outro lado, para que E seja separado é ne
cessario e suficiente que N = {0} (proposicao 2.8), isto & ,
que {0} = {0}, como queriamos provar.

2.12 PROPOSICAO: Seja E um espago vetorial sobre um ADT (R, o).

Sendo 1, e 1, duas topologias -~admissiveis sobre E , para

R

que T seja menos fina que 1 ¢ necessario e suficiente que

1 2

toda vizinhanga de 0 segundo 1 seja vizinhanga de 0 segun-

1

do T, -

DEMONSTRACAO: Suponhamos que T, <1 Se V for uma vizi-

1 27

nhanca de 0 segundo Tyt existirid uma parte A aberta sequn-
do 1, tal que 0 € ACV. Entao A sera também aberta segun-
do T, € por consequéncia V serd vizinhanca de 0 segundo Ty

Reciprocamente, seja A uma parte qualquer aberta se
gundo T - Se A fosse a parte vazia, entao A seria aberta
segundo Ty- Suponhamos A # @. Para cada aea existe -~
uma vizinhancga Va de a segundo Ty tal que Va C A. como
y = X-a €& um homeomorfismo de E sobre E sequndo Ty Va—a
€ uma vizinhanca de 0 segundo Ty- Por hipotese, dai resulta

que V_-a € também vizinhanca de 0 segundo 1 Como  y = x+a

¢
¢ um homeomorfismo de E sobre E segundo T (Va—a)+a ou
seja, Va & uma vizinhanga de a segundo Ty Assim, para cada
a e aA existe uma vizinhancga Va de a segundo T o ou seja,
A & aberto segundo 1, Isso prova que T, ST,

2.13 DEFINIGCAO: Seja (E,1) um EVT sobre (R, TR) - Diz-se que
N,

um conjunto V de 1t-vizinhancas da origem & um sistema fundamen
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tal de t-vizinhangas da origem se dada uma t-vizinhan¢a qualquer
Ny,
V da origem, existir Wweyv tal que W C V.
Evidentemente, todo sistema fundamental de rt-vizinhan

cas da origem é uma base de filtro de partes de E.

2.14 TEOREMA: Seja (E,t1) wum EVT sobre um anel de divisao topo-

A
). Se V e um sistema fundamental -

— M - .
de t-viztnhangas da origem, entao V e uma base de filtro de par

légico nao discreto (R, R

tes de E tal que:

o

~
(V1) Dada Wev existe vV eV tal que V4V C W,

N~
(V2) Dada Wwewv existem U, TR-vizinhanga da origem de R
N . .
e vV eyv tats que uv C W.
-~ - A
(V3) Se vV ey e A # 0 entao existe weyv tal que

(V4) Se X €L e W eV existe A A0 tal que AX € W.

A7)
Reciprocamente, dada uma base de filtro V sobre E de partes

que contem a origem e satisfazendo VI1-V4, existe uma unica topo-
. - « o - -
logia admissivel 1 sobre E tal que V & um sistema fundamen-—

tal de t-vizinhangas da origem.

LN

DEMONSTRAGAO: Seja V um sistema fundamental de t-vizinhangas

A
de 0. Para provar (V1), tomemos W € V. Pela continuidade da
- - e b~
soma e possivel determinar vl S/ e V2 €V tais que
o
Vl+V2 C W. Existe vV eV com vV C Vlﬂ V? e teremos entao

V+V C W,

A
Para provar (V2), tomemos W € V; pela continuidade
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na origem (0,0) € RxE da multiplicagao por escalares € possi

(=N
vel determinar uma t,-vizinhanga U de 0 e veyv tais que

R
uv C w.

A propriedade (V3) resulta de que, para cada A € R,
sendo X #£ 0, a homotetia y = X é um homeomorfismo de E
sobre E que transforma 0 em 0 e portanto transforma v E V

G
em AV, que & pois t-vizinhang¢a da origem. Existe entao W € V,

W C AV,

Finalmente, para justificar (V4), consideremos um
x € E e W e V: notando que 0.x = 0 , podemos determinar
uma TR-vizinhanga U de 0 e outra V de x em E tais que
uv C W. Ora, existe ao menos um A €U tal que A #EDO e
como x € V  vira AX € UV  donde AX € W.

Reciprocamente, suponhamos dada uma base de filtro ‘V
sobre E de partes que contém a origem e satisfazendo V1-V4. De
finamos uma topologia 1t sobre E, dizendo que a parte X CE

é aberta sequndo 1 quando X € vazia ou quando X nao é vazia

S
e para todo x € X existe um vV ey tal que x+V C X.

Ao

Al) @ € t (por definigao) e E € 1 (pois V & base de fil-
tro).

A2) Se X; e X, sao abertos, devemos mostrar que X, 00X, é

.
aberto, ou seja, para todo X € Xl N X, existe um vewy
tal que x+V C Xlrxxz. Basta tomar vV C Vln V2 onde
o - o~ -

Vl e V e tal que x+V1 C Xl e V2 eV e tal que
x+V2 C X2.

A3) Se X, e entao U X, € 1.

iel
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Se X € U X, , existe iel tal que x € Xi’

«“ 1er1
logo existe Vev tal que x+V C X, . Entao xtV. C U X,
iel
ou seja U X. € t.

iel
De Al, A2 e A3 temos que 1 € topologia. Provemos ago

ra que uma parte WCE é uma vizinhan¢a segundo 1 de um pon

bl
to a € E se e sO se existe W_ €V tal que atWw, C W. De

0 0
fato, se W é vizinhanca de a segundo 1, existe uma parte -
aberta X segundo 1t tal que aeXx CWw. Como X & aberto se-

AN
gundo 1 e a € X, existe WD € V tal que a+wO C X don-

de a+w0 C W.

S

Inversamente, suponhamos que a+wO C W, onde WOEEM

Seja X o conjunto de todos os X € E tais que existe ao me-
nos um V € V para o qual x+V C W. E obvio que a € X pois
atW, C W. £ 6bvio também que X CW pois se x € X, determi
nando \Y% e\v tal que X+V C W e notando que 0 ev, tere
mos x = x+0 € x+V donde X €W O que prova que X CW. Pa
ra mostrar entao que W & vizinhanga de a segundo 1 basta pro
var que X & aberto sequndo 1. De fato, dado x € X, existe
V € V~ tal que x+V C W. Por (V1) existe 8] E:v tal que
U+U C V. Entao, se y € x+U teremos y+U C x+U+U C x+V, don
de y+U C W O que prova que y € X e portanto x+U C X. Lo
go X pertence a 1 .
- -

Em particular, fazendo a =0, vemos que V e um
sistema fundamental de vizinhancas de 0 na topologia t .

Provemos agora que 1 € uma topologia admissivel so

bre E. De fato, consideremos dois vetores a,b € E e seja

AV
onde W, €V, uma vizinhanca qualquer de a+b

W o (a+b)+W0 , 0
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Gy
segundo 1. Determinemos, segundo (V1), W. €V tal que W, +W.C wo.

1 11
Pondo U = at+W,, vV = b+wl teremos uma vizinhanga de a e ou-
tra de b, ambas seqgundo 1, tais que U+v = (a+b)+(wl+wl) donde

U+v C W 0 que prova a continuidade da soma de vetores. Conside

remos agora um escalar a € R, um vetor a € E e seja

Ao
onde W, € V, uma vizinhanga qualquer de «<aa se-

o' 0
gundo 1. Suponhamos em primeiro lugar gque a = 0. Temos entao

LY
Ax = A(x-a)+ra. Por (V1) podemos determinar Wy e v tal que

W 2 aa+W

wl+wl - wo. Por (V2) podemos determinar uma TR—vizinhanga Ul do

AN
0 e uma veyv tais que UlV C wl. Por (V4) existe um § €R

§ #0 tal que éda € V. Como U, é

U,8 e tp-vizinhanga do 0. Pondo u=10, 06 temos outra .-

vizinhan¢a de 0. Se entac X € U, x € a+V, em primeiro lugar

Tp~Vizinhanga do 0 e §#0

vira x €U x-a € V, donde A (x-a) € U,V ou A (x-a) € W

1’ 1
em segundo lugar vira A € U;6 donde 1a € (U;8)a

ou ia € wl. Reunindo os dois fatos, teremos Ax

1 ;

U, (6a) C U,V

1 1
A (x—a)+ira €

]

€ wl+wl ou AX € wO para todo X € U, x € atV o0 que pro-

va a continuidade de Ax para A =0 e X = a.
Suponhamos agora o # 0. Temos: ix-ca = (A-a)x+ta(x—-a).

L &N
Determinemos wl eV tal que wl+wl C wO. Pelo que acabamos

de ver, & possivel obter uma tp-Vizinhanca U do 0 e uma

LN
Vl €V tais que A-a € U, X € a+Vl impliquem (A-a)x € wl.
-1

L% N
Por (V3), existe W, €V tal que w2 Ca Ww,. Por outro lado,
-1

-
existe V € V tal que v C Vlm W,. Logo v C vy N« Wy. Su-

pondo entao A € a+tU, x € a+V teremos em primeiro lugar que

A-a €U, x € atv, donde (i-a)x € W, e em segundo lugar que

x € a+u_lw donde X—-a € a_lw

1 ou a(x-a) € W Dail

1 1°
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Ax-aa = (A-a)x+a(x-a) € wl+wl C WO donde AX € aa+w0 € W pa-
ra A € a+U, x € a+Vv O que prova a continuidade de Aix para
A =a e X =a. Assim esta visto que 1 & admissivel.

Para provar a unicidade de 1, basta observar que se
uma outra topologia admissivel T, sobre E possuir também V co
mo sistema fundamental de rl—vizinhangas de 0, entao toda 1-vi
zinhanga do 0 e rl—vizinhanga do 0. Logo TS Ty Analoga-
mente, Ty <13 donde 11 = Ty -

Sendo E e F dois espagos vetoriais topoldgicos
sobre o mesmo anel de divisao topoldgico (R, rR), chama-se trans
formagao linear continua de E em F , toda transformagéo linear
de E em F que seja continua entre os espagos topoldgicos E e
F,

Uma transformacao linear de E sobre F que seja ao
mesmo tempo um homeomorfismo entre E e F e denominada um iso-
morfismo entre E e F . Dois EVT's sobre um mesmo (R, TR) sao
ditos isomorfos se existir pelo menos um isomorfismo entre eles.
E claro que se E e F forem isomorfos como EVT's, dal resulta-
ra que E e F serao isomorfos como espag¢os vetoriais, mas a re
ciproca pode ser falsa. Quando o espaco dos valores F & o pro-
prio anel de divisao topoldgico (R, Tg)s toda transformagao 1li-
near continua de E em R & chamada forma linear continua ou

- . v
funcional linear continuo.

2.15 PROPOSICAO: Para que uma transformagao linear T :E + F en
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tre dois EVT's seja continua em E e necessario e suficiente que

T seja continua em pelo menos um ponto de E

DEMONSTRAGCAO: Se T for continua em E, isto &, em todos os
pontos de E, T sera continua em pelo menos um ponto de E.
Reciprocamente, suponhamos T continua em um certo

Xy € E. Dado qualquer outro X, € E., dada uma vizinhangca W

1 1
de y; = T(x,) em F e pondo y, = T(x,), a transformacgao
v = u+(y0—yl) é um homeomorfismo de F sobre F, que transfor
ma y, em y,. Logo W, = W;+(yy~yy) € uma vizinhanga de Yo

em F. Pela continuidade de T em x existe uma vizinhanga V

0’ 0
de X, em E tal que T(VO) C WO. A transformagao V'=u+0ﬁfx0)
& um homeomorfismo de E sobre E que transforma X, em Xy .
Logo Vl = VO+(X1+XO) e uma vizinhang¢a de x; em E. Ora ,
T(Vl) = T(VO)+T(xl)—T(xO) C WO+(yl-yO) = W isto e, T(Vl) C

C wl, 0 que prova a continuidade de T em Xy -

Sendo E e F dois LEVT's sobre (R, TR) diremos que
uma transformac¢ao linear continua T :E » F de P sobre F &
um homomorfismo continuo de E sobre F se a transformada T(A)

de qualquer parte aberta A de E for aberta em F. Se T:E->F

for apenas uma transformagao em F, o conjunto F, = T(L) S

um subespago vetorial topologico de F e T pode ser considera-

da como uma transformacgao sobre F Diremos entao que T :L » F

Ik
& um homomorfismo continuo de E em F se T:E -» Fl for um

homomorfismo continuo de E sobre Fl. Notemos gue no caso pu-
ramente vetorial, utilizamos as expressoes "transforma¢ao linear"

e "homomorfismo" como sindonimas; no caso vetorial topoldgico, to-
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do "homomorfismo continuo" & uma "transformacao linear continua”

sem que a reciproca seja por forca verdadeira.

Consideremos um EVT E sobre um anel de divisao topo

légico (R, TR), um espago vetorial F sobre R e uma transfor

magao linear T:E ~»F de E sobre F. Indiquemos com T @
topologia dada sobre E e definamos uma topologia T sobre F
dizendo que Y CF é aberto segundo . se T_l(Y) , isto e,

sua imagem inversa, for aberto segundo T

Al) T~l(¢) =g c Tp v T_l(F) = E € o e portanto @ e F € Tpe
A2) T-l(Y nY,) = T—l(Y ) N T-l(Y ) e portanto Y, NY, €1
1 2 1 2 ‘ 1 2 F
se Yl,Y2 & TF .
-1 _ -1
A3) T “(uyu Yi) = u T (Yi) e logo U Yi € T se
iel iel : iel
Yi € e ¥Viel.

Assim, 1 é topologia sobre F .

Para que Y CF seja aberto segundo e € neces-
sario e suficiente que exista X CE aberto segundo 1 tal
que T(X) =Y. De fato, se Y for aberto segundo Tp pondo
X = T—l(Y) teremos uma parte aberta segundo 1. tal que T(X) =Y

B
(T & sobre F).

Reciprocamente, suponhamos que Y = T(X), sendo X

aberto segundo e Seja N o nacleo de T. T_l(Y) = N+X e
como N+X = [y n+X e cada n+X ¢é aberto segundo Tp ¢+ O Mesmo
neN
sucede com T_l(Y), isto €, Y & aberto segundo To
Provemos agora que 1 é TR—admissivel. Para isso ,

consideremos dois vetores m,n € F e seja W uma vizinhancga
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aberta de m+n sequndo T Como T & uma transformagao sobre

P
F, existem a,b € E tais que T(a)
1

m e T(b) = n. Ora

atb € T ~ (W) e T_l(W) é aberto segundo t_.: logo existem -

D)
vizinhancas A de a e B de b, abertos segundo T o tais
que A+B C T_l(w). Pondo U = T(A) e V = T(B) obtemos vi

zinhangas abertas segundo e de m e n respectivamente e

U+V C W. Assim, a soma de vetores em F & continua segundo Toe

Vamos provar que o produto de um escalar A € R por um vetor
meF é continuo. Seja W uma vizinhan¢a aberta de Am segqun

do 1 Como T ¢é transformagao sobre F, existe a € E  tal

que T(a) = m. Ora ra € T_l(W) e T—l(W) é aberto segun

o

do 1p. Logo existem vizinhangas abertas U de A em R e ou-
tra A de a em E tais que UA C T—l(w). Pondo V = T(A)

obtemos uma vizinhanga aberta de m segundo 1t e UV = UT(A) =

;F.
= T(UA) C W. Assim, o produto de um escalar por um vetor & con-

tinuo. A topologia rR—admissivel Tpo

nomina-se imagem direta de tp Por meio de T.

assim obtida sobre F de

Considerando F munido com 1 a transformagao T

FI

& um homomorfismo continuo de E sobre F. De fato, como a ima-

gem inversa T—l(Y) de toda parte aberta Y segundo T e aber

ta segundo 1 T e continua; além disso, ja foi visto que a

EI
imagem direta T(X) de toda parte aberta X segundo Tn é aber

ta sequndo Tp o
2.16 PROPOSIGAO: Para que a imagem direta da topologia de um EVT

E por uma transformagao linear T sobre outro espago vetorial F

seja separada € necessario e suficiente que o nuecleo da transfor-



21
magao seja fechado em E.

DEMONSTRACAO: Seja N = Tal(O) o nucleo. Se Tp for separa-

da, a parte reduzida a origem de F sera fechada segundo e (pro

posicao 2.11) e portanto N, como imagem inversa de uma parte fe

chada por uma fungao continua, sera fechado em E.

Reciprocamente, se N for fechado em L, seu com-
plementar E\ N sera aberto em E, portanto T(E \ N) sera -
aberto segundo Tpe Ora T(E \ N) € o complementar da parte
{0} em F. Logo {0} & fechado segundo 1, isto &, =1, & se

parada.

Seja dado um EVT E. A partir de cada subespago veto
rial v CE podemos construir o espag¢o vetorial quociente E/V
e a transformacao candonica ¢ : E »+ E/V .

Sendo ¢ uma transformagéo linear de E sobre E/V,
podemos munir E/v da imagem direta da topologia de E. Assim,
E/v torna-se um EVT dito quociente de E por V; a topologia de
E/v & dita quociente da topologia de E por V e a transforma-
cao candnica fica sendo um homomorfismo continuo de E sobre E/v.
A Gltima proposicao demonstrada mostra que o EVT quociente de um

-

espago vetorial topoldgico E por um subespago vetorial V & se
parado se e sO se V é fechado em E. De fato, V & o nicleo
da transformagao canodonica. Em particular, se considerarmos um
EVT E, o seu nicleo N sera um subespaco vetorial fechado (pro
posi¢ao 2.10) e por isso, E/N é denominado EVT separado associa
do a E.

Vejamos agora a nog¢ao de imagem inversa de uma topolo

gta. Sejam E um espago vetorial sobre um ADT (R,TR) ' (F,tgp)
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um EVT sobre (R, tp) e T:E -+ F uma transformagao linear

de E em F. Definamos uma topologia g sobre E dizendo que

X CE € aberto segundo T, se existe Yy CF aberto segundo

e tal que X = T—l(Y).

Al) @ = T_l(ﬂ), E = T—l(F) e portanto @ e E € Tp -

A2) Se Xl,X2 € Tpe devemos mostrar que Xlﬂx2 € Tp o ou
seja, devemos mostrar que existe YCPF aberto segundo e
tal que X, NX, = v l(v). Basta tomar Y = Y,ny, onde
Y, eV, sao abertos de F tais que X, = T-l(Yl) e X, =
Ty, .

A3) Se Xi € o ¥ i€i1xg, devemos mostrar que 121 Xi € g v

ou seja, devemos mostrar que existe Y C F aberto segundo

T tal que U X. = T_l(Y). Basta tomar Y= U Y, on
F . i : i -
€I -1 iel
de Y, é aberto de F e tal que X, =T (Yi) ¥ i€ I.
Assim, T, é topologia sobre E.

Provemos agora que e é TR—admissivel sobre E. Pa
ra isso, consideremos dois vetores a,b € E e seja W uma vi-
zinhanga aberta de at+b segundo Tpe Ponhamos m = T(a) e
n = T(b). Existe Y C F  aberto sequndo 1. tal que W==T_1(Y).

F
Como a+b € W, donde m+n € ¥, existem vizinhangas M de m
e N de n abertas segundo =

F
U = T—l(M), vV = T—l(N) obtemos uma vizinhanca U de a e ou-

tais que M+N C Y. Pondo

tais que U+V C W. Is

tra v de b, ambas abertas segundo T

so prova a continuidade da soma de vetores em E.

Sejam A € R e a€ E e seja W uma vizinhanga

aberta de la segundo T Seja m = T(a). Existe YCF aber
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to seqgundo 1 tal que W = T—l(Y). Como Aa € W, donde

F
Am € Y, existem vizinhangas abertas U de X em R e M de m em

F tais que UM CcY. Pondo V = T_l(M) obtemos uma vizinhanca

aberta de a segundo 1, tal que UV =UT"1(M) =7 YoM c i) = w.

Logo o produto de um escalar por um vetor & continuo.

A topologia TR-admissivel T assim obtida sobre E

denomina~-se imagem tnversa de T PpoOr meio de T .



CAPITULO IIIX

PARTES LIMITADAS

3.1 DEFINICAO: Seja (E, TE) um EVT sobre (R, T e L CE

R

Diremos que L & -limitado, ou simplesmente limitado se nao

'E
houver perigo de confusao, se para toda TE-vizinhanga W de O

existir TR-vizinhanga V de 0 tal que VL C W.

3.2 PROPOSICEO: Se (R, TR) nao e discreto, para que a  parte
L CE seja limitada em E & necessario e suficiente que, para
toda vizinhanga W do 0 em E exista um A € R, sendo r#0,

tal que AL C W .

DEMONSTRAGAO: De fato, se L & limitado, dada uma t_-vizinhanc¢a

E
W do 0, existe uma TR-vizinhanga V do 0 tal que VL C W .
A hipOtese de R nao ser discreto permite obter um X €V, X # 0
(proposicao 1.7) e entao AL C W .

Reciprocamente, suponhamos que L possui a proprieda

de do enunciado. Dada a vizinhanga W de 0 em E, pela con-

tinuidade do produto de um escalar por um vetor na origem (0,0)€

€ R xE, podemos obter uma vizinhancga Vl de 0 em R e ou-
tra W1 de 0 em E tais que vlwl C W. Pela hipdotese, exis-
te um AE R, X #£O tal que AL C Wl' Pondo vV = VlA ob-

temos uma vizinhanca de 0 em R tal que VL =(VlA)L==Vl(AL) C
C V,W, donde VL CW e portanto L é limitado.
A proposicao que acabamos de provar supondo R nao

discreto, mostra imediatamente o conteudo geométrico da nocao de

parte limitada: uma parte I e limitada se e sO se ela pode ser
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tornada, por meio de uma homotetia de centro 0 e de uma razao
A # 0 conveniente, tao pequena e proxima de O quanto se dese-
jar.

Uma variante da proposicao 3.2 & a seguinte: Se (R,TQ
nao e disereto, para que a parte L C E seja limitada em E e

necessarto e suficiente que, para toda t.,~vizinhanga do 0, exis-

E
ta um A € R tal que L C AW. Basta observar que ALCW, x # O
implicam L C x"lw, que L C AW, X #0 implicam A—lL C W
e que a parte reduzida a origem é obviamente limitada. Esta nova
forma significa, geometricamente, que uma parte L & limitada se
e sO se toda TE—vizinhanga da origem pode ser ampliada por uma ho
motetia de centro 0 e razao X conveniente de modo a abranger
L. A proposig¢ao 3.2 precedente mostra também que a nogao de par-
te limitada em E independe da topologia que se esta consideran-
do sobre o anel de divisao R, desde que se exclua a topologia

discreta de R. O que sucede quando o anel de divisao topoldgico

dos escalares é discreto & esclarecido pela proposigao seguinte:

3.3 PROPOSICAO: Se R ¢é discreto ou se E ¢ cadtico, todas as
partes de E sdo limitadas. Fora desses dois casos, E nao e

limitado e portanto nem todas as partes de E sao limitadas.

DEMONSTRAGAO: Consideremos uma parte LCE e seja W uma vi

zinhanga qualquer de 0 em E. Se R for discreto, a parte
v = {0} sera aberta em R e assim teremos uma vizinhanga V do
0 em R tal que vL = {0} , donde VL C W. Logo, toda par-

te de E sera limitada. Se E for cadtico, necessariamente W=E

e pondo Vv =R teremos uma vizinhanga de 0 em R tal que
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VL € W. Logo, toda parte de E sera limitada.

Suponhamos agora que nem R é discreto nem E é caé
tico. Esse Ultimo fato significa que existe uma parte aberta ACE,
sendo AF#E D e A # E. Tomemos um ponto méE A e outro
n e E\ A. A translacao y = xX-m é homeomorfismo de E sobre
E e portanto transforma a parte aberta A em outra parte aberta
W=2a-m. E claroque 0 € W e portanto W & tp-Vvizinhanca de
0; & claro também que n-m ¢ W e portanto W # E. Dail resul-
ta que para todo A € R, sendo X # 0, a inclusao AE C W é

falsa, pois A\E = E e WCE, W#E. Aplicando a proposigao

3.2, concluimos que E nao é limitado.

OBSERVAGAO: A proposicao que acabamos de provar indica que a no-
cao de parte limitada sb tem interesse real no caso dos  espagos
vetoriais topoldgicos nao cadticos sobre anéis de divisao topolo-
gicos nao discretos.

-

Como todo anel de divisao topoldogico (R, 1 & um

R
EVT sobre si mesmo, tem sentido falar em parte limitada de R. A
proposicao 3.3, mostra que um ADT R & limitado se e sO se R é

cadtico ou discreto.

3.4 PROPOSICAO: Seja E wum EVT sobre um anel de divisao topolo-

gico nao discreto R. Para que um subespago vetorial s CE se
ja limitado é necessario e suficiente que S esteja contido no
niucleo N de E. Portanto, para que o unico subespago vetortial

limitado seja a parte reduzida a origem é necessario e suficiente

que E seja separado.
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DEMONSTRAGCAO: Suponhamos em primeiro lugar que S C N. Qualquer
que seja a vizinhanca W de 0 em E, tem-se NCW donde
S Cw, isto &, 1.SCW o que prova que S €& uma parte limi
tada. Reciprocamente, suponhamos S 1limitada. Qualquer que se-
ja a vizinhanca W do 0 em E, existe A€ R, X #O0 tal
que AS CW. Ora AS =S pois X # 0 e S & subespago veto-
rial; logo S C W e tendo em conta a arbitrariedade de W vem
S C N. Assim esta provada a primeira assergcao. A segunda resul-
ta da primeira e da proposicao 2.8. O nicleo de um EVT & pois ,

0 majior subespaco vetorial limitado.

3.5 PROPOSICRO: (a) Toda parte de uma parte limitada também e li-

mitada.

(b) 4 reuniao de um numero finito ndo nulo de partes limitadas &
limitada.

(c) Toda parte finita ¢ limitada.

7 M7 s ; + ..
(d) Se Ll'LZ""’Ln sao partes Llimitadas, a soma Ll L2+ +Ln
¢ limitada.
(e) Se Q CR ¢ limitada em R e L CE e limitada em E en

taoc QL ¢é limitada em E.

DEMONSTRAGARO: (a) Suponhamos A C BC E. Se B for limitada ,

para toda t_,-vizinhanga W do 0 existe uma vizinhanga U do 0

E
em R tal que UB C W, donde segue que Un C W e portanto
A sera limitada.

(b) Suponhamos A,B C E limitadas. Dada uma TE—vizinhanga W do

0, existe uma vizinhanga U do 0 em R tal que UA C W e

outra vizinhanga V do 0 em R tal que VB C W. Pondo



(c)

(d)

(e)

3.6
for.
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T = UNV, obtemos uma vizinhanca do 0 em R tal que TACW
e TB C W donde segue que T(A U B) CW e portanto
A UB & limitada. Por indugao passamos desse caso para o
caso geral.

A parte vazia é claramente limitada. Consideremos agora uma
parte {x} reduzida a um ponto x € E. Dada uma TE-vizinhag
ca W do 0, como 0 = 0.x existe uma vizinhanga U do 0
em R e outra V de x em E tais que Ugv € W. De x€V
resulta Ux c W e portanto {x} & limitada. Pela parte
(b) podemos concluir que toda parte finita nao vazia & limita
da.

Consideremos duas partes A,B CE nao vazias. Suponhamos

A e B limitadas. Dada uma TE-vizinhanga W de 0 qual-

quer, existe outra rt_-vizinhangca W de 0 tal que W,+W., C

E 1 171

C W. Determinemos uma vizinhanga U do 0 em R tal que

uA C Wl e outra V de 0 em R tal que VB C Wl' Pondo

T =UNvV obtemos uma vizinhanga de 0 em R tal que TA C Wl

e TB C Wl. Ora, T(A+B)C TA+TB C W, +W donde T (A+B)C W.

1717

Logo A+B & limitada. O caso de n parcelas & obtido por in-
ducao.

Seja W uma rE—vizinhanga de 0. Como L é limitada em E ,

existe uma vizinhancga Ul de 0 em R tal que u,L cw .

Como Q € limitada em R, existe uma vizinhanca U do 0 em
R tal que UQ CU,. Entao U(QL) = (UQ)L C UL, donde

U(QL) C W. Assim QL é limitada em E .

PROPOSICAO: Uma parte e limitada se e so se sua aderéencia o
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DEMONSTRAGCAO: Consideremos L C E. Como L C L, se L for

limitado, o mesmo sucederd com L. Inversamente, suponhamos L 1li

mitada. Se R fosse discreto, L seria obviamente limitada. Su

ponhamos R nao discreto. Dada uma TE—vizinhanga W de o ,

existe outra rE-vizinhanga fechada w, de 0 contida em W (pro

posicao 2.3). Determinemos X € R, sendo X ¥ 0 tal que L C AW,.

AX & um homeomorfismo de E sobre E e por

A homotetia Yy

isso transforma a parte fechada W na parte AW também fecha-

1 1
da. Portanto LcC AW, = AW, donde L C AW, isto é, L é
limitada.
3.7 PROPOSICAO: Toda parte compacta é limitada.
DEMONSTRAGAO: Seja K uma parte compacta de (E, 1) - Seja W
uma rt.,~vizinhan¢a da origem de E . Para cada X € K , existem

E

vizinhanga Vx da origem de R e vizinhanga W de x em E

tais que wax cC W, pois O0x = 0. Pela compacidade do con-
junto K , existe uma parte finita F C K tal que K esta
contido na uniao finita A de todos os WX com X € F. Defi-

namos V como a intersegao finita de todos os v, com x €F .

Obtemos assim uma vizinhanga V da origem de R e, & claro,
VK ¢ VA C W

pois Vv, e VW, CW para todo x € F. Logo K e

limitado.

3.8 PROPOSICRO: Sejam E e F EVT's sobre (R,TR). Toda transforma-

¢ao linear continua T :E - F transforma partes limitadas em par

tes limitadas.
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DEMONSTRAGCAO: Suponhamos que A C E é limitada em E e seja
B = T(A). Dada uma TF—vizinhanga W de 0, a continuidade de T

e o fato de ser T(0) = 0 permitem determinar uma rF—vizi~
nhanga V de 0 tal que T(V) C W. Como A é limitada em E,
existe uma vizinhanga U de 0 em R tal que UA C V. Temos

entao: UB = UT(A) = T(UA) Cc T(V) donde UB c W, isto €, B

e limitada em F.

3.9 PROPOSICAO: Seja S um subespag¢o vetorial topoldgico do EVT
E. Se ACZE ¢é limitado em E entdo AN S ¢& limitado em S.
Se AC S, entao A ¢é limitada em S se e s0 se A for limi-

tada em E .

DEMONSTRAGAO: Suponhamos ACE limitado em L e ponhamos
B = ANnS. Dada uma vizinhan¢a qualquer W de 0 em S, existe

-

vNs., Como A e

Il

uma vizinhanga V de 0 em E tal que W
limitada em E, existe uma vizinhanca U de 0 em R tal que
UA C V. Dal segue UB = (UA) NS C v NS, donde uB € W, 1isto
&, B & limitada em S. Suponhamos agora que A C S. Se A
for limitada em E , pelo que precede A NS, ouseja, A sera
limitada em S . Suponhamos agora A limitada em S. Dada uma vi
zinhangca qualquer W de 0 em E e pondo V = WnNnSs, obtemos
uma vizinhanga de 0 em S. Pela hipotese, existe uma vizinhan-
cga U de 0 em R tal que UA Cc V, donde UA C W, isto e,
A €& limitada em E .

3.10 PROPOSICAO: Se = E, for um produto de EVr's, para que uma
i

parte A do produto seja limitada nesse produto e necessario e
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suficiente que suas projegoes nos fatores sejam limitadas nesses

fatores.

DEMONSTRACAO: Para cada indice i€ I, a projecao p;: 1 B+ Ey
i
do produto sobre o i-ésimo fator & uma transformacao linear con-

tinua do produto sobre esse fator. Portanto, se A for limitada

em = Ei, sua i-ésima projecao Ai = pi(A) sera limitada em
i
E; (proposicao 3.8).

Reciprocamente, suponhamos cada Ai limitadda em Ei

e seja A' =1 Ai. Dada uma vizinhanca qualquer W de 0 em
i

E; existem um conjunto nao vazio finito de indices il”“’in

D H-A

vizinhangas V de 0 em E, , V2 de 0 em E. ,...,V

1 i i, n
de 0 em E, tais que se x = {x.} satisfizer Xx. €V, ,
i, i i, 1

X, €V, ,..., X, €V_, entao X € W. Como A, é limita-
i, 2 i, n i,

da em Ei , existe uma vizinhancga Ul de 0 em R tal que

1

U,A, C V,; analogamente, como A, & limitada em E., , existe
1 i, 1 i, i,

uma vizinhanga U, de 0 em R tal que U2Ai C v, e assim

2

Pondo U=0U.Nn0, N...N U ob-

por diante ate Un Ai C Vn' 1 > n

n
temos uma vizinhanga de 0 em R. Um ponto genérico de UA' é

da forma Ax, onde A E U e X = {xi} € A' , 1isto €, X, € Ai

para todo i. Como entao A €Uy teremos Ax., € U,A. , don-
i 1 i,
de segue-se que AX, eV e analogamente Ax., €V
iy 1 i,
...,Axi e Vn‘ Isto prova que Ax € W e por consequéncia
n

UA' C W. Assim esta visto que A' é limitada no produto e notan

2,..-

do que A C A' concluimos que A ¢é limitada no produto.

3.11 PROPOSICAQ: Um anel de divisao topologico R & compacto se

-

e sO se ele e caotico ou discreto e finito.
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DEMONSTRAGCAO: Suponhamos R compacto. A proposicao 3.7 mostra
que R & limitado e portanto R €& cadtico ou discreto (Observa-

cao apds proposicao 3.3). No segundo caso R sera finito em vir

tude da compacidade, pois "todo espaco discreto compacto é fi-
nito". Reciprocamente, se R for cadtico, R sera compacto
pois obviamente "todo espago topoldgico cadtico & compacto"; se

R for discreto e finito, R sera compacto pois "todo espago to-

poldogico finito é compacto".

3.12 DEFINICAO: Um anel de divisao topoldgico (R,x é dito de

R)
tipo V se tem a seguinte propriedade: Se A C R esta afastado

-

da origem (isto &, A €& disjunto de uma vizinhan¢a da origem) en-

tao Anl e limitado.

3.13 PROPOSIGCAO: Seja (E,t.) wum EVT sobre um anel de divisao

»)

topologico nao discreto (R,tg). Se (R,1g) for de tipo V, en-

tao, para todo Xg €E, x4 & {0}, a aplicagao A ER > Axg

e um isomorfismo vetorial topoldgico entre (R, e 0 espago ve

R)
torial topologico (R, , TEIRXO), onde Rx, denota o subespago

vetorial de E gerado por Xy -

DEMONSTRAGAO: como X, # 0, A - AxO & isomorfismo veto-
rial continuo. Provemos que sua inversa, digamos ¢ , € continua .
¢ & linear, donde basta provar a continuidade na origem. Se
ja W wuma vizinhangca de 0 em R. Temos que encontrar uma vVvi-
zinhanga N de 0 em E tal que A% EN => A €EW. Como

X & {0}, existe vizinhanca simétrica V de 0 em E tal que

0 & xO+V. Dai Xq Z V. Como E & EVT existem W' vizinhanga
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de 0 em E e U vizinhanga de 0 em R tais que Uw' C v .

Seja T = {A&R ]AxoeId'}. Se A€E€T entio 1€ (R\U) T
De fato, suponha que AO €T e AO & (R\ U)_l . Entao

_l . . —l r 1— 'l
=
AO Z R\ U o que implica AO € U. Dail Xy AO AOXO € uw' Cv,

absurdo.

R\ U esta afastado da origem. Como R é do tipo

V temos (R\U)™1 1limitado. Entdo existe vizinhanga V., de 0

1
em R tal que Vl(R\ U)—l C W. Como R €& nao discreto, existe
T Vl’ u # 0. Consideremos N = pW'. Seja v € NN RxO
vV =x, =wut, tEW. Logo t = u_lxxo EW' => y AET =>
_ -1 -1 N | -1
=> y "1 € (R\U) . Logo A= pp TXx € Vl(R\ U) C W ou se

ja ¢ & continua na origem.



CAPITULO IV

VALORIZACOES E ANEIS DE DIVISAC TOPOLOGICOS
ESTRITAMENTE MINIMAIS

Introduzamos algumas nog¢oes simples relativas a um
anel de divisao R. Se n é um inteiro usual, representaremos -
com o mesmo simbolo n o elemento de R definido do seguinte mo
do: se n >0 entao n =_1+1 +...+ 1 onde 1 €R ; se

h

n=20 entao n é o zero de R; se n <0 entao n é o si-

métrico do elemento -n de R. Os elementos assim definidos sao
denominados inteiros do anel de divisao. O fato de representar-
mos os inteiros do anel de divisao e os inteiros usuais com os
mesmos simbolos nao tem inconveniente algum, desde que se tenha
presente a cada momento qual o significado dos simbolos.

Sendo n um inteiro (usual) e x €ER definiremos

o simbolo x" do seguinte modo: se n >0 entio x" = XeX.oX
T h
se n =20 e x #0 entao xO =1; e se n <0 e X 0
~ n -1, -n n ~ - s -
entao X = (x 7) . Note que X nao e definido se x = 0 e
n <0 .
4.1 DEFINICAO: Uma valorizagao sobre um anel de divisao R é

uma funcao v definida sobre R, com valores reais e tal que:

(1) 0 <v(x) <+, v(0) =0
(2) vixy) = v(x)v(y)
(3) vix+y) < v(x)+v(y) ; onde X,y € R.

Um anel de divisao munido de uma valorizagcao € dito

um anel de divisao valorizado.



35

Todo anel de divisao R pode ser valorizado pela fun
¢ao v definida do seguinte modo: v(0) =0 e vi(x) =1 se
x # 0. Esta valorizacao € dita trivial, por oposicao as demais

que sao ditas nao triviais.

EXEMPLO: R o anel dos quatérnios, v(x) = |x]| onde  x = ay+
+a_i+a,j+a .k e [x] = (a2+-a2+-a24- 2)1/2
117929793 0791792743 .

Uma nogao ligeiramente mais geral é a de quase-valori
zagao, isto &, uma funcao v definida sobre R, com valores -
reais, que satisfaz as condigoes (1), (2) acima e, em lugar de

(3) satisfaz a:

(4) existe um numero real m tal que v(x+y) < m{v(x)+v(y)}
quaisquer que sejam X,y € R.
Fazendo x =1, y =0 vemos que 1 <m. E claro

que entre os nimeros m adequados a condicao (4) existe um mini-
mo, gue sera chamado primeiro multiplicador da quase-valorizagao.
Uma valorizagao & pois uma quase-valorizagao cujo primeiro multi-
plicador & a unidade.

Toda quase-valorizagao possuil as seguintes proprieda-

des:

la.) v(x) > 0 se x # 0: de fato v(x)vi(x 5 =v(xx 1) =v(1)=1

0 que exige v(x) # 0.

2a.) v(x_l) = v_l(x) se X # 0: o gque resulta da mesma demons-
tragao.

3a.) vi(x") = vn(x) : & o que resulta de (2) se n>0; da pro -
priedade precedente se n <0, x # 0; e e 0bvio se n = 0,

x # 0.
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4a.) v(xy_l) = v (x) se y #0 (resulta da 22)
v(y)
B 2, 2 . - 2
5a.) v(-x) = v(x) : de fato v|[(-x)°] = v (-x), isto &, v(x°)=
= v2(—x) donde vz(x) = vz(-x) e vix) = v(-x).
A condigao (4) & equivalente & seguinte:
(5) existe um numero real M tal que v (x+y) <M.sup{v(x),v(y)}
quaisquer que sejam X,Yy € R.

De fato, se (4) for satisfeita, ter-se-a:
vixty) < m{v(x)+v(y)} < 2m sup {v(x),v(y)}

em virtude da desigualdade a+b < 2 sup {a,b} e portanto (5)
também sera satisfeita com M= 2m.

Reciprocamente, se (5) for satisfeita, ter-se-a:
vix,y) < M.sup {v(x),v(y)} < M{v(x)+v(y)}

em virtude da desigualdade sup {a,b} < a+b valida se a,b > 0
e portanto (4) também serd satisfeita com m = M.

Fazendo x =1 e y =0 em (5), vemos que 1 <M.
E claro que entre os nameros adequados a condigao (5) existe um
minimo que serd chamado segundo multiplicador da quase-valoriza-
¢ao.

O raciocinio que acaba de ser utilizado para mostrar
a equivalencia de (4) e (5) mostra gque, entre os multiplicado -
res m e M, tem-se a relagao 1 <m <M < 2m. Em particular,
se 0 segundo multiplicador for a unidade, isto e, M=1, entao
também m = 1 e v serd uma valorizacgao caracterizada pelo fato

de satisfazer d condigao abaixo, mais exigente do que (3):

(6) vi(x+y) < sup {v(x),v(y)} quaisquer que sejam X,y € R .
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-

Uma valorizacgao que satisfaz a condicao (6) e di-
ta nao-arquimediana por oposicao as valorizacdes ditas arqui-
medianas cujos segundos multiplicadores sao maiores que a uni

dade.

4.2 PROPOSIGAO: Uma valorizagao é nao-arquimediana se, e somente

se, v(z) <1 <implica v(z+l) <1, para todo z € R.

DEMONSTRAGAO: Se a valorizacdo é nao-arquimediana temos que

v(x+y) < sup {vix),v(y)}. Se wv(z) <1 entao:
v(z+l) < sup {v(z),v(1)} = sup {v(z),1} = 1

Logo v(z) <1 implica v(z+l) <1 para todo z € R
Reciprocamente, suponhamos que v(z) <1 implica
v(z+l) <1 para todo zZ € R. Podemos supor y # 0, x # 0 ’

0 <vi(x) <v(y). Dai sup {v(x),v(y)} = v(y) e v(xy—l) <1

implica v(xy—l+l) <1 . Agora
-1 -1
vixty) = vii(xy “+1l)y) = vixy “+1) .v(y) < v(y) .,
ou seja, v(xty) < sup {v(x),v(y)} e logo v & nao-arquimedia
na.

4.3 PROPOSICAO: Para que uma valorizagao seja nao arquimediana €

necessario e suficiente que vi{(n) <1 para todo inteiro n € K.

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos a valorizacao nao-arquimediana. Se n>0,

(6) mostra por recorréncia que: v(x +...+xn)§_sup{v(xl),...,v(xn)}

1
onde x,,...,X_ € R. I'azendo Xy = X, T...= X =1 obtemos
1 n 1 2 n
vin) <1l. Se n <@ entao v{n) = v(-n) <1. Finalmente ,

v(0) =0 <1
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Reciprocamente, devemos mostrar que se v(z) <1 en-

tao v(z+l) <1 para todo =z € R .

] n . . n o n

[v(z+1) |® = v[(z+1)™] = v( = C;zl) < I V(C;Zl) < 1 vi(z) < n+l.
i=1 i=1 i=1

Dai v(z+l) < (n+l);/n. Como (n+l)l/n + 1 quando n -+ 4% ,

no limite obteremos v(z+l) <1 e portanto a valorizagao € nao

-arquimediana.

4.4 PROPOSIGAO: Se Vv ¢ uma valorizagao e 0 <h <1 , h € R,

- h - . . - - - . .
entao Vv tambem e uma valorizagac. Se Vv e nao—-arquimediana e
- Lh P s . -

h > 0 entao Vv tambem e nac arquimediana. Ce Vv e uma quase-

. ~ ~ h . - - . ~
valorizagao e h > 0 enteo v tambem e umua quace-valorizagao.

DEMONSTRAGAO: O Gnico ponto que necessita demonstracao é o refe-

rente as condigoes (3) até (6).

Se v € uma valorizacgao e 0 <h <1 tem-se :
vh(x+y) < {v(x)+v(y)}h < vh(x)+vh(y) em virtude da desiqualdade
(a+b) P < al+bP se a,b > 0 e portanto v também & uma va-
lorizacgao.

Se v & uma valorizacao nao arquimediana e h > 0
tem-se: vh(x+y) < [sup {v(x),v(y)}}h = sup {vh(x),vh(y)} em
virtude da relagao  [sup {a,b}]h = sup {a",p™ se a,b >0

. h - - . ~ ~ . .
donde segue que Vv tambem e uma valorizacao nao arquimediana.

Se v & uma quase-valorizagao ¢ h > 0 tem-se :

]h h h h

h =M sup {v (x),v (y)} o que

vi(xty) < [M sup {v(x),v(y)}

h - - . ~
prova que Vv tambem e uma quase-~-valorizacao.

4.5 PROPOSICAO: Sejam m e M o0s multiplicadores de uma quase-
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valorizagao. Se M>2 entdo m = % . Se 1 <M <2 entao m=1.
Em resumo m = sup {1, % }o.
DEMONSTRACAO: Ponhamos k = sup {1, % }. Tem-se k > 1, 2k > M
e portanto v(xl+x2) < 2k sup {v(xl), v(x2)} . Dai seque
+
v(xl+x2+x3+x4) < 2k sup {v(xl+x2),v(x3 x4)} <

4k2 sup {v(xl),v(xz),v(x3),v(x4)}

I A

. . . . n
Em geral, considerando um inteiro n > 1 e pondo N = 2" , vem:

(1) v(xy+...+x) <N k™ sup V(X)) yeee vy}

N —
Supondo X) Teeo= Xg =X obtemos em particular
(2)  v(2"x) < 2" x" v(x)

Provemos agora que se p for um inteiro e 0 <p < v

entao  v(pn) < 2p k™ v(x). Isto & claro se n = 1. Suponhamos
n > 1 e admitamos que 0 < p < 2n—l implica v (px) <2p kn_lv(xL
Consideremos agora um inteiro p sendo 0 <p < 20 Se for
0 <p < ol entao  v(px) < 2p kn_lv(x) < 2p k" v(x) pois k>1.
Suponhamos ol <p <2". como px = 2"y 4 (p-22 "y te-
remos: v(px) < 2k sup v (2" 1y, vL(p-2n—l)x]} . Podemos distin
guir dois casos:

19) vi(px) < 2k v(2n_lx) . Aplicando (2) onde em lugar de n fi
gure n-1 teremos: v(2n—lx) < 2n—1 kn“l v (x) donde v (px) <
<2k 2" kP G0 < 2p k™ vix)

29) v(px) < 2kv [(p—Zn—l)x]. Notemos que p-—2n"l Ay L S
Pela hipdtese v[(p—Zn—l)x] < 2(p—2n—l)kn—lv(x). Ccomo ZQD—fri)<p
teremos v(px) < 2k;>kn—lv(x) = 2p k" v(x). Assim estd provado

que 0 < p < 21 implica v(px) < 2p k" v(x). Suponhamos x #0.
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Dai v(xty) = v(x(l+x—1y)) = v(x) v(l+x-ly). Logo

ey IV = o vasTI) ]V = v 1TV [vasC iy N =

IN-1 |
- -— — -— i - |
= eIV v[asx oY s pe N v 4 Choy (X ly)lj>
i=1
e aplicando (1) podemos continuar com:
< [v(x)]N_l N k7 sup v {ck (x—ly)l}
- : N-1
0<i<N-1
N-1 . .
Notando que r ch = 2N 1 e portanto ct < 2N 1 podemos
i=1 N-1 N-1

continuar com

< [v(x)]N_l N k" sup 2 C; KN ot (xTLyy

I A

0<i<N-1 -1
N-1 . _ —
< Vi o2k kKN ety =
. N-1
i=0
- +n-1 . - -
= vl 2 v kN ) vV -
= 28 kML ) s v VL
1 N+n-1
. . N-1 N-1
Extraindo a raiz N-1 vem: v(x+y) < (2N) k {v(xhviy)}
1
Fazendo n » +» e portanto N -» +» e notando gque (2N)N'_1 + 1
N+n-1
e x "l Lk vira vixty) <k{v(x)+v(y)}. Isto prova que en
tre m e k tem-se a relacao m < k. Ora, ja foi visto que
m > 1 e m > % donde segue m > k e finalmente m = k.

4.6 PROPOSIGAO: Se v ¢é uma quase-valorizag¢ao, para todo h > 0

.. h - , ~
suficrentemente pequeno Vv sera uma valorizagao.
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DEMONSTRACAO: Suponhamos que o segundo multiplicador de v seja

h sup {vh(x),vh(y)} . Se M <2 , is-

M. Tem-se vh(x+y) <M

- 1
to e, se 0<h<13§-2~'ﬁ

de vh & < 2. Aplicando a proposig¢ao precedente, vemos que V

teremos que o0 sequndo multiplicador
h

é uma valorizagao.

Consideremos um anel de divisao R munido de uma qua
se~valorizagao v. Vamos definir a partir de v uma topologia 1
sobre R do seguinte modo: Para cada e > 0 e cada a € R, se
ja B(a,e) o conjunto dos pontos x € R tais que v(x-a) < g,

0 qual chamaremos de bola de centro a e raio «¢.

Dizemos que uma parte X € R & aberta se X for
vazia ou, em caso contrario, se para cada a € X existir um
e > 0 tal que B(a,¢) € X. E facil ver que ' & uma topolo-

gia sobre R.

Cada B(a,e) €& uma vizinhanca de a. De fato, defi-

namos V como sendo o conjunto dos X € R para cada um dos
quais existe § > 0 tal que B(x,8) C B(a, €). £ claro que
acVv e que V C B(a,¢). Provemos que V & aberto. Dado
X € V, existe § > 0 tal que B(x,8) € B(a, ¢ . Ponhamos
61 = g% (sendo m o primeiro multiplicador de v). Se y€ B(x,GlL
isto €, v(y-x) < él , entao B(y,8;) C B(a,e) : de fato, para

z € Bly,8;), isto e, viz-y) < 6; tem-se:
v(z-x) <m {v(z-y)+v(y-x)} < 26;m =§

donde z € B(x,6) C B(a,¢) . Assim, para todo y € B(x,dl) tem

-se B(y,Gl) c B(a,e) e por consequencia y € V. Isto prova
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que B(x,él) c V. Dal se conclui que V ¢ aberto e a sequir
que B(a,e) & vizinhanca de a. Uma consequéncia imediata é que,
para cada a € R, o conjunto das bolas B(a,e¢) ¢é uma base de
vizinhancas de a.

A topologia 1t & separada. De fato, se a,b € R

sendo a # b, entao v(a-b) > 0. Decterminemos 8 tal que
0 <& < ZL%%EL . Se existisse um ponto x comum a B(a,$§) e
B(b,8) , teriamos v(x-a) <8 e v(x-b) <& donde

v(a-b) <m {v(a-x)+v(x-b)} < 2é&m < v(a-b)

o0 que é absurdo. Logo B(a,s) e B(b,$8) sao vizinhangas disjun

tas de a e b e 1 @& separada.

A topologia 1 & admissivel. DPara provar a continui
dade da soma, consideremos a,b € R e seja W wuma vizinhancga
de a+b. Existe um e > 0 tal que B(atb, ¢) C W. Ponhamos
U = B(a,s§) e V = B(b,§) onde § = 5% . U e V sao vi-
zinhancas de a e b respectivamente tais que U+v © W, De
fato, se Xx € U, isto e, v(x-a) < 3§ e y €V, isto e ,
v(y-b) <& entdo: v((x+y)-(a+b)) <m|[v(x-a)+v(y-b)| <2mé = ¢,
isto e, x+y € B(a+b, € , donde x+y € W. Portanto a soma &
continua.

Para estabelecer a continuidade do produto, tomemos
a,b e R e seja W uma vizinhanga de ab. Existe e > 0 tal
que B(ab, ¢) C W. Como xy-ab = (x-a) (y-b)+a(y-b)+(x-a)b tem
-se: v(xy—-ab) < mv(x-a)v(y—b)+m2v(a)v(y—b)+m2v(x—a)v(b).

Determinemos § > 0 de modo que m62+m2v(a)6 +
+ m26v(b) < €. Pondo U = B(a,s) e V = B(b,é) obtemos vi-

zinhangas de a e b respectivamente, tais que Uv € W. De fa
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to, se x € U, isto e, vix-a) < § I y € V, isto €,
v(y-b) < & entao a relagao acima escrita mostra que v(xy-ab) < ¢
isto e, Xy € B(ab, ¢ donde xy € W. Assim a continuidade
do produto esta vista.

Finalmente, o inverso é continuo. Com efeito, sendo

a € R, a#0, W uma vizinhanca de a1, determinemos e > 0
tal que B(a 1,¢) C W. Notemos que v(a) > 0 e determinemos
§ >0 tal que § v(a) § < EXiiil Pondo vV = B(a,$)
E 2m ' - 2m n !
obtemos uma vizinhanga de a tal que (v \{0})—'l C w. De fa-

to, se X €V, x # 0, tem-se v(x-a) < §. como

v(a) < mlv(a-x)+v(x)] < m via) , v(x)]

- 2m
obtemos via) v (x) donde v-l(x) < 2 Alem disso
2m b _— V(a) . [
x t-a7t = x'_l(a—x)a—l donde
-1 -1 -1 -1 om evi(a) -1
vix "-ma 7) = v "(x)v(a-x)v “(a) < Y T v “(a) = ¢

-1

e portanto X € B(a_l

,€) donde x 1 € W. Assim esta provada

a continuidade do inverso.

A topologia 1 ¢é a discreta se, e so se, Vv  for a
valorizagao trivial. De fato, B(O,%) €& uma vizinhanca de O0;
ora, se v for a valorizagao trivial, entao B(O0, %) contém ape
nas 0 0 e por isso 1 sera discreta.

Reciprocamente, suponhamos que Vv nao e a valoriza-
gao trivial: existe entao um a#o0 tal que v(ia) # 1 e po-
demos supor v(ia) <1 (substituindo, se necessario, a por a-lL
Seja V uma vizinhanga qualquer do 0. Determinemos e > 0 de
™

modo que v(a = v'(a) < € . Teremos entao a” € B(0,¢) don
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de a e v o que prova que toda vizinhanca de 0 contém pelo

menos um elemento distinto do zero: logo +t nao é discreta.

4.7 PROPOSICAO: Se Vv e uma quase-valorizag¢ao sobre o anel de
divisao R e X ¢ R, para que X seja limitada é necessario e
suficiente que exista um numero A > 0 tal que v(x) <A para

todo x e X.

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos que o numero A existe. Dada uma vi-
zinhanga W do 0, determinemos € > 0 tal que B(0,e)}) € W.
Pondo U = B(O0, f ) temos UX C W. De fato, se u € U e
x € X entao v(ux) = v(u)v(x) < %i' A = ¢, isto e, ux€ B(0,e)
donde ux € W. Logo X & limitado.

Suponhamos agora X 1limitado. Se v for trivial ,
basta tomar A = 1. Suponhamos Vv nao trivial, e portanto a to
pologia correspondente nao discreta. Como B(0,l) é uma vizi-
nhanca do 0, existe um t #¥ 0 tal que tX € B(0,1). Ponha-
mos A = v—l(t). Se x € X tem-se vitx) <1 donde

vi(x) <A .

4.8 DEFINICAO: Seja (R,1,) um anel de divisao topoldgico sepa-
rado. Um elemento X €R & dito nilpotente se x> 0 quando

n +» +o, isto &, se para toda T -vizinhanca W do 0 existe um

R
inteiro N > 1 tal que xt e w para todo n >N .

Um elemento x € R & dito antinilpotente se x # 0
e x 1 & nilpotente.
Um elemento X € R & dito neutro se X nao & nil-

potente nem antinilpotente.
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£ 6bvio que o 1 & neutro e que o zero & nilpotente.

Se x for nilpotente e diferente de 0, antinilpo -

tente ou neutro, entao x 1 sera antinilpotente, nilpotente ou

neutro respectivamente.

4.9 PROPOSICAO: Seja p > 1 um inteiro. Para que xP seja ntl-

potente, antinilpotente ou neutro, é necessario e suficiente que

X possua a mesma propriedade.

DEMONSTRACKO: Se x é nilpotente, dada uma vizinhanga W do 0,

existe inteiro N, > 1 tal que x" e w para n > Ny . Quere

m
mos encontrar um inteiro N > 1 tal que se m > N, (xP) " e w.

Basta tomar N como o primeiro inteiro maior que No/p .

P

Suponhamos x° nilpotente. O caso p =1 & tri-

vial e por isso, seja p > 1. Seja W uma vizinhanga do 0. Pe
la nilpoténcia de xP, existe um inteiro Ng 2 1 tal que

n
(xP) e w ou seja PN e w para n > Ny. Fixemos um intei-

ro i, i<i<p-l. Temos Oxi = 0 : logo & possivel determinar
uma vizinhanga U de 0 e outra V, de xi tais que UiVie W.
Pela nilpoténcia de xP, existe um inteiro N, > 1 tal que
(xp)n € U; donde segue béﬂrlxie Uivi ou seja Xpn+i € W

para n > Ni . Seja N o produto de p pelo maior dos NO’Nl’

peee Mo

n' > NO,...,N

Se n > N podemos escrever n = pn'+i onde
p-1 e 0<ic<p-1: logo x' € w para n > N e
por isso x € nilpotente.

Se x & antinilpotente entao x # 0, x--1 e nil-

1. P _
potente e dali (x l) & nilpotente e logo xF

P

é antinilpotente.

-1 p

Reciprocamente, se x € antinilpotente, entao (xp) = (x_l)
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é nilpotente, logo x 1 & nilpotente e dai x € antinilpotente.

- -~ ) - .
Se x e neutro entac xE e neutro, pols se xP  fos

se nilpotente ou antinilpotente, x seria do mesmo tipo. Reci -

procamente, se xP & neutro entdoc x também & neutro, pois se

P

x fosse nilpotente ou antinilpotente, x seria do mesmo tipo.

4.10 PROPOSIGAO: Seja (R,1,) um anel de divisao topolégico tal

R
que 1g provem de uma quase-valorizagao v. Para que a € R se-
Ja nilpotente, antinilpotente ou neutro é necessario e suficiente

que vi{a) <1 , v(a) > 1 ou v(a) = 1, respectivamente.

DEMONSTRAGCAO: Seja v(a) < 1. Dada uma vizinhangca W do o,

existe ¢ > 0 tal que B(0,e) CwW. Como vn(a) + 0 quando
n » » existe um inteiro N >1 tal que vn(a) = v(an) < €,
isto &, a” € B(0,¢) , donde a € W para n > N. Logo a
e nilpotente. Reciprocamente, suponhamos a nilpotente. Existe
um inteiro N > 1 tal que a” € B(0 , %) para n > N. Em
particular, aN € B(O ,%) , isto &, v(aN) = VN(a) < % ’ don
1
de v(a) < (l) N,
- 2

Observando que v(a_l) = v~1(a) , concluimos que a
e antinilpotente se e s6 se v(a) > 1. Finalmente, por exclusao,
vemos que a e neutro se, e sO se, via) = 1.

4.11 DEFINICAO: Duas quase-valorizacoes sobre um mesmo anel de
divisao sao ditas equivalentes se elas determinam a mesma topolo-

gia sobre esse anel de divisao.

4.12 PROPOSICAO: Duas quase-valorizagoes V e W sobre um anel
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de divisao R sao equivalentes se, e somente se, existe h >0

tal que w = v

DEMONSTRAGCAO: Suponhamos que um tal h existe. Dados a € R e
e> 0, entao x satisfaz v(x-a) < € se e sO se vh(x—a)j £

isto &, se e sO se w(x~a) < sh. Isto prova que Bv(a,e) =
= Bw(a,eh), onde os indices v e w servem para salientar que
se tratam de bolas relativas as quase-valorizagdes v e w. Se-
jam T e 1 as topologias determinadas por v e w. Se XCR

v W

€ aberto segundo T, Ou X & vazio, e portanto aberto segundo

T, ou X nao & vazio: entao para todo a € Xx existe um
e > 0 tal que Bv(a,e) C X, isto e, B(a,eh) C X . 1Isto pro-
va que X ainda & aberto segundo T Logo T, S Ty Analo-
gamente se veé que 1, < T, donde segue T, = Ty r Aisto &, v

e W sao equivalentes.

Reciprocamente, suponhamos Vv e w equivalentes pe-
lo fato de determinarem a mesma topologia 1. Se 1 fosse dis-
creta, Vv e Ww seriam triviais e bastaria tomar h = 1. Su-

ponhamos +t nao discreta, isto &, Vv e w nao triviais.

Se v(x) <1, entao x € nilpotente e portanto
wix) <1 e reciprocamente, isto &, as condicoes vix) <1 e
wix) <1 sao equivalentes. Como Vv nao & trivial, existe um
a €RrR, a#a0, tal que v(a) # 1. Podemos supor v(a) <1
(substituindo, se necessario, a por a—l) e & claro que entao
w(a) <1 . Determinemos h > 0 pela condigaoc w(a) = vh(a), is
to &, h = %%g—%%%%

Consideremos um X € R e dois inteiros m ,n , sen



48

n
do m > 0. Para que xm(a l) seja nilpotente, €& necessario e
m _-n v (x)
suficiente que v(x a ) <1, isto e - XL <1, o que
vo(a)
n
. log v(x) n A m,_-1
equivale a Tog v(a) > o de modo identico vemos que x (a )
- . - log w(x) n
e nilpotente se, e sO se, Tog w(a) > m Isto mostra que o con
junto dos numeros racionais menores que %§g~%%§% é idéntico -
ao conjunto dos numeros racionais menores que %%g—%%%% . Logo
log v(x) _ log w(x) donde log w(x) = h log v(x) e w = vh.

log v(a) 1log w(a)

4.13 DEFINICAO: Um anel de divisao topoldgico (R,1p) é dito va
lorizavel se for possivel obter pelo menos uma valorizagao sobre

R que determine a topologia «t_ .

R
4.14 PROPOSICAO: Um anel de divisao topologico (R,TR) e valo-
rizavel se, e sO se, existir uma quase-valorizagao sobre R  que
determine a topologtia TR
DEMONSTRACKO: (R,TR) valorizavel implica a existéncia de uma va

lorizacao gque determina a topologia Tp - Mas, toda valorizagao &
\
uma guase-valorizacao.
Reciprocamente, suponhamos que exista uma quase-valo

rizagao v que determine a topologia 1, . A proposicao 4.6 mos

R
tra que existe um h > 0 tal que vh & uma valorizacao e em
seqguida, a proposicao 4.12 mostra que vh determina a topologia
TR logo (R,TR) é valorizavel.

4.15 DEFINICAO: Um grupo ordenado & uma terna (G, -, <) tal

que (G,+) @& um grupo com uma relagao de ordem < reflexiva ,
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antisimeétrica, transitiva, total e tal que X <y implica

ax < ay e Xa < ya ¥V ae G .

4.16 DEFINICAO: Dois grupos ordenados G e G' sao ditos ordena
damente isomorfos se existe um isomorfismo de grupos f : G > G

tal que X <Yy implica f(x) < f(y) .

4.17 DEFINIGCAO: Um grupo ordenado G & dito arquimediano se pa-
ra quaisquer a,b e G com b>1, existe algum inteiro n

tal que b > a .

4.18 NOTAGAO: Seja (R,tp) um anel de divisao topoldgico separa

do. Denotaremos o conjunto dos elementos nilpotentes de R por

Nl , o conjunto dos elementos antinilpotentes por N_, e o con-
junto dos elementos neutros por NO .

4.19 DEFINICAO: N = N, YN,

4.20 LEMA: Se NNl C Ny entao Ng ¢ subgrupo normal de R*, o

grupo multiplicativo dos elementos nao nulos de R .

DEMONSTRAGAO: (a) N0 é fechado com respeito a tomar inversos.

(b) N, é fechado sob automorfismos internos.

De fato, se a € N e xa %1 & N entao

-1, " n =1 -n _-1 . .
(xa x 7) = xa x + 0 ou xa X + 0 . Pela continui
dade da multiplicacao em anéis de divisao topoldgicos , -

n -1 n -1
X

xXa + 0 implica que a  x + 0, o gque, por sua vez,

. . n . , -

implica a~ - 0, o gque contradiz a neutralidade de a. Ana
-n -1

logamente excluimos a possibilidade de X a X > 0 .
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(c) N, & fechado sob multiplicagao.
De fato, se x,y € N, e xy ¢ Ng entao Xy € Ny ou
y—l x“l €N, . Se xy € N, , pela hipotese, x—l(xy) = YyeEN;
contradigao. Se y'-lxnl € Ny entao y(y_lx-l) = xlen

ll

© que implica x € N_;, contradigao.

De (a), (b) e (c) temos que Ny & subgrupo normal

de R* .,

4.21 LEMA: Se NN, C N entao N, Ny C N

1 1’ 0

DEMONSTRACAO: Observemos inicialmente que, pela hipdtese, o pro-
duto de elementos nilpotentes & nilpotente.

Sejam X € Ny e y € N Suponhamos que xy ¢ N.

0"
-1 -1

€ Nl' Dal temos yly "x 7) =

o que & absurdo. Logo xy € N.

Entao xy € N, e logo ynlxml
_.-1 ~ -1
= X € Nl e entao XX € N

l ’

4.22 DEFINICAO: Seja (R,tp) um anel de divisao topolégico sepa
rado tal que IQNl - Nl' Se aNj, bNO pertencem a R*/NO de
fine-se aN, > bN, se e somente se ab len.

4.23 LEMA: A relagao da definig¢ao acima esta bem definida e tor-

na R*/NO um grupo ordenado.

DEMONSTRACAO: Seja aNg = a'Ny e bNj = b'Nj e seja
ab"l € N . Escolhemos nl,n2 € NO tais que a' = n; a e
b' = n,b . Entao at (bt = (nla)b.l n;l = n, ab—l n;l .

Se ab e Ny entao nlab_l € Ny pois NN, €N, .
Pelo Lema 4.21 segue que o produto nlabﬁln;l € N ou seja
a'(b") 1 en

UNICAMP
.R'B{'> x»fp&)
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Se ab—l € N entao n ab”l nml € N e tambem
0 - 1 2 0

nesse caso a'(b') T € N. Logo a relagao estad bem definida.

Vamos verificar agora que R*/NO & grupo ordenado.
(i) a relagao & claramente reflexiva.

(ii) a relacao & antisimétrica:

e aN, < bN, entao ab ' en
-1 teremos ab ‘ba 1= le N,

De fato, se aN0 > bN
e balen. Se ab?l

0

0
e ba S Nl

0 que €& absurdo. Dal, um deles deve pertencer a Ny, e logo ambos

pertencem a NO’ donde aNO = bNO. Com efeito, mostremos que

. -1 . -
aNO c bNO ou seja b éaNO C N0 . Considere n € NO . Entao
b™lan = a tab tan = a t(ab 1) an. Mas ab ! € Ng e dai,
a_l(ab—l)a € N0 pois N0 € subgrupo normal e finalmente
a-l(ab_l)an € NO pois NO € subgrupo. Analogamente se verifi-
ca que bN0 - aN0 .

(iii) a relagao & transitiva.

Suponha aNO > bN0 e bN_, > cN Isso significa que

0 — 0
ab—l € N e bc‘-l € N . Devemos mostrar que ac_l € N. Con-
sidere a relagao (ab—l)(bc_l) - ac 1. Se be L e Ny entao,
desde que (ab—l) € N, teremos ac_l € Nl (pois NNl - Nl)
e logo ac_l € N .

Por outro lado, se bc'_l € NO , suponha primeiro gue
ab 1 e N, - Segue entao que ac 1 e N, desde que N, & um
subgrupo e logo ac f e N .

Se bc_l € Nj e ab—l € Nl’ segue que ac-l € N pe-
lo Lema 4.21.

(iv) aN, > bN0 implica axNy > bxNj e xaNg > xbNj para
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qualquer X € R¥* .

De fato, se aN; > bN, temos ab™t e n e dai
ab™1 = axx_lb_l = ax(bx)—l € N ou seja axN, > bxMg . Agora
xaN, > beO se e somente se xa(xb)*l € N ou seja, xab-lx_1 EN.

Se ab“l € NO o0 resultado seque pois N0 & subgrupo nor-
mal.

Se ab ! e Ny o resultado seque pois Ny € fechado sob
automorfismos internos. Com efeito, se a € Nl ’ a® > 0, lo-
go xa® -+ 0, xanx_1 + 0 ou seja (xa x—l) -~ 0 ou ainda
xax—l € Nl » pela continuidade da multiplicacao em anéis de divi
sao topoldgicos.

(v) a relagao & total.

Dados a,b € R devemos ter aNg, > bNg ou bNy > aN,
Suponhamos que isso nao ocorre. Entao abnl £ N e ba_l £ N .
Mas ab™ ! g N implica que (ab_l)_l = ba ten , contradigao.

De (i) - (v) temos que R*/N0 é grupo ordenado.

4.24 TEOREMA: Seja (R, um anel de divisao topoldgico sepa-

R)

rado. Sao equivalentes:
(a) R e valorizavel.

(b) (1) N e limitado.

(2) PJNl C Nl

(c) J’(i) Ny e vizinhanga limitada da origem.

L(ii) NNl C Nl

DEMONSTRACAO: (a) => (b): Se R & valorizavel e v & sua va-

lorizagao, entao N & o conjunto dos x € R tais que v(x) <1,
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isto &, N & limitado (proposicao 4.7).

Para provar (2), seja a € Ny e b €N. Entao
v(a) <1 e v(b) <1l. Temos entao:
v((ba)™) = v(ba) = vi(b) vP(a) < vl(a) » 0
ou seja, ba € Nl .
(b) => (c): SO precisamos mostrar que Ny & vizinhan-

¢a da origem.
Seja W uma vizinhanca do 0 tal que 1% W. Como
N é limitado, existe uma vizinhanca V do 0 tal que VNC W ,

isto e, 1l g VN. Dal resulta que Ve Ny. De fato, se exis-

tisse te VvV, t¢N;, seria t#O0 e tTlen (pois o

inverso de um elemento neutro ou antinilpotente é neutro ou nil-

potente) donde te”l e v 0 gque nao e verdade. Isso prova -

que N, é vizinhanga do 0 .

(c) => (a): Suponhamos que R satisfaca (i) e (ii) .

Se T, é a topologia discreta consideramos a valorizacgao trivial
e R & valorizavel. Suponhamos que h nao é a topologia dis-
creta.

Pelo Lema 4.20, N € um subgrupo normal de R*. Pe

0 ped

lo Lema 4.23, R*/N0 € um grupo ordenado. Vamos mostrar que

R*/N0 € um grupo ordenado arquimediano. Observe que se aN

entao ab‘_l e N

0> PNg
] -1 _ ~ _
1 De fato, se fosse ab CNO entao aN0~ bNU

contradigao. Logo bN, > 1IN, = N implica b € N; .

0

Para quaisquer a,b € R* com bNO > Ng vamos
mostrar que existe algum inteiro n tal que bna—l & Nl' Pela

nilpoténcia de b e pela continuidade da multiplicacao, sabemos

que bna—l - 0. Desde que Nl é vizinhanga do 0, segue que
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para n suficientemente grande, bnaml € N1 .

Sabemos que um grupo ordenado arquimediano é ordenada
mente isomorfo a um subgrupo do grupo aditivo dos nuameros reais
com a ordem natural. Entao, R*/N0 e ordenadamente isomorfo a
um subgrupo aditivo dos reais. Seja f um isomorfismo de ordem

de R*/N; em (R, +) . Considere a aplicacao h obtida compon

do a aplicagao candnica com f .

f
h : R* » R*/NO > (IR, +)
a -+ aNO -+ f(aNo) = h{a)
. o __=h(a)
Considere v:R > R definida por: v(ia) = e ' para

a# o0, v(0) 0 .

I

v €& uma funcao com valores reais positivos tal que:

I) v(x) =0 se e somente se x =0
(I1I) wv(ab) = e—h(a)_h(b) = e~h(a) .e*h(b) = v(a) v(b) pois
h(ab) = h(a) + h(b) .
ITI) vwvix) <1 se e somente se X € Nl

De fato, se x € N,, entao x1 ' e N, e dal xN. > N,.

1 1 0 0
Portanto f(xNO) > f(NO) =0, desde que f é um isomorfismo -
de ordem; em outras palavras, f(xNO) = h(x) > 0 e dai
v(x) = e_h(x) < 1. Se vix) <1 entao h(x) > 0. Isto e
equivalente a dizer que f(xNO) > f(NO) e entao devemos ter
. . -1 _

xN0 > N0 O que implica x1 = xele .

Vamos agora considerar a familia de conjuntos
BE(O) = f{a€ R ; v(a) <e}

onde € > 0 e mostrar que cada aberto W contendo 0 contém um
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desses conjuntos %}O) e que cada BC(O) contém um aberto U

contendo o 0.

1) BE(O) contem um aberto U contendo 0 .

Escolhemos b € R tal que vi(b) > e ~ . Se nao

existe tal b entao 0 < v(x) < para todo x € R e dai

€
n
v(x_n) < c_l donde v(x-l) < Vr-l e logo 0 < v(x_l) <1

ou ainda 0 <v(x) < 1. Dai vix) = 0 ou 1 para todo x € R.
Entao, se b # 0, vib) = 1, ou equivalentemente, h(b) =

= f(bNO) =0, O que implica bN0 = N0 . Em outras palavras, -~

nesse caso, todo be R, b #0, & neutro. Contradigcao pois

R # N (R nao & limitado pois TR nao & a topologia discreta;ver

observacao apds proposicao 3.3).

Como N, € vizinhanca do 0 existe um aberto U con-

tendo 0 tal que Ub ¢ N Dal para todo x € U, xb €N,

1
logo v(xb) < 1. Desde que 1 > vixb) = v(ix)v(b) > Xéﬁl ,  te
mos vi(x) < € ou U cC BE(O)
2) Cada aberto W contendo 0 contém uma B_(0)
Como Nl €& limitado, existe um aberto V contendo
0 tal que VN; CW. V# {0} pois T, nao € a topologia dis
creta. Considere a € v, a # 0: portanto aNl W .
Para X € B 1 (0), temos vI(x) < ];l
=1 via 7)
via 7)
* -1 _ -1 -1
e dail v(ia T)vi{x) = v(a "x) < 1. Logo a "x € Nl ou x € aNl
e segue gue B 1 (0) ¢ aNl C W
v(a_l)

Finalmente, consideremos uma vizinhanca W do 0 tal

que 1 gw e em seguida determinemos outra vizinhanga V do O
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tal que V+V C W. Pelo que foi visto acima, existe um ¢>0 tal

que BE(O) C V. Provemos que v (x+y) < sup {v(x),v(y)}l. De fa

to, em caso contrario, teriamos ev(x+y) > v(x) , evi(x+ty) > v(y),

e isto exigiria que x+y # 0 e a sequir cque F o> vfx(x+y)_lj,
-1 -1 -1

e > viy(x+y) 7] donde x(x+y) T € V, vyl(xty) T €V e  so-

mando, le V#V c W, © que contradiria l1¢w. A relacao

indicada esta pois provada. Pondo M = % obtemos

vix+y) < M sup {v(x), v(y)!

Assim esta provado que v & uma quase-valorizacao
que determina a topologia TR * Logo, pela proposicao 4.14, R

€ valorizavel.

4.25 COROLARIO (L.Nachbin [3]): Para que um corpo topoldgico se-

arado seja valorizavel é necessario e suficiente que N seja L1
o

mitado.
DEMONSTRAGCAO: Basta provar que NNl - Nl . Observenos inicial-
nente que a foérmula (xy)n = Xnyn mostra ¢ue num corpo o produ

to de dois elementos nilpotentes @ nilpotente, e gue o produto de
dois elementos antinilpotentes €& antinilpotente.

Sejam agora X € N e y € Ny . Se x € Ny, a
. S € N a
1 e X NO entao

Xy nao & antinilpotente, pois em caso contrario, tambem x seria

observagao anterior mostra gue Xy € N

antinilpotente. Com efeito, X = (xy)y_l . Logo Xy € N. Se
fosse Xy € NO ’ a relagao y = x—l(xy) mostraria que y€ Hy
(pois N, & subgrupo), o que contradiz a hipotese y € Ny . Lo

go Xy € Nl .



57

4.26 DEFINIGCAO: Seja R um anel de divisao topoldgico. Uma par-
te X C R & dita restrita se, a origem nao & aderente ao con-
junto dos inversos dos elementos nao nulos de X , isto
&, o0¢ (x\{ohH 1.

4.27 PROPOSICAO: Uma parte X CR ¢ restrita se, e 5o se exis

tir vizinhanga U de 0 tal que 1 & UX .

DEMONSTRAGAO: A condicao 1 € UX equivale a U nao ser dis-
1

junta de (X \ {0}) ~ : de fato, se 1l € UX, entao 1 = ux ,
u e U, x € X, logo x # 0, x—l:=u, isto e, u € (X \{0})"l
e U e (X\{oH ' nio sio disjuntos.

Reciprocamente, se U e (X\ {O})—l nao sao disjun-
tos, isto &, ha u e U, u € (X\ {O}).l entao u # 0 e
u ! e x donde 1 =u e ux. Portanto, a existéncia de uma
vizinhanga U do 0 tal que 1 ¢ UX equivale 3 existéncia de
uma vizinhanga U do 0 disjunta de (X \ {O})-l, isto &, equi-
vale a 0 ¢ (x\{ohH 1.
4.28 PROPOSICAO: Toda parte limitada de um anel de divisao topo-
logico separado é restrita.
DEMONSTRACZO: De fato, se X ¢ R for limitada, determinando
uma vizinhanga W do 0 tal que 1 & W e em seguida outra vi
zinhangca U do 0 tal que UX C W, teremos 1 ¢ UX e dai

X sera restrita.

4.29 TEOREMA: Para que um anel de divisao topoldgico R seja va-

lorizavel e necessario e suficiente que:
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(1) Ny seja uma vizinhanga do zero.

(2) NN, Cc N

1 1
(3) Toda parte restrita seja limitada.
DEMONSTRAGCAO: Suponhamos R valorizado por v . Entao
N, = {a€ R /v(a) <1} = Bl(O) , isto e, os elementos nilpo-

tentes formam uma vizinhanca do 0 e a condigao (1) esta verifi-
cada. A condicao (2) ja foi verificada na demonstragao do Teore-
ma 4.24. Vamos verificar (3). Seja X CR uma parte restrita.
Determinemos uma vizinhanca V do 0 tal que 1 & VX. Em se-
guida determinemos ¢ > 0 tal que BE(O) C V. Para todo x€X

tem-se vix) < 5 (pois se fosse vi(x) > % , seria x #0 e

V(x—l) < e, isto &, xLe B_(0) ¢ V  donde 1= x 1. x € VX,
contradigao) e portanto X & limitada.

Reciprocamente, suponhamos que as condic¢oes do enun-
ciado sao satisfeitas. Temos entao l¢ NN (pois se fosse
1 = xy, sendo X nilpotente e y nilpotente ou neutro, seria
x # 0 e x-l =Yy e Yy seria antinilpotente). Isso prova que

N & uma parte restrita. Por (3), N & limitada. Aplicando o

Teorema 4.24, vemos que R € valorizavel.

4.30 COROLARIO: Para que um corpo topoldgico separado seja valo-
rizavel é necessario e suficiente que:
(1) Nl seja uma vizinhanga do 0 .

(2) Toda parte restrita seja limitada.

Seja (R,TR) um anel de divisao topoldogico separado.

Uma topologia 1 sobre R sera dita admissivel em relag¢ao a R
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se R munido de 1t for um espago vetorial topoldgico sobre
(R,TR). Segue-se que toda vizinhanga da origem de R segundo 1
também € vizinhanca da origem segundo g ¢ logo T < Ty - Assim

esta visto que toda topologia sobre um anel de divisao topoldgico

(R,rR) admissivel em relacao a topologia Th é menos fina que
TR -
4.31 DEFINICAO: Um anel de divisao topoldgico separado (R, 7p)
sera dito estritamente minimal se nao existir nenhuma topologia
separada 1t sobre R, admissivel em relacao a topologia R de
R, sendo alem disso T < T, - E equivalente dizer que Tx e
a Gnica topologia separada sobre R admissivel em relagao a The
Um anel de divisao topoldgico separado (R,rR) sera

dito minimal se nao existir nenhuma topologia 1 que torne R um

anel de divisao topoldgico separado tal que T < ou seja,

TR,

T € um elemento minimal no conjunto ordenado de todas as topo-

R

logias de anel de divisao topoldgico separado sobre R .

4.32 PROPOSIGCAO: Todo anel de divisao topologico separado estri-

tamente minimal & minimal.

DEMONSTRAGAO: Seja (R,1,) um anel de divisao topoldgico sepa-

R
rado e estritamente minimal. Se (R,TR) nao fosse minimal exis-
tiria uma topologia 1 de anel de divisao topoldgico separado
tal que T <1,; mas entao, 1 seria admissivel em relagcao a

TR (de fato, so precisamos provar que o produto (R,TR)X(R,T)+ (R,7)

(x,y) »xy

é continuo. Seja W uma t-vizinhanca de xy. Entao existem 1~
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vizinhancas U de x e V de y tais que uv ¢ W, pois

(R,tT) & ADT. Como toda t-vizinhanga & t_-vizinhanca, U & 1,-

R R

vizinhanca de x e logo temos a continuidade do produto acima) e

(R, 1g) nao seria estritamente minimal, contradicao.

4.33 PROPOSICAO: Todo anel de divisao topoldgico separado nao
discreto em que as partes restritas sejam limitadas é estritamen-

te mintmal.

DEMONSTRAGAO: Seja (R,tp) um ADT satisfazendo a hipotese aci-

ma. Seja 1 uma topologia separada sobre R, admissivel em re-

lagao a Ja vimos que T <t1,. Para provar que

R
do 0 segundo 1 para

R- TR .5 T r
consideremos uma vizinhancga Wy a qual
1 ¢ Wy. Observando que 0 .0 =0 e que 1t €& admissivel em re

gao a Tg + Pbodemos determinar uma vizinhanga Uy de 0 segundo

T e outra vizinhangca V de 0 segundo 1 tais que U,V CW

0 0°0 0

e por consequeéncia, 1 & UOVO' Isto prova que V0 € uma parte

R

restrita. Por hipotese, V & entao limitada. Seja agora W uma

0
vizinhanga qualquer do 0 segundo TR Como V0 é limitada e
(R,TR) nao €& discreto, existe um A€R, X F#0 tal que AVO C W.

Ora, V0 sendo uma vizinhanga do 0 segundo 1, O mesmo sucede

com AV a Gltima relacao mostra que também W &  vizinhanga

0 :

do 0 segundo 1. Isto prova que T ST Logo T = Tp e

(R,TR) e estritamente minimal.

4.34 PROPOSICAO: 7Todo anel de divisao topologico nao discreto e

valorizavel é estritamente minimal.

DEMONSTRACKO: Pelo teorema 4.29, em todo anel de divisao topold-
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gico valorizavel, as partes restritas sao limitadas. Aplicando a

proposicao precedente temos o resultado.

4.35 TEOREMA: Seja (R,TR) um anel de divisdo topologico sepa-

rado. Sao equivalentes:

(1) (R,tg) e estritamente minimal.

(2) Se E ¢é um EVT sobre (R,TR) e f:E + R e uma forma 1i-
near, para que f seja continua é necessario e suficiente

que seu nucleo f l(O) seja fechado em E .

(3) Se E e F sao EVT's sobre (R,TR), com F unidimensio-
nal separado e f:E » F ¢ uma transformagao linear nao
~ - B\ . —l -
nula, entao f e continua se ¢ somente se f (0) e fecha-
do em E

DEMONSTRACAO: (1) => (2): Suponhamos (R,1_) estritamente mini-

R

mal. Indiquemos com T @ topologia de E . Se f for conti-

nua, f—l(O) é fechado em E pois {0} & fechado em R . Reci-

procamente, suponhamos que f l(0) seja fechado em E . Se f for

identicamente nula, sua continuidade & Obvia. Suponhamos f nao

identicamente nula: entao existe a € | tal que f(a) # 0 .

Dado arbitrariamente um A e R e pondo X = A a ., temos
f(a)

fix) = o que prova que f & transformacao linear de E sO-

bre R . Pensando entao em R como um espaco vetorial sobre o

anel de divisao topoldgico R e em f como uma transformagao 1i
near do EVI E sobre o espago vetorial R, podemos considerar

sobre R a topologia 1 obtida como imagem direta de 1 por

E

f. A proposicao 2.16, mostra que 1 & separada. Além disso, R

munido de 1 & um LEVT sobre (R,t isto €, 1 & admissivel -

R)’
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em relacao a8 t,. Como (R, é estritamente minimal temos

R R)
T = Tg. Finalmente f & um homeomorfismo continuo de L sobre

R munido de 1t e por isso, sobre R munido de LA
Y

(2) => (1): Suponhamos que (R,1p) nao seja estrita-
mente minimal, isto €, que exista uma topologia 1t sobre R Qque

0 torne um EVT separado sobre (R,TR), sendo T < Tp - Ponha-

mos E=R, 1= 71: entao E , munido de o é um EVT sobre o

anel de divisao topolodgico (R,1p) - Definamos f:E > R pondo
-1

-

f(x) = x para todo x € E. E claro que o niacleo f “(0) e fe-

chado em E , pois f l(0) reduz-se ao 0 e 25 e separada.

Todavia f nao & continua (pois se f fosse continua, a imagem

inversa fJKX) de toda parte aberta segundo seria aberta se

R
gundo 1, : ora £71(X) = X e entdo concluiriamos que TRSTE=T
contradizendo T < rR).
(1) => (3): Se f & continua e claro que seu nuacleo
e fechado em E . Vamos assumir que f_l(O) é fechado em E. No-
tando que f(E) = F , podemos introduzir em F a topologia de
EVT = imagem direta por meio da f da topologia 1, . Desde

F E
que todo espago vetorial F de dimensao 1 sobre R € algebri-

camente isomorfo a R considerado como espag¢o vetorial sobre R,

a hipotese de que (R,TR) €& estritamente minimal & equivalente a
dizer que todo espago vetorial de dimensao 1 sobre R possui
somente uma topologia de EVT separado sobre (R,TR). Portanto

e coincide com a topologia dada em F e a prova termina obser-

vando-se que f & continua de e em o T

(3) => (1): Como na demonstracao de (2) => (1).
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4.36 PROPOSICAO: Seja (R,ty) wm anel de divisao topoldgico se-
parado. Sao equivalentes:
(1) (R,TR) e estritamente minimal.

(2) Quaisquer que sejam E e F , EVIT's separados sobre (R,TR),

dim F =1 e f:E > £ trans formagao linear, entao f &
continua se, e somente se seu grafico G(f) é  fechado em
Ex F .

DEMONSTRAGAO: (1) => (2): £ claro que o grafico de uma aplicagao
continua num espago separado € fechado. Portanto, a continuidade
de f implica que G(f) & fechado.

Reciprocamente, assuma que G(f) & fechado. Defina-

mos ¢(x,y) = f(x)-y para x € E, y € F. Entao ¢ : EXF » F
€ uma transformac¢ao linear com nicleo ¢ 1(0) = c(f) fechado. Pe
lo teorema anterior, ¢ €& continua e desde que ¢(x,0) = f(x) con

cluimos que f & continua.

(2) => (1): Suponhamos que (R, 1) nao é estritamen-—
te minimal. Definamos 1, E , Ty © f como na demonstracao de
(2) => (1) do teorema precedente. Fazemos F = R. Provemos que
G(f) e fechado. Se (a,a) ¢ G(f) , onde a€E, a€R, is-

toé, a#a, podemos determinar uma vizinhanca U de a segun

do 1 e outra V de o segundo 1t tais que unv=2¢. Dai
resulta que UxV é disjunta de G(f) (pois se (x,A) € UxV
e (x,)) € G(f) entao X € U, A€V e X = A 0 que é
impossivel) . Como T < Tp temos que V também é vizinhanca de
@ segundo TR € dai UxV & vizinhangca de (a,a) em E xR .
Logo (a,a) & G(f) o que prova G(f) = G(f) .

Basta observar agora que f nao & continua.
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4.37 DEFINIGCAO: Seja (E,t1) um EVT sobre um anel de divisao to-
poldgico (R,TR) tal que E e a soma direta (algébrica) de dois

subespagos E; e E,, isto &, E. CE (i=1,2) e E =E,8E,.

i

Sejam T, & 1, as topologias induzidas por 1 em El e E2

respectivamente. A aplicagao E > E; xE, e um isomorfismo .
X - (xl, x2)

Definimos a topologia rl$ T, em E como a topologia imagem in-

versa da topologia Ty X T, pelo isomorfismo acima.

4.38 PROPOSIGAO: Seja (E,t) wum EVP sobre um anel de divisao to
pologico estritamente minimal (R,tg) . Suponhamos que E = E,@8E,
onde E, e E, sao subespagos vetoriais de E , o primeiro sen-

do untidimensional. Sejam t e as topologias induzidas por

1 T2
T em E; e E, respectivamente. Entao temos T= 1,81, se

e somente se E, é fechado em E.

DEMONSTRAGCAO: £ claro que a relacao 1t = 1, @ t, implica que E

1 2 2

(e tambem El) e fechado em E .

Reciprocamente, vamos assumir que E2 é fechado em

E. Colocando ™ = 1,81 obtemos uma topologia de EVT sobre

1 2
(R,1g) em E. Considere uma vizinhanca W do 0 em E de -
acordo com 1t e determine alguma vizinhanga V do 0 em E de

acordo com 1 tal que V4V C W. Entao W, = VNE é uma vizi-

1
nhanga do 0 em E; de acordo com 1, e W, =VANE, € uma
vizinhanga do 0 em E, de acordo com 1, e temos wl+w2 CW.
Desde que wl+w2 e vizinhangca do 0 em E de acordo com t1* ,
o mesmo & verdade para W e provamos que T < 1t* (I). Por ou-

tro lado, todo X € E pode ser escrito de maneira Unica como
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X = xl+x2 onde X, € Ei ' i=1,2. Definimos Mo E - Ei
por ni(x) = x; . Desde que L, = ﬂIl(O) é fechado em E ,
podemos usar o teorema 4.35 e dizer que m B> By & continua
de t em 1. Segue-se que mytE > E & continua de 1 em
T. Desde dque nz(x) = x—nl(x), também podemos dizer que
Myt E - E é continua de t em 1, ou equivalentemente, que
Mo E ~» E2 € continua de 1 em T, Provado isso, seja W uma
vizinhanga de 0 em E de acordo com 1*; por definigao exis-
tem vizinhangas Wl do 0 em El de acordo com T, e w2 de
0 em E2 de acordo com Ty tais que wl+w2 c w. Pela con-
tinuidade de "l R podemos encontrar uma vizinhancga V1 de 0

em E (segundo 1) tal que nl(Vl) C Wl e analogamente uma vi

zinhangca V de 0 em E (segundo 1) para a qual n2(V) C W

2 2°
Colocando V = Vlf\vz vemos que vV C Wl+w2 < W portanto W
@ uma vizinhanca de 0 em E segundo = e provamos que
t* <t (II). De (I) e (II) temos T= 1% .
4,39 TEOREMA: Seja (R,TR) um anel de divisdo topoldgico. Sao

equitvalentes:

(1) (R,1p) ¢ estritamente minimal e completo.

(2) Todo espago vetorial sobre R de dimensado finita tem uma
unica topologia de EVT separado sobre (Rytgp) (e é completo
nessa topologial.

DEMONSTRAGCAO: (1) => (2): Por indugao na dimensao. Seja

n =dim E < « . Se n=1, E € algebricamente isomorfo a R

considerado como espag¢o vetorial sobre R ; como (R,TR) é estri-

tamente minimal, entao E possui somente uma topologia de EVT
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separado sobre (R,rR) (e & completo nessa topologia).
Suponhamos n > 1 e o0 teorema valido para todo F ,
dim F <n .

Podemos escrever F o= El & r onde dim El =1 e

dim F = n-1 <n .
Sejam 1, n duas topologias de EVT separado sobre

(R,TR) em E , T e as topologias induzidas sobre El por

1 M1

T e yp respectivamente, 1 e

F Hp as topologias induzidas so-

bre F por 1t e u, respectivamente. =t e sao topolo-

My

Como E; é de di -

1

gias de EVT separado sobre (R,1,) em E

R 1°

mensao 1 , temos Ty = ouyp . Como dim F = n-1 <n , pela

hipOtese de induqéo , T =y e alem disso, TF ¢& completo nes-

F

sa topologia. Dai, F & fechado em E e entao 1

F

i
~
=2]
0

W=, ® up (pela proposicao 4.38). Como T N r = b

temos T =y e a implicagao esta demonstrada.

(2) = (1): Se todo espaco de dimensao 1 sobre R pos

)

suil somente uma topologia de EVT separado sobre (P,Tp), (R,rR

€ estritamente minimal. Vamos assumir que R nao & completo e

considerar seu completamento, R, isto e, essencialmente o uni-

co anel topoldgico completo contendo R como subanel topologico

.

denso. Entao podemos tomar algum £ € R\ R. Seja ECR 's]
conjunto de todos os pontos XE+y onde X,y € R . Desde que
R C R, podemos dizer que R & um EVT sobre R. Mas E & um
subespaco vetorial de R . Portanto, a topologia Ty induzida

'l

no espago vetorial E pela topologia de R & de EVT separado SO

bre (R,rR). Aléem disso RcE, R=E (o fecho em E de acor

R

do com t,) pois R & denso em R e a fortiori em E . Por ou-

1
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tro lado, a aplicagao (x,y) » XE+y € um isomorfismo de espago
vetorial entre RxR e E. Desde que RxR & um EVT sobre
(R,TR), podemos transferir sua topologia para uma topologia T,

de EVT separado sobre (R,1,) em E e e claro que R =R (on-

R

de o fecho em E segundo 1 Por esse procedimento, estamos

2).
capacitados a estabelecer duas topologias de EVT separado sobre
(R,TR) distintas Ty € 71, no espago vetorial [ de dimensao

2 sobre R . Contradicao. Logo R & completo.

4.40 COROLARIO: Sejam (R,tp) um anel de divisao topoldgico se-
parado estritamente minimal e completo, (E,t) um EVT separado
sobre (R,TR). Todo subespago vetorial de L de dimensao finita

¢ fechado.

DEMONSTRAGCAO: Seja F um subespago vetorial de E com dim F <,

T,, = ) em F .

r TIF € uma topologia de EVT separado sobre (R,t

R

Pelo teorema 1 & Gnica e F & -completo. Logo F @& fe-

F F

chado em [ .

4.41 TEOREMA: Seja (R,1,) um anel de divisao topoldgico sepa-
€ R i PR
rado. Sao equivalentes:
(1) (R,1..) & estritamente minimal e completo.
R
(2) Todo automorfismo de qualquer KVT separado T de {imensao
£

. . - hd
finita sobre (R,TP) e contirnuo.
NS

DEMONSTRAGAO: (1) => (2): Pelo teorema 4.39 temos a unicidade da
topologia de LVT separado sobre (R,IR) no caso de espago veto-
rial de dimensao finita: desde que a transformada de uma topolo-

gia de EVT separado por um isomorfismo algébrico & topologia de
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EVT separado, podemos inferir que esse isomorfismo algébrico é
tambem homeomorfismo. Mais geralmente, se f:E > F é uma
transformagéo linear, com nucleo S = f—l(O) entre dois LVT's
separados de dimensao finita, podemos considerda-la como a compo-
sigao do homomorfismo natural E > E/S e do isomorfismo natu-
ral E/S > £(E) : portanto f é continua.

(2) => (1l): Sejam 1

e duas topologias de ELEVT

1 12
separado sobre (R,TR) no espago vetorial R = Rx...xR . Con-
sidere o espago vetorial R” xR® munido com a topolggia de EVT
separado Ty XT, - Desde que R" xr” & um conijunto guadrado, a
simetria x,y} - {y,x} tem significado (onde x,y € rR™) . Es-
sa transformagao & um automorfismo de R" x R™ . pela hipbotese ela
& continua e isso implica dizer que T T Ty - Isso mostra que
todo espago vetorial de dimensao finita sobre R tem uma uanica

topologia de EVT separado sobre (R,TR). Pelo teorema 4.39,(R,rR)

e estritamente minimal e completo.

4.42 TEOREMA: Seja (R,tp) um anel de divisao topoldgico sepa-

rado. Sao equivalentes:

(1) (R, 1p) ¢ estritamente minimal e completo.

(2) Quaisquer que sejam E e F, EVT's separados sobre (R,TR)
dim F <o, e f:E +» F transformagdo linear, entao f e

continua se, e so se, f—l(O) ¢ fechado em E .

DEMONSTRAGCAO: (1) => (2): Como no teorema 4.35 (usando o teorema
4.41).
(2) => (1): Se as condigOes sobre R nao sao satis-

feitas podemos encontrar um espag¢o vetorial E sobre R de di-
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mensao 1 ou 2 (veja segunda parte da prova do teorema 4.39) muni-
do com duas topologias de EVT separado sobre (R,rR) T e T,

tais que 1, < 1,: entao a transformagcao idéntica de E nao é

continua de 1] em 1, mas tem nacleoc fechado.

4.43 TEOREMA: Seja (R,TR) um anel de divisao topoldgico separa-
do. Sao equivalentes:
(1) (R,TR) e estritamente minimal e completo.

(2) Quaisquer que sejam E e F, EVT's separados sobre (R,TR)

-

dim F <o , e f:E > F transformagao linear, entao £ e

N - - . -
continua se, e so se, seu grafico e fechado em E x F .

DEMONSTRAGCAO: (1) => (2): Como na proposicao 4.36 (usando o teo-

rema 4.42). (2) => (1): Como no teorema 4.42.

4.44 TEOREMA: Seja (R,tp) wum anel de divisao topologieco sepa-
rado. Sao equivalentes:
(1) (R,tp) ¢ estritamente minimal e completo.

(2) Quatsquer que sejam (E,t) e (F,tn) FEVIT's ceparados sobre

F
(R,TR), dim E <» , e f:E - F transformagao linear, f

- b d
e contrnua.

DEMONSTRACAO: (1) => (2): Considere F, = £(B) ¢ F. F; € um
subespago vetorial topologico de F e f:BE > Py e sobre. Con
sideremos em E a topologia T imagem inversa da topologia
T = 1 por meio de f . 1. & topologia de EVT separado
F 13 E
1 F
1
sobre (R,TR) em L e f & continua de Tpoem T, . Como
‘ 1
(R,71,) €& estritamente minimal e completo T, = T ( teorema

R E
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4.39), e logo f & continua de 1 em e+ logo de 1 em
1

Tp

(2) => (1l): Como no teorema 4.42.

4.45 OBSERVAGCAO: A definigao de anel de divisao topoldgico estri
tamente minimal (Definigao 4.31) e os resultados pertinentes (que
mostram serem eles os conjuntos de escalares para 0s dquais os re-
sultados classicos sobre funcionais lineares sao verdadeiros) sao

devidos a L.Nachbin (ver Nachbin [4]).



[1]

[2]
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