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Resumo

Q principal objetc de estudos nesta dissertagéo € uma k-digebra comutativa e
finitamente gerada 4 , com & sendo um corpo de caracteristica zero. Utilizando conceitos
basicos e fundamentais de algebra comutativa apresentamos, no capitulo 2, um estudo de
A através de seu modulo de k-derivagdes. Na verdade tal estudo trata da reguiaridade de 4
em termos do fato de 4 ser D-simples, para algum subconjunto, D, do modulo de
k-derivagdes de 4.

Para completar tal estudo, no capitulo 3, apresentamos exemplos classicos de
k-derivagbes 4 que tormam simples 0 anel de polindmios em um nGmero finito de varigveis
sobre k.

Abstract

The focus of this dissertation is a commutative k-algebra finitely generated 4, with &
being a field of zero characteristic. Using basic and fundamental concepts of commutative
algebra we show, in chapter 2, a study of 4 through its i-derivation module. Actually, this
study is about the 4 reguiarity within fimits of the fact of 4 to be D-simple for some subset,
D, of the k-derivation module of 4.

To complete this study, in the chapter 3, we present classic examples of k-derivations d
that make simple the polynomial ring with a finite number of variables over 4.
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Introducgao

Em 1965 A. Seindenbeg mostrou , em [13], que se &k € um corpo de caracteristica zero,
A= Knx,...,x,] € uma k-algebra finitamente gerada e D ¢ sua familia de i-derivagdes
entdo : 4 € regular se, € somente se, 4 € D-simples, ou seja, 0s unicos ideais 7 de 4 que
satisfazem d4{I) < / para qualquer derivacao 4 € D sio os friviais. Anos mais tarde, em
1974, R. Hart mostrou em [4] que quando &[x;....,x,] € D-simples , nd0 necessariamente
existe uma derivacio d « D tal que ix,, ..., x,] seja d-simples, ou seja pode ndo existir uma
derivagéo dJ tal que d(P) ¢ P, para todo ideal primo P de &x;,...,x,] . Agora se M é um
ideal maximal de kfx;,...,x,] , para o anel local &x,,...,x,1xs temos uma melhor situacdo,
pois Hart também, no mesmo artigo, mostrou que se kfx,,...,x.]Jxs & reguiar, entdo sempre
existird uma- k-derivagio d de ifx;,... . x, i tal que kx,,...,x,]» Sera d4-simpies. A partr
destes resultados vemos que ¢ fato de existir uma i-derivacio d de &xy,...,x,Jx que toma
Kxi,....x.}n d-simples & uma caracterizacdo da propriedade geomeétrica do anei
kx,...,x.]a ST regular.

No capitulo 2 vamos apresentar uma descricdo completa das provas dos imporiantes
resultados de A. Seindenberg e R. Hart. Nesta descricio aparecerdo 0s conceitos de
derivagles, d-ideal e resultados ligados a eles, tais como o fundamental lema de Zariski.

Encontrar derivagdes d que tornam {ais k-algebras 4 d-simples ndo &, geraimente, muito
simples mesmo quando 4 é o anel de polindmios. Os primeiros exempios gerais de fais
derivacbes foram dados em 1977 por A. Shamsuddin , sendo estas derivagbes de grau
um. Mais recentemente , em 2001 , A. Maciejewski , J. Moulin-Ollagnier e A. Nowicki, em
{12], apresentaram exemplos de i-derivacBes 4 de uma anel de polindmios A4 tais que d
tem grau 2 € 4 & d-simples. Aqui vale a pena citarmos, para ressaltar a atualidade do tema,
que os exemplos citados acima tém tido fundamental importancia para se exibir exemplos
de ideais maximais a esquerda da aigebra de Weyi 4,.(k) e tais ideais geram importantes
exemplos na teoria dos médulos irredutiveis da algebra de Weyl 4,.(k) , veja por exemplo
[2] , [71 . [8] e [14]. O capitulo 3 sera dedicado para apresentar 0s exemplos de
Shamsuddin e os resultados e derivagdes obtidos por A. Maciejewski , J. Moulin-Ollagnier €
A. Nowicki.

Encerramos a infrodug8o dizendo que, para familiarizar o leitor com a linguagem que
sera utilizada na dissertagdo, no capitulo 1 faremos uma breve apresentacao de definiches
e resuitados gerais, na maioria da vezes sem prova, da algebra comutativa.



Capitulo 1
Notacdes e Preliminares

Neste capitulo introduziremos conceitos e resultados de algebra comutativa que
serdo utilizados nos capitulos seguintes e que serBo supostos conhecidos nestes.
Observamos que as demonstraces destes resuitados classicos n&o serdo feitas aqui mas
poderdo ser encontradas nas referéncias [3], [51, [6] e [13].

Devemos ressaltar que este primeiro capitulo tem a intenc&o de familiarizar o leitor com
as notacbes e definicdes que aparecerdo nos capitulos seguintes.

Observamos que trabatharemos aqui e no restante desta dissertagdc sempre com anel
comutativo noetheriano com identidade diferente do zero , @ com corpos de caracteristica
zero.

1.1 Teoria de Corpos

Iniciaremos enunciando alguns resultados e definicdes de teoria de corpos que nos
serviréo de base para os primeiros resuitados de derivacdo gue serdo apresentados neste
mesmo capitulo.

Comecaremos com a seguinte definicdo.

Definicdo 1.1.1 : Dado um corpo k , dizemos que um corpo L € uma extens8o de k,
sekc Ll e késubcorpode L.
Notagdo : Denotaremos por L/k quando L for uma extens3o de k.

Levando-se em conta gue para uma extensdo de corpos L/k , tem-se que L é um
k-espaco vetorial definimos :

Definigdo 1.1.2 : Sgja L’k uma extensdo de corpos. Definiremos o grau de Lk como
sendo a dimensdo de L como k-espaco vetorial. O grau de uma extensdo sera denotado
por L - k], isto & , [L : k} = dim;L . Quando L néo tem base finita escrevemos apenas
(L. k]l=oo.

Como em todo este texto vamos nos referir a corpos de caracteristica zero , vale apena
lembrar a definicdo deste conceito .

Definigdo 1.1.3 : Dizemos que um corpo k € de caracteristica zero se k contém uma
cOpia de @ como subcorpo.



No capituio 2 , mais precisamente nos teoremas 2.1.12 e 2.1.13 , vamos nos deparar
com o conceito de extensdo algébrica, para sabermos o que de fato & uma extensdo deste
tipo precisaremos antes da seguinte definicio.

Definicdo 1.1.4 : Sejam L/k uma extensdo de corpos e a < L. Dizemos que a &
algebrico sobre k se existe f e K X1\{0} tal que fa) = 0.Caso contrério dizemos que a &
{ranscendente sobre k.

Agora sim podemos enunciar ¢ conceito que desejavamos.

Definicdo 1.1.5 : Uma extensédo de composL /k & dita algébrica sefodoa el &
algébrico sobre k.

O resultado a seguir é um teorema classico com respeito a extensao algébrica .

Teorema 1.1.6 . Seja L/k uma extensdo de compos fal que [L - k] = m <« . Entdo
L/k € uma extenséo dlgébrica.

Demostragdo : Ver S. Lang ([6], cap.Vli, proposicdo 1.1)

Também no capitilo 2 encontraremos na proposi¢do 2.1.5 0s conceitos de conjunto
algebricamente independente e extensdo puramente transcendental. Vejamos entio estas
definicdes :

Definigdo 1.1.7 : Sejam L/k uma extensdo de corpos ¢ B = k[Xxh,...,X,] 0 anel de
polinbmios a n variaveis sobre k . Dados y,....y. € L , dizemos que y,,...,y, 580
algebricamente independentes sobre k se dado f € B temos que:

A¥1s-..,¥a) = 0 S€, © somente se, fiX,,...,.X,) =0 , ou seja, se ¥ c N é um conjunto

finfoentdo Y. awyi...y7 =0,a, ckSe, esomentese a,=0,paratodove V.
PV P

Defini¢o 1.1.8 : Se L = k(»,....¥») , cOM {31,...,¥.y algebricamente independentes
sobre &, entdo dizemnos que a extensdo Lik € puramente transcendental.

Para encerrarmos esta secao vamos descrever alguns conceitos que utilizaremos no
capitulo 3 na demonstragdo de um resultado apresentado por A. Maciejewski , J.
Moulin-Ollagnier e A. Nowicki em [12] . As demonstracdes destes resuitados podem ser
vistas em [6].



Definicdo 1.1.9 : Sejam L/k , F/k extensbes de corpos e ¢ : L —~ F uma aplicacéo.
Dizemos que ¢ é um k-isomorfismo de corpos se ¢ é homomorfismo sobrejetor de corpos e
@ | = Idi, onde Id; é a fungdo identidade de k em k.

Defini¢gdo 1.1.10 : Seja k um corpo. Dizemos que uma extensdo % de k é um fécho
algébrico de k se k/k & algébrica e k é algebricamente fechado, isto é, todo polinémic ndo
constante g(x) € k[x] tem raizem k.

O principal resultado sobre o fécho algébrico de um corpo € o seguinte :

Teorema 1.1.11 : Sgja &£ um corpo , entdo existe , a menos de um k —isomorfismo, um
unico fécho algébrico de k

A partir deste teorema nos parece natural apresentar a seguinte definicéo:

Definiciio 1.1.12 : Sejam k um corpo, k fécho algébrico de k e fx) € k{x] um polinémio
né&o constante. Dizemos que K < k é um corpo de raizes de f(x) sobre k se f decompde-se
em fatores lineares em K , isto é fX)=c(X~ay)...(X~a,) , com a; € K para fodo
i=1,...,n,elalque K = k(a,...,a.).

Como consequéncia imediata do teorema 1.1.11 tem-se que:

Corolario 1.1.13 : Quaisquer dois corpos de raizes de um polinémio néo constante
fx) € kx] sdo k-isomorfos.

Ainda a respeito de corpo de raizes, em caracteristica zero, & importante citar o
seguinte resultado.

Proposigdo 1.1.14 : Sejfam k um corpo , 'k um fécho algébrico de k , AX) € k[X] um
polindémio ndo constante e irredutivel e K < & o corpo de rafzes de fX) sobre k. Entéo:

1) o:K-% €é um k-homomorfismo de corpos se, e somente se, é ¢ um
k-automorfismo de X ;

2) Se G(K/k) é o grupo de k-automorfismos de K, conhecido como grupo de Galois de
K sobre k, entdo |G| =[K : k] . Mais ainda , a € k se, & somente se, o(a) = a para todo
c € G(KIk) ;

3) Sey € K é raiz de f{x) e ¢ € G(K'k) entdo o(y) também é raiz de fx).

4) Sey,z € K sdo raizes de fx) entdo existe o € G(K/k) tal que o(y) = z.



Definigao 1.1.16 : Sejam k um corpo, k& um fécho algébrico de k e AX) € kX] \ k. Se
AX) = an(X~11) ...(X~ta) , cOM a, € k & 1; € k para todo i. Definimos o discriminante de f

como sendo:
nizr-l)
D(f) = (-1)*5* a2 T](t: - 1.
=+

A partir da proposicao 1.1.14 e desta definicio obtem-se 0 seguinte resultado.

Proposicao 1.1.16 : Dados um compo k e um polinbmio irredutivel ndo constante
fx) € kx] entdo D{f) € k.

1.2 Anéis Regulares e Decomposicdo Primaria

Nesta segdo , assumido conhecido a definicdo de anel noetheriano , vamos definir e
enunciar alguns conceitos que dizem respeito a localizacio em ideais primos e sobre a
decomposicdc primaria de um ideal.

Primeiramente vejamos algumas definigdes e conceitos de teoria dos ideais,
observando que assumiremos sempre que quando mencionamos anéis , significa que
estes sdc comutativos com identidade e noetherianos.

Assim seja R um anel, denotaremos por Spec{R) o conjunto de todos 0s ideais primos
de R, e por Max(R) o conjunto de todos os ideais maximais de R. Sendo R um anel local
com m seu ideal maximal , denotaremos este por (R,m) , e por (R,m,...,m,) 0 anel
semi-local com Max(R) = {m;,....m,}.

Feitas estas mengdes vejamos agora o que € a dimensao de Krull de um anet R e
altura de um ideal P € Spec(R).

Defini¢do 1.2.1 :Segja R um anel a dimenséo de Krull de R denotada por dim(R) , é
definida por :
dim(R) = Sup{n eN;3 Py S P1 &...& Pn; Pi € Spec(R), i = 0,1,...,n}

Observemos que tal dimensao pode ser infinita. Por exemplo se R = k{X1,X3,...]1é 0
anel de polindbmios a infinitas variaveis sobre & tem-se que (X1) & (X1,52) &....
De forma analoga definimos a altura de um ideal primo P € Spec(R) por:

Definigao 1.2.2 : Seja R um anel e P € Spec(R) , a altura de P, que é denctada por ht(P)

& definida por:
h(P)=SupineN;3Py G...& P, =P; P, € Spec(R), i = 0,1,...,m}



Lembrando que a localizagdo de um anel R num ideal primo p & denotada por:
Ro=8'R={£;reReseS=R\p}
Vale apena observar que At(P) = dim(R,).

Definigdo 1.2.3 : Seja J um ideal do anel R. O niimero minimo de geradores de J é
definido como sendo min{s € N ; existem a;,...,a; € J que geram J} , e sera denofado por

D).

Agora estamos prontos para definir o que € um anel regular , definicdo esta que sera
frequentemente usada no decorrer deste trabalho. Entdo vejamos.

Definicdo 1.2.4 : Seja (R,m) um anel noetheriano local , dizemos que (R,m) é regular
se dim(R) = ht(m) = p(m).

O teorema e a proposigdo a seguir s30 resultados classicos que valem a pena serem
citados .

Teorema 1.2.5 : Sejam R um anel noetheriano local de dimens8o d , e m seu ideal

maximal. Seja k = £, entéo s&o equivalentes :

) dm () <.
i} m é gerado por d elementos.

Demonstracdo : Ver em [9] (teorema 11.22)

Proposicao 1.2.6 : Todo anel regular é um dominio.

Demonstracao : Ver em [4} (cap.V , corolario 5.15a)

A proposicdo que citaremos a seguir nos sera utii em resultados apresentados no
capitulo 2.

Proposicdo 1.2.7: Se (Rm) € regular, entdo RIX], é regular para todo
p € Spec(RIX]), compnR =m.

Demonstragdo : Ver em [4] (cap.VI , proposicdo 1.7)



No capitulo 2 vamos utilizar o conceito de decomposicdo primaria de um ideal num
resultado importante de A. Seidenberg.

Para podermos definir e enunciar resultados relacionados a decomposicdo primaria de
ideais precisamos saber o que é um ideal primario, portanto iniciamos com a definigéo:

Definigdo 1.2.8 : Dizemos que um ideal O do anel R é primdrio se Q+ Re sex.y € Q
entdox € Q ou y" € Q para algum numero naturain > 1.

Em outras palavras, Q € primario se, e somente se, & + 0 e todo divisor de zero em

Q

—5 &é nilpotente.

Observamos que uma consequéncia imediata da definigdo de um ideal primario Q é
que seu ideal radical P é ideal primo e por isto dizemos que Q & P-priméario quando
P= J@ . Agora estamos prontos para dar a defini¢do de ideal decomponivel.

Definicdo 1.2.9 : Dado um ideal J de um anel R dizemos que J admite uma
decomposicdo priméria ou que é decomponivel se existemn ideais primarios Q1,---,Q, tal
qued = 01N N0

Na verdade todo ideal decomponivel admite uma decomposicdo primaria minimal, a
saber:

Definigdo 1.2.10 : Uma decomposicdo primaria minimal de um ideal J é definida
por: J= Q1 N...NQOn , ONde 0s Q; sdo primarios e .

DJOi =Pi+Pi= [0 , sei=j;
i!)nQJQ;Q, s szl,...,m.
FH

Para aneis noetherianos tem-se o seguinte resultado:

Teorema 1.2.11 : Todo ideal préprio de um anel noetheriano é decomponivel.

Demonstragdo : Ver em [1] (cap.1V)

O teorema a seguir nos garante uma certa unicidade de uma decomposi¢éo primaria
minimal de um ideal qualquer. Este teorema & chamado de "1° da unicidade", e sera de
extrema importancia no capitulo 2, pois o utilizaremos na demonstra¢do do teorema 2.2.8.



Teorema 1.212 (1° da unicidade) : Seja um anel R. Se J< R é um ideal
decomponivel e J= O/ N...NQw» € uma decomposicdo primaria minimal com Q; sendo
P;-primério , para todo i = 1,...,m.Entao:

1) {P1,....Pm} = Spec(RIN{/T:x ;x € R} ;

2) Se J=01N...0Q, é decomposicdo priméria minimal, entdo r=m e,depois de
rearranjar Se necessario, Ja = P; para fodo i.

Demonstragdo : Ver em [1] (cap.lV , teorema 4.5)
O teorema da unicidade citado acima nos leva para a seguinte definicéo:

Definigdo 1.2.13 : SgjaJ & R um ideal com J = O, N...NQ» decomposi¢cao priméria
minimal tal que Q; é P;-primario para todo i. Dizemos que cada P; é um primo associado
de J . Mais ainda , se P; for minimal entre os ideais primos P;, dizemos que ele é primo
associado minimal (ou primo isolado) de J ,caso contrario dizemos que P; é primo imerso
de J.

1.3 Completamento

Nesta secdo faremos uma exposigdo suscinta de alguns conceitos e resultados que
utilizaremos a respeito do completamento de um anel R em relacdo a topologia I-adica,
onde I é um ideal de R. Todos enunciados e resultados podem ser encontrados no livro de
M. Nagata, referéncia [11].

Iniciamos com a descri¢io de tal topologia.

Seja 7 um ideal do anel R e considere a familia F de subconjuntos de R dada por
F=4b+I"; be R, neN}. Verifica-se que a partir de 7 pode-se definir uma topologia
sobre R que tem F como base de abertos e que torna R um anel topolégico, isto &, suas
operacoes sdo continuas em relagéo a tal topologia. Esta topologia € chamada de /-adica.

Agora quando N = (0) pode-se provar que o anel R com a topologia J-adica & um
espaco métrico, em particular isto acontece gquando (R,m) € um anel noetheriano local e
m = I ou, mais geralmente, quando (R, m;,...,m,) € um anel semi-local e J(R) = I , com
JR) = mi N...Mm, sendo o radical de jacobson de R. Vamos nos referir a topologia natural
de R sempre que consideramos a J(R) —adica topologia de R.

Resumimos 0s comentérios que acabamos de fazer no seguinte resuliado :

Proposicao 1.3.1 : Sejam R um anel noetherianc e I um ideal de R tal que I < J(R). |
Entdo (Y =0eafungdod: Rx R - R definida por d(r,r) =0 eser +s,: dr,s) =27 se,
ieN



e somente se , r~sec e r—s g "™ define uma métrica para o espago fopologico R
com a topologia I-adica

No que segue , vamos assumir que R € um anel noetheriano semi-local munido da
topologia natural, e portanto munido de uma métrica 4 Com esta métrica, podemos
introduzir o conceito de completamento da maneira usual :

Definicdo 1.3.2 : Um completamento de R é um anel R que satisfaz as seguintes
propriedades :

1) R é um espago métrico com uma fungéo distanciad : R x R - R tal que:

d(x,y) = d(x,y)para todo par xy R ;

2) R é completo :

3) R é um subespaco denso de R ;

A existéncia e unicidade do completamento é citada no seguinte resultado :

Teorema 1.3.3 : O anel local (R,m) possui, a menos de isomorfismo, um Unico
completamento R. E mais ainda o anel R satisfaz:

1) (R, #) & local com i = mR.

2) dim(R) = dim(R)

3} R é regular se, e somente se, R é regular

Na teoria do completamento de anéis um dos principais exemplos € 0 anel de séries de
poténcias sobre um anel, a saber:

Definicdo 1.3.4 : Sejam R um anel, X,,..., X, variaveis sobre R e d € N. O polinémio

Fq= Z a. Xy.X%...Xr é denominado forma homogénea de grau d. O conjunto de
iyt oHie=d
somas infinitas {de tais formas) é chamado de anel de séries de poténcias com coeficientes
[-+)

em R, e serd denotado por R[[X]] = R[[X1,....X]] =3 Fas;: Fs& uma forma de grau
d=l)
dv.

Feita esta definicao podemos enunciar o seguinte resultado, que sera de extrema
importancia para a demonstragdo de um resultado obtido por R. Hart em [4], mais
precisamente no teorema 2.3.2. Observamos que a demonstracdo deste resuftado esta em
[10].



Teorema 1.3.5 : Seja(R,m) um anel local com m = (ay,---,a,). Entdo o completamento R
R[Xi,.... X 1]

2. (X - a)R[[X,, ..., X0]]

de R é o anel , onde X1, X5, ..., X, s80 indeterminadas sobre R.

O ultimo resultado desta secdo é de extremo valor na demonstracio do teorema de
Seidenberg , que apresentaremos no capitulo 2.

Proposigdo 1.3.6 : Suponha R um anel regular local completo de dimenséo n e com
corpo de residuos k. Se R contém um corpo , entdo R é isomorfo ao anel de séries formais

HiXz, ... .X%d]

Demonstracgao : Ver em D. Eisenbud [3] ( cap. 10, proposicédo 10.16)
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Capitulo 2

Regularidade e Simplicidade em k-algebras
finitamente geradas

O estudo dos resultados obtidos por A. Seindenbeg, em [13], e por R. Hart, em [4], é o
principal objetivo deste capitulo. Mas para fazer tal estudo necessitamos de alguns
conceitos e resultados fundamentais sobre derivagio. Para isso vamos desenvolver uma
secio preliminar que hos dara as ferramentas para nosso objetivo final.

2.1 Derivacdes de Anéis

Esta secdo é a principal base para os resultados que serdo vistos daqui para frente.
Nesta vamos introduzir o conceito de derivacéo, estuda-las em anéis polindmiais, séries de
poténcias, corpos algebricamente fechados, sistemas de equagbes diferenciais e em
extensdes aigébricas e transcendentais . Os resultados que serdo descritos nesta secéo
foram estudados em "Polynomial Derivations and their rings of constants” , de A. Nowicki
[12].

Adiantamos que algumas das demonstragfes dos resultados ndo estarao aqui descritas
mas serd indicado onde se possa encontra-ias.

Para comegarmos a estudar derivagbes precisamos saber o0 que de fato é uma
derivagdo , entdo comec¢aremos com a definicdo .

Definigdo 2.1.1 : Sefa R um anel . Uma aplicagédo aditiva d : R - R é dita ser uma
derivacdo de R se, para todo x,y € R tem-se:

d(xy) = x.d(y) + y.d(x).
Se R é uma k-dlgebra, com k anel entdo a denvagéo d de R é chamada de k-derivagdo se
d{ax) = a.d(x), paratodoa € k.

Notagédo : Denotaremos por Der(R) ¢ conjunio de todas as derivagdes de R, e por
Der(R) o conjunto de todas as k-derivagdes de R.

11



A primeira propriedade fundamenta! sobre derivagbes € dada na seguinte proposicio:

Proposi¢ao 2.1.2: Sejam R um anel e § — R um sistema multiplicative. Se d é uma
derivagdo de R entdo existe uma Unica derivagdo d do anel de fragbes S™'R satisfazendo
fi(-!l:—) = —4-(15)—. para todo r € R. Em particular, se R é dominio e K é seu corpo de fragbes
entdo existe uma Unica derivagdo d de K tal que dR = d.

Demonstragdo : Vamos supor que exista fal 4. Logo ao fomarmos a = £ e S°IR
teremos:

ALY = L 5y = ). S+ ad( S
AE) = (% L) = Aa). & +ad($)
portanto d(a) = -‘i(’m):‘-s“-f-’“@-. Agora é bastante simples mostrar que a igualdade acima define a

Unica derivacdo que satisfaz a propriedade requerida,
n

Observamos que se R[X] = R[x; ; i € I] € o anel de polindmios,nas varidaveis {x;,i € I},

sobre R a derivada parcial ai é uma R-derivagdo de R[X], para todo i I E mais ainda, &

a unica R-derivacdo 4 de R[X] talque d(x;) = 1 e d(x;) = 0 paratodo; + i
Na verdade gostariamos de apresentar um resultado bem mais geral que afirma que:

Proposigdo 2.1.3: Dada uma derivacdo d do anel R existe uma dnica derivagdo d do
anel de polinémios R[X] = R[x, ; i € I tal que dR = d e d(x;) = 0 para todo i € 1. Mais ainda
se f:I- R[X] é uma fungdo , entdo existe uma dnica derivacdo D de R[X] tal que
Dz =deDx)=L0),paralodoie I

Demonstragdo : Dado F= 3 . , aux}, %], e R[X], definimos:
dF) =Fl= > da)d k.
Hﬁ-i,’)-n)
Do fato de d ser derivacio é muito simples provar que 4 também é.
Agora a derivagdo D é definida da seguinte maneira : se G e R[X] , entado

D(G) = d(G) + j(i;)?%g—- +...+fin) ng , onde {i,...,i,+ € um subconjunto finito de 7 tal
31

in

que G € R[x;,...,x;.] - )

A unicidade das derivacbes d ¢ D segue imediatamente dos fatos de que elas estdo
definidas num conjunto de geradores do anel R[X].

n
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Uma primeira consequéncia fundamental do teorema que acabamos de provar é o
seguinte resuitado:

Teorema 2.1.4 : Seja k{X] = k[x,,...,x,] um anel de polinbmios sobre k. Entdo temos :
1} Se fi.....fn € KX] , entdo existe uma Unica kdeﬁvagéo D de KX tal que
D) = fi oo, Dlxn) = £ Essa derivacéo € da forma D = ﬁ oo g

2) Der (X]) & um kiX]-médulo livre com base {-2

8 8 _ 8 8 .
3z ox; ox;  Ox; Ox; paratodoij e {1,...,n}.

4) Se D e Dery(KX]) € fe< KX], entfoD(f) = 3" _g&g}
=1 !

Pt

T Bx,,}

Demonstragdo : 1) Basta usar a proposicao anterior tomando d = 0, X' = {x1,---,x,} €
fi) =x;paratodoi € X

2) Por 1) basta verificarmos que 22— ..., aa s30 linearmente independentes, ou seja

basta mostrar que se D = Ef ol 0 entdo para todo i tem-se que f; = 0 . Mas observe
i

que 1) nos diz que D(x;) ﬁ 0 para todo i.
3) A igualdade & clara se / = j . Logo vamos tomar i,j com i « /.
Como se trata de k-derivagdes basta verificar que a igualdade

0_ 8 300 = (LB
(£ = (200

é valida para todo mondmio M =x'.....xr ,onder,...,r, € N. Entdo vejamos:
¥)ser;,>0er;,>0.

- -
b =
ﬂ..q_..(._u@.@_) = -é@x-»(rjx;‘. Xy = i
i

6x;~ 6xj J 7
e
@ (aéid)) = fg (rixp. .xf’”l...‘xﬁ") = rrX7. x}fﬂ...xf’"’....x,’," e vemos
) : y

claramente que nossa igualdade é valida.
20)897',‘:0 Ou rj=0.
Sem perda de generalidade suponhamos r; = 0, assim temos que:

oy XLy 1 .
‘c‘f: ! ax‘ ”)) = 2 (rpxi....x] LR x7) =0 e
i 7 axi

8 B(x"....i-....x;“)) o - a :
[#] 1 J — R 1 & 1 . 7Y o
6{,-( ox; -~ (r: xP. . xP7 LR xI2) = 0 @ vemos que 2 igualdade &

satisfeita Onde 0 simbolo 3; significa a auséncia dex; na expressao x{'. ... Xn...x7.
4) Consequéncia imediata de 1).
|
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Como consequéncias imediatas da proposicdo 2.1.2 e do teorema 2.1.4 seguem os
seguintes resultados.

Proposicao 2.1.5 : Sgja § urn conjunio algebricamente independente sobre o corpo k e
seja k(S) uma extensdo puramente transcendental de k. Se d é uma derivagdo de k e
f: 8 KS) é uma fung8o. Entédo existe uma Udnica derivagdo D de k(S) talque D |y =de
Dix)=fx),VxeS§.

Teorema 2.1.6 : Seja k(X) = k(x1,...,x,) . Entéo temos :
1) Se fi,....fn € KX) , entdo existe uma Unica k-derivacdo d de KHX) fal que

d(x1) =f1,..., d{xn) = f» . ESsa deriva¢do é da forma d = f; "6% +... +ﬁ,-52-~ .
2) As derivagtes —a—xa—l .., =2~ formam umna base do k(X)-espago Derx(k(X)) .

5.8 _8 8 -
3) axi axj axj axi ) pam tOdOI’jE {1,_“,’1}‘

4) Sed e Dery(HX)) & fe kX), entdod(f) = 3 %.d(x;).
=1 ?

Dados um anei R e um conjunto finito de variaveis 7T = {f,,---, ¢ sobre R. Sabemos que
o anel de séries fomais R[[T]] = R[[ti,....tx]] € 0 completamento do anel de polinbmios
R[T] com a topologia m-adica com m = (t;,--,Im). Assim a partir do lema que
apresentamos abaixo podemos, de modo natural, obter as versées da proposicdo 2.1.3 e
do teorema 2.1.4 para séries formais.

Lema 2.1.7: Sgjam d uma derivagcdo de um anel R, 1< Rumideale ne N , entdo
d(m) c .

Demonstragao : Sabemos que todo elemento de / é uma soma finita de elementos do
tipo a = a1---a, com a; € I para todo i, agora d(a) = d(ay.....a,) = Za;...a,—.;.d{a;).am...an
=1

e portanto d(a) € !, como queriamos.
n

Proposicdo 2.1.8 : Sejam R um anel e R[[T]] = R[[t:,---.tn]] 0 anel de séries formais a
m variaveis sobre R. Se d é uma derivagdo de R e se f1,....f» € R[[T]}, entdo existe uma
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Unica denivagdo D de R[T] talque D | =d e D) = A,-..,D(t) = fa.

Demonstracgdo : Usando o lema anterior para o ideal m = (44, ---,£,) podemos concluir
que, para todo /, a derivada parcial 7‘1— de R[7] & continua em relagdo 2 topologia m-adica e
assim ela pode ser estendida de modo uUnico para uma derivagio, que também
chamaremos -;fu de R[T7]. Agora , pela proposic&o 2.1.3, sabemos que existe uma Onica d
derivagdo de R[7] tal que d | =d e d(t;) = 0 para fodo i. Tome u € R[[7]] e para todo
r € N chame de u, a componente homogénea de grau r de .

Usando novamente o lema anterior temos que d é continua em relagdo & topologia
m-adica e assim ela pode ser estendida de modo Unico para uma aplicacdo que tambem
chamaremos d de R{[7]] dada por d(u) = Zd(u,.) Que d é derivacio segue imediatamente

do fato de d |z ser derivagdo e de sua contmu!dade em relacio & topologia m-adica.
Agora, de modo analogo ao feito na prova da proposicéo 2.1.3, definimos:

D= d+f; + - fmaf
|

Teorema 2.1.9 ;
1) Sef,....f» € R{[TT} , entdo existe uma dnica R—denvag:éo d de R[[TN tal que

dxy) =fi,..., dx,) = f, . Essa derivagéo é daforma d = fi -2 n R

ax,
2} Derx(R{[T]]) € um R[[T]}-médulo livre com base -<— 6‘1 ai "
8 8 . & & . »
Y e a "o oy o Peratodoij e (...}

4) Sed « Derx(RITT]) e fe RI(T]], entdod(f) = 3. —(%f-_—.d(x,).

Acabamos de wver, nos resultados precedentes, que se R=4k[X]=
kx,---,x,] ou R =KI[T]] = k{[y;,---,1,]}, com & corpo entd8o Der.(R) & R-mbdulo livre de
posto » assim gostariamos apenas de citar mais dois resultados que caracterizam o fato de
um conjunto de » k-derivacdes ser uma base livre de Dery(R).

Nos proximos dois resultados o anel R € iX]=4kx,....x,] ou X} =
Kx;,...,x,]}, com &k Corpo .

Proposicdo 2.1.10 : Sgjam 4., ...,d,. k-Oerivacdes de R.O conjunto {d,,...,d.} é uma
base de Der(R) se, e somente se, a matnz [d.(x;)] é invertivel.

Demonstragdo : Ver em A. Nowicki ( [7], proposicéoc 2.5.1 )
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Teorema 2.1.11 : Sejam d,,....d, k-derivagbes de R. As seguinfes condigdes sdo
equivafentes:

1) O conjunto {d.,....d,} € uma base livre de Deri (R} ;

2) Existem elementos Fy,....F, e R lalsque d(F)=6,,Vij=1,..n,0ndeé; &o0
delta de Kronecker.

Demonstrac¢do : Ver em A. Nowicki ([7], teorema 2.5.2 )

Até aqui temos falado a respeito de extensdes de derivagfes quando acrescentamos
variaveis a um determinado anel. Agora vamos trabalhar com a situacdo em gue temos
extensdes algébricas de corpos. O primeiro lema fundamental € o seguinte:

Lema 2.1.12 : Sejam L/ uma extenséo de corpos e d uma derivagdo de k. Tome um
elemento algébrico e em L. Entdo femos:
1) Existe uma tnica denivacdo d de ke tal qued |« =d.
2) Se D 6 derivagdo de Lcom D |; =d entdo D(ke]) < Kal, istoé,d=D |4, €@
Unica derivacdo de k[a] que estende d.

Demonstracdao : 1) Seja fix) = x" + apax™! +--- +q € k[x] 0 polindmio minimo de «
sobre k& Suponha por ora que exste tal d assim teremos. que:
0 =d(fa)) = L(a).de)+Fe) (lembre que  fi é definido por
F) = d(Dx" + d(@ma)x™ + - + d{ao)).

Sendo fx) o potindmio minimo de «, tem-se que L (a) * 0 & portanto

) Ha) = —l;(fl

(@)

Agora € muito simples mastrar que dado 8 = g(a) € kla] com g(x) € ifx] a expresséo
) = L (@).d@) + g@)

com d(a) dado pela igualdade () define de maneira Unica a derivacio gue gueremos.
2) Seja peHel, logo exste gx)eckix] tal que =gl e assim
D(B) = %{a}.D(a) +g%a), onde D(a) = m{-;,%, onde f(x) € k{x] & o polindmio minimo de a

sobre k. Portanto temos que D(B) e i{e] como queriamos.
|

Agora estamos em condigbes de enunciar e provar o resultado fundamental gue
caracteriza o fato de uma extensao de corpos ser algebrica em termos de suas derivagdes.

Teorema 2.1.13 : Seja L/k extensdo de corpos. Entdo  as seguintes condigbes sdo
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equivalentes :
1) L/k &€ uma extensédo algébrica ;
2) Para toda denvagdo d de k existe uma Unica derivagdo D del talqueD |, =d
3) Se 6 € uma k-denvagdo de L , entdo é = 0.

Demonstracdo : 1)=2) Seja d uma derivagio de k e considere a familia A definida por:

X = {(F,dr); L/Fik sao extensbes de corpos e dr & derivacao de F que estende d}
Observe que (k,d) € X e assim X' & ndo vazia. Agora defina em & a seguinte ordem parcial:

(Fi.dr,) S (Fa,dr,) « F/F € dpiFy =dp,

E muito simples mostrar que toda cadeia de X tem elemento maximal em &, Deste fato
podemos concluir, pelo lema de Zom, que & tem um elemenio maximal (F dr»). Vamos
provar gue F = L. Suponha que nao e tome o € L \ F. Considere X = F(a) € assim pelo
lema anterior sabemos que existe uma derivacdo dr de K gque estende dr e portanto
(K,dx) ¢ X, mas isto nos da uma contradicdo j& que (F,dr) é elemento maximal de X' e
(F,dr) < (K,dx). Assim F = L. e dp = D & uma derivacdo de L que estende 4. A unicidade
de D € congequéncia imediata do lema anterior.

2)=>3) Basta tomard = 0 em 2J.

3)=1) Tome § < L uma base de transcendéncia de L/k, isto € § é um conjunio
algebricamente independente sobre & e L/k(S) € aigébrica. Na verdade queremos mostrar
que § = 8. Vamos supor que n3o seja e tome x € S, agora considere a k-derivagéo § = £
de #(8). Como L/k(S) & aigébrica podemos, usando que 1)=2), estender é a uma
k-derivacado nao mula de L, o que contradiz a hipotese.

|

Um outro resultado fundamental nesta direco é o seguinte:

Teorema 2.1.14.: Seja L = k(p,, ..., p.) uma extensdo finitamente gerada do corpo k.

Sejam p = (p1,...,pn) € M, = {f € k[x1,...,x,] ; Ap) = 0}. Entdo as seguintes condigbes
sdo equivalentes :

1) L é algébrica sobre k;

2) Existem n polinémios fi,..., f. € M, fafsquedet[%%l} + 0.

Demonstragdo : 7)=2) Para cada / 1<i<n defina f da seguinte forma:
fi =filx,-x0) = gx,) € k[x;], onde g,(x;) € o polindbmio minimo de p;, sobre k. Logo
f; € M, e, mais ainda, tem-se que:

%@)#09 Yipy=0seiz;

OX;
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Portanto det| Z2 ] = TT7, Z(p) = 0.
2)=>1) Seja § uma k-derivacdo de L. Sabemas que f£,{p) = 0 para todo i. Logo pela regra
da cadeia, obtemos, para todo ¢, a igualdade:

2”‘ ©).5p,) =0

agora coma det| Z2- | # 0 tem-se que 5(p)) = 0 para todo j e sendo & uma k-derivagao

segue que 6 = 0. Assum o teorema anterior nos garante que L/k & algébrica.
n

2.2 Sobre a simplicidade de k-algebras finitamente geradas

Neste paragrafo vamos fazer um estudo sobre os d-ideais de uma k-algebra finitamente
gerada 4 sendo k um corpe de caracteristica zero e 4 uma k-derivagdo de 4.0 principal
objetivo aqui é o de apresentar a caracterizacdo, dada por Seidenberg em [13], da
regularidade de 4 em termos do fato de 4 ser D-simples, onde D = Der(A4).

Iniciamos com as definicbes dos conceitos de d-ideais e D-simplicidade que aparecem
no comentario feito acima.

Definigdo 2.2.1 : Sejam Rum anel, I = R um ideal e d uma derivagdo de R . Q ideal I é
dito ser um d-ideal (ou d-invariante ou ainda um ideal d-diferencial) se d(I) < 1. Sendo D
uma familia de derivagdes de R, dizemos que I € um D-ideal se para toda d € D tem-se que
I é um d-ideal. Mais ainda dizemos que R é D-simples (ou simples, se for para a familia de
todas as derivacdes de R) se 0s unicos D-ideais de R s80 0s triviais.

Um primeiro resultado sobre simplicidade em extensfes de aneéis € 0 seguinte.

Proposigdo 2.2.2 : Sgjam S/R uma extensdo integral de dominios, d uma derivagéo de
R e D uma derivagdo de S tal que D |z =d. Entdo R é d-simpies se e somente se § €
d-simples.

Demonstracido : Basta observar que sendo S/R extensao integral de dominios, um
ideal J de S é ndo nulo se e somente se J N R e ideal n&o nulo de R.
|
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No frabatho de Seidenberq sobre as propriedades de d-ideais dois conceitos sdo
fundamentais. Um deles é o anel de séries formais em uma variavel scbre ¢ anel R, isto &,
Ri[7]]. O outro & um automorfismo exponencial de R{[f]] que € determinado a partir de uma
derivacdo de R. Mas antes de apresentar tal automorfismo vamos necessitar de um
resultado geral que apresenta uma igualdade muito Gtil no manuseio com derivagdes.

Lema 2.2.3 : Sejam B um anel e d uma derivagdo de B. Se ne N € a,b ¢ B entdo
d*{aby = ZO (7 Jd(@)d=" ().

Demonstracdo : Vamos fazer tai a prova porinducdoem ». Como ¢° é por definicdo a
identidade de B ¢ -caso = 0 segue imediatamente Suponha verdadeiro para » > 0.
Vamos calcular 4™ (ab):

ari(ab) = di@ (@) =dy,{* )a@a )
=0
-2 (7 Y= @ (®) + d'(@)d=-i(8))
= ad™i(®) + ;}( P ) + {; ))@‘(a)dw’(b) +d (@)

- 2 (’f + )cﬁ(a)d”**-‘f(b).

E assim temos provado o que queriamos.
. ¥

Agora estamos em condigbes de enunciar e provar o resultade gque introduz ©
automorfismo de que falamos anteriomente.

Proposigdo 2.2.4 : Sejam R um anel que contem o corpo dos numeros racionais Q, d
uma dernivagda de R € R[[11] o0 anel de séries formais em uma vanavel sobre R. Entdo
femos: )

1) A aplicagdo D : R[[1]] — R{[{]] definida por

DCi r;ti) = idﬁri)t’
=i =0

€ uma dernivagdo de R[[t]]. Por abuso de linguagem tambem denotaremos D por d, isto €,
paranésD = d.
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2y A aplicagdo e¥ : Ri[f]} -- Ri{r}] dada por e“(a) = z 2@ s com o < R{[{]] & um
=0

endomorfismo de Rff]].
3) Se d & outra derivagdo de R tal que d - d = d - d entéo:
e = ot o ol = oW o o,

4) O endomorfismo e* é automorfismo de R[[{]] cuja inversa é e,

Demonstracdo : 1) Consequéncia imediata da proposi¢do 2.1.8 tomando D(s) = 0.

2) Dado a € R[{7]], observe gue a sequéncia de somas parciais a, = iﬁg—’if‘ é de
s

Cauchy no anel completo R[[7]] com a topologia r-adica e portanto ¢(a) estad bem definido.
Agora dado 3 e R[[/]] € muito simples ver que e“(a + B) = e““(a) + “(B) & assim vamos

provar apenas que e“(af) = e"(a)e™(B). Escrevendo: e¥(a)e(B) = ):c,,t” temos gue para

@) P pag LD _ e assim ¢, = E tn!) d'(e)d™(B). Logo, pelo

(i} ! {n—r}' Fi)

todo =, ¢, = Z

lema 223, ¢, = < f:f” . Portanto podemos concluir que em'(aﬁ) = e®(e)e(B). O que nos da
que e & um endomorfismo do anel R[[A].

3) Dos fatos de que dod = deod, d(r) = 0 e d{#) = 0 podemos facilmente concluir que
tanto ¢ quanto e comuta com d e com 4, mais ainda, eies comutam entre si & usandoc o

binbmio de Newton tem-se- que parafodon e N (d+d)" = E(i Ydid™.
=0
Tome ¢ € R{[1]] entdo temos:
{aa )

d’ (etd(a))
J?

_ZE (e o d }(cz) W od)a)
- o d’(a)) o
Z(Z t?(};t )l

Mas de novo usando g xguaidaﬂei;;z- = i 1OM-SE QUE;

(n—i)Ls!

zd o etd<a)
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etoel@) = (3 L@ o @)
)
- Z (d‘f’;?"(a) "
= ¢! (g)
Como queriamos.

4) Consequéncia imediata de 3) quando tomamos d = —d.
|

Logo a seguir apresentamos algumas propriedades a respeito de extens@o e coniragéo
de ideais considerando a extensdo de anéis R[[¢]V/R.

Lema 2.2.5 : Sejam R um anel e U um ideal de R . Entdo tem-se :
1) UR[[f]] = {bo+bit+...;:: b€ Up.

2} Se U= UinU,, com Uy e U, ideais entdo UR[[t]] = UhR[[t]] N U2R[[r]) , e mais
UR[[{]] NR = U.

3) O anel —{j‘%‘[—{lﬁ— é isomorfo a £[[]]. Em particular U é ideal primo de R se e somente

se UR|[[{]] e ideal primo de R[[t]].

Demonstragdo: 1) Vejamos que UR[[f]] < {bo + b1t +... ; b; € Uy. Sabemos que todo
elemento de UR[[¢]] € soma finita de elementos do tipo a = (ro +rit+...).u, comr; € R,
paratodoi,euec U.logoa =ro.u+ri.ut+... mas Uéideal ,logor,ue U,paratodoie
entdo a € {bo + byt +... ; b; € U}. E dbvio que {bo + byt +... ; b; € Uy < UR[[A).

2) Consequéncia imediata de 1).
3) Basta tomar o epimorfismo ¢ de R[[f]] em £[[f]] definido por

olag +ait + axt? +...) = @+ ait+ a@t® +... e concluir, por 1), que Ker(e) = UR[[/].
n

Agora vamos ver como se comportam os ideais primarios com respeito a extensao
R{{f]}/R.
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Lema 2.2.6 : Sgjam R um anel noetheriano e q um ideal p-primario. Entdo qR[{¢]] € um
ideal pR[[f]}-primario.

Demonstragdo : Seja » um numero natural tal que p"<q. Assim
(PRI[AD” = p"R[{]] < qR[[7]] < pRI[]] e portanto pR{{<]] é o radical de qR[{7]].

Nos resta mostrar que se of ¢ gR{[r]] e « ¢ pR[jf] , entdo B < qR[[z]] . Tome
I=(q:p)={reR:m<q; e suponha que B < IR[[7]]. Agora, COMO a = ap +aif +...
com ayp,...,as; €p € a, € p , teremos que q,8 € qR[[7]] para i = 0,1,---,5s -1 € portanto
{a,r* +ae =t +...). B € qR[[{]). Assim podemos concluir que a8 € gR[[7]], com a, ¢ p €
como q & p —-primaric segue, pelo lema 2.2.5 parte 1), que g « &[4l

Para concluir a demonstragdo basta mostrar que:

(*) B < qr{{1]] sempre que q & p-primario, B < gR[[7]] e ¢ ¢ pRI[7]].

Vamos fazer a prova deste fato par indugdo sobre o menor nimero natural » tal que
p” < q. Observe que sen = 1 entdo q = p e assim B e pRl{d] jaque ¢ ¢ pR{[f]].

Tome n >-1 e suponha que nossa afirmacao (x) & verdadeira paran—~1. Sejamqc R
satisfazendo todas as hipdteses de (x) € n 0 menor inteiro tal gque p” < q. Considere
q: = (g : 'p), sabemos que qq & p-primario e que q < gq4. Assim of = qR[[{]], pois
af < qR[[7]]. Mais ainda, como p” = pp™! < q tem-se que p*~! < g1 e P & q, (caso
contrério p™' < pqs < q). Logo, por hipétese de indugdo, B« quR{[A] = (q: PRI]] ,
mas entdo, como ja tinhamos feito no inicio da prova do lema, tem-se que 8 < gR[{+]

n

Usando automorfismos, de R[[7]], do tipo dado na Proposicdo 2.2.4 poderse
caracterizar quando um ideal de R € D-ideal em termos de sua extensao a R[{z]]. Mais
precisamente tem-se 0 seguinte resuitado.

Lema 2.2.7 - Seja R noetheriano confendo os nimeros racionais e seja D uma familia
de derivagdes de R. Entdo o ideal U € um D-ideal se, e somente se, parafodad e D, &“
deixa UR[[f]] invanante.

Prova: <) Suponha que para toda 4 € D UR][/]] @ invariante pore¢“ . Tomeac U e
de D, entdo: ¢“(a) = a+alt+...€ UR[[{], onde o’ = d(a), logo, pelolema 228 a e U, e
portanto temos que U € um d-ideal. Portanto, como pegamos 4 arbitrariamente em D
concluimos que U € um D —ideat:

=) Suponha que U seja um D-ideal . Logo d(U) — U para toda d-€ D. Assim dado
aelU temse que daeclU daelU .., ou sga dado aelU,

e{a) = a+ dla)r + f%{;f)_tz +...€ UR[d]}], isto &, e“(UR[[1])) < UR[[f]] paratodad ¢ D.
-
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O teorema a seguir nos mostra que se um ideal g € primo associado de um D-ideal U,
entdo g tambeéem sera um D-ideal, para ser mais preciso.

Teorema 2.2.8 : Sgjam R um anel noetheriano que contem 0 corpo dos numeros
racionais e D uma familia de derivagbes de R. Se U é um D-ideal € 1, @1,..., ¢ S80
seus ideais primos associados, entdo g1, p,..., . S840 D-ideais.

Demonstragdo : Seja U = 0, N Oz N...NQG, uma decomposicdo primaria de U tal que,
para todo i, @Q; €& (g-primério. Agora, pelo lema 226, temos que
UR{[f]] = O:R[[A] N...NQ:R{{r]] , onde QR[{7]} € g R{[}-primario para todo i. Portanto o
conjunto dos primos -associados de UR[[7]] € {g R~ psR{{7]> Mas dada de D
sabemos, pelo lema anterior, que e“(UR[[1]]) = UR[[{]] e assim

{@1RI[{A). . p R}y = {e“(p 1R, -, e“(p RIAD},
isto & para todo i existe ; tal que e¥(p . R[[AD) = g,R[[f]. Agora dado ae g,
(@) = a+dait+..e pR[[[]], dondetemosa € p, eportanto p, C @, Mas &)t =™
e usando U mesmo argumento temos que g,  @.. Portanto p. = e®(p.) para toda
d € D. E, pelo lema 2.2.7, podemos cancluir que g ; € D-ideal para {odo i.
|

Como consequéncias imediatas deste Ultimo teorema obtem-se os seguintes
resultados

Corolario 2.2.9 : Sgjam R um anel noetherianc que contem o corpo dos numerps
racionais e D uma familia de denivacbes de R. Se R ndo tem ideais primos préprios que sdo
D-ideais , entdo R e D-simples.

Corolario 2.2.10 : Segjam R um anel noetheriano que contem o corpo dos numeros
racionais e D uma familia de derivacdes de R. Se R é D-simples entdo R € dominio.

Demonstracao : Basta observar que (0) ¢ D —ideal.

A relaco entre a diferenciabilidade de um ideal primo @ de uma k —algebra finitamente
gerada R = kfx,,...,x,] € seu anel local R, € 0 que veremos no resuliado a seguir.
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Teorema 2.2.11 : Sgja R = k[xi,...,x,] uma k-digebra finitamente gerada. Seja g < R
um ideal primo e R, o seu anel local . Entdo p é diferencial se, e somente se, pR, é
diferencial.

Demonstragdo : Na verdade vamos demonstrar que g nio é diferencial se e somente
se R, ndo é diferencial.

Para iniciar a prova considere o seguinte ideal de R:

J=4{xeR re=0paraalgumr ¢ p}.

O ideal J satisfaz trés propriedades que desempenham papel fundamental na prova do
teorema. A primeira delas é que J < g, 0 que pode-se verificar diretamente da definigio
de J. A segunda € que se d € uma derivagdo de R entdo J & um d-ideal. De fato tomando
xeJ temos que existe r¢ g tal que =0, -caiculando rd(x) tem-se
0 = rd(rx) = rd(x) + rxd(r) = r*d(x) com 2 ¢ p e assim d(x) € J. A terceira propriedade
diz respeito ao seguinte isomotfismo de anéis ¢ : R, — (%)% definido por
@(%) = (&L) = p(<). Claramente ¢ esta bem definida e é epimorfismo. Vamos ver que é

s+f
injetora, de fato, se ¢p(4) = £ = Z entdo exister; ¢ p talque FiX =0, isto é, rix e J e
assimexister; ¢ p talquerirx=0,logo & = 312 = {’— isto &, Ker(gp) = 0 e ¢ € injetora.
Esta terceira propriedade nos diz que podemos identificar R, com (i}),_?_.

Agora provadas as trés propriedades a respeito de J iniciamos a prova propriamente
dita do teorema assumindo primeiro que g% néo é diferencial, logo existe uma derivagéoc d
de R tal que d(p) ¢ p. Como d(J) < J, de modo natural, 4 induz uma derivagdo 4 de -*"_f,»
definida por d(r +J) = d(r) +J. Desde que d(p) ¢ p tem-se que d(%) ¢ £. Mas, pela
proposicdo 2.1.2, podemos estender de uma tlnica maneira 4 para (%)% = R, (também
denotada por d) e mais ainda @R, n3o é d-ideal e assim temos provado uma das
implicagbes do teorema.

Para mostrar a reciproca seja 4 uma derivacdo de R, tal que d'(pR,) & pR,.
Chame £ = ix7,---,%;] e como (i}-)_.;_ = R, tem-se que 4'(%)= 4 com u,v;eR e
v: ¢ . Tome v=[]v; e trocando 4 por vd’ podemos supor que, para todo i, d'(%;) € £,
isto é, podemos supor que d & derivacio de —f,—. Seja (0) = g1 N...Ngs uma decomposicio
primaria minimalde (0) em R. Tomere N, 1 <t<s,talqueq,c psei<rteq; & p se
i >t Afirnamos que J=g¢iN---Ng, de fato, sexeJtome r¢ p tal que 0 =rxeg;
observe que ¢; € primario, r ¢ p eparai<t fg; & g, portanto x ¢ ¢; para todo i < ¢, isto
é, Joqin--Ng. Agora como g N--Nqg: & o, tome acgnN--Ngs € ae p e
observequea.giN---Ng:=(0)eportantogi N ---Ng, S J.

Considere B = k[Xi,---,.X,] 0 anel de polindbmios a » varidveis sobre t e tome os
seguintes epimorfismos de anéis, o de B em R tal que o(X;) = x; e ¢ de B em {3— tal que
$(X;) = % (na verdade ¢ = oo onde = & a projecdo candnica de R em £). Agora para
cada i, 1 <i<s, seja g ideal de B tal que ¢(g) = g.. E bastante simples verificar que
Ker(c) = U= ¢, N - Nq. e que Ker($) = N = g} 1 --- N g}. Por outro lado sabemos que d' é
derivacao de -‘-} e portanto para cada i,: 1 < i < » podemos escrever d'(%;) = h; +.J onde
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h; = h(X,, -, X,) € B. Defina a defivacgo § de B dada por 6 = th‘a—f}-- Afirmamos que
b=l !

SN} € N, defato, tome g = g(X,,---,X,,) € N, logo:
0 = ¢{g) = g(@(X1), -9 X)) = g(f“f, ---,%. Portanto 0 = d'(g(x3, ---, %;) e ent3o:

mZdw (%5, . 55)

—Z(h +J} (xl, LX)

-~¢(Zh = 0 X)) = 9(8(e)).

Portanto 6(g) € A e assim § induz a derivagao d', isto &, d'(x +J) = &(x) +.J. Agora tomando
@' oidealprimode Btalque ¢(p') = p,temosqued(p') & p'jaqued (p) & p.
Sejgacqg. N--Ng. ea¢ p econsidere 3 =q.6 Afirmamos que 3{0) < U, onde
U=Ker{o), de fato, se xcU temse que xeN e 8x) <N também, mas
F(x) = ad(x) € aN < U. Finaimente temos que § induz uma derivagdo,D, em £ = R, de tal
formaque P(p) € p,jadque 5(p')) € . E portanto temos o que queriamos.
|

O lema que veremos a seguir € um resultado classico da teoria das derivacdes. Ele €
devido a O. Zariski ¢ € usado de maneira fundamental na prova do teorema de

Seindenberg.

Lema (Zariski) 2.2.12 . Seja R um anel nostheriano que & completo semi-focal e
contem 0s numeros racionais. Seja m o radical de Jacobson de R. Assuma que exista uma
derivagdo D de R tal que D(x) € uma unidade em R para algum x € m. Entdo R contém um
subanel R, satisfazendo as seguintes propriedades :

a) D é uma R,-denvagao

b} Sendo (x) o ideal principal gerado por x, tem-se que R, ~ (x)

¢) O elemento x € analiticamente independente sobre R, ;

d} R = Ri{[x]].

Demonstragdo : Em primeiro lugar desde que a = D(x) € R*, trocando D por a D
podemos assumir que D(x) = 1.

Agora defina e=0 : R — R por e=2(r) = r —xD(r) + %92@ —.... Por R ser completo em
relacao a topologia m-adica e x € m temos que ¢~ é uma aplicagio bem definida ja que a
sequéncia de somas parciais S,() = i(—l)" D0 & de Cauchy. A prova de que e~ é um
endomorfismo do anel R & completamgonte anéloga a féita, de fato parecido, na proposicdo
224
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Tome R; como sendo a imagem de ¢2, isto &, R; = Im{e™). Como ¢~ é um
endomorfismo de R ja temos que R; € um subanel de R. Agora vamos mostrar que D é
uma Rl—der'rvagéo Dado r; € Ry = Im{e™%), entdo r = e"(r) para algum r € R , ou seja
r1o=r—-xD{E) + Dz(r)— e assim temos que :

D(r) =D<r-xD(r)+%DZ(r> ) = D) - DEDE) +DED) -

Mas D(x) = 1 , por hipdtese, logo D(r,) = D{r) — D) —xD*(r) + xD*(r) +-——-Dﬂ{r) —-..=08

portanto D é uma R -derivacio.
Afirmamos que ker(e™) = (x) = ideal principai gerado por x. De fato, dado

o € ker(e™P), tem-se que e P(a) =a-xD{a)+ —mD-’-(a) -..=0, logo temos que
a = xDfa) -~ ETDZ(“) +..=x.pcom B e R, isto & ker(e™”) € (x). Poroutrolado D(x} =1 e

assim e~ (x) = 0 e portanto (x) < ker(e™®).
Como R; = Im(e™”) e ker(e™) = (x) ja temos que R; = {% Portanto acabamos de

mostrar os itens a) e ¢).

Iniciamos a prova dos outros fens com a seguinte afirmagao. se r; € R entdo
e P (r,) = r;. De fato, pois neste caso r; = e”P(r) = r+xp € ento e (r;) = e~L(r), ja que
(x) < ker{e™0).

Antes de mostrarmos o item ¢) vamos provar gue x ngo € um divisor de zero de R. Sgja
beR tal que xb =0, logo temos D(x.b) = Dx).b+x.D{E)=b+x D) =0, ou seja
b = —x D(b). Aplicando D nesta igualdade temos:

D(b) = D(=x).D(b) ~ x. D*(b) = -D(b) —x. D*(b), ou seja 2.D(b) = -x.D*(b), mas Q < R,
logo D)= *x D¥p), aplicando novamente D nesta igualdade temos:

D) = D(Z = )Dz{b)w L.D30) = 5 D%b) - £.D%0), assim 2 D) = - £.D°@), e
como Q@ < R, entdo Dz(b) 33‘ D? (b}. Repet:ndo este processo indutivo muito simples

concfuirmos que D"(b) = - 7’5—1—.1)"*1(5), para neN. Agora como b =-xD{b) €
D(b) = e 1 D (b) entéo:
b=%- DZ(b) =L (mx DY®)) = ~E5 D) =...= (-1)"AL. D*(b), ou sefa b € " R

para todo nmas{)x"R=(0)jaquex e m e R & noetheriano e porianto b = 0.

Agora sabendo que x ndo €& um divisor de zero de R mostraremos que x €
analiticamente independente scbre R, .

Seja ¥ ax' =0, onde a; € R,, para todo i. Vamos mostrar que a, = 0 para todo i,
=0

assim temos que x € analiticamente independente scbre R;. Aplicando o operador e~ na
igualdade Y a,x’' = 0 temos o seguinte: e™P(ay) + e’ (xf) = 0, onde g = Y. a;x', agora a
=1

restricdo de ¢ em R, € a aplicagao identidade e ker(e ™) = (x), logo de nossa (ltima
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igualdade temos gque a, = 0. Portanto temos gque x{a; +a;.x +...) = 0, mas sabemos que x
ndo € um divisor de zero em R, 10go a; +a» x+...= 0, e aplicando ¢ nesta igualdade
vemos, de modo analogo, gue a; = 0, € assim temos que x*(a; +as.x+...) = 0. Repetindo
este processo vemos gue a; = 0 para todo i, e temos o que queriamos.

Prova do item d); Claro que R;[[x]] = R, pois R é completo (x € m é analiticamente
independente sobre R, e R, € R).

Agora mostraremos que R < R,[[x]]. Vejamos :

Como R; =Im(e™) , a restricdo de ¢ em R, & a aplicagdo identidade, e
ker(e=®) = xR , temos que. R = R; & xR

Primeiramente vejamos que dados ¢ € Re n ¢ N existem ¢, 2;,...,a,,...€ R, {8is que

R
a-Y xa; e xR
pary

Defato,paran=0,a=ao+xB,; ao € Ry € B, € R, implicaque a ~a, € xR,. Logo j&
escothemos a,.
Agora suponhamos » > 1 e gue ja tenhamos escolhido {ao,a:,...,a.1} < R, tais que

71
y=ag—3 xa,ex"™R . Mas x'R=x"(R; ®xR) =x"R; &x™'R, ou seja temos que
e}

=1

v € x"R; @ x™IR, logo existem e, € R; € B, ¢ R taisquey = a- Y x'a, = x"a, +x™1 B, e
=0
"
assim encontramos a, € R talque « - Y x'a; =x™!§, € x™'R
=0

Usando o fato de que R € completo temos que a = ix"a,- , @ portanto a e Ry[{x]], e
Ful)

assim vimos que R < R, [[x]].
E com isso mostramos o lema de Zariski.
|

Nosso proximo resuitado trata de solugbes de um sistema linear-em um anel focal R, o
qual é importante para a prova de resultados subsequentes.

Lema 2.2.13 : Seja R um anel local com ideal maximal m e R seu completamento. Seja
3 A4Z; + B, = 0 um ngmero finito de m equagdes-em um numero finifo, n deindeterminadas
Z, com coeficientes em R. Entdo se o sistema fem uma solugdo em R , terd também uma
solugdo emR.

Demonstragdo: Para 0 casoc em que m=1 lemos a seguinte expressao:
AnZy +A0Zy +...+AmZ, + By = 0, onde Ay, ...,41,,B) € R, que por hipdtese tem solugéo
em R, ou seja existem %,....%, € R, tais que AuZ; + 4182 +... 4418, =B € R, e ©
resultado- segue do fato de que para todo ideal J de R temos R/ R = J. Pois tomando o
ideal J de R que & gerado por Agu,...,A1, , entdo Ays; +Api +.. 44z, € RJ €
Ang v ARk +.. -+, =By € R, € portanto existem z;,---,z,€4d tais que
Anzi +Azzy +...+4zn = =By € J . E assim temos o que queriamos.
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Vejamos agora o caso em que m > 1. Neste caso introduziremos uma indeterminada 1/,
para cada equagéo (onde i=1,....m), e consideraremos a seguinte equacao:
€3 Z(ZA 5 Uy )Z +):B U; = 0. Consideremos agora no anel R{l,,...,U,] © ideal primo

J=1

= (m,Uy,...,U,). Tomando o anel local B = R{U, ..., U,], tem-se que R < B. Logo a
equagéo () tem solucdo em B, pois por hipdtese a equacio () tem solucdo em R, e assim
tem uma golucBo em B. Sendo g....,g. u4ma solugdo de (), -podemos escrever

g = ’;ﬁ:" ,onde kg +....do +...€ RUy,... Unl, ho,do € R, dy ¢ m, isto & dy € R* € 08
0

termos  omitidos  estdo  em R, ... U] U:,....U,). EntBo teremos que:
S A Uy +...) + 2 B U(dy +...) =0. Tomando os termos lineares apenas temos
que : (xx) 33 A, U).ho + 3 (B:.lU;).dy = 0, € @ssim se para cada j fizermos U; = 6, em

(xx) ( 6; € 0 & de Kronecker) vamos ter que ‘Z, ,ondej=1,...,n, € uma soluggdo do
sistema original equacgdes com queriamos.

Com este resultado podemos obter o seguinte teorema que diz respeito a
diferenciabilidade de mRy,, onde R = kfx,,...,x,] € m é um ideal primo em R.

Teorema 2.2.14 : Sejam R = k[x,,...,x,} uma k-algebra finitamente gerada sobre o
corpo k,m um ideal primo em R e R, 0 completamento de R... Se mR., & diferencial {para
qualquer familia de derivacbes de R,,) , ent8o Rw.m também é diferencial (para a extens&o
da familia de derivagbes de Ry,).

Demonstracio : Suponha que exista uma derivaggo D de Rn tal que D(m) ¢ m. R .
Sejan={s | seR esx=0 para algun x € R\ m}. Entdo, como j& vimos na prova do

teorema 2.2.11, Rm = (—k%l) , € assim podemos assumir n=0. Se a e m, com

m

d(a@) ¢ m. Ry, podemos supor a = x; e, mudando D se necessario, que D{x;) = 1. Seja
kx} = ﬁ_ﬁ__—’ﬂ_ onde KX} = KX,,...,X,], € sejam f;,..../, uma base para o ideal . Sendo

Zk, 8 uma derivag&o de &[X,,...,X.], temos que D induz uma derivacdo D de

X X}
71

solugcgo em X do sistema Z Cf’ Z; =0 nos dara uma k-derivacdo de £. Agora este

, onde D(g) = D(g+1 = D(g)+1 ; quando D() < 1. Entdo temos que toda

sistema }: f’ .x;/ = 0 tem uma soiugéo em R, com D(x;) =1, o lema 2.2.13 nos diz que

este sistema tem uma solucao em Ry, com D(x;) = 1, e esta provado o teorema.
|
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Como consequéncia deste teorema obtemos um resultado que requer a seguinte
definicéo:

Definigdo 2.2.15 : Seja R 0 anel de coordenadas de uma variedade afim V sobre um
corpo de k de caracteristica zero , e seja p um ideal primo nédo diferenciavel de R. Pelo
lema de Zariski fag, é da forma R.\[[/]]. Dizemos gque V & analiticamente um produto em
U = V(p) que € a subvariedade de V delerminada por g, se ﬁf@ ¢ da forma R, [[1]] , onde
R, é um anetlocal completo comdimR, = dmR - 1.

Agora sim podemos enunciar o coroidrio que € muito importante para demonstrarmos o
desejado teorema 2.2.17.

Corolario 2.2.16 : Seja R um anel de coordenadas de uma variedade afim irredutivel Vv
sobre um corpo k de caracteristica zero. Seja U uma Subvariedade irredutivel de V sobre k.
Entéo V é analiticamente um produto sobre U se, e somente se, 0 ideal de U em R ndo é
diferencial.

Demonstracdo : Tome p o ideal primo de R que determina 4.

=) Sabemos que ¥V é analiticamente um produto sobre U , ou seja, R o € da forma
Ri{[u]] . A derivacdo D = -{-% étal que D@) =0, ae Ry, @ D) =1. O fato de u ser
analitcamente independente sobre R, nos garante que « n&o & uma unidade em R », fogo
we p.R, e como D) = 1, temos que m.R,, ndo é diferencial. Assim o teorema anterior
nos garante que . R, também ndo é diferencial. Portanto pelo teorema 2.2.11 temos que
¢ nado é diferencial.

<) Sabemos que o ideal g de nao é diferencial. Assim @R, nao é. Agora o lema de
Zariski nos diz que R, = R,[[#]] com u analiicamente independente sobre o anel R;, e
temos o que queriamos.

B

Feitas todas estas preparagdes encerramos esta se¢do enunciando e demonstrando o
resuitado de Seidenberg que falamos no inicio deste capitulo.

Teorema 2.2.17: Sgjam R = Kx,,....x,] uma k-dlgebra finitamente gerada sobre ©
corpo k e p um ideal primo ndo minimal em R fal que R, é regular. Entdo p ndo €

diferencial.

Demonstragdo : Suponha primeiro que R = Kx,,...,x,] € 0 anel de uma variedade
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irredutivel ¥ sobre £, entdo temos que I{ = V(p) € uma subvariedade de V. Como » é um
ideal prime ndo minimal, temos que o #(p) > 1. Mas ,evidentemente, R  contém um
corpo, e assim a proposicéo 1.3.6 no garante que R, = K[[x1,...,x,]] , onde K é o corpo de
residuos ﬁ@ e n > 1. Portanto temos que ¥ € analiticamente um produto sobre i/ = V(p) e,
pelo corolario anterior & nao é diferencial, e temos o que queriamos.

No caso em que ¥ ndo é irredutivel fazemos o seguinte: tomamos um primo associado
minimal, 1, de (0) em R, de tal forma que p: < p e trocamos R por R = - e reduzimos
ao caso anterior, ja que, pelo teorema 2.2.8, @, € D-ideal qualquer que seja a derivagio de
R.

u

Concluimos o paragrafo apresentando o resultado que caracteriza o fato de uma
k-algebra finita R ser regular em termos de suas derivagées.

Corolario 2.2.18 : Seja R urn dominic que € uma k-algebra finitamente gerada sobre o
corpo k. Entdo: R é regular se e somente se R é simples.

Demonstracédo : =) Seja p um ideal primo ndo nulo de R. Por hipotese tem-se que
R, & regular e assim o teorema anterior nos garante que gR, nao é diferencial. Agora
usando o teorema 2.2.11 tem-se que @ ndo ¢é diferencial, logo, pelo teorema 2.28, R é
simples.

<) Seja g um ideal primo n&o nuic de R. Por hipétese tem-se que @R, ndo &
diferencial e assim, pelo coroldrio 2.2.16, R, é regular e entdo R, também é (feorema
1.3.3).

|

2.3 Derivacbes em Anéis Regulares Locais de Tipo
Finitamente Gerados

Nesta secdo apresentaremos um resultado demostrado por R. Harl, em [4]. Este
resultado & para o ¢caso em que R = k[xi,...,x,} & o anel de coordenadas de uma variedade
irredutivel ¥ e m é o ideal maximal de um ponto regular de ¥ é mais geral que o resultado
de Seidenberg (teorema 2.2.17), pois ele diz que Ry é d-simples para aiguma derivagdo, d,
de Km

Antes de vermos este resultado vejamos o seguinte.

Seja X um corpo de caracteristica zero , e K[[7]] o anel série de poténcia. Dado um
elemento z em K[[¢]] diferente da unidade definimos log(l +z) pela seguinte série de
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poténcias : log(l +z) = z»-%zz +-§-z3 ~.... Sejam B1,B,,... elementos nao nulos de X, e

cologquemos, indutivamente, ; =1, {.; = Jog(1 + B,{,). Dessa forma temos o seguinte
lema:

Lema 2.3.1 : As séries de poténcia (,,i,,0s,... s80 algebricamente independentes
sobre K.

Demonstracdo : Sejam i, =K, e L, = K(f1,62,...,0;) parai>1.

Assim para provarmos o gue queremos basta mostrarmos que, para todo i, ;. nao €
algébrico sobre L, = K({,,6,,...,6;), pois sabemos que (., €& algébrico sobre
L; = K(ty,02,...,t;) se, € somente se, {{;,{,,...,{, 0.} nAo & algebricamente independente
sobre X.

Entédo vejamos que ¢, n&o é algebrico sobre L; = K{({;,6,,...,{,), paratodo i

Para j < i, supomaos, por indugio, que {, ndo seja algebrico sobre L.,. 1sso claramente
é valido parai = 1, pois {; = r nao & algébrico sobre L, = X.

Se ., € L, temos que f6y,6,,...,8,).0,.1 = g(b1,02,...,8,), onde fe g sdo polindmios.

Derivanda esta igualdade com respeito a ¢ temos :

N, 1
Fr-Yo ¥y yz Zfé‘yj J’i}’z 7 z.;g'r’;‘gg'%«}fzu-}’j—i (eq.1)
=
1+B
Oﬂde};j:__ﬁ__f_
J

Por nossa hipdtese de indugdo sabemos que {,{;,...,{; sdc algebricamente
independentes, logo yi,¥-,...,y; também sio algebricamente independentes.
Podemos escrever a (eq 1) da seguinte maneira :

0
Z}’J Ypt-. }"z—lf Zyj ¥ Vi1 8. 8}{

Assnm vemos gue y; dwnde f no anel de polinbmios K{y,v2.....¥]
Podemos supor que y; nao divide £, 0u, caso contrario, que f = g = 0.

Agora y; divide /2, logo y, divide Z Yi Vi1 Vi 8w af
1 U}’J
=
Paraj = i , temos que y, divide :{ , pois y; divide £, € portanto y, divide o termo g. g

of

€ como y; Nao divide g, temos que y; divide T e assim y? divide f.
E
Repetindo ¢ processo temos que y? divide f, y? divide f, e assim por diante. Isso

significa que f = 0, ou seja, vimos gue nio existe fn&o nula tal que
Sy ba, . 6 b = gl ba, .. L)
E portanto i, ndo pertence a L;.
Se !,., € algébrico sobre L, , seja n minimal tal que :
7+ @i+ vl +ag =0, 0ndea, eL;, r=01, . n-1.

i1

31



Derivando esta equacao temos :
f
n—1 nBd; ' 1
07 ( 7550 +am1) ooty = 0
Como os coeficientes dessa equacao estdo em L, e » foi tomado minimal temos que:
Hﬁiﬁ{ i : ; ; . ’?,B!Q]- !
iy = 0, & iss0 implica : = e = . {
I"E",Br'ﬁz‘ Rl s 1 phC que I, I+;Biﬁj n Ea+1
Logo —a).; difere de n.{,.; por mais de um elemento de K, pois eles t&ém derivadas
iguais. Assim (., € L,, que € um absurdo pelo que vimos anteriormente.
Portanto f., n&oc ¢é algebrico sobre L, e assim temos que £, 6,{; .. sdo
algebricamente independentes sobre K.
|

Agora, para finalizarmos esta sec&o, vejamos o resuliado obtido por Hart, em [4], que €
0 seguinte.

Teorema 2.3.2 : Seja R um anel local em um ponto simples de uma variedade
irredutivel sobre um corpo k de caracteristica zero. Entéo existe uma k-Oerivagdod - R - R
tal que nenhum ideal proprio em R é um d-ideal.

Demonstra¢do: Sabemos que R & do tipo R = S, , onde S = kfx;,...,x,] € 0 anel de
coordenadas da variedade irredutivel 77 e m & o ideal maximal de § correspondente ao
pontc tomado.

Seja r = dim(R) = dim(S) , assim podemos supor gue x;,...,x, $80 algebricamente

independentes, ou seja, R é algébrico sobre Afxy,...,x,]. Sejam K o corpo isomorfo a —-—-A%—

ey =x;—a;,Coma,...,a, € K. Assim pelo teorema 1.3.5 temos que o completamento R
de R tem aforma K[[yi,-..,v.]}.

Se a;  k, para todo / ,entdo podemos substituir x;, por x; —a; @ assumir a; = 0. Em
particular podemos assumira; = -1 , paratodoi.

Sejam & =t , f,=log(l+p4) se i>1 ,onde B;= l-iar , & definamos o
homomorfismo continuo f: & - K[[#]] dado por Ay:) = ¢, .

Como , pelo lema anterior |, dim f(R) > r, entdo temos que dim f(R) = r. PoOr R ser um

e 5 - di R . : i R

dominio entdo temos que RN kerf= 0 ou dim RP ferf < r. Mas f(R) & isomorfo a A kerf

logo devemos ter RN kerf = 0.
Agora vamos definir uma K-derivagéo da seguinte maneira:

BB - Sy = (By-..... Bi) _ 1
d:R= R ondedly) =1 edym) = Frpis =01 g0y - Grr). Ax)
Assim d leva kfx;,...,x,] em R . Seja Z um elemento de R, como R & algebrico sobre
kxi,...,x.] entdo Z € algébrico sobre kx;,...,x,] , € assim dZ pertence aoc corpo quociente
de R, e portanto dZ também pertence a R . E assim dZ < R, ou seja , temos que dR < R.

Como vimos anteriormente R € isomorfo a uma subaigebra fR de K[[7]], e nesse
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isomorfismo elementos diferentes da unidade s8o levados em elementos diferentes da
unidade. Agora do fato que :
Ay B ) o S
ot A+ Brk)..- (A + B4 ot

a derivagdo induzida por 4 em fR € a propria % . Mas temos que dado um elemento

ndo nulo de K[[f]] ele é levado por alguma poténcia de "é%“ em uma unidade, e pertantc

temos que algumas poténcias de 4 levam elementos ndo nulos de R em uma unidade, ou
seja, 4 ndo deixa nenhum ideal de R invariante.
n

S s,
7 s o e
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Capitulo 3

Derivactes Simples em Anéis Polinomiais

Este & o ditimo capitulo deste trabalho, nele vamos apresentar exemplos de derivacbes
d de um anel de polindmios que o tornam d-simples. iniciamos com o exemplo que A
Shamsuddin apresentou em 1977 (veja [12]). Exemplos de derivagbes 4 que tormam um
ane! local obtide a partir do anel de polindmios eram conhecidos, mas os exemplos de
Shamsuddin foram os primeiros de carater global que aparecem na literatura. A partir
destes exemplos e da relacdo entre eles e os ideais maximais a esquerda da algebra de
Weyl (veja [1]) passou-se a procurar outros exempios de grau maior, ja que as derivagdes
apresentadas por Shamsuddin s&o de grau 1.

Seguindo esta linha apresentaremos no paragrafo 2 deste capitulo outros exemplos
devido a A. Maciejewski , J. Moulin-Otllagnier e A. Nowicki que foram obtidos em 2001 (veja
(8D

Na verdade este capitulo sera dividido em duas segbes, na primeira vamos introduzir
conceitos e dar alguns resultados a respeito de simplicidade. O principal resultado que
aparece na secdo sera o de Shamsuddin € a partir dele apresentaremos exemplos
explicitos de derivacbes que tornam o anel de pelindmios d-simples. Na segunda secao
estudaremos os polindmios de Darboux e a partir deles as derivacdes de A. Maciejewski ,
J. Moulin-Oftagnier & A- Nowicki, A,, e-concluiremos com outros exemplos de derivagdes
gue tornam o anel de polindmios d-simples.

3.1 Derivagdes de Shamsuddin

Nesta seg@o introduziremos 0s primeiros resultados com respeito a simplicidade de
derivacdes € iniciamos com a seguinte definico que € mais especifica que a definico
221

Definicdo 3.1.1 : Seja d uma k-denivagdo de um anel R , dizemos que d é simples ou
que R & d-simples, se R ndo possui d-ideais aléem do 0 e do proprio R.



Agora estamos prontos para falar sobre ¢ teorema de Shamsuddin. Tal teorema sera
importante no desenvolvimento deste capitulo, pois sera utilizado na prova de vérios outros
resultados e também na apresentacéo de exemplos concretos.

Teorema 3.1.2 (Shamsuddin) : Sefa R um anel contendo o0 corpo dos numeros
racionais e seja d uma derivagdo simples de R. Estendendo d a uma denivagdo § do anel
polinomial Rit] tal que 6(t) =at+b , onde a,b € R. Entdo as seguintes condigdes séo
equivalentes.

(i) 6 € simples ;

(i) Néo existe r em R tal que d(r) = ar +b.

Demonstracao : (i} = (i) Suponhamos que existe um r ¢ R tal que d{r) = ar+b.
Portanto se. provammos que (r—r) € um é-ideal teremos um absurdo, pois (1—r) # R ,
(t—r) = 0 & & & simples. Assim provemos que (z —») & de fato um é-ideal.

Dado x = y(t—r),comy € R. Temos que :

o(x} = o(y(t—-r)) =y(6() —6(r}) +dy)t—r)

=ylat+b—(ar+ b)) +dyy(t—r)
= Q.a+dy)t-r),

e portanto temos que &(x) € (z~r), ou seja, (¢ —r)) < (t—r), e portanto (r—r) € um
S-ideal.

(i} = (i) Suponhamos por absurdo que existe um g-ideal 7 ndo nulo de R[7] tal que
I+ R[t]. Entdo INR é um d-ideal de R e assim, como 4 é simples, INR=0,pois 1 ¢ 1.
Agora seja n = min{deg(f);0 = fe Iy, e seja o(l) = {0y U{rcR ;existe fel ,deg(f} =n
.cr = ry onde-e, denota o coeficiente lider do palindmio f, como /NR=0éclaroquer > 1.
Agora vejamosque o(/) é unrideat de R

De fato tome r € o(J) e considere f & [ tal que deg(f} = n e ¢, = r. Suponhamos que
d(r) + 0 e seja g =6(f) —naf. Ento ge I, deg(g) = n e c, = d(r), pois 6(r) = ar+5b. Logo
d(r) € 6(I) & assim temos que ¢() é um d-ideal de R.

Como d é simples e o(]) = 0, entdo o(I) = R. Assim existe um polinémio mbnico f € 7 tal
que deg(fr=r Sejd F=E +raf + . 4rii+re , ONde ro,...,F.y € R Considerando
g=06(f~naf , entdo gel € g=s"  +5, 0"+ 4syt+5 , ONde sg,...,5,2 R €
s = nb +d(r,.} —ar,;. Agora da minimalidade de » temos que s = 0, ou seja, d(r) = ar + b,
onde r = -n"'r,;, Que contradiz nossa hipétese que diz ndo existir » em R tal que
d(r)y = ar + b. LOQo devermnos ter I = R[], e assim mostramos que § € simples.

n

A partir do teorema de Shamsuddin vamos fazer um breve estudo de uma familia de
k-derivacdo do anel de polindmios ifx,y]. Comegamos com a seguinte definig&o:

Defini¢ao 3.1.3 : Dados o anel de polinémios k{x] com k sendo um corpo € a b em klx|.
Denotaremos por D..,, a k-derivagdo do anel de polinbmios kix,y] definida por: D ;(x) =1 e

Da,b(y) =ay+ b.
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O primeiro resuitado com respeito a tal familia de derivacdes é o seguinte:

Proposicdo 3.1.4 : Sgjam a, b < k[x]. Entdo D, ndo é simples se, e somente se, existe
fekx]talquef = af + b, onde f denota a derivada usual de f.

Demonstracé@o : Primeiro note que a restricdo de D, a x] é —C%- Agora basta

observar que a proposicdo acima € a negagdc do teorema de Shamsuddin tomando
- —ved= L

R=FKx] t=yed o
|

A seguir damos algumas propriedades das derivagdes do tipo D;.

Proposicdo 3.1.5 : Sgjam a,b € kix]. Entéo :

1) D.p n80 € simples ;

2) Dy, ndo é simples ;

3) Sea =0, b+0edeg(d) < degla) , entdo D, & simples ;

4) Sea =+ 0, b+ 0, deg(h) = degla) e D, & ndo simples ent8o b = ya, onde y € K\{0},
5) Se D, e D, ndo sdo simples, entdo D ;... N80 € simples, onde o esta em k.

Demonstragdo : Os itens 1) e 2) s&0 consequéncias imediatas da proposi¢ao anterior
tomando f=0em1)ef=bxem?2)

Para 3) suponha que D,, n&o é simples, assim, pela proposicdo 3.1.4, sabemos gue
existe f em kfx] tal que f =af+b. Como b +0 tem-se que f=0 e assim temos a

contradicdo, deg(f) — 1 = deg(#) = degla) + deg(f) = deg(f).

Para 4) sabemos que deg(a) = deg(d) € que D,, ndo € simples. Pela proposicdo 3.1.4
temos que existe 0 = f em kfx] tal que f = af + b. Agora 0 = f nao pode acontecer pois
neste caso deg(f) > deg(f) e a=+0. Portanto f= -y e k{0} , entdo f =0 e temos
0=-—ya+b,0Usejd b=rya

Na verdade 4) e consequéncia imediata da proposi¢do 3.1.4 e do fato de que —g}— é
k-linear.

A prova de 5) segue do fato de que (i + af2)! = i/ +afz/ ,onde f,, f, s&o polindmios de

k[x], e da proposicéo 3.1.4.
|
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A proposicao anterior nos da condigbes de apresentar alguns exemplos de derivagbes
simples, a saber.

Exemplo 3.1.6 . A k-derivacdo d do anel de polindmios k{x,y] dada por dx) =1 e
d(y) = xy+ 1 € uma k-derivagdo simples de kix,y].
De fato, basta observar que deg(x) = 1 > deg(1) = 0 e usar a proposicéo 3.1.5 (item 3}

Exemplo 3.1.7 . A k-derivagdo d do anel de polinbmios klx,y] dada pordx)=1 e
diy) = (x? + x)y +x* & uma k-derivacdo simples de kx,y].

De fato , aquitemos que 2 = x* +xe b = x* , ou seja € uma derivagio do tipo D 2., 2 ©
deg(a) = deg(h). Assim pela proposic¢édo 3.1.5 (item 4) se tal derivagdo n&o fosse simples
ent&o teriamos que b = ya , para algum y € k\{0}, 0 que evidentemente nao acontece.

A proposicac abaixo fornece mais um critério para decidir qguando uma derivacao do
tipo D, é simples.

Proposigdo 3.1.8 : Sejam a,b < k[x] com a + 0. Assuma que & = ca+r, onde c,r < kx]
e deg(r) < degla). Entdo D, ndo € simples se, e somente se , D, .., N0 é simples.

Demonstragdo : Para fazermos a prova utilizaremos 0 seguinte argumento:

(x) Dado wu<klx] podemos  escrever o/ da  seguinte  forma:
¥ = u +aqu—au = au+ (u' —au) ,  assim pela proposicdo 3.1.4, f=u e b = v/ —au temos
que D, a0y NAO € simples,

Sabendo disso vejamos a prova da proposicio.

=) Sabemos que D, n&o & simpies , como, por hipbtese, b = ca + r entao temos que
D,.eey D80 & simples e pelo que vimos em (x) também temos que D,y Nao é
simples.Logo pela proposicao 3.1.5 (item 5) temos que D, arwcry N80 € SIMples, ou seja
Da’(gi_;.r) nao e simples.

<) Sabemos que D .., N80 & simples e que b = ca +r. Por () temos que D, .., NE0
é simples , logo pela proposicdo 3.1.5 (item &) temos que D, .. N0 & simples, e pelo
item1 da mesma proposicac temos que D, . .- NE0 € simples , ou seja, D, o = Dap
néc e simples.

»

A partir do critério dado na proposicdo exibimos mais um exemplo de derivacao
simples.
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Exemplo 3.1.9 : A denvagdo D, coma=x’+1 e b =x*+3x*+1 & uma derivagéo
simples de kx,yl. |

De fato , suponhamos que a derivagdo D., néo seja simples. Sabemos que
b=x343 +1 =P+ 22X+ D)+ (2x*+ 1) =ca+r , onde & claro c=x"+2x%
a=x"+1er=-2x"+1. Pela proposico 3.1.8 temos que D, ., Nd0 & simples , onde
o +r=5x"~2x*+4x+1 . Agora escrevendo by =c/+r=cia+r , ONde ¢; = 5x @
ry = -2x* —x+1, tem-se peila mesma proposi¢éo 3.1.8 que D, .., N80 & simpies. Agora
considerando &, = ¢/ ++; = 2x* ~x+ 6, obtem-se que 1,;, ndo & simples. E. portanto
D.,, n8o é simples com deg(a) > deg(b2) e b, + 0 0 gue contradiz o item 3 da proposicio
3.15.L0go D, coma=x"+1eb=x*+3x° +1 & simpies.

O aigoritmo de Euclides para o anei de polindmios ifx], £ corpo, nos da o seguinie
resuitado.

Proposicdo 3.1.10 : Sejaa < k[x], a = 0. Entdo para todo b < k[x] existe dnico ¢ € kx]
com ¢ =6 ou deg(c) < degla) e fal que D,y ndo € derivagdo simpies do anel de
polindmios klx].

Demonstragdo : Dado & « ix] temos a seguinte sequéncia (») de iguaidades :
b= uia+ry
! = wa+r

Hpy! = tpa+r,

Upl = 0.0+ Fpay

onde ri,...,Fu1, Uy, ..., Uy € k[x] @, paracadai, r; = 0 ou deg(r;) < degla).

Tomando. ¢ = ry + . +r.a tem-8e deg(c) < deg(a). O que vamos provar agora € que

Do naoc é simples.

Sabemos que b—c=wma+r — (¥ + . Hrpa) = a—-r2— . .— r.,. Mas da sequéncia
(»)temosqueparatodoi , 2 <i<n,ri=u/ —ua@r,, =ul
Loge b-c=wma—u/+uma—u +usa+. . —u +ua—uy

= (g +.. . tuy).a— (uy + . . +u,l)
ousejab-c=qga+r.ondeqg = (u; +. ..+u,) €r=—(u!+.. +u,).
Assim peia proposicao 3.1.8 temos que D, ., N80 é simples se, e somente se, D, .n

ndo & simples. Mas ¢/ +r = uy/+  +u,/ — () + . +u,/)) =0, € COMO viMES Na proposicio
3.1.5 (item 1) D,o nao e simples, ou seja, D, ., N80 & simples e assim D, n&o €
simpies.

Agora vejamos a unicidade de tal c.

Suponha que ¢;,¢; € k[x] tais que ambos satisfazem as condigbes da proposicio.
Entdo pela-proposigdo 3.1.5 (item1) D,p sy = Dupaeyy NEC € simples, mas se
¢z —ey * 0 temos que deglez —c,) < degla) e isto, pela proposicdo 3.1.5 tem 3, & uma
contradigdo.

N
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O teorema que vem a seguir apresenta uma k-derivacao que generaliza, para o anel de
polindmios &[x,,...,x,), derivagdes do tipo D,, e da condicdes para que tal derivacio seja
simples.

- N PN N ;
Teorema 3.1.11 . Se k é um corpo, d = gzl(a,xl +5) = é a k-derivacéio do anel

de polindmios k[x,,...,x,} e paratodoi = 2,... n as condigbes abaixo sdo satisfeitas
1) a;‘,b; © k[xl, e ,xe‘d} ;
2)b, #0;
3) deg,,.,(a) = 1,
4) degxm (b!) < degxi-x(af}-
Entdo d é simples.

Demonstragao : A prova sera feita por indugao sobre ».

Sen=1,entdod = "8_i" , e portanto simples.
1

Para n> 1 assumimos que &' =d [z, onde R = kx;,...,x,;] , seja uma k-derivacéo
simples.
Suponhamos que exista fe kx;,....x,1] tal que di(f) = a,f+5, , ou seja neste caso

temos:
o ( ﬁf_) ( of ) -
Br, +{aax2 + b2) B ENNE R (- RE R, T ) auf+b,,.
Agora como d/ € simples ¢, por hipdtese, 4, + 0 tem-se f = 0. Considere s = deg. . (f).

-y

o (%) (5=)
O grau em x,.; de o (azx; + b3) . +oo+ g Xt + b)) B claramente

nao € maior que s, mas o de a,f+ b, € maior gue s , pois, por hipotese, deg,,  (a,) > 1,
tem-se uma contradicdo. Portanto n2o existe tal f e desde que & € simples, segue pelo
teorema de Shamsuddin que 4 é simples.

n

Para encerrarmos esta secdo utilizaremos o teorema acima para conseguirmos as
primeiras derivagbes simples em anéis a » variaveis.

Exemplo 3.1.12 : As k-derivagbes de k[x,,...,x,.] d, e d» definidas por:
di(x1) = 1

da(x1) =1

dilx) =xx2+ 1

da(x2) = xix; +1

dl(x:,) = X2X3 + 1
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dz(l‘g) = X%xg 4+ 1

d1 (x,,) = Xpo1Xa + 1

dz(xn) = %7 g% + 1

sdo simples.

Se constata facilmente que as duas derivacbes satisfazem todas as condigbes do
teorema 3.1.11.

3.2 Derivacoes simples e quadraticas
do anel de polinbmios k[x,y]

Neste paragrafo vamos trabalhar com derivagdes quadraticas do anel de polindmios
Kx,y] com d(x} = 1 e d(y) = y* +alx).y +b(x) ; alx),b(x) € k[x]. A idéia agqui, como no caso
de Shamsuddin, & dar condi¢des sobre a(x),b(x) para que d seja simples. Isto foi feito por
A. Maciejewski, J. Moulin-Oftagnier e A. Nowicki em [9] e € precisamente a parte central
deste artigo que apresentaremos no presente paragrafo.

Comegamos com a definicdo de polindmios de Darboux que estéo relacionados com
soluches algébricas de certas equagbes diferenciais.

Definigao 3.2.1 : Sgjam k um corpo € X= {x,...,x,} um conjunto de variaveis sobre k, f
em k[ X] e d uma k-derivagdo de kK X, dizemos que f é um polinbmio de Darboux de d se
fe ked(p) = hf, para algum h em K[ X]. Neste caso dizemos que h € aufovalor associado

af

Proposigdo 3.2.2 : Se f< kKX] € um polinbmio de Darboux de d , entdo todos os
fatores irredutiveis de f também s&o polindmios de Darboux de d.

Demonstragdo : Escreva f= f' /7 ... fir ,ondeparai=1,... . ntemosquer, e Nef; &
irredutivel em 4[X]. Sendo f um polindmio de Darboux de 4, entdo d{f) = h.f para algum

he kX, masdl) =2 rdfD ... £ ... fr = h.f & mais f/ divide hf, ou seja f7 divide
=]

S d(f) o S fr, como f7 divide cada termo, entdo temos que f7 divide
=1

FLd) L L f. Mas f; @ irredutivel para todo i=1,...,n, entdo f7 divide
r.d(f) F70 logo f; divide d(f), ou seja 4(f;) = h..f.,, € temos 0 que gueriamoes.
|
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Para o caso de duas varidveis a nao existéncia de polindmios de Darboux caracteriza o
fato de certas derivages serem simples, para ser mais preciso:

Proposigdo 3.2.3 . Se k € compo e 4 : Kx,y] — kix,y] € uma denvacdo do anel de
polinbmios tal que d(x) = 1, entdo d & simples se , e somente se, d ndo tem polinbmic de
Darboux.

Demonstragdo : Iniciamos supondo que Jd € simples , ou seja que ndo existe um ideal
préprio [ tal que d(J) < I, logo d ndo tem polfindmio de Darboux , pois se existe f & &x,y] ,
f ek tal que d(fy = h.f, para algum & < i[x,y] entdo o ideal gerado por 7, isto &, o ideal ()
que ¢ proprio , pois f ¢ &, seria um d-ideal , pois d(f) < (f) , que € uma coniradicéo pois d &
simples.

Agora supomos que Jd n&o tem polindmio de Darboux. Pela proposicio 2.2.2 podemos,
se necessario, estender a derivacdo 4 para k[x.y], onde % é o fécho aigébrico de &, e
assim podemos supor de inicio de gue k é algebricamente fechado.

Vamos supor que d ndo seja simples & vamos chegar a uma confradicdo. Como 4 ndo
simples pelo teorema 2.2.8 existe um d-ideal proprio primo 2 de Afx,y].

Se P @ maximal , entdo pelo teorema dos zeros de Hilbert, j& que & & algebricamente
fechado, temos que P = (x—a, y-b) ,paracertos abeck Mas 1 =dx—a)edP)c P,
que & uma contradicB0 pois P € um ideal proprio. Logo temos que a altura de P éiguala 1
e portanto P é um Jd-ideal proprio principal , ou seja P = (F), e assim F & um polindmio de
Darboux de 4, que contradiz nossa tese. E entdo concluimos que 4 term que ser simples.

n

Dados o corpo £ e o corpo de funcbes racionais &(x) de kfx], denotaremos o fecho
aigébrico de &(x) por k(x). A dnica extenso da derivagio £ : k(x) - k(x) serd denotada
por/ : k(x) - k(x).

Agora vamos apresentar duas proposighes que servirdo de base para obtermos um
resultado (teocrema 3.2.6) que relaciona polindmios de Darboux de derivagdes de i{x,y]
com solucdes algebricas de equacbes diferenciais de primeira ordem com coeficientes em
k(x).

Proposicdo 3.2.4 : Seja 4 uma derivagdo de k{x,y], com d(x) = P(x,y) e d(y) = O(x,»).
Se F < kfx,y] = Kx][y] € um polinémio de Darboux Irredutivel de d com deg,F > 1, entdo
existe um r < k(x) tal que P(x,r).r = Q(x,r) @ F{x,r) = 0.

Demonstragéo : Como deg,F > 1, F tem raiz r no corpo algebricamente fechado i(x),
isto & F(x,7) = 0 comr € k(x).
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Derivando F(x,r) = 0 com respeiro a x temos %(x, M1+ %F—(x, Pt =0,

Agora usando que P(x,y) =d(x), Oy =d4d@) e que d(F)= HF, obtemos:

Ln). Py + Lo9).00) = HEp) Fx)

Calculando a express&o acima em y = r, € usando que F(x,») = 0, segue a igualdade :
& (x,r).Pc) + 2L ). 00 = 0.

a LB
Mas deg,F = 1 e F € irredutivel, fogo ggu(x, r} # 0, e portanto Q(x,r) = _ﬁx‘%f(x’ r,
ay >
. ... BF aF . ‘@-‘E‘(x,?' ) .
mas como vimos no inicio, ¥-(x,r).1+ &-(x,r).# =0, ou sgja r = —-Z& € assim
ox oy -%f'-(x,r)

temos que Ox,r) = . Plx,r).
|

Na préxima proposi¢do usamos um lema devido a Gauss e em tal lema aparece o
conceito de contetdo de um polindmio, assim & seguir apresentamos um breve relato
sobre tal conceito.

Seja R um anel fatorial e K seu corpo de fragdes. Tomea e K ,a 2 0 eescrevaa = £ |
com x,y € R coprimos. Se p é um irredutivel em R | entdo podemos escrever a = p’h , onde
be K, reZe pnao divide o numerador e 0 denominador de 5. Usando a fatorizagdo
Uinica de R vemos que r € Unico, chamaremos tal » de ordem de a em p e denotaremos por
r = ordpa . Se a = 0 sua ordem em p sera —w.

Sendo f € K[X] um polindmio em uma variavel entdo temos que :

AX) =a X" +...+a X +ap

Se f= 0, definimos ord,f como sendo —w. Se f+ 0, definimos ord,f = min ord,a; , onde

esse minimo € tomado sobre todos os i tais que a; = 0.

Definimos o contetido de fpor : com(f) = [ [p*% , onde esse produto € tomado sobre
todo p tal que ord,f+ 0. Mais ainda, dizemos que /& primitivo se com{f) = 1.

Agora podemos enunciar o lema de Gauss, cuja demonstrag&o pode ser vista em [15]
(capitulo 1, lema 1).

Lema de Gauss : Sejam R um anel fatornal, € K seu comoe de fragbes. Sejam
f.g € K[X], entdo conf{f g) = cont(f). cont(g).

Feitas estas observacbes vamos a seguinte proposicso.
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Proposicao 3.2.5 : Sejam d uma deriva¢ao de kix,y] , d(x) = P(x,») e dy) = Q(x,y) . Se
r & solucdo em k(x) da equagdo diferencial P(x,r).r' = Q(x.r) € F e kx|[v] é tal que
Fix,r) = 0 e & pamitivo minimal com esta propriedade, entdo F € um polinbémio de Darboux
de d com deg,F > 1.

Demonstracao : Claramente deg F = 1, pois F{x,r} = 0.
Definamos H < kfx,y] por:
H = Hy) = dFy) = Py L +0wn Loy

Temos que Hix,r) = 0, pois :
= e/ ot - gr a
Hex,r) = Peen). G2 n) + Q). 200r) = POn). G- + Pen). v 4-(on)

= P(x,r). (%g(x,r) 7. —%%(x,r)) = P(x,7), —(,_%(F(x,r}) = P(x, 7). 6%(0) = 0.

Como Flx,y) € 0 polindmio minimal de r , entdo H € multiplo de F em k(x)[y] , que
significa que existe A = A(x,)) e k(x)y]tal que d(F) = H = A F.

Agora sabendo que F(x,y) € primitivo podemos usar o lema de Gauss { com R = kX7 ,
K = k(x) e AF e k(x)[y] ) para concluir que coni(H) = cont(A) , ou seja o conteudo de A
pertence a k[x], pois H & kx,y]. Portanto A e i[x,y] e assim temos que d(F) = A F, com
A e k[x, v}, ou seja F é um polindmio de Darboux de 4.

||

Como consequéncia imediata destas duas dltimas proposicbes tem-se o seguinte
teorema.

Teorema 3.2.6 : Sgjam 4 uma derivagdo de kix,y], d(x) = P{(x,y) e d(y) = O(x,y) . Entdo
as seguintes condi¢bes sao equivalentes :
1) Existe um polindmio de Darboux F € kix,y] de d fal que deg F > 1 |

2) Existe umr € k(x) , tal que P(x,r).¥ = Q(x.r).
Agora veremos um caso especial do teorema anterior .

Corolario 3.2.7 : Seja d : kix,yl - kix,y] & denvagdo definida por . dix) =1 e
d(y) = a(x).y* +b(x).y +c(x) , onde a(x),b(x),c(x) € kix] e a(x)+0 . Entdo d tem um
polindmio de Darboux F < kix,y] com deg F > 1 se , e somente se , existe uma fungdo
algébrica r € k(x) tal que r! = a(x).r* + b(x). r + e(x).

Demonstracdo : Basta observarmos que estamos nas condicdes do teorema anterior

com Px,y) = 1 € O(x,y) = a(x).y* + b(x).y + c(x).
[
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Mais adiante vamos ver que ¢ estudo de derivagbes 4, de ix,yl, com dx)=1 e
d(y) = y* +a(x).y + b(x) se reduz ao estudo de derivacles, de i{x,y], do tipo que definimos
abaixo.

Definicio 3.2.8 : Parap = p(x) < klx], a derivagdo A, de kix,y] € definida por .
A(x) =1 € A () =y —p(x)

Nossos proximos trés resultados serdo dedicados a estudar polinémios de Darboux de
A,. Observamaos que , como A,(x) = 1, claro que nac existem polinémios de Darboux de A,
no subanel i{x], assim se F & um polindmio de Darboux de A, em i[x,y}entdo deg F > 1.

Assim temos o0 seguinte caso especial do corolario 3.2.7 :

Corolario 3.2.9 : A derivagdo A, tem um polinbmic de Darboux F e kix,y] com
deg F > 1 se, e somente se, existe uma fungéo algébrica r < k(x) tal que r = > ~p.

Demonstracdo : Basta observar que estamos nas condiches do corolario 3.2.7 com
a(x) =1.5(x)=0eclx) = -p.
|

Qs dois resultados gue mostraremoes a seguir dizem respeito a polindmios de Darboux
F de A, que s&o irredutiveis e tais que deg F = 1. Observe que, pela proposicao 3.2.2, o

fato de ser irredutivel ndo € restritivel.

Proposicdo 3.2.10 : Segja F um polinbmic iredutivel e de Darboux de A, com
degF = 1. Tome A < Hx,y] tal que A,(F) = A.F. Escrevendo F=u.y+v, onde u,v € kx],
comu + 0 e mdc(u,v) = 1. Entdo:

VA =y+s,paraalgums € kx],

sutv=u € sv=v-pu;

3) ut — s'u—2sul + 5°u —pu = 0;

4) degp = 2degs (onde ambos podem ser —o).

Demonstragdo : Sabemos que A(F) = A F € que F=uy+v, onde u,v < ix], logo
desenvolvendo a iguaidade A, (F) = A. Ftemos que :

AGuy+v) =A,(y+v) = A y) + A, (v) = u(y? —p) + o/ y+/ | assim temos

Auy+vy=uy*>+uly+vi—pu (%)

Da equacgdo (x) conclui-se faciimente que A = y+s , para algum s € k{x] e o item (1)
esta provado. Agora tem-se:



Ay+v)=@+5).uy+v) =uy +(u+v).y+sv (xx%)

Das equacdes (=) e (x =) obtemos a igualdade :

uy*+(@u+viy+sv=uy +u y+v -pu ,identificando os coeficientes em y desta
igualdade temos que (s.u+v=1u e s.v =¥ ~pwu  l0go acabamos de provar o item (2).

Da iguaidade s.u +v = u/ podemos ver que v =  — s u © substituindo tal v na igualdade
sv=v-pu teremos que s@-su) =@ -suy-pu Dal segue que
s.ul — 5% u = ull — sty — su! — pu e temos a iguaidade do item (3).

Agora vamos provar o item (4), para isso usaremos novamente as iguladades
su+v=u € syv=v-pu.

Em primeiro lugar afirmamos que p = 0 se, e somente se, s = 0, isto &, degp = <0 8¢, €
somente se, degs = -,

De fato, primeiro suponha que p = 0. Como, por hipdtese, u = 0, as iguaidades
su+v=w e@sv=yv nosdizques=0,poisses=0,entdosv=vnosdizquev=0,
e assim teriamos su=o , cOm s+ 0 & #+ 0 , que & um absurdo ja que estamos
trabathando com polindmios.

Agora suponha que s = 0, assim as iguaildades v =« e v = p.u , NOS garante gue
p=0,poissep =0, entdo subsfituindov =« emv =pu, teriamos s =pu,comp =0
e u = 0, 0 que, novamente, nos leva a um absurdo.

Depois de analisarmos 0 caso em que p = 0, vejamos agora quando p = 0, e portanto
s+ 0. Dasigualdades s u+v =o' @ s.v= v -pu temos que:

degv = degs+ degu @ degs+degy = degp +degu
Como u = 0, degu pode ser cancelado e portanto temos degp = 2.degs.
n

Proposicao 3.2.11 : Sejam u e v pertencentes a kx], com u + 0 € mde(u,v) = 1. Sejam
F=uy+ve Hxl[y] er=-3 & kx). Entdo as seguintes condi¢bes sdo equivalentes :

1) F & um polinGmio de Darboux de A, ;

2 =r’~p.

Demonstracdo : (1) = (2) : Sabemos que F é um polindmio de Darboux de A, , assim
usando a proposicic anterior temos que A,(F) = (y+5).F , para cero s € k{x] , € mais
ginda su+v=u € sv=v-—pu . Assim multiplicando a primeira igualdade por v, e a
segunda por u teremos : v.v/ ~v? = s.uv = u v —p.u? , agora usando estas igualdades e
os fatos , dados por hipStese, queu # 0 e r = —- , teremos

(2) => (1) . Sabemos que r=r’-p , & como r=-% , ftemos que

1:-_2’_::2..9_-.21 = -I‘% —p, agora muiltipicando essa igualdade por «? <conseguimos
u

v.ul —u v = v —u’p, 1000, u.(V —p.u) = v.( —v). Mas, por hipdtese, mdc(u,v) = 1, assim
exisie s € Kx]talquevi-pu=sve w-v=su.
Agora vamos caicular A, (F) , vejamos :
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A(F) = Apluy+v) =ul y+u (0P —p)+v =uy? + W —-v).y+v.y+ (V' —p.uw)

= U +suy+vy+sv=y+uy+v) =+ F
Assim vimos que F & um polindmio de Darboux de A, com autovalor (y + s).
n

No nosso estudo sobre a simplicidade da derivacéo A, , estaremos interessados nas
solugGes algébricas de equacbes diferenciais da forma y = y* - p(x) , onde p = p(x) € um
polindmio em kfx], isto &, nas solugdes y < k(x) de tal equacio diferencial. Equacbes
diferenciais dessa forma sdo denominadas equacgdes diferenciais de Riccati.

O teorema a seguir nos dird que as solugbes algébricas destes tipos de equacbes séo
racionais.

Teorema 3.2.12 ; Em P < kix], com k algebricamente fechado, a equagdo y’ = y* -p,
néo tem solu¢dc y € k(x)\k(x) . Em outras palavras , as solucBes aigébricas de y/ = y*> —p
sdo todas racionais.

Demonstragéo : Suponhamos que exista y ¢ k{x)\k(x) que seja solucdo de y/ = 37 —p.

Seja F =y"—o1.y™" +...+(-1)"¢, © polindmio monico minimal para y sobre k(x). Este
polindmio pertence a A(x)[y] , e seu grau »n € no minimo 2.

Agora seja K o corpo de raizes de F sobre k(x) e sejam y;,...,v, , as n raizes distintas
de Fem K . Por hip6tese , uma dslas é raiz da equacdo y/ = y* -p.

Observamos gque para todo i = 1,...,n, y, é raiz de y/ = y* —p . Vejamos a veracidade
de tal afirmacao.

Como a extenséo X\ k(x) & algébrica, pelo teorema 2.1.12 temos que «g}- de k{x) pode

ser estendida de maneira unica a uma derivagdo d : K -+ K. Se o € um k(x)-automorfismo
de KX entdo a  aplicagdo odc! € uma derivagdlo de K,  pois
odo~(a.b) = cd(c " (a).c™ () = o(dc"(a)).c7 () + o~ (a).do~' (B)))
= o{dic™ (@).b +a.6(d(c™} (b))
Logo pela unicidade de tal extensdo temos que odo™! =4 . Assim temos que os
automorfismos do grupo de Galois de X sobre k(x) comutam com a (nica extensdo da

derivacio -é@;- de k(x) . E portanto todos 0s y; seréo solugbes de y/ = 3° —p.
Agora cosideremos D = (-1)"5= [ [: - ,) o discriminante de F.
o

Logo computando a derivada logaritmica -%" e substituindo y/ =y, —-p € y! =y -p,

temos .

T
D o3 XY~ 3 +3,) = 2n - 1)or , onde esta Giima igualdade se deve ao fato
= w2y

deque F=y"~01.y™" +...+H=1)"Cn = =y1).....(¥ ~ ¥n).

Da igualdade £ = 2(n - 1)o, , temos que o; & , a menos de um fator

1
D 2(n-1) . @

46



derivada logaritmica de D « k(x). Portanto a decomposi¢ao de o, em fracbes parciais tem
a forma da seguinte soma finita :

oy = }% , onde cada a € £ e cada 4, € um nimero racional.

Do fato de que as raizes de F sdo solugdes de » = 3% — p tem-se, pela proposiclo
3.2.5, que F é um polindmic de Darboux da derivagdo ddadapord(x) = 1ed(y) =y ~p, &
isto pode ser expressado pela seguinte igualdade:

%{;j + (2 —p). %}E =my+a)F [ jAQueF =y3"—g;.y"" +...+{-1)"0,.

O autovalor (n.y+a) , € um polindmio de grau 1 em y. O coeficiente lider » neste

autovalor vem do fato de que %yﬁ = n.y*! +.... Agora o "termo constante” a sera estudado

em maiores detalhes.
Na igualdade % + (G2 ~-p). gF . {(n.y + a)F consideremos todos os grausem ydenatl

oy

eentdo o de grau 0.

No sistema (Z) de n+1 equagdes, todos os ceoeficientes de F sdo indutivamente
definidos a partir de a e, depois de substituiches, a Glima equagao forna uma equacgio
diferencial para a.

&) : 01 = dog — Gof =g (POiS,ce=1)
202 = aoy — o/ ~n.p.Gg ,
303 = aog; -0/ -(n-1).p.oy,
JO; = acpq — 0.y’ ~H+2-j)poiz,
N0y = AGpy —Opt! —2.p.0nz,
O0=ac,-0a,/ — PO,

O sistema (X) acima também pode ser visto como uma definicdo indutiva de uma
sequéncia de fragbes racionais (o,) , j € N, pelos dois valores iniciais op =1 € 0; =a €
pela regra de indugdo jo,=ao0. -0/ -(+2-jpo.2 . E tomando-se
Oml = Opaz =...= 0.

Para todo pdlo « de ¢y = a, p nd0 esta envolvido nessa parie polar de decomposicdo
em fragdes parciais de cada equacao de (T) ; assim temos que ¢ € um pdlo de o, com
ordem no méaximo j . Seja &; o candidato para a parte polar de o; de ordem j no péic ¢ ; &;
pode ser computado pela indugdo :

. A+ ) (Ae+) 1)
AE= r—ay
Aequacdo 0=ao, —0,/ ~p .o, , de (Z), nos da a seguinte equacio para A, :
AelAg + D). (g +n) =0
Assim 4, s&o inteiros negativos no intervalo [-n , —1], paratodoa .

Assumiremos agora que p # 0 . Podemos fazer analises do sistema (Z) em tomo de
cada pélo, que significa que consideraremos os graus e os coeficientes lideres de
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o1,...,0,.. Nessa projecdo p esta fortemente envolvido. Como deg(p) > 0, do sistema (X)
temos que deg(oz) = j.deg(p) e deg(oy.1) < j.deg(p) ~ 1, @ssim vemos que a igualdade é
vélida para indices pares, por exemplo degloy) = 0, pois o, = 1, € para indices impares
podemos ter & desigualdade, especiaimente se a=o0:; =0 , pois nesse caso temos
deg(o1) = ~0 < -1,

Denotaremos por 7 ¢ coeficiente lider de p e por 3; o coeficiente de o, correspondendo
ao grau de maior grau em x : &% o coeficiente de o, de grau j deg(p), enquanto 6757 0
coeficiente de 0., de grau j.deg(p) — 1. Sejam A =~) A, € J = deg(p), que s&o inteiros
nao negativos. O sistema (Z) nos fornece as seguintes relagdes entre 0s coeficientes
lideres :

&T:'&'::--A
Wr=-n7p,
363 = a6, ~ 63/~ (n-1).po7,

@y =-+2-2)).p073,
QRj+ 1) =at5~63 ~m+2j+1).5o5s

Podemos escrever as igualdades acima da seguinte forma | &% = (-1)°F°M,, para
indices pares , € 851 = —(-1)"7*M>., para indices impares , onde M; s80 racionais ndo
negativos que satisfazem a seguinte regra

My =1,
M[ = A -
M&ﬁM‘Mm__I .

2s
Moy = (A+56)Mz +(n+ 1 —28) Mo,

Assim se n = 2s+1 é impar , M,,; = M,,., tem que ser nulo , que € impossivel. Logo
femos que n € par, n=2s, € M, =Mz, =0 gue implica A=45=0, pois
Moy>0=A+s6=0=A=0e,comos>0,8=0.

Agora podemos concluir que se existe uma solucdo estritamente aigébrica para a
equacgdo y = y* —p, entlp p seria uma constante e o cosficiente @ = ¢, seria zero. Nesse
caso F teria grau par » = 25 e pelo sistema em &7, temos (substituindo os coeficientes em

(), 62 =—s, 1000 464 = ~(25+2-4)o; = 04 = _1”3_(%:_1_2_(“5) = _§_§s_;__l_}_ , & vemos qgue

oy = (-1¥($ ). Entéio F teria a forma (32 —p)* e como F & iredutivel, entso F seria igual a

y* —p, com p uma constante, mas o corpo & & algebricamente fechado, logo iemos uma
contradicao.

Portanto provamos que a equacio 3’ = y* —p , onde p € um polindmio ndo nulo, ndo
tem solugdo estritamente algébrica.

No caso p = 0 , a analise iocal também nos dard A =0, significando o1 =a =0, &
entdo todos os o; ser&o nules, que € uma contradicio, e nossa prova esta concluida.
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Como consequéncia do teorema anterior vamos apresentar uma seérie de resultados
que permitirdo dar exemplos de familias de derivagdes simples e guadraticas. Portanto em
alguns resultados vamos necessitar da hipétese de que & é algebricamente fechado.

O primeiro resultado geral e fundamental gue apresentaremos é sobre a simplicidade
da derivagdo A, de Xx,y], com p = p(x) € k[x], lembramos que tal &-derivagéo ¢ definida da
seguinte forma: A, (x) = 1 e A, () = y* —p(x).

Teorema 3.2.13 : Se a derivagdo A, nfo é simples e k é um corpo algebricamentie
fechado, entéo existe um polinémio de Darboux F, em kix,y], de A, tal que deg F = L.

Demonstragdo : Sabemos gque A, ndo € simples. Se p=0 , entdio F=y € um
polindmio de Darboux de A,, pois A,(F) = 3 = y.y. Assim podemos supor p + 0.

Como A, ndo é simples, e A,(x) = 1, entdo a proposi¢éo 3.2.3 nos garante a existéncia
de umn polindémio de Darboux F de A,. Evidentemente F ¢ kx], pois A,(x) = 1, & assim se
F & kx] teriamos A, (F} = %E— = H F, que € um absurdo, pois F € ndo constante.

Assim deg F > 1 € 0 coroldrio 3.2.9 nos garante a existéncia de uma fungo algébrica
r e kx) tal que v =r®-p. Isso siginifica que a equacdo ) =)* -p tem uma solugdo
algébrica. Mas, pelo teorema 3.2.12, tal equagdo n3o possui solugiio em i(x) \ i(x),
portanto a equacéo y/ = y* - p tem uma solugao y ¢ k(x). Agora, comop = 0, entdo y = 0,
assim, pela proposicdo 3.2.11, temos que a derivacdo A, tem um polindmio de Darboux
F e Kx,y]tal que deg F" = 1.

=

Claro que a reciproca deste resuitado acima é valida, pois se existe um polinémio de
Darboux F, em &[x,y], de A, tal que deg F = 1, entéo A,(F) < (F), e portanto 4, ndo &
simpies.

O resultado a seguir nos dara uma familia de derivacdes do tipo A, que s&o simples.

Teorema 3.2.14 : Se p = p(x) € um polindmic ndo nulo de grau fmpar, entdo A, &
simpies.

Demonstragdo : iniciamos observando que a proposi¢io 2.2.2 nos garante que ix,y]
é A, simples se, e somente se, k{x,y] & A, simples, onde k & o fecho aigébrico de k. Assim
podemos supor gque k é algébricamente fechado. Agora suponhamos que A, néo &
simples, entdo o teorema 3.2.11 nos diz que existe um polindmio de Darboux F € kfx,y] de
A, com deg F=1. Seja A e ixy] o autovalor correspondente, isto &, A € tal que
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A (F) = A F . Com isso a proposicdo 3.2.10 (itens 1 e 4) nos diz que A =y+s, com
s € kx}, e que degp = 2.degs, € assim o grau de p seria par, que contradiz nossa hipStese
que diz que o grau de p & impar.

Portanto temos gue A, tem gue ser simples, se o grau de p for impar.

|

A proposicdc que veremos agora nos garante a simplicidade de A, para uma familia
especificade p = p(x).

Proposicéo 3.2.15 : Se 4 é uma derivacdo de k[x,y] tal que d(x) = 1 e d(y) = y* £x",
0 = n & N, entdo d é simpies.

Demonstragdo : Fazendo a mesma observacéo feita na prova do teorema anterior
podemos supor que k é algebricamente fechado,

O caso » impar é teorema anterior.

Portanto podemos assumir que » = 2m, onde 0 = m € N. Suponhamos que d nao seja
simpies. Logo, pelo teorema 3.2.13, temos que existe um polindmio de Darboux F, em
Kx,y], de d tal que deg F =1, ou seja, F=uy+v, onde uv < klx], u + 0. Assim pela
propesicdo 3.2.10 (item 3) temos que: (x) w// —s'u ~2su/ +s’u~pu=0 pa@ap==x™ e
algum 0 + s € kfx] com degs = m (pelo item 4 da mesma prop.3.2.10).

Sejas = . X" +...+51.X + 5o , ONdE §0,51,...,5n €k € 5, # 0.

Agora comparando os coeficientes das poténcias de x em (), vemos que s2 =Fl e
que S, = Sm—z =...= 5 = 0 . Portanto temos que s = s,.x™ , & substituindo este em (x)
temos a seguinte iqualdade : (x *) w! —m. 5, x"lu ~ 25, x"u =0

Fazendo uma comparacio com os coeficientes das poténcias de x em (x x) oblemos a
seguinte igualdade: m + 2degx = 0, que € um absurdo, pois m > 0. Logo temos que J tem
que ser simples.

n

Veremos agora um exemplio onde a derivagéo A, ndo é simples.

Exemplo 3.2.16 : Toda derivagdo A, onde p tem a forma p = p(x) = x> —~m.x™", onde
0 = m € N, ndo é simples.

Demonstragédio : De fato , sabemos que neste exemplo a derivacao A, tem a forma:

A =1e A=y -p=y-x"+mx"' onde0+meN
Vejamos que o polindmio F = y — x™ & um polindmio de Darboux de A,.
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Ap(F) = Ap(y —x™) = Ap (1) — A,(x")
= 3% —x2" . x™ -, x™ T
=y - x¥ = (y+x"). (y~x") = p+x").F
Assim temos que F = y —x™ € um polindmio de Darboux de A,, e portanto ela ndo é

simples.
|

Muitas vezes pode-se deduzir a simplicidade de uma derivacdo através de uma outra
derivac@o que sabemos ser simples. Vamos iniciar tal estudo com a seguinte definicdo:

Definicéio 3.2.17 : Duas denivagbes d e é de kix,y] sdo ditas equivalentes se existe um
k-autormorfismo de k-algebras o de klx,y] tal que § = odo™!.

Claramente, se 4 e 6 s80 equivalentes temos que 4 é simples se, € somente se, 6 &
simples.

Os dois resultados a seguir giram em torno deste conceito.

Proposicdo 3.2.18 : Sejam a,b,p < kix] e sejam d e & derivagles de k[x,y] definidas

por: dxy=1, dy)=y*—ap+b e
fx)=1 , 80)=y*+Qo+ay+b+e¢’ +ap—-g¢/
Entéo d e & 580 equivalentes.

Demonstrag#o : Consideremos o automorfismo o : kix,y] » kx,y] talque ox) =x €
o(y) = y+p. Vejamos que 6 = odo ™.
De fato , 0do™ () = 0d(y — ) = o(d(y) - ¢/) = 67 +ay + b - ¢/)
= o()”} + 6(ay) + o (b) - g(o")
=y+o)+aly+p)+b—g
=y +2qy+@* +ay+ap+b+o
=y +Qop+a)y+b+o’ +ap—o¢ = 5()
Eodo'(x) = od(x) = o(1) = 1 = 8(x)
Logo & = odo™! | e portanto 4 e § s80 equivalentes.
|
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Proposigdo 3.2.19 : Seja d: kx,y] - k[x,y] uma denivagéo fal que @ dx)=1 e
dy) = y* +ay+ b, onde a,b € k[x]. Essa derivagdo é equivalente a denvacdo A, , onde
= Ll@-4)- 1a.

Demonstracdo : Tomando a,b do enunciado e mais ¢ = —£, podemos verificar que,

neste caso, & = A,, onde & é dado pela proposicdo anterior e p é o dado na presente
proposicao. Logo temos o que queriamos.
n

O teorema a seguir diz respeito a simplicidade da i-derivacao J4 de kx,y], dada por:
dx) =1 e dy) = y* +ay+ b, onde a,b < k[x].

Teorema 3.2.20 : Seja d: Kx,y] —» kx,y] uma denvagdo tal que: dix)=1 e
d(y) = y* +ay+ b, onde a,b  kx]. A denvagdo d ndo &€ simples se, e somente se, existe um
polinbémio de Darboux F de d tal que deg F = 1.

Demonstragao : Seja F ¢ Afx,y]\k, e tome p = -+(a? - 45) - Lo/ (como na proposigao
3.2.19), assim temos gue 4 € A, s&o equivalentes. Logo 4 ndo € simpies se, e somente se,
A, néo & simples. Mais ainda A, = odo™’, onde oc(x) =x € () =y~ % Isso implica que F
& um polindmio de Darboux de d se, e somente se, o(F) € um polindmio de Darboux de A, .
E deg F = 1 se, e somente se, deg o(F) = 1 (pOis o preserva o grau de y). Agora o teorema
3.2.13 nos diz que a derivacdo A, ndo é simples se, e sb se, existe um polindmio de
Darboux G, em ilx,y], de A, tal que degyG = 1. Sendo G = o(F), temos 0 que queriamos.

|

Q préximo resultade dé condicdes sobre a,5 & kx,y] para que uma k-derivagéo do ipo
dado na proposicac anterior seja simples.

Teorema 3.2.21 : Seja d: kix,y] ~ Kx,y] uma derivagdo fal gque: dx)=1 e
dy) =y* +ay+b,ondea,b € kjx]e b + 0. Se degh é Impare a = 0 ou degh > 2dega, entdod
& simples.

Demonstragdo : Sabemos, pela proposicdo 3.2.19, que d e A, s&o equivalentes, onde
p= %(az —~45) — -%-af. Assim 4 é simples se, e somente se, A, € simples. Agora como

degh > 2dega, entd0 p tem 0 mesmo grau que b, logo © grau de p & impar , pois degh €
impar. Portano o teorema 3.2.14 nos garante que A, & simpies , e ent3o J é simples.
|
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O que estudaremos agora s80 casos da derivagdo A,, onde degp =2, ou seja
p=Ax2+Bx+C, onde 4,B,C <k Mostraremos que nestes casos o problema da
simplicidade da derivacéo A, se reduz ao mesmo problema para derivagdes §,, para r € %,
onde §,=A., isto € 6, € a derivagBo de ifx,y] definida por 6.x)=1 e
5,00 =y -x2+r

Iniciamos nossos estudos com os seguintes lemas.

Lema 3.2.22 : Sejam p = p(x) € kx], « < k e seja ¢q(x) = p(x + &). Entdo as deriva¢des
A, & A, s8o equivalentes.

Demonstragéo : Considere ¢ o k-automorfismo de x,y] dado por o(x) =x+a €
o(y) = y. Logo temos que:
oA, (y) = 6A,() = 647 = p) =32 —o(p) =y ~p(x+a) = 8,0) &
6A,671{x) = 6A(x @) = 6(A,(x) — A (@)
=g(1-0)=c(1)=1=A,x)
Portanto temos queé A, = cA,0~), ou seja, A, e A, sBo equivalentes.
n

Lema 3.2.23 : Sejam p = p(x) < kx], 0 # B € k e r(x) = B°p(Bx). Entdo A, & simples se,
e somente se, A, é simpies.

Demonstragdo : Cosidere o k-automorfismo o de kfx,y] definido por: o(x) = Bx e
o(y) = g~ly. Pode-se verificar faciimente que ocA,0! = 87'A,, assim temos o que
queriamos.

.

Para os proximos quatro lemas vamos assumir que & € corpo algebricamente fechado e
que p=Ax’+Bx+C, onde 4, B,Cek e A=0, e consideraremnos a derivagio d=A,.
Sendo & algebricamente fechado podemos tomar y € k \{0} tal que 4y* =1 . Seja
r = rix) = y*p(yx). Logo temos que : r{x) = y*(4%y*x? + Byx + C) = x> + ¥’ Bx + y2C.

Dessa maneira vemos que podemos assumir 4 = 1, na derivacdo d, definida como
acima, para estudarmos o problema da simplicidade de 4 E mais, o lema 3.2.23 nos
garante que podemos assumir que dé daforma s, parar € k.

Os trés lemas que veremos a seguir serdo utilizados na prova do segundo resultado
mais importante desta secdo gue € o teorema 3.2.27 que seré visto apos os lemas.
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Lema 3.2.24 : Se F e A sdo polinbmios em kx,y) tais que 6. (F)=AF ,F=+0 g
deg F'=1,entdo A = ytx.

Demonstragdo : Como deg /=1 , entdo podemos escrever F=u.y+v, onde

u,v € k[x] @ u = 0. De acordo com o proposigdo 3.2.10 (itens 1 € 4) A = y+s para algum
s € kix] de grau 1 (pois aqui degp = 2). Logo podemos escrever s=ax+b, onde a,b ek €
a # 0. Agora pelo item 3 da mesma proposi¢io 3.2.10 (com s = ax + b ) temos as seguintes
igualdades, que denofaremos por (x): &/ = v+ (ax+bu e v+ (=2 + u = (ax + b)v

Sejam «* e v* 0s coeficientes lideres dos polindmios » € v, respectivamente. Assim
v +0 e v* =0, e pelas igualdades () acima temos que: v* = -axw* € aov* = —x%u*,
logo, como a = 0, v* =-—-’5§»=—aru* =a’=1=a=+1

Portanto ja temos Que A = y+x+5b . Agoravejamosque b = 0.

Denotando g = axu+v , escrevemos () como. u/ =ub+g € (r—-aju+g = Qax+b)g.
Assim se b+ 0, ent80 pela igualdade W =ub+g , temos deg(e) = deg{u) , pois
degu! < degu. Mas se deg(g) = deg(w) temos uma contradigdo com a igualdade
(r—a)u + gl = (2ax + b)g, POIS COMO r,a,b < k, temos dessa igualdade que degu = 1 +degg.
Portanto concluimos que d = 0, e as8imA = y + x.

n

Lema 3.2.25 : Se r< &k . A denvagdo &, tem um polinbmio de Darboux F tal que
deg F=1 se, e somente se, existe um pofindmio ndo nulo u<idx] fal que:

W -2xd +(r—Du=0 ou w+2xd+{F+Du=0.

Demonstragdo : =) Sabemos que a derivagdo §, tem um poiindmio de Darboux F tal
que deg F = 1. AssimsejaF =uy+v, onde u,v € kfx] e u + 0, 0 polindmio de Darboux de
8, e Atal que 6, (F) = AF. O lema 3.2.24 nos diz gue A = y tx, & assim pela proposicdo
3.2.10 (tem 3) temos que v = # —mxu v = axv + (x* - Pu, onde g = 1. Portantc temos:

Se a=1 , substivindo v=u—xu em v=xw+{*-ru temos que
wl —2xu +(r—Lju=0 .
Se a=-1 , substituindo v=u +xu em W =-xv+(x*-ru, temos que

wl + 20l +{(r+1u=0.
<) OSabemos Qque existe um polindbmic ndc nulo w»ekfx] tal que:
Wl -2l + (r-Du=0 OU w+2x+(+Du=0 .
Seu -2 +(r—1u=0 ,tomando F = u.y+ (' — xu), entdo :
6.(F) = 0,(uy+ @ —~xu)) =35,(uy)+6(u ~xu)
= wy +u(y? —x2+ 1)+l —u - xut
=ull + (- +1y® ~ux® +u(r-1) ,
Agora usando o fato de que v/ —2xu/ + (r— Du = 0 |, temos que u/ + (r— Du = 2xu €
assim teremos que 8,(F) = (¥ +x)u! + wy? —x* = (x +y).F . Portanto temos que a derivacéo
&, tem um polindmio de Darboux # tal que deg F = 1.
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Se 4!+ 2xu! + (r+ u = 0, tomando F = u.y + (& + xu) teremos de maneira analoga ao
caso anterior que &,.(F) = (y —x)u' + wy* — ux? = (y—x).F.
»

Lema 3.2.26 : Seja r € k . A derivagdo 5, fem um polinbmio de Darboux F tal que
deg F = 1 se, & somente se, r € um inteiro impar,

Demonstracdo : =) Sabemos gue a derivagéo &, tem um polindmio de Darboux F fal
que deg I = 1, logo, pelo fema 3.2.25, temos que existe um polindmio ndo nulo » < Afx] que
satisfaz uma das seguintes igualdades: u/-2xu'+{(r~1Lu=20 ou
W+ 2xul + (r+Du=0

Sem perda de generalidade, pois & € corpo, podemos assumir que » € um polindmio
monico, ouseja, ¥ = x* +a,x* +-- +ax+ap,ondes>1 € ag,....0,., €k.

Se ull - 2xul + (r—1)u = 0, entdo comparando os coeficientes de x* nessa iguaidade,
temos que -2s + (r— 1) = 0, e portanto r = 25 + 1, Ou seja, r & um inteiro impar.

Se uw+2xu! +(r+ u = 0, fazendo a comparacio dos coeficientes de x* nessa
igualdade teremos 2s + (r+ 1) = 0, @ssim r = -2s — 1, 10go r & um inteiro impar.

<)} Sabemos, por hipdtese, que r € um impar. Vamos supor primeiro que r = 2s + 1,
com s € N. Seja u, um polindmio moénico de grau s definido, indutivamente, em kfx] da
seguinte maneira: uo =1, #; =x € pPara s =2, #, = a.x* + 4,31 + .- 4 a1x +a,, onde
a; =1, a1 =0¢€a;= G+ DE+2) 1)(i+2)‘a< parai=46,1,...,5-2.

s y Mg H 2(! — S} 22 > %3 »

Vejamos que, para todo s , u, satisfaz a igualdade : u,/ — 2xu/ + (r — 1), = 0

Defato,ses=0,entdor=1 eu, = 1, @ assim a igualdade é satisfeita.

Paras=1,entdor=3 e u; = x, logo temos:

u! —2xuy! + (-1 = 0-2x+(3-1)x = 0 , e portanto a igualdade & satisfeila .

Paras>2,temosr=25+1 @ u, =@ X +@e1x* 1 + - +ax+ag,ondea, =1 ,a,; =0

= --(i—~+—-1—)—(—f~«"5—'—%)—.ravH2 , parai=101,...,5s 2. QOlhando para a forma dos coeficientes de

¢ a 2(i — )
; . . o _ (s—-1)s _E=3)-2Ms-1)s
x temosque: paraiimpar,a,..=0 €a,; = g e = Ty s

Assim femos que :
uJl = s(s — D% + (5 =35 - 2)a,2x™ +... 3. 4. asx* + 2a,
2xuy! = ZI[SX"_! +(5- 2)&_,,,23["3 +.n +4a4x3 +2a2x]
= 25%° + 2(s — 2)a,2x5% +... +8aax? + 4ax?
r—Du, = 2s+1-1)u, = 2su,
= 25x° + 280,200 4. +2sa2x% — 2a;,  (POiS ag = é‘f%)

Substituindo estes valores em u /! — 2xu,/ + (r — 1)u,, teremos :

u /' —2xud +(r — Du; =[s(s ~1)x°2 + (s - 3)(5 — 2)@s2x*™ +... 43 4. ax? + 2a,] +
+[28x% = 2(s — 2)a52x"% —. . —Bayx* — 4a,x?]
+[28x° + 2sa, 50" 2 +.. . 425a,%° — 2a,]

E vemos que u,/7 - 2xu,/ + (r—- u, = 0. Logo o iema 3.2.25 nos garante a existéncia de
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um polindmio de Darboux 7 de &, tal que deg 7 = 1.

Agora para 0 caso r=-2s-1, com seN De maneira similar a0 que fizemos
anteriormente tomamos v, um polindmio moénico de grau s definido em &[x] da seguinte
maneira: vo =1 , vy=x € para s>2, v, =ax +aux" + - +a@1x+ap, onde a, = 1,

G+1XE+2)
T 20-9)

Repetindo o que foi feito anteriormente verificamos que para todo s, v, satisfaz a
igualdade: v,/ + 2xv,/ + (r+ 1)y, = 0 e portanto o lema 3.2.25 nos garante a existéncia de
um polindmio de Darboux F de &, tal que deg F = 1.

a1 =0 e a = a,,.parai=01,..,5~2.

O resuitado abaixo nos da mais uma grande familia de k-derivagbes simples e
quadraticas de k{x,y], @ saber as do tipo A,z_, com r € k e r ndo sendo inteirc impar.

Teorema 3.2.27 : Seja r € k. A derivagdo 5, ndo € simples se, € somente se, r é um
infeiro impar.

Demonstracdo : Iniciamos observando gue passando o fecho algébrico de & e usando
a proposicac 2.2.2 podemos supor k algebricamente fechado e portanto podemos usar
todos os lemas provados anteriormente.

=) Sabemos que a derivagdo &, = A._, N80 & simples. Assim ¢ teorema 3.2.13 nos
garante a existéncia de um polindmio de Darboux F de §, tal que deg F = 1. Com isso pelo
lema 3.2.26 temos que » é um inteiro impar.

<) Sabemos que r é um inteiro impar. Logo ¢ lema 3.2.26 nos diz que existe um
polinémio de Darboux F de §, tal que deg F = 1.

»
Usando os lemas 3.2.24 | 3.2.25 e 3.2.26 podemos dar o seguinte exempio :

Exemplo 3.2.28 : Se = 1,3,5,7 entdo §,(F) = (y +x)F, onde F é dada da seguinte
forma:
Parar = 1,18emOsS F = y ~x;
Defato,8;(F) =61y ~x) = 5;0) - 6:1(x) =p* -3 +1~1
=32 —x2 = (y+x)F
Para r = 3 , podemas verificar de maneiraandlogaque F=xy-x* +1;

Para r = 5, podemos verificar de maneira anéloga que F = (2x? - 1)y — 2x% + 5x;
Do mesmo modo parar = 7, tem-se que F = (2x° - 3x)y — 2x* + 9x° - 3.
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Para encerrar este capitulo vamos apresentar alguns resultados que nos garante gue
k-derivagdes simples de &[x,y] podem gerar interessantes k-derivagdes simples de anéis de
polindmios em muitas varnaveis.

O que sera visto a seguir sdo duas consequéncias do teorema de Shamsuddin
{teorema 3.1.2), tais resultados dizem respeito a derivacdes de ifx,y,z].

Proposicao 3.2.29 : Sgja d: kx,y,z] - kix,y,z] uma derivagdo tal que. d{x) = 1;
dy) =fixy) e diz)=y onde fixy) e kxyl, degfix.y) > 2. Sefa & kxy] - kx,y] a
restricdo de d em kx,y]. Se & é simples, entéo d é simples.

Demonstracdo : Aqui vamos usar o teorema de Shamsuddin (teorema 3.1.2) tomando
R = kix,y] @ t = z. assim como & € a resiricdo de d a R e () = d(z) = y dizer § & simples &
equivalente a dizer que nado existe r € R = kfx,y] tal que é() = y. Vamos supor por absurdo
que exista um r € klx,y] 1al que 6(r) = y, logo deg r > 1. Assim, seja r = rpy” +...+r1y + 1o,
onden>1rg,..,r,ckixier, 0.

Mas podemos escrever f{x,y) da seguinte forma: fix,y) = f3™ +... thiy+fo, onde m > 2,
Joo--fm € klx] € f, = 0. Ent80 temos :

y =380 =d(r) = ry" vty +rol + (aryt 04 AxY)

= F Y 44y + ol + (A ) ™ Y+ o)

Agora comparando os coeficientes de y™™! temos a seguinte contradicdo
Q=nr,f,+0,poiSn>1r,20ef, =0.

Portanto vimos que ndo existe r < kfx] tal que 8(r) =y, e assim o teorema de
Shamsuddin (teorema 3.1.2) nos garante que d é simples.

|

Proposicdo 3.2.30 : Sgja 4 : kx,y,z] » kix,y,z] uma denvagdo tal que: d{x) = 1,
dy) = glxy) e d@)=alxz+bx)y+c(x), onde glxy) ekxyl degglry)=2 ,
a(x),b(x),c(x) € Kx] e b(x) = 0. Sgja é : kx,y] — kix,y] a restrig8o de d em kx,y]. Se 5 &
simples , entdo d é simples.

Demonstragdo : Usando a mesma argumentacdo do inicio da proposicdo anterior
vemos que dizer que d € simples € equivalente a dizer que néo existe r € k{x,y] tal que
8(r) = alx)r+b(x)y+c(x). Vamos supor que exista um rekxyl tal que
8(r) = ar+b(x)y+c(x). Como b(x)+0, entdo temos que degr>1. Seja
FEryt by, oOnde ws21  , ry,...,rpnekx] e r,x0. E seja
2(x,)) =g +...+tgiy+go,0ndem > 2 go,....gn € kix] € g, + 0. Entdo temos :

a(®)r +b(x)y+c(x) = 8() =d(r) = r)y" +.. 411y + 1ol + (ry™ 4 4r1). g(x))

= rply" oy +rol + (g™ b A HE Y L ALY+ 80)
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Agora comparandoc os coeficientes de y™™! temos a seguinte contradico
O=nr.gm =0,poisn>1,r,x0eg, =0

L.ogo vimos que n&o existe r € k[x] tal que 6(r) = y, e assim o teorema de Shamsuddin
(tecrema 3.1.2) nos garante que 4 € simples.

[

Para encerrar este capitulo podemos apresentar, com 08 mesmos argumentos
utilizados nas demonstragdes das duas proposighes anteriores, dois exemplos de
k-derivacbes simples do anel de polindmios com » + 3 variaveis sobre o corpo & (n & um
namero natural qualquer).

Exemplo 3.2.31 : Seja 4 uma derivacdo de k[x,y,z,11,...,1,] definida da seguinte
maneira :

dx) =1,
d(y) =y* +x,
d(z) = x
d(ty) =zt + 1

d(fz) = 1z +1
d(l:,‘) = oty + 1

Entao 4 é simples .

De fato , seja y a restricio de d em i{x,)] , ou seja y{x) = 1 e y()) = y* + x, pelo teorema
3.2.21 temas que y & simples. Seja 4, a restricao de d em ifx,y,z] assim, como y € simples,
a proposicdo 3.2.29 nos garante gue §, também é simples.

Sabendo que a derivagao &, : kfx,v,z] - Afx,y,z] € simples, vejamos que a restrico de
d em kx,y,z,t,], que denctaremos por §;, também sera simples. Para isso usaremos 0s
mesmos argumentos utilizados na demonstra¢go da proposicao 3.2.28, entdo vejamos:

Suponhamos que exista um r e klx,y,z] tal que 6,(r) =zr+1 , assim vemos que
deg,r > 1, logo podemos escrever r = r,z™ +...+rz+re ,ondem > 1, ro,...,ry € Kx,yl €
r, # 0. Dal temos a seguinte igualdade:

zr+ 1 = 8o(r) = d(r) = d{Fpz™ +... 41z +79)

= Fpl2” 4.V z +re!l + (M 2™+ ) d(2)
= Fl2™ +.. 2+ P+ (2™ L)y

Assim analizando o coeficiente de z™!, temos a seguinte contradicgo: 0 = r, = 0.
Portanto temos que n&o & possivel existir um r ¢ A{x,y,z] tal que 8o(r) = zr+ 1, e entdo 0
teorema de Shamsuddin (teorema 3.1.2) nos garante que 6;, que € a restricdo de 4 em
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kx,y,z, 1], € simples.

De maneira completamente analoga se vé que a restricdo de dem ifx,y,z.t1,...,4:], 6. &
simples para todo i = 2,3,...,n— 1. Aqui vamos mostrar que §, = d é simples, sabendo que
Gpi,QUe Caarestricdode s, =demkix,y.z.f,....0.1], & Simples.

Suponhamos que exista um r e kx,y.z.0,...,1.1] tal que 6,.(r) = t,.r+1, assim
vemos que deg, r=>1, l0go podemos esCrever r = rpfy; +...+ilpy +ro, ONde m > 1,
Fo,--- Fm € KX, y,2,11,...,1:2] € 1y + 0. Dai temaos a seguinte igualdade:

tob+ 1 =8,(r) =d(r) = d(rpt7y +... H1lny +19)

= Fultl g e i ey + P! + (Pt +. 4y ) )
= Pulth g+ ey + 1! + (™ . ) (gt + 1)

Agora analizando o coeficiente de 1 , temos a seguinte contradi¢co: 0 = r,, = 0. Logo
nao existe r e kfx,y,2,11,...,1.4] tal que &§,5() = t.ar+1, portanto o teorema de
Shamsuddin (tecrema 3.1.2) nos garante que d é simples.

|

Exemplo 3.2.32 : Seja 4 uma derivagdo de i[x,y,zh,...,t,] definida da seguinte
maneira :

dix) =1,
ay) =y* +x° +2x,
d(z) = x*z +xy

d(t)) = 2% +z
d(t:) = 2 + 1,
d(t;) = it + 12

&ty = gty +Ing
Entdo d € simples .

A prova de gue neste casc d é simples é absolutamente analoga a dada no exemplo
anterior e portanto vamos omiti-la.
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